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OZET

Bu tez ¢alismasi 4 béliimden olusmaktadir.

Birinci Bélimde Clifford Cebiri (Geometrik Cebir) ve tarth¢esi anlatildr ve Unipodal
say1 sistemi ile geometrik cebir ile matris cebiri arasinda bir izomorfizmanin varlig gosterildi.

Ikinci boliimde, diizlemde geometrik sayilar, Minkowski uzay-zamanin geometrik
cebiri, genellestirilmis i¢ ve dis carpim ve dzellikleri verilerck genellestirilmis geometrik
cebir incelendi.Bu béliimde ayrica, k-vektérlerin  ters siralanmasi, inversi ve normu
tanimlandi.

Ugiincii boliimde geometrik cebirin uygulamalart olarak izdiisiim, dogru ve diizlem,
kompleks sayilar, yansima ve 3-boyutlu dénme harcketleri geometrik cebirin elemanlan
sayesinde agiklandi.

Dordiincii ve son boliim ise sonuglar ve bir degerlendirmeyi kapsamaktadir.



ABSTRACT

This study consists of four chapters.

In the first chapter, it is given an historical development of the Clifford Algebra also
called as Geometrical Algebra and introduced the unipodal number system and furthermore
an isomorphism is constructed between Clifford algebra and matrix algebra.

The second chapter includes the generalized inner and outer products as well as the
geometrical product. In this chapter we also define the reversion and the norm of a k-vector
and inverse of a k-blade.

In the third chapter, we present some applications of geometrical algebra such as
projection, line and plane, complex numbers, reflection and the rotation of three dimensional.

Finally, the last chapter covers an evaluation of the thesis.
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CLIFFORD CEBRI VE GEOMETRIK UYGULAMALARI

1. GIRIS

1.1 Geometrik Cebirin Tarihcesi

Gergel sayilar kiimesi R nin cebirsel kapali olmamas: nedeniyle bir gergel sayr olmayan
i=~~12R saywisint katmak suretiyle gercel sayr kiimesi kompleks sayilarin kiimesiC
olusturulmug, béylece gergel sayilarin tiim 6zelliklerini saglayan cebirsel kapah kompleks
saytlar kiimesi elde edilmisti. Herhangi bir z< ¢ kompleks sayis1 v € R olmak iizere
tLit bazina gore = —x+iv seklinde ifade edilebilir. Boylece 2-boyutlu kompleks diizlem
olusturulur. Kompleks analiz 150 yildan bu yana ilerleme kaydetmesine karsin kompleks
sayilarin artik daha genigletilmesine gerck olmadigr diistincesi yaygin hale gelmisti.
Kompleks sayilarin ¢arpiminin geometrik anlami

exp(ilh) = cos0+isinb (1.1)
scklinde verilen Euler formiilii sayesinde acik bigimde anlasilabildi.

Kompleks sayilarm  Hamilton quaternion’ lara genigletilmest  fikri matematikeiler
tarafindan ¢ok tartigilmis, ancak Grassmann’ i i¢ carpim ve dis ¢arpim islemlerinin
ozelliklerini gelistirme ¢abalari sonucunda bu iki islemin birlestirilerek geometrik carpim
denilen isleme ulagilmistir. Bu birlestirme diizenli bir bicimde daha sonra W.K.Clifford
tarafindan gergeklestirilmis ve aksiyomatik bir bigimde bir cebirsel yapt olarak ortaya
konmugtur. Guntimiizde bu cebir Clifford Cebiri olarak anilmaktadir. Bu cebir esasen
Euclid, Descartes ve Grassmann® 1n  diisiincelerinin bir genellemesinden  ibarettir,
Grassmann tarafindan ortaya atilan ve Clifford tarafindan aksiyomatik bir ccbirsel yapi
sekline  dontistiiriilen  geometrik  carpim esasen iki  vektoriin biri birine goreceli
dogrultularini , daha agik olarak biri birine ortogonal olma biiyiikligiinii i¢ ¢carpim ile ve
ortogonalligin dogrultusunu ise dis carprm ile Oleer. Geometrik ¢arpma islemi daha sonra
detayh olarak verilecektir.

Gergel sayilarin kompleks sayilara  genisletilmesi disinda  genislemelerin ele
almmasidaki gecikme, +1 gercel sayisinin yeni kare koklerini igerecek sekilde gercel
sayilarn genigletme fikrinin zayif gériilmesine dayanr. Gergel sayilar kiimesi # nin yeni
= \ﬁ@? R seklinde bir karekokiinii igerecck sekilde gemsletilmesi fikri ¢cogu bakimdan
kompleks diizleme benzeyen hiperbolik sayi diizlemi # nm ortaya ¢ikmasin saglad.
Hiperbolik = sayilarin - daha iyi anlagilmasiyla  birlikte  gercel  sayilarm geometrik
geniglemeleri fikride 6nem kazanmstir,



1.2 Unipodal Say: Sistemi

Bu kisimda geometrik  cebirler icin en basit modeli olusturan hiperbolik sayilar
tanimlayan unipodal say: sistemini inceleyecegiz. Hiperbolik sayilar bir kiibik denklemin
¢oztimlermi bulmak igin ve diizlemin ve 6zel relativitenin Lorentzian geometrisinin basit
ozelliklerini tiiretmek icin kullanilir.

u’ =1 ve wy,w, €C olmak iizere {l,#} bazina gore unipodal bir w €U sayis
W= W, +uUw,

scklinde yazilir. Simdi v, +u =1 veu, —~u =u kosulunu gergekleyen ve

|
u+:5(l Hr),u—%(l—u) (1.2.1)

seklinde tanimlanan idempotent {u, 1 } bazini goz Oiine alahm. Bu bazin idempotent
3 oy = 3
olmasi " =wu, ve u - =u_ kosullarini saglamasi demektir, ayrica bu baz v . =0

kosulunu da saglar yani baz elemanlar karsihikit sifirlayvicr elemanlardir,
Wy =y bwws = w —w, olmak iizere idempotent bazin 1zdiisel 6zellikleri kullanilarak

w=w, tu)y=w.u, +wu (1.2.2)

clde ederiz. Tersine eger w,,w_ € C komplcks saytlan verilmis 1se w=w, o, +w u_
seklinde verilen bir unipodal saymin standart baza gore koordinatlar

[ 1
Wy :;(u;_ +w_) ve w, :5(‘45 —w_) (1.2.3)

scklinde bulunur. Bu tammlama ile idempotent bazin kendine has 6zellikleri bize bazi
kolayliklar saglar. Oregin Binom teoremini bu baz sayesinde basit bir bicimde

(w,tt, +w_u ¥ = (w, )kn!‘+ +(w )t = (w, ) u, +(w Yu (1.2.4)
olarak ifade edebiliriz. Bu ifade sadece pozitif tam saytlar i¢in degil Yk € IR i¢in

geeerlidir. Omegin; k= —1 icin w,w =0 olmak iizere bir we {/ unipodal sayisinin
mversi

seklindedir.



Ayrica, (1.2.4) ifadesi clemanter fonksiyonlar1 kompleks unipodal diizleme genisletmekte
de kullanilabilir. Eger oyle bir fonksiyon f(w) ise f(w,) ve f(w.) fonksiyonlar
tanimli olmak iizere

J@) = fw, ), + f (12.5)

seklinde tanimlayabiliriz.

1.3 Clifford Cebiri ile Matris Cebiri izomorfizmi

Kompleks clemanh 2X2 mertebeli kosegen matrislerin kiimesi ile unipodal sayilar kiimesi
arasmda bir izomorfizma asagidaki sckilde tanimlanir :

w

w, 0
W=wn, +wu
0

Buna gére sonlu boyutlu her Clifford cebiri matris cebirine izomorf yapilabilir. Tersine
her matris cebirini bir Clifford cebirine veya bir alt cebirine izomorf yapabiliriz.
Yukaridaki eslestirmeye gore sadece késegen 2X2 mertebeli matrisler ile unipodal sayilar
arasinda bir esleme s6z konusudur. Simdi acaba unipodal sayilarn genisleterek 2X2
mertebeli biitiin matrisler ile eslestirmemiz miimkiin olurmu sorusuna cevap arayalim.
Yukaridaki cslestirmede degisme ozelligine sahip unipodal sayilar s6zkonusu idi. Ancak
simdi unipotent # sayisinm anti komutatit’ 6zellikte birim elemanlarin carpimi scklinde
ifade edebilmeliyiz. Boyle anti-komutatif iki birim ¢ ve folsun.

3

u=ef =~fe e =1=_f" (1.3.1)

olmak iizere = ¢f anti-komutatif iki birimin carpimi oldugundan bir hi-vektdr tanimlar.
Boylece bir Clifford geometrik cebiri tanimlariz. Bu cebiri C/, seklinde gosterehm. Bu
cebir ayni zamanda {l.e, /.¢f} baz tarafindan gerilen bir vektor uzayr tammlar. Bir

w €y elemant bu baz sayesinde bir lincer birlesim olarak
w=ua, +au-+telh, +bu) (1.3.2)

veya
w=wlu, +u)=(a,+ a)u, +(b, —beu_+ (b, b)eu, +(a, —a,)u

scklinde ifade edilebilir. Boylece,

bh+b a,—aq

[a“ T, b, =k ]
T

seklindeki bir esleme ile istenen izomortizmayi tanimlayabiliriz.



Simdi yukandaki tanimlamalar1 genisleterek genellestirilmis C/,, Clifford cebirini
olusturmak istiyoruz. Bunun i¢in gercel sayilar kiimesine ,u,,....,u, gibi n-tane
aralarinda degisme 6zelligine sahip unipotent elemanlart dahil edelim. Boylece unipodal
R[e,,1,,...;u. ] cebirini olugturahm. 7xn-mertebeli kosegen matrislerin kiimesi 27 -
boyutlu  M(2")reel' matris cebirini olusturur. Yukaridaki unipotent u,,u,,...,u,
elemanlarim belirledigi

UH., =
UE:

(Itu,)

r | —

seklindeki elemanlar sayesinde 2”-tane ilkel isaretli idempotenti tanimlayabiliriz.
Omegin;

Uy o SULU U, Veya U, | | = Uy Uy Uy

et

tanimlamalarint hemen yapabiliriz. Bu tiirdeki elemanlar: genel olarak ., seklinde

gosterelim. Boylece bir v € R[u,,....u, | cleman ilkel idempotent baz cinsinden

D= : :U".\'gni'[sgn
sgn

bigiminde yazlabilir. Burada 2" -tanc Wen  katsayist reel skalerlerdir.  Boylece

Rley,uy,...,u,] ile kdsegen matrislerin M (2") kiimesinin elemanlar arasinda

s (1.3.3)

scklindeki bir eglestirme ile bir cebir izomorfizmas tanimlayabiliriz.

Unipotent #; clemanlarini parcalayarak veya birim elemanlarin agagida verildigi gibi
¢arpanlara ayrilmastyla Nétral Clifford cebiri €7, vyi elde ederiz soyleki; j=12,....n
icin

9 ]

”; :(),"-f;/ = 7.)(;({’. ve (_)j" = ] = = .f['

Asagida ise reel Clifford cebiri €7, ile reel matris cebiri M(2") arasmndaki cebir
1zomorfizmasimi tammlayan tablo verilmektedir :



-1
M%»,‘ t & Hf+,,,+ ex usgns el L -
—1 -1
eIMJr,.. b U H €] e)\ usgrls elel ...nu— i
y (1.3.4)
e,\ u k. e,\eluer—...{ o usgnx ekel...uu—.u
e = I -
f')l ,f:uré ot (3|”ﬂ€|u7+m { o el ,J'\'(’)k usgn.& U s

(1.3.4) deki matris iginde bulunan Clifford sayilan Clifford cebiri CZ,, nin 22" -
boyutlu bazimi tamamlar. Bu matriste bulunan her bir elemanm satir-kolon numarasi ayni
numarali elemani 1 ve diger elemanlarimin hepsi sifir olan bir matrise karsihk gelir. u,,
seklindeki clemanlar 2" tane karsilikli biribirini sifirlayan ilkel idempotent elemanlar
gostermektedir ve €,....¢, elemanlan isareti +1 olan ortonormal baz vektorleridir ve €,
cebirini Gretirler. ¢, lar X indeks kiimesine gére ¢, lerin carpimt ile tretilen clemanlardir.
Ornegin; X\ = {1,2,1} indcks kiimesi e, = ¢e,e, seklindeki eleman iiretir. e, clemanlar ile
U, clemanlan eslenik degisimlidirler, yani ornegin ¢,, elemani i¢in

= 2
T - T

csithigr yazilabilir.

2. GEOMETRIK CEBIR

2.1 Diizlemin Geometrik Sayilari

2-boyutlu Oklid diizlemi R’ i genisletmek igin +1 m R deki antikomiitatif olan iki
karckokii ¢, vee, yi

e =e¢ =1, ¢,=¢e =—cp (2.1.1)
scklinde tammlayahm. Gergekten, ¢ ve ¢, R nin ortonormal baz vektirleri olmak iizere

1 v R i, 2 2 . . 2 2 2 -~ -
Yo+ ve, vektoriiniin karesini x” 4y~ skalerine esitlersek (xe, +ve,) =x + v ifadesinden



2 2 -
e =e =1 ve ge, = —6,6 =¢,

elde ederiz. Diger taraftan,

oldugundan ¢, ne bir skalerdir ne de bir vektordiir, hatta bir skaler ile bir vektériin birlesimi
de degildir. iste biz bu nesneye bir hivektir diyecegiz. Burada ¢, vee, R* nin sirasiyla x ve
y eksenleri boyunca olan ortonormal birim vektérlerini gostermektedir ve €€, carpimi ise
tanmmini az sonra verecegimiz € ile €, nin geometrik garpimini géstermektedir. Buna gore
R Oklid diizlemi ile birlestirecegimiz G, peometrik (Clifford) cebirinin standard ortonormal

baz1 {l.¢,e,.¢e,} kiimesi ile verilir ve
G, = eril.e e e}, {Z:1.2)

olarak geometrik cebri tanimlar. i = ¢,, seklinde gosterece@imiz [ ise birim bivektor adini alir
ve sekil.2.1.1 deki gibi bir vektor uzayi olarak g° diizleminin dogrultu ve yéniinii tanimlar.

Sekil.2.1.1 R* nin i birim bivektorii

G,, sifir bolenlere sahip olma disinda gergel sayilar cismi R nin sagladig biitiin cebirsel
ozelliklere sahiptir ancak genel olarak degisimli degildir. Diger taraftan (1.3.1) den

i = (ee,)Nee,) = ¢ (ee)e, = —¢/(ee,)e, = —feg e )= —1

clde edilir ki bu i* nin kompleks sayilardaki imajiner birim ile aym 6zellikte oldugunu

gosterir. Boylece gencl olarak bir ¢ € G, geometrik sayisini
g=(x-+iy) Hue +U8,) = 2+-u (2.1.3)
scklinde yazabilecegimizi clde ederiz. Burada x,v € R olmak iizere z — x + v spindr adim

ahr ve w=uwe +u,c. C R° seklinde bir vektordiir. z&€S, lerin S, kiimesini i = ee,

bivektoriiniin Spin Diizlemi olarak adlandiracagiz. Simdi

§)



ei=(ee)e, =e, vee,i=e(ee,)=—e,(ce) = —(g,6,)g = —¢, (2.1.4)

oldugunu goz éniine alirsak herhangi bir ve R? vektorinii i ile sagdan geometrik carpimini
T g an .
yaparsak v vektoriiniin / bivektorii diizlemi icerisinde ; radyan kadar pozitif yonde bir

donme yaptigim goriiriiz. Boylece ¢ spinérleri yonlendirilmis g* diizlemi i¢indeki dénme
hareketlerini meydana getirirler.

Tamm.2.1.1: Simdi g* diizlemi icinde o> = b* =1 olacak sekilde iki birim vektor a,b € R*
olsun. Bu vektérlerin

1
aOb:E(ab—i—ba):COSG [2.L.5)
seklinde tanimlanan simetrik i¢c ¢arpimi, ve
1 i
a/\b:E(ab —ba)=isin{) (2.1.6)

seklinde tanimlanan anti-simetrik dig carpimi sayesinde bu iki vektoriin geometrik ¢carpimr’ m
ab=ach+aAb=cosO+isin( = ¢" (2.1.7)
bigiminde tanimlariz.

(2.1.7.) geometrik carpimi R* nin vektorleri ile g° nin S spmorleri arasinda kuvvetli bir
iligkiyi ortaya koymaktadir. R> nin i=e¢e, bivektdrinin  dizlemi igindeki  biitiin

vektorlerden olugtugunu gostermek iizere R* = R” yazacagiz.

G, geometrik cebiri ile 2x2 mertebeli reel say1 bilesenli matrislerin M(H%l;) cebirl

= 2 . . . g . .
arasinda G, nin {l.e,,¢,,€,} baz elemanlarini M(R3) nin (£, E\ £, B baz ile yani,

§ 0] . I 0] 0 1 0 1
By = = o, = o
0 1 0 -1 ° L 0) = (=1 0

baz matrisleri ile birebir eslemek suretiyle bir izomorfizma tanimlayabiliriz.

2.2 Minkowski Uzay-Zaman’ in Geometrik Cebiri



Bu kisimda, M, Minkowski uzayi ile onun G geometrik cebirini ele alacagiz. M,
Minkowski uzaymm non-dcjenere metrik tensorii € olsun. Buna tekabiil eden karesel
form, M, in tanjant uzayinin bir ortonormal bazi {e.e,.e8,) ye gore ¢ 151k hizim
gostermek ve zaman yoniindeki koordinat fonksiyonu f olmak iizere [ . W |

- ~ - - 2 2 2 2.2 - .

koordinat fonksiyonlarma gore x,° + x,* + X, —c7t” seklindedir. O halde

2 2o 2.2 2.0 20,220

(xig + x,6, + X0, —cte,)’ = x'e! +xle +xe toile,
3 3
2 2 i 2 > #J
—|—2Z x;x;(ge, +ee)— 22( tx.(ee, +e,e)

F=1

e

2 2 2 P F
=8 A +x,7—c’t

oldugundan

g =e¢ =¢ =1vee =—1
Ve ayrica

e, ——ee,i=j

oldugunu elde ederiz. Birim vektorlerin gcometrik carpimlari i¢in

G’” — E')J'e,"'l = )’ 5 ():M 5! = ] == k ve E)'ukf — ()'!{")_I'EJA'(') NS ] = !‘ Z= [T

gosterimlerini kullanacagiz, 6megin; ¢, = ¢e,¢.e, yazariz. M Minkowski uzaymn G
geometrik cebiri birim elemant 1 olan 16 boyutlu birlesmeli bir cebirdir, bu cebirin baz

elemanlarr skalerler, vektorler, bivektérler(2-blade), 3-vektorler(3-blade) ve 4-vektorler(4-
blade) den olusur. Bunlar sirasi ile

lie,58, 85 Ca2€)29€135€129€535 €545 Coy 3813358545 €345 €345 B34

clemanlarindan ibarettir. Bu terminolojiye gére kastedilenler aslinda bi-vektérler yonlii
alanlara, 3-vektorler yonlii hacimlere ve 4-vektorler ise yonlii 4-boyutlu hacimlere karsilik
gelmektedir.

Minkowski uzaymin geometrik cebirini 4 x4 mertebeli matrislerin uzayi
ile asagidaki baz matrislerini sirastyla {e,e,.e..¢,} baz vektorleri ile cslestirelim:

I 0 0 0O 1 0 0 0 0 1 0 0 —1 0 0

g = 0 |1 00 0 0 0 ] I 0 0 0
[l}* ,bw—_ ab{_ ’b-l:

0 =10 = [0 0 0 | I 0 0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 1 0 0 —1 0 0 0O 0 1 0

Bu matrisler asagidaki kosullart saglar:



B =B =E =l sve B=_ EE ~—FEE.i#}j

L) FiR

Ornek.2.2.1 a= (I+e)l+e,,) e Gf eleman matrislerle

A=(I+E)I+EE,E,)

1 000 (1 0 0

0100 [0 1 0 o
0010 o o -1 o

000 1] |o 0 1

(100 0 (01 0 0)o 1 0)0 —1 0
01 00| [1 00 olo 0o —1/|1 0
0010 looo i 0 0 —1
0001 (001 0lo -1 0 10
2 0 -2

0 0 0

“lo o 0

§ = 2

matrisine esdegerdir,

Simdi,
a=(l+e)l+e,)=1+¢ + Cray T €0y
clemam
nin Clifford veya geometrik cslenigi

a — (1 +()3,u)(] _()!); L~ & €5 €34 +e

1234
scklinde verilir ve aa = 0 olmasma karsin

g =l +&+&,, + gy, W~ &ty +6,,) =4Hey,, +e,,,) =0
dir ve bu sonu¢ bir sayr bile degildir. Geometrik cebirdeki bu durum matrislerlede

gerceklencbilir. Gergekten, yukarida elde ettifimiz A4 matrisinin anti-otomorfizmi, ki bu
Chifford eslenigine karsilhik gelir, 4= £, A'E," matrisiyle hesaplanir. O halde,

O 1.0 0)2 00 03O0 1 0
5. I 0 0 oo o0 o 21 0 0
o0 0 =1/-2 0 0 o 0 0 1

&
=

<

o

o
|

0

9



0 0 —2 0
0 2 0 0

“lo 0o 2 of
0 -2 0 0

bulunur. Diger taraftan,

0 0 -2 0}z -2 0 0 0 0 0
- 0o 2 0 0}l0 0 0 00 0 0
AA = =
0 0 0(l0 0 0 0O 0 0 0
0 -2 0j|0 =2 2 00 0 0
olmasina karsin,
2 —2 0}(0 -2 0 0 0 -2 0
- [0 0 0 0]0 0 0o 2 0
0 0 0 0}lo 2 0 0 0 0
0 -2 0 2Jl0 =2 0 0 0 —2 0

oldugundan 44 = 44 dir. Ustelik 44 bir kdsegen matris olmadigi gibi birim matris /,_, {in
de bir skaler kati degildir, yani bir skaler matris degildir.

2.3 Genellestirilmis Geometrik Cebir

Yukanda tanimladigimiz  geometrik cebiri bu kisimda keyli reel vektdr uzaylarma
genisletmek istiyoruz.

V, sonlu boyutlu olmak zorunda olmayan herhangi bir vektor uzayr ve V istiinde
ViV, €V olmak tizere v,.v, seklinde tanimli bir i¢ garpim fonksiyonunu g6z 6niine alalim. V°
deki vektorlerin wv,...v, scklindeki carpimlarinin toplamindan olusan ve asagidaki kosullan

saglayan birlesimli G(V') geometrik ccbirini tanimlayalim:

i) VveV icin v' = yy dir,

10



i) v, €V vektorleri ikiser ikiser ortogonal yani 1% / icin Vv, =0 ise bu durumda ViV,
geometrik ¢arpimi antisimetriktir, yani herhangi iki vektor aralarinda yer degistiriyor ise
carpim isarct degistirir ve bu ¢arpimlarin her birine bir basit k-vektor adi verilir,

Genel olarak bir k-vektir birer basit k-vektor olan B,,C,,...lerin
4, =84 C +..

seklinde bir toplammdan olusur. G(¥) nin elemanlan iistiinde tanimlayacagimiz toplama ve
¢arpma islemleri gergel sayilar cisminin sagladig: tiim 6zellikleri carpmanin degisme kural
disinda saglar.

Tamm.2.3.1 Yukandaki V vektor uzayr iistiinde i¢ carpim yerine genel olarak non-dejenere
bir metrik alinirsa olusan geometrik cebire bu metrige gore V iistiinde bir Clifford Cebiri adi
verilir.

O halde R, =G(R") geometrik cebiri n-boyutlu Oklid vektor uzaylr [R" nin

vektorlerinin geometrik ¢arpimlarinin biitiin toplamlaridan olusturulur. R, nin biitin k-

n
vektorlerinin olusturdugu kiime R, nin [J— boyutlu bir alt vektor uzayidir, bu alt uzayi

2
R! =< R, >, seklinde gosterirsek, Z{k] =2"-boyutlu R geometrik cebirini
k-0

Ru = RH >§0 + < Rn >I +"'+7 <: Rt? >n (231)

seklinde pargali gosterimle yazabiliriz.

Boylece R, geometrik cebiri, R=R’ C R, seklindeki gercel sayilar cisminin bir
genisletilmesi seklinde olmaktadir. Bu durumda 1-vektérlerin olusturdugu alt uzay ise R” nin
kendisidir, yani R"=R) dir. Simdi R” nin vektdrlerinin geometrik  ¢arpimlarini

agiklayacagiz. Bunun i¢in a.h & R” alalim. b nin « ya paralel ve dik vektor bilesenlerini

sirastyla b, ve b, scklinde gostermek iizere b =5, +b, yazalim, (Sekil.2.3.1). Geometrik
carpimin dagilma 6zelligini kullanarak

ab—=a(h, | b))=ab, +ab, (2.3.2)

yazabiliriz. Burada, ab, =< ab>, geklinde bir skaler veya ab nin 0-vektdr pargas: ve

ab, =< ab >, seklinde ab nin 2-vektor pargasi veya bi-vektor kismidir.

1



Sckil.2.3.1 b nin a dik ve paralel bilesenleri

Burada, (2.1.7) ile (2.3.2) yi karsilastiracak olursak

1
ab, =ab= > (ab+ba) , ab,=anb= % (ab—ba)

oldugu goriiliir.

Simdi genel olarak diger gecometrik carpimlart cle alacagiz. 7,5 >1 olmak tizerc
A4, R, ve B € olsun. 4, ve B, nin i¢ carpmmi ve dig carpimini sirasiyla asagidaki gibi
tanimlayabiliriz:

4.B =< 4B >, (2.3.3)

ANB S 4B 5 (234

Eger, a€R) ve B, €R"  r>1, isc bu durumda,
1 ,

a.B, = =(aB +(=1)"Ba)=(-1)"'B a

ve
l 2 i’ 4

alhB ——-E(aB,, H=1YBa)=(-1)B Aa
gencllestirmeleri yapilarak

aB. =aB +anB [2.3.5)

yazabiliriz. (2.3.5) in kanitini daha énceki gibi yapabiliriz. Soyleki a nin B, basit r-vektoriin
iginde bulundugu alt uzaydaki izdiisiimii a, ve B, ye ortogonal olan tamamlayici alt uzay

tizerine @ min dik izdiisiimii de a, olmak iizere @ — a,+da, yazarsak

all, = (a,B, +a b )= (-1} ‘ 'B}_aﬂ +(=1) B a, (2.3.6)



ve
Ba=B(a,+a,)=Ba,+Ba, (237

clde ederiz. (2.3.6) ve (2.3.7) ozdesliklerinden (r-1) ve (r+1)-vektér parcalarimi almak
suretiyle

a8, =a B = "5a

rp

ve
anNB =a,B =(-1) Ba,

clde ederiz ve bunlarr kullanarak

Ba=B.a,+B Na,

sonucunu yazabiliriz. Boylece (2.3.5) ifadesinin kaniti bu Ozdesliklerden gereken isaret
kombinasyonlarmi almak suretiyle tamamlanir. Bu Ozdesliklerin bir uygulamasi olarak

a{bNB)=(ah)B —bN(a.B) (2.3.8)

ifadesini kanitlayalim:

a(bANB)=<a(bAB)> = % <abB, 4+ (—1) aB.b >
=(ab)B, +51 <—baB, +(—1) aB.b >

I ,
=(a.h)B, —1—5 < ~blaB, +aiB )+ {—1} (a.B, +anB)b>
=(a.b)B. —bA(a.B)
oldugu goriiliir.
Bu kisimda geometrik cebirin bir aksiyomatik tanimini vermek IStiyoruz.
Tamm.2.3.1 Bir G kiimesi dstinde tamimlanan iki i¢ islem ve bir operatér ile birlikte
agagidaki aksiyomlar gercekliyor ise bu islemler ve operatorle birlikte (' kiimesine bir
geometrik cebir adini verecegiz:

GxG— G GxG— G

“ar d; " Topl: d;
(arpma oplama B —atb

(a,h) — ab
Vie N igin Grade-islemi: <.>:G — G

Halka Aksivomiar::



V4, B,C € G clemanlar icin;
1) A+B=B+ 4,
D (A+BH)+C=A+(BL0O),
3) (AB)C=A(BQ),
4) A(B+C)= AB+ AC,(A+B)+C = AC + BC,
5) A+ 0= A olacak sekilde bir 0 € G vardur,
0) 14 = Al = A olacak sekilde bir 1 € G vardir,
7) VA€ G, A+ (=A)=0 olacak sekilde bir —4 € G vardir,
Bu aksiyomlarla birlikte G bir degisimli olmayan halka yapisi olusturur,

Grade (derecelendirme) Aksiyomlarr: Bu aksiyomlar farkli mertebeli vektdrlerin varligim
garanti eder.

1) VA€ G k-vektorlerin agagidaki gibi bir toplamindan ibarettir;

2) O-vektorler reel sayilardan ibarettir ve skaler adim ahrlar. Bunlarn toplami ve carpim
bilinen toplama ve ¢carmadan ibarcttir, geometrik cebirin sifir ve birim elemanlar Isc sirasiyla
0 ve 1 dir.skalerler ile k-vektérlerin toplama islemi degismelidir.

3) derecelendirme iglemi 0-vektorler distiinde lineerdir. Yani, 6rnegin X bir 0-vektor yani bir
skaler ve 4.5 de multi-vektorler ise

<MAB>=N<A> +<B>,
yazilabilir.

4) Bir k—blade a. ler sifirdan farkl 1-vektorler ve 7+ J icin a,a, = —a,a, anti-komutatif
olmak iizere aa,a,..a, seklindeki bir multi-vektérdiir, Boylece, bir k- blade sifirdan farkh

bir k-vektordiir ve k —hlade” lerin bir toplami olarak ifade edilebilir. Bu ise multi-vektorlert
vektorlerin carprmlarmin bir toplani biciminde ifade edebilmemize olanak saglar.

Oklid Isaret Aksivomu: Her bir 1-vektor yani bir @ vektériiniin - karesi @° bir pozitif reel
sayidir. Bu aksiyomla cebir tizerinde bir Oklidyen yap1 tamimlanabilecektir.



Su halde bir geometrik cebir; reel sayilar iizerinde yukandaki 3. ve 4. derecelendirme
aksiyomlarm ve Oklid isaret aksiyomunu saglayan derecelendirilmis degismeli olmayan bir
cebirdir.

2.4 Vektirlerin i¢ ve Dis Carpimlarinin Ozellikleri

Bu kisimda 1-vektérlerin i¢ ve dis carpimlarinin baz ézelliklerini verecegiz.
Iki vektér @.b olsun. Bunlarin 1¢ carpimini

1
ab= E(ab + ba)
seklinde tanimlamustik. (a +b)°, a°,b" skalerler oldugundan a.b de bir skalerdir, ¢iinkii
(a+by =a* +ab+ba+b* =a*+ b +2a.b
dir. I¢ ¢arpimin yukaridaki tanimima gore bilineer, simetrik ve pozitif tanimli oldugu kolayca
gorilir. Boylece ortogonalligin a.b =0 seklinde tanimlandig1 bir Oklid uzayr sézkonusu

olur. Su halde sonlu boyutlu durumda le.¢,,.,e,}  seklinde bir ortonormal baz
tanimlayabiliriz. Yukandaki gibi tanimli i¢ carpimin asagidaki 6zellikleri vardir:

1) ave b ortogonaldir < ab = —ba .

2) a ve b paraleldir, yani bir X skaleri icin a=X\b dir < ab=ab veya esdeger olarak
ab = bha 1sc.

Cinkii, cger bir X skaleri i¢in ¢ = \b ise bu durumda

|
ab=(\hb= E()J)h + bNb)
=No' =(\D)b=ub
clde ederiz. Diger taraftan, b nin « ya paralel ve dik bilesenleri sirasiyla 5, ve b, olmak tizere

b=h +b, yazalim. Eger ab— ba ise o zaman 0= ab— ba — 2ab, yazabiliriz ki yukaridaki

derccelendirme aksiyomu 4. den ya b, = 0 veya « — 0 clde ederiz . bunlarin her ikiside «||b
oldugunu gosterir.

3) Eger b=5+b, yazilabilirse bu durumda b= ab, elde ederiz.
4) Bir ¢ vektoriiniin uzunlugunu bilinen sckilde [u] —Va.a=+da olarak tamimlariz.

Simdi de vektorlerin dis carpint inceleyelim. Iki vektor «.b olsun. Bunlarmn dis
carpimini

alNb= é(czb — ba)

scklinde tanimlammsuk. Bu islem asagidaki 6zelliklere sahiptir:



. |
1) Islem bilineer ve anti-komutatiftir : a Ab — —EUJG— ab)=—bAa dir.

2) ave b ortogonaldir <> aAb=ab .

3) ave b paraleldir & aAb=0 ise. Ozel olarak aAa =0 elde ederiz.

4) Eger D=8 tb  yazlabilise bu durumda aAb=ab clde cderiz. O halde

4.derecelendirme aksiyomuna gére a= 0 ve b}f a iken aAbh daima bir 2-blade yani boylece
daima bir bi-vektordiir.

5) ab=ab+aNb daima yazilabilir. Béylece iki vektériin geometrik ¢arpimm daima bir
skaler pargaya ve bir bivektor pargaya sahiptir. Bu durumda a A b =< ab >, yazabiliriz ki bu

bize iki vektoriin geometrik garpiminin en yiiksek dereceli parcasmi gosterir. Bu 6zellik dis
carpimin genellestirilmesinde ige yarayacaktir.

Simdi Bo6lim.2.3 de verdigimiz genellestirilmis geometrik garpim islemini biraz daha
aciklamak istiyoruz. Bunu bazlarin ortonormallik kosullarma uygularsak;

L= ] ise ee;, = —e.e

kurallarm kullanarak érnegin, a = ae, + a,e,,b = be +b,e, vektorlerinin geometrik ¢arpimi
olarak

ab=(a¢ +a,e,)(be +be,)

=ab +a,b, +(ab, —a,h)ee,

buluruz, buna gore

ab=ab +a,b,
anb=(ab, —a,b)ee,
oldugu agikca goriilecektir. Burada €,¢, tanima g6re bir bi-vektor ve ab, —a,b ise aAb nin
= £ 1 g 2 249
biyiikligi, yani ¢ ve b nin olusturdugu paralelkenar dorteenin vonlii alanidir. Buradaki
=) f=) y
yontemle herhangi multi-vektorlerin bu baza gore geometrik carpimlarmi yapabiliriz, ancak
buradaki baz ' i¢in verilmistir, G nin tamaminda gegerli bir bazi nasil bulacagimizi asagida
aciklayacagiz:

2-vektorlerin (bivektérlering (7 uzaymin clemanlar yani bivektorlerin ¢,a, = —a,a; kosulunu

saglayan (ortogonal olan) aa, scklindeki 2-blade’ lerin bir toplami seklinde oldugunu
"

"
oy o
biliyoruz. a, = § Vol s = > _h.e, dersek,
=]

i1

16



Gy, = Z Nl ee, = Z()\,p,}. ~ el R

i=jf iy
yazabiliriz. i = j halinde Zk,-lljf—ele,- = a,.a, =0 olacag aciktir. O halde geriye kalan kisim
€€, nin diger biitiin katlarindan olusur, yani biitiin bi-vektorleri Ay€e; lerin bir toplami
olarak ifade edebiliriz. Su halde sadece

{qe_i L P a4 1Y

Kiimesinin bivektorlerin uzayinin bir baz oldugunu kanitlamak igin bu kiimenin bir lineer
bagimsiz kiime oldugunu géstermeliyiz. Bunun icin

E >\g(ﬁ-€-,- =10
s

olsun. Bu ifadeyi soldan ¢,¢,, 1<k </ <n ile carptigimizda
N +12 ve 4. mertebeden grading terimler! = ()

Scklindeki multi-vektori buluruz ki bu A, =0 oldugunu gésterir. Benzer sekilde yukaridaki
ifade  herhangi / ve k vya uygulamrsa biitiin N; leri sifir  buluruz. Boylece
lee; i, j =10 < j} kiimesi bivektérlerin uzaymin bazidr.

Simdide G* < G alt vektér uzayini cle alalim. i < i, <...<i, olmak iizerc e e .e
seklindeki k-vektorler G* « ¢ alt uzayinin bazin olustururlar. Boylece G* nmin boyutunun

n
scklinde olacagi sonucuna variriz. Lincer bagimsiz en ¢ok n- tane baz vektor sz konusu

oldugundan n-grade’ den biiyiik grading yoktur. Boylece G* larmn hepsinin bazlart bir araya
getirilirse & nin bazim clde etmis oluruz. Ornegin G' vektor uzayr 3-boyutlu ise ( nin bazini

hee.e.00.68, e 6 ee |

seklinde clde ederiz ki bunu daha 6ncede bulmusgtuk. Eger ;' vektdr uzayr n-boyutlu ise G
nin bir baz

2l i
Z k s

seklinde 2" tane lincer bagimsiz elemana sahip olacagimdan G nin boyutu 2" dir.

Simdi de 4-blade kavramini biraz daha agiklayalim: Bunun i¢in bir k-blade 4, —a,..a

5
scklinde venlsin, bu durumda Ay dys e dy vektorleri tarafindan gerilen bir tek A, CG' alt

vektor uzayim tammlayabiliriz. Tersine ¢;' de verilen her hangi bir alt vektor uzayr J bir
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skaler ¢arpan farkiyla bir 4, , k-blade’ i tanmmlar. Bunlar kanitlayahm: Once bir 4, = q,...q,
k-blade’ inin verilmis oldugunu kabul edelim. /Alk alt uzaymin a,,da,,...,a, vektsrlerinden
bagimsiz sekilde tanimlanabilecegini gostermeliyiz. Bir b =8 +b, vektorii, a,,a,,....a,” ye

paralel ve dik bilesenlerinin toplam ile verilsin. 4, nm b vektdri ile carpiumint inceleyelim:
' k

Ab, =aa,..ab bir (k+1)—blade’ dir. Diger taraftan b, = Zk,a,- oldugunu géz oniine
F=l

alirsak 4,5, nin aa,..a,a seklindeki terimlerin bir toplami oldugunu goriiriiz. Bu terimleri
aa, =—a.a, ve a’ lerin skalerler oldugu goz éniine alinarak yeniden diizenlenebilir. O halde
sonug¢ /=1 olacak sekildeki @, vektorlerinin bir katindan olusan bir (k—1)—blade’ dir.
Sonug olarak, 4, nin b vektorii ile carpimi

Ab = Ab

A,

seklinde bir (kK —1)— blade ile bir (k +1)—blade’ in toplamindan ibarettir. O halde grade’in
mertebesinin bir eksigi ile bir fazlasinm toplamindan olusmaktadir. Béylece

Ab=<Ab>,  +<A4b>,

clde ederiz ki bu <Ab> =0 jse b, @.a,.....a, vektorlerine paraleldir, eger
<Ab>_ =0 ise b, a,a,,..,a, vektorlerine ortogonaldir. Bu ifadeler isc ¢,,4a,,..,q,
vektorlerinin se¢iminden bagimsiz olup ,;14 alt uzayr, < Ab>, =0 kosulunu saglayan b
vektdrlerinin uzayr olarak bulunur. Diger taraftan ' in k-boyutlu bir V alt uzayr ve iki k-

blade 4, ve B, verilsin ve V' = /Alk = lg’k olsun yant iki k-blade ayni bir alt uzays tammlasim.

B, = X, oldugunu géstercbiliriz | yani GG' in bir alt uzayr bir skaler katina kadar bir -blade’
1 tek tiirli belirleyebilir. Bunu kanitlamak i¢in ¢, ye ortogonal olan 4, = a,a,...a, ve b, ye
ortogonal B, = bb,..b, tammlayalim. {a,} ve {b,} vektor kiimesinin her ikiside tanima gire
V' nin bazlanidir. Bylece bazlardan birisini digeriin bir lincer kombinasyonu biciminde ifade
edebiliriz. Boylece N\, * ler skalerler olmak iizere

5
b = E N.a
i e
=l

yazabiliriz. Bunlart B, = bb,..h, de yerine koyarsak N a ..a, seklindeki terimlerin bir
toplamini buluruz ki biitiin @, lerin farkli olmas: nedentyle bu terimler birer k-blade” dir. Eger
ayni bir @, iki kez varsa sonug bir skaler olur ve terim en cok bir (k —2) — blade olur, bu ise
B, min bir k-blade olusuna aykiridir, dolayisiyla hichir @, iki kez bulunmayacaktir. Ancak bu

terimleri A, ¢, .., bigiminde olacak sckilde yeniden numaralandirmanmiz ve sonra



toplamamiz miimkiindiir, yani sonug B, =N, scklinde olacaktir.Boylece bir k-blade’in G
m k-boyutlu alt uzaylarinda bulunacagini ve boyle iki k-blade’in bir skaler farkiyla ayni
oldugunu gostermis olduk. Bu skaler geometrik bir anlama sahiptir ve blade’in k- boyutlu
hacimlerini ifade eder, yani bir &-blade’in yénlendirilmis alanlar olarak yorumlanabilecegi
gerceini bize gosterir. Omegin ¢, 2-blade’i €,e, vektdrlerinin gerdigi diizlemdeki birim
alami tanimlar ve e, =—e,¢; oldugundan ¢,¢, blade’ di de ayni diizlemde bulunmasina
kargm ters yonlendirilmis birim alani tanimlar, Genel olarak alanin yonlendirilmis 6l¢iimiini

bir A =aa,..a,  k-blade’inin alanimin  mutlak degeri olarak “at Gt seklinde

tanimlayabiliriz.

Simdi de dis ¢arpimi G nin tamamina genellestirelim ve genellestirilmis dis ¢arpimin
baz1 ozelliklerini inceleyelim. Iki vektoriin dis carpiminin bu vektérlerin olusturdugu
paralelkenar dértgenle temsil edildigini biliyoruz. Bu diisiinceyi genellestirirsek ii¢ vektoriin
anb/Nc dig garpimi da bu vektérlerin olusturacagi paralelyiiz sayesinde aciklanabilir. O

halde k-tane «,,a,,....a, vektérlerinin dis ¢arpimu bunlarin a,a,,...,a, vektorleri tarafindan
gerilen uzaydaki ortogonal uzunluklarinin carpimindan elde edilen aym hacimde bir
a Na, N...ANa,  k-blade’ini ortaya koyar. Eger a,,a,,....a, vektorleri ortogonal iseler o
durumda ¢, ANa, A..Aa, = aa,..a, olmahdir. 4, . k-blade’leri 1¢in

Ab=<Ab> _,+<4b>,,
oldugunu biliyoruz. Ayrica, < A4bh>, = A4b  oldugunu da biliyoruz. Yani (k +1)—blade

a,dy,-sa b ovektdrlerinin ortogonal kisimlarn tarafindan olusturulur.

Boylece,
A Ab=L A bz,

olarak tammlamaliyiz. Simdi bu tamm k-blade’lerc dogal olarak genisletebiliriz. 4, ve B,
sirasiyla 1ki r ve s blade olsun.

ANB =<AB, >,

Ky

tammmlanz ve bunu lineer sekilde uzayin tamamina genisletiriz. Ustelik bu carpim
birlesmelidir. Bu ¢arpimi baz elemanlan istiinde ele alalim.Oregin iki baz clemanlar
“C € ve ¢e...¢  seklinde wverilsin, bu iki carpimda ortak vektérlerin bulunup
bulunmadigina bakmaliyiz. Eger ortak bir vektor varsa bu carpimin derecesini azaltacag i¢in
dis carpimda k+m-dereceli  vektor bileseni yer almayacak boylece dig carpim  sifir
olacaktir. Aksi taktirde biitiin vektérler ortogonal olacaklarindan dis carpim

[9



el o o
Lb_ (’i3 ...CI-A € i 6‘}? ...é'_lm

seklinde bulunacaktir. Ornegin;

(e, +e) (e, tee)=¢ Ae,+e Alee) e e, +e, Alee)

=€, +€]€2€3

seklinde bulunur.

2.5 Genellestirilmis Dis Carpimin Ozellikleri

1) A, bir k —blade ve k >0 olsun. 4] = aya,..ayaa,..a; oldugundan A, A A, =0 dir.

2) A, bir k —blade ve a bir vektor ise

A Na=A Na =Aa, (2.5.1)
dir.

3) A Na=Aaiseaile 4 ortogonaldir, 4, Aa=0 ise aile A, paraleldir.

4) a.a,,....a; lincer bagimsiz vekiorler ve bu vektorleri Gram-Schmidt vontemi ile
22 k
ortonormal hale getirdigimizde clde edecegimiz vektorler b, 2by-s by seklinde ise bu

durumda

aNa, N Aa, =b ANb, ANb =bb,..b, (2:5:2)

elde ederiz. Eger a,.d,,...,a, lineer bagiml vektorler iseler bu durumda sonug sifirdir.
5) Eger ¢y, a,.....a, lineer bagimsiz vektorler isc ayNay, N ANa, bir k- blade’ dir ve hacmi

db;/')i:___f); dir.

0) Eger a,.a,,....a, lincer bagimli vektorler ise ¢, Aa, A..Aa, =0 veya tersi dogrudur,

2.6 Genellestirilmis i¢ Carpimin Ozellikleri

Once i¢ ¢arpimi blade’lere genisletelim. Bunun icin 4, ve B, sirasiyla iki ~ ve s blade

olsun. Bunlarin i¢ carprmini G nin tamamina

/1‘_.85 — <L A}_B)_ ";>|’ |
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seklinde genigletelim, burada X skalerleri igin i¢c carppim N4, — 4, X=0 ilave kosulla
tanimlanmaktadir.
Simdi a bir vektor ve 4, bir k — blade olsun,

da=< da>  +<dax,,
oldugunu biliyoruz. I¢ ¢arpimm yukaridaki genellestirilmisi ve genellestirilmis dis garpim ile
da=A .a+ 4 Na
yazariz. BOylece i¢ ¢arpimin, bir vektér ile bir & — blade *in geometrik carpiminin dereceyi
indirgeyen ve dis ¢arpiminda dereceyi yiikselten pargast oldugunu goriiriiz. I¢ carprmin nasil

yapilacagint gérmek yine baz vektérlerle aciklanabilir , eger baz vektorlerden biri digerinde
kapsanirsa bu durumda o g¢arpim dikkate alinir, aksi takdirde sifir olacagindan dikkate

alinmaz, boylece i¢ carprmin derecesi |f‘ *S| oluncaya kadar indirgeme siirer. Ornegin;

(6 +ee)ee +ee)=ce.(e,e,)+e.(ee,)+ (e,¢,)(e,6,) +(e,8).(e2,)
= gee, +eéee

=¢, —1
elde ederiz. Genellestirilmis i¢ carpimin asagidaki 6zelliklerini siralayabiliriz:
1) abir vektor ve A, bir k - hlade ise

A.a= 4 Ly = ,/f,‘,aH

(2.6.1)

2) Ava=Aaiseaile A paraleldir, 4,.a—0 ise g ile A, ortogonaldir.
3) abir vektor ve A4, bir k —blade ve A, = aya,..qa, isc A.a ¢ garpim A, icinde bir

(k-1)-vektor diir ve « nn 4, iistiine paralel 1zdiisiimii olan ¢, ya ortogonaldir. Bunu

gostermek i¢in (A.a).a; =0 oldugunu gostermeliyiz. Gergekten,

(A .a)a, = (Aa).a,

=< /IA_aHa” T
= A By =0
bulunur.
Benzer i¢ carpim iki blade i¢inde vapilabilir. I¢ carpim daima izdiisiime ortogonal
olacaktir,



4) Farkh iki k—blade e, €€, ve € =¢€,..¢, olsun , eger ¢,.¢, =0 ise bu iki

k — bladein ortogonal oldugunu séyleriz.

Yukarida inceledigimiz genellestirilmis dis ve i¢ carpim iglemlerini g6z Gniine alarak
geometrik carpimin genel seklini biraz daha yakindan inceleyelim.

Ag=<Aa>_ +<Aa>

k1

ifadesi 4, ya gore lineerdir ve bu durum 4, nin bir k-vektér olmasinda da gecerlidir. Bu

ifadenin her iki yanini a ya ortogonal olan bir » vektori ile carptp formilii tekrar
uygularsak ,

Aab=(<Aa>_ +<4a>,,)b
:(Bk . +BHI)b
=<B b>_, +<B, _b> +<B_ b> +<B, b>

k42
clde ederiz. Boylece A.ab |k —2  kve k +2 mertebeden bilesenler igerir. O halde,

diab=< Adab>, , +<Aab>, +< Aab>,_,

yazariz. Bu durumda minimal derece 4, min sagidaki vektor sayisinin &k dan
¢ikanlmasiyla, maksimal derece ise 4, nin sagindaki vektor sayismin & ya cklenmesiyle
bulunmaktadir, o halde k-2 ile k+2 arasindadir. Bu diisiinceye gore; 4, ve B,

i

sirastyla iki » ve s blade ve ¥ > s isc ,

/IJ'B_\ = AJ'B\ >r—.\ —F < A}'B\ >r ¥+2 ++ < ‘4r B\ >¢+\
yazabiliriz. Eer # =5 ise ayni diigiinceyi soldan carparak uygularsak

AB =< AB Py T<AB >

| s| +2

+..+ < /’1‘,8_\ =

i
clde ederiz. O halde en bityiik mertebeden grade g garpima karsilik gelir, yani

<AB >,=ANB

dir. En kiigiik mertebeden grade ise i¢ carpima karsthik gelecektir, yani

rty

<AB > —=AB

\|7
dir. Burada tanimladigimiz islemler baz vektorler kullanildigi zaman oldukga basitlesecektir,

ornegin bir baz vektor kendisiyle ¢arpildiginda mertebe bir azalacak aksi durumda mertcbe bir
artirtlacaktir. Bunun icin asagidaki érnegi verebiliriz:
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(6 +e)ee +ee)=¢ 66 teee, +eee teee,

=668 teee, —e, te,.

Tanim.2.6.1 4 ve B iki multi-vektﬁr olsun. 4 ile B nin skaler carpimi

Ax B =< AB >,

seklinde bu vektorlerin geometrik carpimlarinin sifirmer mertebeden bileseni yani bir skaler
olarak tanimlanir.

2.7. k-vektorlerin Ters Siralanmasi, inversi ve Normu

A, = aya,...a, bir k-vektor ise onun A, nin ters stralanmisi

kik=1) 4]

A =(-1) 7 4 -—m—n'-f

A "

seklinde bir k-vektordiir. Bir & — blade i¢in

Kk -
ae.ay =(—=1) * a..a =(a..a)

k| k(k—1)
dir, burada 5 —

oldugunu biliyoruz. Buna gére herhangi iki vektér a ve b ise

L

(ab) =ab+ (a N l')) =ab—-aNb=ha
clde ederiz.
Bir A multi-vektoriiniin normu

— A A

A

scklinde tanimlanir. Bunun iyi tanimlanmisg oldugu hemen goriilebilir. Gergekten

,:i*A'_Z<;A—>,*<A>,

oldugu dikkate alimirsa,

2 A = Z >\;(-',, 8 = Z ;’1;

8
%]



parcalanmasii kullanarak biitiin karisik terimler silinirse

<A> x<dAd> = (A4

buluruz. Bir baz r-blade ¢, =¢, ...¢, ise

‘?’
ee =e ..ee..e =1
elde ederiz, bu durumda

sl A =y 0 5

olacagindan bu Ax 4 >0 oldugunu gosterir, yani norm iyi tanimlidir.
Simdi de sifirdan farkl bir k — blade A, = 4a,...q, olsun. Bu k —blade’ in carpimsal inversi
Ak/-ik = /-ikAA_ =a . = '/1,\_'2 2=

A

K
4

-1 o 3
olmak iizere 4, = > seklinde tammlanir.

3. GEOMETRIK CEBIiRIN BAZI UYGULAMALARI

3.1 lzdiisiim

Bir k —blade A, = aa,..a; olsun. 4, ya gore b=b, +4 seklinde parcalanmis bir b vektori
goz ontine alalim. (2.5.1) ve (2.6.1) ifadelerini kullanarak.

hu . bH/JIA A, :

=(h.4)4,"
=(b.4,)4;

Ve
it = b, A.A !



= (b, A )4,
=(bAA)A

yazabiliriz. Boylece & ve b, parcalarini 4, ve b cinsinden ifade etmis olduk. Buna gére b

nin 4, iistiine olan paralel izdiigiimiinii
P, (B)=(b.4,)4;"
seklinde ve bunun tiimleyenini de yani ortogonal izdiistimiinii de

P, (by=(brA)4,"

seklinde tanimlayabiliriz ve boylece b = P, (b) + P, (b) seklinde ifade edebiliriz.

3.2 Dogru ve Diizlem

Bir k —blade A, = aya,...a, olsun. Bir a vektorii A, tarafindan olusturulan k- boyutlu hacim

igerisinde bulunuyor ise bu durumda a/ A, =0 olacaktr. Bir b vektorii tarafindan gerilen
dogru ise bu durumda

xAHh=10

denklemi ile tanimlanacaktir. & dan gegen ve b ye paralel olan bir dogru ise

(x—a)nb=0
denklemi ile verilir. Su halde bir diizlemin denklemi
(EF—aynd, =0
scklinde olacaktir. Keyfi bir p noktasindan boyle bir diizleme olan en kisa uzaklik ta
d=P, (a—p)=((a—p)A4,)A,'

vektorii sayesinde tanimlanir ve bu vektoriin biiyiikligi istenen en kisa uzakhig verir.

3.3 Kompleks Sayilar



A=aga, , |/1|2 =a;a, =1 olacak sckilde bir birim uzunluklu 2 — hlade olsun. Bu durumda
A* = aa,aa, = —alzazz =]
ve X, X, 1, ¥, skalerler olmak iizere
(4 2 ANx, + 3y, 4) = %%, — y,p, + (6y, +yx,)A4
yazabiliriz. O halde {14} tarafindan iretilen alt cebir kompleks sayilar kiimesine izomorfik
olacak ve A, sanal birim olan / roliinii oynayacaktir. Bu alt cebir vektor uzaylan Ustiinde
isleme tabiidir. Ornegin, v 4 de v = xq, + ya, seklinde herhangi bir vektor ise o zaman

Av=—ya + xa,

v vektoriiniin - 90" déndiiriilmiisii olacaktir. Boylece z=cosa + Asina multi-vektdrii ile
carpma

(cosau+ Asina)v = (xcosa— ysina)ag, + (xsina + yeoso)a,

seklinde olur ve v nin & =argz y¢i51 kadar dénmesine karsilik gelir.Boylece diizlemdeki
biitiin dénme haraketlerini bu sekilde multi-vektorler sayesinde tanimlayabiliriz.

3.4 Yansima

Bir u birim vektor goz 6niinc alalim, » ya dik bir diizleme gore vektorlerin yansima
harcketleri

R, (x) = —uxu

operatorii sayesinde tanimlanir. Bunu gérmek icin x vektériiniin # va paralel ve dik ayrisimlari
ile Y=x, +x yazabiliriz. Ayrica,

X, = u.x, = X=X ye ux, = HAX, — —X | AW =—XU
oldugundan
R, (x, +x )= —uxu—ux u
=X, —X

elde ederiz.

3.5 3-Boyutlu Dénme Hareketi
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U¢ boyutlu bir uzayda donme hareketinin iki yansima hareketinin bileskesi oldugunu
biliyoruz. Boylece bir donme harcketi # ve v vektérler olmak iizere R, o R seklindedir. O
halde, 7

(R, o R )(x) = uvxvu
yazabiliriz. A=uv=uv+uAv dersek bir dsnme hareketini

Rz ,(x) = AxA
olarak ifade edebiliriz. Bir A4 multi-vektorii bir skaler ile bir bivektériin birlesimi oldugundan
dyle bir multi-vektériin bir désnme harcketini tanimlayacagim kolayca goriiriiz. Oylesi biitiin
multi-vektorlerin uzay1, il.ee,,ee,,e,¢} scklinde bir baza sahip oldugundan

i=ee,,j=ee.k=g¢

gosterimini kullanirsak,

o= e e ]
jj=—ji =k
Jh=—kj=i
ki=—ik=j
jjk = —1

seklinde tanimlayabilecegimiz dénme harcketlerinin kuarernionlar gosterimini clde ederiz. Bu
gosterim gencllestirilerck kuantum fiziginde kullanilan spindr teorisine ulasilir.
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4. SONUCLAR

Bu caligmada, sonlu boyutlu halde tiim geometrik cebir i¢in gegerli olan bir baz
tanimladik ve bu baz sayesinde baz1 cebirsel islemleri ve onlarm sagladiklar bazi kurallan
kanitladik.

Yonlendirilmis diizlemler, hacimler ve k-boyutlu hacimlere genisletebilecegimiz k-
blade kavramim tammlayip bunun iizerine bir geometrik yorum inga ederek anlasilmas: giic
genellestirmelere agiklik getirdik.

Geometrik cebirin farkl carpimlarini genellestirerek bu carpimlarin gergekledigi temel
ozellikleri ifade edip onlan kamtlamaya calistk ve sonugta bazi uygulamalar vererck
geometrik cebirin nasil kullanmilabilecegini ve ne denli farkls uygulamalar ele alabilecegimizi
bu érneklerle kanitlanns olduk.

28



KAYNAKLAR

[1] D. Hestenes and G. Sobezyk, Clifford Algebra to Geometric Calculus: A Unified
Language for Mathematics and Physics, 2nd edition, Kluwer 1992.

[2] D. Hestenes, Spacetime physics with geometric algebra, American Journal of Physics
71(6), 2003.

[3] G. Sobezyk, Spacetime Vector Analysis, Physics Letters, 84A, 45-49 (1981).

[4] G. Sobezyk, Geometry of Moving Planes, AMS Notices, June 2007.

[5] G. Sobczyk, Special relativity in complex vector algebra, arXiv:0710.0084v1, 29 Sept.
2007.

[6] G. Sobezyk, Hyperbolic Number Plane, The College Mathematics Journal, Vol.26, No.4,
pp- 269-280, Sept.1995.

29



OZGECMIS

1982 yilinda Istanbul’da dogdu. i1k, orta ve lise ogrenimini [stanbul’da tamamlad.

2000 yilinda Istanbul Kiiltiir Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik-Bilgisayar
Boliimiine kayit oldu ve 2004 yilinda lisanstan mezun oldu. 2006 yilinda Beykent
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Uygulamali Matematik Anabilim Dalr’nda Yiiksek
Lisans 6grenimine basladi.Halen &zel bir dershanede ogretmenlik gérevine devam etmektedir.

30



