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ÖZET

CLIFFORD CEB�RLER� ÜZER�NDE ÜN�TER UZAYLAR

Esra PARLAK

Matematik Anabilim Dal�

Anadolu Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Ocak, 2021

Dan�³man: Prof. Dr. �enay BULUT

Bu tez çal�³mas�nda n = p+ q boyutlu Cl(p, q) kompleks Cli�ord cebirleri üzerinde

üniter uzaylar incelenmi³tir. Öncelikle Cli�ord Cebiri, reel ve kompleks Cli�ord Ce-

birleri ile ilgili temel tan�m ve teoremler ele al�nm�³t�r. Cl(p, q) üzerinde Hermityen

skaler çarp�m tan�mlanm�³ ve Hermityen skaler çarp�m�n sa§lad�§� baz� özellikler ir-

delenmi³tir. Bu skaler çarp�m Cl(p, q) kompleks Cli�ord cebirinin (p, q) durumuna

ba§l�d�r. Cl(p, q) cebir üzerinde Hermityen idempotent kavram� tan�mlanm�³ ve Her-

mityen idempotentler yard�m�yla kompleks Cli�ord cebirinin normal matris temsille-

rinin elde edilmesi ile ilgili bir yöntem in³a edilmi³tir. Bu normal temsiller yard�m�yla

kompleks Cli�ord cebiri üzerinde üniter uzaylar�n yap�s� irdelenmi³tir.

Anahtar Sözcükler: Cli�ord Cebiri; Üniter Uzay; Hermityen �dempotent;

Normal Matris Temsilleri; Hermityen Skaler Çarp�m.
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ABSTRACT

UNITARY SPACES ON CLIFFORD ALGEBRAS

Esra PARLAK

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, January, 2021

Supervisor: Prof. Dr. �enay BULUT

In this thesis, unitary spaces on complex Cli�ord algebras Cl(p, q) of dimension

n = p + q are studied. First of all, the basic de�nitions and theorems about the

Cli�ord algebra, real and complex Cli�ord algebra are discussed. Hermitian scalar

product on Cl(p, q) is de�ned. Some properties provided by Hermitian scalar product

are examined. This scalar product depends on the signature (p, q) of complex Cli�ord

algebra. The Hermitian idempotent concept is de�ned on Cl(p, q) and a method is

constructed to obtain normal matrix representations of the complex Cli�ord algebra

with the aid of Hermitian idempotents. By using these normal representations the

structure of unitary spaces on complex Cli�ord algebra is examined.

Keywords: Cli�ord Algebra; Uniter Space; Hermitian Idempotent;

Normal Matrix Representations; Hermitian scalar product.

iv



TE�EKKÜR

Bu tezin haz�rlanmas�nda büyük eme§i olan ve her türlü deste§ini benden esir-

gemeyen de§erli dan�³man hocam Prof. Dr. �enay BULUT'a, yüksek lisans çal�³mam

boyunca her zaman yan�mda olan sevgili e³ime ve aileme en içten te³ekkürlerimi su-

nar�m.

Esra PARLAK

Ocak 2021

v



05/01/2021

ET�K �LKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMES�

Bu tezin bana ait, özgün bir çal�³ma oldu§unu; çal�³mam�n haz�rl�k, veri top-

lama, analiz ve bilgilerin sunumu olmak üzere tüm a³amalar�nda bilimsel etik ilke

ve kurallara uygun davrand�§�m�; bu çal�³ma kapsam�nda elde edilemeyen tüm veri

ve bilgiler için kaynak gösterdi§imi ve bu kaynaklara kaynakçada yer verdi§imi; bu

çal�³man�n Eski³ehir Teknik Üniversitesi taraf�ndan kullan�lan �bilimsel intihal tes-

pit program�'yla tarand�§�n� ve hiçbir ³ekilde �intihal içermedi§ini� beyan ederim.

Herhangi bir zamanda, çal�³mamla ilgili yapt�§�m bu beyana ayk�r� bir durumun

saptanmas� durumunda, ortaya ç�kacak tüm ahlaki ve hukuki sonuçlara raz� oldu-

§umu bildiririm.

Esra PARLAK

vi



�çindekiler
Sayfa

BA�LIK SAYFASI .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i

JÜR� VE ENST�TÜ ONAYI .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ii

ÖZET .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii

ABSTRACT... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iv

TE�EKKÜR... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v

ET�K �LKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMES� .. . . . vi

�Ç�NDEK�LER .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vii

S�MGELER VE KISALTMALAR D�Z�N� .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ix

1. G�R��.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2. Cli�ord Cebiri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

3. Cli�ord Cebirlerinin Temsilleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3.1. Bir Cebirin Temsili . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3.2. Kompleks Cli�ord Cebirlerinin Tekrarl� Temsilleri. . . . . . . . . . . . . 10

4. Komütatör ve Anti-Komütatör . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

5. Cli�ord Cebirleri Üzerinde Konjugasyon Dönü³ümü .. . . . . . . . . . . . . . . 19

6. Cli�ord Cebirleri Üzerinde Üniter(Öklidyen) Uzaylar . . . . . . . . . . . . . . 24

7. Hermityen �dempotentler ve �lgili Yap�lar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

8. Cli�ord Cebirlerinin Normal Temsilleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

8.1. Dü³ük Boyutlarda Kompleks Cli�ord Cebirlerinin Normal

Temsillerinin Bulunmas� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

vii



Sayfa

9. Cli�ord Cebirlerinin Üniter Gruplar� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

10.Kompleks Cli�ord Cebirlerinin Determinant� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

KAYNAKÇA... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

ÖZGEÇM��

viii



S�MGELER VE KISALTMALAR D�Z�N�

T (V ) : Tensör cebir

(V,Q) : Kuadratik uzay

Cl(V,Q) : (V,Q) Kuadratik uzay�na kar³�l�k gelen Cli�ord cebiri

ClF(p, q) : Cli�ord cebiri

Cl(p, q) : Kompleks Cli�ord cebiri

Cl(p, q) : Reel Cli�ord cebiri

∧ : D�³ çarp�m

[ ] : Komütatör

{} : Anti-komütatör

` : Hacim eleman�

ea : Cli�ord cebirinin üreteci

< > : Projeksiyon operatörü

Tr(U) : �z operatörü
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1. G�R��

Cli�ord cebirleri günümüzde hem matematikte hem de matematiksel �zikte

yayg�n olarak çal�³�lmaktad�r. Cli�ord cebirleri kavram� ilk olarak 1878 de W. K.

Cli�ord taraf�ndan ortaya konulmu³tur [2]. Cli�ord cebirinin orjinal ad� geometrik

kavramlar�n cebirsel temsili olan geometrik cebirdir. Günümüze kadar çok farkl� ge-

ometrik cebir sistemleri matematikçiler taraf�ndan bulunmu³tur ancak matematiksel

�zikte kuantum mekani§i, elektromanyetik teori, robotikler gibi olaylar� aç�klayabi-

len geometrik cebir Cli�ord cebiridir. Bu nedenle matematiksel �zikte en önemli

teorilerden biri olarak yerini alm�³t�r. Özellikle Cli�ord çarp�m� olarak tan�mlanan

çarp�m oldukça önemlidir.

Geometrik cebirin ba³lang�c�nda 1843 y�llar�ndaWilliam Rowan Hamilton, komp-

leks say�lar�n genellemesi olarak kuaterniyon cebirini ifade etti. Daha sonra Grass-

man, yönlü do§ru parças� yani vektörler için iç çarp�m ve d�³ çarp�m tan�mlad�.

Cli�ord; Grasman cebirini ve kuaterniyon cebirini tek bir cebir haline getirerek bu

cebire geometrik cebir ad�n� verdi. Cli�ord cebirleri ba³lang�çta reel say�lar üzerinde

tan�mlanm�³ daha sonra kompleks say�lar üzerinde tan�mlanarak kompleks Cli�ord

cebiri ve hiperbolik say�lar üzerinde tan�mlanarak Cli�ord cebiri geni³letilmi³tir.

Cli�ord cebirlerinin Dirac temsillerinden sonra spinörler ile ifade edilen çal�³malar

Cli�ord cebiri ile tekrardan tan�mlanm�³t�r.

Dirac-Yang-Mills denklemlerinde Cl(1, 3) Cli�ord cebiri kullan�lm�³t�r [7]. Clif-

ford cebirlerinde üniter uzay kavram� Cl(1, 3) Cli�ord cebiri için geli³tirilmi³ ve bir-

kaç yap� e³itlikleri bulunmu³tur. Daha sonra Cli�ord cebirleri üzerindeki üniter uzay

kavram� n = p + q > 4 olmak üzere Cl(p, q) Cli�ord cebiri için genelle³tirilmi³tir.

Yine Cl(p, q) için birkaç yap� e³itlikleri ispatlanm�³t�r.

Hermityen idempotentler tan�mlanm�³ ve bunlar yard�m�yla Cli�ord cebirleri-

nin normal matris temsillerinin yeni bir in³as� elde edilmi³tir. Bu normal temsiller

Cli�ord cebirleri üzerindeki üniter uzay�n yap�s�n� kavramada önemli bir rol oyna-

maktad�r [12].

Bu tez çal�³mas�nda dü³ük boyutlarda Cli�ord cebirlerinin normal temsilleri ara³-

t�r�lm�³ ve bunlar yard�m�yla Cli�ord cebirleri üzerindeki üniter uzaylar incelenmi³-

tir.
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2. Cli�ord Cebiri

Tan�m 2.1. V , F cismi üzerinde bir vektör uzay� ve b : V ×V −→ F dönü³ümü her

x, y, z ∈ V ve λ ∈ F için

b(λx+ y, z) = λb(x, z) + b(y, z)

b(x, λy + z) = λb(x, y) + b(x, z)
(2.1)

ko³ullar�n� sa§l�yorsa b dönü³ümüne bilineer form, (V, b) ikilisine de bilineer uzay

denir. Ayr�ca her x, y ∈ V için

b(x, y) = b(y, x)

ko³ulu da sa§lan�yorsa (V, b) uzay�na simetrik bilineer uzay denir.

Tan�m 2.2. V vektör uzay� için ξ = {e1, e2, ..., en} bir taban olmak üzere bu taban

kullan�larak olu³turulan matrise b bilineer formunun ξ taban�na göre matrisi denir.

b bilineer formunun ξ taban�na göre matrisi

B=


b(e1, e1) b(e1, e2) ... b(e1, en)

b(e2, e1) b(e2, e2) ... b(e2, en)
...

...
...

b(en, e1) b(en, e2) ... b(en, en)

 (2.2)

matrisi kar³�l�k gelir.

Herhangi x, y ∈ V elemanlar� ξ taban�na göre x =
n∑
i=1

xiei ve y =
n∑
j=1

yjej

³eklinde yaz�l�rsa

b(x, y) = b(
n∑
i=1

xiei,
n∑
j=1

yjej) =
∑
i,j

xib(ei, ej)yj

=
∑
i,j

xibijyj =
∑
i

xi(B.y)i = xtBy
(2.3)

elde edilir.

Tan�m 2.3. b(x, y) simetrik bilineer form olmak üzere e§er her y ∈ V için b(x, y) = 0

iken x = 0 ise b simetrik bilineer formuna non-dejenere simetrik bilineer form denir.
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Tan�m 2.4. V , F cismi üzerinde bir vektör uzay� olmak üzere Q : V −→ F dönü-

³ümü

1. ∀x ∈ V , λ ∈ F için Q(λx) = λ2Q(x),

2. ∀x, y ∈ V için, b(x, y) = 1
2
(Q(x + y) − Q(x) − Q(y)) dönü³ümü V üzerinde

simetrik bilineer formdur,

ko³ullar�n� sa§l�yorsa Q 'ya V üzerinde kuadratik form denir. (V,Q) ikilisine de

kuadratik uzay denir.

Cli�ord cebirinin literatürde bilinen farkl� denk tan�mlamalar� mevcuttur [6]. Biz

bu tez çal�³mam�zda Cli�ord cebirinin a³a§�daki tan�m�n� kullanaca§�z.

Tan�m 2.5. V bir vektör uzay�, F = R veya C ve Q : V → F kuadratik form

olsun. (V,Q) kuadratik uzay� taraf�ndan belirlenen Cli�ord cebiri a³a§�daki özellikleri

sa§layan (Cl(V,Q), i) çiftidir.

i. Cl(V,Q), birimli ve birle³meli cebirdir.

ii. i : V −→ Cl(V,Q), i(v)2 = Q(v) · 1 dir.

iii. A birimli ve birle³meli ba³ka bir cebir, f : V −→ A, f(v)2 = Q(v) · 1 ³art�n�

sa§layan bir lineer dönü³üm olsun. Bu durumda

V

i
��

f // A

Cl(V,Q)
f̃

::

diyagram� de§i³meli olacak ³ekilde tek türlü belirli

f̃ : Cl(V,Q) −→ A

cebir homomor�zmas� vard�r. (f̃ ◦ i = f ve f̃ , f nin geni³letilmi³idir.)

Bu özellik Cli�ord cebirinin evrensel özelli§i olarak adland�r�l�r.

B birimli ve birle³meli ba³ka bir cebir j : V −→ B ve j(v)2 = q(v) · 1 ³art�n�

sa§layan bir lineer dönü³üm olmak üzere yukar�daki özellikler B içinde sa§lan�yor ise
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h : Cl(V,Q) −→ B cebir homomor�zmas� vard�r ve a³a§�daki diyagram de§i³melidir.

V
j //

i
��

B

Cl(V,Q)
h

::

Önerme 2.6. i ve j gömme dönü³ümlerine göre Cl(V,Q) ve B cebirleri izomor�ktir.

Kan�t. Bunu görebilmek için i ve j test dönü³ümlerini kullanal�m. Cl(V,Q) ve B

nin evrenselli§inden ĩ ve j̃ cebir homomor�zmlerini elde ederiz öyle ki j̃ ◦ i = j ve

ĩ ◦ j = i

V
j //

i
��

B

Cl(V,Q)
j̃

:: V
j //

i
��

B

ĩzz
Cl(V,Q)

ĩ ve j̃ birbirlerinin tersidir. i yi test dönü³ümü olarak kullan�rsak (f = i)

V
i //

i
��

Cl(V,Q)

Cl(V,Q)

Id

88
V

i //

i
��

Cl(V,Q)

Cl(V,Q)
ĩ◦j̃

88

Id ve ĩ ◦ j̃, i nin geni³letilmi³idir:

(̃i ◦ j̃) ◦ i = ĩ ◦ (j̃ ◦ i) = ĩ ◦ j = i

Geni³letmenin tekli§inden ĩ ◦ j̃ = IdCl(V,Q) olur. Benzer ³ekilde

V
j //

j
��

B

Id~~
B

V
j //

j
��

B

j̃◦̃i~~
B

diyagramlar�ndan dolay� j̃ ◦ ĩ = IdB olmal�d�r. Böylece ĩ ve j̃, biri di§erinin tersi

olan izomor�zmlerdir.

Teorem 2.7. (V,Q), n boyutlu reel veya kompleks kuadratik uzay olsun. Bu durumda
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(V,Q) kuadratik uzay�na kar³�l�k gelen Cli�ord cebiri Cl(V,Q) 2n boyutlu vektör

uzay�d�r [3].

Teorem 2.8. (V,Q), n boyutlu reel veya kompleks kuadratik uzay olsun. b, Q ku-

adratik formuna kar³�l�k gelen bilineer form olmak üzere V nin {e1, . . . , en} taban�

i 6= j iken b(ei, ej) = 0 ko³ulunu sa§las�n. Bu durumda Cl(V,Q) Cli�ord cebiri

e1, . . . , en ∈ V elemanlar� taraf�ndan üretilir ve

e2
i = Q(ei) · 1 ve eiej + ejei = 0

e³itliklerini sa§lar [3].

V = Rn olmak üzere

Q(x) = x2
1 + ...+ x2

p − x2
p+1...− x2

p+q, (p+ q = n)

nondejenere kuadratik formdur. Bu durumda (Rn, Q) kuadratik uzay�na kar³�l�k

gelen Cli�ord cebiri Cl(p, q) ile gösterilir.

q = 0 oldu§unda kuadratik form

Q(x) = x2
1 + x2

2 + ...+ x2
n

olur ve kar³�l�k gelen Cli�ord cebiri Cl(n, 0) veya Cl(n) dir.

p = 0 oldu§unda kuadratik form

Q(x) = −x2
1 − x2

2 + ...− x2
n

olur ve kar³�l�k gelen Cli�ord cebiri Cl(0, n) olur.

e1, . . . , en, Rn vektör uzay�n�n standart taban vektörleri olmak üzere

1, e1, e2, ..., en

e1e2, e1e3, ..., e1en, e2e3, , ..., e2en, ..., en−1en

e1e2e3, e1e2e4, ..., en−2en−1en,

...

e1e2e3...en

(2.4)
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taban elemanlar� taraf�ndan üretilen reel vektör uzay�

Cl(p, q) =< {ei1ei2 . . . eik |1 6 i1 < i2 < ... < ik 6 n, k = 1, ..., p+ q} >

³eklindeki reel Cli�ord cebiridir öyle ki

1 birim eleman

1 ≤ i ≤ p, e2
i = 1

p+ 1 ≤ j ≤ p+ q, e2
j = −1

i < j için ei.ej = eiej ve i > j için ei.ej = −ejei

(2.5)

ko³ullar� sa§lan�r.

Benzer ³ekilde V = Cn ve Q(z1, . . . , zn) = z2
1 +· · ·+z2

p−z2
p+1−· · ·−z2

p+q kuadratik

form olmak üzere (Cn, Q) kuadratik uzay�na kar³�l�k gelen Cli�ord cebrine kompleks

Cli�ord cebiri denir ve Cl(p, q) ³eklinde gösterilir. Ayr�ca Cl(p, q) ∼= Cl(p, q) ⊗R C

dir.

Cn üzerindeki tüm kuadratik formlar Q(z) = z2
1 + · · · + z2

n kuadratik formuna

denktir. Bu nedenle Cn üzerinde hangi kuadratik formu al�rsak alal�m bu kuadratik

forma kar³�l�k gelen Cli�ord cebirleri izomorftur yani Cn üzerinde tek bir Cli�ord

cebiri vard�r.

Önerme 2.9. [3]

a) n = 2k ise Cl(p, q) ∼= End(C2k)

b) n = 2k + 1 ise Cl(p, q) ∼= End(C2k)⊕ End(C2k)

izomor�zmleri vard�r.

Bu önerme yard�m�yla kompleks Cli�ord cebirlerinin izomor�zm tablosu a³a§�-

daki ³ekilde verilebilir:
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n = p+ q Cl(p, q)

1 C⊕ C

2 C(2)

3 C(2)⊕ C(2)

4 C(4)

5 C(4)⊕ C(4)

6 C(8)

7 C(8)⊕ C(8)

8 C(16)

n = 2k durumunda Cl(p, q) kompleks Cli�ord cebirinin κn temsili

κn : Cl(p, q)→ End(C2k)

yukar�daki önermede ifade edilen izomor�zmdir.

n = 2k + 1 durumunda Cl(p, q) kompleks Cli�ord cebirinin κn temsili

κn : Cl(p, q)→ End(C2k)⊕ End(C2k)
Pr1→ End(C2k)

yukar�daki önermede ifade edilen izomor�zm ile 1. izdü³üm dönü³ümünün bile³kesi-

dir.

p, q negatif olmayan tam say�lar ve p+q = n olsun. n boyutlu bir diagonal matris

η = η(p, q) = diag(1, ...1,−1, ...− 1)

diagonelinde p tane 1, q tane −1 vard�r. Bu durumda a < b olmak üzere (2.5) ko³ulu

eaeb + ebea = 2ηab · 1 (2.6)

³eklinde yaz�labilir. Burada ηab, η diagonal matrisinin ab. girdisidir. ClF(p, q), reel

veya kompleks Cli�ord cebiri olmak üzere U ∈ ClF(p, q) ise

U = u · 1+
∑
a

uae
a +

∑
a1<a2

ua1a2e
a1a2 + ...+ u1...ne

1...n

7



formunda yaz�labilir. Burada u, ua, ua1a2 , ..., u1...n ∈ F, katsay�lar� s�ral� indislerdir ve

ea1a2 = ea1ea2 , e1...n = e1e2 . . . en dir.

ClFk(p, q) = {
∑

a1<···<ak

ua1...ake
a1...ak | ua1...ak ∈ F}

³eklinde tan�mlanan ClFk(p, q), ClF(p, q) vektör uzay�n�n bir alt uzay�d�r. ClFk(p, q)

'n�n elemanlar� rank� k olan elemanlar olarak tan�mlan�r.
k

U ∈ ClFk(p, q) ³eklinde

gösterilir.

ClFeven(p, q) = ClF0 (p, q)⊕ ClF2 (p, q)⊕ ...,

ClFodd(p, q) = ClF1 (p, q)⊕ ClF3 (p, q)⊕ ...
(2.7)

olmak üzere ClF(p, q) Cli�ord cebiri

ClF(p, q) = ClF0 (p, q)⊕ ...⊕ ClFn(p, q) = ClFeven(p, q)⊕ ClFodd(p, q)

³eklinde yaz�labilir. ClFk(p, q) alt uzay�n�n boyutu

dimClFk(p, q) =

 n

k


³eklindedir. Buradan kolayl�kla

dimClFeven(p, q) = dimClFodd(p, q) = 2n−1

oldu§u görülebilir.
k

U =
∑

a1<...<ak

ua1...ake
a1...ak ∈ ClFk(p, q) eleman�n� ald�§�m�zda a1 . . . ak s�ralan�³�n�

dikkate almad�§�m�zda

k

U =
∑

a1<...<ak

ua1...ake
a1...ak =

∑
b1...bk

1

k!
ub1...bke

b1...bk

³eklinde yazabiliriz. O halde U ∈ ClF(p, q) eleman�n�

U = u · 1+
∑
a

uae
a +

∑
a1,a2

1

2!
ua1a2e

a1a2 + ...+
∑

a1,a2,...,an

1

n!
u1...ne

1...n

8



³eklinde yazabiliriz. [12]

Örnek 2.10. U ∈ ClF(1, 2) olsun. Bu durumda ClF(1, 2) Cli�ord cebirinin taban

elemanlar�

1, e1, e2, e3, e12, e13, e23, e123

³eklindedir. U eleman�n�

U = u · 1 + u1e
1 + u2e

2 + u3e
3 + u12e

12 + u13e
13 + u23e

23 + u123e
123

³eklinde yazabiliriz. Bu nedenle

ClF(1, 2) = ClF0 (1, 2)⊕ ClF1 (1, 2) + ClF2 (1, 2)⊕ ClF3 (1, 2)

olur.

3. Cli�ord Cebirlerinin Temsilleri

3.1. Bir Cebirin Temsili

W , K cismi üzerinde bir vektör uzay� olmak üzere

EndK(W ) = {α : W → W | α, K− lineer }

W üzerindeki K−lineer dönü³ümlerin kümesinin bir K−cebir oldu§u kolayl�kla gös-

terilebilir.

Tan�m 3.1. K = R veya C, A bir K−cebir ve W , K cismi üzerinde bir vektör uzay�

olsun.

ρ : A→ EndK(W )

³eklinde tan�mlanan K−cebir homomor�zmine A cebrinin bir K−temsili denir.

W1 ve W2, W vektör uzay�n�n {0} ve W uzaylar�ndan farkl� alt uzaylar� olmak

üzere

W = W1 ⊕W2 ve ∀x ∈ A için ρ(x)(Wj) ⊂ Wj (j = 1, 2) (3.1)
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ise ρ temsiline indirgenebilir temsil denir. ρ temsili indirgenebilir de§ilse ρ ya indir-

genemez temsil denir.

Bir A cebirinin iki temsili θ1 : A → EndK(W1) ve θ2 : A → EndK(W2) olsun.

Her a ∈ A için θ1(a) = ψ−1 ◦ θ2(a) ◦ψ ko³ulunu sa§layan ψ : W1 → W2 vektör uzay�

izomor�zmi varsa θ1 ve θ2 temsillerine denktirler, denir. [5]

3.2. Kompleks Cli�ord Cebirlerinin Tekrarl� Temsilleri

Cli�ord cebir elemanlar�n�n a³a§�daki matris temsillerini dü³ünelim. Cl(p, q)'nun

birim eleman�n� birim matrise götürsün: 1 −→ I dir.

Cl(1, 0) için e1 eleman�n�

e1 7→

1 0

0 −1


³eklindeki matrise, Cl(2, 0) için

e1 7→

1 0

0 −1

 e2 7→

0 1

1 0


³eklindeki matrislere götürsün. n = 2k olmak üzere Cl(2k, 0) için

e1, . . . , en −→ γ1, . . . , γn

³eklindeki matris temsiline sahip oldu§unu varsayal�m.

Cl(2k + 1, 0) için

ea 7→

γa 0

0 −γa

 , a = 1, . . . , n

en+1 7→

ikγ1 . . . γn 0

0 −ikγ1 . . . γn


Cl(2k + 2, 0) için a = 1, . . . , n + 1 olmak üzere ea için n = 2k + 1 ile ayn� matrise

sahibiz ve en+2

en+2 7→

0 I

I 0


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³eklindeki matrise gitsin. Bu nedenle, tüm Cl(n, 0) Cli�ord cebirlerinin matris tem-

sili vard�r. Di§er Cl(p, q) Cli�ord cebirleri için ea, a > p, (n, 0) ile ayn� matrislere

e³lenir, fakat i ile çarp�l�r. [14] Örne§in, Cl(3, 0),Cl(2, 1),Cl(4, 0),Cl(1, 3) için matris

temsillerini bulal�m.

Cl(3, 0):

e1 −→ γ1 =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1



e2 −→ γ2 =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 −1 0



e3 −→ γ3 =


0 i 0 0

−i 0 0 0

0 0 0 −i

0 0 i 0


Cl(2, 1): e1 −→ γ1, e2 −→ γ2, e3 −→ iγ3 ³eklindeki matris temsilini alabiliriz.

Cl(4, 0): e1 −→ γ1, e2 −→ γ2, e3 −→ γ3,

e4 −→ γ4 =


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0


Cl(1, 3): Cl(4, 0) cebirinin matris temsilinden faydalanarak

e1 −→ γ1, e2 −→ iγ2, e3 −→ iγ3, e4 −→ iγ4

³eklindeki matris temsilini alabiliriz.

4. Komütatör ve Anti-Komütatör

Tan�m 4.1. ei1 , ..., eik ∈ ClF(p, q) olmak üzere Cli�ord cebrinin üreteçlerinin d�³

çarp�m�

ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ eik =
1

k!

∑
i1i2...ik∈Sk

sgn(i1i2 . . . ik)e
i1 · · · eik

11



³eklinde tan�mlan�r. Burada Sk, i1, i2, . . . , ik n�n permütasyonlar�n�n grubudur ve

i1i2 . . . ik n�n tek ya da çift permütasyon olmas� durumuna göre sgn(i1i2 . . . ik) = ±1

dir.

D�³ çarp�m�n özellikleri a³a§�daki gibidir.

i. Anti-simetriklik özelli§i: ei1 ∧ ei2 = −ei2 ∧ ei1

ii. Da§�lma özelli§i: ei1 ∧ (ei2 + ei3) = ei1 ∧ ei2 + ei1 ∧ ei3

Örnek 4.2. ei1 , ei2 , ei3 ∈ ClF(p, q) olmak üzere ei1 ∧ ei2 ve ei1 ∧ ei2 ∧ ei3 d�³ çar-

p�mlar�n� bulal�m.

ei1 ∧ ei2 = 1
2
(ei1ei2 − ei2ei1)

= ei1ei2 − ηi1i2 · 1

ei1 ∧ ei2 ∧ ei3 = 1
6
(ei1ei2ei3 + ei3ei1ei2 + ei2ei3ei1

−ei2ei1ei3 − ei1ei3ei2 − ei3ei2ei1)

= ei1ei2ei3 − ηi2i3ei1 + ηi1i3ei2 − ηi1i2ei3

Bu nedenle
k

U ∈ ClFk(p, q) ve
l

V ∈ ClFl (p, q) olmak üzere d�³ çarp�mlar�

k

U ∧
l

V =
k+l

W ∈ ClFk+l(p, q)

³eklindedir.

Tan�m 4.3. ei1 , ei2 ∈ Cl(p, q) olmak üzere Cli�ord çarp�m�n�

ei1ei2 = ηi1i2 + ei1 ∧ ei2

³eklinde de d�³ çarp�m yard�m�yla ifade edebiliriz.

k

U ∈ ClFk(p, q) ve
l

V ∈ ClFl (p, q) elemanlar�n�n Cli�ord çarp�mlar�

k

U
l

V =
|k−l|
W +

|k−l|+2

W + . . .+
k+l

W

³eklindedir. [12]
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Örnek 4.4.
1

U ∈ ClF1 (p, q) ve
3

V ∈ ClF3 (p, q) olmak üzere bu elemanlar�n d�³ çarp�m�

1

U ∧
3

V =
4

W ∈ ClF4 (p, q)

ve Cli�ord çarp�m� ise

1

U
3

V =
2

W +
4

W ∈ ClF2 (p, q)⊕ ClF4 (p, q)

³eklinde olur.

Tan�m 4.5. Cli�ord cebir elemanlar�n�n komütator ve anti-komütatorü s�ras�yla

[
k

U,
l

V ] =
k

U
l

V −
l

V
k

U, {
k

U,
l

V } =
k

U
l

V +
l

V
k

U

³eklinde tan�mlan�r.

Bu tan�mdan hareketle
k

U,
l

V ∈ ClF(p, q) elemanlar�n�n Cli�ord çarp�m�

k

U
l

V =
1

2
[
k

U,
l

V ] +
1

2
{
k

U,
l

V }

³eklinde de yaz�l�r.

Teorem 4.6.
k

U ∈ ClFk(p, q) ve
2

V ∈ ClF2 (p, q) olmak üzere 1 ≤ k ≤ n−1 (n = p+q)

için [
k

U,
2

V ] =
k

W 'd�r. [12]

Kan�t.
k

U =
∑

a1<...<ak

ua1...ake
a1...ak ve

2

V =
∑
b1<b2

vb1b2e
b1b2 olmak üzere

[
k

U,
2

V ] =
∑

a1<...<ak,b1<b2

ua1...akvb1b2(e
a1...akeb1b2 − eb1b2ea1...ak)

olur.

[ea1...ak , eb1b2 ] = ea1...akeb1b2 − eb1b2ea1...ak

ifadesindeki eb1b2ea1...ak terimini ea1...akeb1b2 biçiminde yazal�m. Yani eb1b2 elemanlar�n�

ea1...ak üzerinden atlatal�m. Burada indisler için üç ihtimal vard�r.
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b1b2 indisleri ile a1 . . . ak indislerinin ortak terimlerinin olmamas� durumunda

[ea1...a2 , eb1b2 ] = ea1...akeb1b2 − eb1b2ea1...ak

= (1− (−1)2k)ea1...akb1b2

= 0

elde edilir. b1b2 indisleri ile a1 . . . ak indislerinin bir ortak terimlerinin olmas� duru-

munda
[ea1...a2 , eb1b2 ] = ea1...akeb1b2 − eb1b2ea1...ak

= (1− (−1)2k−1)ea1...akb1b2

= 2ea1...akb1b2

∈
k

W

elde edilir. b1b2 indisleri ile a1 . . . ak indislerinin iki ortak terimlerinin olmas� duru-

munda
[ea1...a2 , eb1b2 ] = ea1...akeb1b2 − eb1b2ea1...ak

= (1− (−1)2k−2)ea1...akb1b2

= 0

olur. Dolay�s�yla [
k

U,
2

V ] =
k

W oldu§u elde edilir.

Örnek 4.7.
1

U = u1e
1 + u2e

2 + u3e
3 ∈ Cl1(1, 2),

2

V = u12e
12 + u13e

13 + u23e
23 ∈

Cl2(1, 2) olmak üzere [
1

U,
2

V ] =
1

W oldu§unu görelim.

[
1

U,
2

V ] =
1

U
2

V −
2

V
1

U

= u1u12(e1e12) + u1u13(e1e13) + u1u23(e1e23) + u2u12(e2e12) + u2u13(e2e13)

+u2u23(e2e23) + u3u12(e3e12) + u3u13(e3e13) + u3u23(e3e23)

−[u12u1(e12e1) + u12u2(e12e2) + u12u3(e12e3) + u13u1(e13e1)

+u13u2(e13e2) + u13u3(e13e3) + u23u1(e23e1) + u23u2(e23e2) + u23u3(e23e3)]

= 2(u2u12 + u3u13)e1 + 2(u1u12 + u3u23)e2 + 2(u1u13 − u2u23)e3

∈
1

W

Teorem 4.8.
k

U,
l

V ,
r

W ∈ ClF(p, q), p+ q = n ve ranklar� s�ras�yla k, l, r olsun. k ≥ l

negatif olmayan tamsay�lar olmak üzere
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[
k

U,
l

V ] =



k−l+2

W +
k−l+6

W + . . .+
k+l−2

W , l çift ise,
k−l
W +

k−l+4

W + . . .+
k+l−2

W , k çift ve l tek ise,
k−l+2

W +
k−l+6

W + . . .+
k+l

W , k ve l tek ise,

{
k

U,
l

V } =



k−l
W +

k−l+4

W + . . .+
k+l

W , l çift ise
k−l+2

W +
k−l+6

W + . . .+
k+l

W , k çift ve l tek ise
k−l
W +

k−l+4

W + . . .+
k+l−2

W , k,l tek ise

e³itlikleri vard�r.

E§er k = l ise

[
k

U,
k

V ] =


2

W +
6

W + . . .+
2k−2

W , k çift ise
2

W +
6

W + . . .+
2k

W, k tek ise

{
k

U,
k

V } =


0

W +
4

W + . . .+
2k

W, k çift ise
0

W +
4

W + . . .+
2k−2

W , k tek ise

elde edilir.

Kan�t. s, a1 . . . ak ve b1 . . . bl indekslerinin kesi³en indeks say�s� ve 0 ≤ s ≤ min(k, l)

olmak üzere

[ea1...ak , eb1,...bl ] = (1− (−1)kl−s)ea1...akeb1...bl

{ea1...ak , eb1,...bl} = (1 + (−1)kl−s)ea1...akeb1...bl

ea1...akeb1,...bl ∈ ClFk+l−2s

e³itlikleri elde edilir. Buna göre

[ea1...ak , eb1,...bl ] =

Clk+l−2s, kl − s tek ise

0, kl − s çift ise

{ea1...ak , eb1,...bl} =

Clk+l−2s, kl − s çift ise

0, kl − s tek ise
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Böylece teoremdeki komütatör ve anti-komütatör e³itlikleri sa§lanm�³ olur.

Teorem 4.9. 1 ≤ k ≤ n− 1, k bir tamsay� ve her
k

U ∈ ClFk(p, q) için [
k

U,
2

V ] = 0 ise
2

V = 0 'd�r.

Kan�t. Kabul edelim ki
2

V 6= 0 olsun. Her 1 ≤ k ≤ n − 1 için [
k

U,
2

V ] 6= 0 olacak

³ekilde
k

U ∈ ClFk(p, q) n�n var oldu§unu ispatlamal�y�z. l < m indislerini alal�m öyle

ki vlm 6= 0 ve
2

V = vlme
lm + t (t = 0 veya t =

∑
r<s,(r,s)6=(l,m)

vrse
rs ) olsun.

elea1...ak−1 ∈ ClFk(p, q), k > 0 ve {m, l} ∩ {a1...ak−1} = ∅ ³eklindeki bir eleman�

dü³ünelim.

[elea1...ak−1 , elm] = elea1...ak−1elm − elmelea1...ak−1

= (−1)k−1ηllea1...ak−1em + ηllemea1...ak−1

= (−1)k−1(−1)k−1ηllemea1...ak−1 + ηllemea1...ak−1

= 2ηllemea1...ak−1 6= 0

Bu k = 1, . . . , n− 1 için do§rudur. Ayr�ca,

[
k

U,
2

V ] = [elea1...ak−1 , vlme
lm + t]

= [elea1...ak−1 , vlme
lm] + [elea1...ak−1 , t]

= vlm[elea1...ak−1 , elm] + [elea1...ak−1 , t]

(4.1)

olur. Yukar�daki e³itli§in sa§ taraf�ndaki birinci ve ikinci toplananlar�n lineer ba-

§�ms�z oldu§unu ispatlarsak [
k

U,
2

V ] 6= 0 oldu§unu göstermi³ oluruz. �kinci topla-

nan vij[e
lea1...ak−1 , eij] formundad�r. l 6= i ve l 6= j oldu§unu varsayal�m. O zaman

l,m, a1, . . . , ak−1 indeksleri kar³�l�kl� olarak farkl� oldu§u için [elea1...ak−1 , eij] terim-

lerinin [elea1...ak−1 , elm] = 2ηllemea1...ak−1 ile lineer ba§�ms�z oldu§unu görürüz.

Genelli§ini kaybetmeden 0 ≤ c ≤ n, c 6= l olmak üzere i = l and j = c oldu-

§unu varsayal�m. elea1...ak−1elec ve emea1...ak−1 lineer ba§�ms�z ise [elea1...ak−1 , elm] ve

vij[e
lea1 . . . ak−1, e

ij] terimleri de lineer ba§�ms�zd�r. Bu c 6= m anlam�na gelir ve elm

taban eleman� zaten (4.1) deki ayr�³�mda dikkate al�nm�³t�. Bu nedenle (4.1) deki

kommütatörün s�f�ra e³it olmad�§�n� ispatlam�³ oluruz.

Tan�m 4.10. p+q = n olmak üzere ClF(p, q) için rank� n olan taban eleman� hacim
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eleman� olarak tan�mlan�r ve

` = e1...n = e1 . . . en = e1 ∧ . . . ∧ en

³eklinde gösterilir.

Buna ba§l� olarak `2, l∗ ve `Uk'y� bulabiliriz.

`2 = e1e2 . . . en.e1e2 . . . en

= (−1)n−1(−1)n−2 . . . (−1)1(e1)2.(e2)2 . . . (en)2

= (−1)
n.(n−1)

2 detη · 1

l∗ = enen−1 . . . e2.e1

= (−1)n−1e1enen−1...e2

= (−1)n−1(−1)n−2e1e2enen−1 . . . e3

= (−1)n−1(−1)n−2 . . . (−1)1e1e2 . . . en

= (−1)
n.(n−1)

2 `

`
k

U = e1e2 . . . en.ea1ea2 . . . eak

= (−1)n−1.ea1(e1e2 . . . en)ea2 . . . eak

= (−1)(n−1)kea1ea2 . . . eak .e1e2 . . . en

= (−1)(n−1)kUk`

ea, ClF(p, q) 'nun üreteci olmak üzere ea =
∑
b

ηabe
b ile gösterilir.

ea =

e
a, 1 ≤ a ≤ p

−ea, p+ 1 ≤ a ≤ p+ q = n

Teorem 4.11. Her
k

U ∈ Clk(p, q) için

ea
k

Uea = ea
k

Uea = (−1)k(n− 2k)
k

U

e³itli§i vard�r.

Kan�t. b1 < . . . < bk için eaeb1 . . . ebkea = (−1)k(n− 2k)eb1 . . . ebk oldu§unu tümeva-

r�m yöntemi ile görelim.
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k = 0 için

eae
a = ebηabe

a =
1

2
ηabe

bea +
1

2
ηabe

bea

=
1

2
ηab(e

bea + eaeb) = n

geçerli oldu§u görülür.

k için

ea
k

Uea = ea
k

Uea = (−1)k(n− 2k)
k

U

e³itli§i do§ru olsun.

k + 1 için geçerli oldu§unu görelim.

eae
b1 ...ebkebk+1ea = eae

b1 ...ebk(−eaebk+1 + 2ηabk+1)

= −eaeb1 ...ebkeaebk+1 + 2ηabk+1eae
b1 ...ebk

= −(−1)k(n− 2k)eb1 ...ebkebk+1 + 2ebk+1eb1 ...ebk

= (−1)k(−n+ 2k + 2)eb1 ...ebk+1

= (−1)k+1(n− 2(k + 1))eb1 ...ebk+1

Yukar�daki teoremin baz� özel sonuçlar� a³a§�da verilmi³tir:

� E§er n çift ve k = n
2
ise ea

k

Uea = ea
k

Uea = 0

� eaea = n

� ea`ea = (−1)n+1n`

� n = 4 için

ea(
0

U +
1

U +
2

U +
3

U +
4

U)ea = 4
0

U − 2
1

U + 2
3

U − 4
4

U

oldu§unu görelim.

ea
k

Uea = ea
k

Uea = (−1)k(n− 2k)
k

U

ifadesinde

k = 0, n = 4 için 4
0

U

k = 1, n = 4 için −1.2
1

U

k = 2, n = 4 için (−1)2.(4− 4)
2

U
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k = 3, n = 4 için (−1)3.(4− 6)
3

U

k = 4, n = 4 için (−1)4.(4− 8)
4

U elde edilir.

5. Cli�ord Cebirleri Üzerinde Konjugasyon Dönü³ümü

Tan�m 5.1. ClFk(p, q) alt uzay�na izdü³üm operatörü U ∈ ClF(p, q) olmak üzere

〈 〉
k

: ClF(p, q) → ClFk(p, q)

U 7→
〈
U
〉
k

=
k

U =
∑

a1<...<ak

ua1...ake
a1...ak

(5.1)

³eklinde tan�mlan�r.

Bu tan�mdan 〈 k
U

l

V
〉
k+l

=
k

U ∧
l

V

oldu§u kolayl�kla görülür.

Tan�m 5.2.
Tr : ClF(p, q)→ F

Tr(U) =
〈
U
〉

0

³eklinde tan�mlanan operatöre U ∈ ClF(p, q) eleman�n�n izi denir. U eleman�n�n izi

Tr(U) ³eklinde gösterilir.

Örne§in,

Tr(u · 1+ uae
a + ...) = u

olur.

Örnek 5.3. U = 2 + 3e12 + 5e23 − 7e235 ∈ Cl(2, 3) olsun.〈
U
〉

3
= −7e235〈

U
〉

2
= 3e12 + 5e23〈

U
〉

0
= 2

Tr(U)=2 olur.

U, V ∈ ClF(p, q) ve α ∈ F olmak üzere
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U = u · 1+ uae
a +

∑
a1<a2

ua1a2e
a1a2 + ...+ u1...ne

1...n ise Tr(U) = u

V = v · 1+ vae
a +

∑
a1<a2

va1a2e
a1a2 + ...+ v1...ne

1...n ise Tr(V ) = v 'dir.

Buna göre

Tr(U + V ) = Tr((u+ v) · 1+ (ua + va)e
a + · · ·+ (u1...n + v1...n)e1...n)

= u+ v

= Tr(U) + Tr(V )

Tr(αU) = Tr(α(u · 1+ uae
a +

∑
a1<a2

ua1a2e
a1a2 + ...+ u1...ne

1...n))

= Tr(α(u · 1) + α(uae
a) + α(

∑
a1<a2

ua1a2e
a1a2) + ...+ α(u1...ne

1...n))

= αu

= αTr(U)

oldu§u için lineerlik özelli§i vard�r. Ancak

Tr(UV ) 6= Tr(U).T r(V )

olur. Örne§in; U, V ∈ ClF(1, 1) olmak üzere U = 2e1 − e2, V = e1 + e2 olsun. Buna

göre UV = 3 + 3e1e2 olup Tr(U) = 0, T r(V ) = 0 ve Tr(UV ) = 3 olup Tr(UV ) 6=

Tr(U).T r(V ) oldu§u görülür. Ancak

Tr(UV ) = Tr(V U) (5.2)

e³itli§i sa§land�§� kolayl�kla görülür.

(5.2) e³itli§inden dolay� Tr(UVW ) = Tr(VWU) = Tr(WUV ) döngüsel yine-

leme özelli§i vard�r.
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Tr([U, V ]) = Tr(UV − V U)

= Tr(UV + (−1)V U)

= Tr(UV ) + Tr((−1)V U)

= Tr(UV ) + (−1)Tr(V U)

= 0

oldu§u görülür.

Tan�m 5.4. U ∈ ClF(p, q) olmak üzere

Û := U |ea→−ea

³eklinde tan�mlanan operatöre grade involusyon denir.

Û =
n∑
k=0

(−1)k
〈
U
〉
k

=
〈
U
〉

0
−
〈
U
〉

1
+
〈
U
〉

2
−
〈
U
〉

3
...

Örnek 5.5.
U = 2 · 1 + 3e1e2 − 5e3e5e7 ∈ Cl(3, 4) olsun.

Û = 2 · 1 + 3(−e1)(−e2)− 5(−e3)(−e5)(−e7)

Û = 2 · 1 + 3e1e2 + 5e3e5e7

U, V ∈ ClF(p, q) ve λ, µ ∈ F olmak üzere

U = u · 1+ uae
a +

∑
a1<a2

ua1a2e
a1a2 + ...+ u1...ne

1...n

V = v · 1+ vae
a +

∑
a1<a2

va1a2e
a1a2 + ...+ v1...ne

1...n olsun. Bu durumda

Û = u · 1+ ua(−ea) +
∑
a1<a2

ua1a2(−ea1)(−ea2) + ...+ u1...n(−e1)...(−en)

V̂ = v · 1+ va(−ea) +
∑
a1<a2

va1a2(−ea1)(−ea2) + ...+ v1...n(−e1)...(−en)
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olur ve

ˆ̂
U = u · 1+ ua(−(−ea)) +

∑
a1<a2

ua1a2(−(−ea1))(−(−ea2)) + ...+ u1...n(−(−e1))...(−(−en))

= u · 1+ uae
a +

∑
a1<a2

ua1a2e
a1a2 + ...+ u1...ne

1...n

= U

e³itli§ini elde ederiz.

(̂UV ) = ̂(uv · 1+ (uva + uav)ea + ...)

= (uv · 1+ (uva + uav)(−ea) + ...)

= (uv · 1) + (uva)(−ea) + (uav)(−ea) + ...

= (u · 1+ ua(−ea) + ...)(ve+ va(−ea) + ...)

= Û V̂

̂(λU + µV ) = ̂(λu+ µv) · 1+ (λua + µva)ea + ...

= (λu+ µv) · 1+ (λua + µva)(−ea) + ...

= λu · 1+ λua(−ea) + ...+ µv · 1+ µva(−ea) + ...

= λÛ + µV̂

Tr(Û) = Tr(u · 1+ ua(−ea) +
∑

a1<a2
ua1a2(−ea1)(−ea2) + ...+ u1...n(−e1)...(−en))

= u

= Tr(U)

Tan�m 5.6. U ∈ ClF(p, q) olmak üzere

Ũ : = U |ea1...ar→ear ···a1

Ũ =
∑n

k=0(−1)
k.(k−1)

2

〈
U
〉
k

=
〈
U
〉

0
+
〈
U
〉

1
−
〈
U
〉

2
−
〈
U
〉

3
...

³eklinde tan�mlanan operatöre anti-involusyon denir.

Örnek 5.7. U = 2 · 1 + 3e1e2 − 5e3e5e7 ∈ Cl(3, 4) olsun. Bu durumda

Ũ=2 · 1 + 3e2e1 − 5e7e5e3 = 2e− 3e1e2 + 5e3e5e7 olur.

U, V ∈ Cl(p, q) ve λ, µ ∈ R olmak üzere

U = u · 1+ uae
a +

∑
a1<a2

ua1a2e
a1a2 + ...+ u1...ne

1...n
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V = v · 1+ vae
a +

∑
a1<a2

va1a2e
a1a2 + ...+ v1...ne

1...n al�rsak

˜̃U =
˜̃

u · 1+ uaea +
∑
a1<a2

ua1a2e
a1a2 + ...+ u1...ne

1...n

=
˜

u · 1+ uaea +
∑
a1<a2

ua1a2e
a2a1 + ...+ u1...ne

n...1

= u · 1+ uae
a +

∑
a1<a2

ua1a2e
a1a2 + ...+ u1...ne

1...n

= U

e³itli§i elde edilir. Benzer ³ekilde

ŨV = Ṽ Ũ

ve

˜λU + µV = λŨ + µṼ

oldu§u kolayl�kla görülür. Ayr�ca

Tr(Ũ) = Tr(u · 1+ uae
a +

∑
a1<a2

ua1a2e
a2a1 + ...+ u1...ne

n...1)

= u

= Tr(U)

olur.

Tan�m 5.8. U ∈ Cl(p, q) ve ua1...ak kompleks say�lar olmak üzere

Ū := U |ua1...ak→ūa1...ak

³eklinde tan�mlanan operatöre Cli�ord cebirinin kompleks konjuge operatörü denir.

U, V ∈ Cl(p, q) olmak üzere

U = u · 1+ uae
a +

∑
a1<a2

ua1a2e
a1a2 + ...+ u1...ne

1...n

V = v · 1+ vae
a +

∑
a1<a2

va1a2e
a1a2 + ...+ v1...ne

1...n
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¯̄U = ¯̄u · 1+ ¯̄uae
a +

∑
a1<a2

¯̄ua1a2e
a1a2 + ...+ ¯̄u1...ne

1...n

= u · 1+ uae
a +

∑
a1<a2

ua1a2e
a1a2 + ...+ u1...ne

1...n

= U

Ayr�ca

UV = UV

oldu§u kolayl�kla do§rulan�r.

Tr(Ū) = Tr(ū · 1+ ūae
a +

∑
a1<a2

ūa1a2e
a1a2 + ...+ ū1...ne

1...n

= ū

= Tr(U)

e³itli§i vard�r. Ayr�ca (U ∧ V )ˆ = Û ∧ V̂ , (U ∧ V ) = Ū ∧ V̄ , (U ∧ V )˜ = Ṽ ∧ Ũ

özellikleri de kolayl�kla gösterilebilir.

Tan�m 5.9. Kompleks konjuge operatörü ve anti-involusyon operatörlerinin bile³kesi

U∗ = ¯̃U ³eklinde tan�mlan�r.

�imdi

Tr(U∗) = Tr(U)

oldu§unu görelim.

Tr(U∗) = Tr( ¯̃U)

= Tr(Ũ)

= Tr(U)

Ayr�ca (UV )∗ = V ∗U∗, (U ∧ V )∗ = V ∗ ∧ U∗ özellikleri de kolayl�kla görülebilir. [15]

6. Cli�ord Cebirleri Üzerinde Üniter(Öklidyen) Uzaylar

Bu bölümde Cli�ord cebirleri üzerinde Hermityen ve Öklidyen skaler çarpmay�

tan�mlayaca§�z. Bu skaler çarpman�n baz� özelliklerini inceleyece§iz. Bu bölümde

ClF(n) = ClF(n, 0) olsun.
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(., .) : ClF(n)× ClF(n)→ F dönü³ümünü

(U, V ) = Tr(U∗V ) (6.1)

³eklinde tan�mlayal�m.

Önerme 6.1. (., .) dönü³ümü ClF(n) uzay� üzerinde bir Hermityen (Öklidyen) ska-

ler çarp�md�r.

Kan�t. Her U, V,W ∈ ClF(n) için

(i) (U, V ) = (V, U)

(ii) (U, λV ) = λ(U, V )

(iii) (U + V,W ) = (U,W ) + (V,W )

(iv) U 6= 0 için (U,U) > 0

ko³ullar�n�n sa§land�§�n� göstermeliyiz. (i) e³itli§ini görelim.

(U, V ) = Tr(U∗V )

= Tr((V ∗U)∗)

= Tr(V ∗U)

= (V, U)

(ii) e³itli§ini görelim.

(U, λV ) = Tr(U∗(λV ))

= Tr(λ(U∗V ))

= λTr(U∗V )

= λ(U, V )
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(iii) e³itli§ini görelim.

(U + V,W ) = Tr((U + V )∗W )

= Tr((U∗ + V ∗)W )

= Tr(U∗W + V ∗W )

= Tr(U∗W ) + Tr(V ∗W )

= (U,W ) + (V,W )

(iv) ko³ulunu ispatlamak için (2.4) de verilen taban�n (., .) dönü³ümüne kar³�l�k or-

tonormal oldu§unu göstermek yeterlidir. Yani,

(ei1...ik , ej1...jl) =

0, (i1...ik) 6= (j1...jl) ise

1, (i1...ik) = (j1...jl) ise

oldu§unu göstermeliyiz. i1...ik ve j1...jl indislerinin ortak indeks say�s� r olmak üzere

ei1...ikej1...jl ∈ ClFk+l−2r(n)

dir. Yani, k + l − 2r > 0 ise (ei1...ik , ej1...jl) = 0 d�r. E§er k + l − 2r = 0 ise i1...ik ve

j1...jl multi-indeksleri özde³tir ve bu durumda

ei1...ikej1...jl = Tr(eik...i1ei1...ik) = Tr(1) = 1

dir. Böylece (2.4) taban� ortonormaldir ve U ∈ ClF(n) için

(U,U) =
n∑
k=0

∑
a1<...<ak

|ua1...ak |2 > 0

e³itli§i sa§lan�r.

ClF(p, q) Cli�ord cebirinde q > 0 için (iv) özelli§i geçerli de§ildir. Bu durumda

† operatörünü tan�mlayal�m.

Tan�m 6.2.

† : ClF(p, q) → ClF(p, q)

(ei1...ik)† = eik ...ei1 , λ† = λ̄, λ ∈ C
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³eklinde tan�mlanan † operatörüne Cli�ord cebirinin Hermityen konjugasyonu denir.

Cli�ord cebrinin ea üreteçleri üzerinde † operatörü

a = 1, ..., p için (ea)† = ea = ea

a = p+ 1, ..., n için (ea)† = ea = −ea

³eklinde olur.

Örnek 6.3. Cl(2, 3) için taban elemanlar� e1, e2, e3, e4, e5 olup

(e1)2 = (e2)2 = 1

(e3)2 = (e4)2 = (e5)2 = −1

e1 =
5∑
b=1

η1be
b

= η11e
1 + η12e

2 + η13e
3 + η14e

4 + η15e
5

= e1

e3 =
5∑
b=1

η3be
b

= η31e
1 + η32e

2 + η33e
3 + η34e

4 + η35e
5

= −e3

oldu§undan (e1)† = e1 = +e1 ve (e3)† = e3 = −e3 elde edilir.

�imdi bu operatörün özelliklerini inceleyelim:

U = ei1...ik , V = el1...lj ∈ ClF(p, q) ve λ, µ ∈ F olsun.

U †† = (ei1...ik)††

= (eik...i1)
†

= ei1...ik

= U
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(UV )† = V †U † oldu§unu görelim.

(UV )† = (ei1...ikel1...lj)†

= (ei1...ikl1...lj)†

= (elj ...l1ik...i1)

= (elj ...l1)(eik...i1)

= V †U †

(λU + µV )† = λ̄U † + µ̄V † oldu§unu görelim.

(λU + µV )† = (λ(ei1...ik) + µ(el1...lj))†

= λ̄eik...i1 + µ̄elj ...l1

= λ̄U † + µ̄V †

Yukar�da gösterilen özeliklerin key� Cli�ord cebir elemanlar� için de geçerli oldu§u

kolayl�kla do§rulanabilir. Yani,

U, V ∈ ClF(p, q), λ ∈ F olmak üzere,

U †† = U, (UV )† = V †U †, (U + V )† = U † + V †, (λU)† = λ̄U †,1† = 1 e³itlikleri vard�r

Hermityen skaler çarpma, Cli�ord cebir elemanlar� üzerinde

(U, V ) = Tr(U †V )

³eklinde tan�mlan�r. Bundan dolay�

(ei1...ik , ei1...ik) = Tr(eik ...ei1e
i1 ...eik) = Tr(1) = 1

Teorem 6.4. p ≥ 0, q ≥ 0, n = p+q ≥ 1 tam say�lar olmak üzere Hermityen konjuge

operatörü p ve q nun durumlar�na göre † : ClFk(p, q) −→ ClFk(p, q), k = 0, ..., n

U † =

(e1...p)
−1 ¯̃Ue1...p, p tek ise

(e1...p)
−1

¯̃̂
Ue1...p, p çift ise

U † =

(ep+1...n)−1 ¯̃Uep+1...n, q çift ise

(ep+1...n)−1
¯̃̂
Uep+1...n, q tek ise
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e³itlikleri geçerlidir.

(., .) : ClF(p, q)× ClF(p, q) −→ F

(U, V ) = Tr(U †V )
(6.2)

ile tan�mlanan dönü³üm ClF(p, q) Cli�ord cebirinde bir Hermityen skaler çarp�m

verir. (F = R iken Öklidyen skaler çarp�m verir.)

Kan�t. (ei1...ik)† = (−1)(p+1)kep...1ẽi1...ike1...p (ei1,...,ik)† = (−1)qken...p+1ẽi1...ikep+1...n

e³itliklerinin sa§land�§�n� göstermemiz yeterlidir. s, {i1, . . . , ik} ve {1, . . . , p} indis-

lerinin ortak say�s� olmak üzere

(−1)(p+1)kep...1ẽi1...ike1...p = (−1)(p+1)kep...1eik...i1e1...p

= (−1)(p+1)k(−1)kp−seik...i1

= (−1)k−seik...i1

(−1)qken...p+1ẽi1...ikep+1...n = (−1)qk(−1)qen...p+1eik...i1ep+1...n

= (−1)qk+q(−1)qk−(k−s)(−1)qeik...i1

= (−1)k−seik...i1

eik...i1 = ηi1i1 . . . ηikike
ik...i1

= (−1)k−s1seik...i1

= (−1)k−seik...i1

(6.2) da verilen Hermityen skaler çarpma her A,U, V ∈ ClF(p, q) için

(AU, V ) = (U,A†V )

e³itli§i sa§lan�r. E§er U = U † ise U eleman�na Hermityen eleman denir. E§er U =

−U † ise U 'ya anti-Hermityen eleman denir. U ∈ ClF(p, q) eleman�, Hermityen ve

anti-Hermityen elemanlar�n toplam� ³eklinde a³a§�daki gibi yaz�labilir:

U =
1

2
(U + U †) +

1

2
(U − U †)
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7. Hermityen �dempotentler ve �lgili Yap�lar

Bu bölümde sadece Cl(p, q) kompleks Cli�ord cebirleriyle ilgilenece§iz.

Tan�m 7.1. t ∈ Cl(p, q) olmak üzere

t2 = t, t† = t

ise t'ye Hermityen idempotent denir.

E§er U ∈ Cl(p, q), U † = U−1 ³eklinde üniter eleman� var öyle ki

t̂ = U−1tU

e³itli§i sa§lan�yorsa t ve t̂ iki hermityen idempotent elemana ayn� tiptendir, denir.

Örne§in, Cl(1, 3) için ayn� tipten olmayan dört Hermityen idempotentin var oldu§u

gösterilebilir.

Tan�m 7.2. Kompleks Cli�ord cebirinin

I(t) = {U ∈ Cl(p, q) : U = Ut}

³eklindeki alt kümesine t Hermityen idempotenti ile üretilen Cli�ord cebirinin sol

ideali denir.

t ∈ Cl(p, q) Hermityen idempotent olmak üzere

K(t) = {U ∈ Cl(p, q) : U = tUt}

kümesini tan�mlayal�m. �imdi K(t) ⊆ I(t) oldu§unu görelim. U ∈ K(t) olsun. Bu

durumda U = tUt 'dir. Buradan Ut = (tUt)t = tUt2 = tUt = U oldu§undan

K(t) ⊆ I(t) olur.
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�imdi de U ∈ K(t) iken [U, t] = 0 oldu§unu gösterelim.

[U, t] = Ut− tU

= (tUt)t− t(tUt)

= tUt2 − t2Ut

= tUt− tUt

= 0

A³ikar idealleri yani 0 ve kendisi d�³�nda ba³ka sol ideal içermeyen sol ideale minimal

sol ideal denir. Minimal sol idealin üretti§i Hermityen idempotente primitive denir.

I(t) sol idealinin temel özelli§i U ∈ I(t) ve V ∈ Cl(p, q) iken

V U = V (Ut) = (V U)t

oldu§undan V U ∈ I(t) olmas�d�r.

I(t) sol idealinin Cl(p, q) nun bir alt uzay� oldu§u kolayl�kla gösterilebilir.

(6.2) de verilen Hermityen skaler çarpma I(t) üzerinde bir üniter uzay yap�s�n�

verir. I(t) nin d = dimI(t), τ l = τl olmak üzere τ1, . . . , τd ∈ I(t)

(τk, τl) = δlk, k, l = 1, ..., d

³eklinde ortonormal taban� olsun. Cli�ord cebir elemanlar�n�n matris temsillerini

dü³ünelim. d−boyutlu ve girdileri kompleks olan matris Mat(d,C) ile gösterilir.

Q ∈ Mat(d,C) matrisinin elemanlar� qkl, (k, l = 1, ..., d) ³eklindeki ikililerle numa-

raland�r�l�r.

Q = [qkl], R = [rkl] ∈Mat(d,C) matrislerinin çarp�m�

P = QR

pkm =
d∑
l=1

qkl.rlm

³eklindedir. τ1, ..., τd ∈ I(t) ortonormal taban� yard�m�yla üç lineer dönü³üm tan�m-
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layal�m.

γ : Cl(p, q) −→Mat(d,C)

θ : K(t) −→Mat(d,C)

ρ : I(t) −→ Cd

Burada Cd d−boyutlu kompleks vektör uzay�, bir sütun ve d sat�r� olan kompleks

matrisler kümesidir. γ dönü³ümünü U ∈ Cl(p, q) ve γ(U) = [γ(U)lk]d×d ∈Mat(d,C)

olmak üzere

Uτk =
d∑
l=1

γ(U)lkτl (7.1)

formülüyle tan�mlayal�m. Böylece

γ(U)kl = (τk, Uτl) (7.2)

olur. Çünkü,

(τk, Uτl) = Tr((τk)
†Uτl)

= Tr((τk)
†

d∑
a=1

γ(U)alτa)

=
d∑
a=1

γ(U)alTr((τk)
†τa)

= γ(U)kl

olur. �imdi de γ(UV ) = γ(U)γ(V ) oldu§unu görelim. Bunun için

γ(UV )kl =
d∑
a=1

γ(U)kaγ(V )al

e³itli§inin sa§land�§�n� göstermeliyiz. γ(UV )kl = (τk, (UV )τl) oldu§unu biliyoruz.
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(UV )τl = U(V τl)

= U(
d∑
a=1

γ(V )alτa)

=
d∑
a=1

γ(V )al(Uτa)

=
d∑
a=1

γ(V )al(
d∑
b=1

γ(U)baτb)

=
d∑

a,b=1

γ(V )alγ(U)baτb

γ(UV )kl = (τk,
d∑

a,b=1

γ(V )alγ(U)baτb)

=
d∑

a,b=1

γ(V )alγ(U)ba(τk, τb)

=
d∑
a=1

γ(V )alγ(U)ka

O halde Cli�ord cebirlerinin matris temsillerini elde ederiz. Bu temsilin boyutu, I(t)

sol idealinin boyutuna e³ittir. Minimal sol ideal, minimal boyuttaki Cli�ord cebirinin

matris temsillerini verir. I birim matris olmak üzere

γa = γ(ea), I = γ(1)

dersek Cli�ord cebirinin üreteçleri aras�ndaki (2.6) e³itli§inden dolay�

γ(eaeb + ebea) = γ(2ηab · 1)

γ(eaeb) + γ(ebea) = 2ηabγ(1)

γ(ea)γ(eb) + γ(eb)γ(ea) = 2ηabI

γaγb + γbγa = 2ηabI

elde edilir. Kabul edelim ki bir γ : Cl(p, q) −→ Mat(d,C) temsili (7.1) e³itli§i yar-

d�m�yla bir sol idealin bir τ1, ..., τd ortonormal taban� taraf�ndan üretilsin. O zaman

her U ∈ Cl(p, q) için

γ(U †) = γ(U)†

e³itli§inin sa§land�§�n� görelim. Hermityen skaler çarpma operatörünün özelliklerin-
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den ve (7.2) den dolay�

γ(U)kl = (τk, Uτl)

γ(U)kl = (U †τk, τl)

γ(U)kl = (τl, U
†τk) = γ(U †)lk

(7.3)

elde edilir. Di§er taraftan

(γ(U)†)lk = γ(Ū)kl = γ(U)kl (7.4)

olur. (7.3) deki e³itli§in sol taraf�, (7.4)e³itli§inin sa§ taraf�na e³it oldu§undan dolay�

her U ∈ Cl(p, q) için γ(U †) = γ(U)† e³itli§i sa§lanm�³ olur.

�imdi ρ : I(t) −→ Cd dönü³ümünü tan�mlayaca§�z. Ω ∈ I(t) olsun. O zaman

Ω = ω1τ1 + ω2τ2 + . . .+ ωdτd =
d∑
i=1

ωiτi

³eklinde yazabiliriz. O halde

ρ(Ω) = (ω1 . . . ωd)
T

³eklinde tan�mlayal�m. Burada AT , matrisin transpozunu belirtir.

τk = 0τ1 + 0τ2 + . . .+ 0τk−1 + 1τk + 0τk+1 + . . .+ 0τd

oldu§undan

ρ(τk) = (0 . . . 1 . . . 0)T

olup sütun matrisinin sadece k. girdisi 1 dir. U ∈ Cl(p, q),Ω ∈ I(t) olmak üzere

UΩ = U(
∑d

i=1 ωiτi)

=
d∑
i=1

ωi(Uτi)

=
d∑

i,l=1

ωiγ(U)liτl ∈ I(t)
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olur.

ρ(UΩ) = γ(U)ρ(Ω) oldu§unu görelim. Önce e³itli§in sol taraf�ndan

ρ(UΩ)k =
d∑
i=1

ωiγ(U)ki

elde edilir. Daha sonra sa§ taraf�ndan

(γ(U)ρ(Ω))k =
d∑
i=1

γ(U)kiρ(Ω)i

=
d∑
i=1

γ(U)kiωi

elde edilir. Bu nedenle ρ(UΩ) = γ(U)ρ(Ω) dir. �imdi de

θ : K(t) −→ Mat(d,C)

V 7→ θ(V )

dönü³ümünü τnV =
d∑

k=1

θ(V )knτk ³eklinde tan�mlayal�m. Bu durumda

(τl, τnV ) = (τl,
d∑

k=1

θ(V )knτk)

=
d∑

k=1

θ(V )kn(τl, τk)

= θ(V )ln

olur. V ∈ K(t),Ω ∈ I(t) olmak üzere

ΩV =
∑d

n=1 ωnτnV

=
d∑

n,k=1

ωnθ(V )knτk ∈ I(t)

elde edilir. ρ(ΩV ) = θ(V )ρ(Ω) e³itli§ini gösterelim. Önce e³itli§in sa§ taraf�na ba-

karsak,

ρ(ΩV )l =
d∑

n=1

ωnθ(V )ln
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elde edilir. Daha sonra e³itli§in sol taraf�ndan

(θ(V )ρ(Ω))l =
d∑

n=1

θ(V )lnρ(Ω)n

=
d∑

n=1

θ(V )lnωn

olup istenilen e³itlik gösterilmi³ olur.

U, V ∈ K(t), Ω ∈ I(t) iken

ρ(ΩUV ) = θ(V )θ(U)ρ(Ω) = θ(UV )ρ(Ω)

oldu§unu görelim.

ρ(ΩUV )l = ρ(Ω(UV ))l

=
d∑

k=1

ρ(Ω)kθ(UV )kl

=
d∑

k=1

ωkθ(UV )kl

Buradan
θ(UV )kl = (τk, τl(UV ))

= (τk, (τlU)V )

= (τk, (
d∑
a=1

θ(U)alτa)V )

= (τk, (
d∑
a=1

θ(U)al(τaV ))

= (τk, (
d∑
a=1

θ(U)al

d∑
b=1

θ(V )baτb)

=
d∑

a,b=1

θ(U)alθ(V )ba(τk, τb)

=
d∑
a=1

θ(U)alθ(V )ka

=
d∑
a=1

θ(V )kaθ(U)al
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elde edilip yukar�daki ifadede yerine yaz�l�rsa

ρ(ΩUV )l =
d∑

k=1

ωkθ(UV )kl

=
d∑

k,a=1

ωkθ(V )kaθ(U)al

=
d∑

k=1

ωk(θ(V )θ(U))kl

= (θ(V )θ(U)ρ(Ω))l

oldu§undan ρ(ΩUV ) = θ(V )θ(U)ρ(W ) = θ(UV )ρ(W ) e³itli§inin sa§land�§� görülür.

Benzer ³ekilde U ∈ Cl(p, q), V ∈ K(t), Ω ∈ I(t) ise UΩ ∈ I(t), ΩV ∈ I(t) olup

ρ(UΩV ) = γ(U)ρ(ΩV ) = γ(U)θ(V )ρ(Ω)

ρ(UΩV ) = θ(V )ρ(UΩ) = θ(V )γ(U)ρ(Ω)

olur. Bu nedenle

[γ(U), θ(V )] = 0

elde edilir.

8. Cli�ord Cebirlerinin Normal Temsilleri

Tan�m 8.1. n = p+ q olmak üzere Cl(p, q) Cli�ord cebirinin

γ : Cl(p, q) −→Mat(d,C)

temsili

� d = 2[n+1
2

]

� ∀U ∈ Cl(p, q)) için γ(U)† = γ(U †)

ko³ullar�n� sa§l�yorsa γ temsiline Cl(p, q) Cli�ord cebirinin normal temsili denir.

�imdi her Cl(p, q) kompleks Cli�ord cebiri için t Hermityen idempotent eleman�

verece§iz. Bu t hermityen idempotente kar³�l�k I(t) sol idealinin ortonormal taba-
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n�n� elde edece§iz. Bu taban yard�m�yla Cl(p, q) kompleks Cli�ord cebirinin normal

temsilini in³a edece§iz.

Cl(p, q) kompleks Cli�ord cebirinin üreteçleri e1, ...ep, ep+1, ..., en olsun. O zaman

a 6= b için eaeb = −ebea dir, a = 1, ..., p için (ea)2 = 1 ve a = p + 1, ..., n için

(ea)2 = −1 dir.

n = 1 için Hermityen idempotent eleman olarak t = 1 alal�m. n > 1 için t olarak

t =
1

2
(1+ iae1)

[n
2

]−1∏
k=1

1

2
(1+ ibke2ke2k+1) ∈ Cl(p, q) (8.1)

alal�m. Burada

a =

0, p 6= 0 ise

1, p = 0 ise
bk =

0, 2k = p ise

1, 2k 6= p ise

³eklindedir.

(
1

2
(1+ iae1))2 =

1

2
(1+ iae1) = (

1

2
(1+ iae1))†

ve

(
1

2
(1+ ibke2ke2k+1))2 =

1

2
(1+ ibke2ke2k+1) = (

1

2
(1+ ibke2ke2k+1))†

oldu§undan t Hermityen idempotenttir. n çift iken t Hermityen idempotentin pri-

mitive oldu§u kolayl�kla do§rulan�r.

n = 2 ve n = 3 için Hermityen idempotent elemanlar a³a§�daki gibidir:

(p,q) (2,0) (1,1) (0,2)
t t = 1/2(1+ e1) t = 1/2(1+ e1) t = 1/2(1+ ie1)

(p,q) (3,0) (2,1) (1,2) (0,3)
t t = 1/2(1+ e1) t = 1/2(1+ e1) t = 1/2(1+ e1) t = 1/2(1+ ie1)
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p + q = n olmak üzere Cl(p, q) Cli�ord cebiri Cl(e1, ..., en) gösterimini kullana-

biliriz. Burada

1, ea, ea1ea2 , ..., e1...en, a1 < a2 < ...

elemanlar� Cl(e1, ..., en) 'nin taban elemanlar�d�r. Bu taban elemanlar�n� ck (k =

1, ...2n) ile gösterelim. Ayr�ca

Cl(e1, ..., en) = Cleven(e1, ..., en)⊕ Clodd(e1, ..., e)

e³itli§i vard�r.

n çift iken Q = Cl(e2, e4, ..., en)

n tek iken Q = Cl(e2, e4, ...en−1, en)

olsun. Q 'nun kompleks boyutu 2[n+1
2

] 'dir. ck (k = 1, ...2[n+1
2

]) Q 'nun taban eleman-

lar� olsun. Yani, n çift iken Q, ea üreteçlerinin kümesi olarak tan�mlan�r. Burada

a, 2 ≤ a ≤ n aras�ndaki çift say�lard�r. n tek iken Q, ea üreteçlerinin kümesi (a,

2 ≤ a ≤ n − 1 aras�ndaki çift say�lar) ve en dir. Q Cli�ord cebiri Cl(p, q)'nun bir

alt cebiridir. Q altcebirinin boyutu 2[n+1
2

] dir. Q 'nun taban elemanlar�n� ck, (k =

1, ...2[n+1
2

]) ile gösterelim. Varsayal�m ki ck dizisinde ilk 2[n+1
2

]−1 eleman�n

1, e2, e4, ...

³eklinde çiftli elamanlar oldu§unu ya da ikinci bir seçim olarak 2[n+1
2

]−1 eleman�n

e2, e4, ...

³eklinde tekli elemanlar alabiliriz.

Teorem 8.2. I(t) sol idealinin

τk = (
√

2)[n/2]ckt, k = 1, ..., 2[n+1
2

]

³eklindeki elemanlar� I(t)'nin ortonormal bir taban�n� olu³turur. [12]
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Kan�t. (τk, τl) = Tr(τ †kτl) = (
√

2)2[n/2]Tr(t†c†kclt) = (
√

2)2[n/2]Tr(c†kclt)c
†
kcl = 1 k = l

T r(c†kclt) = 0, k 6= l

oldu§unu görelim. k = l olsun. ck = ea1 ...ear ise c†k = ear ...ea1 olur. Bu nedenle

c†kck = 1, k = 1, ..., 2[(n+1)/2] olup

(τk, τk) = (
√

2)2[n/2]Tr t = 1, k = 1, ..., 2[(n+1)/2]

elde edilir. k 6= l ise a1, . . . , as çift indisler ve a1 < · · · < as olmak üzere

n çift iken c†kcl = ±ea1 ...eas

n tek iken c†kcl = ±ea1 ...eas , veya c†kcl = ±ea1 ...easen
(8.2)

olacakt�r. (8.2) e³itliklerinin sa§ taraf�nda en az bir üreteç olaca§�ndan Tr(c†kcl) = 0

olur. (8.1) e³itli§inden t idempotent eleman�

t = 2−[n/2] · 1+
n∑
r=1

∑
b1<...<br

λb1...bre
b1...br (8.3)

³eklinde yaz�labilir öyle ki λb1...br ∈ C ve her λb1...bre
b1...br terimi en az biri tek indisli

eb üretecini içerir (n tek iken t idempotenti en üretecini içermez.). (8.3) e³itli§ini

soldan c†kclt ile çarparsak

c†kclt = 2−[n/2]c†kcl + (
n∑
r=1

∑
b1<...<br

λb1...brc
†
kcle

b1...br)

e³itli§ini elde ederiz. Parantez içindeki ifadeyi Cl(e1, ...en) nin taban elemanlar�n�n

bir toplam� olarak yazarsak bu toplam�n herbir terimi en az bir tek indisli eb üretecini

içerir. Dolay�s�yla herbir terimin izi s�f�ra e³it olaca§�ndan

k 6= l için Tr(c†kclt) = 0

bulunur. O halde τk lar I(t) sol idealinin ortonormal taban�n� olu³turur.

40



O halde t Hermityen idempotent ve I(t) sol idealinin τk ortonormal taban� yar-

d�m�yla

Cl(p, q) → Mat(2[n+1
2

],C)

U 7→ U

³eklinde kompleks Cli�ord cebirinin normal temsilini elde edece§iz. Bu normal temsil

bize matris cebrinin tüm ana kavramlar�n� Cli�ord cebirine aktarma imkan� verir.

8.1. Dü³ük Boyutlarda Kompleks Cli�ord Cebirlerinin Normal Temsil-

lerinin Bulunmas�

Bu bölümde dü³ük boyutlarda kompleks Cli�ord cebirlerinin normal temsillerini

elde edece§iz. Bunun için (8.1) e³itli§ini ve Teorem (8.2) 'yi kullanaca§�z.

n = 1 olsun. Bu durumda (p, q) = (1, 0) ve (p, q) = (0, 1) olma durumlar� söz

konusudur.

(p, q) = (1, 0) ve (p, q) = (0, 1) için t = 1 dir. I(t) sol idealinin taban� da Teorem

(8.2) den dolay� τ1 = 1 ve τ2 = e1 olur.

Buna göre (p, q) = (1, 0) için t = 1 olmak üzere

τ1 = 1

τ †1 = 1

τ2 = e1

τ †2 = e1

³eklindedir.

γ(e1)11 = (τ1, e
1τ1)

= Tr(τ †1e
1τ1)

= Tr(e1)

= 0
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γ(e1)12 = (τ1, e
1τ2)

= Tr(τ †1e
1τ2)

= Tr((e1)2)

= Tr(1)

= 1

γ(e1)21 = (τ2, e
1τ1)

= Tr(τ †2e
1τ1)

= Tr((e1)2)

= Tr(1)

= 1

γ(e1)22 = (τ2, e
1τ2)

= Tr(τ †2e
1τ2)

= Tr((e1)3)

= Tr(e1)

= 0

Buna göre (p, q) = (1, 0) için

γ(1,0) : Cl(1, 0) → Mat(2,C)

e1 7→

0 1

1 0


³eklinde olur.

(p, q) = (0, 1) için t = 1 olmak üzere

τ1 = 1

τ †1 = 1

τ2 = e1

τ †2 = −e1
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³eklindedir.

γ(e1)11 = (τ1, e
1τ1)

= Tr(τ †1e
1τ1)

= Tr(e1)

= 0

γ(e1)12 = (τ1, e
1τ2)

= Tr(τ †1e
1τ2)

= Tr((e1)2)

= Tr(−1)

= −1

γ(e1)21 = (τ2, e
1τ1)

= Tr(τ †2e
1τ1)

= Tr(−e1e1)

= Tr(1)

= 1

γ(e1)22 = (τ2, e
1τ2)

= Tr(τ †2e
1τ2)

= Tr(−e1e1e1)

= Tr(e1)

= 0

Buna göre (p, q) = (0, 1) için

γ(0,1) : Cl(0, 1) → Mat(2,C)

e1 7→

0 −1

1 0


³eklinde olur.

Ayr�ca teoremden farkl� olarak n'nin tek oldu§u durumlar için ortanormal tabanlar

al�narak buna kar³�l�k gelen normal temsili buldu§umuz zaman bu normal temsilin

farkl� bir temsilini bulmu³ oluruz.

n = 1 olsun. Bu durumda (p, q) = (1, 0) ve (p, q) = (0, 1) olma durumlar� söz

konusudur.
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(p, q) = (1, 0) ve (p, q) = (0, 1) için t = 1 dir. I(t) sol idealinin ortanormal taban�

τ1 = (
1√
2

)(1+ e1)t ve τ2 = (
1√
2

)(1− e1)t olsun.

Buna göre (p, q) = (1, 0) için t = 1 olmak üzere

τ1 = (
1√
2

)(1+ e1)

τ †1 = ((
1√
2

)(1+ e1))† = (
1√
2

)(1+ e1)

τ2 = (
1√
2

)(1− e1)

τ †2 = ((
1√
2

)(1− e1))† = (
1√
2

)(1− e1)

³eklindedir.

γ(e1)11 = (τ1, e
1τ1)

= Tr(τ †1e
1τ1)

= Tr((
1√
2

)(1+ e1)e1(
1√
2

)(1+ e1))

= Tr(
1

2
(2e1 + 2))

= Tr((1 + e1))

= Tr(1+ e1)

= 1

γ(e1)12 = (τ1, e
1τ2)

= Tr(τ †1e
1τ2)

= Tr((
1√
2

)(1+ e1)e1(
1√
2

)(1− e1))

= Tr(
1

2
(e1 − 1 + 1− e1))

= Tr(0)

= 0
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γ(e1)21 = (τ2, e
1τ1)

= Tr(τ †2e
1τ1)

= Tr((
1√
2

)(1− e1)e1(
1√
2

)(1+ e1))

= Tr(
1

2
(e1 + 1− 1− e1))

= Tr(0)

= 0

γ(e1)22 = (τ2, e
1τ2)

= Tr(τ †2e
1τ2)

= Tr((
1√
2

)(1− e1)e1(
1√
2

)(1− e1))

= Tr(
1

2
(e1 − 1− 1 + e1))

= Tr(
1

2
(2e1 − 2))

= Tr(1(e1 − 1))

= −1

Buna göre (p, q) = (1, 0) için

γ(1,0) : Cl(1, 0) → Mat(2,C)

e1 7→

1 0

0 −1


³eklinde olur.

(p, q) = (0, 1) için t = 1 olmak üzere

τ1 = (
1√
2

)(1− ie1)

τ †1 = ((
1√
2

)(1− ie1))† = (
1√
2

)(1− ie1)

τ2 = (
1√
2

)(1+ ie1)

τ †2 = ((
1√
2

)(1+ ie1))† = (
1√
2

)(1+ ie1)
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³eklindedir.

γ(e1)11 = (τ1, e
1τ1)

= Tr(τ †1e
1τ1)

= Tr((
1√
2

)(1− ie1)e1(
1√
2

)(1− ie1))

= Tr(
1

2
(2e1 + 2i))

= Tr(1(e1 + i))

= Tr(e1 + i)

= i

γ(e1)12 = (τ1, e
1τ2)

= Tr(τ †1e
1τ2)

= Tr((
1√
2

)(1− ie1)e1(
1√
2

)(1+ ie1))

= Tr(
1

2
(e1 − i+ i− e1))

= Tr(0)

= 0

γ(e1)21 = (τ2, e
1τ1)

= Tr(τ †2e
1τ1)

= Tr((
1√
2

)(1+ ie1)e1(
1√
2

)(1− ie1))

= Tr(
1

2
(e1 + i− i− e1))

= Tr(0)

= 0

γ(e1)22 = (τ2, e
1τ2)

= Tr(τ †2e
1τ2)

= Tr((
1√
2

)(1+ ie1)e1(
1√
2

)(1+ ie1))

= Tr(
1

2
(e1 − i− i− e1))

= Tr(1(−i))

= Tr(−i)

= −i

Buna göre (p, q) = (0, 1) için
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γ(0,1) : Cl(0, 1) → Mat(2,C)

e1 7→

i 0

0 −i


³eklinde olur.

n = 2 olsun. Bu durumda (p, q) = (2, 0), (p, q) = (1, 1) ve (p, q) = (0, 2) olma

durumlar� sözkonusudur. (p, q) = (2, 0) ve (p, q) = (1, 1) için Hermityen idempotent

eleman� t = 1/2(1 + e1) iken (p, q) = (0, 2) için Hermityen idempotent eleman�

t = 1/2(1 + ie1) dir. I(t) sol idealinin taban� da Teorem (8.2) den dolay� τ1 =
√

2t,

τ2 =
√

2e2t olur.

Buna göre (p, q) = (2, 0) için t =
1

2
(1+ e1) olmak üzere

τ1 =
√

2t

τ †1 = (
√

2t)† =
√

2t

τ2 =
√

2e2t

τ †2 = (
√

2e2t)† =
√

2te2

³eklindedir.

γ(e1)11 = (τ1, e
1τ1)

= Tr(τ †1e
1τ1)

= Tr(
√

2te1
√

2t)

= Tr(2t2e1)

= Tr(2te1)

= Tr(2.
1

2
(1+ e1)e1)

= Tr((e1 + 1))

= 1
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γ(e1)12 = (τ1, e
1τ2)

= Tr(τ †1e
1τ2)

= Tr(
√

2te1
√

2e2t)

= Tr(2t2e1e2)

= Tr(2te1e2)

= Tr(2.
1

2
(1+ e1)e1e2)

= Tr(e1e2 + e2)

= 0

γ(e1)21 = (τ2, e
1τ1)

= Tr(τ †2e
1τ1)

= Tr(
√

2te2e1
√

2t)

= Tr(2t2e2e1)

= Tr(2te2e1)

= Tr(2.
1

2
(1+ e1)e2e1)

= Tr(e2e1 − e2)

= 0

γ(e1)22 = (τ2, e
1τ2)

= Tr(τ †2e
1τ2)

= Tr(
√

2te2e1
√

2e2t)

= Tr(2t2e2e1e2)

= Tr(−2te1)

= Tr(−2.
1

2
(1+ e1)e1)

= Tr(−e1 − 1)

= −1

Buna göre

γ(2,0) : Cl(2, 0) → Mat(2,C)

e1 7→

1 0

0 −1



48



³eklinde olur.

γ(e2)11 = (τ1, e
2τ1)

= Tr(τ †1e
2τ1)

= Tr(
√

2te2
√

2t)

= Tr(2t2e2)

= Tr(2te2)

= Tr(2.
1

2
(1+ e1)e2)

= Tr(e2 + e1e2)

= 0

γ(e2)12 = (τ1, e
2τ2)

= Tr(τ †1e
2τ2)

= Tr(
√

2te2
√

2e2t)

= Tr(2t21)

= Tr(2t1)

= Tr(2.
1

2
(1+ e1)1)

= Tr(1+ e1)

= 1

γ(e2)21 = (τ2, e
2τ1)

= Tr(τ †2e
2τ1)

= Tr(
√

2te2e2
√

2t)

= Tr(2t21)

= Tr(2t1)

= Tr(2.
1

2
(1+ e1)1)

= Tr(1+ e1)

= 1
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γ(e2)22 = (τ2, e
2τ2)

= Tr(τ †2e
2τ2)

= Tr(
√

2te2e2
√

2e2t)

= Tr(2t2e2)

= Tr(2te2)

= Tr(2.
1

2
(1+ e1)e2)

= Tr(e2 + e1e2)

= 0

Buna göre

γ(2,0) : Cl(2, 0) → Mat(2,C)

e2 7→

0 1

1 0


³eklinde olur.

(p, q) = (1, 1) için t =
1

2
(1+ e1) olmak üzere

τ1 =
√

2 · 1t

τ †1 = (
√

2 · 1t)† =
√

2t

τ2 = (
√

2e2t)

τ †2 = (
√

2e2t)† = −
√

2te2

³eklindedir.

γ(e1)11 = (τ1, e
1τ1)

= Tr(τ †1e
1τ1)

= Tr(
√

2te1
√

2t)

= Tr(2t2e1)

= Tr(2te1)

= Tr(2.
1

2
(1+ e1)e1)

= Tr((e1 + 1))

= 1
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γ(e1)12 = (τ1, e
1τ2)

= Tr(τ †1e
1τ2)

= Tr(
√

2te1
√

2e2t)

= Tr(2t2e1e2)

= Tr(2te1e2)

= Tr(2.
1

2
(1+ e1)e1e2)

= Tr(e1e2 + e2)

= 0

γ(e1)21 = (τ2, e
1τ1)

= Tr(τ †2e
1τ1)

= Tr(−
√

2te2e1
√

2t)

= Tr(−2t2e2e1)

= Tr(−2te2e1)

= Tr(−2.
1

2
(1+ e1)e2e1)

= Tr(−e2e1 + e2)

= 0

γ(e1)22 = (τ2, e
1τ2)

= Tr(τ †2e
1τ2)

= Tr(−
√

2te2e1
√

2e2t)

= Tr(−2t2e2e1e2)

= Tr(−2te1)

= Tr(−2.
1

2
(1+ e1)e1)

= Tr(−e1 − 1)

= −1

Buna göre

γ(1,1) : Cl(1, 1) → Mat(2,C)

e1 7→

1 0

0 −1


³eklinde olur.
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γ(e2)11 = (τ1, e
2τ1)

= Tr(τ †1e
2τ1)

= Tr(
√

2te2
√

2t)

= Tr(2t2e2)

= Tr(2te2)

= Tr(2.
1

2
(1+ e1)e2)

= Tr(e2 + e1e2)

= 0

γ(e2)12 = (τ1, e
2τ2)

= Tr(τ †1e
2τ2)

= Tr(
√

2te2
√

2e2t)

= Tr(−2t21)

= Tr(−2t1)

= Tr(−2.
1

2
(1+ e1)1)

= Tr(−1− e1)

= −1

γ(e2)21 = (τ2, e
2τ1)

= Tr(τ †2e
2τ1)

= Tr(−
√

2te2e2
√

2t)

= Tr(2t21)

= Tr(2t1)

= Tr(2.
1

2
(1+ e1)1)

= Tr(1+ e1)

= 1
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γ(e2)22 = (τ2, e
2τ2)

= Tr(τ †2e
2τ2)

= Tr(−
√

2te2e2
√

2e2t)

= Tr(2t2e2)

= Tr(2te2)

= Tr(2.
1

2
(1+ e1)e2)

= Tr(e2 + e1e2)

= 0

γ(1,1) : Cl(1, 1) → Mat(2,C)

e2 7→

0 −1

1 0


³eklinde olur.

(p, q) = (0, 2) için t =
1

2
(1+ ie1) olmak üzere

τ1 =
√

2 · 1t

τ †1 = (
√

2 · 1t)† =
√

2t

τ2 = (
√

2e2t)

τ †2 = (
√

2e2t)† = −
√

2te2

³eklindedir.

γ(e1)11 = (τ1, e
1τ1)

= Tr(τ †1e
1τ1)

= Tr(
√

2te1
√

2t)

= Tr(2t2e1)

= Tr(2te1)

= Tr(2.
1

2
(1+ ie1)e1)

= Tr((e1 − i))

= −i
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γ(e1)12 = (τ1, e
1τ2)

= Tr(τ †1e
1τ2)

= Tr(
√

2te1
√

2e2t)

= Tr(2t2e1e2)

= Tr(2te1e2)

= Tr(2.
1

2
(1+ ie1)e1e2)

= Tr(e1e2 − ie2)

= 0

γ(e1)21 = (τ2, e
1τ1)

= Tr(τ †2e
1τ1)

= Tr(−
√

2te2e1
√

2t)

= Tr(−2t2e2e1)

= Tr(−2te2e1)

= Tr(−2.
1

2
(1+ ie1)e2e1)

= Tr(−e2e1 − ie2)

= 0

γ(e1)22 = (τ2, e
1τ2)

= Tr(τ †2e
1τ2)

= Tr(−
√

2te2e1
√

2e2t)

= Tr(−2t2e2e1e2)

= Tr(−2te1)

= Tr(−2.
1

2
(1+ ie1)e1)

= Tr(−e1 + i)

= i

γ(0,2) : Cl(0, 2) → Mat(2,C)

e1 7→

−i 0

0 i


³eklinde olur.
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γ(e2)11 = (τ1, e
2τ1)

= Tr(τ †1e
2τ1)

= Tr(
√

2te2
√

2t)

= Tr(2t2e2)

= Tr(2te2)

= Tr(2.
1

2
(1+ ie1)e2)

= Tr(e2 + ie1e2)

= 0

γ(e2)12 = (τ1, e
2τ2)

= Tr(τ †1e
2τ2)

= Tr(
√

2te2
√

2e2t)

= Tr(−2t21)

= Tr(−2t)

= Tr(−2.
1

2
(1+ ie1)1)

= Tr(−1− e1)

= −1

γ(e2)21 = (τ2, e
2τ1)

= Tr(τ †2e
2τ1)

= Tr(−
√

2te2e2
√

2t)

= Tr(2t21)

= Tr(2t1)

= Tr(2.
1

2
(1+ e1))

= Tr(1+ e1)

= 1
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γ(e2)22 = (τ2, e
2τ2)

= Tr(τ †2e
2τ2)

= Tr(−
√

2te2e2
√

2e2t)

= Tr(2t2e2)

= Tr(2te2)

= Tr(2.
1

2
(1+ ie1)e2)

= Tr(e2 + ie1e2)

= 0

γ(0,2) : Cl(0, 2) → Mat(2,C)

e2 7→

0 −1

1 0


³eklinde olur.

n = 3 olsun. Bu durumda (p, q) = (3, 0), (p, q) = (2, 1), (p, q) = (1, 2), (p, q) = (0, 3)

olma durumlar� söz konusudur. (p, q) = (3, 0), (p, q) = (2, 1), (p, q) = (1, 2) için

t = 1/2(1+ e1) ve (p, q) = (0, 3) için t = 1/2(1+ ie1) dir.

(p, q) = (3, 0) için τ1 = (1− ie23)t, τ2 = (e2 − ie3)t, τ3 = (e2 + ie3)t, τ4 = (1+ ie23)t

γ(3,0) : Cl(3, 0) → Mat(4,C)

e1 7→


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1



e2 7→


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



e3 7→


0 −i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 −i

0 0 i 0


(p, q) = (2, 1) için τ1 = (1+ e23)t, τ2 = (e2 + e3)t, τ3 = (e2 − e3)t, τ4 = (1− e23)t
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γ(2,1) : Cl(2, 1) → Mat(4,C)

e1 7→


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1



e2 7→


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0



e3 7→


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0


(p, q) = (1, 2) için τ1 = (1− ie23)t, τ2 = (e2 + ie3)t, τ3 = (e2 − ie3)t, τ4 = (1+ ie23)t

γ(1,2) : Cl(1, 2) → Mat(4,C)

e1 7→


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1



e2 7→


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0



e3 7→


0 −i 0 0

−i 0 0 0

0 0 0 i

0 0 i 0


(p, q) = (0, 3) için τ1 = (1− ie23)t, τ2 = (e2 + ie3)t, τ3 = (e2 − ie3)t, τ4 = (1+ ie23)t,
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γ(0,3) : Cl(0, 3) → Mat(4,C)

e1 7→


−i 0 0 0

0 i 0 0

0 0 i 0

0 0 0 −i



e2 7→


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0



e3 7→


0 −i 0 0

−i 0 0 0

0 0 0 i

0 0 i 0


³eklinde olur.

n = 4 olsun. (p, q) nun (4, 0), (1, 3), (3, 1) olmas� durumunda Hermityen idempotent

t = 1/2(1 + e1)1/2(1 + ie23) olur. (p, q) = (2, 2) iken Hermityen idempotent t =

1/2(1+ e1)1/2(1+ e23) olur. (p, q) = (0, 4) iken Hermityen idempotent t = 1/2(1+

ie1)1/2(1+ ie23) olur. I(t) sol idealinin taban� Teorem(8.2) den dolay�

τ1 = 2t , τ2 = 2e24t τ3 = 2e2t τ4 = 2e4t ³eklinde olur.

(p, q) = (4, 0) için
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γ(4,0) : Cl(4, 0) → Mat(4,C)

e1 7→


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1



e2 7→


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0



e3 7→


0 0 i 0

0 0 0 −i

−i 0 0 0

0 i 0 0



e4 7→


0 0 0 1

0 0 −1 0

0 −1 0 0

1 0 0 0


(p, q) = (3, 1) için
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γ(3,1) : Cl(3, 1) → Mat(4,C)

e1 7→


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1



e2 7→


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0



, e3 7→


0 0 i 0

0 0 0 −i

−i 0 0 0

0 i 0 0



e4 7→


0 0 0 −1

0 0 −1 0

0 1 0 0

1 0 0 0


(p, q) = (2, 2) için
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γ(2,2) : Cl(2, 2) → Mat(4,C)

e1 7→


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1



e2 7→


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0



e3 7→


0 0 −1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 −1 0 0



e4 7→


0 0 0 −1

0 0 −1 0

0 1 0 0

1 0 0 0


(p, q) = (1, 3) için
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γ(1,3) : Cl(1, 3) → Mat(4,C)

e1 7→


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1



e2 7→


0 0 −1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 −1 0 0



e3 7→


0 0 i 0

0 0 0 i

i 0 0 0

0 i 0 0



e4 7→


0 0 0 −1

0 0 −1 0

0 1 0 0

1 0 0 0


(p, q) = (0, 4) için
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γ(1,3) : Cl(1, 3) → Mat(4,C)

e1 7→


−i 0 0 0

0 −i 0 0

0 0 i 0

0 0 0 i



e2 7→


0 0 −1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 −1 0 0



e3 7→


0 0 i 0

0 0 0 i

i 0 0 0

0 i 0 0



e4 7→


0 0 0 −1

0 0 −1 0

0 1 0 0

1 0 0 0


n = 5 için (p, q) = (5, 0), (p, q) = (4, 1), (p, q) = (3, 2), (p, q) = (2, 3), (p, q) =

(1, 4), (p, q) = (0, 5) olur.(p, q) = (5, 0), (p, q) = (4, 1), (p, q) = (3, 2), (p, q) = (1, 4)

için t = 1
2
(1 + e1)1

2
(1 + ie23) dir. (p, q) = (2, 3) için t = 1

2
(1 + e1)1

2
(1 + e23) dir.

(p, q) = (0, 5) için t = 1
2
(1 + ie1)1

2
(1 + ie23) olur. (8.2) teoremine göre τ1 = 2 · 1t,

τ2 = 2e2t, τ3 = 2e4t,τ4 = 2e5t,τ5 = 2e2e4t, τ6 = 2e2e5t, τ7 = 2e4e5t, τ8 = 2e245t elde

edilir.

n = 6 için (p, q) = (0, 6), (p, q) = (1, 5), (p, q) = (2, 4), (p, q) = (3, 3), (p, q) =

(4, 2), (p, q) = (5, 1), (p, q) = (6, 0) olur.(p, q) = (0, 6) için t = 1
2
(1 + ie1)1

2
(1 +

ie23)1
2
(1 + ie45) olur.(p, q) = (1, 5), (p, q) = (3, 3), (p, q) = (5, 1), (p, q) = (6, 0) için

t = 1
2
(1+e1)1

2
(1+ie23)1

2
(1+ie45) olur.(p, q) = (2, 4) için t = 1

2
(1+e1)1

2
(1+e23)1

2
(1+

ie45) olur.(p, q) = (4, 2) için t = 1
2
(1 + e1)1

2
(1 + ie23)1

2
(1 + e45) olur.(8.2) teoremine

göre τ1 = 2
√

2 · 1t, τ2 = 2
√

2e2t, τ3 = 2
√

2e4t, τ4 = 2
√

2e6t, τ = 5 = 2
√

2e24t, τ6 =

2
√

2e26t, τ7 = 2
√

2e46t, τ8 = 2
√

2e246t olur.

n = 5 ve n = 6 için matrisler dü³ük boyutlardaki gibi benzer ³ekilde hesaplan�r.
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9. Cli�ord Cebirlerinin Üniter Gruplar�

Bu bölümde kompleks Cli�ord cebirleri üzerinde üniter grubu tan�mlay�p baz�

özelliklerini irdeleyece§iz.

Tan�m 9.1. Kompleks Cli�ord cebirleri üzerinde tan�mlanan

UCl(p, q) = {U ∈ Cl(p, q) : U †U = 1}

kümesine kompleks Cli�ord cebirlerinin Üniter grubu denir. Bu küme Cli�ord çar-

p�m�na göre kapal�d�r ve bir gruptur.

�imdi bu kümenin bir grup oldu§unu görelim. U1, U2 ∈ UCl(p, q) olsun. O zaman

U †1U1 = 1 ve U †2U2 = 1 'dir. Kapal�l�k özelli§ini gösterebilmek için U1U2 ∈ UCl(p, q)

oldu§unu göstermeliyiz, yani (U1U2)†U1U2 = 1 e³itli§inin gerçekle³ti§ini göstermeli-

yiz. (U1U2)† = U †2U
†
1 oldu§unu kullan�rsak

(U1U2)†U1U2 = (U †2U
†
1)U1U2

= U †2(U †1U1)U2

= 1

olup kapal�l�k özelli§i vard�r. Kompleks Cli�ord cebiri birle³meli cebir oldu§undan

bu grupta birle³me özelli§i sa§lan�r. Kompleks Cli�ord cebirinin birim eleman� ayn�

zamanda bu grubun da birim eleman�d�r. Çünkü, 1 · 1† = 1 dir. U ∈ UCl(p, q)

olsun. �imdi de U−1 ∈ UCl(p, q) oldu§unu gösterelim yani, (U−1)†U−1 = 1 e³itli§ini

gösterelim. U ∈ UCl(p, q) oldu§undan U † = U−1 olur. O halde

(U−1)†U−1 = (U †)†U †

= UU †

= 1

olup her eleman�n�n tersi vard�r.

Örnek 9.2. UCl(1, 0) = {U ∈ Cl(1, 0) : U †U = 1} olmak üzere

U = u1 · 1 + u2e
1, U † = u1 · 1 + u2e1 = u1 · 1 + u2e

1
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³eklindedir. U †U = 1 olacak ³ekilde u1, u2 ∈ C'yi belirleyelim.

U †U = (u1 · 1 + u2e
1)(u1 · 1 + u2e

1)

= u2
1 · 1 + u1u2e

1 + u2u1e
1 + u2

2 · 1

= (u2
1 + u2

2) · 1 + e1(2u1u2) = 1

olur. Buna göre u2
1 + u2

2 = 1 ve 2u1u2 = 0 elde edilir. E§er u1 = 0 ise u2
2 = 1 yani

u2 = ±1 dir ve u2 = 0 ise u2
1 = 1, yani u1 = ±1 dir. O halde

UCl(1, 0) = {1,−1, e1,−e1}

olur.

t ∈ Cl(p, q) bir Hermityen idempotent, I(t) sol ideal ve τk lar I(t)'nin ortonormal

taban� olsun. Bu taban bize Cli�ord cebir elemanlar�n�n

γ : Cl(p, q) −→Mat(2[n+1
2

],C)

∀U ∈ Cl(p, q) için (γ(U))† = γ(U †)

olacak ³ekilde normal temsilini verir.(Teorem 8.2)

U ∈ UCl(p, q) olsun. O zaman γ(U) ∈Mat(2[n+1
2

],C) olur. Buradan

Uτk = γ(U)lkτl (9.1)

elde ederiz.

U †U = 1 ve γ(U)† = γ(U †) özelliklerinden γ(U)†γ(U †) = I, I birim matrisinin

boyutu 2[n+1
2

]'dir. Bunun anlam� γ(U) bir üniter matristir.

n = p+ q çift iken (9.1) e³itli§inden

UCl(p, q) ∼ U(2
n
2 )

olup burada U(2
n
2 ), 2

n
2 boyutlu üniter matristir.

n = p+ q tek iken (9.1) e³itli§inden

UCl(p, q) ∼ U(2
n−1
2 )⊕ U(2

n−1
2 )
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olup burada U(2
n−1
2 )⊕ U(2

n−1
2 ) kümesi W,V ∈ U(2

n−1
2 ) için diag(W,V ) ³eklindeki

blok-diagonal matristir. U ∈ UCl(p, q) eleman�n�n yard�m� ile I(t)'nin yeni ortonor-

mal taban�n� a³a§�daki ³ekilde tan�mlayabiliriz:

τ́k = Uτk

=
d∑
l=1

γ(U)lkτl

(τ́k, τ́l) = Tr((τ́k)
†τ́l)

= Tr((Uτk)
†(Uτl)

= Tr((τ †kU
†)Uτl)

= Tr(τ †kτl)

= (τk, τl) = δkl

Bu τ́k taban� γ́ : Cl(p, q) −→Mat(2[n+1
2

],C) ³eklinde yeni bir matris temsili verir

öyle ki

V τ́k = γ́(V )lkτ́l

olur. γ(V ) ve γ́(V ) temsilleri aras�nda

γ́(V ) = γ(U)−1γ(V )γ(U)
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³eklinde bir e³itlik vard�r. �imdi bu e³itli§i gösterelim.

V τ́k =
d∑
l=1

γ́(V )lkτ́l

V (
d∑
l=1

γ(U)lkτl) =
d∑
l=1

γ́(V )lk(
d∑
a=1

γ(U)alτa)

d∑
l=1

γ(U)lk(V τl) =
d∑

l,a=1

(γ́(V )lkγ(U)al)τa

d∑
l,a=1

γ(U)lk(γ(V )alτa) =
d∑

l,a=1

(γ́(V )lkγ(U)al)τa

γ(U)lkγ(V )al = γ́(V )lkγ(U)al

γ(V )alγ(U)lk = γ(U)alγ́(V )lk

(γ(V )γ(U))ak = (γ(U)γ́(V ))ak

γ(V )γ(U) = γ(U)γ́(V )

γ(U)−1(γ(V )γ(U)) = γ(U)−1(γ(U)γ́(V ))

γ(U)−1γ(V )γ(U) = γ́(V )

�imdi de γ́(V †) = γ́(V )† e³itli§ini gösterelim.

γ́(V ) = γ(U)−1γ(V )γ(U)

γ́(V †) = γ(U)−1γ(V †)γ(U)

= γ(U)−1γ(V )†γ(U)

= [γ(U)†γ(V )(γ(U)−1)†]†

= [γ(U)†γ(V )(γ(U †))−1]†

= [γ(U)−1γ(V )(γ(U †))†]†

= [γ(U)−1γ(V )γ(U)]†

= γ́(V )†

I(t) sol idealinin τk ortonormal taban�n� I(UtU−1) sol idealinin τ̌k = τkU
−1 ortonor-

mal taban� ile de§i³tirirsek V −→ γ̌(V ) matris temsilini elde ederiz. Bu durumda

V τ̌k = V τkU
−1 = γ(V )lkτlU

−1
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ayn� zamanda

V τ̌k = γ̌(V )lkτ̌l = γ̌(V )lkτlU
−1

olur. Bu e³itliklerin sol tara�ar� e³it oldu§undan sa§ taraftakiler de e³it olmal�d�r.

Buradan

γ̌(V ) = γ(V )

elde edilir.

Son olarak e§er I(t) sol idealinin τk ortonormal taban�n� I(UtU−1) sol idealinin

τ̂k = UτkU
−1 ortonormal taban� ile yer de§i³tirirsek γ̂ : V −→ γ̂(V ) matris temsilini

elde ederiz öyle ki γ̂ ile γ temsilleri aras�nda

γ̂(V ) = γ(U−1)γ(V )γ(U)

ili³kisi vard�r. E§er ilk matris temsili γ : Cl(p, q) −→Mat(2[n
2

],C) normal temsil ise

o zaman γ́, γ̌, γ̂ matris temsilleri de normaldir.

10. Kompleks Cli�ord Cebirlerinin Determinant�

F cismi reel veya kompleks say�lar üzerinde olmak üzere d boyutlu Mat(d,F)

matris cebirini alal�m. U ∈ Mat(d,F) matrisinin terslenebilir oldu§unu söyleyebil-

mek için U−1 ∈ Mat(d,F) vard�r ve öyle ki UU−1 = U−1U = I, I d × d'lik birim

matristir. E§er P−λI matrisi terslenemez ise λ ∈ F'ye P ∈Mat(d,F) matrisinin öz-

de§eri denir. Bir U matrisinin bütün özde§erlerinin kümesine bu matrisin spektrumu

denir.

Tan�m 10.1. U ∈ Cl(p, q) ve det, Mat(d,C) matris cebirindeki elemanlar�n deter-

minant� olmak üzere

Det : Cl(p, q) −→ C, Det(U) := det(γ(U))

³eklinde tan�mlanan Det(U) say�s�na U 'nun determinant� denir.

Det fonksiyonunun iyi tan�ml� oldu§unu yani Cl(p, q) Cli�ord cebirinin matris

temsillerine ba§l� olmad�§�n� gösterece§iz. Bunun için öncelikle a³a§�daki Teoremi

ispatlayaca§�z.
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Teorem 10.2. γ, Cl(p, q) Cli�ord cebrinin bir temsili olmak üzere

det(γ(Û)) = det(γ(U))

dur.

Kan�t. n çift boyutlu Cli�ord cebirleri için

Û = (e1...n)−1Ue1...n

dir. Bu durumda

det(γ(Û)) = det(γ((e1...n)−1Ue1...n)) = det(γ(e1...n)−1)det(γ(U))det(γ(e1...n)) = det(γ(U))

elde edilir.

n tek iken tekrarl� temsil metodundan

ea −→

γa 0

0 −γa

 , a=1,. . .,n

olur. Rank� 2 olan elemanlar için de

eab −→

γaγb 0

0 γaγb

 , a=1,. . .,n

³eklindedir. U = Uçift + Utek eleman�n� çift ve tek k�s�mlar�na ay�r�rsak Uçift k�sm�

özde³ blok matrisler ³ekline ve Utek, z�t i³aretli blok matrisler ³ekline dönü³ür.

Uçift −→

A 0

0 A

 , Utek −→

B 0

0 −B


Bu nedenle

U −→

A+B 0

0 A−B

 , Û = Uçift − Utek −→

A−B 0

0 A+B


ve

det(U) = (A−B)(A+B) = det(Û)

Teorem 10.3. det fonksiyonu iyi tan�ml�d�r. Yani det fonksiyonu Cli�ord cebirinin

temsiline ba§l� de§ildir. [14]
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Kan�t. γ, (3.2) de verilen Cl(p, q) Cli�ord cebirinin tekrarl� temsili ve γ′, Cl(p, q)

Cli�ord cebirinin herhangi bir temsili olsun.

γ(U) = U |ea−→γa

γ′(U) = U |ea−→βa

olmak üzere n çift boyutlu iken Pauli teoreminden bir T matrisi vard�r öyle ki

γ′(U) = T−1γ(U)T

olur. Bu durumda

det(γ′(U)) = det(T−1γ(U)T ) = det(T−1)det(γ(U))det(T ) = det(γ(U))

elde edilir. n tek iken yine Pauli teoreminden

γ′(U) = T−1γ(Û)T

det(γ(Uf)) = det(γ(U))'dan

det(γ′(U)) = det(T−1γ(Û)T ) = det(γ(Û)) = det(γ(U))

elde edilir.

Teorem 10.4. Her U, V ∈ Cl(p, q) Cli�ord cebir elemanlar�n�n determinant özel-

likleri a³a§�daki gibidir:

•Det(UV ) = Det(U)Det(V )

•Det(αU) = α2[
n+1
2 ]

Det(U) α ∈ C

•U ∈ ClF(p, q) olmak üzere terslenebilirdir ancak ve ancak DetU 6= 0

•U ∈ ClF(p, q) terslenebilir bir eleman ise Det(U−1) = (Det(U))−1 [11]
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