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OZET
CLIFFORD CEBIRLERI UZERINDE UNITER UZAYLAR

Esra PARLAK

Matematik Anabilim Dali
Anadolu Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Ocak, 2021

Danigman: Prof. Dr. Senay BULUT

Bu tez ¢aligmasinda n = p + ¢ boyutlu Cl(p, q) kompleks Clifford cebirleri iizerinde
{initer uzaylar incelenmistir. Oncelikle Clifford Cebiri, reel ve kompleks Clifford Ce-
birleri ile ilgili temel tanim ve teoremler ele almmgtir. Cl(p, q) iizerinde Hermityen
skaler carpim tanimlanmig ve Hermityen skaler ¢carpimin sagladigi bazi ozellikler ir-
delenmigtir. Bu skaler ¢carpim Cl(p, q) kompleks Clifford cebirinin (p, q¢) durumuna
baghdir. Cl(p, q) cebir iizerinde Hermityen idempotent kavrami tanimlanmig ve Her-
mityen idempotentler yardimiyla kompleks Clifford cebirinin normal matris temsille-
rinin elde edilmesi ile ilgili bir yéntem insa edilmigtir. Bu normal temsiller yardimiyla

kompleks Clifford cebiri iizerinde {initer uzaylarin yapisi irdelenmigtir.

Anahtar Sézciikler: Clifford Cebiri; Uniter Uzay; Hermityen Idempotent;

Normal Matris Temsilleri; Hermityen Skaler Carpim.
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ABSTRACT

UNITARY SPACES ON CLIFFORD ALGEBRAS

Esra PARLAK

Department of Mathematics

Anadolu University, Graduate School of Sciences, January, 2021
Supervisor: Prof. Dr. Senay BULUT

In this thesis, unitary spaces on complex Clifford algebras Cl(p,q) of dimension
n = p + q are studied. First of all, the basic definitions and theorems about the
Clifford algebra, real and complex Clifford algebra are discussed. Hermitian scalar
product on Cl(p, q) is defined. Some properties provided by Hermitian scalar product
are examined. This scalar product depends on the signature (p, q) of complex Clifford
algebra. The Hermitian idempotent concept is defined on Cl(p,q) and a method is
constructed to obtain normal matrix representations of the complex Clifford algebra
with the aid of Hermitian idempotents. By using these normal representations the

structure of unitary spaces on complex Clifford algebra is examined.

Keywords: Clifford Algebra; Uniter Space; Hermitian Idempotent;

Normal Matrix Representations; Hermitian scalar product.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZINi

(V) : Tensor cebir

(V,Q) : Kuadratik uzay

Cl(V,Q) :(V,Q) Kuadratik uzayma kargilik gelen Clifford cebiri
Ci¥(p,q) : Clifford cebiri

Cl(p,q) : Kompleks Clifford cebiri

Cl(p,q)  : Reel Clifford cebiri
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l : Hacim elemam
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< > : Projeksiyon operatorii
Tr(U) : 1z operatorii

U : Grade involution operatori
U : Anti involiisyon operatorii

U : Kompleks konjuge operatorii
U : Clifford konjuge operatorii

T : Clifford cebirinin Hermityen konjugasyonu
t : Hermityen idempotent
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1. GIRIS

Clifford cebirleri giiniimiizde hem matematikte hem de matematiksel fizikte
yaygin olarak caligilmaktadir. Clifford cebirleri kavrami ilk olarak 1878 de W. K.
Clifford tarafindan ortaya konulmugtur [2]. Clifford cebirinin orjinal adi geometrik
kavramlarin cebirsel temsili olan geometrik cebirdir. Giintimiize kadar ¢ok farkl ge-
ometrik cebir sistemleri matematikciler tarafindan bulunmustur ancak matematiksel
fizikte kuantum mekanigi, elektromanyetik teori, robotikler gibi olaylar1 aciklayabi-
len geometrik cebir Clifford cebiridir. Bu nedenle matematiksel fizikte en 6nemli
teorilerden biri olarak yerini almugtir. Ozellikle Clifford carpimi olarak tamimlanan
carpim oldukca 6nemlidir.

Geometrik cebirin baglangicinda 1843 yillarinda William Rowan Hamilton, komp-
leks sayilarin genellemesi olarak kuaterniyon cebirini ifade etti. Daha sonra Grass-
man, yonlii dogru parcasi yani vektorler icin i¢c carpim ve dis carpim tanimladi.
Clifford; Grasman cebirini ve kuaterniyon cebirini tek bir cebir haline getirerek bu
cebire geometrik cebir adini verdi. Clifford cebirleri baglangicta reel sayilar iizerinde
tanimlanmig daha sonra kompleks sayilar iizerinde tanimlanarak kompleks Clifford
cebiri ve hiperbolik sayilar {izerinde tanimlanarak Clifford cebiri genisletilmisgtir.
Clifford cebirlerinin Dirac temsillerinden sonra spinorler ile ifade edilen caligmalar
Clifford cebiri ile tekrardan tanimlanmigtir.

Dirac-Yang-Mills denklemlerinde CI(1,3) Clifford cebiri kullanilmigtir [7]. Clif-
ford cebirlerinde iiniter uzay kavrami Ci(1, 3) Clifford cebiri igin geligtirilmig ve bir-
kac yapi egitlikleri bulunmugtur. Daha sonra Clifford cebirleri iizerindeki {initer uzay
kavrami n = p + ¢ > 4 olmak iizere Cl(p, q) Clifford cebiri icin genellegtirilmigtir.
Yine Cl(p, q) i¢in birkag yap esitlikleri ispatlanmigtir.

Hermityen idempotentler tanimlanmig ve bunlar yardimiyla Clifford cebirleri-
nin normal matris temsillerinin yeni bir ingas1 elde edilmistir. Bu normal temsiller
Clifford cebirleri iizerindeki {initer uzaymn yapisini kavramada 6nemli bir rol oyna-
maktadir [12].

Bu tez ¢aligmasinda diigiik boyutlarda Clifford cebirlerinin normal temsilleri arag-
tirilmig ve bunlar yardimiyla Clifford cebirleri {izerindeki tiniter uzaylar incelenmis-

tir.



2. Clifford Cebiri

Tanim 2.1. V, F cismi tzerinde bir vektor uzayr ve b : V xV — F déniistimi her

x,y,z €V ve X €F i¢cin

b(Ax +y,2) = Ab(z, 2) + b(y, 2)
b(z, Ay + z) = \b(x,y) + b(z, 2)

(2.1)

kosullarini saglyorsa b dontsimine bilineer form, (V,b) ikilisine de bilineer uzay

denir. Ayrica her x,y € V i¢cin

b(z,y) = by, )

kosulu da saglanwyorsa (V,b) uzayina simetrik bilineer uzay denir.

Tanim 2.2. V' vektor uzay i¢in & = {eq, ea, ..., e, } bir taban olmak dzere bu taban
kullanilarak olusturulan matrise b bilineer formunun & tabanina gére matrisi denir.

b bilineer formunun & tabanina gore matrisi

b(er,e1) b(er,e2) ... bleg,ep)
B b(eg‘, er) b(eQ., e) ... b(eg‘, €n) (2.2)
b(en,e1) blen,e2) ... blen,en)

matrisi karsihk gelir.
Herhangi x,y € V elemanlar1 ¢ tabanina gore x = Za:iei ve y = Zyjej

seklinde yazilirsa

b(x,y) = erz,z%ej beez,e]
= Zazb”y] leBy = z'By

(2.3)

elde edilir.

Tanim 2.3. b(x,y) simetrik bilineer form olmak tzere eger hery € V i¢inb(x,y) =0

tken x = 0 ise b simetrik bilineer formuna non-dejenere simetrik bilineer form denir.

2



Tanim 2.4. V, F cismi tzerinde bir vektor uzayr olmak dzere QQ 'V — F donii-

SUMU
1.Vr eV, NeF ign Q\r)=NQ(x),

2. Vx,y € V igin, b(z,y) = 5(Q(z +y) — Q(z) — Q(y)) donisimi V zerinde

N[

simetrik bilineer formdur,

kosullariny saglyorsa @ ’ya V' izerinde kuadratik form denir. (V,Q) ikilisine de

kuadratik uzay denir.

Clifford cebirinin literatiirde bilinen farkli denk tanimlamalari mevcuttur [6]. Biz

bu tez calismamizda Clifford cebirinin agagidaki tanimini kullanacagiz.

Tanim 2.5. V' bir vektir vzay, F = R veya C ve Q : V. — T kuadratik form
olsun. (V, Q) kuadratik uzays tarafindan belirlenen Clifford cebiri asagudaki 6zellikleri
saglayan (CUV,Q),1) ¢iftidir.

i. CUV,Q), birimli ve birlesmeli cebirdir.
i 1V — Cl(V,Q), i(v)?=Q((v)- 1 dir

ii. A birimli ve birlesmeli baska bir cebir, f:V — A, f(v)? = Q(v) - 1 sartim

saglayan bir lineer déntsim olsun. Bu durumda

vt .4

i

ClV,Q)

diyagrams degismeli olacak sekilde tek tirli belirl
f:ov,Q) — A

cebir homomorfizmasy vardar. (fOi = f e f, f nin genisletilmisidir.)

Bu dzellik Clifford cebirinin evrensel ézelligi olarak adlandirilir.

B birimli ve birlesmeli bagka bir cebir j : V — B ve j(v)? = q(v) - 1 sartim

saglayan bir lineer doniigiim olmak iizere yukaridaki 6zellikler B i¢inde saglaniyor ise

3



h: Cl(V,Q) — B cebir homomorfizmasi vardir ve agagidaki diyagram degigmelidir.

|

iV, Q)

B

Onerme 2.6. i ve j gdmme diniisimlerine gore Cl(V,Q) ve B cebirleri izomorfiktir.

Kanit. Bunu gorebilmek igin i ve j test doniigiimlerini kullanalim. CI(V, Q) ve B

nin evrenselliginden i ve j cebir homomorfizmlerini elde ederiz Syle ki }oz’ = j ve

105 =1

v—' .B

A

ClV,Q)

i ve j birbirlerinin tersidir. 4 yi test doniigiimii olarak kullamrsak (f = i)

4 LV, Q) V—"=ClU(V,Q)
l / J o
Cl(V,Q) Cl(V,Q)

Id ve i 0 j, i nin genisletilmigidir:

(EOj)Oi:iO(EOi):ZOj:i

Genigletmenin tekliginden 7 o j = Idcyv,g) olur. Benzer sekilde

v_2.B V-8
’ A ’ /7
B B

diyagramlarmdan dolay1 j o ¢ = Idg olmahdir. Boylece ¢ ve j, biri digerinin tersi

olan izomorfizmlerdir. O

Teorem 2.7. (V,Q), n boyutlu reel veya kompleks kuadratik uzay olsun. Bu durumda
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(V,Q) kuadratik uzayina karsilik gelen Clifford cebiri CU(V,Q) 2™ boyutlu vektor
uzayrdir [3].

Teorem 2.8. (V,Q), n boyutlu reel veya kompleks kuadratik uzay olsun. b, Q) ku-
adratik formuna karsilik gelen bilineer form olmak dizere V' nin {ey, ... e,} taban
i # j iken b(e;,e;) = 0 kosulunu saglasin. Bu durumda CUL(V,Q) Clifford cebiri

€1,...,en €V elemanlar: tarafindan dretilir ve
e =Q(e;) - 1 ve  eie;j+eie;=0

esitliklerini saglar [3].
V = R" olmak iizere
Qz) =i+ .. +T) —zl 0. — 2o (p+q=n)

nondejenere kuadratik formdur. Bu durumda (R", Q) kuadratik uzayina kargilik
gelen Clifford cebiri Cl(p, q) ile gosterilir.
q = 0 oldugunda kuadratik form

Qz)=a23+a5+ ..+

olur ve kargilik gelen Clifford cebiri Cl(n,0) veya Cl(n) dir.
p = 0 oldugunda kuadratik form

Qz) = —af —a5+...— a2

olur ve kargilik gelen Clifford cebiri C1(0,n) olur.

€1, ...,6en, R" vektor uzaymin standart taban vektorleri olmak iizere

1,eq,e9,....€,

€1€2,€1€3,...,€1€n,€2€3,,...,62€n, ..., En_1€p
€1€2€3,€1€2€4, ...,Ep_2€6, 1€, (2-4)
€1€2€3...€,



taban elemanlari tarafindan iiretilen reel vektor uzay1

Cl(p, C]) =< {61‘161‘2 .. 6%’1 < il < ig < ... < Zk < n, k= 1, ,p+q} >

seklindeki reel Clifford cebiridir dyle ki

1 birim eleman

1<i<p, =1

(2.5)
p+1<j<p+gq e=-1
1 <j i¢in ene; =eie; ve 1>j Icin e.e; = —eje;
kogullar saglanir.
Benzer sekilde V. = C" ve Q(z1, ..., 2,) = 2{+- - +2.—25, — - -— 2, , kuadratik

form olmak tizere (C", Q) kuadratik uzayina karsilik gelen Clifford cebrine kompleks
Clifford cebiri denir ve Cl(p, q) seklinde gosterilir. Ayrica Cl(p,q) = Cl(p,q) ®r C
dir.

C" iizerindeki tiim kuadratik formlar Q(z) = 2} + --- + 22 kuadratik formuna
denktir. Bu nedenle C" iizerinde hangi kuadratik formu alirsak alalim bu kuadratik
forma kargilik gelen Clifford cebirleri izomorftur yani C" iizerinde tek bir Clifford

cebiri vardur.
Onerme 2.9. /3/

a) n =2k ise Cl(p, q) = End(C?")

b) n =2k +1 ise Cl(p,q) = End(C") ® End(C2")
wzomorfizmlert vardur.

Bu 6nerme yardimiyla kompleks Clifford cebirlerinin izomorfizm tablosu agagi-

daki gekilde verilebilir:



n=p+q| Clpq)

1 CoC
C(2)
C(2) & C(2)
C(4)
C(4) ® C(4)
C(8)
C(8) @ C(8)
C(16)

co ~J O Ot = W N

n = 2k durumunda Cl(p, ¢) kompleks Clifford cebirinin &, temsili
kn : Cl(p,q) — End(CQk)

yukaridaki énermede ifade edilen izomorfizmdir.

n = 2k + 1 durumunda Cli(p, ¢) kompleks Clifford cebirinin x,, temsili
kin : Cl(p, q) = End(C*") @ End(C*") 23 End(C?)
yukaridaki onermede ifade edilen izomorfizm ile 1. izdiisiim doniiglimiiniin bilegkesi-

dir.

p, q negatif olmayan tam sayilar ve p+q = n olsun. n boyutlu bir diagonal matris
n=n(p,q) = diag(1,...1,—-1,... — 1)

diagonelinde p tane 1, ¢ tane —1 vardir. Bu durumda a < b olmak {izere (2.5) kosulu

eals + ereg = 200 - 1 (2.6)

seklinde yazilabilir. Burada 7%, n diagonal matrisinin ab. girdisidir. CI¥(p, q), reel
veya kompleks Clifford cebiri olmak iizere U € CI¥(p, q) ise

U=u-1+ Z uge” + Z Ugya €% + oo + Uy petm

ai<az



formunda yazilabilir. Burada u, ug, Ug,ay, -, U1..n € F, katsayilar: sirali indislerdir ve

ez = et1e2 el = el | e dir.

Cli(p,q) = { Z Ugyap €| Ugy . ay, € F}

a1 <---<ap
seklinde tammlanan CIf(p, q), CI¥(p,q) vektdr uzaymm bir alt uzayidir. CI (p, q)

k
'min elemanlar1 ranki & olan elemanlar olarak tammlanir. U € Clk(p,q) seklinde

gosterilir.
CIE,en(p,q) = Cli(p,q) ® Cl5(p,q) @ .., 27
ClE(p,q) = Cl(p,q) ® Cli(p,q) & ...
olmak iizere CI¥(p, q) Clifford cebiri
Cl*(p,q) = Clg(p,q) ® ... ® Cly(p, 0) = Cliyen(p; @) ® Clyga(p, )
seklinde yazilabilir. Cl}(p, ¢) alt uzaymin boyutu
. n
dimCl(p, q) =
seklindedir. Buradan kolaylikla
dzmcszen( ) - dimglgdd(p7 Q) = 271—1
oldugu goriilebilir.
U= Z Ugy .. € CI;(p, q) elemanim aldigimizda a; . .. a; siralanisini

a1<...<ag

dikkate almadigimizda

1
§ : § : by...b
ual...akeal ap _ Eubl---bke 1...bg

ar<...<ag by...bg

seklinde yazabiliriz. O halde U € CI¥(p, q) elemanim

=u-1 +Zuae -+ Z 2|ua1a2 i Ly Z —u1 ne

ai,as a1,a2,...,an



seklinde yazabiliriz. [12]

Ornek 2.10. U € CIF(1,2) olsun. Bu durumda CI¥(1,2) Clifford cebirinin taban

elemanlar:

1,61,62,63,612,613,623,6123

seklindedir. U elemanine
U=1u-1+ue' +use® +usze® + upe'? + upze'® + ugge® + ugoze!®
seklinde yazabiliriz. Bu nedenle
CI(1,2) = Clg(1,2) © CI3(1,2) + Cl5(1,2) @ CI3 (1, 2)
olur.

3. Clifford Cebirlerinin Temsilleri

3.1. Bir Cebirin Temsili

W, K cismi iizerinde bir vektor uzay: olmak iizere
Endg(W)={a: W — W | a, K — lineer }
W {izerindeki K —lineer doniigiimlerin kiimesinin bir K—cebir oldugu kolaylikla gos-

terilebilir.

Tanim 3.1. K =R veya C, A bir K—cebir ve W, K cismi tizerinde bir vektor uzay
olsun.

p:A— Endg(W)
seklinde tanimlanan K—cebir homomorfizmine A cebrinin bir K—temsili denir.

Wy ve Wy, W vektor uzayinin {0} ve W uzaylarindan farkh alt uzaylar: olmak

luzere



ise p temsiline indirgenebilir temsil denir. p temsili indirgenebilir degilse p ya indir-
genemez temsil denir.

Bir A cebirinin iki temsili ¢; : A — Endg(W7) ve 0y : A — Endg(W3) olsun.
Her a € A igin 0;(a) = "' 0 y(a) o9 kogulunu saglayan 1 : Wy — W, vektor uzayi

izomorfizmi varsa 0, ve 05 temsillerine denktirler, denir. [5]

3.2. Kompleks Clifford Cebirlerinin Tekrarlh Temsilleri

Clifford cebir elemanlarinin agagidaki matris temsillerini diigiinelim. Cl(p, ¢)'nun
birim elemanini birim matrise gotiirsiin: 1 — I dir.

CI(1,0) igin e! elemanini

1 0
el
0 -1
seklindeki matrise, Cl(2,0) igin
1 0 01
el = e
0 -1 10

seklindeki matrislere gotiirsiin. n = 2k olmak tizere CIl(2k,0) igin

1 n 1
€, ..., —> 7 ,...,Y

n

seklindeki matris temsiline sahip oldugunu varsayalim.

Cl(2k 4 1,0) icin

@0
e’ ,a=1,...,n
0 —°
ko1 n
el vy 0
0 —ik’yl. 0

Cl(2k +2,0) i¢gin a = 1,...,n + 1 olmak iizere e i¢cin n = 2k + 1 ile ayn1 matrise

sahibiz ve "2

€n+2 —

10



seklindeki matrise gitsin. Bu nedenle, tiim Cl(n,0) Clifford cebirlerinin matris tem-
sili vardir. Diger Cl(p, q) Clifford cebirleri i¢in e*, a > p,(n,0) ile ayn1 matrislere
eslenir, fakat i ile carpilir. [14] Ornegin, CI(3,0), CI(2, 1), Cl(4,0), Ci(1, 3) i¢in matris

temsillerini bulalim.

CI(3,0):
1 0 0 0
0O -1 0 0
el — 4l =
0 0 —-10
0 O 0 1
01 O 0
1 0 0 0
e2 — 2 =
00 0 -1
00 —1 O
0O 2 0 O
— 0 0 0
ed — 3 =
0O 0 0 —2
0O 0 ¢ O

Cl(2,1): e! — 41, €2 — 4%, €3 — i3 geklindeki matris temsilini alabiliriz.

Cl(4,0): ¢! — 41, €2 — 7% €3 — 73,

0010

0 0 01
et — 4t =

1 0 00

01 00

CI(1,3): Cl(4,0) cebirinin matris temsilinden faydalanarak
el — 1, e? — iv?, e3 — iny3, et — iyt

seklindeki matris temsilini alabiliriz.

4. Komiitator ve Anti-Komiitator

Tanim 4.1. e, ... e € Cl¥(p,q) olmak idizere Clifford cebrinin iireteclerinin dis
carpima

eTANER AN Ne*r = H Z Sgn(2122 . .Zk)ell N

11192...1 €Sk

11



seklinde tanwmlanir. Burada Sy, 11,12, ...,1x mn permitasyonlarinimn grubudur ve
i1lg . . .1 man tek ya da ¢ift permiitasyon olmast durumuna gore sgn(iyis . .. i) = +1

dir.
Dis carpimin 6zellikleri agsagidaki gibidir.
i. Anti-simetriklik 6zelligi: et A €2 = —e2 A it
ii. Dagilma dzelligi: e A (€2 + €3) = et A e + e A e

Ornek 4.2. i1, e?2 3 € Cl¥(p,q) olmak iizere e A e ve e A e2 Aes dis car-

prmlaring bulalvm.
il ig l il i2 _ i2 il
et ANe? = g(e"e? —eeh)

— €i1€i2 _ ,r]’i1i2 4 1

el A ei2 A gls = %(621 ei2ei8 | i3 eil iz | 2,3 il
—el2ellels _ pllglispiz eiseizeh)

— ellei2eis ni2i3ei1 I 77111'361'2 - ni1i2€i3
k l
Bu nedenle U € Cli(p, q) ve V € CIf(p, q) olmak iizere dig garpimlar

ko1 ket .
UNV =W € Cly(p,q)

seklindedir.

Tamim 4.3. € ¢ € Cl(p,q) olmak iizere Clifford ¢arpimina
eilel2z — ,r]i1i2 4 el A ™2

seklinde de dis carpim yardimayla ifade edebiliriz.

k I
U e Cli(p,q) ve V € Cl} (p, q) elemanlarimin Clifford garpimlari
k1 |k=l|  [k=1]+2 k+1

ov=WwW+ W +...+W

seklindedir. [12]
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. 1 3

Ornek 4.4. U € Cli(p,q) ve V € Cl(p, q) olmak iizere bu elemanlarin dis ¢arpim
1 3 4
UNV =W € Cl(p,q)

ve Clifford carpima ise

2

13 4
UV =W+W eClkp,q)®Ckp,q)

seklinde olur.

Tanim 4.5. Clifford cebir elemanlarinin komditator ve anti-komiitatori siraswyla
kol
U, vi=U0v -vu, {U,V}=UV+VU

seklinde tanimlanar.

kol
Bu tanimdan hareketle U,V € CI¥(p, q) elemanlarmin Clifford garpimi

seklinde de yazilir.

k 2

Teorem 4.6. U € Cl}(p,q) ve V € Cl5(p, q) olmak dizere 1 <k <n—1 (n = p+q)
ko2 k

icin [U, V] =W ’duwr. [12]

3 2
Kanat. U = E Ugy..q €™ 7" ve V = E vb1b26b1b2 olmak iizere

a1<...<ag b1<b2

k 2
[U7 V] = Z ual...akvble(ealmakeblb2 — €b1b2€a1"'ak)

a1 <...<ag,b1 <ba
olur.

[eal...ak, eble] — eal...akeble . 6b1b2€a1...ak

ifadesindeki e?122¢31% terimini e e??2 biciminde yazalim. Yani e*1*? elemanlarini

e % iizerinden atlatahim. Burada indisler icin {i¢ ihtimal vardir.

13



b1by indisleri ile a4 ... a; indislerinin ortak terimlerinin olmamasi durumunda

[eal...tm, 6b1b2] — eal...akebﬂ)g _ eblbgeal...ak
— (1 _ (_1)2k)6a1“.akb1b2
=0

elde edilir. b;by indisleri ile aq ... a; indislerinin bir ortak terimlerinin olmasi duru-

munda
[ea1...a2’ eblbz] — ea1...akeb1b2 _ eb1b2€a1...ak

— (1 _ (_1)2k71)6a1...akb1b2
— 2€a1...akb1b2

k
e W

elde edilir. byb, indisleri ile a ... a; indislerinin iki ortak terimlerinin olmasi duru-

munda
[eal...az’ eb1b2] — eal...akeblbg _ €b1b2€al“'ak

2 (1 o (_1)2k—2>ea1...akb1b2

= 0

ko2 k
olur. Dolaywsiyla [U, V] = W oldugu elde edilir.
]

. 1 2

Ornek 4.7. U = uje! + uge? +uze® € Cli(1,2), V = upe'? + upze!® + uge® €
12 1

Cly(1,2) olmak tizere [U, V] =W oldugunu gorelim.

b - i
= wujua(e'e!?) + uyuiz(ete®) + ujuoz(e'e?®) + uguia(ee'?) + usuyz(e?e’?)
+uguaz(ee®) + uguia(e®e'?) + ugugz(ee!?) + uzuqs(e®e®?)
—[uiauy(e*2el) + uppua(e'?e?) + urpusz(et?e?) + ujzuy (e'3el)
+upgug(e3e?) + urzus(e'®e?) + ugguy (e®3el) + ugsug(e?®e?) + ugzusz(e*e?)]
= 2(ugura + ugurz)e’ + 2(uyuis + ugung)e? 4+ 2(ugurz — ugtig)e®
1

e W

kKl r
Teorem 4.8. U,V , W € Cl¥(p, q),p+ q = n ve ranklar siraswyla k,1,r olsun. k > 1

negatif olmayan tamsayilar olmak tzere

14



(k—142

k—1

k—14+6

k—1+4

k+1-2

W+ W +...+ W,

k+1-2

k 1
UVI=dW+ W +...+ W,

k—1+2

\

k—1+6

k+1

W + W +...+W,

[ ¢ift ise,
k ¢ift ve [ tek ise,

k ve [ tek ise,

(k=1 k—l+4 k+l
W+ W +...+W, [ ¢ift ise
ko1 k—l+2  k—I146 k+l
U V=9 W + W +...+W, ke¢ift vel tek ise
k=l k—l+4 ket1—2
W+ W +...+ W | kltekise
\
esitliklery vardar.
Eger k =1 ise
2 6 2%—2
ko k W+W+...4+ W, kcift ise
U, V]=1 » 6 2%k
W4+W4+...+W, k tek ise
0 4 2%
ko k W+W4+...+W, k cift ise
U, V=14, 4 2%k—2
WH+W+...+ W, Fktekise

elde edilir.

Kanit. s, ay...ax ve by ...b indekslerinin kesigen indeks sayis1 ve 0 < s < min(k, ()

olmak iizere
[eal...ak7 ebl,...bl] — (1 _ (_1)kl*8)ea1...akeb1...bl
{eal...ag€7 61)1,...1)[} — (1 + (_1)kl—s)ea1...akeb1...bl

F
e bl o Cliyi_as

esitlikleri elde edilir. Buna gore

e byob Cligi—2s, Kkl — s tek ise
etk el O] —
0, kl — s cift ise
{6(11 ag ebl bl} _ Clk+l—287 kl — S gift iSG
0, kl — s tek ise

15



Béylece teoremdeki komiitator ve anti-komiitator esitlikleri saglanmig olur. O]

Teorem 4.9. 1 < k <n—1, k bir tamsay: ve her (k] € Cli(p, q) icin [5, 12/] =0 ise
‘2/ =0 ’dor.

Kamit. Kabul edelim ki 12/ # 0 olsun. Her 1 < k < n — 1 i¢in [(k], 12/] =# 0 olacak
sekilde (k] € Cli(p,q) mn var oldugunu ispatlamaliyiz. [ < m indislerini alalim yle

2
ki v, # 0 ve V. = vp,el™ + ¢ (t =0 veya t = Z vrs€" ) olsun.

r<s,(r,s)#(l,m)
eler~a-1 ¢ Cl¥(p,q),k > 0 ve {m,l} N{aj...ax_1} = O seklindeki bir elemam

diisiinelim.

[Gleal”'ak_l, elm] — eleal...ak_lelm o elmelem...ak_l
— (_1)k71nllea1...ak,1em + nllemeal...ak,l
— (_1)k—1(_1)k—1nllemea1...ak,1 _'_nllemeal...ak,l

— 27]”6m6a1“'ak_1 7£ 0

Buk=1,...,n—1icin dogrudur. Ayrica,

k2
(UV] = [elenoit, vy 4.1
— [eleal...ak,ljvlmelm] + [eleal...ak,l’t] (4]_)

= Ulm[eleal"‘ak71,€lm] + [€l€a1"’ak’*17t]

olur. Yukaridaki egitligin sag tarafindaki birinci ve ikinci toplananlarin lineer ba-
gimsi1z oldugunu ispatlarsak [5 : \2/} #£ 0 oldugunu gostermis oluruz. Ikinci topla-
nan v;;[e'e™%-1 ] formundadir. [ # i ve | # j oldugunu varsayalim. O zaman
I,m,ay,...,a,_1 indeksleri kargilikh olarak farkh oldugu icin [eleal'"“’“—l, '] terim-
lerinin [ele® -1 em] = 2pllemer-ak-1 jle lineer bagimsiz oldugunu goriiriiz.
Genelligini kaybetmeden 0 < ¢ < n,c¢ # [ olmak iizere i = [ and j = ¢ oldu-

gunu varsayalim. ele®-%-1ele¢ ve eMe® %=1 lineer bagimsiz ise [ele® -1 el ve

l

vijlees ... ag_1, €] terimleri de lineer bagimsizdir. Bu ¢ # m anlamma gelir ve e'™

taban elemani zaten (4.1) deki ayrnigimda dikkate alinmigti. Bu nedenle (4.1) deki

kommiitatoriin sifira egit olmadigini ispatlamig oluruz. 0

Tanim 4.10. p+q = n olmak iizere CI¥(p, q) i¢in ranky n olan taban elemans hacim
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elemant olarak tanimlanir ve

(=cl""=¢l e"=e'A...ANE"

seklinde gosterilir.

Buna bagh olarak ¢2, I* ve (U y1 bulabiliriz.

e, Cl"(p, q) 'nun iireteci olmak iizere e, = Znabeb ile gosterilir.
b

e, 1<a<yp
€a =

—e, p+l<a<p+tg=n

k
Teorem 4.11. Her U € Cli(p,q) i¢in

k k k
eoUe® = e"Uey = (—1)%(n — 2k)U

esitligi vardr.

Kanit. by < ... < by icin eqe? ... eP%e? = (=1)%(n — 2k)e ... €% oldugunu tiimeva-

rim yontemi ile gérelim.
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k =0 igin

ea® = ePnge® = 1nabebea + 1T]Qbebe“
2 2
1 b_a a b
zinab(ee +e%’) =n
gecerli oldugu goriiliir.
k icin
k k k

eoUe” = e"Uey = (—1)F(n — 2k)U

esitligi dogru olsun.

k + 1 igin gecerli oldugunu gorelim.

ea€l...eelriet = e e . ebk(—etebit1 4 2pabrin)

= —e el .ePretebrit 2nabk+leaeb1...ebk

= —(=1)*(n — 2k)ebr...ePebk+1 4 2ebrrieht

= (=1)*(—n+ 2k + 2)ebr...ebe+1
= (=1)*n —2(k+1))ebr...et+

Yukaridaki teoremin bazi 6zel sonuclar: agagida verilmistir:

k k
n

Eger n ¢ift ve k = 3 ise e,Ue” = e*Ue, = 0

e cle, =n

o e, = (—1)""nt

e n =4 icin

ifadesinde

k=0,n=4icgin 4((}
k=1,n=4igin —1.2[1]

k= 2n = digin (—1)2.(4 — )0

18
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k=3,n=41i¢n (—1)>.(4 —6)

3

—6)U
4

k=4,n=4ign (—1)%.(4 — 8)U elde edilir.

5. Clifford Cebirleri Uzerinde Konjugasyon Doniistimii

Tamim 5.1. Cl5(p,q) alt wzayma izdisiim operatiri U € Cl¥(p, q) olmak dizere

(), :CF(p,q) — Cl(p,q)

k 5.1
U (U),=U= D g .qe™ (5:-1)
a1<...<ag
seklinde tanimlanar.
Bu tanimdan
k1 ko1
<UV>k+l =UAV

oldugu kolaylikla goriiliir.

Tanim 5.2.
Tr : Cl¥(p,q) > TF

Tr(U) = <U>0

seklinde tanimlanan operatére U € CI¥(p,q) elemanwman izi denir. U elemaninn izi

Tr(U) seklinde gdsterilir.

Ornegin,

Tr(u-14ue®+..)=u
olur.

Ornek 5.3. U =2+ 3¢'? + 5% — 7% € C1(2,3) olsun.

(0, = 76
<U>2 = 3el? + e
<U>0 =2

Tr(U)=2 olur.

U,V € Cl¥(p,q) ve a € F olmak iizere
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U=u-1+uq.e*+ Z Ugyay€%? + ...+ Uy pet"ise Tr(U) = u
a1<a
V=v-14+uv,e*+ Z Vaya, €% + ... + vy et~ ise Tr(V) = v dir.

a1<ag
Buna gore

Tr(U+V) = Tr((u+v) 14 (Ua+va)e® + -+ + (Urn + vin)e")
= u+v

= Tr(U)+Tr(V)

Tr(aU) = Tr(a(u-14 ue®+ Z T )

a1<as
= Tr(a(u-1)+ a(ue”) + af Z Ugyay€?) 4 ... + a(uy, ne'™))
a1<as
= au
= oIr(U)

oldugu icin lineerlik 6zelligi vardir. Ancak

Tr(UV) # Tr(U).Tr(V)

olur. Ornegin; U,V € CI¥(1,1) olmak iizere U = 2! — ¢2,V = ¢! + €2 olsun. Buna
gore UV = 3+ 3e'e? olup Tr(U) = 0,Tr(V) = 0 ve Tr(UV) = 3 olup Tr(UV) #
Tr(U).Tr(V) oldugu goriiliir. Ancak

Tr(UV)=Tr(VU) (5.2)
esitligi saglandig kolaylikla goriiliir.

(5.2) esitliginden dolayr Tr(UVW) = Tr(VWU) = Tr(WUV') dongiisel yine-

leme 6zelligi vardir.
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Tr([U,V]) = Tr(UV —VU

oldugu goriiliir.

Tanim 5.4. U € Cl¥(p, q) olmak iizere
U = Uleaﬁfea
seklinde tamimlanan operatiore grade involusyon denir.

n

U= Z<_l)k<U>k - <U>o o <U>1 o <U>2 9 <U>3"'

k=0
Ornek 5.5.
U = 2-1+3e'e? —5e3ede” € C1(3,4) olsun.
0 = 2014 3(—e)(=€) — 5(—*) (—e¥)(—¢)
U = 2-1+3e'e+ 5ePee”

U,V € Cl¥(p,q) ve X\, u € F olmak iizere
U=u-1+ue*+ Z Ugyap €™ + .o + Uy et

a1<az
V=v-1+uv.e*+ g Vayas €% + oo + vy nel™ olsun. Bu durumda

a1<ag

U=u-14u.(—e?) + Z Ugyay (—€™) (=€) + ..+ up_p(—e')...(—e")

a1<ag

V=uv-1+ va(—e) + Z Vayas (—€™)(—€™) + ... +v1n(—e')...(—e")

ai<ag
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U = u-1+4uy(— + ) gy (—(—€)) (= (=€) + oo 4+ urn(—(—€"))...(=(—€"))
a1<az
= u-1+u.e” + Z Ugyay€™ ™ + oo+ up et ™
a1<az
= U
esitligini elde ederiz.
(U/v) = (uwv-1+ (uﬁ%—\ua Je® + ...)
= (uv -1+ (uv, +ugv)(—e*) + ...)
= (- 1)+ () (=€) + () (%) + .
= (u-14ug(—e*) +...)(ve + vy (—e*) + ...)
= UV
AT+ V) = Ot o) -1+ Mty + pg)es + ...
= (Au+ ) - 1+ (Mg + pog)(—e®) + ...
= M- 14 Aug(—e*) + ..+ pv - 1+ pog(—e®) + ...
= XU +puV
Tr0) = Tr(u-1+ua(=e") + Xy cq Uarar (—€") (=€) + o+ ur (=€) (")
= u
= Tr(U)

Tanim 5.6. U € Cl¥(p, q) olmak iizere

U:
U

U‘ea1.4.ar4>€arwa1

k. (k 1)
2 k=o(=1) (U),
<U>0 + <U>1 - <U>2 o
seklinde tanimlanan operatére anti-involusyon denir.
Ornek 5.7. U =2 1+ 3ele?
U=2-1+ 3e2e' — 5e’eded = 2e —

U,V € Cl(p,q) ve \, u € R olmak iizere
U=u-1+ue*+ Z Ugyan€™ ™ + ... + Uy et

a1<as

22
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V=v-1+uv.e*+ Z Vayap €™ + ... + vy net™ alirsak

a1<az
0 = u - ]_ + 'U,aea’ —'— Z ua1a2€a1a2 + + ulneln

a1<a2 —~—

= u-1 + uaea + Z U/ala2€a2al 4+ ...+ ulmnen"'l
ai<ag

= u-1 + uaea + Z ua1a2€ala2 4+ ...+ ul.._nel"'n
a1<az

= U

esitligi elde edilir. Benzer sekilde

UV =VU

ve

—~——

AU + pV = \U + puV

oldugu kolaylikla goriiliir. Ayrica

TT(U) = T?”(u -1+ use* + Z uala26a2a1 R ul...nen“l)

a;<az

= Tr(U)
olur.

Tanim 5.8. U € Cl(p, q) ve uq,. o, kompleks sayilar olmak iizere

U = U|Ua1mak _>ﬂa1-~-“k

seklinde tanvmlanan operatore Clifford cebirinin kompleks konjuge operatiri denar.

U,V € Cl(p, q) olmak tizere
U=u-1+u.e*+ Z Ugyar € + oo + Uy pet "

a1<ag

V=v-1+0v,e*+ E Vayan €% + .o + vy e

a1<az
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= = = = 1...
U = u-1+u,e*+ g Ugyan€™™ + ...+ Uy ne "

a1<az
a1<az
= U
Ayrica
uv =0V

oldugu kolaylikla dogrulanir.

Tr(U) = Tr(i-1+ a.e*+ Z Ugyay€™®® + ... + Uy pet"
a1 <az

N

= Tr(U)

esitligi vardir. Ayrica (UAV) = UAV, (UAV)=UAV, (UANV) =V AU
ozellikleri de kolaylikla gosterilebilir.

Tanim 5.9. Kompleks konjuge operatori ve anti-involusyon operatorlerinin bileskes:

Us = U seklinde tanimlanar.

Simdi

oldugunu gorelim.

Ayrica (UV)* = V*U*, (U AV)* = V* AU* 6zellikleri de kolaylikla goriilebilir. [15]

6. Clifford Cebirleri Uzerinde Uniter(Oklidyen) Uzaylar

Bu béliimde Clifford cebirleri iizerinde Hermityen ve Oklidyen skaler carpmayi
tanimlayacagiz. Bu skaler carpmanin bazi 6zelliklerini inceleyecegiz. Bu boliimde

Cl¥(n) = CI¥(n,0) olsun.
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(.,.) : Cl¥(n) x CI¥(n) — F doniigiimiinii

(U, V) = Tr(U*V) (6.1)
seklinde tanimlayalim.

Onerme 6.1. (.,.) dondisiimii CI¥ (n) uzay iizerinde bir Hermityen (Oklidyen) ska-

ler carpimdar.

Kamit. Her U, V,W € CI¥(n) igin

(1) (U, V) = (V,U)
(i7) (U,AV) = XU, V)
(@i1) (U+V, W)= (UW)+ (V,IW)
(iv) U # 0 icin (U,U) > 0

kogullarmin saglandigini gostermeliyiz. (i) esitligini gorelim.

(U, vy = Tr

(71) esitligini gorelim.

(U NV) = Tr(U*(\V))
= Tr(\NU*V))
= \Tr(U*V)
= AU, V)
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(1i1) esitligini gorelim.

U+V,W) = Tr((U+ V)W)

= Tr((U*+ VW)
= Tr(U'W 4+ V*IV)
= Tr(UW)+Tr(VW)
= (UW)+ (VW)

(iv) kogulunu ispatlamak i¢in (2.4) de verilen tabanin (.,.) doniigiimiine karsilik or-

tonormal oldugunu gostermek yeterlidir. Yani,

07 (Zle) 7é (]ljl) ise

(ehmik, €j1~~-jl> all

1, (i1..ix) = (jr...ji) ise

oldugunu gostermeliyiz. iy...7; ve ji...J; indislerinin ortak indeks sayisi r olmak iizere
010k pJ1---]1
e e € Clyyy_:(n)

dir. Yani, k +1 —2r > 0 ise (e ei+3t) = 0 dir. Eger k + [ — 2r = 0 ise 4;...i, ve

J1.-.7; multi-indeksleri 6zdegtir ve bu durumda
kel dt = Tp(ehe-eh-) = Tr(1) = 1

dir. Béylece (2.4) tabani ortonormaldir ve U € CI¥(n) i¢in
=2 2. ltaal>0
k=0 a1<...<ag
esitligi saglanir. O
Cl¥(p, q) Clifford cebirinde ¢ > 0 igin (iv) ozelligi gegerli degildir. Bu durumda
T operatdriinii tanimlayalim.
Tanim 6.2.

t:Cl(p,q) — Cl(p,q)

()t = eses



seklinde tansmlanan T operatorine Clifford cebirinin Hermityen konjugasyonu denir.

Clifford cebrinin e® iiretecleri iizerinde T operatdorii

a=1,...,p icin  (e") =¢, = ¢

a=p+1,.,n ign () =¢,=—c¢
seklinde olur.

Ornek 6.3. CI(2,3) icin taban elemanlari e, €2, €3, e*, € olup

5
_ b
€1 = e
b=1

= nuet + noe? + e’ + naet + nise’

= 61

5

_ b

€3 = E N3p€
b=1

= ngret + ns2e® + n3z€® + naaet + ng5e’

= —63

oldugundan (e!)l = e; = +e! ve (€3)T = e3 = —¢? elde edilir.

Simdi bu operatoriin 6zelliklerini inceleyelim:

U=ehi V=ehli e ClF(p,q)ve\ € F olsun.

Uit = (eil---ik)ﬁ

= (ez‘k...n)T

= ik

= U
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(UV)! = VTUT oldugunu gorelim.

(UV)T =

.. 'Lkell l)'i'

ell gl .. l)

6[ Ly 11)

(e
(
= (
(er;.0)(€iy.n)

- VTUT
(AU + uV)t = XUT + VT oldugunu gorelim.
AU+ V)t = (A5 + pu(el-0))t
= j\ez‘k...il + e,
= XUT+ Vvt
Yukarida gosterilen 6zeliklerin keyfi Clifford cebir elemanlari i¢in de gegerli oldugu
kolaylikla dogrulanabilir. Yani,
U,V € Cl¥(p,q), A € F olmak iizere,

Ut =U,(UV) = VIUT (U+ V) =U + VI (\U)T = \UT, 1T = 1 esitlikleri vardir

Hermityen skaler carpma, Clifford cebir elemanlari iizerinde
(U, V) =Tr(UW)
seklinde tanimlanir. Bundan dolay1
(e ehtk) = Tr(e;, ...e5e...e®) = Tr(l) =1

Teorem 6.4. p > 0,q > 0,n = p+q > 1 tam saylar olmak tizere Hermityen konjuge

operatirii p ve ¢ nun durumlarina gore 1 : Cli(p,q) — Cli(p,q),k=0,...,n

(61...p)_1[7€1,“p, p tek ise

(61.“1,)*1(761",1,, p cift ise

(ep+l...n)_106p+1...na q szt 7;86

(epﬂ,,_n)_l[jepﬂ._,n, q tek ise

28



esitlikleri gecerlidir.

(,.): Cl¥(p,q) x Cl¥(p,q) — TF

(6.2)
(U, V)=TrUW)

ile tanamlanan dinisim CIF(p,q) Clifford cebirinde bir Hermityen skaler carpim

verir. (F =R iken Oklidyen skaler carpum verir.)

Kanit. (eil.‘.ik)T _ (_1)(P+1)k€p.‘.lm€1‘..p (eitr iyt = (_1)qken..‘p+le/i::7kep+1...n
esitliklerinin saglandigini gostermemiz yeterlidir. s, {iy,... i} ve {1,...,p} indis-

lerinin ortak sayisi olmak iizere

(_1)(p+1)kep---1mel---p A (_1)(p+1)k€p...1eik...i1el...p
— (_1)(p+1)k(_1)kpfseik...i1

. (_1)k—seik.,.i1

(_1>qk€n...p+lmep+l...n — (_1)qk(_1)qen...p+1€ik...i1ep+1...n
= (—1)%+a(—1)tk=(b=9)(_1)2eik0n

— (_1)k756ik...i1
Gl = et
— (_1)k—815€ik...i1
— (_1)k5—se’ik...i1
(6.2) da verilen Hermityen skaler carpma her A, U,V € Ci¥(p, q) icin

(AU, V) = (U, ATV)

esitligi saglanir. Eger U = UT ise U elemanma Hermityen eleman denir. Eger U =
—UT ise U'ya anti-Hermityen eleman denir. U € CI¥(p,q) elemani, Hermityen ve

anti-Hermityen elemanlarin toplami seklinde agagidaki gibi yazilabilir:

1 1
U:§W+UU+?U—W)
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7. Hermityen idempotentler ve ilgili Yapilar
Bu béliimde sadece Cl(p, q¢) kompleks Clifford cebirleriyle ilgilenecegiz.

Tanim 7.1. ¢t € Cl(p, q) olmak tizere

1se t’ye Hermityen idempotent denir.

Eger U € Cl(p, q), UT = U~! geklinde {initer eleman1 var yle ki
t=U"U

esitligi saglaniyorsa t ve ¢ iki hermityen idempotent elemana ayni tiptendir, denir.
Ornegin, CI(1,3) icin aym tipten olmayan dért Hermityen idempotentin var oldugu

gosterilebilir.

Tanim 7.2. Kompleks Clifford cebirinin
I(t) ={U € Cl(p,q) : U = Ut}

seklindeki alt kiimesine t Hermityen idempotenti ile tretilen Clifford cebirinin sol

idealt denir.

t € Cl(p, q) Hermityen idempotent olmak iizere
K(t) ={U € Cl(p,q) : U =tUt}

kiimesini tanimlayalim. Simdi K (¢) C I(¢) oldugunu gérelim. U € K(t) olsun. Bu
durumda U = tUt ’dir. Buradan Ut = (tUt)t = tUt* = tUt = U oldugundan
K(t) C I(t) olur.
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Simdi de U € K (t) iken [U,t] = 0 oldugunu gosterelim.

[U,t] = Ut—tU
= (tUt)t —t(tUt)

= tUt? — t2Ut
= tUt—tUt
=0

Agikar idealleri yani 0 ve kendisi diginda bagka sol ideal icermeyen sol ideale minimal
sol ideal denir. Minimal sol idealin iirettigi Hermityen idempotente primitive denir.

I(t) sol idealinin temel 6zelligi U € I(t) ve V' € Cl(p, q) iken
VU = V(Ut) = (VU)t

oldugundan VU € I(t) olmasidir.
I(t) sol idealinin Cl(p, q¢) nun bir alt uzayi oldugu kolaylikla gésterilebilir.
(6.2) de verilen Hermityen skaler ¢carpma [(t) {izerinde bir {initer uzay yapisini

verir. I(t) nin d = dimI(t), 7" = 7, olmak iizere 71,...,74 € I(t)
(k1) = 0, kyl=1,....d

seklinde ortonormal tabani olsun. Clifford cebir elemanlarimin matris temsillerini
diigiinelim. d—boyutlu ve girdileri kompleks olan matris Mat(d,C) ile gosterilir.
Q) € Mat(d,C) matrisinin elemanlart qg, (k,l = 1, ...,d) seklindeki ikililerle numa-
ralandirilir.

Q = [qu], R = [rr] € Mat(d,C) matrislerinin ¢arpimi

P=0R

d
Pkm = E qrl-Tim
=1

seklindedir. 71, ..., 74 € I(t) ortonormal tabanm yardimiyla {i¢ lineer déniigiim tanim-
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layalim.
v : Cl(p,q) — Mat(d,C)
0: K(t) — Mat(d,C)
p:I(t) — C?

Burada C? d—boyutlu kompleks vektor uzayi, bir siitun ve d satir1 olan kompleks
matrisler kiimesidir.  déniigiimiint U € Cl(p, q) ve Y(U) = [y(U)x)axa € Mat(d,C)

olmak tlizere

d
UTk:Z’)/(U)lle (71)
=1

formiiliiyle tanimlayalim. Boylece

")/(U)kl = (Tk, UTl) (72)
olur. Ciinkii,
(7, Um) = Tr((m)'Un)

d
= TT((Tk)T Z Y(U)aiTa)

= D> A U)aTr((m) 1)

= Y(U)n

olur. Simdi de v(UV) = v(U)y(V) oldugunu gérelim. Bunun igin
d
YOV =D A ()kay(V)a

a=1

esitliginin saglandigim gostermeliyiz. v(UV )k = (7%, (UV)7) oldugunu biliyoruz.
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(UV)T[ = U(VTZ)

= U(Z V(V)alTa)

d

= 3 (V)u(Ur)

a=1
d d

= > AWV)a>_ 1))

a=1 b=1
d

= Z V(V)al’}/(U)baTb

a,b=1

YOV = (7 > AV)ar(U)pams)

a,b=1
d

— Z YV)ay (U )pa(Ths )

a,b=1
d

= Z’V(V)az’V(U)ka

a=1
O halde Clifford cebirlerinin matris temsillerini elde ederiz. Bu temsilin boyutu, I(t)
sol idealinin boyutuna egittir. Minimal sol ideal, minimal boyuttaki Clifford cebirinin

matris temsillerini verir. I birim matris olmak iizere

dersek Clifford cebirinin iiretegleri arasindaki (2.6) esitliginden dolay1

’Y(€a€b + 6b6a> — 7(27](11) . 1)
v(eve) +(e’e) = 2"y(1)
(e (e”) +a(e)y(e) = 2™
NN — 9

elde edilir. Kabul edelim ki bir v : Cl(p,q) — Mat(d,C) temsili (7.1) esitligi yar-
dimiyla bir sol idealin bir 7, ..., 74 ortonormal tabani tarafindan iiretilsin. O zaman
her U € Cl(p, q) icin

Y(UT) =~ (U)!

esitliginin saglandigini gorelim. Hermityen skaler carpma operatoriiniin 6zelliklerin-
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den ve (7.2) den dolay1

D = (Utri, ) (7.3)

elde edilir. Diger taraftan

(V(U)T)lk = ’Y(U)kl =v(U)w (7.4)

olur. (7.3) deki esitligin sol tarafi, (7.4)egitliginin sag tarafina esit oldugundan dolay1
her U € Cl(p, q) icin y(UT) = ~(U)T esitligi saglanmis olur.

Simdi p : I(t) — C? doniigiimiinii tanimlayacagiz. Q0 € I(t) olsun. O zaman
d
Q=wT +wamg + ... +wyTy = Zwm

i=1

seklinde yazabiliriz. O halde

p(Q) = (w1 .. .wd)T
seklinde tanimlayalim. Burada AT, matrisin transpozunu belirtir.
Tk:0T1—|—0T2+...+0Tk_1+1Tk+OTk+1+...+OTd

oldugundan

p(re) = (0...1...0)"

olup siitun matrisinin sadece k. girdisi 1 dir. U € Cl(p, q), 2 € I(t) olmak {izere

UuQ = UL, wm)
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olur.

p(UQ) = ~v(U)p(Q) oldugunu gérelim. Once esitligin sol tarafindan

p(UQ), = Zwi’Y(U)k

elde edilir. Daha sonra sag tarafindan

(VO)p( Q) = Zv )kip (2
- ZV(U)M%

elde edilir. Bu nedenle p(US2) = ~(U)p(R?) dir. Simdi de

0:K({t) — Mat(d,C)
V o= 0)

d
dontistimiini 7,V = Z O(V)gnTi seklinde tanimlayalim. Bu durumda
k=1

d
(Tl, Tnv) - Tl; Z ‘9 knTk

k=1

d
= 59 Vi (T2, i)

1

— 6V

olur. Ve K(t),Q € I(t) olmak iizere

Qv = 3wV
d

= Z WOV )nmi € 1(2)

n,k=1

elde edilir. p(QV) = 0(V)p(Q) esitligini gosterelim. Once esitligin sag tarafina ba-

karsak,
d

POV) = wab(Vin

n=1
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elde edilir. Daha sonra esitligin sol tarafindan

OWV)p Q) = > 0(V)imp(Q)

olup istenilen esitlik gosterilmig olur.

UV e K(t), Qe I(t) iken
p(QUV) = 6(V)8(U)p() = 6(UV)p(92)

oldugunu gorelim.
p(QUV) = p(QUV))

Buradan
Q(UV)M = (Tk, Tl<UV>>
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elde edilip yukaridaki ifadede yerine yazilirsa

d
,O(QUV)l = Zka(UV)kl
k=1

oldugundan p(QUV) = 0(V)0(U)p(W) = 0(UV )p(W) esitliginin saglandigy goriiliir.
Benzer sekilde U € Cl(p,q), V € K(t), Q € I(t) ise UQ € I(t), QV € I(t) olup

p(UQV) =~(U)p(QV) =~(U)0(V)p(Q)

p(UQV) = 6(V)p(UQ) = 6(V)y(U)p(€)

olur. Bu nedenle

Y (U),0(V)] =0

elde edilir.

8. Clifford Cebirlerinin Normal Temsilleri

Tanim 8.1. n = p + q olmak tzere Cl(p, q) Clifford cebirinin
v : Clp,q) — Mat(d,C)

temsils

o VU € Cl(p,q)) icin y(U)" = ~(UT)
kosullariny saghyorsa v temsiline Cl(p, q) Clifford cebirinin normal temsili denir.

Simdi her Cl(p, q) kompleks Clifford cebiri i¢in ¢ Hermityen idempotent elemani

verecegiz. Bu t hermityen idempotente kargilik 7(¢) sol idealinin ortonormal taba-
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nini elde edecegiz. Bu taban yardimiyla Cl(p, ¢) kompleks Clifford cebirinin normal
temsilini inga edecegiz.

..ePertl

Cl(p, q) kompleks Clifford cebirinin iiretecleri e, , €™ olsun. O zaman

a # bicin e%® = —ePe® dir, a = 1,...,p icin (e*)? = 1 vea = p+ 1,...,n icin

(e")? = —1 dir.

n = 1 icin Hermityen idempotent eleman olarak ¢ = 1 alahm. n > 1 icin ¢ olarak

[3]-1

1
1 + 4 H 5 (1 4 % e* e+ € Cl(p, q) (8.1)
k=1

alalim. Burada

0, p#0 ise 0, 2k=p ise

1, p=0 ise 1, 2k#p ise
seklindedir.

1 1 1
(A +i%e)) = (1 +ife) = (5 + %))

ve

1 1 1
(2<1 —i—lb’“ 2k 2k+1)) (1 —i—Zb’“ 2k 2k+1> (2(1 —i—Zbk 2k 2k+1))T

oldugundan ¢t Hermityen idempotenttir. n ¢ift iken ¢ Hermityen idempotentin pri-
mitive oldugu kolaylikla dogrulanir.

n =2 ve n = 3 icin Hermityen idempotent elemanlar agagidaki gibidir:

(p,a) (2,0) (1,1) (0,2)
t t=1/21+¢e") | t=1/2(1 +¢€') | t =1/2(1 +iet)
(p,a) (3,0) (2,1) (1,2) (0,3)
t t=1/201+e") [t=1/2(1+€") [ t=1/2(1+€") | t =1/2(1 +ie')
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p + ¢ = n olmak iizere Cl(p,q) Clifford cebiri Cl(el, ..., e") gosterimini kullana-

biliriz. Burada

1
1,e% ee® ... e ..e", a; < as < ...

elemanlar1 Cl(e',...,e™) 'nin taban elemanlaridir. Bu taban elemanlarini ¢, (k =

1,...2") ile gosterelim. Ayrica
Cl(e', ..., e") = Cloyen(e', ..., €") @ Cloga(e', ..., e
esitligi vardir.
n ¢ift iken Q = Cl(e?, e, ..., e")
n tek iken Q= Cl(e* e, ...e" e

olsun. ( 'nun kompleks boyutu 21" 371 dir. ¢4 (k=1, ...Q[HTH}) ( 'nun taban eleman-
lar1 olsun. Yani, n cift iken @, e® iireteclerinin kiimesi olarak tamimlanir. Burada
a, 2 < a < n arasmdaki ¢ift sayilardir. n tek iken @, e® iireteclerinin kiimesi (a,
2 < a < n—1 arasindaki ¢ift sayilar) ve e" dir. @) Clifford cebiri Cl(p,q)’nun bir
alt cebiridir. ) altcebirinin boyutu 21" dir. (@ 'nun taban elemanlarn ¢, (k =
1, ...Q[HTH]) ile gosterelim. Varsayalim ki ¢, dizisinde ilk 21" 171 elemanin

4

1,6276 S e

seklinde ¢iftli elamanlar oldugunu ya da ikinci bir se¢im olarak 2l"3'1-1 elemanin

seklinde tekli elemanlar alabiliriz.

Teorem 8.2. [(t) sol idealinin
(%54

=2 et k=1,..2

seklindeki elemanlary I(t) 'nin ortonormal bir tabaniny olusturur. [12]
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Kamt. (1p,7) = Tr(rin) = (vV2)2/ATr(ticl et) = (V2)2/ATr(cl et

chlzl k=1

Tr(clet) =0, k#1

.I.

“.e% ise ¢, = eg,...q, olur. Bu nedenle

oldugunu gorelim. £k = [ olsun. ¢, = e

der =1,k =1,... 2D/ olyp
(Tka Tk) = (ﬂ)Q[n/z}Tr t= ]_, k= 1’ . 2[(n+1)/2]

elde edilir. k # [ ise aq, ..., a, ¢ift indisler ve a; < --- < as olmak {iizere

as

n ¢ift iken chl =teM...e (8.2)
n tek iken c,icl = Fe™...e%, veya c};cl = Fe™ .. .e%e"

olacaktir. (8.2) esitliklerinin sag tarafinda en az bir iirete¢ olacagindan Tr(clc;) = 0

olur. (8.1) egitliginden ¢ idempotent elemani

t =22 .14 Z Z )\blmbTebl..‘bT (8.3)

r=1 b1 <...<br

b1...b

seklinde yazilabilir oyle ki Ay, 5. € C ve her Ay, 5, €” " terimi en az biri tek indisli

e iiretecini igerir (n tek iken ¢ idempotenti " iiretecini igermez.). (8.3) esitligini

soldan c,tclt ile carparsak

c,tclt = Qf[n/z]c}‘ccl + (Z Z )\bl...bTCLCzebl“'bT)

r=1 b1 <...<b,

esitligini elde ederiz. Parantez igindeki ifadeyi Cl(e,...e") nin taban elemanlarinin
bir toplami olarak yazarsak bu toplamin herbir terimi en az bir tek indisli e® iiretecini

icerir. Dolayisiyla herbir terimin izi sifira esit olacagindan
k # Ligin Tr(cket) =0
bulunur. O halde 7 lar I(¢) sol idealinin ortonormal tabanini olugturur. O
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O halde ¢ Hermityen idempotent ve I(t) sol idealinin 74 ortonormal tabani yar-

dimiyla
Cl(p,q) — Mat(2,C)
U — U

seklinde kompleks Clifford cebirinin normal temsilini elde edecegiz. Bu normal temsil

bize matris cebrinin tiim ana kavramlarini Clifford cebirine aktarma imkani verir.

8.1. Diisiik Boyutlarda Kompleks Clifford Cebirlerinin Normal Temsil-

lerinin Bulunmasi

Bu béliimde diigiik boyutlarda kompleks Clifford cebirlerinin normal temsillerini
elde edecegiz. Bunun igin (8.1) esitligini ve Teorem (8.2) ’yi kullanacagz.
n = 1 olsun. Bu durumda (p,q) = (1,0) ve (p,q) = (0,1) olma durumlar soz
konusudur.
(p,q) = (1,0) ve (p,q) = (0,1) i¢in ¢t = 1 dir. I(¢) sol idealinin tabani da Teorem
(8.2) den dolay1 71 = 1 ve 7, = ¢! olur.

Buna gore (p,q) = (1,0) i¢in t = 1 olmak iizere

T = 1

7'1T =1

Ty = 61

g
seklindedir.

e = (m,e'n)
= Tr(rfe'n)
= Tr(eh)
=0
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v(eV) = (m,elm)

= Tr(rleln)
= Tr((e)’)
= Tr(e')
= 0
Buna gore (p,q) = (1,0) icin
Yao @ CI(1,0) — Mat(2,C)

0 1
10

el s

seklinde olur.

(p,q) = (0,1) icin ¢ = 1 olmak iizere

T1—1
Tszl
T2—61
T_ 1
7'2——6
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seklindedir.

(e = (m,e'n)

= Tr(rieln)
= Tr(eh)
=0

(e = (m,e'm)

= Tr(rieln)

= Tr((e')?)

Buna gore (p,q) = (0,1) i¢in

Yo : CI(0,1) — Mat(2,C)

seklinde olur.

Ayrica teoremden farkli olarak n’nin tek oldugu durumlar icin ortanormal tabanlar
alimarak buna karsilik gelen normal temsili buldugumuz zaman bu normal temsilin
farkli bir temsilini bulmug oluruz.

n = 1 olsun. Bu durumda (p,q) = (1,0) ve (p,q) = (0,1) olma durumlar soz

konusudur.
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(p,q) = (1,0) ve (p,q) = (0,1) igin t = 1 dir. I(¢) sol idealinin ortanormal tabani
1 1
= (—)1+eMtve rn, = (—=)(1 — €M)t olsun.
T1 (\/i)( ) ve T2 (\/5)( )

Buna gore (p,q) = (1,0) i¢in ¢t = 1 olmak iizere

seklindedir.
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71
1 1

= Tr((5)(1 — e ()L + e))
1\/5 V2

= Ty 11— )

= Tr(0)

=0

Y = (m,e'm)

= Tr(Tgeng)

= Tr((55)(1 - )l (S2)( - )
1\/§ 2

= Triet -1 146Y)

= TT(§(261—2))

= Tr(1(e! = 1))

- 1

Buna gore (p,q) = (1,0) i¢in

seklinde olur.

Ya0 @ CI(1,0) — Mat(2,C)

1 0
el —
0 —1

(p,q) = (0,1) igin ¢t = 1 olmak tizere

T (E)(l — ie')
= () - ie')) = 1o ie!
1 .
To (E)(l +ie")
o (= ie')) = x iel
Ty = ((\/5)(1 +ie')f (\/5)(1 +ie’)

45



seklindedir.

-~ ~— ~— ~— ~— ~—

—~
—~
—
(8]
e
Ll
N—
—~
_2
—
—~
~—
—
N _
—
X =
_ b=
S
— 1
[ I _
T )2 = _
— i
L AN &
= —_ — AN o Q

- ~— ~— ~— ~—

-~ ~— ~— ~— ~— ~—

(0,1) igin

Buna gore (p, q)
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Yo : CI(0,1) — Mat(2,C)
1 0
0 —

el —>

seklinde olur.

n = 2 olsun. Bu durumda (p,q) = (2,0), (p,q) = (1,1) ve (p,q) = (0,2) olma
durumlan sézkonusudur. (p,q) = (2,0) ve (p,q) = (1,1) i¢in Hermityen idempotent
eleman1 ¢t = 1/2(1 + e') iken (p,q) = (0,2) i¢in Hermityen idempotent elemani
t = 1/2(1 +ie') dir. I(t) sol idealinin tabani da Teorem (8.2) den dolay1 7, = /2,

= 1/2¢2%t olur.

1
Buna gore (p,q) = (2,0) i¢in ¢t = 5(1 + €') olmak tizere
T = \/Et

= (V2t)t = V2t
= V2e%
= (V2*t)T = Vate?

seklindedir.

(e = (m,e'n)
= Tr(rie'n)
Tr(v/2te'/2t)
= Tr(2t%")
= Tr(2te )
= Tr(2.= (1+e) 1)
= Tr((e +1))

I
—_
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Buna gore

Y(2,0) -

(7'1; 617’2)
TT(TlTelTQ)
V2te'v/2e*t)

Tr(
r(2t%e'e?)
r(2t6162)

(

(

N 543

r(2. (1+e)12)

Tree + %)

e}

(T2, €'71)
Tr(rjeln)
Tr(v/2te?e'/2t)
r(2t%e’el)
r(2t6261)
(
(

N 5 3

r2—(1+e) D
2
eel —

~

t—e?)

r

e}

(72, €173)

Tr(rielry)
\/_tezel\/_ezt)

r(2t?c?ele?)

Tr(

(
Tr(—2te")

(—

(=

~

('b
\_/

Cl(2,0) — Mat(2,C)

1 0
0 -1

—
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seklinde olur.
Ve = (m,e*n)
= Tr(rie*n)
Tr(v/2te*V/2t)
= Tr(2t%e?)
= Tr(2te?)
~ T 1(1+e)
(

= Tr(e* +e'e?)

I
o

ez = (71,€°7)
= Tr(r{e?n)
Tr(v/2te*\/2e*t)
= Tr(2t*1)
= Tr(2t
= Tr2.-(1+e"H1)
(

= Tr(l1+eb)

I
—_
+

Y€ = (m,€e’n)
= Tr(rje?n)
Tr(v/2te2e?\/2t)
= Tr(2t*1)
= Tr(2t1)
= Tr(2.
(

ot
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Buna gore

seklinde olur.

(p,q) =

seklindedir.

(1,1) igin t =

(T2, €279)

Tr(TzTeQTg)

Tr(v/2te?e?v/2e*t)

")/(2’0) : CZ(Q, O) —4 M(Zt<2, (C)

62

01
10

H

1
5(1 + e!) olmak iizere

.

1

= V2.1t

(V2-16) = V2t

= (V2¢’t)

= (V2*)T = —V/2te?

(11, e'm)

Tr(rie'n)
Tr(v2te'v2t)

Tr(2t%")

r(2te )

(

(

~

Tr(2. (1—|—e) 1
Tr (e +1))

—_
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ey = (1i,e'7)
= Tr(rfe'n)
V2te'v/2e*t)

Tr(
r(2t%e'e?)
r(2t6162)

(

(

.
H 5 3

r(2. (1+e)12)

= Tree + %)

I
o

v(ea = (m,e'm)

= Tr(rje'n)
\/_t€261\/_t)
2t%e%et)

Tr(-
(=
r(— 2t6261)
(=
(=

I
S

T

|
N N

r(—2.= (l—i-e) h

I
~

r(—e’el +¢e?)

I
o

Y = (m,e'm)

= Tr(rieln)
\/_tezelx/_(aQt)
= Tr(—2t%c%c'e?)

Tr(-
(-
= Tr(—2te")
(-
(=

K‘B
\_/

Buna gore

’}/(1’1) : Cl(l,l) — Mat(Q,(C)
1 0
0 —1

el —

seklinde olur.

o1



(11, €%11)
TT(Tle 1)
Tr(v/2te*\/2t)

Tr(2t%e?)

Tr(v2

(
r(2te )

(

(

N

r(2. (1+e) 2
Tr(e +ee)

e}

(11, €°72)

Tr(r] e2ry)
\/_tezx/_ezt)

Tr(—2t1)

Tr(

(—
Tr(—2t1)

(=

(-

-1

(12, €°71)
Tr(rie*n)
Tr(—+/2te*e?\/2t)
Tr(2t21)
Tr(2t1)
Tr(2.

(

ok
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Ya,n) -

seklinde olur.

(p,q) =

seklindedir.

(T2, €279)
Tr(rie?r)
V2te?e?\/2e*t)
Tr(2t%e?)

Tr(=

(
r(2te )

(

(€?

NS

r(2.= (1+e) %)

~

(e —I—ee)

=}

Cl(1,1) — Mat(2,C)

0 -1
1 0

—

1
(0,2) igin t = 5(1 + te') olmak iizere

7'1:\/5'1t

= (V2 1)t =v2t

= (V2¢’1)

= (V2e2t)T = —V/2te?

(71, 617’1)
Tr(TfelTl)

Tr(v/2te'/2t)



(e = (r,e'n)
= Tr(TlTeng)

Tr(v/2te'v2e*t)

= Tr(2t%'e?)

(e = (m,e'n)

= TT’(TQT(ElTl)
V2te2el\/2t)
= Tr(—2t%%e!)

Tr(—
(=
r(— 2t6261)
(-
(-

|
~

r(—2.— (1—{—@3) o)

= Tr(—e2e —162)

I
o

V(e = (re'm)

= Tr(rleln)
V2te2el/2e2t)
2t2e%ete?)
)
(1~|—ze) h

I
~

r

Tr(=
(=
r(=
(=
(=

I
~

2te
2.-

I
~

r

= Tr e—i—z)

=
Yo.2): Cl(0,2) — Mat(2,C)

el —

seklinde olur.
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(7'17 627'1)
TT(TITG2T1)

Tr(v/2te*\/2t)

(11, €°79)

Tr(rie*n)
(\/_t62\/_62t)
(—2t°1)

Tr(—2t
(=
(=

—1

(72, €%71)
Tr(rie*n)
Tr(—+/2te*e?\/2t)
Tr(2t%1)
Tr(2t1)
Tr(2.

(

ok
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Ve = (r,e*T)

= Tr(rje’n)

Y0,2) Cl(0,2) — Mat(2,C)

e? —

seklinde olur.

n = 3 olsun. Bu durumda (p,q) = (3,0), (p,q) = (2,1), (p,q) = (1,2), (p,q) = (0, 3)
olma durumlar s6z konusudur. (p,q) = (3,0),(p,q) = (2,1),(p,q) = (1,2) igin

t=1/2(1 +¢') ve (p,q) = (0,3) igin t = 1/2(1 + ie') dir.
(p,q) = (3,0) igin 7y = (1 — ie®)t, 75 = (e* —ied)t, 73 = (e +ied)t, 7y = (1 +ie®)t

Y(3,0) - (Cl(?), 0) — Mat(él, (C)

1 0 0O O
0O -1 0 0
el —
0O 0 -1 0
0O O 0 1
01 00
1 000
e? —
0 0 01
0O 010
0O — 0 0
1 0 0 O
e? —
0O 0 0 —2
0O 0 2 O
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’}/(2’1) : (Cl(2, ].) — Mat(4, C)

1 0 0O O
0O -1 0 0
el —
0O 0 -1 0
0O O 0 1
01 00
1 00O
e? —
00 01
0O 010
0O -1 0 0
1 0 0 O
e3 —
0O 0 0 -1
0O 0 1 0

(p,q) = (1,2) igin 7y = (1 — ie®)t, 75 = (e* +ied)t, 73 = (e —ie®)t, 7y = (1 +ie®)t

Ya2 @ Cl(1,2) — Mat(4,C)

1 0 0O O

0O -1 0 0
el —

0O 0 -1 0

0O O 0 1

0O -1 0 0

1 0 0O 0
e? —

0 0 0 1

0O 0 —-120

0 — 0 0

—3 0 0 0
e? —

0O 0 0 ¢

0O 0 2 0

(p,q) = (0,3) igin 71 = (1 — ie®)t, 5 = (e +ied)t, 13 = (e* —ied)t, 7y = (1 +1ie?)t,

a7



’}/(0’3) . CZ(O, 3) — Mat(4, C)

— 0 0 0

0 <2 0 0
el —

0O 0 2 0

0 0 0 —2

0O -1 0 O

1 0 0O O
e? —

0 0 0 1

0O 0 -1 20

0 — 0 0

—3 0 0 0
e3 —

0O 0 0 ¢

0O 0 2 0

seklinde olur.

n = 4 olsun. (p,q) nun (4,0),(1,3),(3,1) olmas: durumunda Hermityen idempotent
t=1/2(1 +e")1/2(1 + ie*®) olur. (p,q) = (2,2) iken Hermityen idempotent ¢ =
1/2(1 +€")1/2(1 +€*) olur. (p,q) = (0,4) iken Hermityen idempotent ¢ = 1/2(1 +
ie')1/2(1 + ie?®) olur. I(t) sol idealinin tabani Teorem(8.2) den dolay

T =2t, To=2e*t 135=2e* 74 = 2e* seklinde olur.

(p,q) = (4,0) icin

o8



Yo : Cl(4,0) — Mat(4,C)
1 0 O 0
01 0 0
el —
00 -1 0
00 0 -1
0010
0 0 01
e? —
1 000
01 00
0 0 ¢ O
0O 0 0 —
e? —
— 0 0 0
0 2 0 O
0 0 0 1
0O 0 -1 0
et —
0 1 0 O
1 0 0 0

(p,q) = (3,1) igin
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Y3,1) -

(p,q) = (2,2) igin

Ci(3,1)

_>

60

Mat(4,C)

10 0 O
01 0 0
00 -1 0
00 0 -1
0010

0 001

1 000
0100

0 0 2 O
0 00 —
- 0 0 O
0 2 0 0
00 0 -1
00 -1 O
01 0 0
10 0 O




(p,q) = (1,3) igin

Y(2,2) -

Cl(2,2)

—  Mat(4,C)
10 0 O
01 0 0
H
00 -1 0
00 0 -1
0010
0 001
—
1 000
0100
0 0 -1 0
0 0 0 1
=
1 0 0 O
0 -1 0 O
00 0 -1
00 -1 0
—
01 0 0
10 0 O
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(p,q) = (0,4) igin

Y(,3) -

CI(1,3)

_>

62

Mat(4,C)

0

o o o = o o

- o O O O

1

oS = O O

10 0

0

1

o0 O o o

e}




’}/(1’3) . Cl(l,?)) — Mat(4,(C)

— 0 0 0
0 — 0 0
el —
0O 0 2 0
0O 0 0 ¢
0O 0 -1 20
0O 0 0 1
e? —
1 0 0 0
0O -1 0 O
0O 0 2 0
0O 0 0 ¢
e3 —
1 0 0 0
0O 2 00
00 0 -1
00 1 0
et —
01 0 0
1 0 O 0

n=>5igin (p,q) = (5,0), (p.g) = (4 1), (p,0) = 3,2), (p.g) = (2,3), (p,@) =
(1,4), (p.q) = (0,5) olur.(p,q) = (5,0), (p,q) = (4,1), (p,q) = (3,2), (p,q) = (1, 4)
icin ¢ = 2(1 + e")2(1 +4e®) dir. (p,q) = (2,3) i¢in t = (1 + *)3(1 + €*) dir.
(p,q) = (0,5) i¢in t = 1(1 +de')L(1 + ie?®) olur. (8.2) teoremine gore 7 = 2 - 1¢,
Ty = 2e%t, T3 = 2e*t, 1y = 2e’t, 15 = 2e2et, T4 = 2e%e’t, T = 2ete’t, 75 = 2e?*7t elde
edilir.

n = 6icin (p,q) = (0,6),(p,q) = (1,5), (p,q) = (2,4),(p,q) = (3,3), (p, @) =
(4,2),(p,q) = (5,1),(p,q) = (6,0) olur.(p,q) = (0,6) i¢in ¢ = (1 + ie')5(1 +
ie*?)3(1 + ie*) olur.(p,q) = (1,5), (p.q) = (3,3), (p,q) = (5,1),(p,q) = (6,0) icin
t= %(1+61)%(1 +i623)%(1+2’e45) olur.(p,q) = (2,4) igin t = %(1 —|—61)%(1+623)%(1+
ie’®) olur.(p,q) = (4,2) igin t = %(1 + e (1 +ie*)1(1 + e*) olur.(8.2) teoremine
gore 7, = 22 - 1t, 7y = 2V/2e%t, 15 = 2/2et, 7y = 225t 7 = 5 = 2¢/2et, 76 =
2\/562675, T, = 2\/§€4ﬁt, TR = 2v/2e246¢ olur.

n =5 ve n = 6 icin matrisler diigiik boyutlardaki gibi benzer gekilde hesaplanir.
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9. Clifford Cebirlerinin Uniter Gruplar:

Bu boliimde kompleks Clifford cebirleri tizerinde iiniter grubu tanimlayip bazi

ozelliklerini irdeleyecegiz.

Tanim 9.1. Kompleks Clifford cebirleri tizerinde tanimlanan
UCl(p,q) = {U € Cl(p,q) : U'U = 1}

kiimesine kompleks Clifford cebirlerinin Uniter grubu denir. Bu kiime Clifford car-

prmana gore kapalidir ve bir gruptur.

Simdi bu kiimenin bir grup oldugunu gérelim. Uy, Uy € UCI(p, q) olsun. O zaman
UlU, = 1 ve UJU, = 1 dir. Kapalilik zelligini gosterebilmek icin UyU, € UCI(p, q)
oldugunu géstermeliyiz, yani (U;Us)TU,Us = 1 esitliginin gerceklestigini gostermeli-
yiz. (U Up)' = UJUT oldugunu kullamrsak

(W)U, = (UIUDHULU,
= U3(U{Uh)Us
=1

olup kapalilik &zelligi vardir. Kompleks Clifford cebiri birlegsmeli cebir oldugundan
bu grupta birlesme 6zelligi saglanir. Kompleks Clifford cebirinin birim elemani ayni
zamanda bu grubun da birim elemamdir. Ciinkii, 1 - 17 = 1 dir. U € UCI(p, q)
olsun. Simdi de U~ € UCI(p, q) oldugunu gésterelim yani, (U~1)TU~! = 1 esitligini
gosterelim. U € UCI(p, q) oldugundan UT = U~! olur. O halde

o-Hiu-t = (uhHiut
— yut
=1

olup her elemaninin tersi vardir.
Ornek 9.2. UCI(1,0) = {U € CI(1,0) : UTU = 1} olmak iizere
U:u1'1+U261, UT:U1'1+U261:U1'1+U261
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seklindedir. U'U = 1 olacak sekilde uy,uy € Cyi belirleyelim.

UlU = (up- 1+ uzet)(uy - 1+ ugel)
= u?- 1+ ujuge! +uguret +ul - 1

= (U2 4u3) 1+ e (2uuy) =1
olur. Buna gire u? + u3 = 1 ve 2uyug = 0 elde edilir. Eger uy =0 ise u3 = 1 yani
uy = +1 dir ve uy =0 ise u? =1, yani uy = +1 dir. O halde

UCI(1,0) = {1,—1,¢", —¢'}

olur.

t € Cl(p, q) bir Hermityen idempotent, /(t) sol ideal ve 74 lar I(¢)’nin ortonormal

tabani olsun. Bu taban bize Clifford cebir elemanlarinin
v : Cl(p, q) — Mat(2%,C)

VU € Cl(p, q) igin (v(U))" = »(UT)

olacak gekilde normal temsilini verir.(Teorem 8.2)

U € UCl(p,q) olsun. O zaman ~(U) € Mat(2["2"),C) olur. Buradan
Ute = v(U)wm (9.1)

elde ederiz.
U'U = 1 ve v(U)" = y(U") 6zelliklerinden v(U)'y(UT) = I, I birim matrisinin
boyutu 2"z 'dir. Bunun anlami v(U) bir iiniter matristir.

n = p+ q ift iken (9.1) esitliginden

N3

UCl(p,q) ~ U(22)

olup burada U(2%), 22 boyutlu iiniter matristir.

n = p+ q tek iken (9.1) esitliginden

n—

UCl(p,q) ~U(2"T )& U(2"T)

65



olup burada U(2"7") @ U(2"2") kiimesi W,V € U(2"2 ") icin diag(W, V) seklindeki
blok-diagonal matristir. U € UCl(p, q) elemaninin yardimi ile 7(¢)’nin yeni ortonor-

mal tabanini agagidaki sekilde tanimlayabiliriz:
7"]c == UTk
d
= Y A U)um

(T/]ﬁ,ﬁ) = Tr T/k)Tﬁ)

(
(UTk)T(UTl)
(riU"Um)

= (7%, 7)) = Okt

Bu 7} tabani 5 : Cl(p, q) — Mat(Q[WTH], C) seklinde yeni bir matris temsili verir
oyle ki
Ve =3V )i

olur. y(V') ve 4(V) temsilleri arasinda
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seklinde bir egitlik vardir. Simdi bu esitligi gosterelim.

d
Vi = Y AVt
=1

VA @am) = > AV )n(}_ v (U)ara)
Z’Y(U) (Vm) = Z("Y(V)lk’Y(U)al)Ta
; =1 l,adzl
2 1O Vara) = 3 GV (U)a)7
la=1 la=1
YD uyVa = YV )uy(U)a
YV)aYy e = Y(U)a¥(V )ik
(Y (O)ar = (V()FV))ak
TV )(U) = vU)H(V)
YO (V)nU) = yU)HA(U)F(V))
VU)(V)y(U) = (V)

I(t) sol idealinin 73 ortonormal tabamm I(UtU~") sol idealinin 75, = 7,U ! ortonor-

mal tabani ile degistirirsek V' — 5(V') matris temsilini elde ederiz. Bu durumda

Vi, =VnU™t =~y(V)unU™
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ayni zamanda

V. =3V )ut = 3(V)un U™

olur. Bu esitliklerin sol taraflari esit oldugundan sag taraftakiler de egit olmalidir.

Buradan

elde edilir.
Son olarak eger I(t) sol idealinin 73 ortonormal tabamm I(UtU~') sol idealinin
7 = Ut,U~" ortonormal tabam ile yer degistirirsek 4 : V' — (V') matris temsilini

elde ederiz Oyle ki 4 ile v temsilleri arasinda

iligkisi vardir. Eger ilk matris temsili v : Cl(p, q) — Mat(2[2!,C) normal temsil ise

0 zaman 7, y,” matris temsilleri de normaldir.

10. Kompleks Clifford Cebirlerinin Determinanti

F cismi reel veya kompleks sayilar iizerinde olmak ftizere d boyutlu Mat(d, F)
matris cebirini alalim. U € Mat(d,F) matrisinin terslenebilir oldugunu soyleyebil-
mek igin U~' € Mat(d,F) vardir ve yle ki UU™! = U™'U = I, I d x dlik birim
matristir. Eger P— Al matrisi terslenemez ise A € F'ye P € Mat(d,F) matrisinin 6z-
degeri denir. Bir U matrisinin biitiin 6zdegerlerinin kiimesine bu matrisin spektrumu

denir.

Tanim 10.1. U € Cl(p, q) ve det, Mat(d,C) matris cebirindeki elemanlarn deter-

manants olmak tzere

Det : Cl(p,q) — C, Det(U) :=det(y(U))

seklinde tansmlanan Det(U) sayisina U 'nun determinants denir.

Det fonksiyonunun iyi taniml oldugunu yani Cl(p, q) Clifford cebirinin matris
temsillerine bagli olmadigini gosterecegiz. Bunun igin 6ncelikle agsagidaki Teoremi

ispatlayacagiz.
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Teorem 10.2. v, Cl(p, q) Clifford cebrinin bir temsili olmak izere

det(y(U)) = det(y(U))

dur.

Kamit. n cift boyutlu Clifford cebirleri icin
U= (e 'Uet"
dir. Bu durumda
det(y(U)) = det(y((e") 7 Uet")) = det(y(e!) ) det(y(U))det(y(e"")) = det(v(U))

elde edilir.

n tek iken tekrarli temsil metodundan

7 0
et — ,a=1,...n
0 —°
olur. Ranki 2 olan elemanlar i¢in de
an~b
0
e — i ,a=1,...n
0 94

seklindedir. U = Ugg + Utex elemanim cift ve tek kisimlarina ayirirsak Ugg kism

6zdes blok matrisler gekline ve Uk, 71t igaretli blok matrisler gekline doniigiir.

A 0 B 0
U(;ift — ) Utek —

0 A 0 —-B

Bu nedenle
A+ B 0 . A—B 0
Uu — ) U= U(;ift - Utek —
0 A-B 0 A+B

ve

det(U) = (A — B)(A + B) = det(U)
O

Teorem 10.3. det fonksiyonu iyi tanimlidir. Yani det fonksiyonu Clifford cebirinin

temsiline bagl degildir. [14]
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Kanit. v, (3.2) de verilen Cl(p,q) Clifford cebirinin tekrarh temsili ve +', Cl(p, q)

Clifford cebirinin herhangi bir temsili olsun.
U) = Uluo e

V'(U) = Ulea—spe

olmak {iizere n cift boyutlu iken Pauli teoreminden bir T matrisi vardir dyle ki

olur. Bu durumda
det(v'(U)) = det(T'y(U)T) = det(T ) det(v(U))det(T) = det(v(U))

elde edilir. n tek iken yine Pauli teoreminden

det(y(U*)) = det(y(U))’dan
det(v/(U)) = det(T'1(U)T) = det(y(U)) = det(v(U))

elde edilir. n

Teorem 10.4. Her U,V € Cl(p,q) Clifford cebir elemanlarinin determinant ézel-
likleri asagrdakt gibidir:

eDet(UV) = Det(U)Det(V)

eDet(all) = o * ' Det(U) aeC

oU € Cl¥(p,q) olmak iizere terslenebilirdir ancak ve ancak  DetU # 0

oU € Cl¥(p,q) terslenebilir bir eleman ise Det(U') = (Det(U))~* [11]
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