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Tez Danigmani: Dog. Dr. Leyla ONAT
2012, 77 sayfa

Bu caligma temel olarak iic bolimden olusmaktadir.  Birinci bolim olan
Temel Kavramlar kisminda, diferensiyel geometride sik sik kullanilan bazi
temel kavramlarin yanisira ileri diferensiyel geometrinin temel konularindan olan
tensor bilesenleri, tensor tiirevi, diferensiyellenebilir operatorler gibi kavramlar
da ayrintilariyla verilmistir. Ayrica, calismada yararlanilan makalelerdeki temel
teorem ve Ornekler yine bu kisimda incelenmistir.

Calismanin ikinci boliimi, kiire i¢indeki Clifford hiperyiizeylerine ayrilmistir. Bu
konuda giinlimiize kadar yapilan ¢alismalardan 6zellikle 2008 yilindaki Alias,
Brasil ve Perdomo’nun c¢alismasi [11] ile 2010 yilindaki Deshmukh’un ¢aligmasi
[12] incelenmistir.

Kiire icindeki Clifford minimal hiperyiizeyleri icin Chern, DoCarmo ve Kobayashi
ve Lawson’un birbirlerinden bagimsiz olarak ispatladiklar1 karakterizasyon igin
Oscar Perdomo’nun 2005 yilinda yaptig1 bir baska ispat [4] bu ¢alismanin son
boliimiinde incelenmistir.

Anahtar Sozciikler
Hiperylizey, Minimal hiperyiizey, Kiire, Sekil operatorii, Clifford hiperyiizeyi,
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ABSTRACT
CLIFFORD MINIMAL HYPERSURFACES
Dilek ACIKGOZ

M.Sc. Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Leyla ONAT
2012, 77 pages

The study essentially consists of three chapters. The notions of advanced
differential geometry such as tensor components, tensor derivations, differential
operators besides the basic notions of differential geometry are given in the first
chapter. Furthermore, the fundamental theorems and examples in the papers used
in this study are given in this chapter.

In the second chapter of this study, The Clifford hypersurfaces in the spheres are
given. In particular, the paper of Alias, Brasil and Perdomo [11] in 2008 and the
paper of Deshmukh [12] in 2010 are examined in this chapter.

Chern, DoCarmo and Kobayashi and indepedently Lawson have proved the
characterization for the Clifford minimal hypersurfaces in the spheres. An another
proof for the characterization of Oscar Perdomo in 2005 [4] are given in the final
chapter of this study.

Key Words
Hypersurfaces, Minimal Hypersurfaces, Sphere, Shape Operator, Clifford
hypersurfaces, Mean curvature
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1. GIRIS

Kiire icindeki minimal hiperyiizeyler ile ilgili giiniimiize kadar, bu ylizeylerin
hem cebirsel hem geometrik 6zelliklerini veren bir¢ok calisma yapilmistir. Bu
caligmalarda, sekil operatdriiniin normunun karesinin ||A||> =#n olmasi ayirt edici

bir ozelliktir.

M, S§" Kiiresi iginde (n — 1)- boyutlu hiperyiizey olmak iizere, M kompakt,

minimal ve 0 < [|A|?> < n— 1 oldugunda Simons [1] te ||A[|> =0 veya

|A|I> =n—1 oldugunu gostermistir. Daha sonra Chern, DoCarmo, Kobayashi
[2] ve Lawson [3] birbirinden bagimsiz olarak ||A||> =n — 1 olan kiire icindeki
minimal hiperyiizeylerin yalmzca Clifford minimal hiperylizeyleri oldugunu
gostermiglerdir. Acik olarak, ||A]|?> =0 olmasi durumunda kiire icindeki minimal

hiperyiizeylerin en basit ornekleri totally geodezikler olan kiirenin ekvatorlaridir.

2005 yilinda Perdomo [4], daha once [2] ve [3] calismalarinda kiire igindeki
Clifford minimal hiperyiizeyleri icin verilen karakterizasyonu farkli bir teknik

kullanarak ispatlamigtir. Bunun i¢in, dncelikle Simons formiilii olarak bilinen

IA|A|? = ||DA|* + (n — ||A[*)[|A]|* esitliginden yararlanarak M, S" iginde

ekvator olmayan minimal hiperyiizeyinin sekil operatorii A olmak tizere

|A||> = n—1 olmast igin DA =0 olmasinin gerek ve yeter oldugunu gostermistir.
Yine bu ¢caligmada, 2004 y1linda teorem olarak verdigi "B, (n+ 1) x (n+1)- tipinde
tersinir, simetrik matrisi igcin M = {x € §" : (Bx,x) =0} C §" kiimesi minimal
hiperyiizeyi ise bu durumda, M, Clifford minimal hiperyiizeyidir" Onermesini

temel olarak almustir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezde kullanilan bazi temel tanim ve teoremlerin yanisira, genel olarak
konu biitiinliigiinii saglamak amaciyla diferensiyel geometride sik sik kullanilan

bazi kavramlar da ayrintilariyla verilecektir.

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanmm 2.1 [5] M topolojik uzay olsun. U, M nin bir agik alt kiimesi ve U | R”
uzayinin bir alt kiimesi olmak iizere & : U — U l biciminde bir & homeomorfizmine,

M topolojik uzayi iistiinde n- boyutlu bir koordinat sistemi, denir.

M topolojik uzay ve &, M iginde bir koordinat sistemi olsun. R”" uzayindaki

2

koordinat fonksiyonlar1 u',u?,...,u" ile gosterildigine gore,

xi:uio’é

esitligi ile tanimh x', x2, ..., x" fonksiyonlarma, & koordinat sisteminin koordinat

fonksiyonlar1 denir. £ = (x!,x?,...,x") dir.

M topolojik uzay1 iizerinde, n- boyutlu, tanim kiimeleri sirasiyla U; ve Us,
UyNU, #0 olacak sekilde & ve 1 koordinat sistemleri verilsin.

no& ' E(UINLy) = n(UiNLy)

ve

Eonlin(Uinlh) = E(UIND,)

fonksiyonlari birer homeomorfizmdir. Burada, (Eon~!)~! = (no&~1) dir.

noé&~! ve Eon! doniisiimlerine £ ve 1 koordinat sistemlerinden elde edilen
0zdesleme doniisiimleri denir. Bu 6zdesleme doniistimleri diferensiyellenebilir ise

& ve 1 koordinat sistemleri, diizgiin ortiisiirler (overlap smoothly), denir.
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Tanmm 2.2 [5] M topolojik uzay: i¢indeki n- boyutlu koordinat sistemlerinin
kiimesinin bir alt kiimesi <7 olsun. &7 kiimesi asagidaki iki 6nermeyi sagliyorsa .o/

kiimesine "M topolojik uzayi iistiinde n- boyutlu bir atlas" denir.

(A1) Mnin her bir noktasi, &/ kiimesinin en az bir elemaninin tanim bolgesinde

bulunur.

(A2) o icindeki her iki koordinat sistemi diizgiin Ortiigtir.

Tamm 2.3 [5] M topolojik uzayi iistiinde bir .o atlas1 verilsin. </ 1n elemanlari
ile diizgiin ortiisen her koordinat sistemi yine 2/ nin elemani oluyorsa </ ya, M

tistiinde bir tam atlas denir.

Teorem 2.4 [5, Teorem 7.1.2] M topolojik uzay: iizerindeki her bir atlast iceren

bir ve yalniz bir tam atlas vardr.

Tanmm 2.5 [5] M Haussdorf uzay: iistiinde bir tam atlas varsa bu tam atlasla

birlikte M ye, bir diferensiyellenebilir manifold denir.

Bu calismada, M manifoldu denildiginde diferensiyellenebilir manifold

anlagilacaktir.

M bir manifold ise bu manifold iistiindeki tam atlasin boyutuna, M manifoldunun

boyutu denir.

&, M manifoldu iginde bir koordinat sistemi ise £, M yi manifold yapan tam
atlasin bir elemanidir. £ koordinat sisteminin tanim kiimesi U olmak iizere p € U
icin & ye p noktasiin bir koordinat sistemi denir. U kiimesine de p noktasinin bir

koordinat komgulugu denir.

Ornek 2.6 R3 uzayinda, merkezi baslangi¢ noktasinda bulunan birim yaricaph

kiire yiizeyi S? olsun.
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S? uzayinda, i nci bileseni pozitif olan noktalarin kiimesi U;*, i nci bilegeni negatif

olan p noktalarinin kiimesi U;” olmak iizere
EV:UT =B ve & U —B?
izdiisiim fonksiyonlar1 gozoniine alinsin. Buradaki B2, diizlemde merkezi orijin

noktast olan birim yuvari gostermektedir. {&;7,&,7,&,5,&,&55, & kiimesi S?

icin bir atlastir. Buna gore, S* kiimesi 2- boyutlu bir manifolddur.

Ornek 2.7 M ve N, sirasiyla, m ve n- boyutlu iki manifold olsun.
E:U—EWU), &= xm),
n:V=n), n=007%0"

sirastyla M ve N manifoldlan istiinde koordinat sistemleri olmak iizere

ExN:UXV = EU)xn(V),

(Exn)(p.q) = (' (p),x*(p),....x"(p),¥" (0),Y*(q),--..Y"(q))

doniisiimii, M x N topolojik uzayi iistiinde (m + n)- boyutlu bir koordinat sistemi
olur. Bu koordinat sistemine, £ ve 1 koordinat sistemlerinin ¢arpimi denir. M
ve N iistiindeki biitiin koordinat sistemlerinin ¢arpimi alinarak elde edilen kiime
M x N istiinde bir atlas olur. Bu atlasin belirttigi tam atlasla birlikte M X N bir

manifold olur. Bu manifolda, M ve N manifoldlarinin ¢arpimi, denir.

boy (M x N) = boy M + boy N dir.

Tanim 2.8 [5] M bir manifold, p € M olsun. Asagidaki iki onermeyi dogrulayan

bir v,:§(M) — R fonksiyonuna, p noktasinda bir teget vektor, denir.
(i) Hera,b € Rve her f,g € §(M) i¢in

vplaf +bg) =av,f+bvyg

dir.
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(ii) Her f,g € (M) icin
vp(f8) =vp(f)-8(P)+ f(P)-vp(g)

dir.

p noktasindaki biitiin teget vektorlerin kiimesi T,(M) ile gosterilir.  7,(M)

kiimesinde toplama ve skalarla ¢carpma islemleri

(vp+wp)(f) =vpf+wpf

(Avp)(f) = A (vp(£))

esitlikleriyle tanimlanir. 7,,(M) kiimesi iizerinde tanimlanan bu iglemlerle birlikte

bir vektor uzayidir.

Tamm 2.9 [5] M bir manifold ve p € M olmak iizere T),(M) vektor uzayina, M

manifoldunun p noktasindaki teget uzayi, denir.

Bu ¢aligmada 7,(M) nin elemanlar1 olan teget vektorler v,w,... gibi harflerle

gosterilecektir.

Tamm 2.10 [5] (U,&), M igin bir koordinat komgulugu olsun. & : U — £(U)

doniisiimii diffeomorfizm oldugundan, &(p) = ¢ i¢in
Sep : Tp(M) — Ty(R")

fonksiyonu lineer izomorfizm ve

dir.



R" deki Oklidyen koordinat sistemi {u',... u"} olmak iizere,

& () = By

olsun. &' izomorfizm oldugundan {E\p, Esp,...,Enp} kiimesi T,(M) nin bir

tabanidir. Bu tabana, 7),(M) nin koordinat ¢atisi, denir.

Tanmm 2.11 [6] M, n- boyutlu manifold olsun. Asagidaki 6nermeleri saglayan
P manifolduna, M nin bir alt manifoldu denir.

(i) P, M nin topolojik alt uzayidr.

(ii) j: P — j(P) C M doniisimii diferensiyellenebilirdir ve her p € P igin j,

doniistimii birebirdir.

Ornek 2.12 N, n- boyutlu manifold, N, M acik alt kiimesi olsun. N kiimesi M
den indirgenmis topolojik ve diferensiyellenebilir yapi ile birlikte bir manifolddur.

N manifolduna, M manifoldunun agik alt manifoldu denir.

Lemma 2.13 [6, Lemma 1.33] M ve N strastyla m ve n- boyutlu manifoldlar ve
F : M — N diferensiyellenebilir doniisiim olsun. p € M icin asagidaki onermeler
denktir.

() F., doniisiimii birebirdir.

i) JF

p» Jakobiyen matrisinin ranki m dir.

(iii) {x',...,x"} kiimesi N manifoldunun F (p) noktasinda koordinat sistemi olsun.
Bu durumda,

yi1 oF,...,yimoF

fonksiyonlart M nin p noktasi komsulugunda koordinat sistemi olacak gekilde

1<i) <... <y <n tamsayilari vardir.
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Tanmm 2.14 [5] M ve N sirastyla m ve n- boyutlu manifoldlar, F : M — N
diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Her p € M igin F,, doniigiimii birebir ise

F fonksiyonuna, bir immersiyon (daldirma) denir.

J:P— j(P) C M doniigiimii immersiyon ise P ye, M nin daldirilmig alt manifoldu
denir. Boylece alt manifoldlar daldirilmig alt manifoldlardir. Fakat, karsit1 dogru

degildir.

Tanmm 2.15 [5] N, n- boyutlu diferensiyellenebilir manifold, 0 < m < n ve
M C N olsun. M nin her p noktasi i¢in agsagidaki onermeleri dogrulayan bir (U, &)

koordinat komsulugu varsa M ye N nin regiiler alt manifoldu, denir.

i) 6(17) = (0)07"'70)
(i) S(U)=C¢(0)

(i) S(UNM)={q:q€C:(0)} ve gmi1=...=¢x=0

Teorem 2.16 [8, Teorem 3.5.8] M ve N sirastyla m ve n- boyutlu manifoldlar,
F, M den N ye diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. F nin M iistiinde ranki sabit
ve k€ Z* sayisina esitise q € F(M) icin F~'(q) kiimesi, M nin (m—k)- boyutlu,

kapali, regiiler alt manifoldudur.

Ornek 2.17 F:R? > R, F = (a—+/(x1)2+ (x2)2)> + (x*)? olsun.
a > b >0 olmak iizere

1Y) = {(p1.p2,p3) ER*|F(p1,p2,p3) = b*}
= {peR’|(a—\/(p1)*+(p2)?)*+ (p3)* = b}

dir. Ayrica,

AR R
i#ly= | 20 V)
2p3

[\

Pl Pz



oldugundan rankJF|, =1 dir. Buradan,

F~!(b?) nin her p noktasinda ranki sabittir. Dolayisiyla, F~!(h?) kiimesi 2-

boyutlu kapali regiiler alt manifolddur. Bu alt manifolda tor yiizeyi denir.

Tanim 2.18 [5] M, n— boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve N C M
olsun. N, M manifoldunun (n — 1)- boyutlu kapali, regiiler alt manifoldu ise N

manifolduna, M manifoldunun bir hiperyiizeyi denir.

Tammm 2.19 [5] M, R” de bir hiperyiizey ve R" deki konneksiyon D olsun. M

yiizeyinin birim normal vektor alan1 N olmak iizere M nin her bir p noktasinda

A, T

p:Tp(M) = Tp(M), Ap(v)=-D,N

biciminde tanimli A fonksiyonuna, M hiperyiizeyinin sekil operatorii veya

Weingarten doniisiimii denir.

Tanim 2.20 [5] M hiperyiizeyinin birim dik vektor alani

. d

i=1

olsun. Burada b; fonksiyonlar1 M den R ye diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

R uzayinda birim kiire yiizeyi $"~' olmak iizere,

w:M—S"1 u(p) = (bi(p),---,bap))

fonksiyonuna M yiizeyinin Gauss doniigiimii denir.

v € T,(M) olsun. M iginde ¢t(0) = p, o/(O) = v olacak bigimde bir o/(/) egrisi
g6zoniine alinsin.

d(bl o OC)
dt

d(byoa)

(p),..., i

pe(v) = pe((glo)) = (o ). (drlo) = ( (p)

olur. (b;oa)’(0) =v[b;]]  oldugundan,



10

bulunur.

Ornek 2.21 R"*!uzaymda S"(r) = {(p1,...,put1) : P1+... + P2, = r*} esitligi

ile $"(r) kiire yiizeyi verilsin.

f(pl7"'7pn+l):p%—i_"'—i_przl—&-l_rz

esitligiyle tammli f : R"*! — R fonksiyonunun gradiyent vektor alan1 V£ olmak

tizere $"(r) kiiresinin birim dik vektor alan1t N = % dir.

. 1 1n+1 )
N=— Vi=-Y il
VAl r ,; ox'

esitligi ile tammli N vektor alant R"*! de tammlidir. N vektor alanimin S” ye
kisitlanmigt N olmak tizere N, S"(r) ylizeyinin birim dik vektor alanidir. Buna

gore,

n+1
olur. v € T,(8"(r)) igin, v= ;Viﬁ(p) olsun. Bu durumda,

n+1 axi n+1

1<i<n+1, v[}x]= Zvj?: ZSijvj:v,-
j=1 j=1
dir. Buna gore,
1n+1 (9 1
P(V) F;Vlaxl(p) rv

]

olarak bulunur. 1,, 7,(5"(r)) nin 6zdeslik doniisiimii olmak tizere

1
Ap — —;Ip
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ve

A=—-1]
dir.
Lemma 2.22 [6,Lemma4.19] M, R" de bir hiperyiizey ve M nin sekil operatorii

A olsun. A, M hiperyiizeyinin her p noktasina bir lineer doniisiim karsilik getirir

ve

her v,w € T,(M) igin,
{Ap(v),w) = (v, Ap(w))

dir.

Tanim 2.23 [5] M, R”"de bir hiperyiizey olmak iizere M nin her bir p noktasina
H(v,w) = (A(v),w)

esitligi ile tanimli // fonksiyonuna M yiizeyi iistiinde ikinci temel form denir.

Tamm 2.24 [5] M, R”" de bir hiperyiizey, D ve D, sirasiyla, R" ve M

iizerindeki konneksiyonlar ve N, hiperyiizeyin birim dik vektor alan1 olmak tizere
her X,Y € x(M) igin,

DxY =DxY +11(X,Y)N Gauss formiilii

DxN = —AX Weingarten formiilii

R(X,Y)Z = (AY,Z)AX — (AX,Z)AY Gauss denklemi

(DxA)Y = (DyA)X Codazzi denklemi

dir.

Teorem 2.25 [7, Teorem 6.2.5] M, M Riemann manifoldunun bir hiperyiizeyi

olsun. 7, T,(M) nin iki boyutlu bir alt uzayr olmak iizere, ® nin M ve M
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icindeki Riemann egrilikleri K() ve K(7m) ile gosterilsin. {v,w} kiimesi T

icin ortonormal bir taban olduguna gore,

dir.

Tanmm 2.26 [5] M hiperyiizeyinin bir p noktasinda A, lineer doniisiimiiniin

determinantina p noktasinda yiizeyin Gauss egriligi denir ve K(p) ile gosterilir.

A nin izinin ortalamasina M hiperyiizeyinin p noktasindaki ortalama egriligi denir

ve H(p) ile gosterilir.

Tamm 2.27 [5] M hiperyiizeyinin p noktasindaki sekil operatorii A, T,(M)
uzayinin birim doniisiimiiniin bir kat1 ise p noktasina M yiizeyinin umbilik noktasi
denir. M hiperyiizeyinin her noktast umbilik nokta ise M ye totally umbilik

hiperyiizey, denir.

Ornek 2.28 R" uzayinda S"(r) = {(p1,...,pu1) : PT+ ...+ pi =1} esitligi

ile S"(r) kiire yiizeyi verilsin. p € §"(r) olmak iizere, Ornek (2.21) de S"(r)
1

kiimesinin p noktasindaki sekil operatorii A, = ——1, olarak bulunmugtu. Buna
r

gore, S"(r) kiire ylizeyinin her noktast umbilik noktadur.

Tanmm 2.29 [5] A, : T,(M) — T,(M) lineer doniisiimiiniin karakteristik
degerlerine M hiperyiizeyinin p noktasindaki asal egrilikler ve karakteristik
vektorlerine asal vektorler denir. Bir asal vektoriin gerdigi alt vektér uzayma p

noktasinda bir asal dogrultu veya egrilik dogrultusu denir.

A lineer doniisiimii kendine es bir doniisiim oldugundan, (n — 1)- tane lineer

bagimsiz egrilik dogrultusu vardir.
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Tanmm 2.30 [5] M hiperyiizeyinin her noktasinda ortalama egriligi sifir ise M
hiperyiizeyine, minimal hiperyiizey, denir.
Ornek 2.31 M, R” de bir hiperdiizlem olsun. M nin dik birim vektor alam
1= (ai,...,a,) esitligiile belirli ise, v € T,,(M) igin
Ap(v) = —Dyu = (v[a1],...,v[ay])

olur. aj,...,a, fonksiyonlari sabit fonksiyonlar oldugundan v[a;] = O olur. Buna
gore, her v € T,(M) i¢in, A, =0 dir. Buradan, her p € M i¢in H(p) = 0 du.

Dolayisiyla, M minimaldir.

2.2. Tensor Alanlari

M, n- boyutlu manifold, (U,&), M igin bir koordinat komsulugu,

&= (x1 X2 ,x") bu koordinat komgulugundan elde edilen koordinat sistemi,

1<i<nigin, d;,= % olmak iizere, {d,...,d,} koordinat ¢ati alan1 ve bu ¢at1

alanimin duali {dx',...,dx"} olsun.
S0 ={f |f : M “25 R
olmak iizere, §(M) kiimesi agagida tanimlanan iglemlerle birlikte bir halkadur.
Her x € M, (f+g2)(x)=f(x)+g(x),
(f.2)(x)=f(x).g(x).

M iizerindeki vektor alanlarinin kiimesi (M), M iizerindeki 1— formlarin kiimesi

x* (M) ile gosterilecektir.

xX(M) ve x*(M), R iizerinde birer vektor uzayi, §(M) halkas: tizerinde birer
modiildiir.

Tanim 2.32 [6] r,s > 0 tamsayilari i¢in

Az (X" (M) x 2 (M)* — §(M)
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§(M)— coklineer doniigiimiine, M manifoldu iizerinde (r,s)- tipinde (r-inci

basamaktan kontravaryant, s-inci basamaktan kovaryant) tensor alani denir.

p € M olmak tizere, A, : (T,(M))" x (T,(M))* — R, R- ¢oklineer doniisiimiine

T,(M) uzayi ilizerinde (r,s)- tipinde bir tensor denir.

M manifoldu iizerindeki (r,s)- tipindeki tensor alanlarmimn T,(M) kiimesi §(M)

halkasi {izerinde bir modiildiir.
Ozel olarak, TJ(M) =F(M) dir.
Ornek 2.33 E(6,X) = 6(X) esitligi ile verilen E : x*(M) x xM) — F(M)

degerlendirme doniisimii her f,g € §(M), 0,0 € x*(M) veX,Y € x(M) igin,
E(f0+g0,X) = (f0+g0)(X) = f0(X)+g0(X) = fE(0,X) +gE(0,X)

E0,fX+gY)=06(fX+gY)=f0(X)+g0(Y)=fE(0,X)+gE(0,Y)

oldugundan §(M)- lineerdir. Buna gore, E doniisiimii M manifoldu iizerinde (1, 1)-

tipinde tensor alanidir.

Ornek 2.34 X € x(M) olsun. Her 6 € x*(M) igin, X(0) = 6(X) esitligi ile
X : x*(M)— §(M) doniisiimii tanimlansin.

Her f,g §(M) ve 6,0 < x*(M) igin,

X(f0+gw) = (f0+g0)(X) = fO(X) +gw(X) = fX(0) +gX(®)

oldugundan §(M)-lineerdir. Buna gore, X vektor alani (1,0)- tipinde bir tensor

alanidir.

Diger yandan, o € x*(M) 1- formu icin, o : x(M) — F(M) doniisimii
F(M)-lineer oldugundan @ € TY(M) dir. Buradan, M manifoldu iizerindeki herbir
vektor alan1 (1,0)- tipinde tensor alani, M manifoldu iizerindeki herbir 1-form

(0, 1)- tipinde tensor alan1 olarak diisiiniilebilir.



15
Ornek 2.35 A: y(M)* — x(M)  F(M)— goklineer doniisiimii verilsin.

A(0.X1,....X,) = 0(A(X1,....X,)). VO € (M), VX €xM), (1<i<s)
esitligiyle tanimlanan

Ay (M) x x(M)* — (M)
doniistimii

her f,g e F(M), O, 0 x* (M) ve X;,Y;ex(M) (1<i<s) igin,

A(fo+gw.Xi,....X;) = (f0+g0)AXi,... X))

= FOAX,.... X)) +g0(AX,...,Xs))
ve
A(0.X1,....fXi+gY,..X,) = 0(AX1,.... fXi+g¥,...X,))

= O(fAX1,....Xir. . X)) +8A X1, Vi Xy))
= FOAX),... Xi\... X)) +g0(A(X1,.... ;... Xy))

= fA(0,X1,....Xi,...,Xs) +gA(0,X1,....Y;,...,X;)

esitliklerini sagladigindan M manifoldu iizerinde (1,s)- tipinde tensor alamidur.

A,B € %% (M) olmak iizere, T5(M) kiimesi iizerinde toplama iglemi
(A+B)(0',...,0".X,,....X;)=A(0',...,0" . X;,....X,)+B(0',....0".X|,....X,)
esitligiyle ve

A, B herhangi tipten iki tensor alani olmak iizere, A ve B tensor alanlarinin

A®B tensor ¢arpimi

1 +r
(A®B)(6 7"'79r " axla--'a)(ersl)

=A(0',...,0".X1,....X,).B(0""....0"T" X,,... X, /)
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esitligiyle tanimlanir.
Ozel olarak, A € T/(M) ve fe€F(M) igin,

f®A=fA d

Ornek 2.36 A € TH(M) ve B e TL(M)olsun.

Her 6,w € x*(M) ve X,Y,Z€ x(M)igin,
(A®B)(0,0,X,Y,Z) =A(6,X).B(0,Y,Z)

esitligi ile belirli olan A® B, M manifoldu iizerinde (2,3)- tipinde tensor alanidir.

Ornek 2.37 dx',dx*> 1- formlar igin,
(dx' ® dx?)(d1,0) = dx'(91)dx*(dr) = 1
(dx2 & dxl)(81 s (92> = dx2(81 )dxl (82) =0

oldugundan tensor ¢arpimi genellikle degismeli degildir.

2.2.1. Tensor Bilesenleri
M, n- boyutlu manifold, (U,&), M igin bir koordinat komsulugu,

&= (x1 X2 ,") bu koordinat komsulugundan elde edilen koordinat sistemi ve
A € T%(M) olsun.
Al = A(dx . X', ... ;)

jl---.js -

olmak iizere, A tensor alani

A=Y A" 0 ®.. .00, ®dd ®...@dx"

J1eeJs
esitligiyle belirlidir.

Burada, A’j'l'"']’. fonksiyonlarina, A tensor alaninin bilesenleri denir.
s
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Ornek 2.38 A € T)(M) olsun. Her 6 € xy*(M), X,Y € x(M) olmak iizere,
0=Y0dy, X=YX9, v=YY"
i j k
icin,
A6.X.Y) = A() 6idx',Y X79;,) Y*0,)
i j k
= Y A(dx',0;,0,)6:x'Y*
i.jk

— ZA(dxi, 9j, 3k)ai(9)dxj(x)dxk(y>

lf~k

= Y AL (9 ®dr ®dx*)(6,X,Y)
i,j.k

oldugundan

A=Y A0 @dy @dx*
ik

dir. Burada, A tensor alanlarinin bilesenleri A;k = A(dx',0;,0) esitligi ile belirli

olan Aj.k fonksiyonlaridir.

Ornek 2.39 A: y(M)* — x(M)  F(M)— goklineer doniisiimii ve

A (M) x x(M)* — (M)

A(0,Xy,....X;) = O(A(Xy,...,X,)) esitligiyle verilen (1,s)- tipinde bir tensor
alani olsun. Buna gore, A tensor alamimin bilesenleri A(dx’,d;,,...,d;) dir.

Buradan,
Aljl s :X(dxj,&],...,&ix) = dxj(A((?i,,...,&,‘s))
= dx/( ZA,l i.0%)

= ZA,1 2.dx! (9)

J
iy...0s

dir. O halde, A ¢oklineer doniigiimii de (1,s)- tipinde bir tensor alani olarak

diisiiniilebilir.
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Ornek 2.40 A : x (M) Lineer, x (M) doniisiimii verilsin. A lineer doniisiimiiniin
{d1,...,0,} koordinat cat1 alanina gore bilesenleri A(d;) = ZA’;.ak esitligiyle
k

belirli olan A']‘. fonksiyonlar1 olmak {iizere,

Ay (M) x x (M) = F(M), A(6,X) =6(A(X))

esitligiyle tamimlanan (1, 1)- tipindeki A tensér alaninin bilegenleri

A = Alde' 3y) = d(A(3))) = (L A3) = T AGd(3) =

dir. Buna gore, A lineer doniisiimii de (1, 1)- tipinde tensor alanidur.

2.2.2. Daraltma (Contraction) Doniisiimii

Bu kisimda (r,s)- tipindeki tensor alanlarini (r — 1,5 — 1)- tipinde tensor alanlarina

doniistiiren 6zel fonsiyonlar verilecektir.

Lemma 241 [6, Lemma2.6] X € x(M), 0 € x*(M)icin, C(X®60)=06X
esitligi ile tammli F(M)— lineer bir tek C: THM) — F(M) doniisiimii vardur:

Bu doniigiime (1,1)- tipinde daraltma denir.

Ispat. & = (x',x%,....%"), U C M iizerinde bir koordinat sistemi, X € T}(M)
ve 0€TY(M)olsun. X®6 € THM) dir.

A= ZA;@,- ®dx' € THM) tensér alammin C : x (M) x x*(M) — F(M)
dénﬁ§i7irniindeki goriintiisi,
CA = ZA"a@dxf)
= ZA’ C(d;®@dx)
= ZAljdx]
l~]
— ZA;
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dir. Ayrica, bu esitlikle tanimlanan C doniisiimiiniin §(M)— lineer ve koordinat
sisteminin secilisinden bagimsiz oldugu kolaylikla gdsterilebilir. Buna gore, C
$(M)— doniigiimii vardir ve tektir. O
Simdi A € TH(M) ve F=A(0',....-,....,0"" L X;,...,-,.... X, 1) olmak iizere,

F(6,X)=A(0',...,0,....0" ' X|,....X,... . X))
esitligiyle belirli F : x*(M) x x(M) — §(M) doniisiimii (1,1)- tipinde tensor

alanmidir.

Tamim 2.42 [6] C(1,1)- tipinde daraltma, A € T%(M) ve F yukaridaki esitlikle
tamimli (1, 1)- tipinde tensor alani olmak iizere,
(C:A)6',....0" " X\,... X)) = CF

= CAM',...,,...,07 X, X))

esitligiyle tanimli Cj.A fonksiyonuna, A tensor alaninin (i, j)- tipinde daraltmasi

denir.

Ornek 2.43 A € T3(M) olsun. A tensor alaninin (1,3)- tipinde daraltmas
asagidaki gibidir:
(Cla)(6,X,Y) = C(A(-,0,X,Y,"))

= CF.

ClA € TL(M) tensor alammn bilesenleri ise,
(CéA)(dxivaj’ak) = C(A("dxivaj’a/ﬂ )

= CF

= Zme

m

— Z A(dxX™,dx',0;, 0k, Om)

i,jkm

e

i?jvkvm
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dir.
2.2.3. Tensor Tiirevi

Tammm 2.44 [6] A ve B herhangi tipte iki tensér ve C daraltma fonksiyonu
olsun. Asagidaki onermeleri saglayan &% = 2, :% (M) — T;(M) R- lineer

doniisiimiine, M manifoldu iizerinde tensor tiirevi denir.

(i) 2(A®B)=2A®B+A® 9B

(i) 2(CA) = C(ZA).

Ozel olarak, A € T5(M) ve f € F(M) igin,

D(fA) =D (fRA)=(Z2f)A+ fPA du.

Onerme 2.45 [6, Onerme 2.13] (Carpim Kurali) 2, M iizerinde bir tensor tiirevi
ve A€ TL(M) olsun. Bu durumda,
D(AB,...,0" X1,....X,)) = (2A)(0',...,0".X,,....X,)

+ Y A®e'.....,26,...,0".X,....X,)
i=1

S
+ A0',...,0".X1,...,9X;,...,X;)
=1

J

dir.

Ispat.  Kolaylik olmasi amaciyla r = s = 1 olmasi durumu incelenecektir.

Oncelikle, C herhangi iki daraltma fonksiyonunun bileskesi olmak iizere,

A(6,X) =C(A® 0 ®X) esitliginin dogru oldugu gosterilecektir.

A=Y A0, @dx € T| (M), 0=Y0(d)dx" € yx* (M), X=Y X(dx'")d, € x(M)
j k 1

ij
olmak {izere,



A(6,X) =Y A'6,X/ dir.
iJ
Diger taraftan,

ARORX = Z A;Glea,- ® ) @ dx! @ dx*
i,jk,l

ve C= CoC% icin,
CA®02X)=C(C}(ARO®X))
dir. A®Q 6 ® X = B olsun.

CiB=Y Bio®dx’ €T|(M) dir
Jlm

C(B)=C() Bno@dx) = Y BpC(d®dx)

jm
Jilm jilm

= Z B;f’,idxj(&)

Jlm

= LB
m,p
= ZB(dxm,dxp,8p,8m)
m7p
= Y (A®O0®X)(dx",dx",0p,0)

— Y A(dx",3,)0(m)X (dx")
m,p

= Y A76,x".

m,p

Buradan, C(A® 6 @ X) = A(6,X) dir. Boylece,
2(A(0,X)) = P(CA®0%X))
= C(2(A®0%X))
= C(ZA00X+AR70R0X+AR0® ZX)
= C(ZA002X)+CAR20RX)+C(A® 6 ® ZX)
= (2A)(0,X)+A(26,X)+A(0,2X)

elde edilir.

21
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2.3. Diferensiyel Operatorler

M manifoldu iizerinde indeksi sabit, (0,2) tipinde, simetrik, nondegenere g tensor
alanina M manifoldu iizerinde bir metrik tensoril denir. g metrik tensorii ile birlikte
M manifolduna Semi-Riemann manifoldu denir. M Riemann manifoldu oldugunda
g metrik tensor alaninin indeksi sifirdir. Yani, g, M manifoldunun her p noktasina

T,(M) tizerinde bir i¢ carpimu kargilik getiren bir fonksiyondur.

Bu kisimda bazi tanim ve Onermeler M nin Semi- Riemann manifoldu oldugu
durum i¢in verilecektir. Ozel olarak, bu tanim ve 6nermeler M, Riemann

manifoldu oldugunda da gecerlidir.
Tanim 2.46 [7] M, n- boyutlu Riemann manifoldu tizerinde asagidaki 6nermeleri
saglayan bir

D:y(M)xxM) — x(M)

(V,W) — DyW

dontisiimiine, M manifoldu iizerinde bir konneksiyon ya da kovaryant tiirev

operatoril denir.

(D1) DyW, V vektor alanina gore §(M)— lineer
(D2) DyW, W vektor alanina gore R— lineer

(D3) Dy(fW) = (V)W +fDyW,  feFM).

DyW vektor alanina W vektor alaninin V' vektor alanina gore kovaryant tiirevi

denir.

Onerme 2.47 [6, Onerme 3.10] M bir Semi-Riemann manifoldu olsun.
Her V € x(M) i¢in, M iizerinde

VEX) = (V,X), VXexM)



esitligi ile bir V*  1— formu tamimlansin. Bu durumda,
Q:xM)—=x (M), o(V)=V"
doniigiimii §(M)— lineer izomorfizmdir.
Ispat. Her V), Vo, V, X € x(M), her f € F(M) igin,
(Vi +V2))(X) = Vi+V2)"(X) = (Vi+ V2, X) = (V1,X)+ (W, X)
= VI(X)+ V) (X)
= o(M)(X)+o(V2)(X)

= (V1) +o(V2))(X)

ve

(p(fV)(X)=(fV")(X) = (fV.X) = f(V.X) = [fV'(X)
= fo(V
= (fo(V)(X)

v
<
>

oldugundan ¢ lineerdir.
Her V,W € x(M) i¢in, ¢@(V) = @ (W) olsun. Her X € x(M) i¢in,
(e(V)(X) = (e(W))(X) = V*(X)=W'(X)
= (V.X)=(W,X)
= (V-W,X)=0
(,) nondegenere oldugundan, V=W dir.
Simdi, ¢ doniisiimiiniin 6rten oldugu gosterilecektir.

0= ZG(&i)dxi I-formuve V= Zgij 0;0; vektor alani igin,
i iJ

(V.0) = () 8" 6:0;,0) = Y " 6i(9;,0) 6 = 6(0k)
i,j i,j

23
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dir. Ayrica,
(@(V))(0k) =V*(dk) = (V,d) oldugundan ¢ ortendir.
Boylece, ¢ doniisiimii bir lineer izomorfizmdir. O

Bu teoremin bir sonucu olarak, her vektor alanina bir 1— form, her 1— forma bir

vektor alani kargilik gelir.

Teorem 2.48 [8, Teorem 7.3.3] M, n- boyutlu Riemann manifoldu olsun. M

iizerinde asagidaki onermeler saglanacak sekilde bir tek D konneksiyonu vardir.

(D4) [V,W] = DyW —DyV.

(D5) X(V,W) = (DxV,W)+ (V,DxW).

Bu konneksiyona M manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu denir.
Levi-Civita konneksiyonu Koszul esitligi ad1 verilen agagidaki esitligi saglar.

2DyW,X) = V(W,X) + W(X,V) — X(V,W) — (V,[W,X]) + (W,[X,V]) +
(X, [v,w])

ispat.

F(V,W.X) = VIW,X) + W(X,V) — X(V,W) — (V,[W,X]) + (W,[X,V]) +
(X, [V;w])

esitligi ile F : y(M)? — F(M) doniisiimii verilsin. V ve W vektor alanlari sabit

olmak iizere,

A xM) — F(M)

1
X = JF(V,WX)

donitistimii her f,g € §(M), X,Y € x(M) igin,
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A(fX +gY)=3F(V,W,fX +gY)
F(V,W,fX +gY)

VW, fX+gY)+W(fX+gY,V)—(fX+gY)(V,W)—

e STl SR

VW, fX +gY]) + (W, [fX 4 gV, V]) + (fX +gY,[V,W])]

(VIW,X)+W(X,V)—-X(V,W)—(V,[W,X]) +

N =

W, X, V]) +(X,[V,W])) +g(V(W,X)+W(X,V) -

_|_

- XW,W) =V, [W.X]) + (W, [X, V]) + (X, [V, W]))]
= SUFF(V,W.X) 4 gF(V,W,X)]
= [AXX)+gA(Y)
esitligini saglar. Boylece, A doniisiimii M manifoldu iizerinde 1- formdur. Onerme
(2.47) ye gore bu 1- form igin,
(DyW,X) = %F(V, W, X)
olacak sekilde bir ve yalniz bir Dy W vektor alan1 vardir.

Simdi, bu esitlikle belirli olan D fonksiyonu icin, (D1),(D2),(D3),(D4),(D5)

onermelerinin saglandig1 gosterilecektir.
(D1) ve (D2) 6nermelerinin saglandig1 kolayca goriilebilir.
(D3) oOnermesi icin, gerekli sadelestirmeler yapildiginda,
2(Dy(fW),X) = F(V,fW,X)
= V{W.X)+ fW(X,V)—-X(V,fW)—
— (VIW.X])+ UW,[X,V]) + (X, [V, fW])
= VW, X))+ WX, V)=X({(V,W))—
— (V,=Xf.W+ fIW,X]) + f(W,[X,V]) + (X, VW + f]V,W])
= 2Vf(W,X)+ fF(V,W,X)

= 2Vf.W + fDyW,X)
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elde edilir. Buradan,

Dy fW =V f W+ fDyW

dir. Ayrica,

2(DyW —DyV,X) = 2(DyW,X)+2(DyV,X)

= F(V,W.X)+F(W,V,X)
= 2([V,W],X)

olur. Buradan, (D4) énermesinin saglandig1 aciktir.

(D5) 6nermesi i¢in, yine F fonksiyonun tanimi kullanilarak,

X(V,W) = (DxV,W)+(V,DxW)

esitligi elde edilir. Buraya kadar, (D1)-(D5) 6nermelerini dogrulayan en az bir D
konneksiyonunun bulundugu gosterildi. Bu D konneksiyonunun Koszul esitligini

dogruladig aciktir.

Simdi, M manifoldu iizerinde (D4) ve (D5) Onermelerini saglayan bir bagka

konneksiyon D olsun. D konneksiyonu i¢in de
VIW,X)+W(X,V)=XV,W) = (V,[W,X]) + (W, [X,V]) + (X, [V,W])

= <5VW7X> + <W75VX> + <5WX>V> + <X75WV> - <EXV>W> - <V75XW> -
- (V,5WX —wa> + <W,Exv —5VX> + <X,va —EWV>

= 2(DyW,X)
elde edilir. Buna gore, her X € (M) i¢in,
<5VW,X> = <Dvw,X> = va = DyW

olur. Buradan, M manifoldu iizerinde (D4) ve (D5) onermelerini saglayan bir tek

D konneksiyonu vardir.
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Her V.W € x(M), f€FM)i¢in, Dyf =V f ve DyW Levi-Civita kovaryant

tiirevi anlaminda olan bir tek Dy tensor tiirevi vardir.

Tamim 2.49 [6] A € T, (M) olsun.
HerV, X; € x(M), 6/ cy*M),(1<i<rn1<j<s) igin,
(DA)(B',...,0",X1,...,X,,V) = (DyA)(0',...,0" . X1,...,X;)

esitligi ile tammli (r,s + 1)- tipinde DA tensor alanina, M manifoldu iizerinde A

tensOr alaninin kovaryant diferensiyeli denir.

Ozel olarak, r = s = 0 icin,
(Df)(V)=Dyf=Vf=df(V), VVexM)

dir. Burada, df € x*(M) dir.

Lemma 2.50 [6, Lemma 3.35] M bir Semi-Riemann manifoldu ve D, M iizerinde

bir Levi-Civita konneksiyonu olsun.
RxyZ = Dix y)Z — [Dx,Dy|Z
esitligi ile verilen
R:x (M)’ — x(M)

doniisiimii M manifoldu iizerinde (1,3)- tipinde bir tensér alamidir. Bu tensior

alanina M manifoldunun Riemann egrilik tensorii denir.

(M,g) Semi-Riemann manifoldu ve v,w, T,(M) uzaymnda lineer bagimsiz
vektorler olsun. Bu vektorlerin gerdigi diizlem 7 olmak tizere, © T,(M) uzayinin
2— boyutlu alt uzayidir. 7 alt uzayma M manifoldunun p noktasindaki teget

diizlemi denir.
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Tanimm 2.51 [6] m, M manifoldunun p noktasindaki nondegenere teget diizlemi
olsun.
(Rowv, W)

k(z) = ) (w,w) — (v, w)?2

sayisina M manifoldunun p noktasindaki kesitsel egriligi denir.

Tamm 2.52 [6] AT, (M) ve 1<a<r, 1<b<stamsayilarolsun. X},

Xp, vektor alanina kargilik gelen 1- form olmak iizere,
(\I/ZA)(917 ce er_laxla' .. ;XS+1) :A(elﬂ' . 7le7 .. '76r_1aX1a s 7Xb—1aXb+17' e aXSJrl)

esitligi ile taniml

15 T5(M) = T (M)
doniisiimii ve 64 1- formuna karsilik gelen V' vektor alani igin,
(TZA)(917'"79r+17X17"'7XY*1) :A(le"'76071,6“4‘17"'79r+laxla"'7V7"-7XS'71)

esitligi ile tanimh

Th To(M) — T (M)
doniistimii verilsin.

Verilen bir A tensor alaninindan yukaridaki islemler ile elde edilen biitiin tensor

alanlarina A tensor alanina metrik¢e denk tensor alanlari denir.
Ornek 2.53 A € T3(M) olsun. B=|} A olmak iizere B € T}(M) dir.
Her 6 € x*(M), X.,Y,Z € x(M) igin,

B(0,X,Y,Z) = (11 A)(0,X,Y,Z) =A(Y",0,X,2Z)

dir. Burada, Y*, Y vektor alanina kargilik gelen 1- formdur.
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B tensor alaninin {d),...,d,} koordinat sistemine gore bilesenleri,
b =B(dx',0;,0,9) = (13A)(dY,9;,0, )
= A(ngmdxm,dxi,8j,81)
m
= ngmA(dxm,dxi,aj,Bl)

m
= Z gkmA;'r;l
m

dir. Burada, o; vektor alam Zgi ja’xj 1- formuna metriksel olarak denktir.

J
Kisaca, d;* :Zg,-jdxf dir.
J

B € TY(M) tensor alanmm |} isleminin tersi olan 1) islemindeki

goriintiisiiniin bilegenleri ise,

(13B)g = (13 B)(dx',dx’ 0, 0))
= B(dxjaak72gipap7al)
p
= Y ¢"”B(dx/,0k,0p,0))
p

_ ip pJ
= Zg lkapl
P

dir. Burada, dx’ 1- formu Zgi-’ dj vektor alanina metriksel denktir.
J

Ornek 2.54 A: y(M) — x(M)  F(M)— lineer doniisiimii verilsin.
A(6,X) = 6(A(X))

esitligiyle tamml A : x*(M) x x(M) — (M) (1,1)- tipindeki tensor alanina

gore A, §(M)- lineer dontisiimii de (1, 1)- tipinde tensor alanidir. Buna gore,
(L A)(V,X) =A(V",X) = V*(A(X)) = (V,A(X))

dir.
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Ornek 2.55 R: y(M)> — x(M) Riemann egrilik tensorii verilsin. Bu durumda,
R(6,X,Y,Z) = 0(R(X,Y,Z)) esitligiile R:x*(M)xx(M)®* —FM), F(M)-
lineer doniigiimiin tanimlandigi ve R nin (1,3)- tipinde tensor alami olarak

aliabilecegi biliniyor.

Buna gore, || R € T}(M) dir. Bu tens6r alammn koordinat sistemine gore

bilesenleri,

(L1 R)(9:,0,0k,9) = R(Y. gimdx™,3;,0k, )
= Zgimﬁj';c[

dir. Ayrica,

;gimﬁ(dxm,aj,ak,al) = ;gimdxm(R(%akﬁz))
- Zg,.m<zgpma,,,1e(aj,ak,8z)>
_ Zg,mg NI X))
— 5,-,,<ap,R(aj,ak,8z)>

= Riju
dir. Buradan,

Rij = (41 R)(9:,0;,0,9) = (9:,R(3},0k, )
= Y gmRjy
m
dir.
Buna gore, (1,3)- tipindeki Riemann egrilik tensorii ile (0,4)- tipindeki || R tensor
alant metrik olarak denktir.

Tanmm 2.56 [6] A= ZA’/‘1 ‘J’ 0, ®...00;, ®dx' ®@...®dx/» olmak tizere M

manifoldu tizerinde (r,s)- tipinde bir A tensor alani verilsin.
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1<a<b<s, reZ* icin, Cyp=C) T,]) olmak iizere,

l] lr l| l,
(CapA) Jrejs—2 ZgP‘IA B

esitligiyle tammli  Cgp : TE{(M) — TL_,(M) F(M)- lineer doniisiimiine metrik
daraltma doniisimii, Cg,A € T_,(M)  tensor alanmna da A tensor alaninin

metrik daraltmasi denir.
Benzerolarak, 1<a<b<r ve secZ" igin,
b (M) — ‘I;‘z(M)
doniisimii
(CabA 1111 tJr 2 ngq 1}11 ...;Jz';..q..‘i,,z

esitligiyle tanimlidur.

Ornek 2.57 A € ‘Z% (M) olsun. A tensor alaninin Cy, metrik daraltmast igin,

CipA € TH(M) dir. C1pA  tensor alanmin koordinat sistemine gore bilegenleri,

(Cc 12A) =Y, 8"A! vg; dir. Daha agik olarak,

(C2A); = (C1 (13 A)); = (CI (1 A))(dx',9;) = C(1,A(-dx',-,0;))
= Y (13 A)(dx?,dx',d,,0))

p

= ZA(dxia(?PngpqalIvaj))
p

q

- ngqA(dxi,8p,8q,8j)
- ngququ
p‘r

Ornek 2.58 M,  koordinat gati alam {Ej,...,E,} olan n-  boyutlu

Semi-Riemann manifoldu olsun. A € (M) olmak iizere,

(CapA) (X1, Xs—2) = Y &nAX1, .. By Ey . X 2)

m

dir. Burada, &, = (E,,E,) dir
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Lemma 2.59 [6, Lemma 3.45] Dy kovaryant tiirev ve D  kovaryant

diferensiyeli hem 13, |7 islemleri hem de daraltma déniisiimleri ile degismelidir.

Tanm 2.60 [6] f€§(M) igin, df € x*(M) 1- formuna metrik¢ce denk olan

d
vektor alan1 gradf olmak iizere gradf = Zg’f ala esitligiyle tanimli vektor
i.j

alanina f fonksiyonunun gradiyenti denir. f fonksiyonunun gradiyenti Vf ile

de gosterilir.

Her X € (M) igin,
df(X) = (gradf,X)

ve
af . 9
df = Za—fidx’ oldugundan, gradf = Zg” a—fia,- dir.
i OX i 9
Ayrica, X = ZX ko) icin,
3

(gradf.X) = (L5, xa)

7}

= Z a i kgl]g]k

i,j,k

= Zax‘
= Xf

dir.
Ornek 2.61 f € (M) olsun.

(t1df)(dd) = df(}.¢"a)
= Y. (df)(9)

_ wxof
-y
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ve

(graapa) = (Le 559

- zgl‘f'jﬁ(aj)(dx'w

i?j

ijYJ af
= Zg oxt Jk
af
ik
Zg axl
oldugundan ﬂ df = gradf dir.

Tamim 2.62 [6] Bir M manifoldu iizerinde (0,2)- tipinde simetrik A tensor
alani verilsin. A  tensor alaninin kovaryant diferensiyeli DA olmak {izere,

Ci13(DA) 1- formuna, A tensoriiniin divergensi denir ve div A ile gosterilir.

Yukaridaki tanima gore, A € TI(M), DA € TY(M) ve Ci3(DA) € x*(M) dir.

Buna gore, Cj3(DA) 1- formunun koordinat sistemine gore bilesenleri,

(div A); = (Ci3(DA)); = (C{ 13)(DA)(d;) = Ci(15 (DA))(3)
= C(13 (DA)(,-,9))
= ) (13 (DA)(dx",9,,9)

p

= Y.(DA)(9,,9:, Y £"9,)

= ngq(DA) (ap» %, aq)

P4
= Y &"(D3,)(0), )

_ PaA .
= Zg Apig
Pa

dir.



34

Ozel olarak, V € x(M) igin divV =C(DV) dir. Buna gére, V = ZV" d igin,
k

divV =C(DV)=C}(DV) = C((DV)(-,-))
= )Y (DV)(dx",0,)

p

= Y (D;,V)(dx")

= idx” (D5, V)

= Z ngqz?q,Da V)

= Z ngaq,nf)p L)

= Z Zg qaq,z 9p (V)0 +V Dy, 94])
= ng’qg 19 v" )+ Y g7g Vi,

p:qk.s

= Za (VP) +ZV’T§,{

= ;(ﬁ +;V"F§k)

dir.

Tamm 2.63 [7] f <€ §(M) icgin, Hess f(v) = Dygradf, v e T,(M) esitligi
ile tanimli  Hess f : T,(M) — T,(M) lineer doniisiimiine, f fonksiyonunun

Hessiyani denir ve Hess f ile gosterilir.

Her X,Y € x(M) icin, (Hess f(Y),X)=(Y,Hess f(X)) dir. Buna gore, Hess f
self- adjoint doniisiimiiniin tanimladig:1 bilineer doniistim,

Hess f(X,Y)=(Dxgradf,Y) esitligiile tammh Hess f: x(M)x x(M)— F(M)
doniisiimiidiir. Kisaca, (Dxgradf,Y)=D(df)(X,Y)=D*f(X,Y) oldugundan

f fonksiyonunun ikinci kovaryant diferensiyeli, f fonksiyonunun Hessiyanidir.
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Lemma 2.64 [6,Lemma3.49] fe€ (M) icin, Hess f, (0,2) tipinde, simetrik

tensor alamdir. Ayrica, f fonksiyonunun gradiyenti gradf olmak iizere,
H/(X,Y)=XYf— (DxY)f = (Dx(gradf),Y)
dir.
ispat.
Hess f(X,Y) = (D(Df))(X,Y) = (DyDf)(X)
= Dy((Df)(X))—Df(DyX)
= Dy(Xf)—(DyX)f
= Y(X[f)— (DyX)f
dir. Diger yandan,
X(gradf,Y) = (Dxgradf,Y)+ (gradf,DxY)
ve
X(gradf,Y)=X(Yf)
oldugundan,
(Dxgradf,Y) = X(Yf)—(DxY)f
= Hess f(Y,X)

dir. Buradan,

Hess f(X,Y) = (Dygradf,X)
dir. Ayrica, XY —YX = [X,Y] = DxY — DyX oldugundan,
Hess f(X,Y)=Hess f(Y,X)

dir. O

Tamim 2.65 [6] f € §(M) olmak iizere, div(gradf) fonksiyonuna f

fonksiyonunun Laplaciyani denir ve A f ile gosterilir.
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Af =div(gradf) = C(D(gradf)) = CD(1}df)
(C1)(D(df))
= (C1y)(Hess f)
= Cio(Hess f)

dir. Ayrica,
Ciz(Hess f) = Cia(Hess f(X,Y)) = Ci2(Dx(gradf),Y)
oldugundan,

ijpyij i, 0°f af
Af:ZgJHJ:ZgJ{axiaxf Z i(jak
ij i,j

92
dirr. R" wuzaymn dogal koordinat sistemine gore, Af = 2(8{;2 oldugu
- X
1

aciktir.

Tamm 2.66 [1,9] M, ortonormal cati alam {Ej,...,E,} olan n- boyutlu

manifold ve A: x(M)— x(M) lineer doniisiim olsun. Her V € (M) igin,

(AA)(V) = iz(D?A(V,-,-)) = iDZA(V,Ei,Ei)
i=1

esitligi ile tammhi AA : x(M) — x(M) doniisiimiine A lineer doniisiimiiniin

Laplaciyani denir.

Tammm 2.67 [6] M manifoldunun Riemann egrilik tensorii R olmak {izere,
C31R tensor alanina M manifoldunun Ricci egrilik tensorii denir. Ricci egrilik

tensorii Ric ile gosterilir. Ric € TY(M) dir.
Ricci egrilik tensoriiniin koordinat cat1 alanina gore bilegsenleri R;; olmak iizere,
Rij = Ric(d;,0) = (C3R)(9:,9;) = C{R(-,0;,9;,-)}
= ZR dx",0;,0;,0m)

= Zszm
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Lemma 2.68 [6, Lemma 3.52] Ric € TY(M) tensor alani simetriktir.
&n = (Em,Em) olmak iizere, Ric(X,Y)=Y €u(Rxg,,En) dir.
Ispat. Her X,Y € x(M) igcin, :
Ric(X,Y) = (CIR)(X,Y) = C{R(-,X,Y,")}
= ZR E' X,Y,E,)
= ZE* (X,Y,Ep))

m

= Zem (En,R(X,Y,E,))

= Zem En,Ryg, X)
dir. Ayrica,
Ric(X,Y) = Zem E.,Ryg, X)
= Zem Rxg, Y, Ep,)
= Rlc(Y,X )
oldugundan Ricci egrilik tensorii simetriktir. O

Tamim 2.69 [6] M manifoldunun Ricci egrilik tensoriiniin - C(Ric) metrik

daraltmasina M manifoldunun skalar egriligi denir ve S ile gosterilir.

S = Cpa(Ric) = (C] 1Y) (Ric) = CL (1A Ric) = C{(1} Ric)(-,-)}
= Y (13 Ric)(dx",0))
p

= ZRic(&,,,ngq&q)
2 q

= Zg”qRic(ap,aq)

P
= Zg P Rpq

_ pa
= Zkg quk
P,

dir. Ayrica, p = q oldugunda, S = ZRic(Bp, dp) dir.
p
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Lemma 2.70 [10,Lemma 1.1] M, R" de bir hiperyiizey, p € M olmak iizere, V,
p noktasimin actk komsulugu ve f:V — R diferensiyellenebilir fonksiyon olmak

iizere, p €V icin asagidaki egitlikler saglanr.

™=

W) Af(p) = st 4+ 55 = X (Hess(f) () )

1

Burada, {ey,...,ey},R" uzayiun ortonormal tabani ve Hess(f), f nin n X n

tipinde Hessiyan matrisidir.

(i) (Hess(f)V,VS)=3(VIVFIZVS)

(iii) a, V de herhangi bir egri olmak iizere,

dvf(a(r))

B2 = Hess(an @ (1)

Ispat. (i) de verilen esitligin ispatinda, gradf vektor alani ile df 1- formu

metrik¢e denk oldugu ve f fonksiyonunun Laplaciyaninin tanimi kullanilarak,

Af(p) = (div(gradf))(p) = (C(D(gradf)))(p)
= (C(D(d))))(p)
= (C(Hess f))(p)
= iz(Hess f)(p)

(Hess (f)pei,ei)

[
™= &

1

elde edilir.

Vf, f fonksiyonunun gradiyenti olmak iizere,

(Hess(f)VF.Vf) = (DesVF.VF) = 3DefVF.V)

1

= —Dy/|VSfI?
5 DvslIVA

1
= S(VIVAR V)

dir.
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(iii) i¢in, Vf gradiyent vektor alaninin tiirevinin tanimi kullanilarak,

dvf(a(r))

i = (Vfe @) (1) = Doy V.f = Hess(f) gy’ (1)

elde edilir. O

Teorem 2.71 [10, Teorem 2.1] f, R" uzaymmn bir V agik alt kiimesinden R ye
diferensiyellenebilir fonksiyon olmak iizere, p € M igin, ||V f(p)|| # 0 olsun.

M={peV| f(p) =0} olmak iizere, M hiperyiizeyinin minimal olmast i¢in gerek

ve yeter kosul
IVFIPAf = YX(VIVFI?, V) esitliginin saglanmasidur.
Ispat. u:M — S"!, M hiperyiizeyinin Gauss doniisiimii olsun.

(dw), : T,(M) — T,(M) lineer doniisimdiir. Her v € T,(M) igin, o, M icinde

o(0) = p, o(0) =v olacak sekilde bir egri olsun.

) = (O
_ V) Yie)
dt =0,V
-1
= (A vr )+ vy DA
~1
= WO 9 )+ 19y LA
= IV Hess(p)
dir. R” uzaymm bir ortonormal tabam, {vi,...,v,—1} kiimesi 7,(M)

uzayinin tabani, v, vektorii 7,(M )* uzayinin bir tabani olacak sekilde secilebilir.
vf

Vp ==
tvrl

olsun.
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Buna gore, M hiperyiizeyinin ortonormal egriligi H = —

olmak iizere,

7
L

1
H = _n—ll (dpp(vi),vi)
Q-

= YIS Hess(pviv)

I
_ -

;
I

— —7HVf )|~ llzn: Hess( pv,-,vi>—<Hess(f)pvn,vn)]

i=1
R
PIVA VA

= VAR AT () + V) Hess(), V(). VA (p))
= VAR A FR) VARV AR (). V()

= LI A5 - (Hess()

dir. Bu esitlikten yararlanilarak, M hiperylizeyinin minimal olmas1 i¢in gerek ve
yeter kosul her p € M icin, [[V£(p)|?Af(p) = 3(VIIVSI*(p),V/(p)) esitliginin

saglanmasidir. O

Ornek 2.72 (Clifford Minimal Koni) kvel, k+[=n—?2 olacak sekilde pozitif

tam sayilar olmak iizere, f : R"\{0} — R fonksiyonu

fp)=F(p1,.pn) =k(pi+...4+P71) = (Pl +-- -+ P7)

esitligi ile verilsin. f~'{0} kiimesi M, ile gosterilsin. Mj; hiperyiizeyi yukaridaki
teoreme gore (n — 1)- boyutlu bir minimal hiperyiizeydir. ~Gerg¢ekten, bunu

VI VIVADIE 2(VIVAPRP), V(p)
ve Af(p) terimleri hesaplandiginda,

gostermek igin sirasi ile V f(p),

Vf(p) = (2kp1,...,2kpi+1,—2lpi12,...,—2lp,)

= z(kpb' .. 7kpl+1 ) _lpl+27 ERE _lpn)



41

IV£ () = (V£(p). VS (P))

= 2(kp1,... kpir1, —Ipiya, -, —1Ipn), 2(kp1, - kpict, —Iprya, .-, —1pa))
= 4K*(pi+...+piy) 4P (Pl + ..+ p2)
VIIVF(p)I* =8(K*p1,....k*pis1,12pisas - -, 12 py)
2 VIV, VI(p))
= 3(8(K*p1,. . k2Pt Ppigas - 2pn), 2(kpy, - . kpiet, —1pisa, .. —1py))
=8k} (pi+...+pf,) — 8P (pl,+...+pP)
Af(p) = h+ 4 Sh =2kl +1) = 2U(k+1)
=2(k—1)
esitlikleri elde edilir
Ayrica, p € My igin,
k(pt+...4+pty) —1(p},+...+ p2) = 0 oldugundan
IVA(P)IPAf(p) = 2(k=D)AK(Pi+...+pl) +4P(Pla+ -+ 17))
= 2k—D)(4K*(pT+...+ ply) +AK(pI+ ...+ pty))
= 8K (pi+...+phy) —SKX(pT+...+ply)
= 8K(pt+...+ply) — 8P (plo+...+p2)

_ %w,,w(p),w@»

dir.






43

3. KURE ICINDEKI CLIFFORD HIPERYUZEYLERI

L.J. Alias, A. Brasil ve O. Perdomo, 2008 yilinda kiire icindeki ortalama egriligi
sabit hiperyiizeylerin karakterizasyonu ile ilgili yaptiklar1 ¢alismada [11] kiire
icindeki Clifford hiperyiizeylerine ornekler vermislerdir. Bu boliimde, konuyla

ilgili yapilan calisma ve ornekler incelenecektir.
3.1. Giris

M, S" Kiiresi icinde ¢ : M — §"™! ¢ R"™? immersiyonu ile verilen n-
boyutlu, tam (complete) ve yonlendirilebilir manifold olsun. Burada, ¢ (M) C R"*!
hiperyiizeyi ile M manifoldu, p € M olmak iizere 7,(M) tanjant uzayi ile

¢+p(T,(M)) uzay1 6zdes olarak diisiiniilecektir.

M  hiperyiizeyi boyunca birim normal vektor alam u : M — ST C R*?
doniigiimiiyle verilsin. Burada, her p € M i¢in u(p) vektorii hem P yer vektoriine

hem de 7,(M) uzaymna dik bir vektordiir.
M icindeki a(0) = p ve a’(0) = v olacak bi¢imdeki bir & egrisi i¢in
B(t) = (o a)(r) olsun. Buna gore, M hiperyiizeyinin sekil operatorii

Ap: T,(M) — T,(M) olmak iizere,

Ap(v)=-Dypu=—(noa)'(0) = —p'(0)
= Bull)
= (o) ()
d
= (o ()
= (@(0)
= —Wip(v)

= —dup(v)
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dir. A, :T,(M) — T,(M) lineer doniisimii simetrik oldugundan, n- tane
Ki(p),...,K,(p) karakteristik degeri vardir. Bu karakteristik degerlerin her biri
M hiperyiizeyinin p noktasindaki asal egrilikleridir. M hiperylizeyinin p

noktasindaki asal egriliklerinin ortalamasi olan

ki(p)+...+Ka(p)

H(p) =

sayisina M hiperyiizeyinin p noktasindaki ortalama egriligi denir. Ayrica, A sekil

operatoriiniin normunun karesi

Al = iz (A7) = ki (p) +... + K3 (p)
esitligi ile belirlidir.
3.2. Ornekler

Asagidaki orneklerde S"*! kiiresi iginde hem H ortalama egriligi hem de ||A||?

operatoriiniin sabit oldugu hiperyiizeyler verilecektir.

Ornek 3.1 [11] v € R™?2 birim sabit vektor ve |¢| < 1 olmak iizere ¢ bir reel

say1 olsun.
S"(ve) ={p eS| (pv)=c}

kiimesi verilsin.  §"(v,c) kiimesi S"*! Kkiiresi icinde bir hiperyiizeydir. Ozel

olarak, ¢ = 0 igin $"(v,0) kiimeleri S"*! kiiresinin ekvatorlaridir.
S"(v,c) hiperyiizeyi boyunca birim normal vektor alant
w:S'(ve) — SR
p — ulp)
olsun.

u(p), S"(v,c) kiiresinin teget uzayma dik ve $"*! kiiresinin teget uzay1 icinde

bulunan birim vektordiir.
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§"+1, §"(v,c) kiiresini kapsayan bir kiire oldugundan T, (S") C T,(S"*!) dir. oP
vektorii T,(S"™!) uzaymna dik oldugundan 7,(S") uzayma da dik olur. Kisaca,
0P ¢ T,(S"(v,c))t dir. T,(R"2) uzaymm boyutu (n+2), T,(S"(v,c)) uzaymin
boyutu n- oldugundan 7,(S"(v,c))* uzayinin boyutu 2 dir. Buna gore,

OB € T)(S' ()" . v e Ty(S'1me)) s A(p) € Ty(S"(c))*  oldugundan
{()?,v,u(p)} C T,(S"(v,c))* dir.  Ayrica, boy T,(S"(v,c))* = 2 oldugundan
{5?, v,u(p)} kiimesi lineer bagimlidir. Bu durumda,

u(p) =Mv+ip (3.2.1D)
olacak bicimde Ay,A, reel sayilar1 vardir.

lu(p)||=1 ve (ﬁ, w(p)) =0 oldugundan A;,A; sayilari tek olarak belirlidir.

lu(p)l=1 = VAv+hp,Av+ip) =1
= A242Mhc+A3 =1 (3.2.2)

dir. Ayrica,

(OP,u(p)) =0 = (p,Av+74ap) =0
= Ai(p,v)+A(p,p)=0

= Aic+A =0 (3.2.3)

dir. (3.2.2) ve (3.2.3) esitliklerinden,

A= ! ve Ay = — ¢
: V1—¢? 2 V1—c?

dir. Bu sayilar (3.2.1) esitliginde yerine yazilirsa,

1
u(p) Zm(v—cp)

olarak elde edilir.
S"(v,c) hiperyiizeyinin p noktasindaki sekil operatorii A, olmak iizere,

Ap: T,(8"(v,c)) — T,(S" (v,c))
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doniisimii A,(w) = —D,,u esitligi ile tanimlidir. Buna gore,

Dyu = Z w(L;) e (p)

Y )2 ()
= - W;)——
i=1 V1—c2 Y oxi b
c 4 d
= T/ iﬁ(l’)
V1—c® i3 X
c
= — w
V1—c?
oldugundan,
c
A, = 1
P 1=¢2

dir. Her p € 8"(v,¢) i¢in §"(v,c) hiperytizeyinin asal egrilikleri k;(p), ..., K,(p)

olmak {izere,

Ki(p)=...=x,(p) = Nips

dir. Buna gére, S"(v,c) hiperyiizeyi totally umbiliktir.

S"(v,¢) hiperyiizeyinin p noktasindaki ortalama egriligi H olmak iizere,

c
H =
V1—=c2
dir. Ayrica,
2 c?
All? =
AR = n

olarak elde edilir. Buradan, S$"(v,c) hiperyiizeyinin hem H ortalama egriligi hem

de ||A||?> sekil operatdriiniin normunun karesi sabittir.
Ornek 3.2 [11] ke {1,2,...,n—1} birtamsayiver, 0<r< 1olacak bigimde
bir reel say1 olsun. / = n — k olmak {iizere,

M) = {ey) eRH xR WP =2 [y =1-7)

= Sk(r) X S”*k(\/ 1—-r2) C gl
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kiimesi verilsin. Her (x,y) € Mi(r) i¢in Mi(r) hiperyiizeyinin (x,y) noktasindaki
teget uzayi

TiyMi(r) ={(v,w) € RFFEX R (x,v) =0, (y,w) =0}

dir.

p(x,y), M (r) hiperyiizeyinin birim normal vektorii olmak tizere T ) (sm+1)
teget uzayi i¢inde bulunan ve (x,y) vektorine dik olan birim uzunlukta bir
vektordiir. Kisaca,

w: M (r) — "1

doniisiimii My (r) hiperyiizeyinin Gauss doniisiimiidiir. Gerekli islemler yapilarak,

Vit
u(x,y) = <_ ’ x7my>

olarak elde edilir.

Ornegin, n =4 olmak iizere k € {1,2,3} icin elde edilen hiperyiizeyler sirasiyla,
Mi(r) =S"(r) x S*(v/1—r2)

Ms(r) = S*(r) x S2(v/1—1?2)

Ms(r) = S3(r) x S" (V1 —12)

dir. Simdi, M, (r) hiperyiizeyinin sekil operatorii, asal egrilikleri, ortalama egriligi

ve sekil operatoriiniin normunun karesi hesaplanacaktir.

Mi(r) = {(xy) eR* xR x> =7, |y]> =1~}

= S xS (WV1-r2)c s cRE

veE

TeyMi(r) ={(v,w) € R?xR*: (x,v) =0, (y,w) =0}

dir. Ayrica,
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TieyMi(r) = T(S'(r) @ T,(SSVI—1?)
oldugu da biliniyor.

M;i(r) hiperyiizeyinin birim dik vektorii w(x,y) olsun. u : Mi(r) — S°,
immersiyon boyunca bir vektor alanidir. Yani, M;(r) hiperyiizeyinin her (x,y)

noktasma Tj, ) (S°(1)) uzaymnm bir elemanim kargilik getirir.

S Kkiiresinin birim dik vektorii (x,y) olsun. (x,y) vektdrii (x1,%2,V1,v2,3,V4)
seklindedir. M;(r) C > ve Tixy)(Mi(r)) C Tixy) (8%) oldugundan (x,y) vektorii
aym zamanda M (r) hiperyiizeyinin de birim dik vektoriidiir. Burada, x ve y

sirasi ile S'(r) ve S® v/1 —r2 hiperyiizeylerinin birim dik vektorleridir. Kisaca,
(0,Y) € T ) (M1 ()" = T(S' ()" @ T, (SV1 - r2)*

dir. Ayrica,

1(x,y) € Tiyy) ($°) oldugundan,  (u(x,y), (x,y)) = 0 dur.
(x,3) € Tpry) (My(r))* (3.2.4)

1 (x,y) € Ty (M (1) (3.2.5)

Tixy) (87 (1)) = Tir ) (M1 (1) + Ty (M1 (1))

esitligi de gozoniine alinarak,
boy Tixy)(Mi(r))" =1 (3.2.6)
bulunur. (3.2.4), (3.2.5) ve (3.2.6) esitliklerinden,

p(x,y) = A(x,y) (3.2.7)

olacak sekilde bir A sabiti vardir. Daha agik olarak,

(1 (x), 2 (v)) = (M1x, A2y) (3.2.8)
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olur. Simdi, A; ve A, sabit sayilarini hesaplamak i¢in,

lnE)F=1 = V{(Aix,Ay),(Aix,Ary)) = 1
= AP+ A3 |y|> =1
= llzrz—l—l%(l—rz):l

ve

</.L(x,y),(x,y)>:0 = <(7le712y)7(x>y)>:0
= Allxl?+22ly)> =0

= /l]l’z—i-/lz(] —i‘Z) =0

esitlikleri kullanilarak,

vV1—r2 r
2’1:_ ) )'2:
r V1—72

olarak bulunur. A; ve A, nin bu degerleri (3.2.8) esitliginde yerine yazilarak,

V=
‘U,(X,y): - r X, my

elde edilir.
T(x’y)Ml (I”) - {(V,W) < R*xR*: <X,V> =0, <y,W> = 0}

kiimesinde w = 0 aliirsa boy T(, ,y(M;(r)) = 1 elde edilir. (v,0) € T(, (M, (r))

teget vektorii (v,0) = (v1,12,0,0,0,0) seklindedir. Bu vektor igin,

Ay(1,0) = —Dgou

I
|
gl
—~~
=
=]
~
E
QO
P
=
<
~

Il
|
™~

Il
—

Il
—

Il
[
1=
VRS
|
—
|
~
)
=
~
v
=
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dir. Benzer sekilde, v = 0 oldugunda da (0,w) € T(, ,y(M;(r)) igin,

,
Apy) (0,w) = —ﬁ(oaw)
elde edilir. Buna gére, M(r) hiperyiizeyinin (x,y) noktasindaki asal egrilikleri,
V1—r?
Ki(x,y) = —
,
,
Ky (X, = K X, = X, _—

olarak bulunur. Ayrica, M;(r) hiperyiizeyinin ortalama egriligi H olmak iizere

H_l( Vi 3 ) 42 —1

— + =
4 r Vi—r2) a2
ve
|]A||2—K2+K2+K2+K2—l+i—4
— M 2 3 4_r2 1— 2

olur. Buradan, M;(r) hiperyiizeyinin hem ortalama egriligi hem de sekil

operatoriiniin normunun karesi sabittir.

Tamm 3.3 ¢ : M — "' ¢ R""? doniisiimii tam (complete), n- boyutlu,

yonlendirilebilir M manifoldu i¢in bir immersiyon olsun.

ke{l,2,....n—1}, re(0,1), | =n—k iin,
Mi(r) = {(x,y) e R R [1x]> =2, Iyl = 1—r}

kiimesi verilsin. M nin izometrilerinin kiimesi I(R") igcinde M = @(M;(r))
esitligini saglayacak sekilde ¢  izometrisi varsa M hiperyiizeyine Clifford

hiperyliizeyi denir.

Ornek 3.4 k ve [, k+[=n olacak sekilde tam sayilar olmak iizere

" ([) s ([) = () e R R =K =Ly

kiimesi Clifford hiperyiizeyidir.
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3.3. Clifford Hiperyiizeyleri Icin Elde Edilen Karakterizasyonlar

Teorem 3.5 [11, Teorem 3] M, n- boyutlu yonlendirilebilir, tam (complete)
manifoldu ¢ : M — S C R"™2 immersiyonu ile verilsin ve M hiperyiizeyinin

ortalama egriligi sabit olsun.
vE R jcin, 1,(x) = (¢ (x),v) ve f(x)= (u(x),v) esitlikleri ile verilen

l,:M—R ve f,:M—R fonksiyonlarticin I, = A f, olacak bicimde bir A € R
sayist ve v # 0 vektorii varsa, ¢(M) kiimesi bir totally umbilik kiire veya Clifford
hiperyiizeyidir.

Bu teoreme benzer olarak, =M hiperyilizeyinin minimal oldugu durum igin

asagidaki teorem ispati ile verilecektir.

Teorem 3.6 [12, Teorem 1] M, S"t! n>2 kiiresi icinde daldirilmis (immersed),
kompakt ve baglantili bir minimal hiperyiizey olsun. M hiperyiizeyinin bir Clifford
hiperyiizeyi olmasi icin gerek ve yeter kosul N ve N sirasiyla M ve S"!
viizeylerinin birim normal vektor alanlart olmak iizere sifirdan farkli bir ¢ sabiti
icin {(a,N) =c(a,N) esitligi saglanacak sekilde R""? iizerinde sifirdan farkli

sabit bir a vektor alant olmasidur.

Teoremin ispatina gegcmeden Once ispatta kullanilacak bazi esitlikler ve lemma

verilecektir.

M, §"*! birim kiiresi icinde kompakt, daldirilmis (immersed), minimal hiperyiizey,
N ve N, smastyla, M hiperyiizeyinin ve S"*! kiiresinin birim normal vektor

alanilari, D ve D, M ve S"'!iizerindeki Riemann konneksiyonlar1 olsun.

R"*2  iizerinde verilen sabit bir a vektor alani igin, foh: M — R

diferensiyellenebilir fonksiyonlar1

f=(a,N), h=(a,N)
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esitlikleriyle tanimlansin. a vektor alani, Z € x (M) igin,

a=Z+ fN+hN (3.3.9)
esitligi ile verilebilir.
Buna gore, X € x(M) igin,

Dxa = Dx(Z+ fN+hN)
= DxZ+Dx(fN)+Dx(hN)
= DxZ+(AX,Z)N+ (Xf)N+ fDxN + (Xh)N +hDxN
= DxZ+(AX,Z)N+ (Xf)N — fA(X)+ (Xh)N +hX

= DxZ— fA(X)+hX + (AX,Z)N+ (X f)N + (Xh)N

oldugundan

DxZ = fA(X)—hX
dir. Ayrica,

Xf = X(a,N)
= (Dxa,N)+ {(a,DxN)
= (Z+fN+hN,—A(X))
= —(Z.AX))

- —{A(Z),X) (3.3.10)
ve
Xh = X{(a,N)
= <5Xa,ﬁ>+<ﬂ,ﬁxﬁ>

= (Z+fN+hN,X)

= (Z,X) (3.3.11)
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olur. Buradan, f ve h fonksiyonlarinin gradiyent vektor alanlari sirasiyla, V f

ve Vholmak iizere (3.3.10) ve (3.3.11) esitliklerinden,
Xf=(VfX)

ve

Xh=(Vh,X)

oldugundan

Vf=—A2) ve Vh

I
N

dir.

Simdi yukaridaki esitlikler kullanilarak, f ve & fonksiyonlarinin Af ve Ah

Laplaciyanlarin1 hesaplanacaktir.

{E\,E,,...,E,} kimesi M manifoldunun adapted (uyarlanmis) ortonormal ¢atisi

olsun. Bu durumda, her X € (M) i¢in, DxE; =0 dir.

DgVf=Dg(-A(Z)) = —((DeA)(Z)+A(DEZ))

—(DgA)(Z) —A(DEZ)

= —(DzA)(Ei) —A(fA(Ei) — hE))
—(

(DzA)(E;) + fA’E; — hA(E;))
oldugundan,

Af=divWf=CD(Vf)=CD(11df) = (C1i)(Ddf)
= C{ﬁ (Ddf)(-)}
= Z(Tl (Ddf))(E},E;)

Il
M: m

(Dd f)(Ei, Ei)

I
—_

(D df)(E:)

[
™=

—_—
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= i_ilDE,.«df)(E»)

= izn;DEi<Vf,Ei)

= Ywevre)

= - YADANE) B+ YA ) - ) L 0E).E)

= —i_zn% [(Dz(A(E))),E;) — (A(DzE;),E;)] + nhH — \|A||2f

= Y [ZIAE). E) — (AE).D2E) — (AD2E), )]+ nHh— |A|

—_

= —nHZ+nHh—||A||*f
dir. M minimal hiperyiizey oldugundan,
Af=—|AlIPf (3.3.12)

elde edilir. Ah fonksiyonu ise,

n

Ah=Y (DEVhE;) = f<DEI-Z»Ef>
i=1 i=1

oldugundan,

Ah = —nh (3.3.13)

dir.

Lemma 3.7 [12, Lemma 2.1] M, S"tY birim kiiresinin kompakt ve

yonlendirilebilir minimal hiperyiizeyi olsun. Bu durumda,

fzp=nfw [ ja@P= [ jare
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dir.
Ispat. (3.3.12) esitliginden Af = —||A||%f dir.
Ayrica, sAf2=fAf+||Vf|* dir. Buna gore,

1
- / Af2=0 oldugundan
2/m

|rar = =[P

| f1arn = = [ vep
LIarf = ja@)p

dir. Buradan,

[ 1@ = [ s

olur.
Benzer olarak, /4 fonksiyonu i¢in,

Ah=—nh ve 3Ah*=hAh+ |Vh|?

n[ = 1z
M M

elde edilir. O

esitlikleri kullanilarak,

Simdi, teorem (3.6) nin ispat1 verilebilir:

Ispat. M, §"*! birim kiiresi icinde minimal hiperyiizey ve a, R"*? iizerinde
¢ #0 sabitii¢in (a,N) =c(a,N) esitlifini saglayan sifirdan farkli sabit bir vektor

alan1 olsun.

ANf=—||A|>?f ve Ah= —nh esitliklerinde f=ch yazlarak,
(n—[lA*)R =0

elde edilir. M baglantili oldugundan, n = ||A||> veya h =0 dir.
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h = 0 olmast durumunda f = 0 ve yukaridaki lemmadan Z = O dir. Bununla
birlikte, (3.3.9) esitlig¢inden a =0 dir. Bu ise bir geligkidir.

Dolayisiyla, ||A||?> =n, n> 2 dir. Buna gore, [3, Lemma 1]den M, $"*! iginde

[
s ( ) x §" < m> , l4+m=n bir Clifford hiperyiizeyidir.
n n

)
Karsit olarak, M= ([) X g (,/m>, [+m=n esitligi ile
n n
. . o (]! m( ™M
verilen Clifford hiperyiizeyi ve S - ve § — sirastyla
n n
)
v o S <\f> SR ve gy 8" <,/m> — R™! doniisiimleri ile birlikte
n n

birim normal vektor alanlari Ny ve N, olan daldirilmig alt manifoldlar olsun.

l
Bu durumda, y = (y,y,), S""! kiiresi iginde M = s! < ) x S" ( m),
n n

[ +m = n minimal hiperyiizeyini verir. $"*! de M nin birim normali N ve R"*2

de S"*! kiiresinin birim normali N olmak iizere

= () v ()

dir. Bu durumda, R"*? uzayi iizerinde a = koordinat vektor alant,

ox!
/m . e
c=\7 # 0 i¢in, f = ch esitligini saglar. O
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4. KURE ICINDEKI CLIFFORD MINIMAL HIPERYUZEYLERI

Oscar Perdomo 2005 yilinda yazdigr "S" kiiresi icindeki Clifford minimal
hiperyiizeylerinin katilig1 (rigiditisi)" isimli makalesinde kiire icindeki Clifford

minimal hiperyiizeyleri i¢in bir karakterizasyon vermistir.

Bu boliimde, Clifford minimal hiperyiizeyleri ele alinarak Perdomo’nun bu

konuyla ilgili yaptig1 ¢caligmasi [4] incelenecektir.
4.1. Giris

M, §" kiiresi icinde minimal hiperyiizey ve M hiperyiizeyinin M boyunca
birim vektor alam  u : M — R"™! olsun. Her p € M igin u(p) vektorii hem
op yer vektoriine hem de 7),(M) uzayina diktir. Bu durumda, M hiperyiizeyinin p
noktasindaki sekil operatorii, @, M iginde (0) = p ve o’ (0) = v olacak bi¢imdeki
bir egri olmak iizere A,(v) = —du,(v) = —B'(0) esitligi ile tanimhidir. Burada,

B(t) = (noo)(t) dir. M nin p noktasindaki asal egrilikleri & (p),...,K,—1(p)
Ki(p)+- +%(p)
n—1
H(p) = 0 ise M hiperyiizeyine minimaldir, denir. Ayrica, A sekil operatoriiniin

olmak iizere p € M icin H(p) = dir. Her p € M i¢in

normunun karesi [|A[|> = k? +...+ k2, dir.

Ornek 4.1 [4] R"!de v birim vektorii verilsin.
S v)={pes" | (p,v) =0}
esitligi ile verilen $"~!(v) kiimesi S de bir hiperyiizeydir. Bu durumda,
p:s"lv) — R
p — ulp)
doniisiimii $"~!(v) boyunca birim normal vektor alanidur.

w(p), S"(v) Kkiiresinin teget uzayma dik ve S" kiiresinin teget uzay1 icinde

bulunan birim vektordir.
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S", "~ 1(v) kiiresini kapsayan bir kiire oldugundan 7,(S"~!) C 7,(S") dir.

OP vektorii T,(S") uzaymna dik oldugundan 7,(S""'(v)) uzayma da dik olur.
Kisaca, OP ¢ T,(S"1(v))t dir T,(R™™) uzaymm boyutu (n+ 1)-,
T,(S"~!(v)) uzaymin boyutu (n—1)- oldugundan 7,(S"~!(v))* uzaymin boyutu
2 dir. Buna gore,

0P ¢ T,(S" ')t v e T, '(v)*t  ulp) € T,(S"'(v)): oldugundan
{53, vu(p)} C T,(S" 1(v))*+ dir. Ayrica, boy T,(S" '(v))t =2 oldugundan
{5?, v,u(p)} kiimesi lineer bagimlidir. Bu durumda,

p(p) =1v+aap (4.1.1)

olacak bi¢cimde A, A, reel sayilar1 vardir.

lu(p)|| =1 ve <ﬁ,,u(p)> =0 oldugundan A;,A, sayilan tek olarak belirlidir.

Simdi, A;,A; reel sayilari bulunarak u(p) vektorii hesaplanacaktir.

lu@)=1 = Vv+lpAv+ip) =1
= A2+A2=1 (4.1.2)

dir. Ayrica,

(OP,u(p)) =0 = (p, v+ 7Aap)=0
= A(p,v)+A(p,p)=0

= =0 (4.1.3)
olur. O halde, (4.1.2) ve (4.1.3) esitliklerinden,
A =1 ve A =0
olarak elde edilir. Bu sayilar (4.1.1) esitliginde yerine yazilirsa,

p(p)=v
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olur. §"~!(v) hiperyiizeyinin p noktasindaki sekil operatorii A p olmak iizere,
Ap: Tp(Snil(V» — Tp<Sn71(V))
déniisimii w € T,(S""1(v)) icin A,(w) = —D,u esitligi ile tammlidir. Buna
gore, U(p)=v oldugundan
Ap(w) =0=0.w dir. Buradan, A, sifir lineer doniisiimiidiir.

Her p € $"!(v) igin §"~!(v) hiperyiizeyinin asal egrilikleri ki(p),...,%,(p)
olmak iizere

Ki(p)=...=Ki-1(p) =0
dir. Buradan, $"~!(v) hiperyiizeyinin p noktasindaki ortalama egriligi H = 0 dur.

Dolayistyla, S"~!(v) hiperyiizeyi minimaldir.

Agik olarak, S"~!(v) minimal hiperyiizeyi S" kiiresinin ekvatorlaridir. §"~!(v)

ekvator yiizeyinin sekil operatoriiniin normunun karesi sifirdir.

Ornek 4.2 [4] ke {1,2,...,n—2} tamsayisiigin [ = (n— 1) — k olmak iizere

k [
M — Rk+l Rl-‘rl . 2 _ 2 _
b= Ay R M P = e Ly

— Sk< k 1) XS(nl)k< ! 1> CSnCRn+1
n— n—

olsun. Simdi, My hiperyiizeyinin ortalama egriligi ve sekil operatoriiniin

normunun karesi hesaplanacaktir.

Her (x,y) € My, igin My, hiperyiizeyinin (x,y) noktasindaki teget uzay1
TiyyMu = {(v,w) € REFUS R (x,v) =0, (y,w) =0}

dir.

p(x,y), My hiperyiizeyinin birim normal vektorii olmak tizere p(x,y), Tixy)(S")

teget uzay icinde bulunan ve (x,y) vektoriine dik olan birim uzunlukta bir
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vektordiir. 1 My, — R"! doniisiimii My, hiperyiizeyinin My, boyunca birim

dik vektor alanidir. Bu durumda,

(x,y) vektorii S"  kiiresinin birim dik vektoriidiir. ~ Aym zamanda, My
hiperylizeyinin de birim dik vektoriidiir. Burada, x ve y sirasi ile § ( ﬁ)

ve St—1—k (, / ﬁ) hiperytiizeylerinin birim dik vektorleridir. Kisaca,

+ 1
(xvy) € T()@y)(Mkl)L =T (Sk ( r:])) @Ty (S(n—l)—k ( ni 1))

dir. Ayrica,

p(x,y) € Ty, (S") oldugundan, (u(x,y),(x,y)) =0 dir.
(xvy) € T(x,y) (]Mkl)L (414)
‘LL(X,y) € T(x,y) (1‘4k1)L (415)
ve
Tiay)(8") = Tiey) (Mia) + Ty (M)
esitligi gozoniine alinarak,
boy Tiy ) (Myy) " =1 (4.1.6)
bulunur. (4.1.4), (4.1.5) ve (4.1.6) esitliklerinden;
ux,y) = A(x,y)
olacak sekilde A sabiti vardir. Daha agik olarak,
(11 (x), 12(y)) = (Mix, A2y) (4.1.7)

olacak sekilde A;, A, sabiti vardir. A; ve A, sayilarini bulmak i¢in

Il =1 = V((dx,hoy), (hix, doy)) = 1
= AP+ 227 =1

k )
= /llz—n_lJr?tqzn_

=1
1
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ve

(ux,y), (x,3) =0 = ((Aix,A2y), (x,y)) =0

= hlx® + A ly[* = 0
!

=0
n—1

k
= M—+M
n—1

esitlikleri kullanilarak,

l k
S

olarak bulunur. A; ve A, nin bu degerleri (4.1.7) esitliginde yerine yazilarak,

Hlxy) = <\/Z \/fy>

Ozel olarak, (v,0) € Tj, My vektorii igin

elde edilir.

A(x,y)(vvo) = - (v,O).u
—1

dir. Benzer sekilde, (0,w) € Tj,, My, vektoriiigin A, ) (0,w) = —\/&o,w) olur.

Buradan, Mj; hiperyiizeyinin asal egrilikleri,

Kl(xay):Kl(x,y):...:Kk(x7y): é

k
Kk+1(%)’) =...= Kn—l(Xa)’) = - 7
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olarak bulunur. Buna gore,

H(x,y) = kil (k.— \/2”'\/?) 0

AP =xf4...+Kk>  =n—1

olarak elde edilir.

Tanmm 4.3 [4] M, S" de hiperyiizey olsun. M = A(My,;) olacak sekilde en az
bir
A € O(n+ 1) ortogonal matrisi varsa M hiperyiizeyine, minimal Clifford

hiperyiizeyi denir.
4.2. Temel Esitlikler

Bu kisimda, tezin esasini olusturan teoremin ispatlanmasinda kullanilacak
bazi lemmalar ve kiire icindeki Clifford minimal hiperyiizeyleri i¢in verilen
karakterizasyonlarda stk sik kullantlan  AA = (n — 1)A — ||A|’PA  esitligi
ispatlanacaktir. Bu esitligi ilk kez Simons [1] makalesinde vermis ve ispatlamistir.
Perdomo 2005 yilindaki [4] calismasinda [1] i refere ederek ispatsiz olarak
vermis ve makalesinde kullanmustir. Alias, 2006 yilindaki [13] ¢alismasinda
yine Simons’un [1] caligmasini refere ederek yukaridaki esitligi bagka bir yoldan
ispatlamis ve Simons formiilii olarak bilinen JA[A[? = |[DA|? + (n—[|A|]*)||A]]?

esitligini elde etmistir. Simdi, bu esitligin ispat1 [13] deki yontem ile verilecektir.

M, S" iginde minimal hiperyiizey olmak lizere M hiperyiizeyinin A sekil
n—1

operatoriiniin Laplaciyami AA(V) = Z(DZA)(V,E,-,Ei) esitligi ile tanimlidir.
i=1

Ayrica, DA simetrik oldugundan A tensor alaninin ikinci kovaryant diferensiyeli

D?A ilk iki bilesenine gore simetriktir. Yani, her X,Y,Z € y(M) igin
D’A(X,Y,Z) = D*A(Y,X,Z)
dir. Buradan,

D’A(X,Y,Z) = D?A(X,Z,Y) —R(Z,Y)AX +A(R(Z,Y)X)



dir. Her V € x(M) igin,

n—1

DA(V) = Y (D*A)(V,E,,E)

i=1

3
|
—_

(D*A(E;,E;,V) —R(E;,V)AE; + A(R(E;,V)E;))

RN

1

n
[(DyDA)(E;,E;) — (Ei,AE;)V + (V,AE;)E; — (AE;,AE;)AV +
1

(AV,AE))AE; + (E;, E))AV — (V,E)AE; + (AE;, E)A*V — (AV, E;)AE}]

iz(Dy(DA)) — (n— 1)HV — ||A||?PAV 4 (n — 1)AV + (n — 1)HA?V

(n—1)Dy(gradH) — (n—1)HV + ((n— 1) — ||A||*)AV + (n — 1)HA*V

dir. M minimal hiperyiizey oldugundan

AAWV) = ((n=1) = |A]*)AV

dir. Buradan,

63

DA = ((n—1)— JAIP)A (4238)
esitligi elde edilir.
Ayrica,
(AAP) = j::(Dz\lAHz)(Eiin)

_ EDE,(DHAWE»

- D& (DIIAIP)(ED) — (DIIAIP) (Dg.Es)

_ ':_iIDE,.<<D|A||2><Ei>>

~ X De(Ds AP

= DEi( Ei<A7A>)

—_



64

n—1
= DE;(2<DE1'A7A>)
1

i

1

3
|

= 2

g

(<DE1‘ (DEiA)7A> + <DEiA’DEiA>>

Il
- =

3
|

= 2 (<(D2A)(EiaEi)7A>+“DEiA"2)

g

1

n—1 n—1
= 2((; I(DZA)(Ei,Ei),A)+Z{HDA||2(Ei))
= 2(((D*A),A) + |IDA|1?)

oldugundan

AIA]? = 2((AA,A) + || DA|?)
dir. Bu esitlik ve (4.2.8) esitligi kullanilarak,
Al|AIP =2((2A,A) +[DA?) = 2(((n—1)A—||A|[*A,A) + [IDA|*)
= 2((n—1)(A,A) — |A|*(A,A) +[IDA|]*)
= 2((n—D)JA|* — [JAl*[|Al]* + [|DA]I?)
elde edilir. Boylece,
AP = 2(JAIP((n— 1)~ [|A]*) + | DA|?) (4.2.9)

dir.

Lemma 4.4 [4, Lemma 2] M, S" icinde ekvator olmayan minimal hiperyiizey
olsun. ||A||> =n—1 olmast icin gerek ve yeter kosul DA =0 olmasidur.

Ispat. ||A||>=n—1 olsun.

(4.2.9) esitliginden A(n—1)=2((n—1)((n—1) — (n—1)) + |[|DA|]?) dir.
Buradan, DA =0 olur.

Karsit olarak, DA =0 ise,

n—1
(AA)(V) = ) (D*A)(V,E;, E;)

i=1
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esitliginden AA =0 dir. Diger yandan, (4.2.8) esitligi ve M nin ekvator olmayan

minimal hiperyiizey oldugu kullanilarak [|A|> =n—1 olarak bulunur. 0

Asagidaki teorem bu boliimiin esasini olusturmaktadir. 1969 yilinda Lawson [3]
ve 1970 yilinda Chern, Do Carmo ve Kobayashi [2] birbirlerinden bagimsiz olarak

bu teoremin ispatin1 vermislerdir.

Teorem 4.5 [4, Teorem 3] M, S" kiiresi icinde minimal hiperyiizey olsun.

Her x € M icin ||A|*(x) =n—1 ise M, Clifford minimal hiperyiizeyinin bir alt

kiimesidir.

Bu teoremin ispatina gegmeden once ispatta kullanilan bazi teorem ve lemmalar

ispatlar1 ile birlikte verilecektir.

Lemma 4.6 [10, Lemma 3.1] B, (n X n)- tipinde, hem pozitif hem negatif
karakteristik degerleri olan, tersinir ve simetrik bir matris olsun. Eger C € R,
(Bx,x) = 0 esitligini saglayan her x € R" i¢cin (Cx,x) =0 egitligini saglayan ve
B ile degismeli bir matris ise, bu durumda C = AB olacak sekilde en az bir A

reel sayist vardir.

Ispat. B ve C (nx n)- tipinde degismeli karesel matrisler oldugundan,

by, Cn

olarak alinabilir. Burada, 0 <r <n igin, by,...,b, pozitif reel sayilar, b, 1,...,b,
negatif reel sayilardir.  {e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,1)} kiimesi R”

uzayinin dogal tabani olmak iizere 1 <i<r ve r < j <nigin,

xij = \/=bjei+\/bie,
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olsun. Buna gore,
by 0

Bxij = br

oldugundan

<Bxij,xij> = <(0,...,b,‘\/—bj,...,bj\/bj‘,...,()),((),...

= —b,‘bj + bjbi
= 0
dir. Ayrica,
C1 0
. _b]
Cx,'j = Cr
Vbi
Cn 0
ve (Cx;j,x;;) =0 oldugundan
—bjci —|—biCj =0

dir. Buradan, c¢; = %bi ve j=n igin, ¢; = -b; dir.
j n

eiv/bi
0

Dier yandan, c; = jlb; = bil_l%b,'bj = 3b; oldufundan C = B dur.

Teorem 4.7 [10, Teorem 3.1] B, (n X n)- tipinde simetrik bir matris olmak iizere

f:RN\{0} = R fonksiyonu f(x)= (Bx,x) esitligi ile verilsin ve

M = {x € R": (Bx,x) = 0}\{0} = £~ 1{0} olsun. 0O sayisuun f fonksiyonunun

regiiler degeri ve M yiizeyinin minimal hiperyiizey olmast icin gerek ve yeter kosul

M nin bir Clifford minimal koni olmasidr.
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Ispat. B simetrik matris olmak iizere O sayisi f:R"™\{0} =R, f(x)= (Bx,x)

fonksiyonunun regiiler degeri ve M minimal hiperyiizey olsun.

f(x) = (Bx,x) oldugundan Vf(x)=2Bx dir. 0 sayist f fonksiyonunun regiiler
degeri oldugundan, her x € M i¢in V f(x) # 0 dir.

Her xo # 0 i¢in Bxp # 0 dir. Vf =2B esitliginden det B # 0 dir. Buradan,
B tersinir matristir. Ayrica, M # 0 oldugundan B matrisinin pozitif ve negatif
karakteristik degerleri vardir.

V£ (x)||> = (2Bx,2Bx) = 4(Bx, Bx) = 4(Bx,x)

esitliginden ve B? nin simetrik matris olusundan V||Vf(x)|*> = 8B%x esitligi
elde edilir. Ayrica, f fonksiyonunun Laplaciyan1 Af(x) =2iz(B) dir. Teorem
(2.71) den M hiperyiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x € M
icin |Vf|Af=4(V|VF|? Vf) esitliginin saglanmasidir. Buna gore, (Bx,x) =0
olacak sekildeki her x # 0 i¢in,

4(B%x,x)2iz(B) = %<8Bzx, 2Bx) = (8B%x, x)
esitligi elde edilir. Burada, C = iz(B)B>—B> olsun. Buna gére, M nin minimal
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (Bx,x) =0 esitligini saglayan her x igin
(Cx,x) =0 olmasidur.
Lemma 4.6 dan C =aB olacak sekilde bir @ € R sayis1 vardir. Yani,

iz(B)B> —B*> = aB dir. B nin tersinir oldugu gozoniine alinirsa B matrisinin

karakteristik polinom denklemi
B?>—iz(B)B4al =0 (4.2.10)

olarak elde edilir. Bu denklemden B nin yalnizca iki karakteristik degeri vardir. B
nin hem negatif hem pozitif karakteristik degerleri oldugundan r- tane r > 1 olmak

tizere A; > 0 karakteristik degerleri ve (n—r)-tane n—r > 1 olmak tizere A, <0
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karakteristik degerleri olsun. Ag¢ik olarak,
iz(B) =rh +(n—r)y
dir. (4.2.10) esitliginden, A; ve A, sayilari igin,
AL —(rd+(n—r )M +a=(1—r)A} —(n—r)MAly+a=0

23— M+ n—r)dt+a=—(n—r—DAZ—rMAr+a=0

denklem sistemi elde edilir. Bu egitlikler diizenlenerek,
(1=rAf = (=2l +n—r—1)A3=0 (4.2.11)

esitligi bulunur. Bu esitlikte r=1 veya r=n—1 olmasi A; = A, olmasim

gerektirir. A;.A4; < 0 oldugundan bu bir ¢geliskidir. Boylece, 1 <r <n—1 dir.

A
(4.2.11) esitliginde ¢ = Tz olsun. Buna gore, (4.2.11) esitligi diizenlenerek,
1

(n—r—1)2—(n=2rt4+(1-r)=0

esitligi elde edilir. Bu denklem ¢oziildiigiinde r =1 veya ¢ = e I bulunur.
n—r—
—1

t <0 oldugundan ¢ =1 olamaz. O halde, r = ril dir.
n—r—
Boylece, A =r—1ve A =n—r—1 olur. Ornek (2.72) den M, Clifford

minimal konidir. O

Lemma 4.8 [4, Lemma 5] M, S§" kiiresi icinde ekvator olmayan minimal

hiperyiizey olsun. Her V,W € x(M) i¢in DA(V,W) =0 ise bu durumda,

her p € M noktast icin M nin p noktasindan bagimsiz ve K.k, = —1 olacak

sekilde K1 ve Ky asal egrilikleri vardrr.
Ispat. Her V,W € (M) igin DA(V,W) =0 ve pp € M olsun.

M minimal ve ||A]|?> #0 oldugundan en az bir i, j tamsayi ¢ifti igin
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Ki(po) # Kj(po) dir.

po noktasinin komsulugundaki her p noktast icin V. ve W vektor alanlari

V)l = W)l =1, Ap(V(p) = &V(p) . AW(p)) = KW(p) ve

DyW (po) = DwV(po) =0 esitliklerini saglasin.
Ayrica, DA = 0 oldugundan her Z,U € y(M) igin,
DA(Z,U) =DzA(U)—-A(DzU)

dur. Buradan,
D;A(U) =A(DzU)

olur.

Buna gore, K(po), M yiizeyinin V(po),W(po) vektorlerinin gerdigi diizlemin

kesitsel egriligi olmak iizere,

Kj(Po)K(po) = K;(po){RvwV.W)(po)

(
(
= (DywV — [Dv,Dw],A(W))(po)
(DwDyV — DyDwV,A(W))(po)
(DwDyA(V) — DyDwA(V),W)(po)
= —(DwDyW —DyDyW,A(V))(po)
= Ki(po)K(po)

dir. Buradan, k; # k; oldugundan K = 0 dir. Boylece, Gauss denkleminden,

0= 1+kKi(po)k;j(po)

dir. Yani,
Ki(po)k;j(po) = —1

dir. O
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Lemma 4.9 [4, Lemma 6] M C S" bir hiperyiizey, M nin M boyunca birim
normal vektor alan L ve R"™ ! de sabit bir vektor w olsun. Her x € M, v € T(M)

icin ly:M—R, f,:M—R ve wl' : M — R"™! fonksiyonlar: sirasiyla

L) = (ewh fuld) = ()w) ve  wT(x) = w— (rwhx — (L(x), w)u(x)

esitlikleri ile tamimlansin.

Bu durumda,

v(le) = (wy) = (x),)
v(fe) = —(AW (x)v)

Dva(x) = —L(xX)v+ fiw(x)Ax(v)

dir.
Ispat. M iginde «(0) =x ve o(0) = v olacak sekilde bir o : (—€,€) = M
egrisi icin,

= o)

dl,,(a(r))

e e

Ve

esitlikleri elde edilir.
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Ayrica,

Dw' (x) =

dir. O

4.3. Teorem (4.5) in ispatl

Ispat. M, S de bir hiperyiizey ve her x € M icin ||A[|*>(x) =n—1 olsun.
Bu durumda, Lemma (4.4) ve Lemma (4.8) den DA = 0 oldugundan M nin
her noktasinda x;k; = —1 olacak sekilde &; ve k; asal egrilikleri vardir. Her

v e T (M) igin,

T(v) = A(v)
T(x) = —px)
T(u(x) = —x+(k+K;)u(x)

esitlikleri ile tammli 7 : R"*! — R"*! lineer doniisiimii verilsin. Buna gore,

her x € M icin
R = (M) & {1x | 1 €R} @ {rp(x) | 1 € R}

oldugundan T lineer doniisiimii tek olarak belirlidir.
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S(n+1), (n+1)x (n+1)- tipinde simetrik matrislerin uzay1 olmak iizere her
x € M igin B(x) € S(n+1) matrisi her w € R**! i¢in,

B(x)w=T(w)

esitligi ile tanimlansi. R**! uzaymn bir {ey,...,e,,1} tabam igin,

bij =

olmak iizere B(x) = [b;;| dir. Burada, x; ve p; sirasiyla x;(x) = (x,e;) ve

pi(x) = (u(x),e;) esitlikleri ile belirli olan M den R ye fonksiyonlar ve e/, e;
vektoriiniin 7, (M) tizerindeki dik izdiigtimiidiir. Agik olarak, x;: M — R ve u;:
M — R fonksiyonlar1 Lemma (4.9) da tanimlanan /,, ve f,; fonksiyonlaridir.

B(x) = [b;j] matrisi M den S(n+ 1) uzayimna bir diferensiyellenebilir déniigiim
tammlar.  Simdi, her v € T,(M) icin v(b;j) = 0 oldugu gosterilerek B
diferensiyellenebilir doniisiimiiniin sabit oldugu gosterilecektir. A(v) = kjv veya

A(v) = kv oldugundan ilk olarak A(v) = kv oldugu durum gézoniine alinsin.

Acik olarak, v(b;;) =0 oldugunu géstermek icin
v({A(el),e) —xiptj + i(—x;+ (K + ;) 5)) = 0

esitliginin saglandig1 gosterilecektir.
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Gerekli hesaplamalar yapilarak,

v(A(e]).ej) = v(Alel).e )
(
(—le~(X)V+fe,~(X)Ax(V))7€}r>
+ (A ), ey () + fo; (X)A(V)))
= (A(=(xe)v+((x),enAc(v)),e])
(€ )s—(x ey + {1(x),e;)A:(v))
(—xiv+ WA W), e5) + (ei, —xjA(v) + A% (v))
= (Al(=xw),ej) + (A(WA(v)),€))
+ (er, —xAW)) + (e A% (V)
= ik (ve)) + it (v ej) —xjki (v en) + KT (ei,)

= —Kixi(ve)) + ki pi(ve;) — Kix(v.e) + ki e v)
ve

vap) = v(x)py+xiv(u;)
= (ei,)lj+xi(—(Ale;),v))
= (e, v)lj+xi(—(ej,A(v)))

= <ei7V>IJj— lei<vvej>

esitlikleri elde edilir. Benzer olarak,

v(px;) = v(ui)x;+ wiv(x;)
= —(A(e),v)xj + pifej,v)

= —KIXj<V7 €i> + ‘l,L,'<€j, V>

dir.
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Son olarak,

v((Ki+r)pil;) = (K + K)v(pild))

= (k4 ) (v()j + iv(i)))
(k1 + 1) (= (A(ei), vy + i (—(Alej),v)))
(k1 + 1) (—(A(v), er) iy + i (—(A(v), €5)))

= —(ki+ &) (Ki(v,e)u;+ K pi(v,e;))

= —(ki+ )k ((ei, v)1j+ Hi(ve;))

= &7 ({er, V)1 + Hi{v.e;)) — ki ({ei, v) i+ Hilv.e)

)

= =K (e v+ pi(v.e))) + (e )1y + Hilvie;)

esitligi elde edilir. Buradan,

v(bi)) = v({A(e] ) e) —xittj+ wi(—x; + (k1 + K2 1))
= v(A(e]),e) = v(xipt)) + v(—ix;) +v((K1 + ko) tipt))
= —rxi(ve)) + KT pi(v,ej) — Kixj(v,ei) + ki (ei, v)
— e )i+ Kixi(v,e;) + Kixj(vei) — Hifej,v)
—  Kipyleiv) — KTli(v,ej) + pjleiv) + v e;)
=0

dir.  Benzer olarak, A(v) = kpv  durumu i¢in de B diferensiyellenebilir

doniigiimiiniin sabit oldugu gosterilebilir.

Buradan, her x € M i¢in B(x) =By ve My = {x € " | (Box,x) =0} olmak iizere
M C My dir. By tersinir matris oldugundan M, bir hiperyiizeydir. Ayrica, M
minimal oldugundan My da minimaldir. O halde Teorem (4.7) den My Clifford

minimal hiperyiizeydir. g
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