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OZET

COK DEGIiSKENLi GENELLESTIRILMIiS SYLVESTER POLINOMLARI

Sule SOYTURK
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Nejla OZMEN
Ekim 2019, 56 sayfa

Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Bu tezin ne
ile ilgili olduguna dair kisa bir tanitim ve Sylvester polinomlarinin literatiir 6zeti
verilmistir. ikinci boliimde onbilgiler ve diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar
ve lemmalar verilmistir. Ugiincii bdliim de, tek degiskenli Sylvester polinomu,
genellestirilmis  Sylvester polinomlar1 ve modified genellestirilmis Sylvester
polinomlarmin 6zelliklerinden olusmaktadir. Dordiincii boliimde ise, ¢cok degiskenli
Sylvester polinomlar: tanitildi, 6zellikleri verildi. Ayrica bu polinomlar i¢in bilinear ve
bilateral dogurucu fonksiyonlarini veren teoremler elde edildi. Burada verilen teoremlerin
sonuglar1 ve uygulamalar1 incelendi. Cok degiskenli Sylvester polinomlarinin Appell ve
genellestirilmis Lauricella fonksiyonlar1 arasindaki bagintilar incelendi. Ozel
durumlarina yer verildi. Son béliimde bu tez i¢in bazi sonug ve oneriler sunulmustur.

Anahtar sozciikler: Dogurucu fonksiyon, Hipergeometrik fonksiyon, Genellestirilmis

Sylvester polinomlari, Multilineer ve multilateral dogurucu fonksiyon, Rekiirans
bagntisi.
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ABSTRACT

MULTIVARIABLE GENERALIZED SYLVESTER POLYNOMIALS

Sule SOYTURK
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master’s Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Nejla OZMEN
October 2019, 56 pages

This thesis consists of four chapters. The first section is devoted to the introduction. A
brief introduction to what this thesis is about and the literature summary of Sylvester
polynomials are given. In the second part, some definitions and lemmas are given. In the
third chapter, univariate Sylvester polynomial, generalized Sylvester polynomials and
modified generalized Sylvester polynomials are composed of properties. In the fourth
chapter, Sylvester polynomials with multiple variables are introduced and their properties
are given. In addition, theorems for these polynomials yielding bilinear and bilateral
generating functions were obtained. The results and applications of the theorems given
here were examined. Correlations between Appell and generalized Lauricella functions
of multivariable Sylvester polynomials were examined. Exceptions were given. In the last
chapter, some conclusions and recommendations are presented for this thesis.

Keywords: Generating function, Hypergeometric function, Generalized Sylvester
polynomials, Multilinear and multilateral generating function, Recurrence relation.
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1. GIRIS

Genellestirilmis fonksiyonlar, 6zel fonksiyonlarin literatiir de 6nemli bir kismini teskil
etmektedir. Tek degiskenli 6zel fonksiyonlar olarak bilinen Hermite polinomlari,
Laguerre polinomlari, Legendere polinomlari, Gegenbauer polinomlari, Jacobi
polinomlari, Rice polinomlari ve Genellestirilmis Sylvester polinomlarinin...vb.
genellestirmeleri her gecen giin dnemini daha da arttirmaktadir. Doga uygulamalarinin
problemleri ile bu polinomlar yakindan iliskilidir. Genellestirilmis Sylvester polinomlari,
hipergeometrik fonksiyonlarin 6zel bir kismidir. Matematiksel analiz ve uygulamalarda
onemli bir yer tutmaktadir. Bu tezde kullanilan Sylvester polinomlar1 hakkinda genel bir
degerlendirme yapilacak olursa, sunlar1 soylemek miimkiindiir.

Tek degiskenli Sylvester polinomlari ilk kez Ingiliz matematikgi J. J. Sylvester tarafindan
1879 yilinda ¢alisilmistir [1]. 1960 yilinda E. D. Rainville tarafindan,

x" 1
(Pn(x) = W 2Fo <_n;x} - _;>

seklinde tanimlanmistir. Bu polinomun dogurucu fonksiyonu

Z g a)th = (1 —t) Xe®t
n=0

seklindedir [2]. 1980 yilinda bu polinom A. K. Agarwall ve H. L. Manocha tarafindan

genellestirilmis, ve

(ax)™
n

fulx; @) =T 2Fo (—n,x; —;—%> (a#0)

seklinde tanimlanmustir.



Bu polinomun dogurucu fonksiyonu

(1 —t) ™ ewt = Z fu(x; @) t"
n=0

seklindedir [3]. 2014 yilimda M. A. Malik tarafindan modified genellestirilmis Sylvester

polinomlar1

fu(x;a,b) = (an')” 2Fo[—n, ax; —; (—bx) 1] b+0

seklinde tanimlanmistir [4]. Bu polinomun dogurucu fonksiyonu,

an(x; a,b)th = (1 —t)-%%ebxt  (|t] < 1)
n=0

seklindedir [4]. 2017 yilinda J. Choi ve M. Ahlaq tarafindan tli¢ degiskenli Sylvester

polinomlar1

f(x,y,2z;a,b,c,d, e, h)

_ (dx)"(ey)"(h2)" N (—n)r+s+k(ax)r(by)s(cz)k( 1)( 1)< 1)

n! ristk!
7,5,k=0

seklinde tanimlanmaistir [5]. Bu polinomun dogurucu fonksiyonu
z fn(x,v,2z;a,b,c,d, e, h)t™

n=0

= edehxyzt (1 — ehyzt)~%*~k(1 — dhxzt) (1 — dexyt)~*

seklindedir [5].



Glinlimiizde daha halen Sylvester polinomuyla ilgili bircok ¢alisma ve 6zelliklerini
bulmak miimkiindiir [6]-[11]. Uygun kosullar altinda hipergeometrik polinomlarm farkl
tip 6zellikleri halen ¢alisilmaktadir.

Ayrica tezimizde, ¢cok degiskenli Sylvester polinomunun baska 6zelliklerinide bulmak
miimkiindiir. Cok degiskenli Sylvester polinomlar: i¢in bilinear ve bilateral dogurucu
fonksiyonlar1 veren teoremler elde edildi. Bu teoremler kullanilarak bazi bilinear ve
bilateral dogurucu fonksiyon bagintilar1 verildi. Bu teoremlere ek olarak, Appell
polinomlar1 ve genellestirilmis Lauricella fonksiyonlar1 i¢in bilateral dogurucu fonksiyon

bagintilar1 elde edildi. Son olarak sonug¢ ve onerilere yer verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. POCHHAMMER SEMBOLU

(1) Pochhammer sembolii, A reel ya da kompleks bir say1, 9 sifir yada pozitif bir say1

olmak tizere

(D = {(/1+ DA+ 2)1,...(/1+19 -1), g i 3

olarak tanimlanir.

2.2. HIPERGEOMETRIK FONKSIiYON

a,B ve y reel ya da kompleks sabitler olmak tizere,

o @B X"
2F1(a;513:x)—;wm

seklinde tanimlanan hipergeometrik seri literatiirde F(a, B; A; x) ile gosterilir ve bu

fonksiyona hipergeometrik fonksiyon denir. Genellestirilmis hipergeometrik seri,

(al)n(az)n (ap)n x™

)2y - ()/q)n n!

(o]
o (al, A2y wees Ap; V1, V2o s Vg x) = Z
n=0

seklinde tanimlanir.



2.3. GAMMA FONKSIYONU

Re(z) > 0 olmak {izere Gamma fonksiyonu,
I'(z) = [ e tt*lat

seklinde tanimlanir.

2.4. BAZI HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLARIN SERi ACILIMLARI

D=0 =) @nor = @B )
n=0

2)In(1+x) =x z (12351)71 (_;')n = ,F;(1,1;2; —x)
n=0 n ;

hipergeometrik fonksiyonlar1 seklinde seriye agilimlarina sahiptir.

2.5. DOGURUCU FONKSiYON

iki degiskenli bir F (x, t) fonksiyonu t’nin kuvvetlerine gore

[ee)

Fiot) = ) eufu() e

n=0

seklinde bir seriye agilabiliyorsa, F (x, t) fonksiyonuna {f; (x)} fonksiyonlar ailesinin bir
dogurucu fonksiyonu denir. Burada c,,’ler x ve t’den bagimsiz n’nin bir fonksiyonu olup

degisik parametreler igerirler.



Ug degiskenli D(x, y, t) fonksiyonu, t’nin kuvvetlerine gore

(00}

DGy, 6) = ) ay by (O ()"

k=0

seklinde bir seriye agilabiliyorsa, D(x,y,t) fonksiyonuna h,(x) fonksiyonlar i¢in
bilineer dogurucu fonksiyon denir.

Ug degiskenli D(x,y,t) fonksiyonu t’nin kuvvetlerine gore

[ee)

D(xy,6) = ) @ hy(0)gbtt

k=0

seklinde bir seriye agilabiliyorsa D(x,y,t) fonksiyonuna h; (x) ve g, (x) fonksiyonlari
i¢in bilateral dogurucu fonksiyon denir.

(r + 1) degiskenli D(x;, x5, ...,X,,t) t’nin kuvvetlerine gore,

o)

D1, X 8) = ) efi() i) o fixy )"

k=0
seklinde bir seriye agilabiliyorsa, D(x,y,t) fonksiyonuna fi (x1), fi(x2), ..., fi (x;)
fonksiyonlar1 i¢in multilineer dogurucu fonksiyon denir.

(r + 1) degiskenli D(xy, x5, ..., X,,t) t nin kuvvetlerine gore

[ee)

Dy X% ) = D @fue () fare (62) v e ()
k=0
seklinde  bir  seriye  acilabiliyorsa,  D(xq,%5, ..., Xy, t) fonksiyonuna

fik (x1), fore (x2), .o, fri(x,-) fonksiyonlari igin multilateral dogurucu fonksiyon denir.



2.6. BAZI KULLANISLI LEMMALAR

Lemma 2.1. Asagida bazi lemmalar ispatsiz verilecektir [2]:

o o o /ol
1)2 A(k,n) =z i A(k,n — pk)
=0 k=0 n=0 k=0
o %) .
2); 2, Alk,n) = ;;A(k,n + pk)
3)§:§:A(k,n) b izn:A(k,n—k)
n=0 k=0 n=0 k=0
4);;A(k,n) — ;;A(R n+ k)
n [k/p] [n/p]n—-pl
S)Z z Ak, 1) = z Z Ak +pl,D)



3. SYLVESTER POLINOMLARI VE OZELLIKLERI

Bu boliimde tek degiskenli Sylvester polinomlari, genellestirilmis Sylvester polinomlar1
ve genellestirilmis modified Sylvester polinomlar1 tanitilacak ve bu polinomlarin

ozellikleri hakkinda genel bilgiler verilecektir.

3.1. TEK DEGISKENLI SYLVESTER POLINOMLARI VE OZELLiKLERi

Ik defa 1879 yilinda Sylvester tarafindan tanimlanan bu polinom asagidaki gibi

hipergeometrik fonksiyon cinsinden tanimlanmistir [1]:

x" 1
Pn(x) = T 2Fo (—n,x; - —;> 3.1)
Bu polinom
(1-D7%e = ) g, ()" (32)
n=0

seklinde dogurucu fonksiyona sahiptir [2]. Esitlik (3.1) yardimiyla bu polinomun birkag
0zel degeri su sekildedir:

Po(x) =1
p1(x) = 2x
1

@,(x) = 2x? +ox

4 1
p3(x) = §x3 + x? +3x

2 19 1
Ps(x) = §x4 + x3 +ﬁx2 e

4 2 11 2 1
- 54 %4, "3, % 2, =
@s(x) X + 3% + T + 3% + o X
1960 yilinda E. D. Rainville bu polinomun bagka bir dogurucu fonksiyonunu asagidaki

gibi tanimlamistir [2]:



1—xt

(1 —xt)™° ,F, (c, X;—; ‘ ) = i(C)ncon(x) t" (3.3)
n=0

3.2. GENELLESTIRILMIS SYLVESTER POLINOMLARI VE OZELLIKLERI

A. K. Agarwal ve H. L. Manocha 1980 yilinda tek degiskenli Sylvester polinomlarmi

genellestirmisler ve

(ax)"

n!

1
fua) = .Fo (—n, X;—; —E) (a#0) (3.4)

seklinde tanimlamislardir [3]. Buradaki ,F,, Gauss hipergeometrik fonksiyondur.

Genellestirilmis Sylvester polinomlar1

1-t)%e* = > f,(x;a)t" (3.5)

seklinde dogurucu fonksiyona sahiptir [3]. Genellestirilmis Sylvester polinomlar1

t
1—axt

(1 —axt)=¢ ,F, (c, X;—; ) = i:(c)nﬁ1 (x; a)t™ (3.6)

veE



z (n -IIC_ k) fn+k(X; a)tn = (1 - t)_x_ke““fk(x; a(l — t)) (37)

seklinde bir baska dogurucu fonksiyonlara sahiptir [3].

Esitlik (3.4), Esitlik (3.5) ve Esitlik (3.6)’da a = 1 alinirsa, Esitlik (3.1), Esitlik (3.2) ve
Esitlik (3.3) ifadeleri elde edilir [1], [2].

Esitlik (3.4) bagintisi kullanilarak, bu polinomun birkag 6zel degeri su sekildedir.

fo(xi a) =1
filx;a) =x(a+1)

1 1
fo(x;a) = Exz(a2 +2a+1)+ 5%
1 1 1
f3(x;a) = gx3(a3 +3a+1)+ 8X2(3a2 +3a+3)+ 3%
falx;a) = ix‘*(a4 +6a’?+8a+1) +ix3(6a2 +12a + 6) +ix2(8a +11) +1x
v 24 24 24 4

1 1
fs(x;a) = mx5(a5 +5a*+10a3 + 10a? + 5a + 1) + mx‘*(lOa3 + 30a? + 30a + 10)

1 1 1
3 2 2 —
+—120x (20a +55a+35)+120x (30a+50)+5x

Genellestirilmis Sylvester polinomlari ile Laguerre polinomlar1 arasinda

fult;a) = (=", 7™ (ax) (3.8)

seklinde bir iliski vardir [3]. Buradaki Laguerre polinomlar1
Z L™ )t = (14 £)%e ™t (3.9)
n=0

dogurucu fonksiyona sahiptir [1].

Teorem 3.1. Tek degiskenli genellestirilmis Sylvester polinomlar1 i¢in asagidaki

10



dogurucu fonksiyon bagntilar1 gecerlidir [12]:

au

e u
. n — _ — bu
@) Eofn(x,a+bn)t —(1-2), u=xte (3.10)
n:

it 1 _— —X ,axv
b)an(an; a)t" = (1~ v)Te , v=t(1—v) etV (3.11)
n=0

T 1—v[c(1 —v)! +ac]

i ( N _a+bn)tn_ (1—w) Xeww (1 —v) e (3.12
) Ofn X en _1—W[c(1—w)‘1+b]'w_ voe (3.12)
n=

Teorem 3.2. Tek degiskenli genellestirilmis Sylvester polinomlari i¢in asagidaki toplam

ifadeleri gecerlidir [3], [13].

a)f,(xa) = ZO: b2 b)zf"_r(x; 2 (3.13)
b) fulx +y;a) = an-r(x; a) f;(y; @) (3.14)
o) fu(x;a +b) = Z (bx)rf’;‘!r(x; @) (3.15)
d) an_r(x; a+b)f(yia+b)= Z{b(x i y)}r?!_r(x i) (3.16)
e) M+ Dfpp1(xa) =x [aﬁq (x) + Zﬁe—r(x)] (3.17)

o {ax(b — D3
P fsab) =) {“xgn - 1;3 fie(x; @) (3.18)

r=0

11



Teorem 3.3. Tek degiskenli genellestirilmis Sylvester polinomlar: i¢in, £ -lincii
basamaktan yy, ...,ys s = 1 kompleks degiskenli sifira denk olmayan g, (y;, ..., ¥s) (s €
N) fonksiyonu i¢in,

‘Qﬁ,’gfq (yl; s Vs Z)
[n/q] 4
m+n
- Z (n - qk) Ak uGrp+u (V1) v Y)ZE, (ak,u #0, k,p.q€ (C) (3.19)
k=0
ve
HJl;l,':L [X} a; Y1, Vs t] = Z an,#fnq+m(X; a)gnpﬂi(.VD "':YS)tn (320)
n=0
olsun.
Bu durumda

z fman(X; a).(),’i,’;fq Vi) s Y3 Z)E"n =0
n=0

t )q] (3.21)

= (=) et | [x;a(1 = ©); Y1, o, Vi 2 (1 —

ifadesi gergeklesir [14].

12



3.3. MODIFIED GENELLESTIRILMIS SYLVESTER POLINOMLARI VE
OZELLIKLERI

Bu boliimde tek degiskenli modified genellestirilmis Sylvester polinomlar: tanitilacak ve
ozellikleri verilecektir. Ayrica bu polinomun bilinear ve bilateral dogurucu fonksiyon
bagntilar1 verilecektir.

3.3.1. Modified Genellestirilmis Sylvester Polinomlan ve Ozellikleri

Tek degiskenli modified genellestirilmis Sylvester polinomlar f;, (x; a, b),

fu(x;a,b) = % JFo[—n, ax; —; (=bx)~t],b # 0 (3.22)

seklinde tanimlanmistir [4]. Eger Esitlik (3.22) ifadesinde a =1 ve b = 1 alinirsa,
Esitlik (3.1) ifadesi elde edilir [3]. Bu polinomun dogurucu fonksiyonlari,

i fulsa,b)t" = (1 — )~ e (tl <1 (3.23)
n=0

ve

i(z)n fo(x; @, b)t™ = (1 — bxt)™ ,F, [/1, ax; —; ( T _tbxt)], (3.24)
n=0

seklindedir [4].

Lemma 3.3.1. Asagidaki dogurucu fonksiyon bagintisi gecerlidir [15]:

Z (n + k) frsk O a, b)t™ = (1 — t)-ax—k ebxtfk(x; a,b(1— t)) (3.25)
n=0

n

Ispat: Esitlik (3.23) ifadesinde, t yerine t + u yazilirsa,

Z fn (x;a,b)t+wW)"=1—-t— u)—axebx(t+u)
n=0

13



elde edilir. Esitligin sol tarafina binom acilim1 uygulanirsa, sag tarafinada gerekli
diizenlemeler yapilirsa,

—ax

. ™ ek, k — (1 ) v bxt ,b
an(x,a,b)kzo(k)t” ut*=(1-1) “x(l 1—t) ebxteghbxu
n= =

elde edilir. Son ifadeye Lemma 2.1’°deki bagint1 kullanilirsa,

i i (n ’ k) fark (6 @, D)MUF = (1 — £) 7% gbxt i(l — ) f(x;a,b(1 — £))uk
ic=0

n
n=0 k=0

elde edilir. Esitligin her iki tarafinin u* katsayilar1 birbirine esitlenirse, ispat tamamlanir. m

Lemma 3.3.2. Tek degiskenli modified genellestirilmis Sylvester polinomlar1 igin

asagidaki toplam ifadesi gegerlidir [6]:

folxy +x50,b) = z fa—m(x1; a,b) fi (x; a, b) (3.26)
m=0

Ispat: Esitlik (3.23) bagmtisinda x yerine x; + x, yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa,

Z fo 1 + 3550, b)t™ = (1 — t)~¥170xzgb(ratxa)t

n=0

=(1- t)—axlebxlt(l _ t)—axzebxzt

= fn(xli a, b)tn z fm(xz; a, b)tm
n=0 m=0

fo(x1; a, b) fir (x5 @, b) ™™

[
NgE

Ja—m(X1; @, b) fn (x5 @, b)t™

|
M §
M: iM8

0

3
I
o
3
I

elde edilir. Esitligin her iki tarafin t™ katsayilar1 birbirine esitlenirse, ispat tamamlanir. m

14



Teorem 3.3.1. Tek degiskenli modified genellestirilmis Sylvester polinomu asagidaki

integral bagintisina sahiptir [6]:

1 [ee]
. = —U,,ax—1 n
f(x; a,b) n!F(ax)j e “u®1(bx + u)"du, Re(x) > 0.
0

Ispat: Re(v) > 0 icin,

ol
—attv—l dt,
(v)
0

bagintis1 gecerlidir [ 16]. Esitlik (3.23) bagmtisina, yukaridaki bagint1 kullanilirsa

oo 1 foe)
Z)fn (x; a,b)t" = ]"(ax)j e~ (1-uyax—1,bxt 3.,
n= 0

— F(Z‘lx)f e—uuax—le(bx+u)tdu
000
1 t"
= I‘(ax)f e Vi Z(bx + u)“mdu
0 n=0 '
9] 1 B9
= Z N0 e *u* 1(bx + w)du |t"
£\ n! J

elde edilir. Son ifadenin her iki tarafinin t™’nin katsayilar1 birbirine esitlenirse, ispat

tamamlanir. m

Ozellik 3.3.1. Tek degiskenli modified genellestirilmis Sylvester polinomu asagidaki

tiirev iceren rekiirans bagintisina sahiptir [6]:

9 n-1 1
h(ab) = bfa(ab) + “mzm fom-1(xia,b).
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Ozellik 3.3.2. Tek degiskenli modified genellestirilmis Sylvester polinomu asagidaki

tiirev icermeyen rekiirans bagintisina sahiptir [6]:

(n+ Dfpe1(x;a,b) = x (bfn(x; a,b)+a Z frn-m(x; a, b)).
m=0

3.3.2. Bilinear ve Bilateral Dogurucu Fonksiyonlar

Bu kisimda tek degiskenli modified Sylvester polinomlar: i¢in bilinear ve bilateral
dogurucu fonksiyon bagintilar1 verildi. Burada kullanilan yontem ve uygulamalar1 [6],

[17]-[21] numarali ¢galigsmalarda bulmak miimkiindiir.

Teorem 3.3.2. Tek degiskenli modified genellestirilmis Sylvester polinomlar1 i¢in, £ -
uncii basamaktan yq,..,Y, ¥ =1 kompleks degiskenli sifira denk olmayan

2, (Y1, ..., ¥r) (r € N) fonksiyonu igin,

Ayy GO T ORE z Al (1, ---JYr){k (ax #0)
k=0
ve
[n/p]
08y (6 a,b; Y1, e, 25 €) 1= Z Ak fr—pi (6 @, D) Qe 1, oo, Y1) EF (3.27)
k=0
olsun. Her p € N i¢in,
wy (.. . l n _ __ 3\—ax ,bxt .
z Onp (x, a,b; y,, ...,yr,tp)t =1 -t %™ A,y s Vs ) (3.28)
n=0

ifadesi gergeklesir [6].
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Ispat: Esitlik (3.28) ifadesinin sol tarafina S diyelim. Esitlik (3.27) ifadesi Esitlik
(3.28)’da yerine yazilirsa,

oo [n/p]

Z akfn—pk (X; a, b)ﬂuﬂl)k(}ﬁ; e yr)nktn_pk
n=0 k=0

elde edilir. Bu son ifadede Lemma 2.1 ve Esitlik (3.23) bagmtis1 kullanilirsa,

= ZZ kfn(x a, b)Q#+1l)k(y1) . »34“)77 t"

Z fo(x; a,b)t™ Z akﬂuﬂl)k()ﬁ: ---JYr)Uk

k=0

= (1—6)"%e? A, (g, o, Y3 1)

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.1. Teorem 3.3.2°de

-Qu+1pk(y1» ---:yr) = u+1,bk(Y1" JYr)

almirsa,
Ny s Y3 §) 1= Z 0 @ 0y (@ #0, pyped)
k=0

[n/p]

oy (s a,b; )= (x; @, DYDY, ( )%

np X; 405 Y1, ) V2, akfn—pk x; a, u+yk Vi Vr E

k=0

elde edilir.
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Boylece,

oo [n/p]
gk _
Z Z Ay fro—pk (x; a, b)q)l(i‘i)wk (y1, ...,yr)ﬁt" =(1-1) axebXtAu.llJ AT
n=0 k=0

elde edilir. Burada kullanilan dbl(;i)lpk(yl, ., ¥r) ¢ok degiskenli bir polinomdur. Bu
polinom

(1 — x t) " Ge@et-txr) = Z Dy, x )t (a € C; el <{tI™)  (3.29)
n=0

seklinde dogurucu fonksiyonuna sahiptir [21].

Uyan 3.3.1. Sonu¢ 3.3.1’de a, =1, u =0, Y =1 alinir ve Esitlik (3.29) bagintis1

kullanilirsa

o« [n/p]

Z Frmp (6 @, DO (1, ...,y ) ™K

n=0 k=0

= (1 —t)"%eb (1 — y,{) ezt +yr)¢ Al < {71, lel<1)

elde edilir. Boylece modified Sylvester polinomunun bir ailesi i¢in bilateral dogurucu
fonksiyonu elde edilmis olur [6].

Teorem 3.3.3. Tek degiskenli modified genellestirilmis Sylvester polinomlar1 igin, £ -
tncii basamaktan yg,..,Y, ¥ =1 kompleks degiskenli sifira denk olmayan

2, (y1, ..., ¥r) (r € N) fonksiyonu igin,

[n/p]

A;m(ﬁ + X254, b; Yy, e, Vyi t) 1= Z A fn—p (X1 + %25 4, D) Qpipie V1, o, YL,
k=0

olsun. Burada a; # 0, n,p € N ve [n/p] tam degerdir. Her p € N igin,

18



n [k/p]
z z a fn-r(x1;a, b)fk—pl(xz;a; b)-Qy+1,[)l(y1J ---;)’r)tl

k=0 [=0
3.30
AT (e +235a, B3 Y1, 0, Y £) (3.30)

ifadesi gergeklesir [6].

Ispat: Esitlik (3.30) ifadesinin sol tarafina T diyelim. Esitlik (3.26) ifadesi kullanilirsa,

[n/p] n-pl

T= 3" aufaseop 0613 0,5 il D) Qg O o 9!
1=0 k=0
[n/p] n—pl

= > | D frem@ @b 0,5 | By, e 3E

=0 k=0
[n/p]

= Wt Cs + 2250,y Gy, )
=0

= Z’:i(xl +x2; a, b;Y1l"-JYr; t)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonug¢ 3.3.2. Teorem 3.3.2’de r =1, y; = x5 ve

Qu+lpk(x3) = fu+1/)k (X3; a, b)

alinirsa,
AZ”ZJ(xl + x,;a,b; x5;a,b;t) := Z A fro-pr (X1 + %25 @, b) fy i (X35 a,b)tk
k=0
(a, # 0, wP € C)
elde edilir.
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Boylece,

n [k/p]

z z a fn-rk(x1;a, b)fk—pl(xz} a, b)fp,+1/)l(x3; a, b)tt (3.31)
1=0

k=0

— ATLD . . . ]
= A,y + x50, b5 x3;a,b; t)

elde edilir. Burada kullanilan f,, ;. (x3; a, b), modified Sylvester polinomudur.

Uyan 3.3.2. Sonu¢ 3.3.2’de a, =1, u =0, Y =1 alinir ve Esitlik (3.26) bagintis1

kullanilirsa

n k
Z an_l(xl + x,;a,b)f;(x3;a,b) = f,(x; + x5 + x3;a,b)

k=0 1=0
elde edilir. Boylece modified Sylvester polinomunun bir ailesi i¢in toplam ifadesi elde
edilir [6].

Teorem 3.3.4. Tek degiskenli modified genellestirilmis Sylvester polinomlar1 igin, £ -

tncii basamaktan yq,..,¥, ¥ =1 kompleks degiskenli sifira denk olmayan

2,1, ..., ¥r) (r € N) fonksiyonu igin,

Nypa(a,b;y1, e, Vs t) 1= X070 A frnapn (6 @, D) Qi V1, oo, )™, Ay # 0

ve
[n/q] +
m+n
Hn,p,q V1) eoes Vp3 2) 2= Z (n _ pk) akﬂuﬂ)k()’l: ---JJ’r)Zk; (3.32)
n=0

olsun. Her p,q € N igin,

> Fen @, )0 g O, ey D"
n=0 (3.33)

t
=(1- t)_ax_meb“/lu,p,q (x; a,b(1—t);yy, ., Vy; 2 (m) )
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ifadesi gergeklesir [6].
Ispat: Esitlik (3.33) ifadesinin sol tarafina T diyelim. Esitlik (3.32) ifadesi Esitlik
(3.33)’de yerine yazilirsa,

[n/q]

T = me+n(x c) Z <m+n>akﬂu+pk(3’1;- Ly zEen

ifadesi elde edilir. Bu son ifade de Lemma 2.1°deki bagmt1 ve Esitlik (3.25) ifadesi

kullanilirsa,
AN m+n+qk
r= Z Z ( )fm+n+qk (X C)akﬂli+pk(y1: . ,yr)Zkt""'qk
n=0 k=0
NIAN m+n+qk
= Z (Z ( )fm+n+qk(x a, b)t" )akﬂpﬁpk (Y1: . ’yr)(th)k
k=0 \n=0

= Z a,(1— AL i ebxtfm+qk (X; a,b(1— t))ﬂu+pk(3/1’ ---,yr)(th)k
k=0

[ee)

= (1 —t) - x-mebxt z a,(1 - t)~ak fm+qk(X; a,b(1— t))ﬂ;ﬁpk()ﬁ; ---;Yr)(th)k
k=0

t q
=1 —t) > MmeP* A, . (x; a,b(1—=1t);yq,...,¥; 2 (1 — t) )

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonug 3.3.3. Teorem 3.3.4’de s = r ve

(ay,

Qe Y1, 0 y7) = uu+¢kar)(3’1'- V)

alinirsa,
Aypg(x;a,b;yy, o, Yps t) 1= z Ap frnrqn(X; Q, b)uﬁ‘ilpk az)(yl, e V)t
i (a, # 0,m € Ny,u,p € C)
ve
[n/q]
OnpqV1s s Y3 2) = Z (:L_-I_q?:) aku;(fj—lpk ar)(%; s V) Z"
k=0
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elde edilir. Boylece,

Z frnan (64, 0)05 1, o V1, oo, Yps 2T
"0 . (3.34)
= (1 —t) ¥ MmePX N 0 (x; a,b(1—=1t);yy, ., Vi 2 (ft) )

olur. Burada kullanilan u1(1a1,---,ar) (y4, ..., ¥r), Erkus-Srivastava polinomudur.

Bu polinom,

T ) oo
1_[ {(1 - xjtmj)_a]} = Z u;al""’ar) (X1, ey X, )ET
j=1 n=0

(¢ € €G =1,..,); el < min{lx,|7/™, ., |x,|-/mr}

dogurucu fonksiyonuna sahiptir [19].

3.3.3. Genellestirilmis Lauricella Fonksiyonlari

Bu kisimda modified genellestirilmis Sylvester polinomlari ile genellestirilmis Lauricella
fonksiyonlarmin Dbilateral dogurucu fonksiyon bagmtilar1 verilecektir. Burada
genellestirilmis Lauricella fonksiyonlarinda n = 2 alinirsa, iki degiskenli Appell

fonksiyonlar1 elde edilir. Bu durumda,

bagmtisi elde edilir [14].
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Bu bagintilarin agilimlari,

(@m-n(B)m(B)y x™ y™

F,la,b,b’;c;x,y] = 22, O T (3.35)
! ( )m n(b)m b n
Fyla,b,b";c,c';x,y] = ¢ (Z) (c)( ) fn' }7]1' (3.36)
2 (@(@aB) (B,
Fsla,a’,b,b’;c;x,y] = Z (@) ((zc)) (+) () fn' 37;' (3.37)
mn 0 min
Lo _ (@ msn(D)man x™ y
Fula,by;e, ¢ xy] = ()m(cDn m n! (3.38)

seklindedir.

H. M. Srivavtava ve M. C. Daoust tarafindan genellestirilen Lauricella fonksiyonlari, iki
degiskenli Kampé de Fériet hipergeometrik fonksiyonlarin asagidaki gibi bir
genellestirilmesidir [22].

FAB(l) ..... g™ [(a):H(l),...,H(")]; [(b(l))5¢(1)]; " [(b(")):cp(")]; ] )
[(C):‘(/)(l),...,ll)(n)]: [(d(l))g(l)]’ o [(d(n))5(n)], 1y w1 Zp

mnp

z" z
Z a(my, ... mn) L= -

my,!

mq,..My=0

Buradaki Q(m,, ..., m,,), ifadesi

B(1)( (D M), (m)
IT5- I}-:(a J)m O -+-4my 0™ ;- ; (b 1 ) m Hf:rll (bjn )mn¢(n)

C . D(l)( d® D(n)( (n))
( ])m 1y +mpyp Y 1 j )mls(.l) =1 (4 My 8™
j nrj

Q(my, ...,m,) :=

seklindedir. Buradaki (4),,, Pochhammer sembolii ve katsayilari,
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0 =1 hk=1,..,n) ve ¢P(=1.,B0k=1,.,n),
YOG =1, CGk=1..,n)ve &§9(G=1.,09k=1,..n),
(bggl)c))' b](k)(] = 1' ;B(k); k= 1, ...,Tl),

(df,'%), d¥(j=1..,00; k=1,.,n),

reel sabitler seklindedir [20].

Tamm 3.3.1. Negatif olmayan {Q(my, my, ..., M)}, m.en, dizisi i¢in, uq; uy, ..., ug

(s = 1) reel veya kompleks degiskenli ¢, (u;; Uy, ..., ug) polinomu

0 (Ug; Uy, ooy Ug) 1= Zn: i (_n)ml((b))m1¢

s (@), (3.39)
™oyl
1 S
X Q(f(ml;-.-,ms),mz,...,ms) ml! ms!

seklinde tanimlanmistir. Buradaki katsayailar,

B D
(@),,,, =] [®),4, and (@), =] |@),,,
j=1 j=1

seklindedir [20].

Teorem 3.3.5. Modified Sylvester polinomlar1 i¢in asagidaki bilateral dogurucu

fonksiyon bagmtis1 gegerlidir [6]:

> s @ b, o us)e"
n=0

— (1 _ t)—axebxt

i (0 10 (@i
((d))(m1+k)é‘

mq,kms;,..mg=0
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uyt
(cusbxty™ (F27) wz ul™
my! k' my! " mg

X Q(f((m1 + k), ...,ms),mz, ...,ms)

Buradaki ¢, (uq; Uy, ..., us), Esitlik (3.34)’daki gibidir.

Ispat: Esitlik (3.34) ifadesi Teorem 3.3.5in sol tarafina yazilir, gerkli islemler yapilirsa,

Z fn (X, al b)(,on(ul; uZJ ey us)tn
n=0

2 = = (= )ml((b))m1
;fn(x;a,b)z Z n((d))m16 ¢

m1=0m,,..mg=0

m m
u; U
tn

x Q(f(my, ..., mg), my, ..., mg) myl

[r2 mg
% ums—sl (1- t)_ax—m1ebxtfm1(x; a,b(1—-1t))

2

X (—u )™

e (),

— _ —ax ,bxt
(1—-t) e o ((d))mm

Q(f(my, ..., mg), my, ..., mg)

ml,kmz,...,

my M2 mg _ mq M1 _ _ -k
y ( u it ) uy? ugs (bx(1 't)) Z(_ml)k (ax)k( bx(1—1t))
v k=0

T1-t) my,! " my! m k!
— (1 _ t)—axebxt

N ((b))(mﬁ'k)fp

((d)) Q(f((ml + k), m,, ...,ms),mz, ...,ms)(ax)k
mq,k,msy,...,Mmg=0 (mq+k)é

X

Ut « m m
Cubxom (757) ag g
my! k! m,! " my!

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m
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Sonu¢ 3.3.4. Teorem 3.3.5°de

Q(f(my, ..., m;),m,, ..., my)

A 5(2)( .(2)) . ( .(S))
Hj:l(alj)m19;1)+_..+m591§s) H1=1 b] m2¢§2) H1=1 b] ms¢§-5)

" TE (e @ (2 @ (g
—1\C b
l_[]_l( ])mlll)j(-l)+"'+ms1/)](-$) Hj:l (d] )m25§2) H]'=1 (d] )ms5(5)

alinirsa,

i AB+1.8@. p® [(Cl1)! 9(1), . Q(S)]: [—Tl: 1], [(b) ¢]’
fo(x a, D) FES4 G000
n=0 o T

[(c):lp(l), ...1/)(5)]: [(d):6];
[(6@):¢@];.; [(6®): ¢©];

n
Uy, Uy, o, Us | T

[(d(z)): 6(2)]; B, [(d(s)): 6(5)];

[(e): oW, ...,(p(5+1)]: —, [ax:1];

— _ #)—ax ,bxt A+B:0;1;B®);._;B(S)
a (1 t) € FE+D:0;0;D(Z);...;D(S)

[(f);f(l), ___,Sz(s+1)]: .

[(b(z)): ¢(2)]; [(b(S)):¢(S)]; \
ut
(—u, bxt), (m) y Uy ey us)

[(@@®):6@];...;[(d®):69];

(s)

bilateral dogurucu fonksiyon bagntisi elde edilir. Buradaki, e;, f;, ¢;”" ve & Jgs)’nin

katsayilari

_{alj' 1<j<4)
-4 (A<j<A+B)

._{ G (1<j<E)
fi = di—E, (E<j<E+D)
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(
| (1<j<41<r<2)
(r) 49(7—1) <i< A <
;=1 (1<j<A2<r<s+1)
Iqu—A (A<j<A+B;1<r<2)
\ 0 (A<j<A+B;2<r<s+1)

ve
(" (1<j<E1<r<2)
m-%t/)@r_l) (1<j<E2<r<s+1)
g s (E<j<E+D;1<r<2)
| 7y E<jSE+D2<r<s+1)

seklindedir [6].
Sonug 3.3.5. Teorem 3.3.5°de

(al)m1+~~~+ms (bz)mz (bs)ms
(c)my - (€5,

Q(f(my, ..., mg), my, ..., mg) =

ve
¢=5=0(¢1=‘= B=61"'=6D=0)
alinirsa,

Z fn (x; a, b)&(S) [all =N, by, ..., bg; Cq, e\ Cs5 Up, Uy, e,y us]tn
n=0

[(a)):1,...,1]: —; [ax: 1];
_ (1 _ t)—axebxtFll:SOO;;ol;;ll;;.:-;;ll

[(cl):l/)(l), ...,1/)(”1)]: -5 =

[b,:1]; ...; [bs: 1];
(_ulbxt)l (%),uz, ---JuS )
[cp:1]; .. [eg: 1];

bilateral dogurucu fonksiyon bagintisi elde edilir.
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Buradaki, 1™ nin katsayilari

p _{1, (I=sn<2),
0, 2<n<s+1),

seklindedir. Buradaki FA(S), birinci ¢esit Lauricella fonksiyonudur[6].
Sonug¢ 3.3.6. Teorem 3.3.5’de

() (@) () ()
S 2

Q(f(my, ..., ms), my, ..., mg) = 2 £

(C)m1+-~-+ms

ve
B=1, ¢, =1,6=0,

alinirsa,

an(x; a, b)FB(S)[ i agl),.. (S D bl,agl),.. (S D. ¢ ul,uz,...,us]tn

ot [(bl):H(l),...,H(S“)]: —; lax:1];
= (1 =)~ el ooes

[(c):1,..,1]: - =
[a(l): 1]; ] [a(s‘l): 1];

ut
(_ulbxt)i (m) y Uy vy Ug |

bilateral dogurucu fonksiyon bagntisi elde edilir. Buradaki, 8" ’nin katsayilar1

0, Q<np<k+1)

seklindedir. Buradaki F () , ikinci ¢esit Lauricella fonksiyonudur [6].
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Sonu¢ 3.3.7. Teorem 3.3.5°de ¢ =6 =0 ve

(@D my sty (B2)m, - (bs)m,

(C)m1+---+ms

Q(f(my, ..., mg), my, ..., mg) =

alinirsa,

(X, a, b)] ( )[a],—n, b2; ,b ;G U, Uy, ...,us] t
n D S
n=0

u,t
=(1- t)‘axebXtFD(SH) a,,0,ax,b,, ..., bg; c; (—uybxt), (t—;l)'uz' ...,us]

bilateral dogurucu fonksiyon bagintis1 elde edilir. Buradaki FD(S), dordiincli gesit

Lauricella fonksiyonudur [6].
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4. COK DEGISKENLi GENELLESTIRILMIS SYLVESTER
POLINOMLARI VE OZELLIKLERI

Bu boliimde ti¢ degiskenli genellestirilmis Sylvester polinomlar1 tanitilacak ve 6zellikleri
verilecektir. Bu 1i¢ degiskenli Sylvester polinomlarini, c¢ok degiskenli Sylvester
polinomlar1 diye adlandiracagiz. Ayrica bu polinomun bilinear ve bilateral dogurucu
fonksiyon bagintilar1 verilecektir. Bu bagintilar yardimiyla bazi 6zel durumlar elde

edilecektir.

4.1. UC DEGISKENLI GENELLESTIRILMIS SYLVESTER POLINOMLARI VE
OZELLIKLERIi

2017 wyilinda Choi ve Aklaq, 1ii¢c degiskenli Sylvester polinomlarimi
fu(x,y,z;a,b,¢,d,e,h),

d n n h n
f.(xy.z;ab,cdeh) ==( 9 (erz) () (4.1)

o[ T T o aw by s 111

St A T dx’ ey’ hzl

seklinde tanimlamuslardir [5]. Buradaki F®)[....;x,y,z], lic degiskenli Srivastava’nin

genellestirilmis hipergeometrik serisidir [14]. Esitlik (4.1) ifadesi diizenlenirse,

fu(x,v,2z;a,b,c,d,e, h)

= (dX)"(ezf!)”(hZ)” r,&zk:: 0 (_n)r+s+k£?;);!(by)s(cz)k (_dl_x)r< 1)s< 1)"
DI e o L o ws)

r=0 s=0 k=0
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ifadesi elde edilir.

Bu ii¢ degiskenli Sylvester polinomunun dogurucu fonksiyonu

Z f,(xy.zab,cdeh)t (4.3)
n=0
= e*eYhzt(1 — ehyzt)~% (1 — dhxzt) ™Y (1 — dexyt) ™

seklindedir [5]. Ayrica bu polinomun bir bagska dogurucu fonksiyonu

i(nﬂc) ( b d,e, )"
N f,\x,y,z;a,b,cd e h)t (4.4)

n=0
= edehxyzt (1 — ehyzt) "% k(1 — dhxzt)™®Y~*(1 — dexyt)~¢#7k

X fr (x, y,z;a,b,c,d(1 — ehyzt),e(1 — dhxzt), h(1 — dexyt)),

seklindedir [5].

Lemma 4.1. Cok degiskenli modified genellestirilmis Sylvester polinomlar1 ig¢in

asagidaki toplam ifadesi gegerlidir [23]:

fu(xy +x5,v,2;a,b,c,d,e, h)

n

1

) Z (A= dxhz0™( = dryeypyr nom Gy, b c,dre )
m=

X fin(x5,y(1 —dx,hzt),z(1 — dx,eyt);a,b,c,d, e, h).

Ispat: Esitlik (4.3) bagintisinda x yerine x; +x, yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa,

Z fn(xl + xZ'y'Z; al bl C: dl el h) tTL
n=0

= e(¥1+xX2)deyhat (1 — gyhzt)~¢*14%2) (1 — d(x; + x,)hzt) Y (1 — d(x; + x;)eyt) ™%
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= (1 — eyhzt) *1edM1eVh2t (1 — eyhzt)~*¥2zed¥2eVhat
X (1 — dx hzt — dx,hzt) ™Y (1 — dx eyt — dx,eyt) ™

= eX1eYMZt (1 — eyhzt) %1 (1 — dx,hzt) ™Y (1 — dx,eyt)

—CZ

dx,hzt )_by (1 dx,eyt )
1 —dx hzt 1 —dx; eyt

(1—dx1hzt)(1—dx1eyt)>

X edxzeyhzt(l — eyhzt)—axz (1 —_

dxa etht(l—dxl hzt)(1-dxieyt)

= Z fu(x1,v,2z;a,b,c,d, e, h)t" (e
n=0

(1 — dx hzt)(1 — dx eyt)\ 2
(1 —dx hzt)(1 — dx,eyt)

X <1 — eyhzt

(1 —dx hzt)(1 — dx,eyt)

(14 . (1 — dx,hzt)(1 — dx eyt)\
*2€Y (1 —dx hzt)(1 — dx,eyt)

1 —dx;hzt)(1 — dx,eyt)\ >
)

= Z f?’l('xli y; Z,,Q, b; c, d; e, h)tn
n=0

X z fin(x2,y(1 —dx;hzt), z(1 — dx,eyt); a,b,c,d, e, h)

m=0
tm

% (1 —dx hzt)™(1 — dx,eyt)™

fu(x1,y.z;a,b,c,d, e, h) fry (x5, y(1 — dxyhzt), z(1 — dx,eyt); a, b, c,d, e, h)

NgE
NgE

0

3
I
o
3
I

tn+m

X (1 —dx hzt)™(1 — dx,eyt)™

NgE
NGE

fo-m(x1,v,2z;a,b,¢,d, e, h) fi, (x2,y(1 — dxyhzt), z(1 — dx,eyt); a, b,c,d, e, h)
0

3
I
o
3
I

tn
X
(1 —dx hzt)™(1 — dxeyt)™

elde edilir. Esitligin her iki tarafinin t" katsayilar1 birbirine esitlenirse, ispat tamamlanir.
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Teorem 4.1. Cok degiskenli genellestirilmis Sylvester polinomu asagidaki integral
bagmntisina sahiptir [23]:

fu(x,y,2z;a,b,c,d, e, h)

1
~ ol I'(ax)T'(by)T'(cz) P (m)

0 00 ©o
- by—-1 - -
Xjffe (u1+u2+u3)u111x 1u2y z 1(dehxyz)" m
0 0 0

X (ehyzu, + dhxzu, + dexyzus;)™du,du,dus.

ispat: Re(v) > 0 icin,
1 f ,
= “atv=ldt,
(v)
0
bagintis1 gecerlidir [16]. Esitlik (4.3) bagintisina, yukaridaki bagint1 kullanilirsa

Z fn(x,y,2z;a,b,c,d, e, )t"

dehxzyt F(ax .l- —(1—ehyzt)u1u?x—1 dul
0
- by—-1 —(1- —

F by f (1- dhxzt)uZu V= du2 F(C f (1 dexyt)ugugz 1du3
0 0
n O ©0 ©o

_ Z (dehxyzt) J‘ J‘ J‘ TR
n! F(ax)F(by)F(cz)
n=0 0 0

by-1
% e(ehyzu1+dhxzu2+dexyu3)tuax 1u2y cz 1du1du2du3

J‘J‘J‘(dehxyz)"t" gty tug)
0 0 O

F(ax)F(by)F(cz Z

n=0

- (ehyzu, + dhxzu, + dexyus)™t™
X

by—1
w1 Y ug tduy duy dus
m!

m=0
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oo n 0 00 00
1 n
— —(uqtuz+ug) ,,ax—1,,by=1_cz-1
Z(n!l"(ax)f‘(by)f‘(cz)z (m)f f f ¢ et s
0 m=0 0 0 O

n=

X (dehxyz)" ™(ehyzu, + dhxzu, + dexyu;)™du,du,dus)t"

elde edilir. Son ifadenin heriki tarafinin t™’nin katsayilar1 birbirine esitlenirse, ispat
y $ p

tamamlanir. ®

Ozellik 4.1. Cok degiskenli genellestirilmis Sylvester polinomu asagidaki tiirev iceren

rekiirans bagmntilara sahiptir [23]:

g ( ;a,b,c,d, e h)
ooy, ziab.c.de,
= (dehyz)f,_1(x,y,z;a,b,c,d, e, h)

)m+1

+()Z(e(hyj_1) faem-1(x,v,z;a,b,c,d, e, h)

n-—1
+(bdhyz) z (dhxz)™fy_m-1(x,v,2,;a,b,c,d, e, h)
m=0

n-1

+(cdeyz) z (dexy)™fn—m-1(x,v,2,;a,b,c,d, e, h)

0
@fn (x,y,z;a,b,c,d, e, h)

= (dehxz)f,-1(x,y,2z;a,b,c,d, e, h)

n-—1

+(axehz) z (ehyz)™ fr—m-1(x,y,2z;a,b,c,d, e, h)

m=0

(dhxz)m+1

) fo-m-1(x,y,2,;a,b,¢c,d,e, h)

(”) ECE)

n-1

+(cdexz) z (dexy)™ fr-m-1(x,y,2,;a,b,c,d, e, h)

m=0
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0
Efn(x;yiz; a, blcldl e'h)

= (dehxy)fo-1(x,v,2;a,b,c,d, e, h)

n-1

+(axehy) Z (ehyz)™f—m-1(x,vy,2z;a,b,c,d, e, h)
m=0

n-—1
+(bydhx) (dhxz)™fp_m-1(x,v,2,;a,b,c,d, e, h)
m=0
n—1
(dexy)m+1
+(C) Om—‘i'lfn_m_l (X,y,Z,,'a,b, Cldlel h)
m=

Ozellik 4.2. Cok degiskenli genellestirilmis Sylvester polinomu asagidaki tiirev

icermeyen rekiirans bagintisina sahiptir [23]:

(n + 1)fn+1(x' _'V; Z,Q, b; c d; e, h)

= (dehxyz)f,(x,v,z;a,b,c,d, e, h)

+(ax) z (ehyz)™ f, _.(x,y,z;a,b,c,d, e h)
m=0

+(by) Z (dhxz)™* fo_m(x,y,2;a,b,c,d, e, h)
m=0

+(cz) Z (dexy)™1 f, _.(x,y,z;a,b,c,d, e, h).
m=0
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4.2. UC DEGISKENLI GENELLESTIRILMIiS SYLVESTER POLINOMLARI
ICiN BILINEAR VE BILATERAL DOGURUCU FONKSiYONLAR

Bu kisimda ¢ok degiskenli Sylvester polinomlar1 igin bilinear ve bilateral dogurucu
fonksiyon bagintilar1 verildi. Burada kullanilan yontem ve uygulamalar1 [6], [17]-[21],

[23] numarali ¢aligmalarda bulmak miimkiindiir.

Teorem 4.2. Cok degiskenli genellestirilmis Sylvester polinomlar1 i¢in, £ -iincii

basamaktan  yj,..,y, =1 kompleks degiskenli sifira denk  olmayan

2,1, ..., ¥r) (r € N) fonksiyonu igin,

Au.w(yr s Yoh () = Z akQﬂJﬂpk(yl, ...,yr)(k, (ak +0, , P€EC)
k=0

4.5)

ve
GZ:Z) (x’ CY1r s Yrs E)

[n/p]
= Z A fon—pe ¥, 230, b, ¢, d, e, h) Qe V1, e, Y1) ER, 4.6)

k=0
olsun. Her p € N igin,

' Y

Z Gﬁg (x' y,z;a,b,c,d, e h;yy, ---,yr:t_p) t" 4.7
n=0

= e@¥eYhzt(1 — eyhzt) % (1 — dxhzt) Y (1 — dxeyt)~*
X Ay Y1y e, Yrs 1),

ifadesi gergeklesir [23].
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Ispat: Esitlik (4.7) ifadesinin sol tarafina S diyelim. Esitlik (4.6) ifadesi Esitlik (4.7)’de

yerine yazilirsa,

o [n/p]

Z Z akfn—pk (x' v, z;a, b' C, d; e, h)Qp,+1[)k(y1J see) yr)nktn_pk,
elde edilir. Bu son ifadede Lemma 2.1 ve Esitlik (4.3) bagintis1 kullanilirsa,

Z Z kfn (xl y; Z, a; b; c, d; e, h)QH+1I)k (,'V1: ey yr)r’ktn
n=0 k=0

o)

- Z falx,y,z,a,b,c,d, e, )t" Z W Qyapre V1, e, yen*
n=0

k=0
= @2t (1 — eyhzt)~** (1 — dxhzt) Y (1 — dxeyt) ¢

X Ay Y1y oo, Yes M)

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonug 4.1. Teorem 4.2°de

Qu+lpk(y1) . -:yr) = hl(ﬁ.llpkar) (Y1l . iyr)

alinirsa,
Ay Oy e Y3 = Z khe® (g, e, 30 (@i # 0,1 € C)
k=0
[n/p]
GZ:ZJ (xl C; yll ey Yr; 6) = Z akfn—pk(x; y; Z; a; b: CJ d; e: h) hlgillpkar) (}’1, L) y‘r‘)fk;
k=0
elde edilir.
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Boylece,

oo [n/p]
(x,y,2 a,b, c,d, e, h) k- L (4.8)
Ak fo-pk (X, ¥,2;a,b,c,d, e, h) Lk (yl,...,yr)tpkt .
n=0 k=0

= ezt (1 — eyhzt) = (1 — dxhzt) ™Y (1 — dxeyt) Ay (Y1, o) Yri 1)

elde edilir [23]. Burada kullanilan hl(lﬁ’l)",'(’ar) (v, ---» V) cok degiskenli Lagrange-Hermite

polinomudur.

Bu polinom
r (o]
Jj=1 n=0
(@ € & 1t < min{lx |7 17272, 12, 1 72/7)).

seklinde dogurucu fonksiyonuna sahiptir [24].

Uyan 4.1. Sonu¢ 4.1’de a, =1, u=0, Yy =1 almrr ve Esitlik (4.9) bagintisi

kullanilirsa

o« [n/p]
Z fn—pk (X, Y,z q, b, o d, e, h)hl(cal,m,ar) (yli ey yr)nktn_pk
n=0 k=0

= e@¥eyhzt(1 — eyhzt) % (1 — dxhzt) ™

X (1 — dxeyt)~“* 1_[ {(1 - Yj’?j)_aj}

j=1

(11 < minfly; 17 1y, 172, o Iy 177} Il < 1)

elde edilir. Boylece ¢ok degiskenli Sylvester polinomunun bir ailesi i¢in bilateral

dogurucu fonksiyonu elde edilmis olur [23].
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Teorem 4.3. Cok degiskenli genellestirilmis Sylvester polinomlart i¢in, £ -lincii

basamaktan  yi,..,y, =1 kompleks degiskenli sifira denk olmayan

2, (Y1, ..., ¥r) (r € N) fonksiyonu igin,

ALY (g + 235691, 0, Vs E)

[n/p]

= Z A fn—p (X1 + X2, ¥,2; 0, b, ¢, d, €, D) Qi V1, oo, Yr)E"
k=0

olsun. Burada a; # 0, n,p € N ve [n/p] tam degerdir.

Her p € Nigin,

n_[k/p] 1
2, 2. N dm e — dmeyp e ok 2 b e, )

k=0 1=0

~

X fieep1(x2,y(1 = dx;hzt), z(1 — dx,eyt);a, b, ¢, d, e, D) Qi (Y1, oo, YL
= AZ”Z (xy +x3,¥,z;a,b,¢c,d,e,h; ¥, ..., ¥y t) (4.10)

ifadesi gergeklesir [23].

Ispat: Esitlik (4.10) ifadesinin sol tarafina T diyelim. Esitlik (4.5) ifadesi kullanilirsa,

[n/p] n—pl .
r= Z Z al [(1 —dx hzt)(1 — dx,eyt)]* fo-k-p1(x1,¥,2;a,b,c,d,e,h)

=0 k=0

X fie(x2,y(1 — dx,hzt), z(1 — dx,eyt);a, b, c,d, e, ) Qy 4y (71, o, V)t

[n/p] n-pl

1
B Z “ Z [(1 — dx,hzt)(1 — dxleyt)]"f"_k_pl(xl'y' zia,b.cdeh)

=0 k=0

X fie(x2,y(1 — dx,hzt), z(1 — dx,eyt);a, b, c,d, e, ) Qy 4y (¥4, o, V)t

[n/p]
= Z A fnpi (X1 + X2, ¥, 2,0, b,¢,d, €, D) Qpyyyy V1, e, YL

=0
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=AY (0 +x,y,2;0,b,¢,d, 6,5y, 0, Vs t),

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonug 4.2. Teorem4.2’de r = 3 ve

Qy+l[)l(y1i Va2, y3) = fy+1[)l(x35 v, z;a, b; c, d; e, h)
alinirsa,

AZ”Z)(Xl + XZlin; a; b; C; d; e; h; x3;y;Z; a’) b’ C’ d’ e’ h; t)

[n/p]

= Z akfn—pk(xl +x2»y;Z} an; C,d,e, h)
k=0

X fusypr(X3,¥,2z;a,b,c,d, e, W)t*,  (a, # 0,4, € C)
elde edilir. Boylece,

[k/p]

n
1
kz—o Z.: A = dxyhz) (A — dx,eyt) 7! fu-sl2yy,z0.b,c.d, e, h)

o~

X fk—pl(xZ' J’(l - dxtht)l Z(l - dxleyt); a, b' (o d' e, h)f[,t+1[}l (x3,y) Z,;q, b; (o8 d’ e, h)tl

= ZZ (x4 +x3,5,2;a,b,c,d,e,h;x3,y,2z;a,b,c,d, e, h; t)

elde edilir [23]. Burada kullanilan f, ,,(x3,,2; a, b, ¢, d, e, h), cok degiskenli Sylvester

polinomudur.
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Teorem 4.4. Cok degiskenli genellestirilmis Sylvester polinomlart i¢in, g -lincii

basamaktan  yi,..,y, =1 kompleks degiskenli

2, (Y1, ..., ¥r) (r € N) fonksiyonu igin,

Ay,p,q (x; y; Z; a, b; c, d; e, h, yl, eey yr, t)

[0}

= Z e fm+qe Y,z a,b, ¢, d, e, D) Qy i s, o, YLK,
k=0

ve
[n/q]

m+n
Onpg V1) s Yri 2) 1= Z (n B qk) e Qapk V1, - Y25,

k=0
olsun.

Her p,q € Nigin,

Z fm+n('xl y; Z; al bl Cl dl el h)gn,p,q (Y1: e :yr; Z)tn

n=0

= edemYt (1 — ehyzt) "4 (1 — dhxzt) ™Y (1 — dexyt) =

sifira  denk

ak¢0,

X Aypq(x,y,2;0,b,c,d(1— ehyzt),e(1 — dhxzt), h(1 — dexyz);

t

q
Yires Yri Z ((1 — ehyzt)(1 — dhxzt)(1 — dexyt)) )

ifadesi gerceklesir [23].
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Ispat: Esitlik (4.12) ifadesinin sol tarafina T diyelim. Esitlik (4.5) ifadesi kullanilirsa,

T = me+n(x y.z;a,b,c,d, e, ) agQypr V1, ..., Yy )2t PE

o ([ m+n+ qk
Z (Z ( )fm+n+qk(x; y; zZ;Q, b; (oF d; e, h)tn) ak‘Q‘u+pk(y1: ;yr)(th)k

k=0

akedehxyztu — ehyzt)0 =m0k (1 — dhxzt)"Y=m=ak(1 — dexyt)=cr-m-ak

1

k=0

X fm+qk (x, y,z;a,b,c,d(1 — ehyzt),e(1 — dhxzt), h(1 — dexyt))

X 'Q,u+pk(y1' 'yr)(th)k

= edehxyzt (1 — ehyzt)~%*~™(1 — dhxzt)™?Y~"™(1 — dexyt) =™

o)

X Z A fn+qk (x, y,z;a,b,c,d(1 — ehyzt),e(1 — dhxzt), h(1 — dexyt))
k=0

Q zt4 k
X Quipk (V1) o) V) ((1—ehyzt)q(1—dhxzt)q(l—dexyt)q)

= edehxyzt (1 — ehyzt) "% ™(1 — dhxzt)™?Y"™(1 — dexyt)~c?~™

X Aypqx,y,2;0,b,c,d(1— ehyzt),e(1 — dhxzt), h(1 — dexyz);

t q
Yir s Vi 2 ((1—ehyzt)(1—dhxzt)(1—dexyt)) )

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonuc¢ 4.3. Teorem4.4’des =1 ve

Dy (1) = P,ffflz w)

alinirsa,

[ee]

Aypq(x,y,z;a,b,c,d, e, h;w;t) := Z Anfmrqgn (X, ¥, 2,0, b, ¢, d, e,h)PM(fzﬁz (w)tk

n=0

(ar # 0, m € No,k#0,u,9 € C)
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ve
[n/q] 4
m+n
O p,q(W; 2) 1= z ( )akPlfffn) (w)z¥

e, n —qk

elde edilir. Boylece,

Z fm+n(xl y; Z; al b' C' d; e; h)e‘n,p,q (W; Z)tn
n=0

= edehxyzt (1 — ehyzt)~%*~™(1 — dhxzt)™?Y"™(1 — dexyt) =™

X Aypq(x,y,2z;0,b,c,d(1 — ehyzt),e(1 — dhxzt), h(1 — dexyz);

t q

elde edilir [23]. Burada kullanilan Pn(“'ﬁ ) (y), klasik Jacobi polinomudur. Bu polinom,

s 2a’+ﬁ
Z PP ()¢ = > A—t+p)“(A+t+p)h,  {p=(1—2xt+1t2)1/2}
n=0

dogurucu fonksiyonuna sahiptir [1].
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4.3. UC DEGISKENLI GENELLESTIRILMIiS SYLVESTER POLINOMLARI
ILE APPELL FONKSIYONLARI ARASINDAKI ILISKILER

Bu kisimda ¢ok degiskenli Sylvester polinomlar1 ile Appell fonksiyonlar: i¢in bilateral

dogurucu fonksiyon bagintilar1 verilecektir.

Teorem 4.5. Cok degiskenli Sylvester polinomlar1 i¢in asagidaki bilateral dogurucu

fonksiyon bagintis1 gecerlidir [23]:

Z fn(,y,z;a,b,c,d, e, h)F(ay, —n, by; cq; Uy, up)t"
n=0

= e®¥eYhzt (1 — eyhzt)~* (1 — dxhzt) ™Y (1 — dxeyt) ™% X

(4.13)

—u teyhz —uq tdxhz —-uqtdxey ]
)y L2

5)
F! [a —,ax,by,cz, b,; c;; —u,xyzdeht
b 1 = AX, DY, €2, Da; €15 —Ur XY " 1-ehyzt ’ 1-dhxzt ’

1-dexyt
buradaki FD(S), Lauricella fonksiyonudur.

Ispat: Esitlik (4.13) ifadesinin sol tarafina, Esitlik (4.4) ve Esitlik (3.35) bagmtilarmimn

degerleri yerine yazilirsa,

Z fn(x,y,z;a,b,c,d, e, h)F(ay, —n, by; cq; Uy, up)t™

n=0
= an(x,y, z;a,b,c,d, e, h)
n=0
n o _ b ) m ., P
N Z Z (al)m+p( 1) (b, pu_lu_Ztn
| |
= (Cl)m+p m: p:

- S m+n a b ub
— z ( ( >fn+m(x,y,z;a,b,c,d,e,h)t")m(—ult)mp—2

m c !
M=o \n=o ( 1)m+p

= e@*eYhzt (1 — eyhzt)~%* (1 — dxhzt) ™Y (1 — dxeyt) ™

X z fin (x, y,z;a,b,c,d,(1 — ehyzt),e(1 — dhxzt), h(1 — dexyt))

m,p=0
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5 (al)m+p (bz)p ( —Uyt )mﬁ
(c)m+p (1 — ehyzt)(1 — dhxzt)(1 — dexyt)) p!

= eeYN7t (1 — eyhzt) =% (1 — dxhzt) ™" (1 — dxeyt) =

0]

Z (al)m+r+s+k+p (ax)r(bY)s(CZ)k(b1)p

(Cl)m+r+s+k+p

m,r,s,k,p=0

(_ u teyhz )S (_ u tdxhz )T (_ u tdxey )k
o (—uyxyzdeht)™\ ™ T — dhxzt 1 — ehyzt 1—dexyt) u,

m! s! 7! k! p!

= e®eVhzt(1 — eyhzt) = (1 — dxhzt) "’ (1 — dxeyt) =

—u teyhz —uq tdxhz —u tdxey
—ehyzt’1 — dhxzt’ 1 — dexyt

X FD(S) [al, —,ax,by,cz, by; cq; —ulxyzdeht , Uy

elde edilir. Boylece, Esitlik (4.11) bagintis1 ispatlanmis olur. m

Teorem 4.6. Cok degiskenli Sylvester polinomlar1 i¢cin asagidaki bilateral dogurucu

fonksiyon bagintis1 gecerlidir [23]:

Z fn(x,v,z;a,b,¢c,d, e, h)F,(a;, —n, by; ¢q, C3; Uy, Uy E" (4.14)

n=

= e®eYhzt (1 — eyhzt) ™% (1 — dxhzt) ™" (1 — dxeyt)~“*

—u teyhz —u tdxhz —u tdxey
1 —ehyzt'1 —dhxzt’ 1 — dexyt

X &(5) [al, —,ax, by, cz, by; ci,Cy; —uxyzdeht, , Uy

Buradaki F;l(s), Lauricella fonksiyonudur.

Ispat: Esitlik (4.14) ifadesinin sol tarafina, Esitlik (4.4) ve Esitlik (3.36) bagmtilarinin

degerleri yerine yazilirsa,

an(x y,Z;a,b,c,d, e, h)F;(a;, —n, by; 1, €5 Uy, up)t™

n_

— m, P
an(x y,z;a,b,c,d, e, h) Z Z (@) n)m(bl)pu_lu_ztn

(Cl)m(cz)p m! p!

m=0p=

oo

_ o+ m n (@) m+p(b2)p mu§
= Z (Z( >fn+m(x y,z;a,b,c,d, e h)t )m(—ult) F

m,p=0
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= e ™2 (1 — eyhzt) ™ (1 — dxhzt) ™" (1 — dxeyt) ™

y i (@) msrssresp (@005 (c2)i (b1,

m,ur,s,k,p=0 (Cl)m+r+s+k+p (Cz)p

(_ u teyhz )S (_ u tdxhz )T (_ u tdxey )k
o (—uyxyzdeht)™\ ™ 1T — dhxzt 1—ehyzt 1—dexyt) U5

= ed¥eYhzt(] — eyhzt) =% (1 — dxhzt) ™" (1 — dxeyt)

—uyteyhz —u tdxhz —uqtdxey
1—ehyzt’1 — dhxzt’1 — dexyt

X F;l(s) la,, — ax, by, cz, by; ¢y, cy; —u xyzdeht, ,Us |,

elde edilir. Boylece, Esitlik (4.14) bagmtis1 ispatlanmis olur. m
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4.4. UC DEGISKENLiIi GENELLESTIiRiLMiS SYLVESTER POLINOMLARI
ILE GENELLESTIRILMiS LAURICELLA FONKSIYONLARI IiCiN
BILATERAL DOGURUCU FONKSiYONLAR

Bu kisimda c¢ok degiskenli Sylvester polinomlar1 ile genellestirilmis Lauricella

fonksiyonlar1 i¢in bilateral dogurucu fonksiyon bagintilar1 verilecektir.

Teorem 4.7. Cok degiskenli Sylvester polinomlar1 i¢in asagidaki bilateral dogurucu

fonksiyon bagmtis1 gegerlidir:

(o]
Z fn(x, v,z a,b,c,d, e, h)Q,(Us; Uy, ..., Ug)E™

n=0

= %7 (1 — ehyzt) (1 — dhxzt) ™ (1 — dexyt) ™

> (®)
X z Qf(my +r+s+k,..,my),my, ..., mg) (( ))(m1+r+s+k)¢
TSR gl (mqy+7r+s+k)6

(dx(1 - ehyzt))m1 (ey(1 - dhxzt))ml(hz(l - dexyt))m1
ristkl(m; —r —s —k)! (dx(l - ehyzt))r(ey(l - dhxzt))s(hz(l - dexyt))k

X (ax),(by)s(c2)

- (—ulyzeht)r —uyxzdht. ( ulxydet)k m,
X (—wixyzdeht)™ V1 — ehyzt 1 — dhxzt > - dexyt = U, Us

my! 7! s! k! m,! T mg!

Buradaki ¢, (uq; Uy, ..., ug), Esitlik (3.34)’deki gibidir.

Ispat: Esitlik (3.34) ifadesi Teorem 4.7’in sol tarafina yazilir, gerekli islemler yapilirsa,

> 5y, z0,bc,d,e, Wt u”

- (= n)ml((b))
an(x y,z;a,b,c,d, e, h) z Z (d))m15

m,1=0 my,...ms=0
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mq ms
u, U, n

X Q(f(my, ..., mg), my, ..., mg) mil

= ()
z Sme Q(f(my, ..., mg), my, ..., mg)e €MV (1 — ehyzt) =3 ~™

X (1 — dhxzt)™PY=™1(1 — dexyt) "™
my

X fn, (x, y,z;a,b,c,d(1 — ehyzt),e(1 — dhxzt), h(1 — dexyt))(—ult)m1 ot

= edehxyzt (1 — ehyzt)~** (1 — dhxzt) ™"V (1 — dexyt)~¢?

= (W)
X Z —mld)ﬂ(f(ml, ey M), My, .o, M)
mq,m me=0 ((d))m
1,1782, 0 llitg = 16
X fmn, (x, y,z;a,b,c,d(1 — ehyzt),e(1 — dhxzt), h(1 — dexyt))
o ( Uyt )ml u;nz u;ns
(1 — ehyzt)(1 — dhxzt)(1 — dexyt) m,! T my!

= ezt (1 — ehyzt) ™% (1 — dhxzt) ™" (1 — dexyt) ™

e (),
X z ﬁﬂ(f(ml, ey M), My, oo, M)

mq,msy,..Mmg=0

m; mp—rmq—r-—=S

y Z Z Z (ax),(by)(cz) (dx(1 — ehyzt))m1 (ey(1 - dhxzt))m1
— ristkl(my —r—s— k! (dx(1- ehyzt)) (ey(1 — dhxzt))’

r=0 s=0 k=

9 (hz(1 - dexyt))m1 ( ut )ml uy? ul
(hz(1 - dexyt))k (1 — ehyzt)(1 — dhxzt)(1 — dexyt)) m,! “"m,

elde edilir. Lemma 2.1°deki uygun ifade birka¢ defa uygulanirsa,

Y 1y, z.0,bc,d,e, Wyt  u”
n=0

= edMY7t(1 — ehyzt) =% (1 — dhxzt) "7 (1 — dexyt) =
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x z QUFmy +7 4+ 5 + K, oy my), My, )

mq,1r,s,kms,...ms=0

(( ))(m1+r+s+k)qb (ax),(by)s(cz)y
rislk!(my —r—s —k)!

(( ))(m1+r+s+k)6

(dx(l — ehyzt))"* (ey(1 — dhxzt))"" (hz(1 — dexyt))™*
(dx(1 — ehyzt)) (ey(1 — dhxzt))’ (hz(1 - dexyt))

—u xydet

—wyzeht., —qy, xzdht k
( u;xyzdeht)™: (1= ehyzt) W)S T=dexyt dexyt) uy;?ug®
my! r! s! k! my! T mgl

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonug 4.4. Teorem 4.7°de

Q(f(my,...,m),m,, ..., mg)

B(Z)(b( )) B(S)( )
] 1(a1])m 6(1)"{' +mg 6(5) l—[ ] 2¢§'2) H ] s¢§'S)

D@ (1(2) D@
J 1( ) 1p(1)+ +m w(s) H (J )mzsﬁz) H ( ) 555,5)

alinirsa,

@, .5 [(a):6,..., 6] [-n:1],[(): $];
DTG ) L
[(@:9®, .. ] [(d):6];
[(6@): 6@]; ...; [(69): p©];

[(d(z)): 5(2)]; . [(d(s)): 5(5)];

n
Up, Uy, e, U | E

= %7t (1 — ehyzt) (1 — dhxzt) ™ (1 — dexyt) ™

[(e):9®, .., 03] —; [ax: 1]; [by: 1]; [ez: 11; [(6®): $@;

A+B:0;1;B);_;B(S)
E+D:0;0; D(Z),...;D(S)

[(:e®, .., 66 —; - - —  [(d@):69];
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5 [(09):@]; \
|

—u,yzeht\ [— dht\ [/— det
(—ulxyzdeht),( 12 ) ( b ) ( hxy e) Uy, ey Ug

1 — ehyzt 1 — dhxzt 1 — dexyt

. [(d(s)): 6(5)];

bilateral dogurucu fonksiyon bagntisi elde edilir. Buradaki, e;, f, ¢ (S) ve f}s)’nin

katsayilar1
e_{a@ (1<j<A4)
J7bj—4A, (A<j<A+B)

_{ G (1<j<E)
ﬁ_'%—E,(E<jSE+m

0 (1<j<a1<r<4)

(
I
(r) ge(r D(1<j<A4<r<s+3)
| ¢ (1<j<A41<r<4)
( Pi- Y1<j<A4<r<s+3)

ve
[y (1<j<El<r<4
j <J<E1<r<4)
(r)_él/ﬁr‘l) (1<j<E4<r<s+3)
ST 3 (E<j<E+D;1<r<4)
L I (E<j<E+Di4<r<s+3)
seklindedir.
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Sonug 4.5. Teorem 4.7°de

(@) my+tmg (b2 )m, oo (Bs)m,
(c)my - (€5,

Q(f(my, ..., mg), my, ..., mg) =

ve
$=06=0 (¢ = =¢p=5..=8=0)
alinirsa,

[ee]
Z f(x,y,z;a,b,c,d, e, h)F;l(s) [a;,—n, by, ..., bg; €y, wovy g5 Ug, Uz, oon, Ug L
n=0

= edehxyzt (1 — ehyzt) =% (1 — dhxzt) "V (1 — dexyt) ¢

[(a)):1,...,1]: —; lax:1]; [by: 1]; [cz: 1];
1:0;1;1;..;1
X F1:0;0;1;...;1

[Cc:p@, . e -5 -5 = —;

[by:1]; ...; [bs: 1];

—u,yzeht —uq,xzdht —-uqxydet
—u,xyzdeht ( ) ( Uy, o, U
( 11Xy )' 1—ehyzt /' \ 1-dhxzt /’ \ 1-dexyt 20 s
[cp:1]; . [eg: 1];

bilateral dogurucu fonksiyon bagmtisi elde edilir. Buradaki, 1 ™ nin katsayilar

1, @A<sn<4d),

m =
v {0, (4<n<s+3),

seklindedir. Buradaki F;l(s), birinci ¢esit Lauricella fonksiyonudur.
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Sonuc 4.6. Teorem4.7’de B=1, ¢, =1, =0 ve

(agl))m (ags_l))m (agl))m ...(ags_l))m
S 2

2 S

Q(f(my, ..., ms), my, ..., mg) = ©
my+-+mg

alinirsa,

Z f(x,y,z;a,b,c,d, e, h)FB(S) [—n, agl), ...,af‘“, by, agl), - ags_l); C; UL, Uy, .
n=0

= edehxyzt (1 — ehyzt) (1 — dhxzt) ™"V (1 — dexyt)~¢?

[(bl): o), ...,9(”3)]: —; [ax: 1]; [by:1]; [cz:1]; [a(l): 1];
1:0;1;1;1;2;...;2
X F1:0;0;0;0;0;...;0

[(c):1,...1]: — 4 —; —;

e [a(s_l): 1];

(—u,xyzdeht), (

1 —ehyzt/ \1 —dhxzt/ \1—dexyt

bilateral dogurucu fonksiyon bagmtisi elde edilir. Buradaki, 8 nin katsay1lar1

1, A=sn<4)

H(n):
{0, (4<n<s+3)

seklindedir. Buradaki FB(S), ikinci ¢esit Lauricella fonksiyonudur.
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Sonug 4.7. Teorem 4.7°de

(@) my+tmg (D2 )my - (Bs)m,

(C)m1+-~-+ms

Q(f(my, ..., ms), my, ..., mg) =

ve
p=6=0,
alinirsa,

Z f.(x,y,z;a,b,c,d, e, h)FD(S) [a;, —n, by, ..., bg; C; Uq, Uy, ..., Ug | L™
n=0

= edehxyzt (1 — ehyzt)~** (1 — dhxzt) "V (1 — dexyt) ¢

X FD(S+3) [all O; ax; bYI CZ’ bZ’ R bs; ¢

—u,yzeht\ (—u;xzdht\ [—uyxydet
) (et (i,

(—uyxyzdeht), (1 —ehyzt)’'\1 —dhxzt)’ \1 — dexyt

bilateral dogurucu fonksiyon bagmntisi elde edilir. Buradaki FD(S), dordiinci cesit

Lauricella fonksiyonudur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada tek degiskenli Sylvester polinomlari, onlarin genellestirilmis halleri, toplam
ifadeleri, modified genellestirilmis Sylvester polinomlar1 incelenmistir. Bu polinomlarmn
baz1 6zellikleri verildikten sonra bu polinomlar yardimiyla ti¢ degiskenli genellestirilmis
Sylvester polinomlar: i¢in multilineer ve multilateral dogurucu fonksiyon bagmtilarini
veren teoremler elde edilmistir. Ayrica bu teoremlerin 6zel durumlari elde edildi ve 6zel
tipten bazi polinomlarm {i¢ degiskenli genellestirilmis Sylvester polinomlarinin Appell

ve genellestirilmis Lauricella fonksiyonlar1 arasindaki iliskileri verildi.

Bu tezde calisilan konularn 15181 altinda gelecekte farkli polinomlarin dogurucu
fonksiyon bagintilari, baska polinomlarla iligkisi elde edilebilir. Hatta bu polinomlarin
n — degiskenlisi tanimlanip benzer Ozellikler incelenebilir. Ayrica burada kullanilan
yontemler, bagka polinomlarin farkli 6zelliklerinin incelenmesi konusunda yardimci bir

kaynak olusturmaktadir.
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