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Sonlu karma dagilim modeli, modele dayali kiimeleme analizinde kullanilir.
Sonlu karma dagilim modeline dayali kiimeleme analizine modele dayali kiimeleme
analizi denir. Kiimeleme analizinde amag her bir grup i¢indeki elemanlar arasindaki
uzakligin minimum ve gruplar arasindaki farkin maksimum yapilmasidir. Modele
dayali kiimeleme analizinde veri, ¢cok degiskenli karma dagilim modeliyle temsil
edilir. Bu temsilde modeldeki her bir bilesen verideki bir kiimelenmeye karsilik gelir.
Modeldeki her bir bilesen i¢in ¢ok degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu, ¢ok
degiskenli veri setindeki ilgili kiime yapisini agiklar. Bu tez galismasinda: i) Cok
degiskenli verinin karma dagilim modeline sahip oldugu ve karma dagilim
modelindeki her bir bilesenin ¢ok degiskenli normal dagildigi varsayimiyla ¢ok
degiskenli karma dagilim modeline dayali kiimeleme analizinde bilesen kiime
sayisinin belirlenmesi i¢in yeni bir yontem Onerilmistir. ii) Cok degiskenli verinin
karma dagilim modeline dayali kiimeleme analizi i¢in ¢ok degiskenli verideki
gruplarin inceltilerek kiimelenmesi amaciyla yeni bir algoritma gelistirilmistir. iii)
Cok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek kiimelenmesi i¢in gelistirilen algoritma
kullanilarak uzaktan algilanmig ¢ok bantli uydu goriintii verisi egitimli olarak alan
bazinda simiflandirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kiimeleme analizi, Modele dayali kiimeleme, Bilesen kiime
sayist, Bhattacharyya uzakligi, Cok degiskenli karma normal
dagilim modeli.
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Mixture distribution model is used for model based cluster analysis. Cluster
analysis based on mixture distribution models, is called as model based cluster
analysis. The aim of the model based cluster analysis is minimizing the distances
between each elements in a group and maximizing the differences between groups in
multivariate data set. In model based cluster analysis approach, it is assumed that the
multivariate data is generated by a mixture distribution model in which each
component corresponds to a different cluster in multivariate data set. The
multivariate probability density function for each component in mixture distribution
model explains the structure of the corresponding cluster in multivariate data set. In
this thesis: 1) A new method is proposed for determining the number of component
clusters in the multivariate normal mixture model based cluster analysis by assuming
that the multivariate data having mixture distribution model and each component in
mixture distribution model is multivariate normal distribution. ii) A new algorithm is
developed for multivariate normal mixture distribution model based cluster analysis
by refining groups in multivariate data set. iii) The new algorithm developed for
multivariate normal mixture distribution model based cluster analysis by refining
groups in multivariate data set is applied for supervised per field classification of
remotely sensed multispectral image data of an an agricultural region in Adana.

Key words: Cluster analysis, Model based clustering, Mixture Component cluster

number, Bhattacharyya distance, Multivariate normal mixture
distribution model.
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1. GIRIS

Kiimeleme analizinde, heterojen yapidaki verinin kiime sayis1 ve kiime yapisi
aragtirilir. Kiimelemede amag, her bir kiime icerisindeki gozlemlerin ya da nesnelerin
birbirlerine benzer ve kiimelerin de birbirinden farkli olacak sekilde en uygun
gruplama yapisini bulmaktir. Kiimeleme analizi temel olarak ayristirma analizinden
farklidir. Ayristirma analizinde goézlemler daha Onceden tanimlanmis ve sayisi
bilinen gruplara pargalanirken, kiimeleme analizinde ne grup sayist hakkinda ne de
gruplarin yapis1 hakkinda bir 6n bilgi bulunmaz. Gézlemlerin kiimelere gruplanmasi
icin gelistirilen bazi yontemlerde kiimeleme, tim goézlem c¢iftleri arasindaki
benzerliklerin bulunmasiyla baglar. Bazi durumlarda benzerlikler, uzaklik
Olgiimlerine dayali olarak bulunur. Diger kiimeleme yoOntemlerinde, kiime
merkezlerinin se¢imi veya kiime i¢i ve kiimeler arasi degisimin karsilastirilmasi
yapilir. Degiskenlerin de kiimelenmesi miimkiindiir. Bu durumda benzerlik i¢in
korelasyon kullanilir (Soffritti 2003, Galimberti ve Soffritti 2007).

Kiimeleme analizi, siniflandirma olarak da adlandirilabilir. Bir¢ok alandaki
veri kiimeleri iizerinde kiimeleme analizi uygulanmaktadir. Bu alanlar arasinda tip,
psikiyatri, sosyoloji, kriminoloji, antropoloji, arkeoloji, jeoloji, cografya, uzaktan
algilama, pazar arastirmasi, ekonomi ve miihendislik sayilabilir. Kiimeleme
analizinin uygulama alanlarina 6rnekler olarak asagidaki alanlar verilebilir:

Astronomi: Faundez-Abans ve ark.(1996), Ward yontemi (Everitt ve ark.,
2001) olarak bilinen kiimeleme yontemini, uzayda bulut biciminde goriinen 192
gezgin gaz ve toz yigininin kimyasal bilesimleri ile ilgili veriye uygulamislardir.
Caligmalarinda, 6 farkli grup oldugunu tespit etmislerdir. Astronomi alaninda bir
baska ¢alisma da Celeux ve Govaert (1995) tarafindan ele alinmistir. Bu ¢alismada
karma normal modeli, 2370 yildiza ait iki degiskenli verinin kiimelenmesi ig¢in
uygulamislardir. Sonugta {i¢ farkli kiime yapisi ile veriyi modellemislerdir. Bu veriye
ait kiimelenme yapis1 Sekil 1.1°de verilmistir.

Arkeoloji: Houdson (1971), k-ortalamalar (k-means) algoritmasini
kullanarak Britanya adalarinda bulunan ve tag devrinden kalan baltalarin tasnifini

yapmistir. Bu ¢alismada 6rnekler i¢in kullanilan degiskenler: uzunluk, genislik ve
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keskinlik olarak alinmistir. Calismanin sonucunda ince kii¢iik ve kalin biiyiik olmak
tizere iki balta smifi olusturmuslardir. Benzer bir calisma da Gordon (1999)
tarafindan yapilmistir. Dellaportas (1998), cilali tas devrinden kalan aletlerin
simiflandirilmast i¢in bir Bayesci (Bayesian) yaklasim kullanmistir. Mallory-
Greenough ve Greenough (1998), eski Misir ¢omleklerini tek baglant1 (single
linkage) ve ortalama baglant1 (average linkage) kiimeleme yontemlerini kullanarak

tic farkli gruba siniflandirmiglardir.

O N . I T T
Sekil 1.1. 2370 yildiza ait iki degigkenli verinin sac¢ilim grafigi
(Celeux ve Govaert 1995).

Psikiyatri: ~ Zihinsel rahatsizliklarin  teshisi ve tedavisi, bedensel
rahatsizliklarin teshisinden ve tedavisinden oldukg¢a zordur. Psikiyatride zihinsel
rahatsizliklarin teshisinde veya uygulanan tedavi yontemlerinin gruplandirilmasinda
kiimeleme analizi kullanilmaktadir. Pilowsky ve ark. (1969) ve, Wallace ve Boulton
(1968) calismalarinda kiimeleme yontemini kullanarak cinsiyet, yas ve hastalik
stiresi bilgilerini de kapsayan depresyon anket verilerini incelemislerdir. Ankette yer
alan 200 hastay1 kiimelemislerdir. Benzer bir ¢calismay1 Paykel (1971), Friedman ve
Rubin (1967) tarafindan yapilan caligmadaki yontemini kullanarak, 165 hasta

lizerinde yapmistir. Bu calismanin sonucunda veride dort grubun varligi
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belirlenmistir. Depresyon siniflandirmasina iligkin genel bir ¢alisma Farmer ve ark.
(1983) tarafindan verilmistir. Kurtz ve ark. (1987) ve, Ellis ve ark. (1996) intihara
tesebbiis eden hastalari, ortalama baglanti kiimeleme (average linkage clustering)
yontemini kullanarak kiimelemislerdir. Bu ¢aligmalarinin sonucunda da dort farkl
grup elde etmislerdir.

Pazar (piyasa) Arastirmasi: Diinya’da pazar arastirmasi i¢in kullanilabilecek
olduk¢a fazla sehir bulunmaktadir. Buna karsin ekonomik nedenlerden dolay1
arastirmalar az sayida sehir iizerinde yapilabilmektedir. Aralarinda benzer 6zellikler
gosteren sehirler ayn1 gruba siniflandirildiktan sonra her gruptan secilen bir sehrin
arastirmada kullanilmasi miimkiindiir. Bu yaklagimi Green ve ark. (1967), 88 sehri
14 degiskene gore siniflandirmiglardir.

Ekin (Uriin) Smiflandirmasi: Conway ve ark. (1991), tarimsal bir alanda
yetistirilen ve igerigi bilinen bes {irline iliskin goriintiileri parcalamak i¢in £k -
ortalamalar yontemini kullanmiglardir. Sonucta elde edilen pargalanmig goriintiide
trlinlerin, genis yaprakli ve dar yaprakli ekinler olarak iki belirgin kiimeye
ayrilabilecegini belirtmislerdir.

Kiimeler, gozlemlere ait ¢izimlerinden faydalanilarak, grafiksel olarak da
belirlenebilir (Everitt ve ark. 2001). Iki degisken varsa gozlemlere ait sacilim grafigi
kullanilabilir. Verinin iki degiskenden fazla olmasi durumunda temel bilesenler
analizi kullanilarak veri iki degiskene indirgenebilir ve grafigi cizilebilir. Cizime
dayali baska bir yaklasimda izdiisiim grafikleridir. Burada kiimelere iliskin iki
boyutlu izdiisiimler incelenir (Everitt ve ark. 2001).

Cok degiskenli verinin grafiksel gosterimi bu verilerin kullanildig
yontemlerin tlim asamalarinda onemlidir. Genel anlamda c¢ok degiskenli verinin
grafiksel gosterimi verinin yapist hakkinda bilgi vermektedir. Bu sayede verinin
kiimelenebilir olup olmadigi hakkinda bir 6n bilgi elde edilebilir. Kiimelerin
belirlenmesinde grafiksel yontemler de kullanilabilir (Everitt ve ark. 2001). Grafiksel
yontemler, tek veya iki boyutlu veriler i¢in uygundur. Cok degiskenli veri, genel
olarak ikiden fazla degisken icerdiginden grafiksel yontemler ham veriye dogrudan
uygulanamaz. Bu nedenle ¢ok degiskenli verinin daha diisiik boyutlara indirgenmesi

gerekir ya da bu degiskenlerin izdiigiimleri kullanilir. Burada dikkat edilmesi
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gereken, verinin daha diislik boyutlara indirgenmesi durumunda kiime yapisinin nasil
ve ne kadar etkilenecegidir.

Bir veya iki boyutlu verilerde kiimelerin grafiksel olarak belirlenmesi i¢in
genel diislince: tek tepeli dagilimin, kiimelenme gdstermeyen homojen bir kitleyi
temsil ettigidir. Buna karsin birden fazla ve farkli tepelerin varligi kiimelenebilir,
heterojen kitlenin varligin1 gostermektedir (Everitt ve ark. 2001). Burada her bir
tepenin bir kiimeyi temsil ettigi disiiniilir. Verinin grafiksel gosterimindeki ¢ok
tepeli yapi, veride kiime yapisinin bulundugu yoniinde kuvvetli kanit
olusturmaktadir. Bir veya iki boyutlu verideki tepe (mod) yapisi, grafiksel olarak
belirlenebilir. Tek boyutlu verilerde tepelerin ya da kiimelerin belirlenmesi i¢in
histogramdan faydalanilir. Cok boyutlu verilerde ise ylizey grafikleri, izdiisiim
grafikleri ve kontur grafikleri olusturulabilir.

Sonlu karma dagilim modelleri, modele dayali kiimeleme analizinde yogun
olarak calisilmaktadir (Wolfe 1970, Edwards ve Cavalli-Sforza 1965, Day 1969,
Scott ve Symons 1971, Duda ve Hart 1973, Binder 1978). Sonlu karma dagilim
modelleri, kiimeleme analizinde kullanilan yoOntemlerin uygulamalarinda ortaya
¢ikan sorunlarin ¢oziimiine olanak saglar (McLachlan ve Basford 1988, Banfield ve
Raftery 1993, Cheeseman ve Stutz 1995, Everitt ve Dunn 2001).

Kiimeleme analizi verinin anlamli gruplara ayrilmasiyla ilgilidir (Fraley ve
Raftery 1998). Kiimeleme analizinde ¢alisilan en Onemli problem, verideki
kiimelenmelerin sayisinin ve yapisinin belirlenmesidir. Verideki kiimelenmelerin
sayisini ve yapisini belirlemenin bir yontemi de modele dayali kiimeleme analizidir.
Kiimelerin ¢ok degiskenli karma dagilim modelleriyle analizi; karma model
kiimeleme analizi ya da modele dayali kiimeleme analizi olarak adlandirilir
(Bozdogan 1994). Modele dayali kiimeleme analizinde veri, ¢ok degiskenli karma
dagilim modelleriyle temsil edilir. Bu temsilde her bir bilesen bir kiimelenmeye
karsilik gelir (Fraley ve Raftery 1998). Kiimeleme analizinde amag¢ her bir grup
icinde homojenligin maksimum yapilmasi ve ayni zamanda gruplar arasindaki farkin
maksimum yapilmasidir (Arabie ve ark. 1996).

Cok degiskenli karma dagilim modellerini kullanarak modele dayali

kiimeleme analizi, istatistikteki en zor problemlerden biridir (Bozdogan 1994). Bu
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zorluk, cok degiskenli karma dagilim modelinin bilesen yigin sayisinin
belirlenmesindeki giicliikten kaynaklanir. Modele dayali kiimeleme analizinde veriyi
temsil eden ¢ok degiskenli karma dagilim modelinde bilesen yigin sayisinin
belirlenmesi amaciyla bilgi kriteriyle birlikte model se¢imi Bozdogan(1994)
tarafindan calisiimistir.

Bu tez calismasinda modele dayali kiimeleme analizi i¢in ¢ok degiskenli
karma dagilim modelindeki bilesenlerin ¢ok degiskenli normal dagilim oldugu
varsayimi altinda bilesen y1gin sayisinin belirlenmesi i¢in yontemler (Duda ve ark.
2001) incelenmistir. Cok degiskenli karma dagilim modelindeki bilesen yigin
sayisinin  belirlenmesinden sonra modeldeki parametrelerin tahminleri EM
algoritmasi (Mclachlan ve Peel 2000) kullanilarak elde edilmistir. Karma dagilim
modeline dayali kiimeleme analizinin uygulama alanlar1 aragtirilmigtir.

Bu tez calismasi dokuz bélimden olusmaktadir. Ikinci boliimde cok
degiskenli kiimeleme analizi ve karma kiimeleme analizi ile ilgili yapilan onceki
calismalar incelenmistir. Uciincii boliimde c¢ok degiskenli kiimeleme analizinde
kavramlar, tanimlar, gésterimler ve yontemler arastiritlmistir. Dordiincii boliimde ¢ok
degiskenli karma normal dagilim modeline dayali kiimeleme analizi ele alinmstir.
Besinci boliimde karma kiimeleme analizinde kullanilan model se¢imi Kriterleri
incelenmigtir. Altinc1 bdliimde karma kiimeleme analizinde aday bilesen kiime
sayisinin belirlenmesi i¢in yeni bir yontem olusturulmustur. Yedinci bdliimde ¢ok
degiskenli veri setindeki gruplarin inceltilerek karma normal kiimeleme analizi i¢in
yeni bir yontem gelistirilmistir. Sekizinci boliimde ¢ok degiskenli veri setindeki
gruplarin inceltilerek karma normal kiimeleme analizi, uzaktan algilanmis ¢ok banth
uydu goriintii verisinin kiimelenmesi ve alan bazinda egitimli siniflandirilmasi
uygulamas1 verilmistir. Bu bdliimde yeni gelistirilen bir yOntemin uygulamasi

gerceklestirilmistir. Dokuzuncu ve son boliimde sonuglar ve 6neriler belirtilmistir.



2. ONCEKIi CALISMALAR Tayfun SERVi

2. ONCEKIi CALISMALAR

Karma dagilim modeliyle ilgili ilk ¢alisma olarak Pearson (1894) tarafindan
yapilan caligma kabul edilmektedir. Pearson (1894) calismasinda ayni cografik
alanda yasayan farkli yengec tiirlerini modellemek icin iki tek degiskenli normal
dagilimin karmasini kullanmistir. Iki tek degiskenli normal dagilimin karmasindaki
parametreleri, momentler yontemini kullanarak tahmin etmistir. Pearson (1894)
tarafindan yapilan bu c¢alisma ayrica karma dagilimlarin genetik c¢alismalarda
kullanildig1 ilk ¢calisma olarak da kabul edilir (Schork ve ark., 1996).

Wolfe (1965, 1967), Day (1969) ve Binder (1978), cok degiskenli normal
dagilimlarin  karmasin1  kiimeleme analizinde istatistiksel model olarak
kullanmiglardir.

Symons (1981), kiimeleme kriterleri ve c¢ok degiskenli normal karmalar
(Clustering Criteria and Multivariate Normal Mixtures) baglikli ¢alismasinda ¢ok
degiskenli normal dagilimlarin bir karmasinin kullanilmasiyla olusabilecek dort yeni
kiimeleme kriteri lizerinde durmustur. Bu ¢alismada onerilen dort kiimeleme kriteri,
karma modelin bilesen kovaryans matrisleri lizerinde farkli kabullere bagli olarak, en
cok olabilirlik ve Bayes yaklasimlarindan elde edilmistir. Bu dort kriterden ikisi,
Friedman ve Rubin (1967) tarafindan gelistirilen grup ici kareler toplami matrisinin
determinantina dayali yontemin yeniden diizenlenmis halidir. Diger kriterlerde farkli
sekildeki kiimeleme yapilart ig¢in Onerilmistir. Bu kriterlerin performansi daha dnce
Reaven ve Miller (1979) tarafindan incelenen 145 yetiskin bireye ait 3 degiskenli
diyabet verisi iizerinde gosterilmistir. Caligmanin sonucunda kiimeleme analizi i¢in
en uygun kriterin ya da yaklasimin veri yapisina bagli oldugu bu nedenle de bir
aragtirmactya kiimeleme analizinde hangi kriterin kullanilmasi1 gerektigine dair bir
onermede bulunmanin zor oldugu belirtilmistir.

Render ve Walker (1984); karma yogunluklar, en ¢ok olabilirlik ve EM
algoritmasi (mixture densities, maximum likelihood and the EM algorithm) baglikli
calismada tistel dagilim ailesindeki dagilimlarin meydana getirdigi karma modellerin
parametrelerini EM algoritmasi (Demster ve ark. 1977) kullanilarak en ¢ok olabilirlik

tahminlerinin nasil elde edilecegini agiklamistir. EM (Expectation — Maximization)
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algoritmasinin, iistel dagilimlardan meydana gelen karma modellerde teorik ve pratik
ozellikleri tartisilmistir. EM algoritmast kullanilarak karma modellerin parametre
tahminlerinde ortaya ¢ikan bazi sorunlar Ozetlenmistir. Sonu¢ olarak EM
algoritmasinin dezavantajlar1 olarak; EM algoritma i¢in alinan parametre baslangic
degerlerinin se¢iminin olduk¢a ©Onemli oldugu, EM algoritmasinin ardisik bir
algoritma olmasi nedeniyle yakinsamanin bazi durumlarda oldukg¢a yavas olabilecegi
ve bazi durumlarda da EM algoritmasinin parametrenin global bir maksimum degeri
yerine yerel bir maksimum degerine yakinsayabileceginin miimkiin oldugu seklinde
belirtilmistir. EM algoritmasinin bu tiir dezavantajlarinin algoritmada yapilacak bazi
yeniden diizenlemeler ile parametre baslangi¢ degerlerinin se¢imi iginde ayr1 bir
algoritma veya yontem kullanilmasi durumunda yerel maksimuma yakinsama
tehlikesinin ortadan kalkabilecegi ve hibrit algoritmalar kullanilirsa algoritmanin
yakinsama hizinin artabilecegi belirtilmistir.

Basford ve McLachlan (1985), normal karma modellerle olabilirlik tahmini
(likelihood estimation with normal mixture models) baslikli caligmalarinda ¢ok
degiskenli normal dagilimlarin bir karmasindaki parametrelerin olabilirlik tahmini
yontemiyle calisildiginda ortaya cikan problemleri ortaya koymuslardir. Karma
modeldeki bilesenlerin kovaryans matrislerinin esit alinmast durumda, olabilirlik
esitliklerinden elde edilen koklerin seciminin dogrudan yapilabilecegini,
parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin bulunabilecegini ve bu tahmin
edicilerin tutarlt oldugunu gostermiglerdir. Karma modeldeki bilesenlerin kovaryans
matrislerinin birbirinden farkli alinmasi durumunda ise en c¢ok olabilirlik
esitliklerinden elde edilen birden fazla kdklerden hangisinin parametre tahmininde
kullanilacaginin belli olmadigini belirtmislerdir.

Ganesalingam (1989), smiflandirma ve karma yaklasgimlarda en ¢ok
olabilirlige dayali kiimeleme (classification and mixture approaches to clustering via
maximum likelihood) baslikli calismasinda en ¢ok olabilirlige dayali iki kiimeleme
yontemini, iki farkli kitleden elde edilen gozlemler olmasi durumunda ve
gozlemlerin kitlelerden hangisine ait olduklarina iligkin bir bilgi bulunmadiginda
ortaya ¢ikan smiflandirma problemi cercevesinde karsilastirmistir. Bu yontemler en

cok olabilirlige dayali ve MA (Mixture Approach) ile gosterilen karma yaklasim, ve
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en ¢ok olabilirlige dayali ve CA (Classification Approach) ile gosterilen
siniflandirma yaklagimidir. Bu iki yontem, karma 6rnekleme ve ayrik 6rnekleme gibi
iki farkli 6rnekleme yontemi ile elde edilen ortalamalar1 farkli ve bilesen kovaryans
matrisleri ayn1 olan iki ¢ok degiskenli normal dagilimin bir karmasi i¢in olusturulan
simiilasyon verisi tlizerinde karsilagtirilarak temel farklar ortaya konmustur.
Simiilasyon verisinin elde edildigi karma dagilim i¢in iki varsayim ayri ayri
incelenmistir. Bu varsayimlardan birincisi karmanin bilesen oranlarmin biliniyor
olmasi diger varsayim ise karmanin bilesen oranlarinin bilinmiyor olmasidir.
Smiflandirma yaklagiminda, karma yaklagimdan farkli olarak gozlemlere ait bilesen
etiket vektorleri bilinmeyen parametreler olarak alinir. Karma oranlar1 arasindaki
farkin 0,5’ten daha biiyiik oldugu karma orneklemede veya bilesen kiimelerinin
hacmi farkli oldugu durumlarda ayrik drneklemede karma yaklagimin siniflandirma
yaklasimma gore tercih edilebilecegini belirtmistir. Ozellikle karmanin bilesen
kiimelerindeki gozlem sayist esit ya da birbirine ¢ok yakin oldugu her iki
orneklemede, siniflandirma yaklagiminin daha iyi sonuclar verdigini gézlemlemistir.

Bu iki yontem ayrica daha 6nce Habbema ve ark. (1974) tarafindan incelenen
hemofili gercek veri kiimesi iizerinde de karsilastirilmistir. Hemofili verisi hemofili
tagiyicisi olan ve olmayan 75 bayan hasta iizerinden elde edilen antihemofilik
diizeyiyle iliskili iki degiskenli bir veridir. Calismanin sonucunda MA ve CA
yaklasimlartyla elde edilen hemofili verisinin 75 biriminin tahmin edilmis sonraki
olasiliklar1 ile verinin gergek etiket vektorii arasindaki fark oldukg¢a fazladir. Sonug
olarak 6zellikle MA yaklagimi ile iyi alt kitle parametreleri tahmin edilebilmesi i¢in
n gozlem sayisinin oldukea fazla olmasi gerektigini belirtmistir.

Celeux ve Govaert (1992), kiimeleme i¢in bir siniflandirma EM algoritmast
ve iki stokastik versiyonu (a classification EM algorithm for clustering and two
stochastic versions) baglikli calismalarinda simiflandirma maksimum olabilirlik
yaklagimi altinda optimizasyona dayali kiimeleme yontemleri icin genel bir
simiflandirma EM algoritmas1 tanimlamiglardir. Bu genel siniflandirma EM
algoritmasindan klasik optimizasyon kiimeleme algoritmalarinin parametre baslangic
degerlerine olan bagimliligin1 azaltacak sekilde rasgele karmagikligi da iceren iki

stokastik algoritma elde etmislerdir. Elde ettikleri bu iki stokastik algoritmanin
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performansini sayisal denemeler iizerinden siniflandirma EM algoritmasinin 6zel bir
versiyonu olan standart k -ortalamalar algoritmasi ve varyans Kkriterine gore
karsilagtirmiglardir. Tanimladiklar1 genel smiflandirma EM algoritmasini kisaca
CEM (Classification EM) ile gosterdiler. Bu algoritmaya bagl olarak elde ettikleri
stokastik algoritmayr SEM (Stokastik EM) ve Siniflandirma yumusatmayr CAEM
(Classification Annealing EM) olarak adlandirmislardir. Bu algoritmalarin
performanslarini, kiigiikk ve biiylik 6rneklem hacimli simiilasyon verisini ve 3641
hastadan elde edilen gercek serum verisini (Sandor ve Lechevallier, 1977) kullanarak
test etmislerdir. SEM ve CAEM algoritmalarinda iterasyon sayist oldukca fazladir.
Bunun nedeni algoritmalarin parametre baglangic degerlerine olan bagimliligini
azaltacak sekilde adimlarin artmasidir. Calismalarinin sonucunda kii¢iik hacimli
orneklemler i¢in CAEM, biiyiik hacimli 6rneklemler i¢cin SEM Onerilmistir.

Celeux ve Govaert (1993), karma ve smiflandirma en ¢ok olabilirliklerinin
kiimeleme analizlerinde karsilagtirilmasi (comparison of the mixture and the
classification Maximum Likelihood in cluster analysis) baslikli calismalarinda en ¢ok
olabilirlige dayali karma ve siniflandirma yaklagimlar1 ile yapilan kiimeleme
yontemlerini farkli varsayimlar altinda incelemislerdir. Bu iki yaklagim, bir karma
modelin karma oranlar1 esit veya karma oranlari bilinmeyen seklinde iki farkli
varsayim altinda Monte Carlo sayisal denemeleri iizerinde karsilastirmiglardir.
Kullandiklar1 simiilasyon denemelerinde 6zellikle kiiciik hacimli drneklemler igin
karma oranlar iizerindeki kisitin kiimeleme yonteminin se¢iminde oldukca etkili bir
faktor oldugunu gostermiglerdir. Sayisal denemeler sonucunda kiigiik hacimli
orneklemlerde siniflandirma yaklasiminin orta ya da biiylik hacimli 6rneklemlerde
karma yaklagimin daha i1yi sonu¢ verdigini belirtmislerdir. Caligmanin sonucunda
karma modellerle kiimeleme islemine baslamadan oOnce, veri kiimesi hakkinda
herhangi bir 6nbilginin bulunmamasindan dolay1, karma oranlarinin baslangigta nasil
alinacagi ve kiimeleme i¢in hangi yaklasimin secilece§inin belirsiz oldugunu
belirtmislerdir. Karma oranlarinin esit olmasi varsayimli modelin daha cimri bir
model oldugunu ve baslangi¢ degerlerinden daha az etkilendigini belirtmisler ve bu
nedenlerle de kiimelemenin daha dayanikli (robust) sonuglar verdigini

belirtmislerdir.
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Banfield ve Raftery (1993), normal dagilim modeline ve normal dagilim
olmayan modellere dayali kiimeleme (model based Gaussian and non-Gaussian
clustering) baslikli ¢alismalarinda, ¢cok degiskenli normal dagilimlarin karmasindaki
bilesen kovaryans matrislerinin 6zdeger ayrisimi kullanilarak parametrik ifade
edilmesiyle, kiimeler iizerinde baz1 6zelliklerin de dikkate alinmasini saglamislardir.
Bu oOzellikler kiimelerin geometrik olarak ifade edilmesine de olanak saglayan
kiimelerin yon, hacim ve sekil bilgileridir. Bu sayede Friedman ve Rubin (1967)
tarafindan Onerilen kriterden daha genel ve, Scott ve Symons (1971) tarafindan
onerilen modellere gore daha cimri modelleri igeren yeni kriterleri 6nermislerdir.
Veri kiimesi yapisi onceden tanimlanmis kiimelerden meydana gelebilir. Bununla
birlikte bu tanimlanan veri kiimelerinin yapisina uygun olmayan gozlemler
bulunabilir. Bu gozlemler giiriiltii gézlemleri olarak adlandirilir. Banfield ve Raftery
(1993) tarafindan yapilan ¢alismada bu tiir gézlemlerin bir Poisson siirecinden ortaya
ciktig1 kabul edilmis ve etiketleri sifir almistir. Giiriiltii gézlemleri dikkate alinarak
kiime sayismin belirlenmesi i¢in bir Bayesci tahmin yaklasimi (an approximate
Bayessian Approach) 6nermislerdir. Bu yaklasimla elde ettikleri bilgi kriteri agirlikli
ortalama kanit ya da AWE (Average Weight of Evidence) olarak adlandirilmistir.
Onerdikleri kiimeleme kriterlerinin performansini simiilasyon verisi ve gergek veri
kiimeleri lizerinde Ward’in kareler toplami kriteri (Ward 1963) ve tek-baglanti
(single-linkage) yontemi ile karsilastirmislardir. Bu ¢alismada simiilasyon verisinin
yaninda iki gercek veri kiimesi de kullanmislardir. Incelenen gergek veri
kiimelerinden birincisi Reaven ve Miller (1979) tarafindan daha 6nce incelenen 145
bireyden Ol¢iilmiis iic degisken degerini iceren diyabet verisidir. Diyabet verisinde
klinik caligmalar sonucu kimyasal diyabetikler, belirgin diyabetikler ve diyabetik
olmayanlar seklinde 3 smifin oldugunu belirlemislerdir. Klinik c¢alismalarla elde
edilen gozlemlerin simiflandirma etiket vektorii dogru kabul edilerek caligmalarinda
onerilen kiimeleme kriterleri karsilastirilmustir. Ikinci ger¢ek veri kiimesi ise
Manyetik rezonans goriintii (MRI) verisidir. Manyetik rezonans goriintiileme doku
icerisindeki hidrojen ¢ekirdeklerinin manyetik rezonansa dayali olarak viicut
dokusunun kimyasal karakteristiklerini 6l¢en bir yontemdir (Oldendorf ve Oldendorf

1988). MRI voksel olarak adlandirilan kiigiik hacimli elementler igerisindeki farkli
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doku tiplerini ¢ok ayrintili olmayacak sekilde ayirabilir. Harekete gegirilen hidrojen
cekirdegi tipine (situmule) bagli olarak her bir voksel igerisindeki farkli
karakteristikler dl¢iilebilir. Bunun sonucunda her bir voksel iizerinden ¢ok degiskenli
Olgiimler elde edilir. MRI verisinde 26100 voksel bulunmaktadir. Banfield ve Raftery
(1993) bu veride fazla sayida voksel olmasindan dolay1 voksellerin bir rastgele
orneklemini almislar ve bu rastgele dérneklem igerindeki vokselleri kiimelemislerdir.
Daha sonra goriintiideki diger vokselleri elde ettikleri bu kiimelere
siiflandirmiglardir. Aldiklari rastgele 6rnekleme dayali olarak goriintli kiimesindeki
kiime sayisinin 7 ile 21 arasinda olabilecegini belirtmislerdir.

Bozdogan (1994), model secim kriteri ve karmasikligin yeni bir bilgisel
Olciitii kriteri kullanilarak karma model kiimeleme analizi (mixture model cluster
analysis using model selection criteria and a new informational measure of
complexity) baslikli calismasinda karma dagilim modellerini kullanarak uygulanan
kiimeleme analizini karma model kiimeleme analizi olarak adlandirmis ve istatistikte
calisilan en zor problemlerden biri oldugunu belirtmistir. Bu ¢aligmasi temel olarak
bilesen kiime sayilarinin se¢imi ile ilgilidir. Bilesen kovaryans matris yapilarini
dikkate alarak dort genel durum ig¢in bilesen kiime sayisinin bulunmasini
amaglamistir. Bu genel durumlardan birincisi, karma dagilim modelindeki bilesen
kiimelerinin birbirinden farkli kovaryans matris yapisina sahip olmasi durumudur.
Ikincisi, karma dagilim modelindeki bilesen kiimelerinin aym kovaryans matris
yapisina sahip olmasi durumudur. Ucgiinciisii, karma dagilim modelindeki bilesen
kiimelerinin ayn1 fakat kosegen kovaryans matris yapisina sahip olmasi durumudur.
Doérdiinciisii, karma dagilim modelindeki bilesen kiimelerinin ayni1 fakat
degiskenlerin ikiserli bagimsiz olacak sekilde kosegen kovaryans yapisina sahip
olmas1 durumudur.

Bozdogan (1994) tarafindan yapilan g¢alismada, Akaike (1973) tarafindan
olusturulan ve AIC (Akaike’s Information Criterion) olarak adlandirilan bilgi
kriterini; Bozdogan (1987) tarafindan tanimlanan ve CAIC (Consistent Akaike’s
Information Criterion -) olarak adlandirilan tutarli Akaike bilgi kriterini ve,
Bozdogan (1988, 1990a, 1990b, 1993) tarafindan gelistirilen ve ICOMP

(Informational Measure of Complexity Criterion) olarak adlandirilan karmagikligin

11



2. ONCEKIi CALISMALAR Tayfun SERVi

bilgisel oOlciitii  kriterini  incelemistir. AIC, CAIC ve ICOMP kriterlerinin
performanslarini farkli bilesen kovaryans matris yapisinda karma dagilim kiimeleme
sonucu dogru kiime sayisint bulma bakimindan karsilagtirmistir. Model se¢im
kriterlerinin kullanildig1 bu c¢aligmada ayrica karma model kiimeleme analizinin
uygulamasina yonelik diyabet gercek veri kiimesini incelemistir. Bu veride, gizli
olmayan diyabetik, kimyasal diyabetik ve normal bireylerin gergcek siniflari
bilinmeden nasil kiimelendiklerini gostermistir. Obez olmayan yetiskin 145 birey
tizerinden bes degiskene baglhh olarak klinik yontemlerle elde edilmis
siniflandirmalara iliskin Reaven ve Miller (1979) tarafindan yapilan orijinal
calismada elde edilen sonuglarla, karma model kiimeleme analiziyle elde edilen
sonuglar karsilagtirmistir. Kiime sayilar1 bilinen ve simiilasyon yoluyla iiretilen ¢cok
degiskenli normal veri kiimelerine dayali sayisal Ornekler incelenmis, en uygun
modelin ve kiime sayilarmin se¢imi i¢in model se¢im kriterlerinin etkinligini
arastirmistir. Bu yontemlerde es anli olarak kiimelemede uyumun eksikligini,
parametre sayisini, Orneklem biiyiikliigiinii ve artan kiime sayisiyla ortaya ¢ikan
karmasiklig1 dikkate almistir.

Celeux ve Govaert (1995), tutumlu ya da cimri normal dagilim modellerine
dayali kiimeleme (Gaussian parsimonious clustering models) baslikli ¢alismasinda
Banfield ve Raftery (1993) tarafindan yapilan c¢alismaya benzer sekilde karma
modelin bilesen kovaryans matrislerinin 6zdeger ayrisimi ile parametrik olarak ifade
etmis ve bu sayede ortaya ¢ikan yeni kiime yapilarini incelemistir. Kovaryans
matrisinin parametrik ifade edilmesi, bilesen kiimelerinin yonii, sekli ve hacmi gibi
ozelliklerinin de dikkate alinmasini saglamstir.

Celeux ve Govaert (1995) tarafindan yapilan calismada, karma dagilim
modelinin bilesen oranlart esit ve farkli olmasi durumlarimin da dikkate alindigi
toplam 28 model 6nermislerdir. Her bir model i¢in parametrelerin en ¢ok olabilirlik
tahminlerinin nasil elde edildigini gostermislerdir. Verinin ¢ok degiskenli normal
dagilimlarin karmasi ile modellenebilecegi kabuliine dayali olarak elde edilen farkli
kiime yapilarinda parametre tahminlerini simiilasyon ve gergcek veri kiimelerini
kullanarak karsilagtirmislardir. Kullanilan ger¢ek veri kiimesi daha once Soubiran

(1993) tarafindan incelenen hareketli y1ldiz verisidir (stellar kinematics data). Bu veri
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kiimesi 2370 yildizin samanyolu merkezine ve eksenine olan hizlarina ait iki
degisken degerlerini icerir. Hareketli yildiz veri kiimesini farkli hacimli kiiresel {i¢
bilesen kiimeli karma dagilim modeliyle modellemislerdir. Celeux ve Govaert
(1995), caligmalarinin sonunda onerdikleri kiime yapilari ile ¢ok degiskenli normal
dagilimlarin karmasinin bir¢ok veriyi kiimelemede karmasik algoritmalarin
kullanilmasina gerek kalmaksizin basariyla kiimelediklerini belirtmisler ve pratik
uygulamalarda ozellikle kiiclik hacimli veri kiimeleri i¢in esit hacimli modellerin
se¢imini Onermislerdir.

McLachlan ve Peel (1996), egitimsiz 6grenme i¢in karma normal dagilim
modellerine dayali bir algoritma (an algorithm for unsupervised learning via normal
mixture models) baglikli ¢aligmalarinda etiket vektorii bulunmayan veriye bir normal
karma modeli uyduran ve uydurulan bu modelin bilesenlerine gozlemleri

siiflandiran bir algoritma gelistirmiglerdir. Gozlemler birbirinden ayrik g bilesenli

bir kiimenin her bir bilesenine tahmin edilmis bilesene ait olma sonraki olasiliklarina
bakilarak yapilmistir. Verideki her bir gézlem bilesene ait olma sonraki olasiligi
yiiksek olan karmanin bilesenine atanmigtir. McLachlan ve Peel (1996) bu
caligmalarinda EM algoritmasin1 kullanarak parametrelerin en ¢ok olabilirlik
tahminlerinin bulunmasi i¢in en ¢ok olabilirlik fonksiyonun ¢oziimiinden elde edilen
cok katli koklerden hangisinin segilecegi problemi {izerinde durmuslardir. Birden
fazla grup igeren veriye karma modeli, EM algoritmasinin parametre baslangic
degerlerinin se¢imini de yapacak sekilde uyduran NMM (Normal Mixture Model)
adinda bir algoritma gelistirmislerdir. Bu algoritmada parametre baslangic degerleri:
(a) rastgele olarak, (b) asamali hiyerarsik kiimelemeye dayali olarak ve (c)
genellestirilmis 6grenme vektdr niceleme adinda ve GLVQ (Generalized Learning
Vector Quantization) ile gosterilen kiimeleme yontemi (Pal ve ark. 1993) ile
secilmektedir. Gelistirdikleri NMM algoritmast i¢in olusturduklar1 programin
ozelliklerini tanitmislardir. Baslangic degerleri rastgele alinan yontemle NMM
algoritmasinin performansinin diger parametre baslangic degerlerinin se¢im
yontemleri ile uygulanan NMM algoritmasina karsi daha iyi performans gosterdigini

simiilasyon verileri lizerinde gostermislerdir.
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Bensmail ve ark. (1997), modele dayali kiimeleme analizinde sonuglar
(inference in model based cluster analysis) baslikli ¢aligmalarinda; Banfield ve
Raftery (1993) ve, Celeux ve Govaert (1995) tarafindan oOnerilen ¢ok degiskenli
normal dagilimlarin karmasina dayali kiimeleme analizinde karmanin bilesen
kovaryans matrislerinin geometrik olarak modellenmesi yontemi ile iyi sonuglar elde
edilmesine karsin bazi sinirlamalara sahip oldugunu belirtmislerdir. Bu sinirlamalar
parametre tahminlerinin yanli olabilecegini, bilesen kovaryans matris yapisinin
geometrik seklinin aragtirmaci tarafindan analize baglanmadan Once segilmesi
gerektigini, degisik miimkiin modeller arasindan hangisinin hangi durumlarda
secilebilecegine dair kesin bir yontemin olmamasi olarak belirtmislerdir. En iyi
modeli ve kiime sayisim1 bir adimda belirleyen ve daha oOnce Banfield ve
Raftery(1993) tarafindan Onerilen AWE kriterinden daha dogru bir Bayes faktorii
yaklagimimi onermislerdir. Yaklasik Bayes faktorlerini, Laplace-Metropolis tahmin
ediciyi (Lewis ve Raftery 1997) kullanarak Gibbs ornekleyici ¢iktis1 (Gibbs sampler
output) ile hesaplamislardir.

Bensmail ve ark. (1997), ¢aligmalarinda simiilasyon veri kiimelerinin yaninda;
Kelebek verisi (Celeux ve Robert 1993) ve Hareketli yildiz verisi (Soubiran 1993)
gibi gergek veri kiimelerini de incelemislerdir. Kelebek verisi 23 kelebegin 4 kanat
uzunluguna ait bir veri kiimesidir. Bu veride amag¢ farkli kelebek tiirlerini tespit
ederek siniflandirmaktir. Bensmail ve ark. (1997), bu veri seti i¢in karma dagilim
modelini; bilesen kovaryans matrislerinin hacimleri farkli, yon ve sekilleri ayni olan
4 bilesenli karma dagilim modeli olarak olusturmuslardir. Her bir kelebegi daha
sonra bu kiimelere siniflandirmiglardir. Siniflandirma sonucu 4 kiimeden birinde
yalniz bir kelebek oldugu goriildiigiinden bu kiimeyi ihmal etmislerdir.Kelebeklerin
gercek siniflart ile bulduklari sinif sonuglar1 olduke¢a yakindir. Hareketli yildiz verisi
icin de benzer karma dagilim model yapisin1 kullanmiglar ve veriyi 3 kiime olarak
simiflandirmislardir.

Fraley ve Raftery (1998), modele dayali kiimeleme analizi ile kiime sayis1
kactir? Hangi kiimeleme yontemi? sorularina cevaplar (how many clusters? which
clustering method? answers via model based cluster analysis) baslikli caligmalarinda

bir veri kiimesinin igerdigi kiime sayis1 ve bilesen kiime yapis1 hakkinda onbilgiye
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sahip olmadan kiime yapisinin nasil belirlenebilecegi lizerine durmuslardir. Homojen

olmayan bir veri kiimesinin karma dagilimlar ile temsil edilebilecegini ve bu karma

dagilimin da her bir bilesenin farkli bir kiimeye karsilik geldigini belirtmislerdir.

Karma dagilimin bilesen yogunluk fonksiyonunun ¢ok degiskenli normal dagilim

olmas1 durumunda ise bilesen kovaryans matrislerinin parametrik 6zelliklerine gore

farkli geometrik yapiya sahip modellerin elde edilebilecegini sdylemislerdir.

Verideki parcalanmalar durumunda her bir parcalanmaya karsilik gelen

parametreleri, en ¢ok olabilirlik i¢in EM algoritmasini kullanarak tahmin etmislerdir.

EM algoritmas1 i¢in parametre baslangic degerleri olarak eklemeli hiyerarsik

kiimeleme yonteminden elde edilen parametre tahminlerini kullanmislardir. Farkli

bilesen kovaryans yapisina sahip modelleri, Bayesci bilgi kriterine BIC (Bayesian

Information Criterion) (Schwarz, 1978) dayali olarak hesaplanan bir Bayes faktor

yaklagimimi kullanarak karsilagtirmislardir. Bu yontem, onem testlerinden farkl

olarak ayni anda ikiden fazla modelin karsilagtirllmasinda kullanilmaktadir. Bu
sayede kiime sayisini ve kiime yapisini belirleme problemleri es anli olarak ¢oziiliir.

Fraley ve Raftery (1998) tarafindan Onerilen modele dayali kiimeleme
yonteminin adimlar1 agagida verilmistir.

1. Maksimum kiime sayis1 M ile gosterilsin. M degeri secilir. Bu say1 miimkiin
oldugunca kii¢iik alinmalidir.

2. Kiime sayis1 2’den bagslayarak maksimum kiime sayist M ’ye kadar eklemeli
hiyerarsik kiimeleme analizi uygulanilarak kisitsiz karma normal model i¢in
gozlemler siniflandirilir.

3. Hiyerarsik kiimeleme analizinden elde edilen siniflandirmalara dayali olarak her
bir kiimenin parametreleri hesaplanir. Hesaplanan bu parametreler EM
algoritmasi i¢in parametre baglangic degerleri olarak kabul edilir ve EM
algoritmasi1 kiime sayisi 2,..., M olmak iizere her bir kiime sayisinda farkl
geometrik yapili tim normal kiimeleme modelleri i¢in uygulanilir.

4. Kiime sayis1 1’de dahil olmak {izere kiime sayis1 M ’ye kadar olan her bir model
icin BIC degerleri bulunur.

5. Her bir kiime sayisinda, modellerin her biri i¢in elde edilen BIC degerlerinin bir

matrisi olusturulur.
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6. Modellerin her biri i¢in, BIC degerlerine ait grafikleri ¢izilir. Bu grafiklerde ilk
belirleyici yerel maksimum degere karsilik gelen kiime sayist ve yapisi en uygun
kiime sayis1 ve kiime modeli olarak alinir.

seklindedir. Burada belirleyici BIC degeri i¢in Kass ve Raftery (1995)’nin

calismasinda belirtilen:

1. BIC degerleri arasindaki fark <2 ise karsilastirilan modeller arasinda fark vardir
hipotezi i¢in yeterli bir kanit yoktur.

ii. 2 < BIC degerleri arasindaki fark<6 ise karsilastirilan modeller arasinda fark
vardir hipotezi i¢in pozitif yonde bir kanit vardir.

iii. 6 < BIC degerleri arasindaki fark<10 ise karsilastirilan modeller arasinda fark
vardir hipotezi i¢in kuvvetli bir kanit vardir.

iv. BIC degerleri arasindaki fark > 10 ise karsilastirilan modeller arasinda fark vardir
hipotezi i¢in oldukga kuvvetli bir kanit vardir.

onermeleri dikkate alinir.

Fraley ve Raftery (1998), calismalarinda onerdikleri bu yontemi 6 farkli
bilesen kovaryans matris yapisina sahip c¢ok degiskenli normal dagilimlarin
karmasini kullanarak 3 degisken ve 145 gozlemden olusan diyabet verisi lizerinde
incelemislerdir. Bu inceleme sonucunda diyabet verisi i¢in en iyi modelin, ilk yerel
maksimum BIC degerine karsilik gelen 3 bilesenli kisitlanmamis bilesen kovaryans
matris yapisina sahip karma model oldugunu belirtmislerdir. Bilesen kiime
kovaryans matris yapisina gore ortaya ¢ikan diger karma yapilarini incelediklerinde
kiime sayisinin 8 veya 9 olabilecegini belirtmislerdir. Kiime sayis1 9 olmasi
durumunda, karma modelin bir bilesenine 3 gbézlem siniflanmaktadir. Bu 3 gozlem
kullanilarak karmanin bu bileseni i¢in kovaryans matrisinin tahmin edilemeyecegini
ve ayrica karmanin bilesen kovaryans matrisinin singiiler olma probleminin diger bir
ifadeyle kotii kosulluluk durumunun ortaya ¢ikabilecegini belirtmislerdir.

Biernacki ve Govaert (1999), modele dayali kiimelemede ve ayristirma
analizinde model sec¢imi (choosing models in model based clustering and
discriminant analysis) baglikli ¢alismalarinda daha 6nce Celeux ve Govaert (1993)
tarafindan gelistirilen bilesen kiime kovaryans matrislerinin 6zdeger ayrisimina

dayal1 olarak parametrik ifade edilmesiyle ortaya ¢ikan kiime modellerinin se¢iminde
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kullanilan AIC (Akaike 1973), AIC3 (Bozdogan 1992), BIC (Schwarz 1978),
ICOMP (Bozdogan 1988), NEC (Celeux ve Soromenho 1996), CLM (Biernacki ve
Govaert 1997) ve capraz gecerlilik kriterinin (Smyth, 2000) performansini Monte
Carlo simiilasyon c¢aligmalar ile karsilastirmiglardir. Calismanin sonucunda verideki
kiime sayist G bilindiginde AIC3 ve BIC kriterleri en iyi karma modelin
belirlenmesinde daha basarili olmalarina karsin, BIC kriterinin kullanilmasini
Oonermislerdir. Verinin bilesen kiime sayis1 bilinmedigi durumlarda yapilan
simiilasyon caligmasinda her iki kriterinde kiime sayisini oldugundan daha fazla
bulmaya egilimli oldugunu belirtmislerdir. CLM ve NEC bilgi kriterleri, kiime
sayisini bulmada genellikle daha basarili kriterler olmasina karsin istenilen en iyi
modelin se¢ciminde basarisiz oldugunu belirlemislerdir. Bu sonuglara gore es anl
olarak kiime sayisinin se¢imi ve en iyi kiimeleme yonteminin belirlenmesi i¢in belirli
bir kriterin Onerilmesinin zor oldugunu belirtmiglerdir. Bu bilgi kriterlerinin
performanslar1 ayrica ayristirma analizi i¢in de karsilastirilmis ve 6zellikle kiigiik
hacimli 6rneklem durumunda capraz gecerlilik kriterinin basarili sonuglar verdigi
sonucuna varmiglardir. Orneklem hacminin biiyiidikkge AIC3 ve BIC kriterlerinin
daha basit hesaplanabilir olmasindan dolayi, ¢apraz gecerlilik kriterine karsi tercih
edilebilecegini onermislerdir.

Yeung ve ark.(2001), gen ifade verisi i¢in veri doniisiimleri ve modele dayali
kiimeleme (model based clustering and data transformations for gene expression
data) baglikli caligmalarinda temel amag olarak modele dayali kiimeleme yonteminin
gen ifade verilerinde uygulanabilirligini ve BIC kriterine gore elde edilen kiime
modellerinin yorumlanabilirligini gostermislerdir. Modele dayali kiimelemenin
basarisin1 deneye dayali yontemler icerisinde oldukca basarili sonuglar veren CAST
(Ben-Dor ve Yakhini 1999) yontemi ile karsilastirmislar ve kiimeleme sonuglarini da
Uyarlanmis Rand indeksi (Hubert ve Arabie 1985) kriterini kullanarak
degerlendirmislerdir. Bu calismada gen ifade verilerine literatiirde yaygin olarak
kullanilan 3 doniisiim yontemi uygulanmistir. Uygulanan yontemler logaritmik,
karekok ve her bir gen icin ham ifade seviyelerinin merkezi standartlagtirilmasi
doniigiimleridir. Her bir sinif igerisindeki veri i¢in ¢ok degiskenli normallik kabuliinii

ya da varsayimini Aitchison (1986) tarafindan Onerilen testlerle incelemislerdir. Bu
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yontemlerden en basiti siif icerisindeki gozlemlerin marjinal dagilimlarinin tek
degiskenli normallikten sapmalarinin test edilmesidir. Bu ¢alismada ikisi gercek, biri
yapay olmak iizere 3 veri kiimesini kullanmuslardir. Inceledikleri gercek veri
kiimelerinden birincisi Schummer ve ark. (1999) tarafindan elde edilen ovary
verisinin bir alt kiimesidir. Ovary verisinin incelenen alt kiimesinde 235 klon ve 24
doku 6rneklemi (deneme) bulunmaktadir. Diger gercek veri kiimesi yeast cell cycle
verisidir (Cho ve ark. 1998). Yeast cell cycle verisi 6000 genin 17 farkli zaman
noktasindaki ifade seviyelerini icermektedir. Bu veri kiimesinden alinan iki farkl alt
kiime incelenmistir. Yeung ve ark.(2001) modele dayali kiimeleme yonteminin gen
ifade verilerine uygulanmasinda karsilastiklar1 zorluklar1 da belirtmislerdir. Bunlar
karmanin bilesenine sadece birka¢ gézlem diismesi durumunda parametre tahminin
zorlagmasi, ayrica BIC degerlerine gore belirlenen fazla bilesenli en iyi karma model
yapilarinda parametre sayisinin verideki gozlem sayisindan fazla olmasi
durumlaridir. Calismanin sonucunda Modele dayali kiimelemenin gen ifade verileri
icin oldukc¢a kullanigh bir teknik oldugunu belirtmislerdir. Gen ifade verilerine
uygulanilan doniigiimler sonucu normalligin arttigin1 ve farkli dontisiimlerle elde
edilen kiimeleme performanslarinin degistigini gozlemislerdir. Gergek veri kiimeleri
tizerinde karma normallik kabuliinii bazi doniisiimler altinda bile miikemmel
derecede saglamasa da modele dayali kiimeleme yonteminin dogru kiime sayisini
belirlemede ve daha yiiksek kalitede kiime yapilar1 elde etmede CAST yontemine
gore az da olsa daha iyi sonuglar verdigini belirtmiglerdir. Yapay veri kiimeleri
tizerinde BIC degerine gore elde edilen kiime sayist ve kosegen bilesen kiime
kovaryans matris yapisina sahip karma model ile olduk¢a yiiksek kalitede kiimeler
elde etmislerdir. Kiimelenmenin amacina uygun olacak sekilde gen ifade verilerine
bir doniistimiin uygulanmasinin yararli olacagini 6nermislerdir.

Figueiredo ve Jain (2002), sonlu karma modellerin egitimsiz 6grenmesi
(unsupervised learning of finite mixture models) bashkli ¢aligmalarinda ¢ok
degiskenli verinin sonlu bir karma dagilim modelinin egitilmesi i¢in egitimsiz bir
algoritma  gelistirmislerdir. ~ Gelistirdikleri algoritmanin iki O6nemli amaci
bulunmaktadir. Birincisi bilesen kiime sayisinin se¢imi, ikincisi ise bu algoritmanin

EM algoritmasindan farkli olarak baslangic degerlerinden etkilenmemesidir.
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Onerdikleri bu algoritmanin EM algoritmas1 gibi parametre uzaymda tekil bir
noktaya yakinsama ihtimalinin olmadigini iddia etmislerdir. Bu algoritmada, aday
modeller arasindan birinin se¢imine yonelik bir model se¢im kriteri kullanilmamastir.
Bu algoritmanin, EM algoritmas1 yazilabilen her tiirlii parametrik karma model
yapisinda kullanilabilecegini belirtmislerdir. Calismanin sonunda karma modellerde
sapan degerlerin belirlenmesinin énemli bir konu oldugunu, sapan degerlerin ekstra
bir bilesenle (biiylik varyansh diizgiin veya normal dagilim) temsil edilebilecegini
iddia etmisler ve bu konu iizerinde halen ¢alismaya devam ettiklerini belirtmislerdir.

Fraley ve Raftery (2002), modele dayali kiimeleme, ayristirma analizi ve
yogunluk tahmini (model based clustering, discriminant analysis, and density
estimation) baslikli ¢aligmalarinda kiimeleme analizini bir veri icerisinde gozlemlere
ait gruplarin bulunmasinda kullanilan bir yontem olarak tanimlamislardir. Pratik
uygulamalarda kullanilan bir¢ok kiimeleme ydnteminin denemeye dayali olmasina
karsin temelinde mantikli yontemler oldugunu belirtmislerdir. Kiimeleme analizinde
ortaya c¢ikan Ornegin veride ka¢ kiime vardir?, hangi kiimeleme yontemi
kullanilmahidir? ve sapan degerler nasil incelenmelidir? gibi problemlerin
¢Oziimlerini iceren ¢ok az sistematik bir kilavuz bilgisinin olduguna dikkat
cekmislerdir. Istatistiksel yaklasim temelli, modele dayali kiimeleme ile biitiin bu
sorunlarin ¢oziimlerine yonelik genel bir metodoloji arastirmasi yapmislardir. Elde
ettikleri sonuglarin ayrigtirma analizi ve yogunluk tahmini gibi ¢ok degiskenli
istatistiksel problemler i¢inde O6nemli oldugunu belirtmislerdir. Bu ¢aligmalarinda
kullanilan gergek veri kiimeleri; gogiis kanseri teshis verisi (diagnostic breast cancer
data) verisi (http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html) ve mayin belirleme verisidir
(http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html).

Fraley ve Raftery (2002) tarafindan yapilan ¢aligmada, gogiis kanseri teshisi
verisi i¢in gergekte 30 degiskenli olmasina karsin daha 6nce yapilmis bir¢ok ¢alisma
sonrasinda 3 onemli 6zellik degiskeni (Mangasarian ve ark. 1995) bu ¢alismada da
almmigtir. Bu veri kiimesinin siniflar1 olan teshisler yani veri etiket vektorii
bilinmektedir. Calismalari sonunda modele dayali kiimeleme analizini kullanarak
maksimum BIC degerine gore 3 gruplu kisitsiz karma modeli elde etmislerdir. iki ve

3 gruplu kisitsiz karma modellerin BIC degerleri arasindaki farkin oldukg¢a kiiciik
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oldugunu ve bu durumda veri kiimesi i¢in 2 veya 3 kiimeli karma modelin
aliabilecegini belirtmislerdir. Klinik ¢calismalar sonucu elde edilen teshis siniflari ile
iki gruplu kisitsiz karma model sonuglarinin 519 gézlemde 29 gézlem harig birbirine
benzedigi sonucuna varmiglardir. Bu veri kiimesi i¢in elde edilen 3 gruplu karma
model yapisinin da klinik calismalar i¢in 6nemli olabilecegini, bu yapida ortaya
¢ikan ara sinifin klinik ¢caligmalarla ayrica incelenmesi gerektigini dnermislerdir.
Fraley ve Raftery (2002) tarafindan yapilan ¢alismada incelenen bir diger veri
mayin belirleme verisidir. Mayin belirleme verisi Amerikan deniz kuvvetlerince
mayinlarin teshisi i¢in yapilan bir projede Witherspoon ve ark. (1995) tarafindan
gelistirilen COBRA (The Coastal Battlefield Reconnaissance and Analysis)
programinda kullanilan bir goriintii verisidir. COBRA programu ile incelenen goriintii
icerisinde mayin olabilecek 173 bolge tespit edilmistir. Tespit edilen bu bolgelerden
yalniz 35 tanesi ger¢ekte mayin iceren bolgedir. Bu veriye modele dayali kiimeleme
yontemini uyguladilar. Analiz sonucunda BIC degerlerine gore kiiresel sabit
kovaryans matris yapili 4 bilesen kiimeli karma model elde etmislerdir. Bu karma
modelin bir bilesen kiimesi 89 gozlemden olusmaktadir. Bu gézlemlerden 35 tanesi
mayinli bolgedir. Bu sayede icerisinde mayin olan bdlgelerin tespitinde COBRA

programi ile olan basari orani 35/173 iken modele dayali kiimeleme analizi
sonucunda basar1 oranini 35/89 olarak elde etmislerdir.

Soffritti (2003), bir veri matrisinden birden fazla kiime yapisinin belirlenmesi
(identifying multiple cluster structures in a data matrix) baslikli ¢aligmasinda her
tirli degisken tipinde uygulanilabilen hiyerarsik asamali kiimelemeye benzer bir
yontem Onermistir. Onerilen ydntemde verinin her bir degiskeninin kiime yapisini
icerip igermedigini ayri ayri incelemis ve kiime yapist gosteren degiskenlerin
olusturdugu degisken alt kiimesi lizerinde genel kiime yapisini arastirmistir.

Goldberger ve Roweis (2004), bir karma modelin hiyerarsik kiimelenmesi
(hierarchical clustering of a mixture model) baglikli ¢alismalarinda ¢ok fazla bileseni
bulunan bir karma modeli, bilesen yapilarini koruyacak sekilde daha az bilesen sayili
bir karma modele indirgeyecek bir algoritma dnermislerdir. Bunun i¢in asil karma
modelin bilesenlerini gruplayacak iki karma model arasindaki uzakligi hesaplamada

kullanilan yeni bir uzaklik ol¢iitii kullanmislardir. Bu uzaklik Olgiitiiyle iki ¢ok
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degiskenli normal karma model arasindaki Kullback Leibler yakinsama kriterinden
farkli bi¢imde analitik olarak hesaplamislardir.

Fraley ve Raftery (2007), kemometrikte Mclust yazilim programini kullanarak
modele dayali siniflandirma yontemleri (model based methods of classification using
the Mclust software in chemometrics) baglikli c¢alismalarinda modele dayah
kiimeleme analizi i¢in son zamanlarda gelistirilen yontem ve yazilimlar sayesinde
kiimeleme ve siniflandirma c¢alismalarinda deneye dayali yontemlere gore olasilik
modellerine dayali kiimeleme yontemlerinin tercih edilmesine sebep oldugunu
belirtmislerdir. Modele dayali kiimeleme ve siniflandirma analizlerinde yer alan
kemometrik ¢alismalarin ¢cok degiskenli goriintii analizlerinin (Wehrens ve ark. 2004,
Tran ve ark. 2006), Manyetik salinim goriintiillemeyi (Fraley ve ark. 2005),
mikrodizilim goriintii boliitlemeyi (Li ve ark. 2005), istatistiksel islem kontroliinii
(Thissen ve ark. 2005) ve gida giivenilirligini (Toher ve ark. 2005, Dean ve ark.
20006) icerdigini belirtmislerdir. Fraley ve Raftery (2007) ¢alismalarinda, kemometrik
Olgiimleri iceren veri kiimeleri {iizerinde Mclust yaziliminin modele dayal
kiimelemede, yogunluk tahmininde ve ayristirma analizinde nasil kullanilacagini
gostermislerdir.

Modele dayali kiimeleme analizi c¢ercevesinde onemli konulardan biri de
Ozellik ya da degisken se¢imi olmustur. En iyi 6zellik ya da degisken alt kiimesinin
secimi, Ozellik secimi olarak adlandirilir. Son zamanlarda fen ve miihendislik
alanlarinda ortaya ¢ikan gelismelere dayali olarak daha biiyiik boyutlu veri kiimeleri
ile ¢alisma zorunlulugu dogmustur. En iyi 6zellik alt kiimesi se¢imi bu alanlarda
biiylik sayida 6zellikler iceren veri kiimelerinin analizleri i¢in 6nemlidir (Han ve
Kamber 2001, Jin ve ark. 2002, Bradley ve ark. 2000). Buna bir 6rnek molekiiler
biyolojideki binlerce 6zelligi iceren verilerin siniflandirilmasi (Baldi ve Hatfield
2002, Xing ve ark. 2001) verilebilir. Bagka bir 6rnekte, bir web sitesindeki binlerce
farkli anahtar kelime ile temsil edilen web sayfalarmin simiflandirilmasidir
(Vaithyanathan ve Dom 1999). Baska bir Ornekte, gorsel tabanli goriintii
siiflandirma yontemlerinde her pikselin bir 6zellik olarak kullanilabilir olmasindan
dolay1r binlerce o0zelligin goriintii siniflandirilmasinda (Bins ve Draper 2001)

kullanilmast sayilabilir.
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Ozellik secimi, egitimli siniflandirmada verinin en yiiksek dogrulukla
kiimelenmesini saglayacak sekilde, yogun olarak c¢alisilmaktadir (Blum ve langley
1997, Jain ve Zongker 1997, Kohavi ve John 1997, Koller ve Sahami 1997). En
uygun kiime sayist ve en uygun Ozellik alt kiimesi birbirleriyle iliskilidir (Dy ve
Brodley 2000). Ornegin temel bilesenler analizi gibi varyans analizlerine dayali
yontemlerin kullanilmasiyla kiimelemenin amacina uygun olacak sekilde 1iyi
ozellikler her zaman sec¢ilemez. Biiyiik varyansa sahip ozellikler, verideki gergek
gruplamadan bagimsiz olabilir. Ozellik se¢imi algoritmalarinin (Caruana ve Freitag
1994, Kohavi ve John 1997, Pudil ve ark. 1994) cogu, tiim ozellik alt kiimeleri
lizerinde inceleme yapan tiimlesik bir arastirma icerisinde yer alir. Bu algoritmalarda
genellikle deneye dayali ya da sezgisel yontemler benimsenmistir.

Cok boyutlu veri kiimeleri ile ¢alisilan goriintii analizinde 6nemli bir problem
gorlintii boliitlemedir. Goriintii bolitleme, bir kiimeleme problemi olarak ifade
edilebilir (Frugui ve Krishapuram 1999, Jain ve Flynn 1996, Shi ve Malik 2000).
Temelde her desen hakkinda daha fazla bilgiye sahip olunmasi durumunda bir
kiimeleme algoritmasinin daha iyi performans gostermesi beklenir. Bu durumda
desenleri temsil edecek miimkiin oldugunca ¢ok 6zelligin kullanilmasi 6nerilir. Fakat
bu pratikte her zaman kolay olmaz. Egitimli siniflandirmada 6zellik se¢iminin sinirl
miktarda veriden olusan egitici siniflandiricilarin performanslarini artirabilecegi
bilinmektedir (Raudys ve Jain 1991). Bu da daha ekonomik siniflandiricilarin ve
birgok durumda yorumlanabilir modellerin ortaya ¢ikmasini saglar.

Law ve ark. (2003), karma dagilimlara dayali1 kiimeleme icin 6zellik se¢imi
(feature selection in mixture based clustering) baslikli ¢alismalarinda normal
dagilimlarin karmasina dayali kiimeleme analizinde kullanilabilecek iki 6zellik se¢im
yontemini Onermislerdir. Birinci yontemde Ozeliklerin 6nem derecesi tahmin
edilmektedir. Bunun igin bir EM algoritmasi gelistirmislerdir. ikinci yontemde ise
Koller ve Sahami (1996) tarafindan onerilen karsilikli bilgiye dayali 6zellik iliskisi
kriterinin (mutual information based feature relavance criterion) egitimsiz 6grenme
durumuna uyarlanmasidir. Ozellik 6nem derecesinin tahminine dayal dzellik se¢im
yontemi, sarap gercek veri kiimesi (http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Wine)

kullanilarak elde edilen sonuglar egitimli siniflandirma icin gelistirilmis LNKnet
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yazilim programinin (http://www.ll.mit.edu/mission/communications/ist/Inknet.html)

sonuclar ile karsilastirilmistir. Sarap verisi 3 smiftan olusan 13 degiskenli bir veri

kiimesidir. LNKnet yazilim programi ile 9 degisken secilmistir. Law ve ark. (2003)

onerdikleri 6zellik 6nem derecesine dayali yontemi kullanarak degiskenleri dnem

sirasina siraladiklarinda belirledikleri ilk dokuz degisken igerisindeki 8 degisken

LNKnet ile belirlenen degiskenlerle aynidir. Law ve ark. (2003), bu sonucu egitimsiz

bir yontemde elde ettiklerinden dolay1r onerdikleri algoritmanin basarili oldugunu

iddia etmislerdir. Law ve ark. (2003) tarafindan yapilan caligmada onerilen ikinci

Ozellik se¢im kriteri, kiime sayisinin bilindigi ve bilesen kiime kovaryans matrisi

tizerinde herhangi bir kisitin olmadigini kabul ederek bir simiilasyon verisi iizerinde

test etmeyi igerir. Law ve ark. (2003) ¢alismalarinin sonucunda onerdikleri iki yeni

Ozellik se¢cim yonteminin birbirine karsi avantaj ve dezavantajlarinin oldugunu

belirtmislerdir.

Raftery ve Dean (2006), modele dayali kiimelemede degisken se¢imi
(variable selection for model based clustering) baglikli calismalarinda modele dayali
kiimeleme i¢in degisken ya da ozellik se¢imi problemi iizerinde durmuslardir.
Degisken se¢iminde iceren kiime sayisinin tahmin edilmesinde ve en iyi kiimeleme
modelinin  belirlenmesinde karmanin bilesen kovaryans yapis1 ile ilgili
kullanilabilecek bir arama (greedy search) algoritmasinin kullanilmasini
onermislerdir. Degisken se¢imi ve kiimelenme yontemlerinin bir kombinasyonu olan
arama (greedy search) algoritmasinin adimlari agagida verilmistir.

1. Tek degiskenli kiimeleme yapisin1 en yiiksek oranda veren degisken, birinci
kiimeleme degiskeni olarak alinir.

2. Birinci adimda segilen birinci kiimeleme degiskeni ile birlikte iki degiskenli
kiimeleme yapisini en yiiksek oranda elde edilen degisken, ikinci kiimeleme
degiskeni olarak alinir.

3. Bir 6nceki adimlarda elde edilen degiskenlerle birlikte bir onceki adimda elde
edilen kiimeleme orani da dikkate alinarak en yiiksek ¢ok degiskenli kiimeleme
oranini veren degisken, kiimeleme degiskeni olarak segcilir.

4. Degisken bir oOnceki degisken kiimesine eklendiginde kiimelemeye katkisi

olmuyorsa en iyi 6zellik vektdriine alinmaz ve modelden atilir.
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5. Algoritmaya 3. ve 4. adimlarin her ikisi de ayn1 anda ret edildigi duruma kadar
devam edilir.

Bu algoritmada kiimeleme Olgiit kriteri olarak BIC kullanilir. Algoritmanin
her bir adiminda en yliksek BIC degerine gore kiime sayisit ve kiimeleme modeli
belirlenir. Raftery ve Dean (2006) calismalarinda bu algoritmanin etkinligini
simiilasyon ve gercek veri kiimeleri lizerinde test etmislerdir. Kullandiklar1 gercek
veri kiimelerinden ilki Leptograspsus yengec verisidir (Campbell ve Mahon 1974).
Yengeg¢ verisinde 100 portakal renkli ve 100 mavi renkli yengeg tiirlerinde esit
sayida disi ve erkek yenge¢ bulunmaktadir. Toplam 200 yengece ait 5 6zellik degeri
Olcllmiistiir. Veri 4 sinif igermektedir. Bunlar: 1) Mavi erkek, 2) mavi disi, 3)
portakal renkli erkek, 4) portakal renkli disi seklindedir. Degisken se¢im yoOntemi
kullanilmadan uygulanilan modele dayali kiimeleme yontemi ile 7 bilesenli karma
model elde etmislerdir. Kiime sayist smif sayisindan fazladir ve elde edilen
kiimelerde homojen smif bireyleri bulunmamaktadir. Siniflandirma hata oranini
%A42.5olarak bulmuglardir. Raftery ve Dean (2006) onerdikleri arama (greedy
search) algoritmasini bu veriye uygulamiglar ve uygulama sonucunda 4 degiskenin
kiimeleme degigkeni olarak alinabilecegini ve bu degiskenler kullanilarak bu veri
icin 4 bilesenli karma modelin en iyi model oldugunu gostermislerdir. Bu arama
algoritmas1 sayesinde yengec verisinin smiflandirma hata oranimi  %7.5 olarak
hesaplamiglardir.

Raftery ve Dean (2006) tarafindan kullanilan ikinci gercek veri kiimesi Iris
veri kiimesidir (Anderson 1935). Iris veri kiimesi 3 farkl tiirdeki: 1) Iris setosa, 2)
Iris versicolor, 3) Iris virginica Iris ¢iceginin dort dzelligine ait her bir tiir igin esit
sayida olmak iizere toplam 150 gozlem degerleri icermektedir. En yiiksek BIC
degerine gore elde edilen kiime sayisi iki veya ii¢ olmaktadir. Ug bilesenli karma
model i¢in elde edilen BIC degeri, iki bilesenli karma model i¢in elde edilen BIC
degerine gore bir birim daha biiyiiktiir. Iki bilesenli karma model yapisi
incelendiginde, karmanin bir bilesen kiimesinde Iris setosa tiirli oldukca i1yi ayirt
edilmis, diger bilesen kiimesi ise Iris versicolor ve Iris virginica tiirlerini igermistir.
Bu durumda minimum smiflandirma hata oranim1 %33 olarak elde etmislerdir. Ug

bilesenli karma model incelendiginde ise hatali simiflandirma oranin1 %3.3 olarak
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bulmuslardir. Hatali siniflandirma orani ii¢ bilesenli karma model yapisi i¢in oldukca
diisiik olmasina karsin arastirmacinin bu modeli se¢cmesine sebep olacak acik bir
kanit yoktur. Raftery ve Dean (2006), bu veri kiimesine uyguladiklar1 arama (greedy
search) algoritmasi sonucu ii¢ kiime degiskeni belirlemisler ve bu kiime
degiskenlerini kullanarak en yliksek BIC degerine gore 3 bilesenli karma model elde
etmiglerdir. Bu karma model yapisina gore hatali siniflandirma oranim1 %4 olarak
hesaplamislardir. En yiiksek ikinci BIC degerinde 4 bilesenli karma model yapisini
elde etmiglerdir. Iris verisinin 3 degisken kullanildigi durumda elde edilen dort
bilesenli karma model yapisi ile 3 bilesenli karma model yapisinin BIC degerleri
arasindaki fark 14 birim olmaktadir. Bu farkin 3 bilesenli karma model yapisinin
se¢ilmesi i¢in kuvvetli bir kanit oldugunu belirtmislerdir.

Galimberti ve Soffritti (2007), bir verideki birden fazla kiime yapisini
belirlemek i¢in modele dayali yontemler (model based methods to identify multiple
cluster structures in a data set) calismalarinda farkli degisken alt kiimelerine gore
gozlemlerdeki farkli pargalamiglar1 belirleme problemi iizerinde durmuslar ve
genellestirilmis modele dayali yontem ile degisken kiimeleme yontemlerinin bir
kombinasyonundan olusan yeni bir yontem onermislerdir. Onerdikleri yontemin
etkinligini simiilasyon ve gercek veri kiimeleri tizerinde gostermislerdir. Calismada
kullandiklar1  ger¢ek  veri  kiimesi  bir  Italyan finans  gazetesinde
(www.ilsole24ore.com) yaymlanan Italya’nin 103 bolgesindeki hayat kalitesiyle
ilgili 7 degisken degerini iceren veridir. Bu verideki kiime sayisin1 AIC, AIC3, ICL,
BIC, CAIC gibi farkl bilgi kriterlerini kullanarak ve 7 degiskenini farkli 2 veya 3
degisken alt grubuna kiimeleyerek modele dayali kiimeleme sonuclarini

incelemisledir.
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3. KUMELEME ANALIZINDE KULLANILAN YONTEMLER

Kiimeleme analizi yontemleri nesneleri, desenleri, bireyleri, birimleri, olaylar1
veya gozlemleri belirli sayidaki kiimelere, gruplara, alt kiimelere veya kategorilere
boler. Everitt ve ark. (2001), kiime (cluster) terimi icin genel olarak ifade
edilebilecek tek bir tanimin olmadigini, bdyle bir tanimin yapilmasinin zor olmasinin
yaninda yanlis anlamlar ¢ikarilabilecegini belirtmistir. Kiime terimi i¢in yapilan bazi
tanimlar:

1) Kiime (cluster) birbirine benzer bireylerin bir kiimesi olup, bu kiimedeki bireylerin
diger kiimedeki bireylerden farkli olmasi durumudur.

2) Bir kiime test uzayinda noktalar toplami olup igerisindeki herhangi iki nokta ¢ifti
arasindaki uzakligin, igerisindeki bir nokta ile disindaki bir nokta arasindaki
uzakliktan kii¢lik olmas1 durumudur.

3) Kiimeler p boyutlu 6zellikler uzayinda oldukga yiiksek yogunluklu noktalar

iceren ve nispeten daha diisikk yogunluktaki noktalar1 igeren diger bolgelerden
ayrilan siirekli bolgelerdir.
seklinde 6zetlenebilir (Everitt 1980).

Bu kiime tanimlar1 altinda kiimeleme ayni kiime igerisindeki gozlemlerin
birbirlerine benzer, diger kiimelerdeki gozlemlerden farkli olacak sekilde
yapilmasidir. Bu amag i¢in kullanilan benzerlik ve farklik kavramlari anlasilabilir ve
mantikli olmalidir (Gordon 1999). Kiimeleme yoOntemleri baslica iki sinifa ayrilir.
Bunlar boliinmeli (partitional) kiimeleme ve hiyerarsik kiimeleme yontemleridir
(Everitt ve ark. 2001, Jain ve Dubes 1988).

Bu boliimde genel anlamda kiimeleme analizinde kullanilan uzaklik ve
benzerlik oOlgiileri incelenecektir. Hiyerarsik kiimeleme yontemlerinde kullanilan
algoritmalar tamitilacaktir. Kiimeleme gegerlik kriterleri incelenecek ve ozellikleri

arastirilacaktir. Kiimeleme yontemleri performanslart bakimindan karsilagtirilacaktir.
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3.1. Tanim ve Gosterimler

Bu kesimde c¢ok degiskenli verinin bir matris ile nasil ifade edildigi
gosterilecektir. Birgok kiimeleme analiz yonteminin ortaya ¢ikmasina neden olan

degisken tipleri ve degisken dlgekleri agiklanacaktir.

3.1.1. Cok Degiskenli Verinin Matris Gosterimi

Bir arastirmada veya deneyde sosyal ya da fiziksel bir olayin anlagilmasi i¢in

n sayida birey, nesne ya da deneysel gézlemin her biri iizerinden gézlenen p >1

sayida degisken ya da karakteristigin kayit edilmis 6l¢iim degerlerine ¢ok degiskenli

veri denir.
1. degisten 2. degisken j. degisken (p-1). degisken p. degisken
1. gidem €— X, Xy e X e X p X,
2. gozlem <+ Xy X9 eIl .xw a00 xE(p_l) xzp
i gozlen: €— X, X xy Jq(p_l) xip
. gozlemn €4—X X, xnj xn(p_l) xnp

Sekil 3.1. Cok degiskenli veride gézlem ve degisken vektorleri.

Boyle bir veri kiimesi genellikle,

Xip o Xpg o e Xy X0y Xy,
Xyi Xy eer Xyj e Xy Xy,
X= (3.1)
X X e Xy o Xy X
X Xy e Xyoeo Xy Xy |
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bi¢imindeki nx p tipinde bir X matrisi ile ifade edilir. Burada x,, i.gdzlem ya da
nesne lizerinden gozlenen j. degisken yada karakteristik degerini ifade eder. Bu
durumda (3.1)’deki esitlikte gosterilen X veri matrisi i =1,2,...,n ve j=12,...,p
olmak iizere her biri 1x p boyutlu x, gozlem vektorleri,

X=(X1T,X§,... XT)T (3.2)

> “n.

seklinde de ifade edilebilir.
3.1.2. Degisken Tipleri

Bir rastgele degisken kesikli ve siirekli olmak iizere 2 kategoriye

siniflandirilabilir.

Tanim 3.1: Bir rastgele degiskenin alabilecegi degerlerin sayisi sonlu veya
sayilabilir sonsuzlukta ise bu rastgele degiskene kesikli rastgele degisken denir

(Akdeniz 2004).

Tanim 3.2: Bir rastgele degisken bir aralikta ya da birden ¢ok aralikta her degeri
alabiliyorsa bu rastgele degiskene siirekli rastgele degisken denir (Akdeniz 2004).

3.1.3. Degisken Olgekleri

Birgok istatistiksel analizde oldugu gibi kiimeleme analizinde de
degiskenlerin Olgek tilirleri biliyiikk 6nem tasir. Bir degiskenin Ol¢liim diizeyi bu
Ol¢iimlerin matematiksel olarak nasil ele alinacagina karsilik gelir. Stevens (1946),
6l¢iim diizeylerini isimsel ya da kategorik (nominal), siral1 (ordinal), aralik (interval)

ve oran (ratio) olmak tlizere dort sinifta toplamistir.
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3.1.3.1. isimsel Ol¢ek

Bu olgek ile 6l¢iilmiis degiskenler durum, etiket, kategori veya isimlerle
temsil edilir. Ornegin sag rengi, futbol kuliibii, dogum yeri, cinsiyet, kan grubu gibi.
Her ne kadar isimsel degerler alan degiskenler sayisal degerlerle iliskilendirilseler de
bu sayisal degerlerle herhangi bir matematiksel islem yapilamaz. Ornegin sag rengi
siyah olanlarin 1, kahverengi olanlarin 2, sar1 olanlarin 3 ile kodlanmasi gibi. Bu
degerler arasinda bir siralanma sdz konusu degildir. Ornegin sar1 sa¢in 3 yerine 1 ile
kodlanmasi, siyah sagin 1 yerine 2 ile kodlanmasi veya kahverengi sacin 2 yerine 3

ile kodlanmasi arasinda bir fark yoktur.

3.1.3.2. Sirali Olcek

Isimsel 6lgekte oldugu gibi degiskenler durum, etiket, kategori veya isimlerle
temsil edilir. Bu olgekle olgiilen degisken degerleri arasinda siralanma sirasi
onemlidir. Ornegin bir kisinin ¢alistig1 is yerinden memnuniyetinin; ¢ok memnun
olmasmin 1, memnun olmasinin 2 ve memnun olmamasinin 3 ile kodlanmas1 gibi.
Durumlarda degisken degerleri arasinda bir 6énem sirasit vardir. Diger bir ifadeyle
siralanma en az O6nemli durumdan en ¢ok 6nemli duruma dogru ya da tam tersi
bicimde yapilir. Burada isinden ¢ok memnun olan birinin sadece memnun olan birine
gore iki kat fazla memnun oldugu sdylenemez. Sadece bu kisinin digerine gore daha

fazla memnun oldugu iddia edilebilir.

3.1.3.3. Aralik Ol¢egi

Aralik oOlgekte Olcililmiis degisken degerleri pozitif veya negatif gercel say1
degerler alabilir. Olgiimler arasi farklar esit Sneme sahiptir. Ornegin 10°C ile 20°C

arasindaki fark ile —40°C ile —30°C arasindaki fark esit 6neme sahiptir. Aralik

Ol¢ekte mutlak bir sifir degeri yoktur. Bu nedenden dolayr degerler arasindaki oran

anlamsizdir. Ornegin 20°C ile 10°C arasindaki oran ile 40°C ile 20°C arasindaki
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oran sayisal olarak ayni olmasina karsin sicakligin 20°C olmasi, 10°C ’den iki kat

daha sicak oldugu anlamina gelmez.

3.1.3.4. Oran Olgegi

Oran Olgegi, aralik Ol¢lim diizeyini kapsamakla birlikte degerler arasinda
oransal 6nem bulunmaktadir. Bu 6lgekte bir degerin digerinden ne kadar oranda az
veya ¢ok oldugu anlamlidir. Bunun nedeni bu dlgekte mutlak bir sifir degeri vardir.
Bu diizeyde sifir degerini alan bir degisken i¢in bu degiskenin 6l¢iildiigii gézlemde
bulunmadig1 anlamina gelir. Ornegin aylik geliri 2000TL olan bir meslek sahibinin
aylik geliri 1000 TL olan diger bir meslek sahibinden ayda iki kat fazla kazandigi
sOylenebilir. Aylik geliri 0 TL olan bir kisinin herhangi bir geliri olmadig: anlagilir.

3.2. Kiimeleme Analizinde Kullanilan Benzerlik ve Farklihk Olgiileri

Benzerligin 6l¢giilmesi oldukga zordur. Temel olarak benzerlik nicel olup, iki
nesne veya iki 6zellik arasindaki iligskinin kuvveti olarak agiklanabilir. Bu nicel deger

ya -1 ile 1 arasinda ya da normallestirilerek O ile 1 arasinda Ol¢eklendirilir. i. ve ;.
nesne veya gozlem arasindaki benzerlik s, ile ifade edilir. Bu nicel deger alinan

Olcege veya veri tipine gore degisik yollardan elde edilir.

Uzaklik, farkliliklar1 dlger. Farkliliklarda cgesitli 6zelliklere dayali olarak iki
nesne arasindaki zitlik ya da uyumsuzluklarin bir 6l¢timiidiir. Farklilik ayn1 zaman da
iki nesne arasindaki diizensizligin veya bozuklugun bir 6l¢iisii olarak diisiiniilebilir.
Benzerlik Ol¢limleri bir gozlemin digerlerinden ayirt edilmesini saglar. Bu sayede
gozlemler benzerlik veya farkliliklarina dayali olarak gruplara ayrilabilir. Gozlemler
alt gruplara veya kiimelere bir kere atandiktan sonra her grubun karakteristikleri
anlagilabilir ve kiimelerin Ozellikleri agiklanabilir. Gruplama ile bilginin
diizenlenmesi ve sonuglarin elde edilmesi daha etkin saglanir. Yeni gozlemler bu alt
grup veya kiimelere siniflandirilabilir ve 6zellikleri tahmin edilebilir. Veri bu sayede

basitlestirilerek daha etkin degiskenler lizerinde caligilabilir. Veri kiimesi i¢erisindeki
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belirgin olmayan gizli yap1 bulunabilir. Verinin igerisindeki kiimelenme yapisina ve
bu kiimelerin parametre tahminine dayali olarak plan ve kararlar alinabilir. Bu

bilgiler 15181nda asagida bazi tanimlar verilmistir.

Tanmm 3.3: (Uzaklik) X bir kiime olmak tizere d : Xx X — R seklinde tanimlanan

bir fonksiyon eger tim x,,x; € X i¢in

l.d(x;,x;)=0 (3.3)
2.d(x,,x;)=d(x,,x;) (3.4)
3.d(x,;,x,)=0 (3.5)

kosullarini sagliyorsa d , X lizerinde bir uzakhk (veya farklilik) olarak adlandirilir.

Tamm 3.4: (Uzaklik Uzay1) Bir d wuzakhig ile iliskilendirilmis X’in (X,d)

kiimesine bir uzaklik uzay1 denir.

Tammm 3.5: (Benzerlik) X bir kiime olmak {iizere negatif olmayan, simetrik

s: Xx X — R fonksiyonu tim x,y € X i¢in s(x,y) < s(X,Xx) kosulunu sagliyorsa ve
esitlik ancak ve ancak x =y oldugunda gerceklesiyorsa s fonksiyonu benzerlik

(yakinlik) olarak adlandirilir.

Tanmm 3.6: (Yar1 Metrik) X bir kiime olmak ilizere d:XxX — R seklinde

tanimlanan negatif olmayan, simetrik bir fonksiyon tim x, € Xve d(x,,x,)=0
esitligini saglasin. Eger tiim,x ,,x, € X, i¢in d fonksiyonu

d(x;,x;)<d(x;,x,)+d(x,,X;) (3.6)

kosulunu (Uggen esitsizligi) sagliyorsa d fonksiyonuna X {izerinde bir yar

metrik’tir denir.
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Tanmm 3.7: (Metrik) X bir kiime olmak {izere d : Xx X — R seklinde tanimlanan
d fonksiyonu, (3.3)-(3.6)’deki kosullarin1 tim x,y,ze€ X igin sagliyorsa X

uzerinde metrik olarak adlandirilir.

Tanmm 3.8: (Metrik Uzay1) BirX kiimesi iizerinde tanimlanan bir d metrik ile

olusturdugu (X,d) kiimesi metrik uzay olarak adlandirilir.

Bir nx p boyutlu X veri matrisinin her biri 1x p boyutlu x,,x,,...,X,
gbozlem vektorleri icin i=12,....n ve j=L2,...,n olmak lizere nxn boyutlu
D =d, uzakliklar matrisi hesaplanabilir. Burada d, =d(x;,x;)’dir. D uzakliklar

matrisi kosegen elemanlar1 sifir olan simetrik bir matristir.

Sonlu uzaklik 6lgtimleri (metrikleri) birgok alanda temel bir arag olmustur. Bu
alanlar arasinda geometri, olasilik, istatistik, grafik teorisi, kiimeleme, veri analizi,
desen tanimlama, goriintii analizleri, genetik, miihendislik, yapay sinir aglari,

astronomi, molekiiler biyoloji sayilabilir.
3.2.1. Kesikli Degiskenler i¢cin Benzerlik Olciileri

Degiskenlerinin tiimii isimsel ya da kategorik olan verilerde gbzlem c¢iftleri
arasindaki yakinhik eslestirme tipli benzerlik o&lgiileri ile belirlenir. Olgiimler

genellikle [0,1] araliginda dlgeklenmis olsa da bazi durumlarda yiizdelik olarak da
ifade edilebilir. i. ve j. gdzlem arasindaki benzerlik katsayisi ya da degeri s, ; ile

ifade edilebilir. Bu degerin sifir olmasi iki gozlemin tim degiskenleri cinsinden
maksimum farkli oldugu anlamina gelir. Iki gozlem arasindaki benzerlik yerine

farkhilik da Olgiilebilir. Iki gbzlem arasindaki d,. uzakligi s;; benzerlik

i,j B

katsayisindan,

d=1-s,d=—",d=A+1-5,d=+2ll-5%), d =—Ins ve d = arccoss

(3.7)
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doniisiimler kullanilarak elde edilebilir.

3.2.1.1. iki Sonuclu (Binary) Degiskenler Icin Kullanilan Bashca Benzerlik
Olgiileri

Verideki tiim degiskenler sadece iki sonuglu deger aliyorsa bu verideki
gbzlemler arasindaki yakinlik icin birgok benzerlik 6lgiisii tanimlanmustir. ki
sonuglu degiskenlerin aldig1 iki degerin dneminin esit olup olmamasina gore bir
gozlem c¢ifti arasindaki benzerlik oOlgiileri simetrik ve simetrik olmayan Olgiiler
seklinde iki kategoriye ayrilir (Kaufman ve Rousseeuw 1990). Iki sonuglu
degiskenler iceren gozlem ciftleri arasindaki benzerlik oOl¢iisii hesaplanirken
eslestirme tipli benzerlik olgiitleri kullanilir. Her biri p degiskenli iki gézlem c¢ifti
arasindaki eslestirme tipli benzerlik Olglisii bulunurken ¢aprazlik tablosunda
faydalanilir. Caprazlik tablosu, iki sonuglu degiskenler iceren goézlem ¢iftinin
karsilikli eslesen degisken degerlerinin sayisindan olusur. Tablo 3.1 ile verilen
caprazlik tablosunda her bir gézlem ciftinin karsilikli degiskenlerinin ayni anda 1
degerini alanlarinin sayist @, 0 degerlerini alanlarin sayis1 d, degiskenleri biri 1
digeri 0 alanlarin sayis1 b, tam tersi durumda c ile ifade edilmistir.

iki sonuglu p degiskenden olusan veriler igin bir¢ok eslestirme tipli benzerlik
Olciisti kullanilmakla birlikte en yaygin olarak kullanilanlarin bir listesi Tablo 3.2 ile

verilmistir. Iki sonuglu p degiskenden olusan gozlemler i¢in bu kadar ¢ok eslestirme

tipli benzerlik Ol¢iisiiniin  kullanilmasinin nedeni 0-0 eslestirmesinin nasil
yorumlandigi ile ilgilidir. Baz1 durumlarda 0—0 eslestirmesi, 1—1 eslestirmesi ile
esdeger olabilir. Ornegin cinsiyetin erkek igin 1 degeri ve bayan icin 0 ile degeri
kodlanmas1 veya tam tersi seklinde kodlanmasi arasinda bir fark yoktur. Bazi
durumlarda ise 0 —0 eslestirmesi bir gozlem lizerinde herhangi bir 6zelligin bulunup
bulunmadig; ile ilgili olabilir. Ornegin bir bécegin bir dzelligi kanat olup olmamasi

ise kanatli olmasinin 1, olmamasinin 0 ile kodlanmasi gibi.
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Tablo 3.1. iki sonuclu p sayida degisken igeren bir gdzlem ciftinin capraz tablosu.

i.gozlem
Degisken degeri 1 0 Toplam
o 1 a b a+b
J - gozlem 0 c d c+d
Toplam a+c b+d p=a+b+c+d

Tablo 3.2. iki sonuclu p degisken iceren verinin gdzlem ¢iftleri arasindaki yakinlik
icin kullanilan baz1 eslestirme tipli benzerlik Slgiileri.

Benzerlik Kodu Olgiim Formiil
. Eslestirme Katsayisi o _at d
(Zubin 1938) oo
Jaccard Katsayisi a
S2 i T i h+e
(Jaccard 1908) atb+c
a+d
: g =
S3 Rogers ve Tanimoto (1960) P a2bre)+d
a
§, =—
S4 Sokal ve Sneath (1963) P a4 2(b+c)
2(a+d)
e
S5 Sokal ve Sneath (1963) T 2(a+d)+(b+e)
. - a+d
;=
S6 Gower ve Legendre (1986) ; +;(b te)+d
.- a
je—
S7 Gower ve Legendre (1986) g4 l(b o)
2
2a
S8 Dice (1945 S =
ice ( ) Y 2a+b+c
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3.2.1.2. iki Sonuctan Fazla Deger Alan Kesikli Degiskenler icin Benzerlik
Olciileri

Timi iki sonuctan daha fazla degerler alan kesikli degiskenlerden olusan

veride bir gozlem c¢ifti arasindaki yakinlik benzerlik katsayilar1 (skor degerleri) ile

belirlenir (Everitt ve ark. 2001). Her biri p sayida iki sonugtan fazla degerler alan

kesikli x;. ve x,. gozlem ¢ifti arasindaki benzerlik i¢in

1 P
S(x,X,) == s, (3.8)
P k=

seklinde tammlanan bir skor degeri kullanilir. Burada s, ,

0 Eger x; ve x; k. degiskende eslesmiyorsa
= (3.9

w Eger x,. ve X,. k. degiskende eslesiyorsa
seklinde tanimlanir.
3.2.2. Siirekli Degiskenler I¢in Uzakhk Olgiileri
Stirekli degiskenlerden olusan verilerde gézlemlerin yakinlig1 uzaklik 6l¢iileri

ve korelasyon tipli benzerlik 6l¢iileri ile bulunur. Uzaklik dl¢iileri arasinda en yaygin

olarak kullanilan ve L, normu olarak ta bilinen Oklid uzaklhigidir. Her biri p tane

stirekli degisken igeren x; ve x; gbzlem gifti arasindaki Oklid uzakligy,

d(xi,xj)=(2‘xik —xjk\;j (3.10)

k=1
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ile verilir. Oklid uzakhig kullanilarak olusturulan kiimelerin yapis1 degisken
degerlerine donilisiim uygulansa da 6zellik uzay igerisinde degismezdir (invariant)
(Duda ve ark. 2001).

Oklid uzakhigi L. normu ya da Minkowski uzakligi olarak adlandirilan bir
metrik ailesinin 6zel bir durumudur. Her biri p tane stirekli degisken iceren i. ve ;.

gbzlem cifti arasindaki Minkowski uzakligi,

1

J (3.11)

d(x;,X;) :(Z‘xik Xk

k=1
ile verilir. Minkowski uzakliginda 7 ’nin aldig1 bazi1 degerlere gore farkli uzakliklar
tanimlanmistir. Minkowski uzakliginda » =2 alinmasi durumunda (3.10) esitliginde

tamimlanan ile Oklid uzaklig1 elde edilir. Minkowski uzakliginda » =1 alinmasiyla

city-block uzakligl ya da Manhattan uzakligi,
P
d(x,.X,) =D |x, = x| (3.12)
k=1

ve r — o i¢in L, normu

d(xi,xj)zmaxxl.k—xjk‘ (3.13)

1<k<p

seklinde elde edilir.

Ayn1 zamanda bir metrik olan karesel Mahalanobis uzakligi da siirekli
degiskenler arasindaki yakinligin bulunmasinda kullanilabilir. Her biri p boyutlu i.

ve j. gozlem vektorleri arasindaki karesel Mahalanobis uzakligi,

d(x;,x,)=(x,—x,)'S7(x, - x)) (3.14)
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ile ifade edilir. Burada S 6rneklem yada kiime i¢i kovaryans matrisidir. Mahalanobis
uzakhigi hiper-elips yapida kiimeler olusturur. Bu yapi tekil olmayan lineer
dontigiimler altinda degismezdir (Duda ve ark. 2001). Mahalanobis uzakliginin
hesaplanmasinda S Orneklem kovaryans matrisinin tersinin bulunmasinda
problemlerle karsilasilabilir. Verideki degiskenler iligkili degilse S bir birim matris
yapisina sahip olur ve Mahalanobis uzakligi karesel Oklid uzakligma esdeger olur
(Mao ve Jain 1996).

Kiime yapisinda simetri kabuliine dayali olarak noktasal simetri uzaklig

e x)+(xp-x)
d(x,,Xx,)= min — L
j=l,..,n ve i#j ||(Xi — Xr) + H(X_j — Xr)

(3.15)

seklinde tanimlanir. Burada x, bir referans noktasidir ve || . || oklidyen normunu ifade

eder. Noktasal simetri uzakligi, x, gozlemi ile x,  referans noktas1 arasindaki

uzaklig1 diger n —1 gozlemi de dikkate alarak hesaplar.
Gozlemler arasindaki uzaklik Pearson Korelasyon katsayist gibi bir
korelasyon katsayisindan da hesaplanabilir (Cliff ve ark. 1995). Pearson korelasyon

katsayist,

S (6, —F)(x, - )
I = (3.16)

i 1

(i(xi, SIPACY —2,)2]2

seklinde ifade edilir. Burada Xx,, i. gozlem lizerinden oOlgiilen tim p degisken

degerinin ortalamasi olup,

X, =12xﬂ (3.17)
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seklinde ifade edilir. Korelasyon katsayis1 [—1,+1] degisim araliginda bir deger alir.

Korelasyon katsayis1 —1 degerine yakinlastik¢a iki gézlemin degiskenleri arasinda
negatif yonde kuvvetli bir iliski, +1 degerine yakinlastik¢a pozitif yonde kuvvetli bir
iliski oldugunu anlamina gelir. Korelasyon katsayist kullanilarak iki gézlem vektorii

arasindaki [0,1] degisim araliginda degerler alan uzaklik Slgiisi,

d(xi,xj):¥ (3.18)

seklinde tanimlanir.
Stirekli degiskenler iceren bir gbézlem ¢ifti dogrudan benzerlik 6lgiileri ile
karsilastirilabilir. Boyle bir benzerlik 6l¢iisii

x'x.

S(X”Xj)zcosa:m (3.19)

olarak ifade edilen kosiniis benzerligidir. Kosiniis benzerligi normallestirilmis i¢
carpim olarak da diisiiniilebilir. Birbirine daha ¢ok benzeyen iki gozlem, degisken
uzayinda birbirine daha paralel olacagindan kosinilis degeri daha yiiksek olacaktir.
Kosiniis benzerligine,

d(x;,x;)=1-s(x,X,) (3.20)

dontlistimii uygulandiginda bir uzaklik 6l¢iisii elde edilir. Kosiniis benzerligi iki

gozlemin farkinin biiytikliigii izerinden bir bilgi vermez.
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3.2.3. Siirekli ve Kategorik Degiskenler Iceren Gozlem Ciftleri icin Benzerlik
Olciileri

Bazi degiskenleri siirekli, baz1 degiskenleri kategorik olan verideki gozlem
ciftleri arasindaki benzerligin bulunmasi igin ¢esitli yaklagimlar Onerilmistir.
Bunlardan biri tiim degiskenlerin ikili degerlere doniistiiriilmesi ve iki sonuglu
degiskenler iceren gbzlem ciftleri i¢in Onerilen bir benzerlik Ol¢iistinii kullanmaktir.
Bagka bir yaklagim ise her degisken tipine uygun uzakliklar hesaplanir ve bunlar
birlestirilir. Daha karmagsik bir yaklasim, Gower (1971) tarafindan Onerilmistir.

Gower kategorik degiskenler i¢in genel benzerlik 6l¢iisiini,

)4
Z WiikSiji
k=1

s o=k (3.21)

i~ p
ZWijk
P

bi¢iminde ifade etmistir. Burada s, , k. degisken degerine gore i. ve j. gozlemler
arasindaki benzerlik Olgusudir. wy, ise i. ve j. gbzlem k. degiskene gore

karsilagtirmasinda degisken degeri bulunmuyorsa 0 diger durumlarda 1 degerini

almaktadir. Gower (1971), verideki siirekli degiskenler i¢in benzerlik 6l¢iisiini,

X, —X.
‘Ik Jk
s, =1—+———

A 3.22
g Rk ( )

bi¢iminde tanimlamistir. Burada R,, i. ve j. gozlemin k. degisken degerlerinin

degisim aralig1 (range) olarak tanimlanir. Gower (1971) katsayisinin kullanimina

iligkin bir 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 3.1: Bahge cigegi verisi (Kaufman ve Rousseeuw 1990) 18 bahge ¢igeginin

yedi ozelligine iliskin degerler icerir. Cigekler i¢in ilgilenilen bu 6zellikler;
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1: Bitki dondugunda bahgede birakildi m1? (1=evet, O=hayir)
2. Bitki golge altinda m1? (1=evet, O=hay1r)
3. Bitki yumrulumu? (1=evet, O=hayir)
4. Bitkinin ¢igek rengi nedir? (beyaz=1, sari=2, pembe=3, kirmizi=4, mavi=5)
5. Bitkinin ekildigi toprak tiirli nedir? (kuru=1, normal=2, nemli=3)
6. Bitkinin boyu ka¢ cm dir?
7. Bitkiler arasi ideal uzaklik ka¢ cm dir?
Bu ozelliklerde sadece bitki tiirli yumrulu mu sorusunda incelenen iki bahge ¢igegi
de yumrulu degil ise 0 diger tiim durumlarda 1 ile agirliklandirilmstir.
Bahge cicegi verisi (Kaufman ve Rousseeuw 1990) icin Gower(1971)
tarafindan Onerilen benzerlik matrisi elde etmek amaciyla matlab kodu Sekil 3.2°de

verilmigtir.

Tablo 3.3. Bahge ¢igegi verisi (Kaufman ve Rousseeuw 1990).

Degiskenler
Kategorik Siirekli

Bitki Tiirleri 112131415 6 7

1. Begonya 0] 1 1| 4] 3 25 15

2. Katirtirnagi | 0| 0] 2] 1 150 50

3. Kamelya 0| 1| 0] 3] 3 150 50

4. Yildiz cicegi 0] O 1 41 2 125 50

5. Myosotis sylvatica 0| 1 0| 5| 2 20 15

6. Kiipe cicegi 0| 1] 0] 4] 3 50 40

7. Sardunya 0| 0| 0] 4] 3 40 20

8. Kilig ¢icegi 0] O 1 21 2 100 15

9. Suipiirge otu 1 1 0] 3| 1 25 15
10. Hortensis 1 1] 0] 5] 2 100 60
11. Siisen ¢icegi 1 1 1| 5| 3 45 10
12. Zambak 1 1 1 1] 2 90 25
13. Vadi zambag1 1 1| 0| 1] 2 20 10
14. Sakayik 1 1 1| 4| 2 80 30
15. Karanfil 1 0| 0] 3| 2 40 20
16. Giil 1| 0| O] 4| 2 200 60
17. Iskog giilii 1| 0] 0] 2] 2 150 60
18. Lale 0| 0] 1] 2] 1 25 10
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Tablo 3.4. Bahge cigegi verisinin Gower (1971) tarafindan onerilen benzerlik
Olciisiine gore ilk 10 bitki tiirli i¢in elde edilen benzerlik matrisi.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1.00
2 0.09 1.00
3 0.52 | 0.33 1.00
4 0.53 | 041 041 1.00
5 0.57 | 0.10 | 0.43 | 0.39 1.00
6 0.77 | 0.21 0.71 048 | 0.56 1.00
7 0.69 | 0.30 | 046 | 0.56 | 046 | 0.76 1.00
8 0.51 043 | 0.29 | 0.74 | 0.51 0.32 | 0.51 1.00
9 043 | 043 | 043 | 0.11 0.50 | 0.39 | 0.30 | 0.23 1.00
10 | 0.24 | 042 | 042 | 0.38 | 0.61 039 | 0.14 | 0.30 | 045 | 1.00
load bahcebitkisiverisi;
X=bahgebitkisiverisi;
for i=1:18;
for j=1:18;
for k=1:7;
if X(i,k)==X(j,k)
w(i,j,1:2)=[1,1];
s(i,j,k)=1;
else
w(i,j,4:7)=[1,1,1,1];
s(i,j,k)=0;
if  (X(i,3)==0) && ( X(j,3)==0)
W(|7J13)=01
else
W(|1J!3)=1:
end
end
end
end
end
for i=1:18;
for j=1:18;
for k=6:7;
s(i,j,k)=1-(abs(X(i,k)-X(j,k)))/range(X(:,k));
end
end
end

Sekil 3.2. Bahce cigegi verisi icin Gower (1971) tarafindan oOnerilen benzerlik
matrisinin elde edilmesi amaciyla matlab kodu.
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3.3. Hiyerarsik Kiimeleme Yontemleri

Hiyerarsik kiimelemede, verideki gozlemler i¢ ice parcalanmalarin veya
kaynagtirmalarin bir dizisi seklinde gruplanir. Hiyerarsik kiimeleme yontemleri etkin
bir hesaplama teknigi kullanarak verideki iyi tanimlanmis kiimeleri bulmaya c¢alisir.

n sayida gozlemden olusan bir veri g farkli kiime yapisi iceriyorsa, n gozlemin g

farkli kiimeye parg¢alanmalarinin sayisi,

N(n,g) = li(i j(—1)g-k k" (3.23)

n

ile verilir (Duran ve Odel 1974, Jensen 1969, Seber 1984). Bu deger g

' ile yaklagik
g!

olarak da bulunabilir. Ornegin, 10 gozlem ve 3 farkli kiimeye 9330 farkli sekilde
parcalanir. Bu deger oldukca biiytiktiir. Hiyerarsik kiimeleme yoOntemleri, olanakll
tiim sonugclarin incelenmesine gerek kalmaksizin mantikli sonuglarin bulunmasini
saglar. Hiyerarsik kiimeleme algoritmalari, ardisik bir islem siireci icerir. Hiyerarsik
kiimeleme yontemlerinin sonuglari, dendrogram olarak bilinen bir aga¢ diyagrami ile
grafiksel olarak gosterilebilir. Bu grafikte birlestirilen kiime ciftleri ve aralarindaki

uzaklik goriilebilir.

F 9
Eklemeli Bolinmeli
hiyerargik hiverargik
kiimeleme kiimeleme
o @ A J

Gl G2 G3G4 G5 Go6 G7

Sekil 3.3. Hiyerarsik kiimelemenin aga¢ diyagrami ile grafiksel gosterimi.
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Gozlemler kiimelere iki farkli sekilde hiyerarsik olarak gruplanir. Bu
hiyerarsik kiimeleme yontemleri yigilmali (agglomerative) ya da kaynastirmali
hiyerarsik kiimeleme ve bdliinmeli ya da par¢alanmali veya paylagtirmali hiyerarsik

kimelemedir.

3.3.1. Yigilmah Hiyerarsik Kiimeleme Yontemi

Yigilmali hiyerarsik kiimeleme yonteminde verideki » sayida gozlemin her
biri bir kiime olarak diistiniiliir. Bu kiimeler bir seri birlestirme islemleri ile bu
kiimeler tek bir kiime olusturuncaya kadar uygulanir. Bu yonteme yigilmali
(agglomerative) ya da kaynastirmali hiyerarsik kiimeleme denir (Hansen ve ark.
1997). Genel bir yigilmali hiyerarsik kiimeleme yonteminin adimlari asagida
verilmigtir.

1. Kiime sayist n olarak alinir. G,,G,,...,G, ile ifade edilen bu n sayida kiime icin

n

benzerlik matrisi hesaplanir.

2. Benzerlik matrisinde n kiime sayisi, i=12,...,n, j=12,....n ve i# j olmak
lizere tim minD(G,,G;) uzakligina sahip iki kiime belirlenir. Bu iki kiime

birlestirilerek yeni bir kiime olusturulur.
3. Benzerlik matrisi giincellenir. Diger bir ifade ile yeni olusan kiime de dikkate
aliarak benzerlik matrisi hesaplanir.
4. Tek bir kiime yapisi elde edilinceye kadar 2. ve 3. adimlar tekrarlanir.
Yigilmali hiyerarsik kiimeleme de kiime ciftlerinin birlestirilerek yeni bir
kiimenin elde edilmesi ve daha sonra elde edilen bu kiime ile diger bir kiimenin
birlestirilerek yine bir kiime elde edilmesi kiimeler arasinda benzerligin

hesaplanmasinda tanimlanan uzaklik fonksiyonuna baghdir. i=12,...,n,
j=12,...,n ve i# j olmak iizere G, ve G, gibi iki kiime arasindaki benzerligin

bulunmasinda kullanilan oldukc¢a fazla uzaklik tanimi bulunmaktadir (Jain ve Dubes

1988). Lance ve Williams (1967), G,, G, ve G, li¢ kiime olmak lizere kiimeler arasi

benzerligin bulunmasinda genel yinelenmeli bir formiilii,
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D(G,.(G,,G)))= B,D(G,,G,)+ B,D(G,,G,) +nD(G,,G,)
+7|D(G,.G) - D(G,.G))| (3.24)
seklinde onermistir. Burada D(.,.) gozlemler arasi benzerligi bulmada kullanilan bir
uzaklik fonksiyonu g, B,, n ve y Kkatsayilari ise secilen yigilmali hiyerarsik

kiimeleme teknigine gore degerler alan parametreleri ifade eder.

< Baglangig >

h

Her bir gdzlem bir kiime olarak aluur

)

¥
Benzerlik matrisi
hesaplamr

b

Minmmum uzakhga

sahip kiumne ¢iftleri
birlestirilir

l

Agag divagrarminda uygun bir
seviyede kesme yvapilarak
kiymeler olusturulur.

Y

Kiimeleme iglemi

sonlandirihir

Sekil 3.4. Yigilmali hiyerarsik kiimeleme yonteminin akis ¢izelgesi.
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Tablo 3.5. Lance ve Williams (1967) tarafindan Onerilen (3.24)’deki esitlik ile
verilen kiimeler arasi benzerlik i¢in genel yinelenmeli formiilindeki 5,, B,, n ve y

parametrelerinin kullanilan teknige gore aldigi degerler. n;, n,, ve n, sirasiyla G,

G, ve G, kiimelerindeki gozlem sayisidir.

Kiime Baglanti Teknigi B; B, n /4
Tek Baglanti 0.5 0.5 0 -0.5
Tam Baglant1 0.5 0.5 0 0.5

n, n,
Ortalama Baglanti 0 0
n+n; n+n;

Agirliklandirilmis
Ortalama Baglanti 0.5 0.5 0 0
Medyan Baglanti 0.5 0.5 —-0.25 0
Kiime Merkezleri n, n; —mn,

< p 0
Baglanti n,+n; n+n; (n, +n,)

. ntn ntn —n
Ward Y 6ntemi : 0
notn+n | onotn+n | on+n+n

3.3.1.1. Tek Baglant1 Algoritmasi

Tek baglant1 iki farkli kiimedeki en yakin gézlemlere gore belirlenen iki kiime

arasindaki uzakliktir. Tek baglanti kiimeleme ayni zamanda en yakin komsuluk

yontemi olarak da adlandirilir (Jain ve Dubes 1988).

Sekil 3.5. Tek baglant1 kiimeleme yontemine gore iki kiime arasindaki
uzakligin belirlenmesi.
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Tablo 3.5 ile verilen parametrelerin tek baglanti tekniginde aldig1 degerleri,

(3.24)’deki esitlikte yerine konulursa iki kiime arasindaki uzaklik,
D(G,,(G,,G,))=min(D(G,,G),D(G,,G))) (3.25)

seklinde elde edilir. Tek baglanti kiimeleme yontemi gittikce uzayan kiimeler
olusturma egilimindedir (Everitt ve ark. 2001). Bu yontem sapan aykir1 degerlerden
olduke¢a fazla etkilenir. Bu sebepten birbirinden oldukca farkli 6zellikleri bulunan iki
kiime birlestirilebilir. Kiimeler birbirinden oldukc¢a ayrik iseler tek baglanti yontemi

iyi sonuglar verir (Everitt ve ark. 2001).

3.3.1.2. Tam Baglant1 Algoritmasi

Tam baglant1 yonteminde, iki farkli kiimedeki birbirine en uzak gozlem gifti
arasindaki uzaklik degeri iki kiime arasindaki uzaklik olarak alinir. Tablo 3.5 ile
verilen parametrelerin tek baglanti tekniginde aldig1 degerleri, (3.24)’deki esitlikte

yerine konulursa iki kiime arasindaki uzaklik,
D(G,.(G,,G,))= maksimum(D(G,,G,),D(G,,G)) (3.26)

seklinde elde edilir. Tam baglanti kiimeleme 6zellikle belirgin olmayan, kiigiik ve

yogun kiime yapisina sahip verilerde etkin bir yontemdir.

Sekil 3.6. Tam baglant1 kiimeleme yonteminde iki kiime arasindaki uzakligin
belirlenmesi.
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3.3.1.3. Ortalama Baglant1 Algoritmasi

Ortalama baglanti yonteminde ayr1 gruplarda yer alan goézlem giftleri
arasindaki ortalama uzaklik iki kiime arasindaki uzaklik olarak alinir (Everitt ve ark.
2001). Bu yontem ayn1 zamanda agirliksiz grup ciftleri yontemi olarak da adlandirilir
(Jain ve Dubes 1988). Ortalama baglanti teknigindeki parametrelerin Tablo 3.5 ile
verilen degerleri, (3.24)’deki esitlikte yerine konulursa ortalama baglanti teknigine

gore iki kiime arasindaki uzaklik,

D(G.(G,.G)))= %(D(G,,G,.) +B,D(G,,G))) (3.27)

seklinde ifade edilir.
3.3.1.4. Agirhkh Ortalama Baglanti1 Yontemi

Iki kiime arasindaki uzakligin bulunmasi i¢in ortalama baglant1 tekniginde
oldugu gibi bir uzaklik hesaplanir. Bu teknikte ortalama baglantidan farkli olarak
yeni olusan kiime ile diger kiimeler arasindaki uzaklik her bir kiimedeki gozlem
sayisi ile agirhiklandirilir. Agirliklt ortalama baglanti yontemindeki parametrelerin
Tablo 3.5 ile verilen degerleri, (3.24)’deki esitlikte yerine konulursa iki kiime
arasindaki uzaklik,

n; n J

D(G;,(G,-,G,-))= D(G,,G,)+

n+n, n+n;

D(G,,G,)) (3.28)

seklinde ifade edilir.

47



3. KUMELEME ANALIZINDE KULLANILAN YONTEMLER Tayfun SERVI

3.3.1.5. Merkezi Baglant1 Yontemi

Merkezi baglant1 yonteminde iki kiime arsasindaki uzaklik kiimelerin kendi

merkezleri arasindaki uzaklik olarak almir. G, ile ifade edilen i. kiimenin merkezi ya

da ortalamasi,

m, = 1 D x (3.29)
n

i XeG;

ile bulunur. Burada n,, G, kiimesindeki gozlem sayisini ifade eder. Merkezi baglanti

yontemindeki parametrelerin Tablo 3.5 ile verilen degerleri, (3.24)’deki esitlikte

yerine konulursa iki kiime arasindaki uzaklik,

p(G,.(G,.G,))=——D(G,,G)+—'—D(G,,G,) -~———D(G,,G,)
n+n, n+n, (n;+n;) ‘
(3.30)
seklinde elde ifade edilir. Bu ifade,
2
D(G.(G,,G))=|m, ~m)| (3.31)

seklinde tamimlanan iki kiimenin merkezleri arasindaki karesel Oklid uzakhg ile

esdegerdir.

3.3.1.6. Medyan Baglant1 Yontemi

Merkezi baglant1 yonteminden farkli olarak, medyan baglant1 yonteminde iki
kiime arasindaki uzaklik, iki kiimenin merkezleri arasindaki uzakligin esit agirlikli
olarak hesaplanmasiyla elde edilir (Gower 1967). Medyan baglant1 yontemindeki
parametrelerin Tablo 3.5 ile verilen degerleri, (3.24)’deki esitlikte yerine konulursa

iki kiime arasindaki uzaklik,
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1 1 1
p(G,,(G,.G )= 3D(G.G)+D(G,.G)) = D(G,.G)) (3.32)

seklinde ifade edilir.
3.3.1.7. Ward Yontemi

Artinnmli (incremental) hata kareler toplami1 yontemi olarak da adlandirilan
Ward’in hiyerarsik kiimeleme yonteminde amac¢ artan smif i¢i hata kareler
toplaminin minimum yapilmasidir (Everitt ve ark. 2001, Ward 1963). Smif i¢i hata

kareleri toplami,

E=>x-m,| (3.33)

k=1 x,G,

ile ifade edilir. Burada K, kiime sayisim1 ve k=12,...,K olmak lizere m,, esitlik

3.29 ile tamimlanan k. kiime ortalamasimi gosterir. Iki kiimenin birlesimi ile olusan

kiime ile diger kiimeler arasindaki hata kareler farki,
2
-m| (3.34)

seklinde hesaplanir. Ward (1963) tarafindan Onerilen hiyerarsik kiimeleme
yontemdeki parametrelerin Tablo 3.5 ile verilen degerleri, (3.24)’deki esitlikte yerine

konulursa iki kiime arasindaki uzaklik,

. +n. .+
D(Gl,(G,,,Gj)):uD(G,,Gi)+nnf—nlD(Gl,Gj)

n,+n, +n

i J i nj nl

-— " D(G,G,) (335)
(n, +n_/.)
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seklinde ifade edilir.

Ornek 3.2: Kiimeleme analiz yontemlerinin agiklanmasinda oldukga yaygin olarak
kullanilan Ruspini verisi (Ruspini 1970) incelenecektir. Ruspini verisi 75 gozlem
iizerinden gozlenmis iki degiskenin degerlerini igerir. Bu veride dogal olarak 4 grup
bulunmaktadir. Ruspini verisine ait sagilim grafigi Sekil 3.7 ile verilmistir. Ruspini
verisine uygulanan yigilmali hiyerarsik kiimeleme yontemlerine ait agac grafigi Sekil
3.8 ile verilmistir. Yigilmali hiyerarsik kiimeleme yontemleri icin Oklid uzakhig

kullanilmastir.

10

W 6§ @ a0 G 80 W06 19 w0 6 ] e 100 150 2

Sekil 3.7. Ruspini (Ruspini 1970) verisinin sa¢ilim grafigi.

Sekil 3.8. Ruspini (Ruspini 1970) verisinin tek baglanti kiimeleme sonucu
icin aga¢ grafigi ya da dendrogramu.
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Sekil 3.9. Ruspini (Ruspini 1970) verisinin tam baglanti kiimeleme sonucu
icin aga¢ grafigi ya da dendrogramu.

Sekil 3.10. Ruspini (Ruspini 1970) verisinin ortalama baglant1 kiimeleme
sonucu i¢in aga¢ grafigi ya da dendrograma.
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Sekil 3.11. Ruspini (Ruspini 1970) verisinin agirlikli ortalama kiimeleme
sonucu icin agag grafigi ya da dendgramu.

Sekil 3.12. Ruspini (Ruspini 1970) verisinin merkezi baglant1 kiimeleme

sonucu i¢in aga¢ grafigi ya da dendgrama.
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Sekil 3.13. Ruspini (Ruspini 1970) verisinin medyan baglant1 kiimeleme

sonucu icin agag grafigi ya da dendgramu.

Sekil 3.14. Ruspini (Ruspini 1970) verisinin Ward kiimeleme sonucu i¢in

agac grafigi ya da dendgrama.
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Ornek 3.3: Bu 6rnek iizerinde hiyerarsik kiimelemede segilen kiimeleme yonteminin
ve uzaklik 6lciistinlin kiimelemeye olan etkisi gosterilecektir. Bu amacla Iris (siisen)
cicegi verisi (Fisher 1936) kullanilacaktir. Siisen ¢icegi verisi 150 gbzlem tizerinden
gbzlenen dort degisken degerlerini igerir. Bu degiskenler ¢anak ve tac¢ yapraklarinin
uzunluk ve genisligidir. Siisen ¢icegi verisinde Setosa, Versicolor ve Virginica olarak
adlandirilan 3 siisen ¢icegi sinifi vardir. Her bir sinifta esit sayida gdzlem bulunur.
Iris verisine yigilmali hiyerarsik kiimeleme de en ¢ok kullanilan yontemler
uygulandiginda elde edilen genel siniflandirma hata oranlar1 Tablo 3.6 ile verilmistir.
Tablo 3.6 incelendiginde kiimelemede kullanilan yontemlerde secilen uzaklik
Olciisii kiimeleme sonuclarina etki etmektedir. Tablo 3.6 ile verilen kiimeleme
yontemlerinin genel siniflandirma hata oran degerleri Iris ¢igeginde ii¢ kiime oldugu

bilindigi kabulii altinda elde edilmistir.
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Sekil 3.15. Iris (slisen) ¢icegi verisinin sagilim grafigi.
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Sekil 3.16. Iris (siisen) cicegi verisinin tiirlerine gore sacilim grafigi. (Kirmizi:
Setosa, Yesil: Versicolor, Mavi: Virginica).

Tablo 3.6. Iris (siisen) ¢i¢egi verisine uygulanan yigilmali hiyerarsik kiimeleme
sonuglar1 genel hata siniflandirma ytizdeleri.

Oklid | Cityblok | Mahalanobis Pearson Kosiniis

Uzaklig1 | Uzakligi Uzaklig1 Korelasyon | Uzaklig
Tek Baglanti | %33,3 | %333 %66 %33.3 %33.3
Tam Baglanti | %15,3 %10 %48 %146 %16
Ortalama %9.3 %10 %653 %6 %33,3
Baglanti
Agurlikh %10 %4.,6 %32,6 %31 %4
Ortalama
Merkezi %6 %64 %66 %5.3 %34
Baglant1
Medyan %246 | %246 %42 %32 %19,3
Baglanti
Ward Yontemi | %10,6 | %113 %17.3 %113 %2
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3.3.2. Hiyerarsik Boliinmeli (Divisive) Kiimeleme Yontemleri

Hiyerarsik ~ bolinmeli  kiimeleme  yontemleri, yigilmali  hiyerarsik
kiimelemenin tam tersi yolla yapilmasidir. Bdliinmeli hiyerarsik kiimeleme
yonteminde baslangicta verinin n sayida gozlemi tek bir kiime igerisinde yer alir. Bir
seri kiime bdlme islemleri uygulanmasiyla # birimlik bu kiime her bir gozlem farkl
kiimede olacak sekilde n sayida kiimeye bdliiniir (Gordon 1999). Boliinmeli bir

hiyerarsik kiimeleme algoritmast n sayida gozlemden olusan bir veriye

uygulandiginda daha ilk adimda, 2" —1 sayida miimkiin yolla bos olmayan iki alt
kiimeye bdliinebilir. Boliinmeli hiyerarsik kiimeleme algoritmalar1 hesaplama
maliyetleri oldukea yiiksek oldugu i¢in pek tercih edilmez. Bununla birlikte verinin
ana yapisi bu algoritmanin ilk adimlarinda ortaya ¢ikmaktadir.

Boliinmeli hiyerarsik kiimeleme genel olarak iki kategoriye ayrilir. Bunlar tek
etkili (monothetic) ve es etkili (polythetic) boliinmeli hiyerarsik kiimeleme
yontemleridir (Everitt 1993, Willett 1988). Tek etkili hiyerarsik kiimelemede bir
kiime, iki alt kiimeye yalniz tek bir degisken dikkate alinarak bdliiniirken, es etkili

hiyerarsik kiimelemede ise boliinme, tim p degiskeninde dikkate alinmasiyla

yapilir.

Iki sonuclu degisken degerleri igeren verilerde tek etkili yaklasim daha kolay
uygulanabilir. Bu tiir verilerde iki gruba boliinme bir 6zelligin bulunmasi veya
bulunmamasina dayali olarak yapilir. Degisken (6zellik) bir ki-kare istatistigini veya
bir enformasyon istatistigini maksimize edecek sekilde segilir (Everitt 1993, Gordon
1999).

Es etkili hiyerarsik kiimeleme icin bir yontem, MacNaughton-Smith ve ark.
(1964) tarafindan Onerilmistir. Bu yontemde bir parcalama (splinter) grubu
olusturulur. Bu parcalama grubun igerisine belirli bir kritere uygun olarak secilen bir
gozlem ya da gozlemler aktarilir. Parcalama grubundaki bu goézlem ya da gézlemler
kok olarak ifade edilir. Bu gozlemlerin disindaki diger gézlemler kalan grupta yer
alir. Kalan gruptaki her bir gézlemin kalan gruptaki diger gézlemlere olan ortalama
uzakliklar1 ve kalan gruptaki her gozlemlerin par¢alama grubundaki gozleme veya

gozlemlere olan ortalama uzaklik degerleri hesaplanir. Kalan gruptaki en ytiksek
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ortalama uzaklik degerine sahip gozlemler belirlenir. En yiiksek ortalama uzaklik
degerine sahip gozlemin kalan gruptaki ortalama uzaklig: ile parcalama grubundaki
gozlemlere olan ortalama uzaklig1 arasindaki fark pozitif ise bu gozlem parcalama
grubuna dahil edilir ve tiim uzakliklar yeniden hesaplanir. Fark negatif ise kalan
grupta bulunmaya devam eder ve kalan gruptaki en yiiksek ikinci ortalama uzaklik

degerine sahip gozlem incelenir.

Ornek 3.4: Atletizmde sekiz iilkenin sporcularina ait farkli mesafelerdeki iilke rekor
siireleri Tablo 3.7. ile verilmistir (Dawkins 1989). Burada dikkate aliman kosu
mesafeleri sirastyla 1-100 m(s), 2-200 m(s), 3-400 m(s), 4-800 m(dk), 5-1500 m(dk),
6-5000 m(dk), 7-10000 m(dk), 8-maraton’dur. Bu sekiz iilke atletlerinin rekor
stirelerine gore lilkeler gruplandirilmak isteniyor. Sekiz iilkenin kosu siirelerine gore
birbirlerine olan uzaklikla Tablo 3.7°de verilmektedir. Tablo 3.7°deki degerler
incelendiginde ABD diger yedi iilkeye gore daha fazla ortalama uzakligina sahiptir.
Bu sonugtan dolay1 pargalama grubun ilk elemani olarak ABD alinir. Bundan sonraki
adimda kalan gruptaki yedi iilkenin birbirlerine olan ortalama uzakliklar1 ve
parcalama grubundaki gdzlem arasindaki uzakliklart hesaplanir. Bu iki ortalama
uzakliklar arasindaki farklara bakildiginda Avustralya’nin pozitif farka sahip oldugu

goriiliir. Avustralya, ABD’nin bulundugu parcalama grubuna aktarilir.

Tablo 3.7. Sekiz iilkeye ait ¢esitli mesafelerde elde edilen atletizm rekorlar
(Dawkins 1989).

Ulke 1 2 3 4 5 6 7 8
Avustralya | 10.31 | 20.06 |44.84 | 1.74 | 3.57 | 13.28 | 27.66 | 128.30
Belcika 10.34 | 20.68 |45.04 | 1.73 |3.60 |13.22 |27.45 | 129.95
Kanada 10.17 20.22 |45.68 | 1.76 | 3.63 | 13.55 | 28.09 | 130.15
Almanya | 10.12  |20.33 [44.87 | 1.73 | 3.56 | 13.17 | 27.42 | 129.92
Ingiltere 10.11 | 20.21 |44.93 |1.70 |3.51 |13.01 |27.51 | 129.13

Kenya 10.46 20.66 | 44.92 | 1.73 | 3.55 | 13.10 | 27.80 | 129.75
ABD 9.93 19.75 [43.86 | 1.73 | 3.53 | 13.20 | 27.53 | 128.22
Rusya 10.07 20.00 144.60 | 1.75 [3.59 |13.20 | 27.53 | 130.55

Tablo 3.10’dan goriilecegi gibi kalan gruptaki iilkelerin ortalama uzakliklari ile

parcalama grubundaki iilkelere olan ortalama uzakliklarmin farki negatiftir. Bu
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sebepten pargalama grubunun gilincellenmesi burada sonlandirilir. Sonug olarak;
Grup A={ABD, Avustralya} ve Grup B={Belcika, Kanada, Almanya, Ingiltere,
Kenya, Rusya} seklinde 8 iilke iki gruba boliiniir.

Tablo 3.8. Sekiz tlilkenin her birinin diger iilkelere olan ortalama uzakliklari.

Ulke Diger iilkelere olan ortalama Uzakhk
Avustralya 1.6403
Belgika 1.1690
Kanada 1.5911
Almanya 1.0834
Ingiltere 1.1639
Kenya 1.1538
ABD 2.0602
Rusya 1.5130

Tablo 3.9. Kalan grupta yer alan yedi iilkenin birbirlerine ve parcalama grubundaki
iilkeye olan ortalama uzakliklari.

.. Kalanlar arasi Splinter gruba olan

Ulke ortalama uzaklik (1) orI:alamaguzakllk @) |Farkd)-Q)
Avustralya | 1.7287 1.1101 0.6186
Belgika 0.9755 2.3302 -1.3547
Kanada 1.3919 2.7862 -1.3943
Almanya 0.9185 2.0728 -1.1543
Ingiltere 1.1076 1.5016 -0.3940
Kenya 0.9865 2.1580 -1.1715
Rusya 1.3547 2.4622 -1.1075

Tablo 3.10. Kalan gruptaki alti1 iilkenin, birbirlerine ve parcalama grubundaki
tilkelere olan ortalama uzakliklar.

Kalan gruptakilerin Parcalama gruba olan
Ulke birbirlerine olan ortalama uzakhklar Fark (1)-(2)
ortalama uzakhklar (1) (2)
Belgika 0.814 2.036 -1.2220
Kanada 1.239 2453 -1.2140
Almanya 0.761 1.872 -1.1110
Ingiltere 1.138 1.225 -0.0870
Kenya 0.860 1.856 -0.9960
Rusya 1.163 2.386 -1.2230
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3.4. Paylastirmal (Partitional) Kiimeleme Yontemleri

Paylagtirmali, taksimli, ayirmali veya bolmeli yontemlerde gozlemler
benzerlik ya da wuzaklik matrislerine dayali olan bir hiyerarsik yaklagim
kullanilmadan K kiimeye ayristirilir. Bu yontemler ayni zamanda “optimizasyon
yontemleri” olarak da adlandirilir. Kiime sayis1 K daha onceden belirlenmis
olabilecegi gibi yontem siirecinde de hesaplanabilir.

Kiimeleme yontemlerinde ama¢ n sayida nesnenin K kiimeye parcalanmast
icin tim miimkiin yollarin incelenmesi ve belli bir kritere gore en uygun
kiimelenmenin bulunmasidir. Yalniz burada sorun parcalanma sayilarinin oldukga
fazla olmasidir. (3.23)’deki esitlik kullanilarak elde edilebilecek pargalanmalarinin
sayist hesaplanabilir. Bu nedenden dolay1 veride gozlem sayisi, kiime sayis1 veya her

ikisinin de fazla olmasi durumunda, kiimeleme i¢in basit yontemlere ihtiya¢ duyulur.
3.4.1. Kiimeleme Kriterleri

Kiimeleme analizinde amag¢ veriyi, aym1 kiime i¢inde bulunan gozlemleri
homojen farkli kiimelerde yer alan gozlemleri de iyi ayrigimli olacak sekilde
kiimelere gruplayan bir bdliinmeyi arastirmaktir. Gozlemlerin homojenligi ve
ayrisimi i¢in birgok kriter Onerilmistir. Paylastirmali kiimeleme iginde en yaygin

olarak kullanilan kriter hata kareleri toplamidir (Jain ve Dubes 1988).

Hata kareleri toplam kriteri j=12,...,n olmak iizere x,eR’ gozlemi

G,,G,,...,G; ile ifade edilen K kiimeye paylastirilirsa hata kareleri toplamu,
K n ) K n .
E.&‘(F’M)zzzyijuxj_mi” zzz7y(x_j_m[) (Xj_mi) (3.36)
i=1 j=1 i=1 j=I

formunda olup burada, j=12,...,n ve i=12,...,K olmak lizere I' = {}/U} seklinde

bir pargalanma matrisi, y;
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LA (3.37)
|0 diger yerlerde

seklinde ifade edilen ve
K
D=1 j=12,...n (3.38)
i=1

kosulunu saglayan etiket degeri, m,,
D y;m, (3.39)
j=1

seklinde ifade edilen i. kiime ortalamasi veM =[m, ,m,,...,m, ] kiime merkezleri
(cenroids) matrisini gostermektedir.

Hata kareleri toplamint minimum yapacak sekilde elde edilen parcalanma en
uygun parcalanma olarak diisiiniilir ve paylastirmaya minimum varyans
paylagtirmas1 denir. Hata kareleri toplamui kriteri 6zellikle birbirine daha yakin
gozlemler ve birbirinden iyi ayrisimli kiime yapisi iceren veriler i¢in uygun bir
kriterdir. Veride sapan aykir1 degerler bulunmasi durumunda hata kareleri toplami
kriteri genis kiimeleri daha kiigiik parcalara ayirma egilimindedir (Duda ve ark.
2001).

Hata kareleri toplam kriteri sa¢ilim matrislerinde de elde edilebilir (Duda ve

ark. 2001).
S, =S, +S, (3.40)

Burada, S,, S, ve S, sirasiyla toplam sacilim matrisi, kiime i¢i sag¢ilim matrisi,

kiimeler arasi sagilim matrisidir ve
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S, = Zn‘,(xj —m)(x; —m)" (3.41)
SW = i n yij(xj _mi)(xj _m[)T (342)
S, = iN;(X_; -m,)(X; -m,)" (3.43)

olarak ifade edilir. Burada m verinin tamamu i¢in toplam ortalama vektorii olup

K
m = lZn,»m[ (3.44)
nie
bi¢iminde ifade edilir. S;, matrisinin izi
K n r
iz(Sy) =D 2 7, (x, ~m)" (x, ~m,) (3.45)

i=1 j=1

formumdadir. S;, matrisinin izinin minimum yapilmasi hata kareler toplami kriterine
esdegerdir. Benzer diisiinceyle iz(S;)=iz(S,)+iz(S;) oldugundan iz(Sy)

ifadesinin maksimum yapilmasi hata kareleri toplam1 kriterine esdegerdir.

Sacilim matrislerinin determinantina dayali olarak da hata kareleri toplami

kriterine esdeger ifadeler elde edilir. Bunun i¢in S,, matrisinin determinanti,

Su|= Zin-(x., —m,)(x, —m,)"| =|E,([,M) (3.46)

i=1 j=1
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oldugundan bu ifade minimum yapilir. Kiime i¢indeki gozlem sayisinin verideki
degisken sayisindan az olmasi durumunda S, matrisinin determinanti sifir
olacagindan S, matrisini kullanmak tercih edilmez. Determinanta dayali olarak hata
karelerin minimum yapilmast lineer dontisiimlerden etkilenmez.

iz(S,,) ifadesinin minimum yapilmas: kriterinde, veride lineer doniisiimler
oncesi ve sonrasi farkli kiilmelenme sonuglari elde edilmektedir. Bu durumu ortadan
kaldirmak i¢in kiimeler arasi ve kiime i¢i sacilim matrislerinin ¢arpimindan elde

edilen matrisin izinin maksimum yapilmasina dayal1 bir kriter kullanilabilir. Kiimeler

aras1 ve kiime ici sagilim matrislerinin ¢arpimindan elde edilen matrisin izi,

wrls;'s,)=>4 (3.47)

i=1

seklinde ifade edilir. Burada /11,2,2,...,/1}”, S;VIS p carpim matrisinin 6zdegerleridir.

Benzer sekilde,
) o
tr(S;'s, )= Zl ™ (3.48)
ve
Mzﬁam.) (3.49)
S, A

kriterleri de kullanilabilir (Everitt ve ark. 2001).
(3.36)’daki esitlik ile verilen hata kareler toplami kriterinden, ortalama

vektorleri ihmal edilirse

n

E,(I) ZK:ni > Sk -x[ (3.50)

i X, ereG
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esitligi elde edilir. Bu ifade G, kiimesinin homojenligi i¢in bir dl¢iidiir. Bu esitlik

genellestirilerek,
K
E(D)=Yw,0) (3.51)
i=l1

bi¢ciminde yazilir. Burada v, (i),

w=— YD, (3:52)

n.
i X,€G; X/EG[

seklinde ifade edilir. D, , x,, ve x; gozlem ¢ifti arasinda bir uzaklik tanimlar. 3.41

esitligi ile verilen kriter bir kiime igerisinde yer alan gozlemlerin farkliliklarina
iliskin bir 6l¢tidiir.

Homojenlige dayali diger indisler (Everitt ve ark. 2001, Hansen ve Jaumard
1997) asagida verilmistir.

1. G, kiimesindeki gozlemlerin aralarindaki maksimum uzaklii dlgen G, kiimesinin

¢ap1
v,()=_max (D,) (3.53)
m¢jj ‘

2. G, kumesindeki bir x; gozlemi ile bu kiimedeki diger gozlemler arasindaki

uzakliklar toplaminin minimumuna dayali star indeksi

i
x;eG;

w, (i) = mig[ ZDW.] (3.54)
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3. G, kiimesindeki tim x; gozlemleri i¢in, Xx; gozlemi ile diger gozlemler arasi

maksimum uzakligin minimumunu 6lgen G, kiimesinin yarigap: indeksi

AOES min(maxijj (3.55)

X, €G;\ x;€G;

4. G, kiimesinin bir gozlemi ile G, kiimesinin disindaki tiim gozlemler arasindaki

uzakliklar toplaminin bir 6l¢iisii olan G, kiimesinin kesme indeksi

w;()= Y, D.D, (3.56)

X, €G; X ; 2G;

5. G, kiimesinin bir gozlemi ile G, kiimesinin disindaki tiim gdzlemler arasindaki

minimum uzaklig1 dlgen, G, kiimesinin ayrilma indeksi

¥s(@)=_ min min(D,,) (3.57)

X, €G;,X; ¢G;
3.4.2. k -ortalamalar Algoritmasi

k -ortalamalar algoritmasi (MacQueen 1967) kiimeleme analizinde en yaygin
olarak kullanilan bir kiimeleme algoritmasidir (Duda ve ark. 2001). k -ortalamalar
algoritmasi, (3.36)’daki esitlik ile verilen hata kareler toplaminin minimum
yapilmasina dayali olarak verideki en uygun parcalanmayi1 bulmayi amaclayan
adimsal optimizasyon yontemidir. k -ortalamalar algoritmasinin adimlari asagida
verilmistir.

1. Veri hakkinda sahip olunan bazi Onbilgilere dayali olarak verinin bir K
parcalanmasi rasgele yapilir. Olusturulan K kiimenin kiime ortalama matrisi
M =[m,,m,,...,m, ] hesaplanir.

2. Verideki her bir gozlem,
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[, —m| <|x,-m,|, j=12.....n, i=12.. K ve i =] (3.58)

i

kosulunu sagliyorsa kendine en yakin G, kiimesine atanir.

3. Kiime ortalama matrisi 2. adimdaki atanmalar dikkate alinarak yeniden,

m, = D x, (3.59)

ni X/EG[

seklinde hesaplanir.

4. Algoritmanin 2. ve 3. adimlarmma kiime yapis1 sabitleninceye (gozlemler
bulunduklar1 kiimeden bagka bir kiimeye atanamaz hale gelinceye) kadar ardisik
olarak uygulanilir.

k -ortalamalar algoritmasinin 1. adiminda verinin pargalanmasi ve bu
parg¢alanmaya gore kiime merkezlerinin olusturulmasi kiimeleme sonucuna olduk¢a
etki eder. Bu etkinin azaltilmasi i¢in baslangigta verinin nasil parcalanacagina iliskin
genel bir yontem yoktur. Bu amagla £k -ortalamalar algoritmasi rastgele alinan
baslangi¢ degerlerle birka¢ kez uygulanir (Jain ve Dubes 1988). k -ortalamalar
algoritmasinin 1. adiminda K farkli pargalanma alma yerine K gozlem degerleride

alinabilir.

Ornek 3.5: Avrupa’da 25 iilkenin tiiketilen dokuz gida iiriiniine gore elde edilen
protein verisi (Hand ve ark. 1994) Tablo 3.11 ile verilmistir. Incelenen gida tiirleri
yani degiskenler; Y1: Kirmiz1 et, Y2: Beyaz et, Y3: Yumurta, Y4: Siit, Y5: Balik,
Y6: Tahil, Y7: Nisastali tirlinler, Y8: Findik ve Y9: Meyve ve Sebzeler. Protein

verisi Tablo ile verilmistir.
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Tablo 3.11 Protein verisi; Avrupanin 25 iilkesinin dokuz farkli gida cinsine gore
protein tiiketimi (Hand ve ark. 1994).

Gl G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 G9
Arnavutluk 10.10 [ 1.40 | 0.50 8.90 0.20 4230 | 0.60 | 5.50 | 1.70
Avusturya 8.90 14.00 | 4.30 19.90 | 2.10 | 28.00 | 3.60 | 1.30 | 4.30
Belcika 13.50 [ 9.30 |4.10 17.50 [ 4.50 [26.60 | 5.70 | 2.10 | 4.00
Bulgaristan 7.80 | 6.00 1.60 | 8.30 1.20 | 56.70 | 1.10 | 3.70 | 4.20
Cek. Cum. 9.70 11.40 | 2.80 12.50 | 2.00 3430 | 5.00 | 1.10 | 4.00
Danimarka 10.60 | 10.80 | 3.70 | 25.00 | 990 |21.90 |4.80 ]0.70 |2.40
D.Almanya 8.40 11.60 | 3.70 11.10 | 540 |24.60 | 6.50 | 0.80 | 3.60
Finlandiya 9.50 [490 [270 |33.70 | 5.80 |26.30 |5.10 | 1.00 | 1.40
Fransa 18.00 | 9.90 3.30 19.50 | 5.70 | 28.10 | 4.80 | 2.40 | 6.50
Yunanistan 10.20 | 3.00 | 2.80 17.60 | 590 |41.70 | 2.20 | 7.80 | 6.50
Macaristan 5.30 12.40 | 2.90 9.70 1030 |40.10 | 4.00 | 5.40 |4.20

Irlanda 13.90 | 10.00 | 4.70 | 25.80 | 2.20 |24.00 | 6.20 | 1.60 | 2.90
Italya 9.00 |5.10 |290 |13.70 |3.40 |36.80 |2.10 |[4.30 |6.70
Hollanda 9.50 [13.60 | 3.60 |23.40 |2.50 |22.40 |4.20 |1.80 |3.70
Norveg 940 [470 270 ]23.30 |9.70 |23.00 |4.60 | 1.60 |2.70
Polonya 690 1020 |2.70 | 19.30 | 3.00 |36.10 |5.90 | 2.00 | 6.60
Portekiz 620 |3.70 | 1.10 |490 |14.20 |27.00 |590 [4.70 |7.90
Romanya 620 |630 |1.50 |11.10 | 1.00 |49.60 |3.10 | 5.30 |2.80
Ispanya 7.10 [340 [3.10 |8.60 |7.00 |29.20 |5.70 |5.90 |7.20
Isveg 990 [7.80 [350 [24.70 | 7.50 |19.50 |3.70 | 1.40 | 2.00
Isvigre 13.10 | 10.10 | 3.10 | 23.80 | 2.30 |25.60 | 2.80 [ 2.40 |4.90
Ingiltere 17.40 | 5.70 | 4.70 ]20.60 | 430 |24.30 |4.70 [3.40 |[3.30
Rusya 930 [460 |2.10 |16.60 |3.00 |43.60 |6.40 |3.40 |2.90

B.Almanya 11.40 | 12.50 | 4.10 18.80 | 3.40 18.60 | 5.20 | 1.50 | 3.80
Yugoslavya | 440 | 5.00 1.20 19.50 [0.60 |55.90 |3.005.70 |3.20

Bu dilkelerin tiiketilen gida tiirleri cinsinden bes kiimede toplandigi
diisiiniiliirse bu bes kiimenin k-ortalamalar algoritmasi kullanilarak elde etmek i¢in
bes gbzlem degeri rasgele olarak secilir. Rastgele secilen bes gozlem Tablo 3.12 ile

verilmistir.

Tablo 3.12 Protein tiiketimi verisinden rastgele segilen bes lilke ve protein
tilkketimleri.

Seeds Gl G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 G9
Irlanda 13.90 | 10.00 | 4.70 |25.80 | 2.20 |24.00 | 620 |1.60 |2.90
Ingiltere 17.40 | 570 [4.70 |20.60 | 430 |24.30 470 |3.40 |3.30
Polonya 6.90 |10.20 {2.70 |19.30 | 3.00 | 36.10 | 590 |2.00 | 6.60
Yunanistan | 10.20 | 3.00 | 2.80 | 17.60 | 590 |41.70 | 2.20 | 7.80 | 6.50
D.Almanya | 840 |11.60 |3.70 |11.10 | 540 |24.60 | 6.50 | 0.80 | 3.60
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Secilen bu bes rasgele llke ile diger tlilkelerin protein tiiketimleri cinsinden
aralarindaki Oklid uzakligi hesaplanir. Bu uzaklik degerlerine gore diger iilkeler

Tablo 3.13 ile belirtildigi gibi bes farkli kiimeye gruplanir.

Tablo 3.13 Protein tiiketimi verisinden Avrupa’dan 25 {ilkenin, segilen 5 rastgele
tilke kiimesine gore gruplanmasi.

Ulkeler Cl1 C2 C3 Cc4 C5 Kiimeler

Danimarka 8.94 11.74 17.81 24.47 15.18

Finlandiya 11.57 15.95 19.36 24.11 23.83

Irlanda 0.00 8.24 16.01 22.98 16.18

Hollanda 6.83 11.99 15.34 24.06 13.27

Isveg 8.88 10.90 19.15 25.16 15.58

Isvigre 5.10 7.97 13.50 20.04 14.65

B.Almanya 9.71 11.10 18.51 26.28 10.56

Belgika 9.15 6.83 12.20 18.25 8.93 C2
Fransa 10.15 6.99 14.01 18.25 13.86 C2
Norveg 10.88 10.52 1691 21.42 14.99 C2
Ingiltere 8.24 0.00 17.07 20.32 14.78 C2
Avusturya 10.04 12.92 9.94 19.53 10.74 C3
Cek. Cum. 17.58 16.50 8.26 15.03 10.61 C3
Macaristan 25.02 24.17 11.99 14.93 17.52 C3
Polonya 16.01 17.07 0.00 12.36 14.87 C3
Bulgaristan 38.36 36.42 24.49 19.32 33.61 C4
Yunanistan 22.98 20.32 12.36 0.00 22.11 C4
Italya 20.04 17.26 9.07 7.98 15.62 C4
Romanya 31.30 29.73 17.43 13.34 26.73 C4
Rusya 23.02 21.61 10.81 8.18 21.37 C4
Yugoslavya 37.95 36.41 23.73 18.75 33.28 C4
Arnavutluk 27.90 24.31 17.64 12.14 22.87 C4
D.Almanya 16.18 14.78 14.87 22.11 0.00 C5
Portekiz 27.14 22.77 21.68 22.16 15.16 C5
Ispanya 21.81 17.66 15.50 16.27 11.78 C5

Tablo 3.13 ile belirtildigi gibi gézlemlerin atandig1 5 kiime yapisi i¢in kiime
merkezleri Tablo 3.14 verildigi gibi hesaplanir.

Tablo 3.14 Protein tiiketimi verisi i¢in yeni kiime merkezleri.

G1 G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 G9
11.13 | 9.96 3.63 25.03 | 4.80 22.61 | 4.57 1.49 3.01
C2 14.58 | 7.40 3.70 20.23 | 6.05 25.50 | 4.95 2.38 4.13
C3 7.70 12.00 | 3.18 1535 | 1.85 34.63 | 4.63 245 4.78
C4 8.14 4.49 1.80 12.24 | 2.19 46.66 | 2.64 5.10 4.00
CSs 7.23 6.23 2.63 8.20 8.87 26.93 | 6.03 3.80 6.23
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Protein verisindeki gozlemler, Tablo 3.14°de verilen yeni kiime merkezlerine
olan Oklid uzakliklarina dayali olarak yeniden bes farkli kiimeye Tablo 3.15°de
belirtildigi gibi gruplanir.

Tablo 3.15. Protein tiiketimi verisindeki giincellenmis bes kiime yapisi.

Ulke Cl C2 C3 C4 C5 Kiimeler

Danimarka 5.34 9.15 18.40 [30.19 | 19.18

Finlandiya 11.05 [14.99 [22.12 |30.34 |26.44

Irlanda 4.56 7.75 16.54 | 2820 |21.02

Hollanda 4.96 9.88 1491 [28.54 |19.14

Isvec 5.01 9.34 19.50 [30.93 |19.21

Isvicre 5.33 6.47 13.75 2536 |18.76
B.Almanya 8.04 9.69 1697 [30.52 |16.80

Belcika 9.03 4.08 10.94 [22.60 |12.83 G2
Fransa 11.04 |5.58 13.72  |23.59 | 16.51 G2
Norveg 7.66 8.18 17.93 [ 27.54 | 16.45 G2->
Ingiltere 9.22 428 16.71 |26.03 |17.32 G2
Avusturya 9.33 10.06 | 8.60 2279 | 16.30 G3
Cek. Cum. 17.54 [13.99 |3.91 15.02 | 12.89 G3
Macaristan 2487 [21.88 |8.93 1127 | 17.37 G3
Polonya 15.86 | 14.05 |5.33 1496 | 16.15 G3
Bulgaristan 38.78 | 3476 2429 |11.14 |31.22 G4
Yunanistan 2298 [18.74 |14.01 |9.39 19.11 G4
Italya 19.69 | 1526 |8.53 10.55 | 13.34 G4-> G3
Romanya 31.55 2792 |17.17 |4.50 24.68 G4
Rusya 23.58 [19.82 |12.23 |6.98 20.03 G4
Yugoslavya 38.25 |34.64 [2383 |10.55 |30.70 G4
Arnavutluk 28.04 (2336 |1623 |7.67 20.02 G4
D.Almanya 1459 [12.06 |11.82 |2421 |8.56 G5
Portekiz 2487 (2037 [2029 |24.81 |[7.26 G5
Ispanya 2039 [ 1564 |1396 |19.11 |4.74 G5

Tablo 3.15 ile 6zetlenen kiime yapilarinda gézlemlerin bazilar1 bulunduklari
kiimelerin disinda diger kiimelere atandiklar1 i¢in k-ortalamalar algoritmasina devam
edilir. Tablo 3.15 ile verilen kiimeleme yapisina gore olusturulan yeni kiime

merkezleri Tablo 3.16 ile verilmistir.
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Tablo 3.16. Protein tiiketimi verisi i¢in yeni kiime ortalama vektorleri.

Gl G2 G3 G4 G5 G6 G7 G8 G9
1091 1930 |3.51 |2481 |541 |22.66 458 |150 |2.98
C2 1630 | 830 [4.03 |19.20 [4.83 |2633 |5.07 [2.63 |4.60
C3 796 [10.62 |3.12 |15.02 |2.16 |35.06 |4.12 282 |5.16
C4 800 |438 |1.62 |12.00 | 1.98 |4830 273 |523 |3.55
C5 723 1623 1263 820 |8.87 [2693 1603 |380 |6.23

Tablo 3.17 Protein tiiketimi verisinden Avrupa’dan 25 {ilkesinin yeni kiime
ortalamalar vektorlerine olan uzakliklar1 ve gruplandiklar: kiimeler.

Ulke Cl C2 C3 C4 C5 Kiimeler
Danimarka 491 11.25 18.78 31.73 19.18
Finlandiya 10.83 16.84 22.19 31.64 26.44
Irlanda 5.16 8.38 16.96 29.71 21.02
Hollanda 5.64 10.74 15.66 30.10 19.14
Isveg 4.40 11.65 19.71 32.53 19.21
Isvicre 5.71 6.91 13.97 26.93 18.76
B.Almanya 8.28 10.28 17.55 32.16 16.80
Norveg 6.71 10.90 17.77 29.12 16.45
Belgika 8.92 3.60 11.00 24.23 12.83 C2
Fransa 11.04 3.70 13.60 25.15 16.51 C2
Ingiltere 9.05 4.15 16.48 27.61 17.32 C2
Avusturya 9.65 10.10 9.52 24.33 16.30 C3
Cek. Cum. 17.51 13.18 3.97 16.50 12.89 C3
Macaristan 24.84 21.17 8.66 12.27 17.37 C3
Polonya 15.79 14.06 5.24 16.41 16.15 C3
Italya 19.41 14.92 6.82 12.31 13.34 C3
Bulgaristan 38.62 33.98 23.43 9.64 31.22 C4
Yunanistan 22.65 18.58 12.58 10.68 19.11 C4
Romanya 31.38 27.35 16.29 3.33 24.68 C4
Rusya 23.35 19.49 11.22 7.97 20.03 C4
Yugoslavya 38.06 34.09 22.99 8.94 30.70 C4
Arnavutluk 27.78 22.75 14.89 8.45 20.02 C4
D.Almanya 14.42 12.20 12.20 25.78 8.56 C5
Portekiz 24.25 20.98 19.53 26.20 7.26 C5
Ispanya 19.90 15.89 12.96 20.69 4.74 C5

Tablo 3.16 ile verilen yeni kiime merkezlerine gore goézlemlerin hangi
kiimeye atandiklar1 Tablo 3.17 ile verilmistir. Tablo 3.17°den goriildiigii gibi hicbir

gozlem bulundugu kiimeden bagka bir kiimeye atanmamistir. Bu sebepten k-
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ortalamalar algoritmasi sonlandirilir. Protein verisindeki 5 farkli kiime yapis1 Tablo

3.17°de gosterildigi gibi elde edilmis olur.

3.5. Kiimelerin Degerlendirilmesi

Kiimeleme analizinde kullanilan farkli algoritmalarla veya ayni algoritmada
alman farkli parametre baglangic degeri ile farkli bircok kiimeleme yapisi elde
edilebilir. Ayn1 veri kiimesinden elde edilen farkli kiimeleme yapilarinin anlamh
olup olmadig1 kiimeleme gegerliligi olarak adlandirilir (Gordon 1998, Halkidi ve ark.
2002a, Halkidi ve ark. 2002b). Herhangi bir kiimeleme yapist icermeyen bir veri
kiimesine uygulanilan bir kiimeleme algoritmasi sonucu elde edilen kiimeleme yapisi
anlamsiz olacaktir. Kiimeleme sonucu ileri asama analizlere baslanmadan Once
veride bir kiimeleme yapisinin varligindan emin olmak i¢in bazi testler uygulanabilir.

Kiimeleme gecerlilik kriterleri kiimeleme algoritmalarinin tipine baglh olarak
iic kategoride toplanmaktadir (Theodoridis ve Koutroumbas 2006). Bunlar digsal
(external) kriterler, i¢sel (Internal) kriterler ve oransal (Relative) kriterlerdir. Bir veri
kiimesi X, bu veri kiimesinden elde edilen kiimeleme yapis1 C ile gosterilsin. Digsal
(external) kriterlerde veri hakkinda sahip olunan 6n bilgi ile kiimeleme algoritmasi
sonunda elde edilen C kiimeleme yapisi karsilastirtlir. Ornegin kiimeleme sonunda
elde edilen gozlemlerin kiime etiketleri ile daha onceden bilgi sahibi olunan
gozlemlerin kategori etiketleri karsilastirilir. Igsel (Internal) kriterlerde ise veri
hakkinda bir 6nbilgi kullanilmaz. Kiimeleme yapisinin gegerliligi elde edilen yap1
igerisinden degerlendirilir. Ornegin X veri kiimesinin C kiimeleme yapisi benzerlik
matrisi kullanilarak degerlendirilir. Oransal (Relative) kriterlerde ise farkli kiimeleme
algoritmalari ile elde edilen kiimeleme yapilari birbiri arasinda veya ayni kiimeleme
algoritmas1 fakat farkli parametre degerleri ile elde edilen kiimeleme yapilari
birbirleriyle karsilastirilir.

Digsal (external) ve i¢sel (Internal) kiimeleme gecerlilik kriterleri istatistiksel
hipotez testleri ile iliskilidir (Jain ve Dubes 1988). Jain ve Dubes(1988), kiimeleme
gecerlilik  kriterlerinde ortak olarak kullanilan sifir hipotezlerini {ic grupta

toplamustir.
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a) Sifir hipotezi (Rastgele pozisyon hipotezleri): p boyutlu uzayin belirli bir
bolgesinde n gozlem vektoriiniin tiim yerleri esit olasiliklidir.

b) Sifir hipotezi (Rastgele grafik hipotezleri): Tiim nx n boyutlu rank sirali benzerlik
matrisleri esit olasiliga sahiptir.

c) Sifir Hipotezi (Rastgele etiket hipotezleri): n goézlemin -etiketlerinin tiim

permiitasyonlari esit olasiliklidir.
3.5.1. Digsal (External) Kriterler

Bir X veri kiimesinde n gozlem vektorii bulunsun. Bu X veri kiimesi
hakkinda bilgi sahibi olunan par¢alanma P ve bu veri kiimesine uygulanilan bir
kiimeleme algoritmasi sonu elde edilen kiimeleme yapis1 C ile gosterilsin. X veri

kiimesinde x; ve x; gozlem ciftinin C ve P parcalanmalarindaki yerlerine goére

dort durum vardir.

l. Durum: x;, ve x; , C pargalanmasinda ayni kime igerisinde ve P

parcalanmasinda ayni kategori igerisinde yer almasidir

2. Durum: x;, ve x; , C parcalanmasinda aym kiime igerisinde ve P

par¢alanmasinda farkli kategoriler icerisinde yer almasidir

3. Durum: x; ve x; , C parcalanmasinda farkli kime igerisinde ve P

parg¢alanmasinda ayni kategori igerisinde yer almasidir
4. Durum: x; ve x; , C pargalanmasinda farkli kiime icerisinde ve P
parcalanmasinda farkli kategoriler igerisinde yer almasidir

Gozlem vektor ciftlerinin yukarida belirtilen dort durumdaki eslesme sayilart

sirastyla a, b, ¢ ve d ile gosterilsin. Toplam gézlem ciftlerinin sayis1

_n(n-1)
2

M (3.60)
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ifade edilsin. Bu durumda M =a+b+c+d olarak ifade edilir. C ve P
parcalanmalar1 arasinda eslesmenin 6l¢iisii i¢in kullanilan yaygin digsal (external)
indisleri:

1. Rand indeksi (Rand 1971)

_(a+d)
M

R (3.61)

olarak tanimlanir ve [0,1] araliginda degerler alir. Indeks degerleri bire yakinlastik¢a

C ve P parcalariin birbirine olan benzerligi artmaktadir.

2. Jaccard katsayist (Jaccard 1908)

J = a

= 3.62
a+b+c ( )

olarak tanimlanir ve [0,1] araliginda degerler alir. Katsay1 bire yakinlastikca C ve P

parcalarinin birbirine olan benzerligi artmaktadir

3. Fowlkes ve Mallows indeksi (Fowlkes ve Mallows 1983)

a a
at+ba+c

FM =

(3.63)

olarak tamimlanir. Indeks degerleri bire yakinlastikga C ve P parcalarinm birbirine
olan benzerligi artmaktadir

4. T istatistigi (Xu ve Wunsch 2009).

Ma —mm,

=
\/mlmz(M_ml)(M_mz)

(3.64)
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olarak tanimlanir ve [-1,1] aralifinda degerler alir. Burada m, =a+b ve
m, =a+c olarak tammlanr. Indeks degerleri 1’e yakinlastikca C ve P

parcalarinin birbirine olan benzerligi, -1’e yaklastikca farklilig1 artmaktadir.

3.5.2. i¢sel (Internal) Kriterler

Hiyerarsik kiimeleme yapilariin karsilastirilmasin da en yaygin olarak
kullanilan kiimeleme gegerlilik 6lgilisii Cophenetic korelasyon katsayisidir (Jain ve
Dubes 1988). Cophenetic korelasyon katsayisi, X veri kiimesi i¢in hesaplanan

benzerlik matrisi P = {p,} ile hiyerarsik kiimeleme yontemine gore elde edilen agag
diyagraminda veri gozlem ¢iftlerinin ilk defa ayni kiimede gruplandigi yakinlik

seviyeleri g, degerlerinden olusan Cophenetic matrisi Q ={gi;} arasindaki

3

benzerligin bir Olgusidir. x, ve u, swasiyla P={p,} ve Q={gi;} ‘nun

ortalamalari,
1 n-1 n
Hp=—> 2P, (3.65)
M3 Jj=i+l
1 n-1 n
Hoy=—> D4, (3.66)
M3 Jj=i+l

seklinde ifade edilir. Burada M, (3.60)’daki esitlikte tanimlandigi gibidir.
Cophenetic korelasyon katsayisi, CCC kisaltmasiyla gosterilmektedir,

1 n-1 n
ﬁzz p;‘qu’/ - :UP/UQ
CCC = L (3.67)

Ln—l n 2 Ln—ln > 2
Ep e Tel
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formu ile hesaplanir. Burada CCC, [-1, 1] arasinda deger alir. CCC degerinin 1
olmasi verideki hiyerarsi yapidan elde edilen P={p,} ve Q={qgi;} arasinda

yiiksek derecede benzerlik oldugunu gosterir. Kiime kesikli 6l¢ek degerini igeren

gozlem vektorleri igeriyorsa hiyerarsik kiimeleme yonteminden elde edilen P = {p,}
ve Q ={qgi,} arasindaki benzerlik i¢in Goodman-Kruskal istatistigi (Hubert 1974) ve

Kendall istatistigi (Cunningham ve Ogilvie, 1972) kullanilabilir.

Tibshirani ve ark. (2001), bir veri kiimesinde kiime sayis1 K ’y1 tahmin etmek
icin gap istatistik yontemini Onermislerdir. Veriyi gruplamada kullanilan tim
yontemlerde uygulanabilir olan gap istatistik yonteminde verinin yapisina uygun bir
referans sifir dagilimi olusturulur. Bu referans dagilimindan orjinal veri ile aym
hacimli rastgele orneklem firetilir. Bu rastgele 6rnekleme orijinal veriye uygulanan
kiimeleme yontemi uygulanarak orijinal verinin kiime i¢i sacilimi ile rastgele
orneklemden elde edilen kiimeleme yapisindaki kiime i¢i sacilimlar karsilagtirilir.
Gap istatistik degerini maksimum yapan K sayist optimal kiime sayist olarak alinir.
Gap istatistiginde gozlemlerin bulunduklar1 kiime merkezlerine olan karesel

uzakliklarinin toplami olan kiime i¢i kareler toplam: W, ,
|
W,=> —D, (3.68)

seklinde ifade edilir. Burada D, , k. kiimedeki gozlem ciftleri arasindaki uzakliklarin

toplam1 olmak iizere,

D, = Yd, (3.69)

X;.X; Gy

seklinde tanimlanir.
Gap istatistik yonteminin adimlar1 asagidaki gibi 6zetlenebilir.

1. n gozlem igceren veriye bir kiimeleme yontemi, kiime sayis1 k£ (k=12,..,K)

alinarak kiimeler elde edilir.
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2. Birinci adimda alinan £ kiime sayisina gore log(W, ) degeri hesaplanir.

3. n hacimlik bir rasgele 6rneklem uygun bir yontemle iiretilir. Bu rasgele 6rneklem
X* ile gosterilir.

4. Birinci adimda hangi kiimeleme yontemi uygulanmissa X' rasgele 6rneklemi igin

uygulanilir ve kiimeler elde edilir.

5. Bu orneklem iginde kiime igi sagilim Olgiisii hesaplanir bu deger W, ile ifade

edilmek tizere log(W,,) degeri bulunur.
6. b=12,...,B olmak iizere 3-5 adimlar1 B defa tekrar edilir. Bu sekilde B sayida

log(W,,) degeri hesaplanir.

7. Altinc1 adimda hesaplanan B sayida log(W,’,) degerinin ortalamasi,

1 & .
I, = 2 log(,) (3.70)

b=1

esitligiyle ve standart sapmasi,

sd, = J%i[log(m‘;,,)—%]z (3.71)

esitligiyle hesaplanir.
8. Tahmin edilmis gap istatistigi,

gap(k) =W, —log(W,) (3.72)

9. Bu adimda

SkISdM,I-I-% (3.73)
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tanimlanir ve
gap(k) 2 gap(k +1)—s;,, (3.74)
kosulunu saglayan en kii¢iik £ degeri kiime sayis1 olarak alinir.

3.5.3. Oransal (Relative) Kriterler

Dissal (external) ve igsel (Internal) kriterler istatistiksel testlerin kullanimin
gerektirdiginden hesaplamalara olduk¢a duyarlidir. Oransal (Relative) kriterler de bu
gereklilik yoktur ve farkli kiimeleme algoritmalarmin ya da aym kiimeleme
algoritmasinin farkli baglangic parametreleri ile elde edilen karsilastirilmasi igin
onerilmiglerdir.

Bir kiimeleme algoritmasinda verideki kiime sayis1 K bilinmesi gerekir.

Kiime sayis1 K bilinmiyorsa bu deger i¢cin miimkiin minimum deger olan K, ve
maksimum deger olan K _, arasinda algoritma uygulanilarak kiimeleme yapilari

elde edilir. Elde edilen bu farkli kiimeleme yapilari belirlenen bir indise gore
degerlendirilir ve en iyi indis degerine sahip kiimeleme yapisi secilir. Hiyerarsik
kiimeleme yapisinda bu indisler bir durdurma kurali olarak diisiiniilebilir. Kiimeleme
analizi igerisinde, kiimelerin geometrik ve istatistiksel yapilarin1 da dikkate alarak
belirli bir standartta kiimelerin elde edilmesinde bu sekilde bir¢ok indis 6nerilmistir.

1. Calinski ve Harabasz indeksi (Calinski ve Harabasz 1974) CH kisaltmasiyla

gosterilmektedir,

_iz(Sy)(n—K)

T = s -1

(3.75)

seklinde ifade edilir. Burada iz(S;) ve iz(Sy,) sirasiyla kiimeler arasi ve kiime i¢i

saglim matrislerinin iz degerleridir. Kiime sayis1 K 'nin bir se¢imi i¢in bu indeksi

maksimum yapan degerin se¢imi Onerilir.
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2. Davies-Bouldin indeksi (Davies-Bouldin 1979), kiime i¢indeki gézlemlerin kiime
merkezine olan uzakliklarini minimum yapmay:r ve kiimeler arasi uzakliklari

maksimum yapmay1 amaglar. i=12,...,k ve j=12,...,k olmak iizere i. ve diger
kiimeler arasindaki maksimum karsilastirma orani her bir kiime i¢in R, ile gosterilen

kiime indeksi,

e +e,
R = max[ y ’] (3.76)

seklinde hesaplanir. Burada d;; i. ve j. kiime merkezleri arasindaki uzakligi, e, ve
e, swrastyla i. ve j. kiimenin ortalama hatalarini gosterir. Davies-Bouldin indeksi,

DB kisaltmasiyla gosterilmektedir,
1 K
DB(K) = EZR,. (3.77)
i=1

seklinde tanimlanir. Minimum Davies-Bouldin indeks degerinde kiime sayis1 K
belirlenebilir.

3. Dunn indeksi (Dunn 1974) yiiksek yogunlu iyi ayrimh kiimelerin belirlenmesinde
oldukga etkin bir kriterdir. G, ve G, ile gosterilen iki kiime arasindaki D(G;,,G )

uzakligi sirasiyla G; ve G, kiimelerinde yer alan x ve y gozlem giftleri arasindaki

minimum uzaklik olarak,

D(G,,G))= min d(x.y) (3.78)

bi¢iminde tanmimlanir. G, kiimesinin capi ise bu kiime igerisinde yer alan bir gozlem

cifti arasindaki maksimum uzaklik olarak,
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¢ap(G,) = max d(x,y) (3.79)
Xyel,;

olarak tanimlanir. Dunn indeksi ( DN(K)),

(3.80)

,,,,,

seklinde ifade edilir.

Ornek 3.6: Hiyerarsik kiimeleme yontemlerinden Ortalama baglant1 ve Ward
kiimeleme yontemleri Iris (slisen) cigce8i verisindeki (Fisher 1936) kiimeleneme
yapisini bulmadaki performanslar1 bakimindan gap istatistigine dayali olarak
karsilastirilacaktir.

Iris (slisen) cigegi verisi i¢in city block uzakligina dayali ortalama baglanti
kiimeleme yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi

ve bu istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayis1 asagida verilmistir.

. | —e— Gozlenen
T~ —e— Beklenen

n logiW,) Degerlen

v Bekleno
=
in

Givzlemen

151. L L L L A L 1 ol

(a) Gap istatistigi (b) Kiime Sayis1

Sekil 3.17. Iris (siisen) ¢igegi verisine city block uzakligina dayali Ortalama Baglanti
kiimeleme yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi
ve bu istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayisi.
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Iris (siisen) c¢icegi verisi igin city block uzakligmma dayali Ward kiimeleme
yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi ve bu
istatistik degerlerine gore en uygun kiime say1s1 asagida verilmistir.

[~e—Goatenen |
| —=— Beklenen

ve Beklesien log(W,) Degerleri

S
4.5
o "
3, " - s + - : | 0 - + 4 . 4 : !
Kome Sayizi k Kilrme Smyisi b
(a) Gap istatistigi (b) Kiime Sayis1

Sekil 3.18. Iris (siisen) ¢igegi verisine city Block uzakligina dayali Ward kiimeleme
yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi ve bu
istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayist.

Iris (siisen) ¢igegi verisi i¢in Oklid uzakligina dayali Ortalama Baglanti
kiimeleme yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi
ve bu istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayis1 asagida verilmistir.

[~e—Goatenen |
| —=— Beklenen

S,
£ T
3 H““‘-\
;i' 4.6}
8 al

6.2:

— : | N S " |
Kiima Sayis k Kime Saviz k
(a) Gap istatistigi (b) Kiime Sayis1

Sekil 3.19. Iris (siisen) ¢icegi verisine Oklid uzakligma dayali Ortalama Baglanti
kiimeleme yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi
ve bu istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayisi.
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Iris (siisen) cigegi verisi icin Oklid uzakligina dayali Ward kiimeleme ydntemi
uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi ve bu istatistik
degerlerine gore en uygun kiime sayisi asagida verilmistir.

[—e—Goztenen |
| —=— Beklenen

Gap Istatistigl

Ciozlenen ve Beklenen log{W, ) Degerlen

355 L L L L L 0
(]

2 3 4 5 B 7 B 1 2 3 4 5 B T 8
Kilene Smpat k Kiime Sayisi k
(a) Gap istatistigi (b) Kiime Sayis1

Sekil 3.20. Iris (siisen) cicegi verisine Oklid uzakligmma dayali Ward kiimeleme
yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi ve bu
istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayisi.

Iris (siisen) ¢igegi verisi i¢in Mahalanobis uzakligina dayali Ortalama

Baglant1 kiimeleme yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap

istatistigi ve bu istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayis1 agagida verilmistir.

[—=— Gozlenen |
—=— Beklenen
6.2 -

e
Gap Istatistigl

Goizlenen ve Beklenen logiW,) Degerleri

N\H\\"‘-\-\.‘
1 : 3 “ 5 s P . ‘4 3 3 i 3 ¢ P s
Kiirme Sayiai k Kime Smyisi k
(a) Gap istatistigi (b) Kiime Sayis1

Sekil 3.21. Iris (slisen) ¢igegi verisine Mahalanobis uzakligima dayali Ortalama
Baglant1 kiimeleme yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap
istatistigi ve bu istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayisi.
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Iris (slisen) ¢igegi verisi icin Mahalanobis uzakligina dayali Ward kiimeleme
yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi ve bu

istatistik degerlerine gore en uygun kiime say1s1 asagida verilmistir.

———

Giizlenen ve Beklenen log{W, ) Deferlen

4 5 4 5
Kime Sayisi k Kilme Says: k

(a) Gap istatistigi (b) Kiime Sayis1

Sekil 3.22. Iris (siisen) ¢ig¢egi verisine Mahalanobis uzakligina dayali Ward
kiimeleme yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi
ve bu istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayisi.

Iris (siisen) ¢icegi verisi i¢in Pearson korelasyon Olgiisiine dayali Ortalama

Baglant1 kiimeleme yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap

istatistigi ve bu istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayis1 agagida verilmistir.

L | —o— Gozlenen
«— Beklenen

T T S
(I S S

Gizlenen ve Beklenen log(W,) Degerleri

=
i

s
S

o
L
=

g 3 dmm Saymi § 4 L g z 3 “Kuml Sayist )? ¥ ! L
(a) Gap istatistigi (b) Kiime Sayisi

Sekil 3.23. Iris (siisen) cigegi verisine Pearson korelasyon dl¢iistine dayali Ortalama
Baglant1 kiimeleme yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap
istatistigi ve bu istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayisi.
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Iris (slisen) c¢igegi verisi icin Pearson korelasyon Olgilisiine dayali Ward
kiimeleme yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi

ve bu istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayis1 asagida verilmistir.

| —o— Goatenen |
= Beklenen

Giézlenen ve Beklenen logiW,) Degerlen

5 4 5
Kixme Sayisi k Kime Sayisi k

(a) Gap istatistigi (b) Kiime Sayist

Sekil 3.24. Iris (siisen) ¢icegi verisine Pearson korelasyon oOlgiisiine dayali Ward
kiimeleme yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi
ve bu istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayisi.

Iris (siisen) ¢igegi verisi i¢in Kosinilis benzerligine dayali Ortalama Baglanti

kiimeleme yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi

ve bu istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayisi1 asagida verilmistir.

|—e—Gozienen |

Gap Istatistigi

=
L.

0.2}

Gozlenen ve Beklenen logfW,) Deferen

01}

1 2 3 Lm.sw.'..xé [3 7 E: 1 2 3 a;mmm:} 3 7 E
(a) Gap istatistigi (b) Kiime Sayis1

Sekil 3.25. Iris (slisen) ¢icegi verisine Kosiniis benzerligine dayali Ortalama Baglanti
kiimeleme yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi
ve bu istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayist.
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Iris (siisen) cigegi verisi i¢in Kosiniis benzerligine dayali Ward kiimeleme
yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi ve bu

istatistik degerlerine gore en uygun kiime say1s1 asagida verilmistir.

| —o—Gozienen |
| —=— Beklenen

{
Gap Istatistigl
=
w

Gozlenen ve Beklenen log(W,) Degerlen

2 3 4 5 [ 7 8 (] 1 2 3

Kiime Sayisi k Kum;aylsik 3 ’ ¢ %
(a) Gap istatistigi (b) Kiime Sayis1

Sekil 3.26. Iris (slisen) ¢igegi verisine Kosiniis benzerligine dayali Ward kiimeleme
yontemi uygulandiginda farkli kiime sayilarinda elde edilen gap istatistigi ve bu
istatistik degerlerine gore en uygun kiime sayisi.

Ornek 3.7: Iris (siisen) gigegi verisinin k -ortalamalar algoritmasi uygulandiginda
elde edilen kiimeleme sonucu ile verinin gergek siniflandirmasi karsilastirildiginda
Rand indeks degeri 0.8797 olarak bulunur. Rand indeks degerine gore k -ortalamalar
algoritmas1 kullanilarak elde edilen siniflandirma ile verinin gercek siniflandirmasi

arasinda iyi bir uyumun oldugu sdylenir.
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k-ortalamaiar Kiimelemesi Sonucu

o
-
)

-
Sesjescee
eseess
alsse

i
-
o o attr
XS
2
il
Y |
-
H
5
2
o

Tag yapraginin genisligi  Tag yapraginin boyu Ganak Yapraginin genisligi anak yapraginin boyu

5 6 7 g 2 25 3 35 4 4.5 2 4 B 0 0.5 1 15 2 25
Canak yapraginin boyu Canak Yapraginin genisligi Tag yapraginin boyu Tag¢ yapraginin genisligi
« Kame1 Kime2 + Kime3)

Sekil 3.27. Iris (siisen) ¢icegi verisinin k -ortalamalar kiimeleme algoritmasi ile elde
edilen ii¢ kiime yapisina gore sacgilim grafigi.

Ornek 3.8: Iris (siisen) ¢igegi verisine uygulanan hiyerarsik kiimeleme yontemlerin
farkli metrik 6l¢limlerine gore elde edilen Cophenetic korelasyon katsay1 degerleri

asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 3.18. Iris (siisen) ¢igegi verisi i¢in hiyerarsik kiimeleme yontemlerinin farkli
uzaklik 6l¢iilerine gore elde edilen Cophenetic katsay1 degerleri.

Hiyerarsik Kiimeleme Yontemleri
- Tek Tam Ortalama | Merkezi
Olgiitler Baglant1 | Baglant1 | Baglanti | Baglant Medyan | Ward
Oklid 0.8639 | 0.7276 0.8770 0.8768 | 0.7537 | 0.8728
Mahalonabis 0.6451 0.4721 0.6768 0.6516 | 0.4980 | 0.5250
Minkowski 0.8639 | 0.7276 0.8770 0.8768 | 0.7537 | 0.8728
Jaccard 0.3744 | 0.6368 0.6864 0.3936 | 0.3548 | 0.4210
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4. COK DEGISKENLIi SONLU KARMA DAGILIM MODELLERINE
DAYALI KUMELEME

Sonlu karma dagilimlar tek degiskenli ve ¢ok degiskenli veriler i¢in oldukca
uygun ve giiclii bir modelleme aracidir (Fraley ve Raftery 2002, McLachlan ve Peel
2000). Cok degiskenli veriye istatistiksel modellemenin yapildig1 her alanda sonlu
karma dagilimlar kullanilabilir (Fraley 1998). Modele dayali kiimelemede gozlenen
cok degiskenli verinin, olasilik dagilimlarinin bir karmasindan elde edildigi kabul
edilir ve ¢ok degiskenli dagilimlarin bir karmasiyla modellenir (McLachlan ve Peel
2000). Modele dayali kiimeleme de karma dagilim modelindeki her bir bilesen
dagilimi bir grup ya da kiimeye karsilik gelir (Fraley ve Raftery 2002).

4.1. Sonlu Karma Dagilim Modelleri i¢cin Temel Gosterim ve Tanimlar
4.1.1. Temel gosterimler

Bir n hacimlik bir rastgele 6rneklem Y,,...,Y, ile gosterilsin ve burada her
bir Y,, R” uzayinda tanimli, p -boyutlu bir rastgele vektor olsun. Rastgele vektor
Y, 'nin olasilik yogunluk fonksiyonu f(y;) ile gosterilsin. Bu durumda rastgele
vektor Y, ilgilenilen ;. nesne ya da birey lizerinden gbzlenen p tane ozellige ait
Olctim degerlerini icerir. Tiim 6rneklem Y ile gosterilirse, Y = (YIT Y )r seklinde
yazilir. Burada iist indis 7', vektor devrigini veya matris devrigini gostermektedir.
Gozlenmis bir rastgele 6rneklem y :(le ,...yi)T ile ifade edilsin. Burada y;, Y,

rasgele vektoriiniin gozlenen degeridir. Kabul edelim ki rastgele vektor Y, ’nin

olasilik yogunluk fonksiyonun formu,

FO)=2rf5) F=12m @.1)
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bi¢iminde verilsin. Burada f;(y;) bir olasilik yogunluk fonksiyonunu ve 7, katsayi

degerleri negatif olmayan ve toplamlar1 1 olan oranlari ifade etsin. =z, katsayi

degerleri
0<rz <1 (i=1...,9) (4.2)
ve
ini =1 (4.3)
i1

kisitlarini saglasin. Bu durum da f,(y,),...,f,(y,) fonksiyonlar1 birer olasilik
yogunluk fonksiyonlarmi ifade ettigi gibi (4.1)’deki esitlik ile verilen f(y;)

fonksiyonu da bir olasilik yogunluk fonksiyonunu ifade eder. Bu fonksiyon, karma
olasilik yogunluk fonksiyonu olarak adlandirilir. Karma olasilik yogunluk

fonksiyonunun (4.1)’deki esitlik ile verilen ifadesinde g, karma olasilik yogunluk
fonksiyonun bilesen sayisini, 7, . bilesenin karma oranini ya da agirligini ve f,(y ;)

karma dagilimin i. bilesen olasilik yogunluk fonksiyonunu ifade eder.

Karma dagilim modelinde bilesen sayisi ,g sabit olarak yani Onceden
belirlenmis bir deger olarak disiiniiliir. Fakat bircok uygulamada g degeri bilinmez

ve veriden tahmin edilmek zorundadir.

4.1.2. Karma Dagilim Modelinin Parametrik Gosterimi

Bir¢ok uygulamada karma dagilmin f,(y;) bilesen olasilik yogunluk

fonksiyonlar1 belirli bir parametrik olasilik dagilim ailesinden alinir. Bu durumda

f:(y ;) bilesen olasilik yogunluk fonksiyonu, f;(y;;0,) seklinde parametrik olarak

ifade edilir. Burada @, karma dagilim modelinin 7. Bilesen olasilik yogunluk
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fonksiyonun bilinmeyen parametrelerini iceren bir vektordiir. Karma olasilik

dagilim f(y ;) parametrik olarak,

1559 = X7, 03,30) (4.4)

seklinde ifade edilir. Burada ¥, karma olasilik dagilim modelinde yer alan tiim

bilinmeyen parametrelerin bir vektoriidiir ve
T
¥ =(7,,....7,,,8") (4.5)

seklinde agik olarak yazilir. Burada &, 6,,0,,...,0, bilesen dagilimlarin bilinmeyen

parametre vektorlerini igeren bir vektordiir.
4.1.3. Karma Modellerin Elde Edilmesi

Bir rastgele Y, vektori i¢in g bilesenli ve f(y ) ile ifade edilen bir karma

olasilik yogunluk fonksiyonu elde etmek amaciyla gerekli tanimlamalar ve kabuller
asagidaki gibi yapilir.

Z ., 12,...,g degerlerini siraswyla r,,7,,...,7 . olasiliklar ile alan kategorik

o
rastgele degisken olsun. i=12,...,g olmak lzere Z; =i verildiginde Y, rastgele
vektoriiniin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu f;(y ;) ile gosterilsin. Bu durumda
Y, rastgele vektoriiniin marjinal yogunluk fonksiyonu olan kosulsuz olasilik
yogunluk fonksiyonu f(y;) ile verilir. Burada kategorik Z, rastgele degiskeni, Y,
degisken vektoriinin bilesen etiketi gibi dusiiniilir. Z,, g boyutlu bilesen etiket

vektorii olmak tizere i. elemant Z; =(Z,), olup, j. rasgele degisken vektori Y,

karma modelin i. bileseninden elde edilmisse 1 diger durumlarda 0 degerini alir. Bu

durumda bilesen etiket vektorini Z,’nin dagihm 7,,...,7, olasiikh g farkh
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kategori lizerinden bir ¢ekim ile ilgili olacagindan ¢ok terimli bir dagilim olacaktir.

Bu durumda Z; 'nin olasiligi,

Pr{Zj = zj}: AR SN S (4.6)

g
veE

Z, = Mult,(1,7) 4.7)

bigiminde yazilir. Burada 7 =(7Z'1,...,7Zg)T seklinde ifade edilen vektordiir. Buna
gore (4.1)°deki esitlikle verilen bir karma dagilim, G,,G,,...,G, gibi g grubu
sirastyla 7,,...,7, oranlartyla igeren bir G kitlesinden elde edilmis olan Y, rastgele

vektoriinii modellemede kullanilabilir.
4.2. Modele Dayah Kiimeleme

Sonlu karma modeller gibi olasilik modellerine dayali olarak kiimeleme
yontemleri gelistirilebilir. Modele dayali kiimeleme de verinin olasilik dagilimlarin
bir karmasindan elde edildigi diisiiniiliir. Diger bir ifadeyle verinin, her bir bilesen
dagilimi verideki bir kiimeye karsilik gelen olasilik dagilimlarinin bir karmasindan
iiretildigi kabul edilir.

Modele dayali kiimelemede verideki karmasik kiimelemenin ve kiime
yapilarinin modellenmesinde iki yaklasim kullanilir. Bunlar siniflandirma olabilirlik
yaklagimi ve karma olabilirlik yaklasimidir (Fraley 1998). Siiflandirma olabilirlik

fonksiyonu,

Lc(al’azﬂ"‘aag;ylsyzo'"’7n |y) :nyj (yj |0yj ) (4.8)
=1
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seklinde ifade edilir. Burada 7, , y; rastgele vektorii karmanin i. bileseninden elde

edilmigse y, =i degerini alan simf etiketleridir.

Karma olabilirlik yaklagiminda bir olasilik fonksiyonu agirliklandirilmis
bilesen fonksiyonlarinin toplami seklinde ifade edildigi kabul edilir. Kiimeleme i¢in
karma olabilirlik yaklasimi kullanilirsa kiimeleme problemi karma dagilim modelinin

parametrelerinin kestirimi problemine doniisiir. En ¢ok olabilirlik fonksiyonu,

n g
L,(6,.0,,....0 ;7 ,....x, )= D7/ (y,16,) (4.9)

j=1 i=1

seklinde ifade edilir. Burada 7,, bir gozlemin i. bilesene ait olma olasiligidir.
L,(6,.0,,...0,n,...7,]y), (42) ve (4.3)deki esitliklerde verilen kisitlara

sahiptir. Karma olabilirlik yaklagiminda sonlu karma olasilik yogunluklarinin
karmasinin parametre tahminleri i¢in en yaygin olarak kullanilan yontem, EM

(Demster ve ark. 1977) algoritmasidir.

4.2.1. Karma Olabilirlik Yaklasiminda Cok Degiskenli Karma Dagilim

Modelinde Parametre Tahmini

Karma olabilirlik yaklagimi ile yapilan kiimelemede karma dagilim
modelindeki parametreleri tahmin etmek i¢in genellikle EM algoritmasi kullanilir.
EM algoritmas1 verinin tamamlanmamis veri olmasi durumunda en ¢ok olabilirlik
kestirim i¢in genel bir istatistiksel yontemdir. EM algoritmasi dongiisel (iteratif) bir
algoritmadir. EM algoritmas1 E beklenti (Expectation) ve M maksimum yapma
(maximization) adimlarindan olusur. Bu adimlar belirli bir yakinsama kriteri

saglanana kadar ardisik olarak gerceklestirilir.
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4.2.1.1. En Cok Olabilirlik Kestirimi

Bir yz(ylr oy Y rastgele ornekleminin  f(y ,;'¥) olasilik yogunluk

fonksiyonun formu (4.4)’deki esitlik ile verilen karma dagilim modeline sahip olsun.
Gozlenmis veriden elde edilen karma dagilim fonksiyonunun W parametre vektorii

icin olabilirlik fonksiyonu,

=[]/t (4.10)
ile verilir. Logaritmas1 alinmis olabilirlik fonksiyonu,

log L(¥) = jzn;log( f(y, %)= ]Zn;log(i iy, 0, )] (4.11)

seklinde ifade edilir. (4.9)’deki esitliginin ¥ vektoriine gore tiirevi alinip sifira

esitlenirse,

Olog L(¥) _

0 4.12
e (4.12)

seklinde elde edilen olabilirlik esitligi bulunur. Olabilirlik esitliginin ¢6zimii ile ¥
parametre vektoriinlin ¥ ile gosterilen en ¢ok olabilirlik kestirici elde edilir. Karma
dagilim modeli i¢inde (4.12)’deki esitligi ¥ vektoriiniin ¥ ile gosterilen en ¢ok

olabilirlik kestiricisi,

n

zTi (yj;‘il)

7 =f1T i=12,...,8 (4.13)
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$3r o ,0) w1

=l j=1 8&4

esitlikleri ile ifade edilen kosullari saglayacak sekilde diizenlenir. Burada 7, (yj;‘i’) ,
y,; gozleminin karmanmn i. bilesenine sonraki (posterior) ait olma olasiligidir.

Sonraki (posterior) ait olma olasilig1,

o 7. fi(y ;50,)
Ti(y_j;‘P)z 2 ’
Z”hﬁ1(yj;0h)
m=1

(4.15)

bigiminde ifade edilir.

Bilesenleri belirli bir dagilim ailesinin iiyesi olan karma dagilim modelinde
olabilirlik esitliginin ¢6zlimii i¢in ¢ok sayida caligma yapilmistir (Hasselblad 1966,
1969; Wolfe 1965, 1967, 1970; Day 1969). Yapilan bu calismalardan esinlenerek,
(4.13) ve (4.14) esitliklerini saglayacak sekilde (4.12)’deki esitlik ile verilen
olabilirligin dongiisel bir ¢oziim yontemine bagl olarak Dempster ve ark. (1977),

EM algoritmasini 6nermislerdir.

4.2.1.2. Karma Modellerde Tamamlanmamis Veri Yapisi

Bagimsiz ve 6zdes dagilimli, n tane rastgele vektor Y,,...Y, ile gosterilsin
ve bu rastgele vektorlerin aldiklar1 degerler sirasiyla y,,...y, ile ifade edilsin.
Y,,...Y, rastgele vektorlerinin f(y;) dagilim fonksiyonu, (4.1)’deki esitlik ile
verilen karma dagilim olasilik yogunluk fonksiyonu olsun. Bu durumda

bod

Y,.Y, ~F (4.16)
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burada F(y;), f(y,) olasilik yogunluk fonksiyonuna karsilik gelen dagilim
fonksiyonudur.
EM yapisinda gozlenen y=(y/,y.,...,y.)" verisinde gozlemlerle

iliskilendirilen z,,z,,...,z, bilesen etiket vektorleri bulunmadigindan dolay1

y=(y{.,y5,....,y.)" verisi tamamlanmamus veri olarak diisiiniiliir. Karma olabilirlik
yaklagiminda verinin her bir y; gézleminin karmanin hangi bilesenine ait oldugu
onemlidir. i=12,...,g ve j=L2,...,n olmak lizere y, gozlemi karma dagilim

modelinin i. bileseninden gozlemlenmisse veya bu bilesenine ait ise g boyutlu z;

1

bilesen etiket vektorinin 7. elamam olan z; =(z;),=1 degerini alirken diger
elamanlart sifir olacaktir. Bu durumda z; bilesen etiket vektorleri ile iliskilendirilen

y,,...y, Ozellik verisi ile tamamlanmis veri olarak adlandirilir. Tamamlanmais veri,

y.=@u"z") (4.17)
seklinde gosterilir. Burada

y=l ) (4.18)
gdzlenmis veri vektorii ya da tamamlanmamus veri vektoriinii ve

z:(zf,zg,...,z:)f (4.19)

bilesen etiket degiskenlerinin vektoriinii gostermektedir. z,,z,,...,z, bilesen etiket
vektorleri swrasiyla Z,,Z,,...,Z, rasgele vektorlerinin gozlenen degerleridir.

Bagimsiz o6zellik verisi i¢in Z,,7Z,,...,7Z, rasgele vektorlerinin dagiliminin,
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bod

Z.Z,,....7, ~ Mult,(1,7) (4.20)

seklinde bagimsiz ve 6zdes ¢ok terimli dagilim oldugu varsayilir. Bu varsayim Y,

tamamlanmis degisken veri vektoriiniin dagiliminin 'Y tamamlanmamis degisken
veri vektoriiniin uygun dagilimi olacagini belirtir. Bu durumda W icin logaritmasi

alinmis tamamlanmis veri olabilirlik fonksiyonu,

logL,(‘P) = iizﬁ log 7, +1og £,(y ;6,)] (4.21)

i=l j=1

seklinde olur. Bu probleme EM algoritmasi uygulanirken z, ’ler kayip (missing)

gbzlemler olarak diistiniiliir.
4.2.1.3. EM algoritmasimin E ve M adimlari

Bu kesimde EM algoritmasinin karma dagilim modeli i¢in olusturulan E ve M
adimlar1 incelenecektir.

E adim: Tamamlanmis verinin logaritmik olabilirlik fonksiyonu, z, etiket degerleri
cinsinden lineer oldugundan E adimda; y gozlenmig degeri verilmisken Z,

kategorik degiskeninin anlik kosullu beklenen degeri hesaplanir. Burada Z,, z; ’lere

karsilik gelen rastgele degiskenlerdir. ¥ parametre vektorii icin W' ile ifade edilen

baslangic degeri atanir. EM algoritmasinin birinci dongilisinde E adimi i¢in y
verilmigken log L (W) ifadesinin kosullu beklenen degeri, W¥'” baslangi¢ degerleri

ile

O(¥; ¥ ) =E,,, {logL.(¥)|y} (4.22)
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biciminde hesaplanir. EM algoritmasinin (k +1). dongilisindeki E adiminda
O(¥;¥") ifadesinin bulunmasim gerektirir. Burada ¥, EM algoritmasinin % .
Adiminda elde edilen W vektoriiniin degeridir. EM algoritmasinin (k +1).

dongiisiindeki E adiminda i =1,2,...,g ve j=12,...,n olmak iizere

n iy, 0,")
Eyi(Z, 1Y) = proy 12, =11y}=1,(y,/¥" )=~ -’ (4.23)

Z ﬂ::nk)fm (yj ’ 01'(1{) )
m=1

degeri hesaplanir. Burada 7,(y ;W) ifadesi j. gdzlem vektorii y ’nin karmamn i.

bilesenine sonraki ait olma olasihigidir. (4.23)’deki esitlik kullanilarak (4.21)’deki

ifadenin y verilmisken kosullu beklenen degeri,

O ¥™) =3 1.y ¥ llog 7z, +log £y :0,)) (4.24)

i=1 j=l

ile hesaplanir.

M _adim: EM algoritmasinin (k +1). dongiisiindeki M adiminda € parametre
uzayinda tammlh ¥ vektoriiniin Q(¥;¥") fonksiyonunu maksimum yapan ¥**"

giincellenmis tahmin degeri bulunur. Sonlu karma olasilik dagilim modelinde 7, nin

(k+1)
i

V4 giincel tahmini, bilesen yogunluklarindaki bilinmeyen parametrelerin vektori
€ 'nin giincellenmesinden bagimsiz olarak yapilir.
z;’ler gdzlenmis olsaydi tamamlanmis veri igin 7z, ’nin en ¢ok olabilirlik

tahmini,

go=> L (i=12,..,8) (4.25)
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seklinde bulunurdu. Tamamlanmis verinin logaritmasi alinmis olabilirliginde EM

algoritmasimin E-adiminda z, ifadesi yerine bu ifadenin anlik kosullu beklenen
degerleri 7, (y(l,;‘I‘(k ") kullamldig1 gibi benzer sekilde 7, nin giincel tahmin degeri
7Y hesaplanirken (4.25)’deki esitlikteki z; ifadesinin yerine rl.(yj;‘l’(k)) ifadesi

kullanilir ve

n . ,\P(k)
D :ZM (i=12,...,2) (4.26)
j1 n
seklinde elde edilir.
EM algoritmasinin (k +1). iterasyonundaki M-adimda &’nin, &% giincel
degeri,
g 2 7(y . ¥)olog fi(y ;0.
)3 r(y¥)0log £i(y 30) _ o 427)
i=1 j=1 8&

seklinde elde edilen esitligin uygun bir kokiine esittir.

EM algoritmasinda E ve M adimlar1 bir yakinsama kriteri saglanincaya kadar
tekrarlanir. Yakinsama i¢in uygun bir durdurma kurali olarak |||| uygun bir norm

(k1)

olmak {izere “‘I’ ‘I’”‘))H<g ve £>0 olma kosulunu saglayan bir & degeri

alinabilir veya L(¥"*")—L(¥") farki oldukea kiiciikse ya da duraganlasiyorsa

algoritma sonlandirilir.
4.2.1.4. EM algoritmasinin Ozellikleri
EM algoritmasinin bazi 6zellikleri asagidaki gibi siralanabilir.

1. Her EM algoritmasinin tekrarinda olabilirlik fonksiyon degeri artar.

2. Genel diizgiinliik kosullar1 altinda giivenilir genel yakinsamaya sahiptir.
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3. Hesaplamalar anlasilir ve analitik olarak algoritmanin adimlar1 kolay
gergeklestirilir.

4. EM algoritmasinin tekrarlarindaki maliyet diger hesaplama yontemleri ile
karsilastirildiginda oldukga diisiiktiir.

5. Kayip verinin tahminlerini de bulur.

EM algoritmasinin bazi dezavantajlar1 da vardir. Bunlar:

1. Parametre tahminlerinin kovaryans matrisinin bir tahminini otomatik olarak
bulamaz.

2. Bazi durumlarda yakinsama oldukga yavas olur.

3. Bazi problemlerde E ve M adimlar analitik olarak ifade edilemez.
4.2.2. Siiflandirma En Cok Olabilirlik Yaklasimi

Smiflandirma en ¢ok olabilirlik yaklasiminda j=12,....,n ve i=12,...,g
olmak tUzere z,, y, goézlemi, karmammn i. bileseninden elde ediliyorsa 1 diger
bilesenlerinden elde ediliyorsa sifir degerini alan elemanlardan olusan g boyutlu z,

bilesen etiket vektorleri bilinmeyen parametre vektorleri olarak diisliniiliir.
Ornekleme yapisina gére iki farkli smiflandirma en ¢ok olabilirlik kriteri bulunur. Bu
ornekleme yapilari ayrik 6rnekleme ve karma 6rnekleme olarak adlandirilir.

Ayrik orneklemede, y,,y,,...,y, Orneklemi baglantisiz olarak », sayida
gozlemin i. Dbilesenden alinmasiyla olusturulur. Burada n, Orneklemeye
baslanmadan 6nce alinan sabit bir sayidir. Bu gosterimde bilesen oranlar1 =, ’ler
belirgin sekilde goriilmezler. Bu nedenden dolay1 karma oranlar 7, ’lerin esit oldugu

kabul edilir. Bu durumda kisitli siniflandirma en ¢ok olabilirlik kriteri,

Loy = Zg: 3 log(f(y,:0) (4.28)

i=l y;eP,
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seklinde yazilir. Burada P = (I’l,}’2,...,P ), Z,%,,...,Z, bilesen etiket vektorleriyle

g

iliskilendirilmis y,,y,,...,y, go0zlemlerinin bir pargalanisidir. Buna goére i.
parcalanis P, = {y ilzy= 1} olacak sekilde gozlem degerlerinden olusur.
Karma oOrnekleme yapisi igerisinde, y,,y,,...,y, Orneklemi, (4.4)’deki

esitlikte verilen karma dagilimdan, bilesenlerinden alinan gozlemlerin sayilari

orneklem hacmi n ve olasilik parametreleri 7z,,7,,...,7, olan ¢ok terimli bir

4
dagilima sahip olacak sekilde rastgele elde edilirler. Bu durumda siniflandirma en

cok olabilirlik kriteri (Symons 1981),

L=, Yloalnfx,:0) 429)

xjePi

seklinde tamimlanir. Burada (4.25) ve (4.26)’daki esitliklerle verilen her iki
simiflandirma en ¢ok olabilirlik kriteri iteratif parcalama algoritmalari ile optimize
edilebilirler. Bu kriterlerin optimizasyonu i¢cin CEM, smiflandirma EM
(Classification EM) algoritmasi ve SEM, stokastik EM (Stochastic EM) algoritmasi
kullanilabilir (Celeux ve Govaert 1992).

4.2.2.1. CEM Algoritmasi ve Ozellikleri

CEM algoritmas iteratif bir algoritma olup her bir iterasyon E, C ve M ile
adlandirilan 3 adimdan olusur. Algoritmanin adimlart asagidaki gibi 6zetlenir.

Algoritmaya P° ile gosterilen verinin bir pargalamisinin alimasiyla baslar.
Algoritmanin m >0 olmak iizere m . Iterasyonda E, C ve M adimlar1 asagidaki gibi
uygulanir.

E-Adimi: j=12,....n ve i=12,...,g olmak iizere Yy, gozlemlerinin P.

Parcalanisina sonraki ait olmast olasiliklari anlik parametre tahminleri igin
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7 f(y,,0;")

g
> f(y,.00)

h=1

((y,) = (4.30)

seklinde hesaplanir.

C-Adimi: Her bir y, gozlemi 1<i<g olmak iizere maksimum sonraki ait olma
olasiligina sahip olacak sekilde kiimeye atanir. Maksimum sonraki ait olmasi
olasilig1 tek degil ise en kiiciik indeks degerli kiimeye gozlem atanir. Gozlemlerin
kiimelere atanma igsleminden sonra elde edilen parcalanis P” ile gosterir.

M-Adim: i=12,...,g olmak iizere (72,’"“,01.'””) en ¢ok olabilirlik kestirimleri P"

alt orneklemleri kullanilarak hesaplanir.

CEM sonlu sayida iterasyon sonucu yakinsayan K-means algoritmasina
benzer bir algoritmadir. CEM algoritmas1 gozlenmis olabilirlik fonksiyonunu
maksimize etmez. Bunun yerine her drneklem noktasinin kayip bilesen etiketleri

z;’lerinde veri kiimesine dahil edildigi durumda

g
CL(‘P | ZI’ZZ""’Zn’yI’yZ""’yn) = z zlog[ﬂif(yj' |0j)] (4~31)

i=l Jjlz,=i

seklinde ifade edilen logaritmasi alinan tamamlanmis olabilirlik fonksiyonunu & ve

Z,,Z,,...,Z, parametreleri ile maksimize etmeyi amaglar. Sonu¢ olarak CEM

algoritmas1 ozellikle karma dagilimin bilesenleri birbiri {stiine katlandigi

durumlarda, parametreler i¢in yanli kestirimlerde bulunur (Celeux ve Govaert 1993).
4.2.2.2. SEM Algoritmasi ve Ozellikleri

SEM algoritmasi, EM algoritmasmnin bir stokastik bi¢imidir. EM

algoritmasinin E ve M adimlar arasinda j=1,2,...,n olmak lizere z; bilinmeyen

bilesen etiket vektorlerini, onlarin anlik kosullu dagilimlarindan rastgele olarak elde
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ederek yeniden diizenleyen stokastik bir algoritmadir. Algoritmaya parametreler i¢in
0° ile gosterilen degerler alimarak baslanur.

E-Adimi: j=12,....,n ve i=12,...,g olmak lizere # parametre vektoriiniin anlik
degeri icin £"(y;) kosullu olasiliklarit EM algoritmasinin E adiminda oldugu gibi
hesaplanir.

S-Adim: y,,y,,...,y, gozlemlerinin P" =(Pl’”,Pz’j1...,Pg”’) ile gosterilen bir P
pargalanmasi her bir y; gozleminin #"(y;) parametresi ile ¢ok terimli dagilima

uygun olacak sekilde karmanin bir bilesenine rasgele olarak atanmasiyla elde edilir.

M-Adimi: @ parametresinin en ¢ok olabilirlik kestiricisi karmanin 7. Bileseninin bir
alt drneklemi gibi diisiiniilen P" parcalanma kiimesi kullanilarak hesaplanir.

SEM veri ekleme tipli bir algoritmadir (Wei ve Tanner 1990). SEM noktasal

olarak yakinsamaz (Celeux ve Govaert 1992).
4.2.3. Cok Degiskenli Normal Dagilimlarin Karmasi

Cok degiskenli Normal dagilimlarin karma yogunluk fonksiyonu,

F3 ) =Y 0.y i E) 432)

i=1

ile verilir. Burada i=12,...,g ve j=L2,..,n olmak izere @ (y;p;x,)

fonksiyonu ortalama vektorii p, kovaryans matrisi X, olan,

NI ey —m)}

D,.(y,;;n,x)= (27r)_§|2,-|;e{ ? (4.33)

seklinde ifade edilen ¢ok degiskenli normal dagilim fonksiyonudur. Bu durumda

karma modelin tiim bilinmeyen parametreler vektorit W = (7[1,...,7[ g’ )’ seklinde

g

yazilir. Burada &, karma dagilim modelindeki bilesen olasilik yogunluk
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fonksiyonlarinin parametreleri olan bilesen ortalama vektorleri p=(p,,p,,...,n,)
ve bilesen kovaryans matrisleri £ =(X,,X,,...,X, ) dan olusur. i=12,...,g ve
J=L12,...,n olmak iizere y, gbzlem vektdriiniin karmanin i. bilesenine sonraki ait

olmast olasihgr 7,(y ;;'¥),

@y ;5 E)
n(y¥) =~ . (4.34)

Zﬂ-mq)(yj;ui’zi)

m=1

seklinde ifade edilir. EM algoritmasinin (k +1). iterasyonundaki M-adiminda
giincellenmis karma oranlar1 7,, ve ortalama vektdrii p,’nin en ¢ok olabilirlik

kestiricileri sirasiyla,

X Ti(yj;lP(k))

D = Z (4.35)
j=1 n
Zz—i(y]';‘ll(k))y‘/
(k) jzln (4.36)
Zfi(yj;‘l’(k))
j=1

ifadeleri ile bulunur. Bilesen olasilik yogunluklarinin kovaryans matrisi X, ’nin

giincel tahmini de

) IRTEI L P Oy
ngﬂ) _ J=l P (i=12,...,2) 4.37)
>y )
Jj=1
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ifadesi ile hesaplanir. Karma modeldeki parametrelerin en c¢ok olabilirlik

kestiricileri W\, W) ve WS yeter istatistikleri cinsinden de

Yeterli istatistikler,

Wit =2ty YY)
=

W =3 ey Oy,

J=1

W =7y ;¥ )y v

j1

seklinde tanimlanmak iizere parametre tahminleri,

()
7Z'-(k+1) VVil
' n

(s)
u(kﬂ)_Wiz
i ()

Wi

k) o o7
seen _ Wi =Wy Wiy Wy

esitlikleri  kullanilarak  hesaplanir.  Bazi

yogunluklariin kovaryans matrislerinin,

X=X (=12,...,9)
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seklinde esit oldugu kabul edilir. Burada X bilinmez. Bu durum, karma normal
modelin bilesenlerinin homojen yapida oldugunu gosterir. Ortak bilesen kovaryans

matrisinin giincellenmis tahmini,

g (k)g(k+1)
T - ZW x; (4.45)

i=1

ile hesaplanir. Burada =", (4.43)’deki esitlik ile bulunur.

Ornek 4.1: Fisher (1936), Iris verisi olarak da adlandirilan Iris (siisen) ¢icek verisini
ilk defa ayristirma analizi ile ilgili ¢alismalarda kullanmistir. Iris ¢icek verisi, siisen
ciceginin Iris setosa, Iris virginica ve Iris versicolor olarak adlandirilan 3 farkl
tiirtinii icerir. Her bir tiire ait 4 6zellik iizerinden Ol¢iilmiis 50 gézlem degeri bulunur.
Olgiim yapilan 6zellikler ¢anak yapragi uzunlugu, canak yapragi genisligi cicek
yapragl uzunlugu ve ¢igek yapragi genislikleridir. Bu veri igin ii¢ bilesenli karma
normal dagilim modeli EM algoritmas1 kullanilarak elde edilen parametre degerleri
ile olusturulacaktir. EM algoritmasi i¢in parametre baslangi¢ degerleri Tablo 4.1 ile
verilmistir. Bu baslangi¢ degerleri alinarak uygulanan EM algoritmasindaki her bir
dongii sonucu elde edilen logaritmasi alinmis olabilirlik fonksiyonun degerleri Tablo

4.2 ile verilmistir.

Tablo 4.1. Ug bilesenli karma normal dagilimm parametrelerinin EM algoritmasi
kullanilarak en ¢ok olabilirlik kestirimi ile bulunmasinda alinan parametre baslangic
degerleri.

Parametre Birinci Bilesen Ikinci Bilesen Ucgiincii Bilesen
Agirhik 1/8 4/8 3/8
Ortalama [5310] [5241] [736 2]
1000 1000 1000
0100 0100 0100
Kovaryans 0010 0010 0010
0001 0001 0001
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Tablo 4.2 EM Algoritmasinda dongii sayisina gore olabilirlik degerleri.

Dongii Sayisi LO]%;lngil]lel:;Od Dongii Sayisi Lolg);:élz(:‘lllel;(i)od
1 -289,089 9 -180,538
2 -208,409 10 -180,306
3 -203,025 11 -180,222
4 -198,333 12 -180,196
5 -192,471 13 -180,188
6 -186,291 14 -180,186
7 -182,424 15 -180,185
8 -181,072 16 -180,185

Tablo 4.2°den goriildiigli gibi logaritmik olabilirlik fonksiyonu 9.
iterasyondan sonra birbirine oldukca yakin degerler alarak yakinsamaya baslamis ve
15. ve 16. iterasyonlarda esit degerler almistir. Bundan sonraki iterasyonlari
uygulamaya gerek kalmamistir. EM algoritmasi kullanilarak elde edilen ii¢ bilesenli
karma normal dagilimin en ¢ok olabilirlik kestirimleri Tablo 4.3’de verilmistir. Bu

algoritma i¢in olusturulan Matlab program kodu sekil 4.1 ile verilmistir.
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Tablo 4.3 Iris (siisen) cicegi verisi (Fisher 1936) i¢in olusturulan karma dagilim
modelindeki parametrelerin tahmin edilen degerleri.

Bilesen Parametre Tahmin Degerleri
Agirlik 0.333
Ortalama [5.006 3.428 1.462 0.246]
1 0.121 0.097 0.016 0.010
K 0.097 0.140 0.011 0.009
ovatyans 0.016 0.011 0.029 0.006
0.010 0.009 0.006 0.010
Agirlik 0.298
Ortalama [5.914 2.777 4.199 1.296]
2 0.275 0.097 0.184 0.054
K 0.097 0.092 0.091 0.043
ovatyans 0.184 0.091 0.200 0.060
0.054 0.043 0.060 0.031
Agirhik 0.368
Ortalama [6.542 2.948 5.476 1.982]
3 0.387 0.092 0.303 0.062
« 0.092 0.110 0.084 0.056
ovaryans 0.303 0.084 0.329 0.075
0.062 0.056 0.075 0.086
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load ('data.mat’, 'x"); % Iris verisi matlab editoriine yiiklenir.

[p n]=size(x); nul=[53 1 0]'; nu2=[52 4 1]'; nu3=[7 3 6 2 |'; al=1/8; a2=4/8; a3=3/8;
covl=[1000;0100;0010; 0001];¢cov2=[1000;0100;0010;0001];
cov3=[1000;0100;0010;000 1];j=1;

for i=1:n
f1A)=((2*p)(-p/2))*((det(cov I ) N(-1/2)) *exp((-1/2)*(x(:,1)-nul) *inv(cov1)*(x(:,i)-nul));
R20)=((2*pi) (-p/2))*((det(cov2)N(-1/2)) *exp((-1/2)*(x(:,1)-nu2) *inv(cov2)*(x(:,i)-nu2));
B3A)=(2*p)"(-p/2))*((det(cov3))*(-1/2))*exp((-1/2)*(x(:,1)-nu3) *inv(cov3)*(x(:,1)-nu3));
L(i)=al *f1(i)+a2*f2(i)+a3*f3(i);
i=it1;

end

likelihoode=sum(L); likelihoody=likelihoode+0.0006;
while abs(likelihoody-likelihoode)>=0.0005
likelihoode=likelihoody;

for i=1:n
f1A)=(2*p1)"(-p/2))*((det(cov1))N-1/2)) *exp((-1/2)*(x(:,1)-nul) *inv(cov1)*(x(:,1)-nul));
R20)=(2*p1)"(-p/2))*((det(cov2)) (-1/2))*exp((-1/2)*(x(:,1)-nu2) *inv(cov2)*(x(:,1)-nu2));
B3A)=(2*p)"(-p/2))*((det(cov3))*(-1/2))*exp((-1/2)*(x(:,1)-nu3) *inv(cov3)*(x(:,1)-nu3));
taul (i)=al *f1(1)/(al *f1(i)+a2*f2(1)+a3*f3(i));
tau2(i)=a2*f2(i)/(al *f1(i)+a2*f2(i)+a3*f3(i));
tau3(i)=a3*f3(i)/(al *f1(i)+a2*f2(i)+a3*f3(i));
payl(i,:)=taul (i)*x(:,1); pay2(i,:)=tau2(i)*x(:,1); pay3(i,:)=tau3(i)*x(:,1);
varpayl(:,:,i)=taul (i)*(x(:,i)-nul)*(x(:,i)-nul)'; varpay?2(:,:,i)=tau2(i)*(x(:,i)-nu2)*(x(:,i)-nu2)’;
varpay3(:,:,i)=tau3(i)*(x(:,i)-nu3)*(x(:,i)-nuld)’;  i=i+1;
end
aly=sum(taul)/n; a2y=sum(tau2)/n; a3y=sum(tau3)/n;
nuly=(sum(payl)/sum(taul))'; nu2y=(sum(pay2)/sum(tau2))’; nu3y=(sum(pay3)/sum(tau3))’;
b=[0000;0000,0000;,0000];¢c=[0000;0000;0000;000 0];
d=[0000;0000;0000;0000];
for i=1:n
b=varpayl(:,:,i)+b; c=varpay2(:,:,i)+c; d=varpay3(:,:i)+d; i=i+1;
end
covly=b/sum(taul); cov2y=c/sum(tau2); cov3y=d/sum(tau3);
for i=1:n
fly(Q)=(2*pi)*(-p/2))*((det(cov1ly))(-1/2))*exp((-1/2)*(x(:,i)-nuly) *inv(cov1y)*(x(:,i)-nuly));
R2y(1)=((2*pi)(-p/2))*((det(cov2y))(-1/2))*exp((-1/2)*(x(:,1)-nu2y) *inv(cov2y)*(x(:,1)-nu2y));
B3y()=(2*pi)(-p/2))*((det(cov3y))(-1/2))*exp((-1/2)*(x(:,i)-nu3y) *inv(cov3y)*(x(:,i)-nu3y));
Ly(i)=aly*fly(i)+a2y*f2y(i)+a3y*f3y(i); i=itl;
end
likelihoody=sum(Ly);
al=aly; a2=aly; a3=a3y; nul=nuly;nu2=nuly; nu3=nuly;
covl=covly; cov2=cov2y; covd=cov3y; j=j+I1;
end

Sekil 4.1. Ug bilesenli karma normal dagilimin EM algoritmasi kullanilarak
parametrelerinin en ¢ok olabilirlik kestiricilerinin bulunmasi i¢in olusturulan Matlab
kodu.
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4.2.4. Modele Dayah Yigilmah Hiyerarsik Kiimeleme

Modele dayali yigilmali (agglomerative) hiyerarsik kiimeleme, modele dayali
kiimelemede kiime sayisina goére parametre baslangic degerlerinin bulunmasi
amaciyla kullanilir. Modele dayali yigilmali (agglomerative) hiyerarsik kiimeleme,
Bolim 3.3.1 ile verilen yigilmali (agglomerative) hiyerarsik kiimeleme yapisina
benzer. Bununla birlikte y1gilmali (agglomerative) hiyerarsik kiimeleme yonteminde
oldugu gibi bir uzaklik tanimlanmaz. Modele dayali yigilmali (agglomerative)
hiyerarsik kiimelemede amag fonksiyonu olarak siniflandirma olabilirlik fonksiyonu
kullanilir.

Modele dayali yigilmali (agglomerative) hiyerarsik kiimeleme igin

siiflandirma olabilirlik fonksiyonu,
LCL(ai’yj|yj):Hf}/j(yj|071) (4.46)
Jj=1

bi¢iminde tamimlanir (Fraley 1998). Burada y;, y; gozlem vektorinin ait oldugu,
elde edildigi, ¢ekildigi ya da gozlemlendigi kiimenin indeks degeri ve n, ise j.

bilesendeki gozlemlerin toplam sayisidir. Modele dayali yigilmali (agglomerative)
hiyerarsik kiimeleme yonteminde siniflandirma olabilirlik fonksiyonunu maksimum
yapacak sekilde parametre degerleri bulunmak istenir. Yigilmali (agglomerative)
hiyerarsik kiimelemede oldugu gibi baslangicta her bir gozlemin ayr1 bir kiimede
oldugu yani her bir gézlemin bir kiime oldugu diisiiniiliir. Siniflandirma olabilirlik
fonksiyonunda maksimum artis1 saglayan gozlem (kiime) ciftleri birlestirilir. Bu
seklinde tiim gozlemler tek bir kiime igerisinde yer alincaya kadar kiimelemeye
devam edilir.

Fraley (1998), modele dayali hiyerarsik kiimeleme yapisinda baslangigta her
bir gézlemin ayr1 bir kiimede yani her bir gdzlemin bir kiime olmasi diislincesi yerine
gozlemlerin belirli bir pargalanisi ile kiimeleme yontemine baslanabilecegini

onermistir. Cok degiskenli normal dagilimlarin karmasina dayali olarak yapilan
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yigilmali (agglomerative) hiyerarsik kiimeleme icin Fraley (1998), Banfield ve
Raftery (1993) tarafindan Onerilen bilesen kiimelerinin kovaryans matris yapisina
gore dort farkli kriter onermistir. Cok degiskenli karma model yapisinda bilesen

olasilik yogunlugu f(y;;0,), ¢ok degiskenli normal olasilik yogunluk fonksiyonu

olarak alinirsa (4.46)’daki esitlik ile verilen siniflandirma olabilirlik fonksiyonu,

Lep(pyysen g 202, 02,0y y) =

1 -
1 {_E(y/_“i)rzil(y/_“i)}

[TTTe2n 2. e

i=l jel;

(4.47)

bi¢iminde ifade edilir. Burada /,, i. kiimede yer alan gozlemlere ait indis kiimesidir.
I, = { Jiy, =i } seklinde agik olarak ifade edilir. (4.47)’deki esitlikte bilesen ortalama

vektorii p, 'nin en ¢ok olabilirlik kestiricisi, i,
f=y, =" (4:48)

seklinde kiime ortalamasmna esittir. Burada y,, i. kiime ortalamasidir. s,, i.
kiimedeki gozlem degerlerinin toplamidir. n,, i. kiimedeki gdzlemlerin toplam
sayisidir. (4.47)’deki esitlikte p, yerine en ¢ok olabilirlik kestiricisi fi, =y, ifadesi

kullanilirsa yogunlastirilmis (concentrated) log olabilirlik fonksiyonu,

Le(%0.%,,., Eg»ﬂyfllpl:lz ----- ﬁg):

_ _Mgi{izmzfﬂ n,loglZ [} (4.49)

i=1

bi¢iminde ifade edilir. Burada W, kiime i¢i sagilim matrisi olup, G,, i. kiimeyi

i

temsil etmek lizere
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W, = Z(y—Yi)(y—ii)T (4.50)

yeG;

ifadesi ile hesaplanir. Yogunlastirilmis (concentrated) log olabilirlik fonksiyonunun

(4.49)’daki esitlik ile verilen formunda bilesen varyans kovaryans matrisi X, ve
indeks vektorii y bilinmeyen parametreler olarak kalir. (4.49)’daki esitlik ile verilen

olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapabilmenin bir yolu Fraley (1998) tarafindan
Onerilen normal karma dagilim modelindeki bilesen dagilimlarinin dort farkl
kovaryans yapisina gore iki kiimeyi birlestirmek i¢in tanimladigi kriterleri minimum

yapmaktir. Bu modeller ve kriterler Tablo 4.4’de verilmistir.

Tablo 4.4. Normal karma modellerde bilesen kovaryans matrisinin parametrik yapisi
ve minimum yapilacak kriterler.

Bilesen Kovaryans Modeli (X,) Kriter

Pl | jz[i Wij
i=1

g
ol Z n, log{fz(ﬁﬂ
i=1 l’li

Sw
i=1

W, ‘
ni

X, Zg:ni log
i=1

Y. =o’l modeli: Bu modelde kovaryans matrisi, karma normal dagilim

modelindeki tim bilesenler i¢in esit ve kosegen olacak sekilde kisitlanmistir. Bu

model i¢in minimum yapilacak olan kriter,

fz(zg: Wij = Zg:fz(Wi) (4.51)

i=1
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bi¢iminde ifade edilir. Modele dayali eklemeli hiyerarsik kiimeleme de G, ve G, ile

temsil edilen iki kiimeyi birlestirmede kullanilacak olan maliyet fonksiyonu,

C(i,k) = 1z(W,; ) = 2(W,) = (W)
=I2(W,,) =W, - W)

=W, w, (4.52)
ik " ki

seklinde tanimlanir. Burada w, =r,s, —r,s, ve r, = |————— ile hesaplanir.
n(n; +n)

Amag fonksiyonunu minimum yapan kiimeler algoritmanin her adiminda birlestirilir.
Y. =01 modeli: Bu modelde kovaryans matrisi karma normal dagilim

modelindeki her bilesen dagilim i¢in kdsegen yapida olmakla birlikte tiim kiimeler

i¢in esit olma kosulu yoktur. Bu model i¢in minimum yapilacak olan kriter,

i n, log{fz(ﬁﬂ (4.53)
i=1 I’ll.

biciminde ifade edilir. Bu kriter icin iki kiimeyi birlestirmede kullanilacak olan

maliyet fonksiyonu,

iz(wl.)—iz(wk)+w;wikj

C(i,k):(nl.+nk)log[ —
i k

—n, log[wj —n, log(wJ (4.54)
n

i ny,

seklinde verilir.

X, = X Modeli: Bu modelde karma normal dagilim modelindeki her bilesen

dagilim i¢in kovaryans matrisi i¢in esit olma kosulu vardir. Bu model i¢in minimum

yapilacak olan kriter,
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iwi‘ (4.55)

biciminde ifade edilir. Herhangi bir maliyet fonksiyonuna ihtiyag yoktur.
Kisitsiz model: Bu model de normal karma dagilim modelindeki her bilesen
dagilim i¢in kovaryans matrisi iizerinde herhangi bir kisit bulunmaz ve kiimeler i¢in

esit olma kosulu yoktur. Bu model i¢in minimum yapilacak olan kriter,

(4.56)

ini log
i=1

W,
ni

bi¢imimde ifade edilir.
4.2.5. Cok Degiskenli Karma Normal Modeller

Celeux ve Govaert (1995), modele dayali kiimeleme analizi i¢in ¢ok
degiskenli karma normal dagilimlari Onermistir. Burada model kelimesi karma
dagilimin bilesen olasilik yogunluk fonksiyonlarindaki kovaryans matrisi i¢in kabul
edilen baz1 kisitlamalar1 ve kovaryans matrisinin geometrik 6zellikleri temsil edilir
(Martinez ve Martinez 2005). Celeux ve Govaert (1995), ¢ok degiskenli normal

dagilimlarin bilesen dagilimlarindaki kovaryans matrisi X, ’yi,
X, =ADAD/ (4.57)

1
seklinde 6zdeger ayrisimu ile ifade etmistir. Burada A, = |Z [M’, p degisken sayisini
gostermek tlizere D,, X, ’nin 6zvektorlerinin matrisi, A, kosegen bir matris olup,

kosegen iizerindeki elamanlar1 X, bilesen kovaryans matrisinin normallestirilmis
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Ozdegerlerini azalan sirada igeriri ve determinant: |A[| =1’dir. A, i-inci kiimenin
hacmini, D,, yoniinii ve A, seklini belirler.

Modellerin yorumlanmasi daha kolay hale getiren bu karakteristiklerin tiimii

ayn1 anda olmamak iizere A, D, ve A, parametreleri lizerindeki kabul varyasyonlari

sonucu Celeux ve Govaert (1995), farkli 14 varyans kovaryans matris yapisi
onermislerdir. Bu 14 farkli kovaryans matris yapisina gore de karma dagilimdaki
bilesen olasiliklarinin esit veya farkli alinmas1 durumu da dikkate alinarak 28 ¢ok
degiskenli karma normal modeli elde edilir. Bu modeller ii¢ kategori altinda toplanir.
Bu kategoriler genel, kdsegen ve kiiresel varyans kovaryans model aileleri olarak
adlandirilir. Genel varyans kovaryans yapi ailesi igerisinde 8, kdsegen varyans
kovaryans yap1 ailesi igerisinde 4 ve kiiresel varyans kovaryans yapi ailesinde 2

farkli karma model vardir. Bu modeller Tablo 4.5 - Tablo 4.7 ile verilmistir.

Tablo 4.5. Karma normal modellerin genel bilesen varyans-kovaryans yapilari.

Model Hacmi Sekli Yonii
X = ADAD” Sabit Sabit Sabit
X = /L.DADT Farkh Sabit Sabit
X = /1DA,.DT Sabit Farkli Sabit
X =D, A])I,T Sabit Sabit Farkli
X =A1DA D’ Farkl Farkli Sabit
X, =AD, ADI.T Farkh Sabit Farkhi
X, = AD, Ai])iT Sabit Farkli Farkh
X =AD, AiDiT Farklhi Farkh Farklhi

Tablo 4.6. B kosegen bir matris olmak iizere karma normal modellerin kdsegen
bilesen varyans-kovaryans yapilari.

Model Hacmi Sekli Yonii
X, =/B Sabit Sabit Eksen
X =1B Farkli Sabit Eksen
X, =B, Sabit Farkl Eksen
X =1B, Farkli Farkl Eksen
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Tablo 4.7. 1 birim matris olmak iizere karma normal modellerin kiiresel bilesen
varyans-kovaryans yapilari.

Model Hacmi Sekli Yonii
X, =Al Sabit N1 L [ —
X =41 Farkl 103 1 pu—

4.2.5.1. Cok Degiskenli Karma Normal Modellerin Grafiksel Gosterimi Icin
Uygulama

Cok degiskenli normal dagilimlarin karmasinda bilesen olasilik yogunluk
fonksiyonlarinin Celeux ve Govaert (1995) tarafindan onerilen 14 farkli kovaryans
matris yapisina gore olusabilecek karma normal modeller iki degisken ve iki bilesen

durumlarinda gosterilecektir. Burada bilesen oranlari esit alinmistir.

1. [72C] modeli igin grafiksel gosterim: [zAC] modeline sahip olacak sekilde
alman karma normal dagilim modelinde bilesenler ve bilesenlerin parametre

degerleri Tablo 4.8°de verilmistir. [zAC] modelinde C=DAD’ ve E = AC dir.

Tablo 4.8. Bilesen Kovaryans matrisleri [z4C] modeline sahip olacak sekilde alinan
karma normal dagilimin parametre degerleri.

Parametreler Birinci Bilesen (i =1) Ikinci Bilesen (i =2)
7T, 0.5 0.5
H o -3f o 3f
5 { 2 0.5} { 2 0.5}
: 05 3 05 3
A, 2.3979 2.3979
b {0.3827 —0.9239} {0.3827 —0.9239}
: 0.9229  0.3827 0.9229 0.3827
) {1.3375 0 } {1.3375 0 }
’ 0  0.7477 0  0.7477
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Tablo 4.8’deki parametre degerleri ile [m%C] modeline sahip karma normal

dagilimin kontur grafigi ve olasilik yogunluk fonksiyon grafigi Sekil 4.2°de

gosterilmistir.

(a) Kontur grafigi

(b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi

Sekil 4.2. Bilesen Kovaryans matrisleri [zAC] modeline sahip karma normal
dagilimin (a) Kontur grafigi ve (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi.

2. [7A.C] modeli icin grafiksel gosterim: [7z4,C] modeline sahip olacak sekilde

alman karma normal dagilim modelinde bilesenler ve bilesenlerin parametre

degerleri Tablo 4.9°da verilmistir. [z4.C] modelinde C=DAD’ ve X, = AC, i =12

dir.

Tablo 4.9. Bilesen Kovaryans matrisleri [74,C] modeline sahip olacak sekilde alman

karma normal dagilimin parametre degerleri.

Parametreler Birinci Bilesen (i =1) Ikinci Bilesen (i =2)
I, 0.5 0.5
H o -3] o 3f
. { 2 0.5} [4.1703 1.0426 }
’ 05 3 1.0426 6.25542
A 2.3979 5
D [0.3827 - 0.9239} {0.3827 - 0.9239}
’ 0.9229 0.3827 0.9229  0.3827
1.3375 0 1.3375 0
4 { 0 0.7477} { 0 0.7477}
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Tablo 4.9°daki parametre degerleri ile [z4,C]| modeline sahip karma normal

dagilimin kontur grafigi ve olasilik yogunluk fonksiyon grafigi Sekil 4.3’te

gosterilmistir.

(a) Kontur grafigi

(b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi

Sekil 4.3. Bilesen Kovaryans matrisleri [7z4C] modeline sahip karma normal
dagilimin (a) Kontur grafigi ve (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi.

3. [n?»DA,.DT] modeli icin grafiksel gosterim: [n?»DAiDT ] modeline sahip olacak

sekilde alinan karma normal dagilim modelinde bilesenler ve bilesenlerin parametre

degerleri Tablo 4.10°da verilmistir. [nkDAiDT] modelinde £, = ADA,D", i=1,2

dir.

Tablo 4.10 Bilesen Kovaryans matrisleri [ﬂﬂDAiDT] modeline sahip olacak sekilde

alian karma normal dagilimin parametre degerleri.

Parametreler Birinci Bilesen (i =1) Ikinci Bilesen (i =2)
T, 0.5 0.5
H o -3 3]
. [2 0.5} {1.7357 2.2608}
: 05 3 2.2608 6.2573
A 2.3979 2.3979
b [0.3827 —0.9239} {0.3827 —0.9239}
: 0.9229 0.3827 0.9229  0.3827
) {1.3375 0 } [3 0 }
’ 0  0.7477 0 0.3333
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Tablo 4.10’daki parametre degerleri ile [ﬂ'ﬂDA[DT ] modeline sahip karma

normal dagilimin kontur grafigi ve olasilik yogunluk fonksiyon grafigi Sekil 4.4’de

gosterilmistir.

(a) Kontur grafigi

(b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi

Sekil 4.4. Bilesen Kovaryans matrisleri [ﬂﬂDAiDT] modeline sahip karma normal
dagilimin (a) Kontur grafigi ve (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi.

4. [ﬂliDAiDT] modeli icin grafiksel gosterim: [m’tiDA,.DT ] modeline sahip olacak

sekilde alinan karma normal dagilim modelinde bilesenler ve bilesenlerin parametre

degerleri Tablo 4.11°de verilmistir. [74,DA,D” | modelinde X, = ,DA,D’, i=12.

Tablo 4.11 Bilesen Kovaryans matrisleri [ﬂliDAiDT] modeline sahip olacak sekilde

alian karma normal dagilimin parametre degerleri.

Parametreler Birinci Bilesen (i =1) ikinci Bilesen (i =2)
I, 0.5 0.5
4, [0 -3] [0 3]
. {2 0.5} [0.3619 0.4714}
: 05 3 0.4714 1.3047
A, 2.3979 5
b [0.3827 —0.9239} {0.3827 —0.9239}
: 0.9229 0.3827 0.9229  0.3827
) {1.3375 0 } [3 0 }
’ 0  0.7477 0 0.3333
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Tablo 4.11°daki parametre degerleri ile [ﬂﬂiDAiDT ] modeline sahip karma

normal dagilimin kontur grafigi ve olasilik yogunluk fonksiyon grafigi Sekil 4.5°de

gosterilmistir.

(b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi

(a) Kontur grafigi

Sekil 4.5. Bilesen Kovaryans matrisleri [ﬂll.DAiDT ] modeline sahip karma normal
dagilimin (a) Kontur grafigi ve (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi.

5. [ﬂﬂDiAD,.T ] modeli icin grafiksel gosterim: [7z/1Dl.AD;‘.r ] modeline sahip olacak
sekilde alinan karma normal dagilim modelinde bilesenler ve bilesenlerin parametre

degerleri Tablo 4.12°de verilmistir. [zAD,AD’ | modelinde X, = AD,AD! , i =12 dir.

Tablo 4.12 Bilesen Kovaryans matrisleri [ﬂﬁ,Dl.ADl.T ] modeline sahip olacak sekilde
alinan karma normal dagilimin parametre degerleri.

Parametreler Birinci Bilesen (i =1) Ikinci Bilesen (i =2)
T, 0.5 0.5
H o -3] o 3f
. {2 0.5} {2.9384 0.5548}
’ 05 3 0.5548 2.0616
A 2.3979 2.3979
D [0.3827 —0.9239} [ -0.9 0.4359}
’ 0.9229 0.3827 -0.4359 -0.9

1.3375 0 1.3375 0

4 { 0 0.7477} { 0 0.7477}
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Tablo 4.12°daki parametre degerleri ile [mIDiADf] modeline sahip karma

normal dagilimin kontur grafigi ve olasilik yogunluk fonksiyon grafigi Sekil 4.6’da

gosterilmistir.

(b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi

(a) Kontur grafigi

Sekil 4.6. Bilesen Kovaryans matrisleri [ﬂﬂDiADiT ] modeline sahip karma normal
dagilimin (a) Kontur grafigi ve (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi.

6. [z2D,AD’ | modeli icin grafiksel gosterim: [z4D,AD’ | modeline sahip olacak
sekilde alinan karma normal dagilim modelinde bilesenler ve bilesenlerin parametre

degerleri Tablo 4.13’te verilmistir. [ﬂ/?ﬁ.DiADiT] modelinde X, = 4D,AD;, i=12.

Tablo 4.13 Bilesen Kovaryans matrisleri [ﬂﬂl.DiADiT] modeline sahip olacak sekilde
alinan karma normal dagilimin parametre degerleri.

Parametreler Birinci Bilesen (i =1) Ikinci Bilesen (i =2)
I, 0.5 0.5
; [0 -3] o 3]
5 { 2 0.5} {6.127 1.1569}
: 05 3 1.1569 4.2988
A, 2.3979 5
b [0.3827 —0.9239} [ -0.9 0.4359}
: 0.9229 0.3827 -0.4359  -0.9
) {1.3375 0 } {1.3375 0 }
’ 0  0.7477 0  0.7477

117




4. COK DEGISKENLIi SONLU KARMA DAGILIM MODELLERINE DAYALI KUMELEME

Tayfun SERVi

Tablo 4.13’teki parametre degerleri ile [n/LDiADiT] modeline sahip karma

normal dagilimin kontur grafigi ve olasilik yogunluk fonksiyon grafigi Sekil 4.7°de

gosterilmistir.

(a) Kontur grafigi

(b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi

Sekil 4.7. Bilesen Kovaryans matrisleri [ﬂ/?ﬁDl.ADiT] modeline sahip karma normal

dagilimin (a) Kontur grafigi ve (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi.

7. [ﬂ'ﬂD[AiDiT]:[ﬂ'ﬂCi] modeli igin grafiksel gosterim: [ﬂ/lDiAin ]:[ﬂ'ﬂci]

modeline sahip olacak sekilde alinan karma normal dagilim modelinde bilesenler ve

bilesenlerin parametre degerleri Tablo 4.14’te verilmistir. [ﬂx’tDiAiDiT]Z[zrﬂ,Ci]

modelinde C, =D.AD/ ve X, =AC,, i=1,2 dir.

Tablo 4.14. Bilesen Kovaryans matrisleri [ﬂﬂDiAiDiT ]=[7MC1.] modeline sahip
olacak sekilde alinan karma normal dagilimin parametre degerleri.

Parametreler Birinci Bilesen (i =1) Ikinci Bilesen (i =2)
I, 0.5 0.5
H o -3] o 3f
. {2 0.5} {5.9788 2.5086}
’ 05 3 2.5086 2.0143
A, 2.3979 2.3979
D [0.3827 —0.9239} { -0.9 0.4359}
’ 0.9229 0.3827 -0.4359 -0.9
1.3375 0 3 0
4 { 0 0.7477} {O 0.3333}
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Tablo 4.14’deki parametre degerleri ile [mlDiA[Df]Z[ﬂﬂCi] modeline sahip

karma normal dagilimin kontur grafigi ve olasilik yogunluk fonksiyon grafigi Sekil

4.8’de gosterilmistir.

(a) Kontur grafigi

(b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi

Sekil 4.8. Bilesen Kovaryans matrisleri [miDiAiDiT]Z[fr/iCi] modeline sahip karma

normal dagilimin (a) Kontur grafigi ve (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi.

8. [ﬂ/liDiAin ]=[m1,.ci] modeli icin grafiksel gosterim: [ﬂ'ﬂiDiA[Df ] modeline

sahip olacak sekilde alinan karma normal dagilim modelinde bilesenler ve

bilesenlerin parametre degerleri Tablo 4.15°te verilmistir. [zrxLDl.Al.Dl.T] modelinde

C,=DAD’ ve £, =AC,, i=12 dir.

Tablo 4.15. Bilesen Kovaryans matrisleri [m’tiD,.Ain ]=[7rﬂiC,.] modeline sahip
olacak sekilde alinan karma normal dagilimin parametre degerleri.

Parametreler Birinci Bilesen (i =1) Ikinci Bilesen (i =2)
7, 0.5 0.5
H o -3 o 3]
5 {2 0.5} (12.4667 5.2308]
: 05 3 | 52308  4.2001 |
A, 2.3979 5
b [0.3827 —0.9239} [ -0.9  0.4359]
: 0.9229 0.3827 04359 -09 |
) {1.3375 0 } {3 0 }
’ 0  0.7477 0 0.3333
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Tablo 4.15’teki parametre degerleri ile [ﬂxLDiA[DT]Z[ﬂliCi] modeline sahip

karma normal dagilimin kontur grafigi ve olasilik yogunluk fonksiyon grafigi Sekil

4.9°da gosterilmistir.

(a) Kontur grafigi (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi
Sekil 4.9. Bilesen Kovaryans matrisleri [ﬂﬂiDiAiDiT ]=[7zﬂiCi] modeline sahip karma
normal dagilimin (a) Kontur grafigi ve (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi.

9. [zAB] modeli icin grafiksel gosterim: [zAB] modeline sahip olacak sekilde
alman karma normal dagilim modelinde bilesenler ve bilesenlerin parametre
degerleri Tablo 4.16’da verilmistir. [zAB] modelinde B=DAD’ ve X, =B,
=12 dir.

Tablo 4.16. Bilesen Kovaryans matrisleri [zAB] modeline sahip olacak sekilde
alinan karma normal dagilimin parametre degerleri.

Parametreler Birinci Bilesen (i =1) Ikinci Bilesen (i =2)

7T, 0.5 0.5
B, o 3] 3

(2 0] 2 0]
Ei

0 3 10 3]
A, 2.4495 2.4495

[0 1] 0 1]
Di

1 0] 1 0]
A 1.2247 0 1.2247 0
! 0  0.8165 0  0.8165
B 0.8165 0 0.8165 0
! 0  1.2247 0  1.2247
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Tablo 4.16’daki parametre degerleri ile [mlB] modeline sahip karma normal

dagilimin kontur grafigi ve olasilik yogunluk fonksiyon grafigi Sekil 4.10°da

gosterilmistir.

(a) Kontur grafigi (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi

Sekil 4.10. Bilesen Kovaryans matrisleri [m”tB] modeline sahip karma normal
normal dagilimin (a) Kontur grafigi ve (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi.

10. [z2B] modeli icin grafiksel gosterim: [z4B] modeline sahip olacak sekilde
alman karma normal dagilim modelinde bilesenler ve bilesenlerin parametre
degerleri Tablo 4.17°de verilmistir. [ﬂ/liB] modelinde B=DAD" ve X, =AB,
i=1,2 dir.

Tablo 4.17°deki parametre degerleri ile [ﬂﬂiB] modeline sahip karma normal

dagilimin kontur grafigi ve olasilik yogunluk fonksiyon grafigi Sekil 4.11°de

gosterilmistir.
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Tablo 4.17. Bilesen Kovaryans matrisleri [z4B] modeline sahip olacak sekilde
alinan karma normal dagilimin parametre degerleri.

Parametreler Birinci Bilesen (i =1) Ikinci Bilesen (i =2)
T; 0.5 0.5
", o -3 o 3ff
- 2 0] {4.0825 0 }
' 0 3] 0 6.1237
A, 2.4495 5
D 0 1] [o 1}

1 0] 1 0

A [1.2247 0 } {1.2247 0 }
’ 0 0.8165 0 0.8165
B {0.8165 0 } {0.8165 0 }
’ 0 1.2247 0 1.2247

%“:\
"', ';‘:‘; Ol

A
A

(a) Kontur grafigi (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi

Sekil 4.11. Bilesen Kovaryans matrisleri [z4B] modeline sahip karma normal
normal dagilimin (a) Kontur grafigi ve (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi.

11. [z4B,] modeli igin grafiksel gosterim: [71B] modeline sahip olacak sekilde

alman karma normal dagilim modelinde bilesenler ve bilesenlerin parametre
degerleri Tablo 4.18’de verilmistir. [z4B,] modelinde B,=D,A.D! ve I =/1B,,

i=1,2 dir.
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Tablo 4.18. Bilesen Kovaryans matrisleri [zB,] modeline sahip olacak sekilde
alinan karma normal dagilimin parametre degerleri.

Parametreler Birinci Bilesen (i =1) Ikinci Bilesen (i =2)
T 0.5 0.5
", o 3] o 3f
- 2 0] {4.2966 0 }
' 0 3] 0 1.23965
A, 2.4495 2.4495
D 0 1] {1 0}
1 0] 0 1
A [1.2247 0 } {1.7541 0 }
’ 0 0.8165 0 0.5701
B {0.8165 0 } {1.7541 0 }
’ 0 1.2247 0 0.5701

Tablo 4.18’deki parametre degerleri ile [m”tBl.] modeline sahip karma normal

dagilimin kontur grafigi ve olasilik yogunluk fonksiyon grafigi Sekil 4.12°de

gosterilmistir.

(a) Kontur grafigi (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi

Sekil 4.12. Bilesen Kovaryans matrisleri [ﬂﬂBi] modeline sahip karma normal
normal dagilimin (a) Kontur grafigi ve (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi.

12. [zAB,] modeli icin grafiksel gosterim: [zAB,] modeline sahip olacak sekilde

aliman karma normal dagilim modelinde bilesenler ve bilesenlerin parametre
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degerleri Tablo 4.19°da verilmistir. [ﬂ'ﬂiBi] modelinde B, =D.A.D/ ve £.=1B,,
i=1,2 dir.

Tablo 4.19. Bilesen Kovaryans matrisleri [7zAB,] modeline sahip olacak sekilde

alan karma normal dagilimin parametre degerleri.

Parametreler Birinci Bilesen (i =1) Ikinci Bilesen (i =2)
T, 0.5 0.5
M, o 3] o 3]
5 2 0] {8.7705 0 }
: 0 3] 0  2.8505
A, 2.4495 5
D 0 1] {1 0}

1 0 0 1

A [1.2247 0 } {1.7541 0 }
: 0  0.8165 0  0.5701
B {0.8165 0 } {1.7541 0 }
: 0 12247 0  0.5701

Tablo 4.19’daki parametre degerleri ile [ﬂﬂiBi] modeline sahip karma normal

dagilimin kontur grafigi ve olasilik yogunluk fonksiyon grafigi Sekil 4.13’te

gosterilmistir.

(a) Kontur grafigi (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi

Sekil 4.13. Bilesen Kovaryans matrisleri [z4B,] modeline sahip karma normal
normal dagilimin (a) Kontur grafigi ve (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi.
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13. [zAI] modeli i¢in grafiksel gosterim: [zAI] modeline sahip olacak sekilde
alman karma normal dagilim modelinde bilesenler ve bilesenlerin parametre
degerleri Tablo 4.20°de verilmistir. [zAI] modelinde T=DAD" ve £, =AI, i=1,2
dir.

Tablo 4.20. Bilesen Kovaryans matrisleri [ﬂ/ll] modeline sahip olacak sekilde alinan
karma normal dagilimin parametre degerleri.

Parametreler Birinci Bilesen (i =1) Ikinci Bilesen (i =2)
T, 0.5 0.5
", o -3 o 3f
25 0 25 0
Z'i
0 25 0 25

A 2.5 2.5
0 1 0 1
D,
’ 10 10
1 0 10
Ai
o] b |

Tablo 4.20°deki parametre degerleri ile [zAI] modeline sahip karma normal

dagilimin kontur grafigi ve olasilik yogunluk fonksiyon grafigi Sekil 4.14’de

gosterilmistir.

(a) Kontur grafigi (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi

Sekil 4.14. Bilesen Kovaryans matrisleri [zA1] modeline sahip karma normal normal
dagilimin (a) Kontur grafigi ve (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi.
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14. [7z21] modeli icin grafiksel gosterim: [zAI] modeline sahip olacak sekilde
alman karma normal dagilim modelinde bilesenler ve bilesenlerin parametre
degerleri Tablo 4.21°de verilmistir. [z4I] modelinde T=DAD" ve £.=AI, i=1,2
dir.

Tablo 4.21. Bilesen Kovaryans matrisleri [z4I] modeline sahip olacak sekilde
alinan karma normal dagilimin parametre degerleri.

Parametreler Birinci Bilesen (i =1) ikinci Bilesen (i =2)
T 0.5 0.5
", o -3 o 3f
25 0 09 0
Z'i
0 25 0 09

2 2.5 0.9
0 1
1o
10
o

Tablo 4.21°deki parametre degerleri ile [741] modeline sahip karma normal

dagilimin kontur grafigi ve olasilik yogunluk fonksiyon grafigi Sekil 4.15°te

gosterilmistir.

(a) Kontur grafigi (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi

Sekil 4.15. Bilesen kovaryans matrisleri [72'/1i1] modeline sahip karma normal normal
dagilmmn (a) Kontur grafigi ve (b) Olasilik yogunluk fonksiyon grafigi.
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5. KARMA KUMELEME ANALIZINDE MODEL SECIiM KRITERLERI

Cok degiskenli karma dagilim modeline dayali kiimeleme analizinde model
secimi genellikle olabilirlik fonksiyonuna dayali olarak yapilmaktadir. Olabilirlik
fonksiyonuna ceza terimi eklenmesiyle olusan form kullanilir. Bu yapida bir karmaya
eklenen bir bilesenle biiyliyen olabilirlik degeri, modele eklenen bu bilesendeki
bilinmeyen parametrelerle artan ceza teriminin farkinin alinmasiyla hesaplanir.
Olabilirlik fonksiyonu yerine genellikle logaritmik olabilirlik fonksiyonu kullanilir.
Ceza terimli logaritmik olabilirlik fonksiyonuna dayali olarak yapilan model se¢imi

Bilgi kriterleri olarak adlandirilir.

5.1. Model Secimi icin Bayes Yaklasimi

Bayes yaklagiminin model se¢iminde kullanilmasi Jeffreys (1935, 1939)
calismalari ile baglamistir. Kass ve Raftery (1995), Bayes ¢arpanlarinin model se¢imi
icin farkli alanlarda uygulanabilirligini gostermistir.

Bayes yaklasiminda M, ve M, ile gosterilen iki model durumunda gozlenen
y verisinin M, modelinden veya M, modelinden ¢ekildigi kabul edilir. p(M,) ve
p(M,) onsel (prior) olasiliklar olmak iizere, Bayes teoremine gore gozlenen y

verisi verilmisken M, modelinin dogru olmas: hipotezinin sonraki olasilig1,

U v) = pP(M)p(y|M,;) —12. 51
P ) = G | M)+ pOL, ) p( M) 6D

ile verilir. Burada iki modelin sonraki olasiliklarinda paydadaki terimleri ayni

olacagindan bu iki modelin sonraki olasiliklarinin orant,

pM,y) _p(yIM,) pM,)
p(M,1y) p(ylM,) p(M,)

(5.2)
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ile verilir. (5.2)’deki esitliginin sag tarafindaki ilk ¢arpan Bayes g¢arpani olarak

adlandirilir. Bu iki model i¢in Bayes ¢arpant B, olmak lizere,

_ Py M) 53
p(y I M,) '

12

seklinde ifade edilir. M, modeli bilinmeyen parametreler igeriyorsa sonraki olasilik

py|M,),
Py | M) = [ p(y|6;,M)p(6; | M,)do, (5:4)

ile bulunur. Bu esitlige M, modelinin integrallenmis olabilirligi denir. Gozlenen y

verisi verilmigsken en biiylik olabilirlik degerine sahip model dogru model olarak

secilir. p(M,) ve p(M,) olasiliklart esit olmas1 durumunda (5.2)’deki esitlikten,

p(M,|y) _ p(y | M)
p(M, |y p(y|IM,)

(5.5)

olarak elde edilir. Bu durumda en yiiksek integrallenmis olabilirlik degerine sahip
model en iyi model olarak secilir. Model sayis1 ikiden fazla durumlar i¢inde bir

Bayes ¢oziim miimkiindiir. (Dasgupta ve Raftery 1998, Fraley ve Raftery, 2002).

5.1.1. Bayesci Bilgi Kriteri

Integrallenebilir olabilirlik fonksiyonu modellerin énsel (prior) olasiliklarina
bagli oldugundan, modeller icin logaritmik integrallenebilir olabilirlik fonksiyonun
degeri yaklagik olarak bulunabilir. Bu yaklasik deger, kisaca Bayesci bilgi kriteri ya
da kisaca BIC (Bayesian Information Criterion) ile ifade edilir (Schwarz 1978).

Sonlu karma dagilim modeli, bilesen sayisi g ve bu g bilesenin bilinmeyen
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parametrelerini igeren W = {ﬁl,...,ﬁgﬁl,...,ﬁg} vektori ile belirlenir. Sonlu karma

dagilim modellerinde model se¢imi ile gozlenen y verisinin kiimelenme yapisini en

iyi belirleyen modelin bulunmas1 amaglanir.
Sonlu karma dagilim modellerinde model se¢imi igin klasik bir yontem,

integrallenebilir olabilirlik fonksiyonu f(y|M,g) nin maksimum yapilmasidir

(Mclachlan ve Peel 2000).

(M, &) = argmax / (y| M, g) (56)
integrallenebilir olabilirlik fonksiyonu,

AV IM,g)=L)M’ SyIM.g, ¥)g(¥[M,g)d¥ (5.7)

seklinde tanimlanir. Burada f(y|M,g,¥),

FIM.g W) =[]y, | M.g.%) (5.8)

J=1

dir. Burada ©,, ., bilesen sayisi g olan M modelinin parametre uzayin,
g(W|M,g) ise bu modelde ¥ icin egitici olmayan ya da ¢ok az egitici olan Onsel

dagilimi gostermektedir. Diizgiinliikk kosullar1 altinda integrallenebilir olabilirlik

fonksiyonunun asimptotik degeri i¢in bir yaklagim Schwarz (1978) tarafindan

A Vi o
log f(y| M,g)~log f(y|M,v,¥)- A;’é log(n) (5.9)

olarak Onerilmistir. Burada y , ¥ ’nin en ¢ok olabilirlik tahminidir. y ,
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A

¥ =argmax f(y[|M,g,'¥) (5.10)

seklinde tanimlanir. (5.9)’daki esitlikte v, ,, bilesen sayisi g olan M modelindeki

serbest parametre sayisini, n ise gozlenen verinin gozlem sayisini ifade eder.
(5.9)’daki esitlik ile verilen ifade BIC kriteri olarak adlandirilir. Karma dagilim

modelindeki serbest parametre sayisi v,, , = d olarak alinirsa BIC kriteri,
BIC, ,=-2L, ,+dInn (5.11)

ile verilir. Burada L, ,, M ve g i¢in logaritmik en ¢ok olabilirlik fonksiyonudur.

BIC kriterini minimum yapan model, en iyi model olarak seg¢ilir. BIC kriteri, karma
dagilim modelleri i¢in diizglinlik kosullarim1 saglamasa da tutarli ve pratik

uygulamalarda etkin oldugu ispatlanmistir (Keribin 2000).
5.2. Logaritmik Olabilirlik Fonksiyonun Yanhlik Diizeltmesi

Model sec¢iminde, olusturulan modeller ile iligkili olarak dogru modelin
secimi, Kullback-Leibler bilgisi (Kullback ve Leibler 1951) cinsinden bir yaklasimla

bulunabilir. f(m), dogru yogunluk fonksiyonunu gosterirse olusturulan yogunluk

fonksiyonu, f (m;é) ile iligkili olan yogunluk fonksiyonu f(m)’ nin Kullback-
Leibler bilgisi,

1 (my: £(m: )= [ f(m)log f (m)dm~ [ f(m)log f (m:¥ydm ~ (5.12)
seklindedir. (5.12)’deki esitlikten elde edilen bilgi degeri, dogru yogunluk

fonksiyonu f(m) ’nin olusturulan yogunluk fonksiyonu f'(m; ‘i’) ’dan sapmasinin bir

Olgiisiidir. Burada amag¢ Kullback-Leibler bilgi degerini miimkiin oldugunca
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kiiciiltmektir. (5.12)’deki esitliginin sag tarafindaki ikinci terim, model secimi ile
iliskilidir ve

o(y; F )= j f(m)log f(m;¥ Jdm = j log f(m; ¥ )dF(m) (5.13)

seklinde ifade edilir. Burada F , gbzlenen y = (y/,...y.)" verisinin dogru dagilimint
gostermektedir. (5.13)’deki esitlikte dogru dagilimin fonksiyonu F', deneysel

dagilim fonksiyonu F ile degistirilirse v(y; F) *nin bir tahmin edicisi,

n

o(y:iE )=~ log f(y, ) = %log L% (5.13)

J=1

olarak elde edilir. v(y; 1:“” ) genellikle,

j log f(m)dF(m) (5.15)

olarak tanimlanan beklenen logaritmik yogunluk fonksiyonu oldugundan daha biiyiik
tahmin eder. Bunun nedeni, deneysel dagilim fonksiyonu ﬁn nin dogru dagihim

F’ye gore olusturulan dagilm F, "ya daha yakin olmasidir. (5.9)’daki esitliginin bir

tahmin edicisi olan U(y;ﬁn) ‘nin yanlilig1 fonksiyonel olarak,
b(F) = E (V3 ) - o(¥; F)

—E, {lilog(Yj;‘i’) —jlog f(m;‘i’)dF(m)} (5.16)
n‘5

ile ifade edilir. Burada b(F ), dogru dagilim F ’nin yanhlik miktarini
gostermektedir. E,., Y,,....,Y, bagimsiz rastgele degiskenlerinin ortak dagilim

fonksiyonu F ’nin beklenen degeridir.
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Olabilirlik  fonksiyonundan yanlilikk terimi A(F)’nin ¢ikartilmasiyla

logaritmik olabilirlik fonksiyonunun yanlilik diizeltmesi,

log L(W) - b(F) (5.17)
seklinde yapilir. Model secimi i¢in bir bilgi kriteri yanlilig1 giderilmis logaritmik
olabilirlik fonksiyonuna dayali olarak olusturulur. Model se¢ciminde dogru model
olarak (5.11)’deki ifadesini maksimum yapan, yani (5.12)’deki esitlik ile verilen

Kullback-Leibler bilgisini minimum yapan model en iyi model olarak segilir.

Literatiirde bilgi kriterleri genellikle bu yanlilik diizeltmesinin iki katinin

negatif degerlisi alinarak,

—2log L(¥)+2C (5.18)

seklinde diizenlenir. Burada birinci terim uyumun yetersizliginin, ikinci terim C ise

modelin karmagikliginin bir dlciistidiir. C genellikle ceza terimi olarak adlandirilir.

En iyi model olarak, —2log L(‘i’) +2C ifadesini minimum yapan model segilir.

5.2.1. Akaike Bilgi Kriteri

Akaike (1974), sonlu karma dagilim modellerinde (5.16)’da verilen esitlikteki

yanlilik terimi b(F)’nin asimptotik olarak modeldeki parametre sayisina esit
oldugunu gostermistir. Buna gore modeldeki parametre sayis1 d ile gosterilirse,
kisaca AIC (Akaike’s Information Criterion) olarak adlandirilan Akaike bilgi kriteri,

—2log L(¥) +2d (5.19)

olarak tanimlanir. AIC degeri minimum olan model en iyi model olarak segilir.
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Soromenho (1993) ve, Celeux ve Soromenho (1996), calismalarinda AIC
degerinin karma dagilim modellerindeki bilesen sayisini oldugundan daha fazla
tahmin etmeye ya da se¢cmeye meyilli oldugunu gdstermistir. Buna karsin AIC,

pratikte halen yaygin olarak kullanilmaktadir (Fraley ve Raftery 1998).
5.2.2. Bootsrap Yontemine Dayah Bilgi Kriteri

Ishiguro ve ark. (1997), (5.16)’daki esitlikte tanimlanan yanlilik terimi
b(F)’yi, Efron’un yeniden 6rnekleme (bootstrap) yontemini (Efron 1979) kullanarak

tahmin etmeyi Onermislerdir. Efron’un (bootstrap) bilgi kriteri EIC (Efron’s
Information Criterion) olarak da adlandirilan bu ydnteme gore karma dagilim

modelinin bilesen sayis1 g,
—2log L(W) +2b(F)) (5.20)

ifadesine dayali olarak secilir. Burada b(ﬁn) seklinde gosterilen parametrik olmayan

yeniden ornekleme (bootstrap) yanlilik terimidir. b(I:“n) , bagimsiz B tane yeniden
orneklemeye dayali Monte Carlo yontemleri ile yaklasik olarak hesaplanir. Bu

durumda (5.16)’daki esitlikte b(ﬁn) degeri,
al 1 Z kB 1 ! Tk
b(F,)=E,; {;Zlogf(Yj 4 )—;Zlogf(Yj 24 )} (5.21)
J=1 J=1

ile bulunur. Burada ¥ terimi, F, dagihmindan yeniden érnekleme ile olusturulan

bagimsiz ve 6zdes ¥, ,...,Y, rastgele degiskenlerinin érnekleminden edilen en gok

olabilirlik tahminidir.
Yeniden oOrneklemenin yanliligi, bagimsiz B yeniden Ornekleme ile elde
edilen Orneklemelerden yaklasik olarak hesaplanabilir. Bagimsiz B yeniden

ornekleme ile elde edilen 6rneklemler,
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Y, . .Y bod F, (b=12,...,B) (5.22)

seklinde ifade edilir. »=12,...,B i¢in ‘i’b (b=12,...,B), yeniden Ornekleme

yontemi ile olusturulan b. 6rneklemden elde edilen en ¢ok olabilirlik tahmini olmak

tizere yanlilik terimi yaklagik olarak

al 1 4 1 d * 2k 1 d 2
b(F,) %EE {— log f (¥ ¥,) == logf(y,-;‘l’b)} (5.23)
nio nio

b=1
ifadesine esit olur. Konishi ve Kitagawa (1996), yeniden Ornekleme
simiilasyonlarinda bir varyans indirgeme teknigi kullanildiginda yeniden 6rnekleme
ile olusturulan 6rneklem sayisinin oldukga azaltilabilecegini gostermistir. Konishi ve
Kitagawa (1996), (5.16)’daki esitligin sag tarafindaki ifadenin beklentisini,

b(F)=b(F)+b,(F)+b,(F) (5.24)

olarak ii¢ parcanin toplami seklinde yazmislardir. Burada

b(F)=E, {lilog ) -3 log f(Yj;‘I’)} (5.2)
n‘s n‘s

by(F)=E, {lilog £, %) [log f(m;‘P)dF(m)} (5.26)
nj=i

b(F)=E, {j log f (m; ¥)dF (m) - [ log 1 (m; W)dF (m)| (5.27)

dir. b,(F’) ifadesi sifir olacagindan (5.24)’deki esitligin sag tarafindaki yalniz birinci

ve ligiincli ifadeler,
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b(F,)=b(F,)+by(F,) (5.28)

esitligi saglayacak sekilde tahmin edilmesi gerekir. Burada b,(F,) ve b,(F))

sirastyla,
~ 1 Gl 1 [ * ok 1 ! * o
bl(Fn)zEz =D log (¥, ¥ )= =D log f (¥, ¥)) (5.29)
b=l |1 j=1 nio
~ 1 &1 - 1 & ~
bg(Fn)zEZ =Y log f(y;;¥)—=> log f(y s ¥}) (5.30)
b=1 |1 j=1 nj

ile yaklagik olarak hesaplanir. Konishi ve Kitagawa (1996), yaptiklar1 uygulamalarda
(5.29)’daki esitlikte b, (I:;) ‘nin yeniden 6rnekleme teriminin tahmin degerinin her ne
kadar kiiciik olsa da b,(F) ve b,(F)’in yeniden ornekleme tahminlerinden daha

biiylik varyansl oldugunu gostermislerdir. Yeniden 6rnekleme tekrarlarini azaltmak

icin sadece b (F) ve b,(F) tahminlerinin kullanildig1 diizenlenmis yeniden

ornekleme yaklasimi kullanilir (McLachlan 2000, McLachlan ve Peel 2000).
5.2.3. Capraz Gegerlilige Dayal Bilgi Kriteri
Smyth (2000), logaritmik olabilirlik fonksiyonunun yanlilik diizeltmesi igin

CVIC (Cross Validation based Information Criterion) ¢apraz gecerlilik kriterini

Onermistir. Bu kritere gére karma dagilim modelindeki bilesen sayis1 g, capraz

gegerlilik logaritmik olabilirlige dayali olarak belirlenir. Capraz gegerlilik logaritmik
olabilirligi,

> log (v, ¥;) (5.31)
Jj=1
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seklinde ifade edilir. Burada ¥, ., ¥’nm, gozlenen y,,...,y, verisinden j. gozlemi

>

n

y, nin (j=12,...,n) atilmasi ile olusan 6rneklemden elde edilen en ¢ok olabilirlik

tahminidir. Capraz gecerlilik kriteri ¥ ’ye dayal1 olarak elde edilen ve hacmi gergek
orneklem ya da egitici 6rneklem hacmi ile ayn1 olan bir test drneklemi kullanilarak
model olusturmaya alternatif bir yontem olarak goriilebilir.

Burada her bir defada yalniz bir gozlemin silinmesine dayali “bir ¢ikar at”
capraz gegerlilik yapist olduk¢a zaman alic1 bir yontemdir. Bu yiizden v >1 olmak
tizere her defasinda v gozlemin atildigi v-misli (fold) capraz gecerliligi
geligtirilmistir. Bu yontemde g6zlenen veri, her biri n/v hacimli olan v ayrik alt
kiimeye ayrilir. Diger bir yontemde Monte Carlo ¢apraz gecerlilik yontemidir. Bu
yontemde veriden B sayida pargalanmalar {iretilerek W ’yi tahmin etmek igin

orneklem hacmi pn olan bir test alt 6rneklemi ve hacmi (1—-y)n olan egitici

orneklemi olusturulur. Bu yontemde klasik v-misli capraz gecerlilik yonteminden
farkli olarak test kiimesinde her bir gézlemin birden fazla kullanilabilir olmasidir.
Smyth (2000), y degerinin 0.5 alinmasiyla daha giiclii ya da dayanikli (robust)
sonuclar elde edilecegini ve B degerinin de 20 ve 50 arasinda olmasinin birgok
uygulama i¢in yeterli olacagini belirtmistir.

BIC ve CVIC Kkarsilastirildigi ¢alismalarda degisik veri kiimeleri lizerinde
karma normal modelleri kullanildiginda bilesen sayisini ayni bulmuslardir (Smyth

2000, Mclachlan 1992, Fraley ve Raftery 1998).

5.3. Smiflandirmaya Dayah Bilgi Kriterleri

5.3.1. Siniflandirma Olabilirlik Kriteri

Biernacki ve Govaert (1997), bir karma normal modelin veriye
uydurulmasinda belirleyici olan kiime sayisinin se¢imi i¢in 4. Boliimde (4.10)’daki

esitlik ile verilen olabilirlik fonksiyonu L(¥W) ile (4.21)’deki esitlik ile verilen
logL (¥) tamamlanmis logaritmik olabilirlik fonksiyonu arasindaki iliskiyi

kullanarak bir kriter onermistir. Hathaway (1986) karma logaritmik olabilirligi,
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log L(W) =log L, (¥)—logk('P) (5.32)

seklinde ifade etmistir. Burada logk('¥),

g n
logk(W) =YY"z, logr, (5.33)

i=1 j=1

ile bulunur. Burada 7, gbzlenen y veri vektoriindeki ;. gozlemin karmanimn i.
bilesenine ait olmast olasihigidir. A(¥W) fonksiyonu ise gozlenen veri
y=01.y5 ...y’ verilmisken bilesen etiket degiskenleri

z=(z|,z},...,z] )" 'nin kosullu yogunluk fonksiyonudur. Gozlenen veri y

verilmigken log k(W) 'nin kosullu beklentisi — EN(7) olmak iizere

EN(7) = _i Zn: 7;logz, (5.34)

i=l j=1

seklinde ifade edilir. ve — EN(7), bulanik smiflandirma matrisi C:{(z—ij)}’nin

entropisidir. Burada

Tz(rf,rg,...,rf)T (5.35)
ve

7, =@ T )T, (v ) (5.36)

formunda olup j=1,2,...,n olmak lzere y, gozlem vektdriiniin bilesen lyeliginin

sonraki olasiliklarinin bir vektoridiir.
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Tamamlanmis veri olabilirliginin gozlem vektorii y’ye ek olarak bilesen
etiket vektorii z’ye de bagli oldugunu gostermek icin L, (W;z) seklinde yazilsin.

L.(¥;z)’de z =7 alimursa (5.32)’deki esitlikten
L. (¥;7) = L(¥)—2EN(?) (5.37)

elde edilir. Burada Burada 7, 7 ’nun en ¢ok olabilirlik kestiricisidir ve (5.36)’daki

esitlikte 7, yerine

t,=t,(y;;¥) i=l2..,g j=12...n (5.38)

alinarak hesaplanir.

(5.37)’deki esitlikte CLC (Classification Likelihood Criterion) siniflandirma
olabilirlik bilgi kriteri,

—2log L(‘P) + 2EN(%) (5.39)

olarak tanimlanir. Bu kriterin amaci, CLC’yi minimum yapan kiime sayisi g
degerini segmektir. Model i¢in tahmin edilen entropi EN(7), modelin karmasikligina

karsilik gelen ceza terimi olarak kullanilir.

Karma dagilim modelinin bilesenleri arasindaki ayrim fazla ise EN(7)
minimum degeri olan sifira yakinsayacaktir. Karma dagilim modelinde bilesenler
arast ayirim zayif ise EN(7) ifadesi daha biiyiik degerler alir. Biernacki ve ark.
(1999), bu kriterin karma dagilim modelinde bilesen olasiliklarinin esit olma kisiti
altinda 1yi sonuglar verdigini belirtmislerdir.

Banfield ve Raftery (1993), simiflandirma olabilirlik yaklagimini kullanarak

simif sayisinin belirlenmesinde Bayesci ¢ozliime yakin bir yontem Onermislerdir.
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Kanitlarin yaklasik olarak agirlig1 kriteri AWE (Approximate Weight of Evidence)

olarak isimlendirilen bu kriter,

AWE —2log Lc +2d(3/2 +logn) (5.40)

0 =
seklinde ifade edilir.
5.3.2. Normallestirilmis Entropi Kriteri

Celeux ve Soromenho (1996), tahmin edilmis entropi EN(7)’yi kullanarak

kiime sayisinin sec¢imi i¢gin NEC (Normalized Entropy Criterion) normallestirilmis
entropy kriterini Onermislerdir. Karma kiimeleme analizinde uygulanan en ¢ok

olabilirlik yaklasimi ile siniflandirma en ¢ok olabilirlik yaklagimlar1 arasindaki
farklarin bir iligkisine dayalidir. Karma dagilim modellerinde logL(‘i‘) degeri,
bilesen sayis1 g arttik¢a biiylidiigii igin tahmin edilmis entropi EN(7) dogrudan

kullanilamaz. Normallestirilmis formu,

NEC — EN(7)

. < — (5.41)
log L(W)—1log L(¥ )

seklinde ifade edilir. Burada ¥, tek bilesen durumda (g=1) ¥’nin en ¢ok
olabilirlik tahminidir. NEC kriterinin minimum oldugu bilesen sayis1 g kiime sayis1
olarak secilir. Entropi g =1 icin sifir degerini almaktadir. Bu durumu da dikkate

alarak Biernacki ve ark. (1999), NEC, <1 olmak tizere NEC, degerinin minimum

oldugu bilesen sayist g >1 sec¢imini Onermislerdir.
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6. MODELE DAYALI KUMELEMEDE ADAY BIiLESEN KUME
MERKEZLERININ SAYISI iCIN BiR ARALIK

Cok degiskenli normal dagilimlarin karmasina dayali kiimeleme analizinde en
onemli problemlerden biri gdzlenen verinin yapisina uygun olarak aday karma
modellerin sayisinin belirlenmesi ve bu aday karma modelin bilesen sayisinin se¢imi
olmustur (Servi ve Erol 2007). Bu boliimde arastirilan konu iki alt baslik olarak
verilecektir. Birincisi, aday bilesen kiime merkezlerinin toplam sayis1 kavrami
aciklanacak ve ¢ok degiskenli verinin her bir degiskenindeki parcalanmalarin sayisi
kullanilarak aday bilesen kiime merkezlerinin sayisi i¢in bir aralik Onerilmistir.
Ikincisi, cok degiskenli karma normal modeline dayali kiimeleme yapisinda aday
karma modellerin sayis1 hakkinda bilgi verilmistir. Aday karma modellerin sayisi,
her biri farkli bilegsen sayili olabilecek miimkiin karma modellerin toplami olarak

tanimlanmustir.
6.1. Giris

Her biri p -boyutlu y; gézlem vektorlerinden (j =1,2,...,n) meydana gelen

cok degiskenli y = (le ,...yg )T gozlenen verisinin kiimelenmesi i¢in bir¢ok yontem
gelistirilmigtir. Bu yontemlerden biri de olasilik dagilimlarina dayali olan ve sonlu
karma dagilim modelleri kullanilarak olusturulan kiimeleme yontemidir. Sonlu
karma dagilim modeline dayali kiimeleme analizinde her bir bilesen ¢ok degiskenli
y gozlenen verisindeki bir kiimeye karsilik gelir. Sonlu karma dagilim modelinde
bilesen yogunluklarinin ¢ok degiskenli normal dagilim olarak alinmasi ile yapilan
kiimeleme, ¢ok degiskenli karma normal modellere dayali kiimeleme olarak
adlandirilir. Cok degiskenli karma normal modeller, kiimeleme analizi disinda ayrica
yogunluk tahminleri ve ayristirma analizlerinde de yaygin olarak kullanilir.

Karma normal modellere dayali kiimeleme analizinde her biri p -boyutlu y,

gbzlem vektorlerinden ( j =1,2,...,n) meydana gelen ¢ok degiskenli y = (yf,. Ly! )T
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gozlenen verisinin sonlu g sayida ¢ok degiskenli normal dagilimlarin bir
karmasindan elde edildigi kabul edilir. Cok degiskenli karma normal dagilim modeli

i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu f(y;;¥),

FOy, )= Y mfi(y,0,) 6.1)

ile gosterilir. Burada i =1,2,...,g ve j=L12,...,n icin 7, karma orani, 0 <7, <1 ve
g

Z”i =1 kisitlarina sahip olmak tizere y, gozlenen vektoriiniin karma modelin i.
i=1

bileseninden elde edilmesi olasiligini gostermektedir. f/(y;;0,) bilesen olasilik
yogunluk fonksiyonudur. ¥ parametre vektorii, =z, karma oranlarmi ve karma
dagilim modelindeki her bir bilesen yogunlugundaki 6, parametrelerini igermektedir.

Diger bir ifadeyle W = {72'1,72'2,...,7Z'g,01,02,. . .,0g} seklinde agik olarak yazilir.

(6.1)’deki esitlik ile verilen karma dagilm modelinde f(y;;0,) bilesen

olasilik yogunluk fonksiyonlari,

1 _
1 {—E(x,-—uifzk'(x,-fu,v)}
2e

o
[y :0) = (27n) [ (6.2)
seklinde ¢ok degiskenli normal dagilim modeli alindiginda karma dagilim modeli,

karma normal dagilim modeli olur. Burada 6, vektorii, p, ortalama vektoriinii ve X,

kovaryans matrisini igermektedir.

Karma normal dagilim modelindeki bilinmeyen parametreler, olabilirlik
fonksiyonuna dayali olarak EM algoritmasi ile tahmin edilir. Modele dayali
kiimeleme de en iyi model ve kiime sayist bir bilgi kriterine dayali olarak bulunur.
Literatiirde en yaygin olarak kullanilan bilgi kriterleri Akaike’nin bilgi kriteri AIC ve

Bayes bilgi kriteri BIC’ dir. AIC kriterinin y gozlenen verisinin karma normal
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dagilim olarak modellenmesinde bilesen sayisini oldugundan daha fazla segmeye
egilimli oldugu (over estimation) ispatlanmis olsa da pratik uygulamalarda halen
yaygin olarak kullanilmaktadir (Celeux ve Soromenho 1996, McLachlan ve Peel
2000).

Dasgupta ve Raftery (1998), yigilmali hiyerarsik modele dayali kiimeleme
yontemi ile olusturulan pargalanmalar baz alinarak elde edilen parametre tahmin
degerini, EM algoritmasinda parametre baslangic degerleri olarak alinabilecegini
belirtmislerdir. Bu sekilde parametre baslangic degerleri alinan EM algoritmasinin
karma olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapacak parametre tahminleri bulmada
daha etkin oldugunu da gostermislerdir. Fraley ve Raftery (1998), Dasgupta ve
Raftery (1998) tarafindan yapilan ¢aligmadaki bu sonucu kullanarak modele dayali

kiimeleme icin bir yontem Onermislerdir. Gelistirdikleri bu yonteme y gozlenen

verisi i¢in maksimum kiime sayist M ’nin keyfi bir se¢imi ile baglanir. Karma
normal dagilim modeline dayal1 yigilmali hiyerarsik kiimeleme yontemi, kiime sayisi
birden baglayarak keyfi secilen maksimum kiime sayist M ’ye kadar siniflarin elde
edilmesinde kullanilir. Bu M smiftan elde edilen parametre degerleri EM

algoritmasi igin baslangi¢ degerleri olarak alinir. EM algoritmasi, kiime sayisi g

1’den baslayarak maksimum kiime sayis1 M ’ye kadar olan modeller i¢in uygulanir.
EM algoritmasi sonucu elde edilen modellerin parametre tahminleri ve her bir
modele karsilik gelen BIC degerleri bulunur. BIC degerlerinin kiime sayisina gore
grafigi olusturulur. Veriye en uygun kiime sayisi, olusturulan BIC degerlerinin
grafiginde ilk yerel maksimum BIC degerine karsilik gelen kiime sayis1 olarak alinir.
Bu sekilde belirlenen en uygun kiime sayisi, veriyi modellemek icin kullanilan karma
normal dagilim modelinde bilesen sayis1 olarak kabul edilir. Veri en iyi modelleyen
karma normal model de aday karma dagilim modeller arasindan bu bilesen sayili
model olarak belirlenir. Fraley ve Raftery (1998) tarafindan 6nerilen bu yontemin
bazi dezavantajlari bulunmaktadir (Servi ve Erol 2007). Dezavantajlardan birincisi,
miimkiin oldugunca kii¢lik alinmast dnerilen maksimum kiime sayist M ’nin nasil
bulunacagmin belirsiz olmasidir. Dezavantajlardan ikincisi en iyi modelin

belirlenmesi amaciyla BIC degerlerinin: kiime sayist g i¢in minimum 1’den
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baslanarak, maksimum M ’ye kadar hesaplanmasidir. Bu yontem, veride gereksiz ya
da oldugundan daha fazla hesaplamalarin yapilmasina neden olmaktadir.

Bu boliimde, Fraley ve Raftery (1998) tarafindan Onerilen modele dayali
kiimelemede ortaya ¢ikan dezavantajlari da ortadan kaldiracak sekilde iki ana konu
tizerinde durulacaktir. Birincisi, toplam aday bilesen kiime merkez sayis1t TNCCCC
(Total Number of Candidate Component Cluster Centers) tanimlanmasit ve g¢ok
degiskenli veride her bir degiskendeki parcalanmalarin sayis1 kullanilarak TNCCCC
i¢in bir aralik olusturulmasidir. Karma normal dagilim modelinin bilesenleri bu aday
bilesen kiime merkezleri etrafinda sekillenecektir. Ikincisi, cok degiskenli karma
normal modele dayali kiimelemede model se¢imi i¢in toplam aday karma modellerin
sayist TNCMM (Total Number of Candidate Mixture Models) hakkinda bir esitligin
verilmesidir. Aday karma modellerin sayisinin NCMM (Number of Candidate
Mixture Models), farkli bilesen kiime sayilart ile miimkiin karma modellerin
sayllarinin  NPMM  (Number of Possible Mixture Models) toplami olarak
tanimlanmasidir. Cok degiskenli veriyi temsil edecek en iyi ya da en uygun modelin

miimkiin karma modeller arasindan se¢ilmesidir.

6.2. Aday Bilesen Kiime Merkezlerinin Toplam Sayisi i¢in Bir Aralik

Her biri p -boyutlu y,,y,,...,y, gozlenen veri i¢in bilesen yogunluklar
(6.2)’deki esitlik ile verilen ¢ok degiskenli normal dagilim olmak {izere (6.1)’deki
esitlik ile ifade edilen karma dagilim modeline sahip olsun. p -boyutlu ¢ok
degiskenli gozlenen verinin her bir Y, bagimsiz rastgele degiskeninin s =1,2,...,p

olmak iizere,

k., >1, Y, rastgele degiskeni karma yapiya sahipse

(Tek Degiskenli Karma Normal Dagilim Durumu) (6.3)

k., =1, Y, rastgele degiskeni karma yapiya sahip degilse
(Tek Degiskenli Normal Dagilim Durumu)
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seklinde iki kategoriden birine siniflandig1 varsayilsin. Burada & , p -boyutlu ¢ok
degiskenli veride Y, rastgele degiskenindeki bilesen sayisidir. p-boyutlu g¢ok

degiskenli veride s. rastgele degisken Y, lzerinde gozlenmis j. Gozlem, y,; ile

ifade edilsin. Bu durumda p -boyutlu ¢ok degiskenli verinin g bilesenli karma

normal modelinde TNCCCC igin aralik,

maxdk,....k, } < TNCCCC < ﬁks (6.4)

s=1

seklinde olusturulur. Bu esitlikte max{kl,...,kp} terimi, toplam aday bilesen kiime

P
merkez sayisinin minimumunu ve Hks terimi, toplam aday bilesen kiime merkez

s=1

sayisinin maksimumunu ifade eder. Buna gére TNCCCC, .. :max{kl,...,kp} ve

P
TNCCCC,,, =] ]k, seklinde ifade edilir.

s=1

INCCCC,,, ve TNCCCC,, ifadelerinin mantigini iki degiskenli bir karma

normal model &rnedi iizerinde gosterelim. Iki degiskenli karma modelin birinci
rastgele degiskeni Y, i¢in k, =2 ve ikinci rastgele degiskeni Y, icin k, =2 olsun.
Bu durumda TNCCCC,, =max{22}=2 ve TNCCCC, =k k, =4 olarak elde

edilir. Bu ornek i¢in olusabilecek aday karma model durumlart Sekil 6.1 - Sekil
6.4’de verilmistir. Aday bilesen kiime merkezlerinin sayis1 toplam 4 oldugunda:
Sekil 6.1°de gosterildigi gibi 4 bilesen kiimeli 1 tane, Sekil 6.2°de gosterildigi gibi 3
bilesen kiimeli 4 tane, Sekil 6.3’te gosterildigi gibi 2 bilesen kiimeli 6 tane iki
degiskenli karma normal model; ve Sekil 6.4’de gosterildigi gibi 1 bilesenli 4 tane

normal model olusturulabilir.
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Sekil 6.1. Iki degiskenli bir normal karma modelin X, degiskeni igin k, =2 ve X,
degiskeni i¢in k,=2 almmasiyla olusabilecek farkli aday bilesen kiime

merkezlerinin sayisi toplam 4 oldugunda: 4 bilesen kiimeli 1 karma normal model
durumu. Miimkiin karma normal model sayisi1 1 dir.

(©) (d)

Sekil 6.2. Iki degiskenli bir normal karma modelin X, degiskeni i¢in k, =2 ve X,
degiskeni i¢in k,=2 alimmasiyla olusabilecek farkli aday bilesen kiime

merkezlerinin sayis1 toplam 4 oldugunda: 3 bilesen kiimeli 4 karma normal model
durumu. Miimkiin karma normal model sayis1 4 diir.
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(e) &)

Sekil 6.3. Tki degiskenli bir normal karma modelin X, degiskeni igin k, =2 ve X,
degiskeni i¢in k, =2 alinmasiyla olusabilecek farkli aday bilesen kiime

merkezlerinin sayis1 toplam 4 oldugunda: 2 bilesen kiimeli 6 karma normal model
durumu. Miimkiin karma normal model sayis1 2 dir.

Sekil 6.3’te (c¢) ve (e) durumlarinda ikinci rastgele degisken Y, i¢in k, =2
olmasi kosulu ya da varsayimu ile ¢elismektedir. Benzer bicimde Sekil 6.3°te (d) ve
(f) durumlarinda birinci degisken Y, icin k, =2 olmasi kosulu ya da varsayimu ile

celiski gosterdiginden bu durumlar miimkiin olamayan iki degiskenli karma normal

yapilardir.
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() (d)

Sekil 6.4. Iki degiskenli bir normal karma modelin X, degiskeni igin &k, =2 ve X,
degiskeni i¢in k, =2 alinmasiyla olusabilecek farkli aday bilesen kiime

merkezlerinin sayis1 toplam 4 oldugunda: 1 bilesen kiimeli 4 normal model durumu.
Miimkiin karma normal model sayis1 O dir.

Sekil 6.4’de (a) - (d) durumlarinda ayni anda rastgele degiskenler Y, ve Y,
icin swasiyla k=2 ve k,=2 olmast kosulu ya da varsaym ile g¢eligki
gosterdiginden bu durumlar miimkiin olamayan iki degiskenli karma normal
yapilardir.

TNCCCC 1gin (6.4)’deki ifadeyle Onerilen araligin etkinligi Tablo 6.1°de
verilen simiilasyon verisi kullanilarak a¢iklanmistir. Tablo 6.1°de verilen simiilasyon
verisi, 3 degiskenlidir. GENMIX yazilimi (Martinez ve Martinez 2005) kullanilarak
olusturulan simiilasyon verisinin birinci rastgele degiskeni Y, i¢in k =6, ikinci
rastgele degiskeni Y, icin k, =2 ve l¢giincii rastgele degiskeni Y, i¢in k; =3 olarak
almmigtir. Bu simiilasyon verisi i¢cin T7NCCCC ’nin alabilecegi degerler

6 <TNCCCC <£36 seklinde bulunmustur. MIXMOD yazilimi (Biernacki ve ark.
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2006) kullanilarak simiilasyon verisindeki kiime sayis1 g =8 olarak elde edilmistir.
Simiilasyon verisinin her bir degiskeni i¢cin MIXMOD yazilimi1 (Biernacki ve ark.
2006) kullanilarak olusturulan tek degiskenli normal dagilimlarin karma yogunluk

fonksiyonlarmin grafikleri Sekil 6.5 (a) — (c)’de gosterilmistir.

(@) (b) (c)

Sekil 6.5. Tablo 6.1°de verilen simiilasyon verisinin (a) X, degiskeni, (b) X,
degiskeni ve (c) X, degiskeni igin MIXMOD yazilimi kullanilarak elde edilen tek
degiskenli karma model grafikleri.

Tablo 6.1’deki simiilasyon verisinde kiime sayis1 g =8 ’dir. Diger bir ifadeyle
elde edilen en iyi ¢cok degiskenli karma normal model sekiz bilesenlidir. Simiilasyon
verisi i¢in olusturulan 8§ bilesenli karma normal model i¢in sac¢ilim grafigi, 8 bilesenli

karma normal olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi ve iic boyutlu kiimelenme

gbriiniimii Sekil 6.6°da verilmistir.

(a) (b) (©)

Sekil 6.6. Tablo 6.1°deki simiilasyon verisi i¢in MIXMOD yazilimi kullanilarak
olusturulan ¢ok degiskenli karma normal modelin (a) Sa¢ilim grafigi g =8 bilesen

kiimesine ait 2 boyutlu gdsterim, (b) g =8 bilesenli karma normal modelin olasilik

yogunluk fonksiyonunun grafigi, (c¢) Simiilasyon verisindeki bilesen kiimelerinin 3
boyutlu gosterimi.
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Modele dayal1 kiimeleme analizinde bilinen klasik yontemler i¢in gelistirilen
algoritmalarda karma normal model i¢in en uygun bilesen sayis1 arastirilirken bilesen
sayis1 1’den baslanir ve maksimum deger kabul edilen M ’ye kadar test edilir. Tablo
6.1’deki simiilasyon verisi i¢in karma normal model olusturulurken (6.4)’deki esitlik
kullanilarak elde edilen aralik dikkate alindiginda bu algoritmalar i¢in Servi ve Erol
(2007) tarafindan Onerilen bilesen kiime sayisi i¢in baglangic degeri 6 olmaktadir.
Karma normal model olusturulurken islemlerin en uygun bilesen kiime sayisi
baslangi¢ degerinin 6 alinmasi durumunda, bilesen kiime sayisinin 1, 2, 3, 4 ve 5
degerleri i¢in hesaplama yapilmasina gerek yoktur. Bu nedenle de en uygun bilesen
kiime sayinin belirlenmesi daha hizli hesaplanmistir.

Tablo 6.1°de incelenen diger veri kiimeleri i¢in olusturulan 7TNCCCC
araliklarinin bazilar1 ¢ok genistir. Bu araliklarin ¢ok genis olmasi modele dayali
karma kiimeleme analizi i¢in bir sorun olusturmaz. Bunun nedeni modele dayal
kiimeleme analizinde kullanilan algoritmalarda en uygun bilesen kiime sayis1 i¢in
TNCCCC,, degerinin almmasidir. Ornegin, en uygun bilesen kiime sayisinmn
belirlenmesi amaciyla simiilasyon verisinde baslangi¢ bilesen kiime sayisi igin 6
degeri alinmis ve en uygun bilesen kiime sayist 8 degerinde elde edilmistir. Bu

nedenle en uygun bilesen kiime sayisin1 bulmak amaciyla TNCCCC_ degeri olan

36’ya kadar deneme yapmaya gerek yoktur.

6.3. Aday Karma Modellerin Toplam Sayisi

TNCCCC igin gelistirilen ve (6.4)’deki esitlikte 6nerilen aralik ayn1 zamanda

p -boyutlu ¢ok degiskenli veri i¢in model se¢imi kriterlerinin kullanildig1 karma

kiimeleme analizinde TNCMM hakkinda bir 6nbilgi de saglar. TNCMM igin esitlik,

TNCMM = 2™ Cmn (6.5)

ile verilir. Burada TNCCCC_, , toplam aday bilesen kiime merkez sayisidir. Boliim

max ?

6.2’de verilen iki degiskenli karma normal dagilim modeli 6rnegi i¢in toplam aday
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karma model sayist (6.5)’deki esitlik kullanilarak TNCMM =2™Cm =2* =16
bulunur. NCMM aday karma model sayis1 ise 7°dir. NCMM aday karma model
sayist bu ornek i¢in 4, 3 ve 2 bilesen kiimeli NPMM mimkiin karma modellerin

sayillarinin toplamindan elde edilir. Tablo 6.1°deki simiilasyon verisi i¢in

NPMM 4CC, 4 bilesen kiimeli (CC - Component Cluster) NPMM miimkiin
karma modellerin sayisimi, NPMM 3CC, 3 bilesen kiimeli (CC - Component
Cluster) NPMM mimkiin karma modellerin sayisini, NPMM 2CC, 2 bilesen

kiimeli (CC - Component Cluster) NPMM miimkiin karma modellerin sayisini ve

NPMM 1CC, 1 bilesen kiimeli (CC - Component Cluster) NPMM miimkiin

karma modellerin sayisini1 gostermek tizere NCMM aday karma modellerin sayisi,

NCMM = NPMM 4CC+ NPMM 3CC+ NPMM 2CC+ NPMM 1CC  (6.6)

ile hesaplanir. Bu durumda incelenen Ornek icin Sekil 6.1°de gosterildigi gibi
NPMM 4CC=1, Sekil 6.2°de gosterildigi gibi NPMM 3CC=4, Sekil 6.3’te
gosterildigi gibi NPMM 2CC=2 ve Sekil 6.4’de gosterildigi gibi NPMM 1CC =0
oldugundan NCMM aday karma modellerin sayisi, NCMM =1+4+2+0=7 olarak

belirlenir.

6.4. Toplam Aday Kiime Bilesen Merkez Sayilari i¢cin Gelistirilen Yontemin

Farkl Veri Setlerindeki Performansi

Bu boélimde TNCCCC igin (6.4)’deki esitlik ile Onerilen aralik, ¢ok
degiskenli karma normal kiimeleme analizinde literatiirde oldukca sik kullanilan veri
kiimeleri iizerinde test edilecektir. Incelecek veri kiimeleri ve bazi karakteristikleri
Tablo 6.1’de Ozetlenmistir. Uygulamada kullanilan veri kiimelerinin her bir
degiskeninin bilesen sayilar1 ve bilgi kriterler degerlerinin bulunmasi i¢in gerekli

hesaplamalar, MIXMOD yazilimi (Biernacki ve ark. 2005) kullanilarak yapilmistir.

150



6. MODELE DAYALI KUMELEMEDE ADAY BIiLESEN KUME MERKEZLERININ SAYISI
iCiN BiR ARALIK Tayfun SERVi

Tablo 6.1. incelenen veri kiimelerinin bazi 6zellikleri ve TNCCCC igin aralik
degerleri. (n: gdzlem sayisi, p :verinin boyutu, Y, : s. degisken, k : s. degiskenin
karma dagilim modelinin bilesen say1s1, g : verideki gergek kiime sayist).

Veri Seti n p X, k, TNCCCC ig¢in arahk g
Geyser (Venableys X, 3 < <
ve Ribley 1994) 272 2 X, 5 3<TNCCCC<6 3
ini X 2
Ruspini (Kaufman ve 75 ) I 4 < TNCCCC <38 4
Rousseeuw 1990) X, 4
betes (Banfield % 2
Diabetes (Banfie
X < <
ve Raftery 1993) 145 3 2 3 3<TNCCCC <12 3
X, | 2
ted X, 6
Simulated Data Set
. X < <
(Servi ve Erol 2007) 600 3 2 2 6 <INCCCC <36 8
X, | 3
X, 3
Iris (Biernacki ve 150 4 X, 3 3< TNCCCC <18 3
ark. 2005) X, 2 - -
X, 2
X, 3
Artificial Data X 3
(Galimberti ve 300 | 4 X2 3<TNCCCC <36 7
Soffritti 2007) » | 2
X, 2
X, 1
X, 2
X, | 2
Liver Disorders X, 2
(Halbe ve Aladjem 345 | 6 Xs | 2 2 <TNCCCC < 64 2
2005) X, o)
X, 1
X, 2
X 2
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iCIN BIR ARALIK

Tablo 6.1 (Devami). incelenen veri kiimelerinin baz1 6zellikleri ve TNCCCC igin
aralik degerleri. (n: gozlem sayisi, p:verinin boyutu, Y, : s. degisken, £ : s.

degiskenin karma dagilim modelinin bilesen sayisi, g : verideki ger¢ek kiime sayisi).

Veri Seti n p X, | &, TNCCCC ig¢in arahlk | &
X |2
X, |1
X, | 2
Yeast (Newmanve | 0, | ¢ X |2 2 <TNCCCC <32 10
ark. 1998) X 1 - -
X, | 1
X, | 2
X, | 2
X |2
X, | 2
X, | 1
X, | 2
Glass (Halbe ve X 3 < <
Aladiem 2005) 2014 | 9 5 2 < TNCCCC <32 6
X, | 1
X, | 2
X, | 1
X, | 1
X |2
X, | 2
X, | 1
X, | 1
X, | 3
. X6 2
Wine (Newman ve 178 | 13 | X, | 2 3<TNCCCC <256 3
ark. 1998)
X, | 2
X, | 1
X, | 3
X, | 2
X, | 2
X 2

—_
%)
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Tablo 6.1°deki sonuglara gore Geyser (Venableys ve Ribley 1994), Ruspini
(Kaufman ve Rousseeuw 1990), Diabetes (Banfield ve Raftery 1993), Simulated
Data Set (Servi ve Erol 2007), Iris (Biernacki ve ark. 2005), Artificial Data
(Galimberti ve Soffritti 2007), Liver Disorders (Halbe ve Aladjem 2005), Yeast
(Newman ve ark. 1998) ve Glass (Halbe ve Aladjem 2005) veri setleri icin
olusturulan TNCCCC araliklar1 kabul edilebilir genigliktedir. Bununla birlikte Tablo
6.1’deki sonuglara gore Wine (Newman ve ark. 1998) veri seti i¢in olusturulan
TNCCCC aralig1 kabul edilebilir genisligin ¢ok iistiindedir. Bunun nedenleri olarak

degisken sayisinin fazla olmasi ve degiskenler arasinda iliski bulunmasi verilebilir.
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7. COK DEGISKENLIi VERIDEKi GRUPLARIN iNCELTIiLEREK KARMA
KUMELEME ANALIZI

Bu boliimde ¢ok degiskenli veri setinin heterojen yapida olmasi, alt gruplar
igermesi, kismen ya da tamamiyla i¢ ice gegmis gruplarin bulunmasi durumlarinda
cok degiskenli normal karma dagilim modeline dayali olarak kiimelenme sayisinin
ve yapisinin belirlenmesi amaciyla yeni bir algoritma gelistirilmistir.

Cok degiskenli veride kiime sayisinin veya degisken sayisinin fazla olmasi
durumunda kiimelerin belirlenmesi islemi zorlasir (Fraley 1998). Cok degiskenli
veriyli kiimelemek amaciyla kullanilan birgok kiimeleme ydntemi bulunmaktadir
(Jain ve Dubes 1988, Kaufman ve Rousseeuw 1990). Karma kiimeleme analizi
olarak da adlandirilan ¢ok degiskenli normal karma modele dayali kiimeleme, ¢ok
degiskenli veriyi birbirinden farkli ve anlamli grup ya da kiimelere pargalamanin bir
yoludur (Fraley ve Raftery 2002).

Cok degiskenli normal karma dagilim modeline dayali olarak kiimelenme
sayisinin ve yapisinin belirlenmesi amaciyla yeni gelistirilen algoritmanin isleyis
prensibi Cam belirleme (glass identification) verisi (Halbe ve Aladjem 2005)
tizerinde acgiklanmistir. Cok degiskenli veri i¢in olusturulan karma normal dagilim
modelindeki parametre tahminlerinin hesaplanmasi amaciyla MIXMOD yazilimi
(Biernacki ve ark. 2006) kullanilmistir. Karma kiimeleme analizinde ¢ok degiskenli
karma normal dagilim modelindeki parametreler, engok olabilirlik yontemiyle
birlikte EM algoritmasi (McLachlan ve Krishnan 1997) kullanilarak tahmin
edilmistir. En uygun kiimeleme yapisi, bir bilgi kriterinin kullanilmasiyla elde edilir.
Farkli bilgi kriterleri bulunmakla birlikte bu calismada Bayesci bilgi kriteri BIC
(Schwarz 1978) kullanilmistir. BIC, literatiirde en yaygin olarak kullanilan bilgi
kriteridir (McLachlan ve Peel 2000).

7.1. Cok Degiskenli Veride I¢ ice Gecmis Gruplar Yapilar

Cok degiskenli veri setinin heterojen yapida olmasi, diger bir ifadeyle alt

gruplar igermesi ve bu alt gruplarin kismen ya da tamamiyla i¢ ice ge¢mis yapida
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olmast durumlarinda ¢ok degiskenli normal karma dagilim modeline dayali olarak
kiimelenme sayisinin ve yapisinin belirlenmesi olduk¢a zordur. Cok degiskenli

veride i¢ ice alt grup yapisinin bulundugu bir 6rnek Sekil 7.1°de gosterilmistir.

(a) (b)

Sekil 7.1. Cok degiskenli veride i¢ ige alt grup yapisinin bulunmasi durumlar1 (a)
farkli ortalamali, esit varyansh alt grup durumu. (b) esit ortalamali, farkl varyansh
alt grup durumu.

7.2. Cok Degiskenli Veride Karma Yapimin Belirlenmesi ve Gruplarin

Inceltilmesi Algoritmasi

Cok degiskenli veride karma yapinin belirlenmesi i¢in bilgi kriterlerine dayali
olarak model se¢imi yontemi uygulanir. Karma dagilim modellerinde model se¢imi
konusu 5. Boliimde incelenmistir.

Cok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi igin
oOnerilen algoritmanin adimlar1 asagida verilmistir.

1.  Cok degiskenli verinin ¢ok degiskenli normal dagilimlarin bir karmasindan
geldigi varsaymmi yapilir ve veriye karma kiimeleme analizi uygulanir. Bu
durumda veri ya homojendir, karma yap1 yoktur ya da veri alt gruplara ayrilir,
karma yap1 vardir.

2. Veri karma yapiya sahipse ya da veride alt grup bulunuyorsa elde edilen her bir
alt gruptaki veri homojenlik i¢in test edilir. Diger bir ifadeyle her bir alt

gruptaki veri i¢in tekrar karma yapi arastirilir.
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3. Eger alt gruptaki veri homojen ise bu alt grup bir kiime olarak belirlenir ve bu
alt gruptaki ya da kiimedeki veri i¢in ¢ok degiskenli normal dagilim modeli
olusturulur. Eger alt gruptaki veri homojen degil ise 1. adima geri doniiliir.
Islemler homojen olmayan bu alt gruptaki veri i¢in tekrarlanr.

4.  Buislemlere ortaya ¢ikan tiim alt gruplardaki verinin homojenligi saglanincaya

kadar devam edilir.

7.3. Cok Degiskenli Verideki Gruplarin inceltilmesi Ve Karma Kiimeleme

Analizi

Bu boliimde ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme
analizi i¢in Onerilen yontemin calisma prensibi Cam belirleme (Glass identification)
verisi (Halbe ve Aladjem 2005) tizerinde gosterilmistir. Cam belirleme verisi, bir sug
mahallinde bulunan cam parcaciklarinin dogru siniflandirilmasi durumunda bir kanit
olarak kullanilabilecegi diisiincesiyle olusturulmustur. Cam belirleme verisi, 214
gozlem degerinden ve 9 degiskenden olugmaktadir. Bu degiskenler sirasiyla: 1)
Kirilma katsayis1 RI (Refractive Index), 2) Sodyum (Na) miktari, 3) Magnezyum
(Mg) miktar1, 4) Aliiminyum (Al) miktari, 5) Silisyum (Si) miktari, 6) Potasyum (K)
miktari, 7) Kalsiyum (Ca) miktari, 8) Baryum (Ba) miktar1 ve 9) Demir (Fe) miktar1
seklindedir. Cam belirleme verisinin laboratuar ¢alismasi sonucunda 7 cam
kategorisinden; bunlar: 1. Bina cami, 2. Ara¢ cami, 3. Diiz olmayan bina cami, 4.
Diiz olmayan ara¢ cami, 5. Koruma cami, 6. Mutfak esyasi cami1 ve Otomobil far
cami olmak iizere diiz olmayan ara¢ cami disindaki kategorilerden 6’sina
siiflandirilmigtir. Cam belirleme verisinin cam siniflarina olan dagilimi Sekil 7.2°de
gosterilmistir.

Cam belirleme verisinin her bir degiskenine uygulanilan karma kiimeleme
analizi sonucu elde edilen bilesen sayilar1 ve (6.4)’deki ifade kullanilarak TNCCCC
toplam aday bilesen kiime merkezi sayisi (Servi ve Erol 2007) icin olusturulan aralik

Tablo 7.1°de verilmistir.
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Cam (214)
Pencere Camu Pencere camu
(163) olmavanlar (51)
Diiz cam (87) Diiz olmavan cam Muhafaza cams Soffa takma (9) Far camu (29)
(76) (13)
Bina camu Arag camu Bina camu Arag camu
(70) (17 (76) (@

Sekil 7.2. Cam belirleme verisinin cam kategorilerine dagilimi. Parantez i¢indeki
degerler gozlem sayilarin1 gostermektedir (Halbe ve Aladjem 2005).

Tablo 7.1. Cok degiskenli Cam belirleme verisinin bazi 6zellikleri ve TNCCCC igin
olusturulan araliklar. (n: Gozlem ya da nesne sayisi, p: Degisken ya da 6zellik

sayist, X : Degiskenler, k : Her bir degiskendeki bilesen sayisi, g: Karma
modeldeki gergek bilesen kiime sayist).

Veri Seti n P X, | k, | INCCCC jgin arank | &
X, | 2
X, | 2
X, | 1
X, | 2
ii;‘j;g‘ggg 5‘36 24 | 9 | X | 2| 2<mveccc<32 | o6
X, | 1
X, | 2
X, | 1
X, | 1
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Cam belirleme verisindeki 9 degisken icin MATLAB yazilimi kullanilarak
olusturulan sa¢ilim grafigi Sekil 7.3’te verilmistir.
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Sekil 7.3. Cam belirleme verisindeki 9 degisken icin MATLAB yazilimi1 kullanilarak
olusturulan sac¢ilim grafigi.

Baslangic asamasinda yapilan islemler:

Cam belirleme verisinin tamaminin yer aldigt grup G, olarak adlandirilsin.
Cam belirleme verisinin X, X,, X,, X, ve X, degiskenleri alinarak ve MIXMOD

yazilimi kullanilarak baslangi¢ asamasinda olusturulan karma normal modeller i¢in
elde edilen BIC degerleri Tablo 7.2°de verilmistir.

Tablo 7.2°deki sonuglara gore G, olarak adlandirilan cam belirleme verisi

icin baglangic asamasinda karma normal dagilim modeli olusturuldugunda iki alt
grup yapist elde edilmistir. G,, ve G,, olarak adlandirilan bu iki alt gruptaki

gbzlemlerin dagilimi Tablo 7.3’de verilmistir.
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Tablo 7.2. Cam belirleme verisi i¢cin MIXMOD yazilimi kullanilarak bagslangic
asamasinda olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal | Kosegen | Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck | pk Lk Bk | pk Lk I
gggkefli%?kenh normal model i¢in BIC _144.545 261.770 | 2716.119
Cok degiskenli iki normal dagilimin ) i
karmast icin BIC degerleri 776.932 340.200 | 1963.862
Cok degiskenli iic normal dagilimin i i
karmas: icin BIC degerleri 721.299 448.825 | 1814.975

Tablo 7.3. Cam belirleme verisinde G, grubundaki gozlemlerin alt gruplara

dagilimi.
Verideki Alt Grup Yapisi
Veri G, G, Toplam
G, 140 74 214

Tablo 7.3’teki sonuglara gore G, grubundaki 214 gozlem degerinden 140

tanesi G,, alt grubuna ve 74 tanesi G,, alt grubuna siniflandirilmistir.

Birinci asamada yapilan islemler:

Baslangi¢ asamasinin sonunda elde edilen G,, alt grubundaki verilerin ¢ok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,, grup olarak alinsin. G,

grubundaki veriler icin MIXMOD yazilimi kullanilarak birinci asamada olusturulan
karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.4’de verilmistir.

Tablo 7.4’deki sonuglara gore G,, olarak adlandirilan gruptaki veriler igin
birinci agsamada karma normal dagilim modeli olusturuldugunda iki alt grup yapisi
elde edilmistir. G,,,, ve G,,, olarak adlandirilan bu iki alt gruptaki gozlemlerin

dagilimi Tablo 7.5’te verilmistir.
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Tablo 7.4. Cam belirleme verisinin G,, grubundaki veriler i¢in MIXMOD yazilimi
kullanilarak olugturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model k Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal ) )
model icin BIC degerleri 1316.647 709.082 738.0631
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -1362.698 -1054.407 425.495
degerleri
Cok degiskenli iic normal
dagilimin karmasi icin BIC -1297.876 -1109.620 357.311
degerleri

Tablo 7.5. Cam belirleme verisinde G,, grubundaki gozlemlerin alt gruplara
dagilimi.

Verideki Alt Grup Yapisi
Veri Gy Gy
G, 83 57

Toplam

140

Tablo 7.5’teki sonucglara gore G,, grubundaki 140 gdzlem degerinden 83
tanesi G,,,, alt grubuna ve 57 tanesi G,,,, alt grubuna siniflandirilmistir.

Baslangi¢ asamasinin sonunda elde edilen G,, alt grubundaki verilerin ¢ok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,, grup olarak alinsin. G,
grubundaki veriler i¢cin MIXMOD yazilimi kullanilarak birinci asamada olusturulan
karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.6’da verilmistir.

Tablo 7.6’daki sonuglara gore G,, olarak adlandirilan gruptaki veriler igin
birinci asamada karma normal dagilim modeli olusturuldugunda ii¢ alt grup yapisi

elde edilmistir. G,,,, G,, ve G,,, olarak adlandirilan bu ii¢ alt gruptaki

gbzlemlerin dagilimi1 Tablo 7.7°de verilmistir.
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Tablo 7.6. Cam belirleme verisinin G,, grubundaki veriler icin MIXMOD yazilimi
kullanilarak olugturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model nk _ka_Ck pk_]ikg_ Bk pk LK I
Cok degiskenli normal
model icin BIC degerleri 233.261 383.076 1246.604
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC 210.288 337.218 1130.583
degerleri
Cok degiskenli iic normal
dagilimin karmasi icin BIC 164.125 323.187 1038.236
degerleri
Cok degiskenli dort normal
dagilimin karmasi icin BIC 267.472 235.517 995.975
degerleri

Tablo 7.7. Cam belirleme verisinde G,, grubundaki goézlemlerin alt gruplara

dagilimi.
Verideki Alt Grup Yapisi
Veri Gy Gy Gy Toplam
G, 28 28 18 74

Tablo 7.7°deki sonuglara gére G,, grubundaki 74 gozlem degerinden 28
tanesi G,,, alt grubuna, 28 tanesi G,,,, alt grubuna ve 18 tanesi G,,,, alt grubuna

siiflandirilmstir.

ikinci asamada yapilan islemler:

Birinci asama sonunda elde edilen G,;,, alt grubundaki verilerin ¢ok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,, grup olarak alinsin.
G,,,, grubundaki veriler i¢cin MIXMOD yazilimi kullanilarak ikinci asamada

olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.8’de

verilmigtir.
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Tablo 7.8. Cam belirleme verisinin G,,,, grubundaki veriler icin MIXMOD yazilimi
kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model k Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal ) )
model icin BIC degerleri 1084.937 877.465 23.845
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -1093.863 -975.916 -34.640
degerleri
Cok degiskenli iic normal
dagilimin karmasi icin BIC -1045.093 -1000.732 -105.0924
degerleri

Tablo 7.8’deki sonuglara gore G,,,, olarak adlandirilan gruptaki veriler i¢in
ikinci asamada karma normal dagilim modeli olusturuldugunda iki alt grup yapisi

elde edilmistir. G,,,,,, ve G;,,,,, olarak adlandirilan bu iki alt gruptaki gozlemlerin

dagilimi1 Tablo 7.9’da verilmistir.

Tablo 7.9. Cam belirleme verisinde G,,,, grubundaki gozlemlerin alt gruplara

dagilimi.
Verideki Alt Grup Yapisi
Veri G321111 G321112 Toplam
Gy, 37 46 83

Tablo 7.9°daki sonuglara gore G,,,, grubundaki 83 gdzlem degerinden 37
tanesi G,,,,,, alt grubuna ve 46 tanesi G;,,,,, alt grubuna smiflandirilmistir.

Birinci asama sonunda elde edilen G,,,, alt grubundaki verilerin ¢ok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,, grup olarak alinsin.

G,,,, grubundaki veriler i¢in MIXMOD yazilimi kullanilarak ikinci asamada

olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.10’da

verilmistir.
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Tablo 7.10. Cam belirleme verisinin G,,,, grubundaki veriler i¢in MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk I}Jk Ck pk Lkg Bk pk LK I
Cok degiskenli normal
model icin BIC degerleri -428.137 -166.838 407.312
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -459.350 -302.922 320.089
degerleri
Cok degiskenli ii¢ normal
dagilimin karmasi icin BIC -491.792 -320.488 298.880
degerleri
Cok degiskenli dort normal
dagilimin karmasi icin BIC -376.454 -311.400 259.235
degerleri

Tablo 7.10°daki sonuglara gore G,,,, olarak adlandirilan gruptaki veriler i¢in

ikinci asamada karma normal dagilim modeli olusturuldugunda ii¢ alt grup yapisi

elde edilmistir. G,,,1,5 Giy10 V€ Gy ppy Olarak adlandirilan bu ¢ alt gruptaki

gozlemlerin dagilimi Tablo 7.11°de verilmistir.

Tablo 7.11. Cam belirleme verisinde G,;;, grubundaki gozlemlerin alt gruplara

dagilimi.
Verideki Alt Grup Yapisi
Veri G Giiin G Toplam
G, 1, 26 18 13 57

Tablo 7.11°deki sonuglara gére G,,,, grubundaki 57 gozlem degerinden 26
tanesi G,,,,,, alt grubuna, 18 tanesi G,,,,,, alt grubuna ve 13 tanesi G,,,,,, alt

grubuna siniflandirilmastir.

Birinci asama sonunda elde edilen G,,,, alt grubundaki verilerin ¢ok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,;,, grup olarak alinsin.

G,,, grubundaki veriler i¢cin MIXMOD yazilimi kullanilarak ikinci asamada
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olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.12°de

verilmistir.

Tablo 7.12. Cam belirleme verisinin G,;,, grubundaki veriler icin MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal
model icin BIC degerleri 115.7468 147.803 513.259
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC 70.1632 133.0939 472.680
degerleri
Cok degiskenli iic normal
dagilimin karmasi icin BIC 87.356 153.150 452.322
degerleri

Tablo 7.12°deki sonuglara gore G,,,, olarak adlandirilan gruptaki veriler i¢in
ikinci asamada karma normal dagilim modeli olusturuldugunda iki alt grup yapisi

elde edilmistir. G,,,,,, ve Gs,,,,, olarak adlandirilan bu iki alt gruptaki gdzlemlerin

dagilimi Tablo 7.13’te verilmistir.

Tablo 7.13. Cam belirleme verisinde G,,,, grubundaki goézlemlerin alt gruplara
dagilimu.

Verideki Alt Grup Yapisi
Veri 632121 1 G321212 Toplam

Gy 20 8 28

Tablo 7.13’teki sonuglara gore G,,,, grubundaki 28 gozlem degerinden 20
tanesi G,,,,, alt grubuna ve 8 tanesi G,,,,,, alt grubuna siiflandiriimstir.
Birinci asama sonunda elde edilen G,,, alt grubundaki verilerin ¢ok

degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,, grup olarak alinsin.

G,,, grubundaki veriler i¢in MIXMOD yazilimi1 kullanilarak ikinci asamada

164



7. COK pEGisKENLi VERIDEKI GRUPLARIN iNCELTILEREK KARMA KUMELEME
ANALIZI Tayfun SERVI

olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.14’de

verilmistir.

Tablo 7.14. Cam belirleme verisinin G,,,, grubundaki veriler i¢cin MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal
model icin BIC degerleri -106.485 75.671 366.292
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -131.540 -43.899 246.304
degerleri
Cok degiskenli iic normal
dagilimin karmasi icin BIC -110.935 -69.302 211.827
degerleri

Tablo 7.14°deki sonuglara gore G,,,, olarak adlandirilan gruptaki veriler i¢in
ikinci asamada karma normal dagilim modeli olusturuldugunda iki alt grup yapisi

elde edilmistir. G,,,,,, ve Gs,,,,, olarak adlandirilan bu iki alt gruptaki gozlemlerin

dagilimi Tablo 7.15’te verilmistir.

Tablo 7.15. Cam belirleme verisinde G,;,, grubundaki gozlemlerin alt gruplara
dagilimu.

Verideki Alt Grup Yapisi
Veri G321221 G321222 Toplam

G 21 7 28

Tablo 7.15’teki sonuglara gore G,,,, grubundaki 28 gozlem degerinden 21
tanesi Gj,,,, alt grubuna ve 7 tanesi G,,,,,, alt grubuna smmiflandiriimstir.

Birinci asama sonunda elde edilen G,,; alt grubundaki verilerin ¢ok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,;,; grup olarak alinsin.

G,,; grubundaki veriler i¢cin MIXMOD yazilimi kullanilarak ikinci asamada
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olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.16’da

verilmistir.

Tablo 7.16. Cam belirleme verisinin G,;,; grubundaki veriler icin MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel
Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I

Cok degiskenli normal
model icin BIC degerleri
Cok degiskenli iki normal

56.358 111.001107 324.958409

dagilimin karmasi icin BIC 41.080 90.028213 286.031117
degerleri

Cok degiskenli ii¢ normal

dagilimin karmasi icin BIC 66.281 98.218471 281.443275
degerleri

Tablo 7.16°daki sonuglara gore G,,,; olarak adlandirilan gruptaki veriler i¢in

ikinci asamada karma normal dagilim modeli olusturuldugunda iki alt grup yapisi

elde edilmistir. Gs,,,;;, ve Gj,,,3, olarak adlandirilan bu iki alt gruptaki gozlemlerin

dagilimi Tablo 7.17°de verilmistir.

Tablo 7.17. Cam belirleme verisinde G,,,, grubundaki gozlemlerin alt gruplara

dagilimi.
Verideki Alt Grup Yapisi
Veri Gy Gy Toplam
Gy 7 11 18

Tablo 7.17’teki sonuglara gore G,,,,; grubundaki 18 gozlem degerinden 7

tanesi Gj,,;, alt grubuna ve 11 tanesi G,,,,;, alt grubuna siniflandirilmistir.
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Uciincii asamada yapilan islemler:

Ikinci asama sonunda elde edilen G,,,,, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,,,, grup olarak alinsin.
G,y grubundaki veriler icin MIXMOD yazilimi kullanilarak tiglincli asamada

olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.18’de

verilmistir.

Tablo 7.18. Cam belirleme verisinin G,,,,;; grubundaki veriler i¢in MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal ) ) i
model icin BIC degerleri 513.835 483.728 31.380
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -545.419 -500.599 -50.240
degerleri
Cok degiskenli iic normal
dagilimin karmasi icin BIC -471.731 -510.721 -75.872
degerleri

Tablo 7.18’deki sonuglara gore Gi,,,,, olarak adlandirilan gruptaki veriler

icin iiclincli asamada karma normal dagilim modeli olusturuldugunda iki alt grup

yapist elde edilmistir. G,s,,,,,, V€ G311, ©Olarak adlandirilan bu iki alt gruptaki

gozlemlerin dagilimi Tablo 7.19°da verilmistir.

Tablo 7.19. Cam belirleme verisinde G,,,,,, grubundaki gozlemlerin alt gruplara

dagilimu.
Verideki Alt Grup Yapisi
Veri G G Toplam
Gy 10 27 37
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Tablo 7.19°daki sonuglara gore G,,,,,, grubundaki 37 gozlem degerinden 10
tanesi Gy, alt grubuna ve 27 tanesi G,;,,,,,, alt grubuna smiflandirilmistir.

Ikinci asama sonunda elde edilen G,,,,, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,,,, grup olarak alinsin.
G,,,y, grubundaki veriler icin MIXMOD yazilimi kullanilarak iiglincli asamada

olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.20°de

verilmistir.

Tablo 7.20. Cam belirleme verisinin G,,,,;, grubundaki veriler i¢in MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal ) )
model icin BIC degerleri 653.812 582.331 18.440
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -694.525 -597.743 -40.716
degerleri
Cok degiskenli iic normal
dagilimin karmasi icin BIC -651.952 -622.306 -69.525
degerleri

Tablo 7.20°deki sonuglara gore Gi,,,,, olarak adlandirilan gruptaki veriler

icin iiclincli asamada karma normal dagilim modeli olusturuldugunda iki alt grup

yapist elde edilmistir. Gyq,,115; V€ Gys1p10p Olarak adlandirilan bu iki alt gruptaki

gbzlemlerin dagilimi Tablo 7.21°de verilmistir.

Tablo 7.21. Cam belirleme verisinde G,,,,,, grubundaki gozlemlerin alt gruplara

dagilimu.
Verideki Alt Grup Yapisi
Veri G Gonm Toplam
Gy 15 31 46
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Tablo 7.21°daki sonuglara gore G,,,,,, grubundaki 46 gozlem degerinden 15
tanesi Gy, alt grubuna ve 31 tanesi G, alt grubuna smiflandirilmistir.

Ikinci asama sonunda elde edilen G,,,,,, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,,,, grup olarak alinsin.
G,y grubundaki veriler icin MIXMOD yazilimi kullanilarak tiglincli asamada

olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.22°de

verilmistir.

Tablo 7.22. Cam belirleme verisinin G,,,,,, grubundaki veriler i¢in MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal ) )
model icin BIC degerleri 243.290 158.627 121.205
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -206.021 -161.093 118.482
degerleri

Tablo 7.22°deki sonuglara gore G;,,,,, grubu alt grup igermemektedir. Bu

nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi

sonucunda G;,,,,, grubu bir kiimelenme olarak elde edilmistir.

Ikinci asama sonunda elde edilen G,,,,,, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,,,, grup olarak alinsin.
G100 grubundaki veriler i¢cin MIXMOD yazilimi kullanilarak {iglincii asamada

olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.23’te

verilmigtir.
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Tablo 7.23. Cam belirleme verisinin G,,,,,, grubundaki veriler icin MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal i
model icin BIC degerleri -204.082 157.577 63.146
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -195.737 -167.418 19.687
degerleri

Tablo 7.23’deki sonuglara gore G,,,,,, grubu alt grup icermemektedir. Bu

nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi

sonucunda G;,,,,, grubu bir kiimelenme olarak elde edilmistir.

Ikinci asama sonunda elde edilen G, ., alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,,,; grup olarak alinsin.
G;y10; grubundaki veriler i¢cin MIXMOD yazilimi kullanilarak {iglincii asamada

olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.24’de

verilmigtir.

Tablo 7.24. Cam belirleme verisinin G,,,,,; grubundaki veriler icin MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal i i
model i¢in BIC deerleri 156.963 108.814 37.356
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -146.788 -114.352 19.871
degerleri

Tablo 7.24’deki sonuglara gore G;,,,; grubu alt grup igermemektedir. Bu

nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi

sonucunda G;,,,,; grubu bir kiimelenme olarak elde edilmistir.
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Ikinci asama sonunda elde edilen G,,,,, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,,,, grup olarak alinsin.
Gy, grubundaki veriler i¢cin MIXMOD yazilimi kullanilarak {iglincii asamada

olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.25’te

verilmigtir.

Tablo 7.25. Cam belirleme verisinin G,,,,,, grubundaki veriler icin MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk ka Ck pk Ekg Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal
model icin BIC degerleri 46.245 104.005 348.923
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC 29.864 89.041 315.320
degerleri
Cok degiskenli iic normal
dagilimin karmasi icin BIC 21.649 84.661 306.726
degerleri
Cok degiskenli dort normal
dagilimin karmasi icin BIC 33.862 97.908 306.368
degerleri

Tablo 7.25’teki sonuglara gore G,,,,,, olarak adlandirilan gruptaki veriler i¢in

liclincli agsamada karma normal dagilim modeli olusturuldugunda ii¢ alt grup yapisi

elde edilmistir. G,5515111> Guzooin V€ Gusapnngs Olarak adlandirilan bu i alt gruptaki

gbzlemlerin dagilimi Tablo 7.26’da verilmistir.

Tablo 7.26. Cam belirleme verisinde G,,,,,, grubundaki goézlemlerin alt gruplara

dagilimi.
Verideki Alt Grup Yapisi
Veri G G011 G Toplam
Gy 6 8 6 20
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Tablo 7.26’daki sonuglara gore G,,,,,, grubundaki 20 gozlem degerinden 6
tanesi G,;,,,,, alt grubuna, 8 tanesi G,;,,,,,, alt grubuna ve 6 tanesi G,;,,,,; alt

grubuna siniflandirilmastir.

Ikinci asama sonunda elde edilen G, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,,, grup olarak alinsin.
Gy, grubundaki veriler i¢in MIXMOD yazilimi kullanilarak {giincii agamada

olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.27’de

verilmistir.

Tablo 7.27. Cam belirleme verisinin G,,,,,, grubundaki veriler i¢in MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk T
Cok degiskenli normal
model icin BIC degerleri 18.814 39.395 132421
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC 26.723 21.280 133.423
degerleri

Tablo 7.27°deki sonuglara gore G,,,,, grubu alt grup igermemektedir. Bu

nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi

sonucunda G;,,,,, grubu bir kiimelenme olarak elde edilmistir.

Ikinci agsama sonunda elde edilen G,,,,, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G;,,,,, grup olarak alinsin.
G, grubundaki veriler i¢in MIXMOD yazilimi kullanilarak {giincii asamada

olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.28’de

verilmistir.
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Tablo 7.28. Cam belirleme verisinin G,,,,,, grubundaki veriler icin MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal i
model icin BIC degerleri -147.724 45.088 190.240
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -142.016 -36.160 168.364
degerleri

Tablo 7.28’deki sonuglara gore G,,,,,, grubu alt grup icermemektedir. Bu

nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi

sonucunda G;,,,,, grubu bir kiimelenme olarak elde edilmistir.

Ikinci asama sonunda elde edilen G.,,,, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,,,, grup olarak alinsin.
Gy, grubundaki veriler igcin MIXMOD yazilimi kullanilarak {iglincii asamada

olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.29°da
verilmigtir.

Tablo 7.29’daki sonuglara gore G, grubu alt grup icermemektedir. Bu
nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi

sonucunda G;,,,,, grubu bir kiimelenme olarak elde edilmistir.

Tablo 7.29. Cam belirleme verisinin G;,,,,, grubundaki veriler i¢in MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Tk Bk pk Lk T
Cok degiskenli normal
model i¢cin BIC degerleri -52.117 38.895 115.068
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -48.234 40.626 119.609
degerleri
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Ikinci asama sonunda elde edilen G,,.,, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,,;, grup olarak alinsin.
G105, grubundaki veriler i¢cin MIXMOD yazilimi kullanilarak {iglincii asamada

olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.30°da

verilmigtir.

Tablo 7.30. Cam belirleme verisinin G,,,,;, grubundaki veriler icin MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal
model icin BIC degerleri -49.315 27518 112.302
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -35.611 17.819 102.416
degerleri

Tablo 7.30’daki sonuglara gore G,,,,;, grubu alt grup icermemektedir. Bu

nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi

sonucunda G;,,,,, grubu bir kiimelenme olarak elde edilmistir.

Ikinci asama sonunda elde edilen G,,,,, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,,;, grup olarak alinsin.
G103, grubundaki veriler i¢cin MIXMOD yazilimi kullanilarak {iglincii asamada

olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri Tablo 7.31°de

verilmigtir.
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Tablo 7.31. Cam Belirleme verisinin G,,,,;, grubundaki veriler icin MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal
model icin BIC degerleri 18.248 36918 186.041
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC 21.380 47.863 162.153
degerleri

Tablo 7.31°deki sonuglara gore G,,,,;, grubu alt grup icermemektedir. Bu

nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi

sonucunda G;,,,;, grubu bir kiimelenme olarak elde edilmistir.

Doérdiincii asamada yapilan islemler:

Uglincii asama sonunda elde edilen G,,,,,,,, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,,,,, grup olarak
tanmimlansin.  G,;,,,,,, grubundaki veriler icin MIXMOD yazilimi1 kullanilarak

dordiincii asamada olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri

Tablo 7.32°de verilmistir.

Tablo 7.32. Cam belirleme verisinin G,,,,,,,, grubundaki veriler i¢in MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal
model icin BIC degerleri -153.015 -157.471 -28.202
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -144.622 -124.131 -15.371
degerleri
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Tablo 7.32’deki sonuglara gére G,;,,,,,, grubu alt grup icermemektedir. Bu

nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi

sonucunda G,,,,,,; grubu bir kiimelenme olarak elde edilmistir.

Ugiincii asama sonunda elde edilen G,,,,,,,, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayism. G,;,,,,,, grup olarak
tanimlansin. G;,,,,,, grubundaki veriler icin MIXMOD yazilimi kullanilarak

dordiincii asamada olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri

Tablo 7.33’te verilmistir.

Tablo 7.33. Cam belirleme verisinin G,;,,,,,, grubundaki veriler i¢in MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk LK I
Cok degiskenli normal i )
model icin BIC degerleri -441.829 422.343 59.472
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -412.389 -411.693 -116.848
degerleri

Tablo 7.33’teki sonuglara gore G,,,,,,,, grubu alt grup igermemektedir. Bu

nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi

sonucunda G;,,,,,, grubu bir kiimelenme olarak elde edilmigtir.

Ugiincii asama sonunda elde edilen G,y ., alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,,,,,, grup olarak
tanimlansin.  G,;,,,,,, grubundaki veriler icin MIXMOD yazilimi kullanilarak

dordiincii asamada olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri

Tablo 7.34°de verilmistir.
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Tablo 7.34. Cam belirleme verisinin G,,,,,,,, grubundaki veriler i¢in MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal i ]
model icin BIC degerleri -228.259 206.997 11.084
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -205.655 -202.456 -18.564
degerleri

Tablo 7.34’deki sonuglara gore G,;,,,,,, grubu alt grup icermemektedir. Bu

nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi

sonucunda G,,,,,,; grubu bir kiimelenme olarak elde edilmistir.

Ugiincii asama sonunda elde edilen G,,,,,,,, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayism. G,;),,,,, grup olarak
tanimlansin. G35,

grubundaki veriler i¢gin MIXMOD yazilimi1 kullanilarak

dordiincii asamada olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri

Tablo 7.35°te verilmistir.

Tablo 7.35. Cam belirleme verisinin G,y,,,,,, grubundaki veriler i¢in MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal i )
model icin BIC degerleri -527.689 443.599 29.466
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -512.459 -443.116 -60.460
degerleri
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Tablo 7.35’teki sonuglara gore G,;,,,,,, grubu alt grup icermemektedir. Bu

nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi

sonucunda G,,,,,,, grubu bir kiimelenme olarak elde edilmistir.

Ugiincii agsama sonunda elde edilen G,,,,,,, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,,,,,, grup olarak
tanimlansin. G,;,,,,,, grubundaki veriler i¢in MIXMOD yazilimi kullanilarak

dordiincii asamada olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri
Tablo 7.36’da verilmistir.

Tablo 7.36’daki sonuglara gore G,s,,,,;; grubu alt grup icermemektedir. Bu

nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi

sonucunda G,,,,;; grubu bir kiimelenme olarak elde edilmistir.

Tablo 7.36. Cam belirleme verisinin G,;,,,;;; grubundaki veriler i¢in MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Tk Bk pk Lk T
Cok degiskenli normal
model icin BIC degerleri -33.378 8.648 89.521
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC 7.831 78.419 95.677
degerleri

Ugiincii asama sonunda elde edilen G,,,,,,,, alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayism. G,;,,,,,, grup olarak
tamimlansin. G,3,,,,;, grubundaki veriler i¢in MIXMOD yazilimi1 kullanilarak

dordiincii asamada olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri
Tablo 7.37°de verilmistir.

Tablo 7.37°deki sonuglara gore G,;,,,,,, grubu alt grup icermemektedir. Bu

nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi

sonucunda G,,,,,;, grubu bir kiimelenme olarak elde edilmistir.
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Tablo 7.37. Cam belirleme verisinin G;,,,,,, alt grubundaki veriler i¢in MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk LK I
Cok degiskenli normal i
model igin BIC degerleri 8.428 92881 -49.907
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC -6.187 -17.020 75.402
degerleri

Ugiincii asama sonunda elde edilen G,,,,,,,; alt grubundaki verilerin gok
degiskenli karma normal dagilimdan geldigi varsayilsin. G,,,,,,,; grup olarak
tanimlansin.  G,;,,,,,; grubundaki veriler icin MIXMOD yazilimi kullanilarak

dordiincii asamada olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC degerleri

Tablo 7.38’de verilmistir.

Tablo 7.38. Cam belirleme verisinin G,;,,,,,; grubundaki veriler icin MIXMOD

yazilimi kullanilarak olusturulan karma normal modeller ve elde edilen BIC
degerleri.

Normal Model Tipi
Elipsoidal Kosegen Kiiresel

Karma Normal Model pk Lk Ck pk Lk Bk pk Lk I
Cok degiskenli normal )
model icin BIC degerleri 23953 109.889 31.282
Cok degiskenli iki normal
dagilimin karmasi icin BIC 29.720 50.264 79.947
degerleri

Tablo 7.38’deki sonuglara gore G,;,.,,,; grubu alt grup icermemektedir. Bu

nedenle ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi
sonucunda G,,,,,,; grubu bir kiimelenme olarak elde edilmistir.

Dordiincli asama sonunda cam belirleme verisindeki tiim kiimelenmeler
belirlenmistir. Elde edilen tiim kiimelenmeler homojen yapidadir. Bu calisma

sonucunda cam belirleme verisi i¢in ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek
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kiimelenmesi yontemini kullanarak olusturulan 15 kiimelenme yapist ve her
kiimedeki gozlem sayist Sekil 7.4’de gosterilmistir. Cam belirleme verisi i¢in ¢ok
degiskenli verideki gruplarin inceltilerek kiimelenmesi yoOntemini kullanarak
olusturulan 15 kiimelenme yapist i¢in ortalama vektorleri ve kovaryans matrisleri

Tablo 7.39°da verilmistir.

Glass n=214
G_1 G2
n=140 n=74
G_1_2 G 21 G 22 G_23
n=57 n=28 n=28 n=18
[ﬁ_i_zj‘ ’e_i_z_zl |G_1_2_3| Iq_;_U‘ Ia_z_ul Ie_i_z_1| |e_:i_2_2| |G_?_3_1 [GJ'S'?l
n=26 n=18 n=13 n=8 n=21 n=7 n=7 n=11
GAAAS @112 0021 8122 62111 8 2 ]
=10 =27 np=15 nsd n=@ n=g n=§

Sekil 7.4. Cam belirleme verisi i¢in ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek
kiimelenmesi yoOntemini kullanarak olusturulan 15 kiimelenme yapist ve her
kiimedeki gézlem sayisi.
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Tablo 7.39. Cam belirleme verisi i¢in ¢ok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek
kiimelenmesi yontemini kullanarak olusturulan 15 kiimelenme yapisi i¢in ortalama
vektorleri ve kovaryans matrisleri.

Kiime | Kiime Ad1 Gozlem Ortal?n.l‘a Kovaryans Matrisi
Sayisi Vektorii

1.5164 | 0.0000 | 0.0000 [ 0.0000 [ 0.0000 | 0.0000
13.1930 | 0.0000 | 0.0416 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
1 G o 10 1.2740 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0027 | 0.0000 | 0.0000
72.7590 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0163 | 0.0000

8.5190 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0445

1.5163 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
13.0941 | 0.0000 | 0.0620 | -0.0015 | -0.0450 | -0.0106
2 | G 27 1.5230 | 0.0000 | -0.0015 | 0.0035 | -0.0027 | -0.0014
72.9459 | 0.0000 | -0.0450 | -0.0027 | 0.0671 | -0.0036

8.0356 | 0.0000 | -0.0106 | -0.0014 | -0.0036 | 0.0150

1.5183 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
13.2073 | 0.0000 | 0.0489 | 0.0061 | -0.0300 | -0.0310
3 G 11101 15 1.2393 | 0.0000 | 0.0061 | 0.0087 | -0.0105 | -0.0064
72.5313 | 0.0000 | -0.0300 | -0.0105 | 0.0764 | -0.0089

8.3840 | 0.0000 | -0.0310 | -0.0064 | -0.0089 | 0.0421

1.5176 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
12.8913 | 0.0000 | 0.0786 | -0.0085 | -0.0315 | -0.0431
4 | G 31 1.2516 | 0.0000 | -0.0085 | 0.0113 | -0.0013 | -0.0010
73.0268 | 0.0000 | -0.0315 | -0.0013 | 0.0520 | -0.0089

8.5274 | 0.0000 | -0.0431 | -0.0010 | -0.0089 | 0.0521

1.5175 | 0.0000 | 0.0002 | -0.0002 | -0.0001 | 0.0002
13.2358 | 0.0002 | 0.1831 | -0.0702 | -0.0939 | -0.0313
5 G 26 1.4323 | -0.0002 | -0.0702 | 0.1130 | -0.0088 | -0.0895
72.8327 | -0.0001 | -0.0939 | -0.0088 | 0.1185 | 0.0496

8.4862 | 0.0002 | -0.0313 | -0.0895 | 0.0496 | 0.1642

1.5219 | 0.0000 | 0.0000 | -0.0001 | 0.0000 | 0.0001
13.7222 | 0.0000 | 0.1980 | -0.0281 | -0.1111 | -0.0763
6 | Gy 18 0.8006 | -0.0001 | -0.0281 | 0.0337 | 0.0069 | -0.0273
71.8150 | 0.0000 | -0.1T11 | 0.0069 | 0.0795 | 0.0478

9.6150 | 0.0001 | -0.0763 | -0.0273 | 0.0478 | 0.1170

1.5185 | 0.0000 | 0.0002 | -0.0001 | -0.0001 | 0.0001
13.4454 | 0.0002 | 0.1547 | -0.0370 | -0.1077 | -0.0445
7 Gy 13 1.4408 | -0.0001 | -0.0370 | 0.0289 | 0.0198 | -0.0147
72.1215 | -0.0001 | -0.1077 | 0.0198 | 0.0916 | 0.0331

8.8000 | 0.0001 | -0.0445 | -0.0147 | 0.0331 | 0.0753

1.5185 | 0.0000 | 0.0002 | -0.0001 | -0.0001 | 0.0001
13.4454 | 0.0002 | 0.1547 | -0.0370 | -0.1077 | -0.0445
7 Gy 13 1.4408 | -0.0001 | -0.0370 | 0.0289 | 0.0198 | -0.0147
72.1215 | -0.0001 | -0.1077 | 0.0198 | 0.0916 | 0.0331

8.8000 | 0.0001 | -0.0445 | -0.0147 | 0.0331 | 0.0753

1.5183 | 0.0000 | 0.0004 | 0.0004 | -0.0038 | 0.0027
14.3767 | 0.0004 | 0.1776 | 0.0149 | -0.1823 | 0.0060
8 I 6 1.8083 | 0.0004 | 0.0149 | 0.0419 | -0.1542 | 0.1270
72.4850 | -0.0038 | -0.1823 | -0.1542 | 1.6973 | -0.9072

9.5683 | 0.0027 | 0.0060 | 0.1270 | -0.9072 | 1.2678
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Tablo 7.39 (Devami). Cam belirleme verisi i¢in ¢ok degiskenli verideki gruplarin
inceltilerek kiimelenmesi yontemini kullanarak olusturulan 15 kiimelenme yapis1 igin
ortalama vektorleri ve kovaryans matrisleri.

Kiime | Kiime Ad1 Gozlem Ortal?n‘l‘a Kovaryans Matrisi
Sayisi Vektorii

1.5212 | 0.0000 [ 0.0007 [ -0.0003 | -0.0020 | 0.0021
13.2513 | 0.0007 | 0.1386 | -0.0436 | -0.2937 | 0.1903
9 G ioioi1 8 1.5563 | -0.0003 | -0.0436 | 0.0287 | 0.1128 | -0.1045
72.7438 | -0.0020 | -0.2937 | 0.1128 | 0.7361 | -0.6601
11.7013 | 0.0021 | 0.1903 | -0.1045 | -0.6601 | 0.8715

1.5279 | 0.0000 | -0.0008 | 0.0000 | -0.0015 | 0.0042
12.4700 | -0.0008 | 1.2194 | 0.0618 | -0.9680 | -1.6740
10 G o113 6 0.8367 | 0.0000 | 0.0618 | 0.0348 | -0.0848 | -0.0818
71.6983 | -0.0015 | -0.9680 | -0.0848 | 1.3730 | 0.5895
13.7767 | 0.0042 | -1.6740 | -0.0818 | 0.5895 | 3.6524

1.5211 | 0.0000 | 0.0013 | -0.0009 | -0.0026 | 0.0024
13.9300 | 0.0013 | 1.0882 | 0.1566 | -1.1578 | -0.3451
11 Gaior 8 1.4563 | -0.0009 | 0.1566 | 0.2284 | -0.0089 | -0.5048
72.4800 | -0.0026 | -1.1578 | -0.0089 | 1.8681 | 0.2765

8.1763 | 0.0024 | -0.3451 | -0.5048 | 0.2765 | 1.5848

1.5161 | 0.0000 | -0.0006 | 0.0003 | -0.0006 | 0.0004
14.7390 | -0.0006 | 0.4694 | -0.3065 | 0.2811 | -0.3447
12 Gy 21 2.2119 | 0.0003 | -0.3065 | 0.2785 | -0.2073 | 0.2707
73.3205 | -0.0006 | 0.2811 | -0.2073 | 0.2802 | -0.2427

8.6652 | 0.0004 | -0.3447 | 0.2707 | -0.2427 | 0.3129

1.5212 | 0.0000 | -0.0051 | 0.0010 | -0.0037 | 0.0057
13.6257 | -0.0051 | 1.5394 | -0.4213 | 1.0166 | -1.6835
13 Griom 7 1.4757 | 0.0010 | -0.4213 | 0.2711 | -0.1637 | 0.4144
71.9171 | -0.0037 | 1.0166 | -0.1637 | 0.7873 | -1.1757

9.9814 | 0.0057 | -1.6835 | 0.4144 | -1.1757 | 1.8986

1.5201 | 0.0000 | -0.0015 | 0.0008 | -0.0011 | 0.0034
12.4429 | -0.0015 | 1.4266 | -0.5403 | 0.4784 | -0.3700
14 Gy 7 1.1857 | 0.0008 | -0.5403 | 0.2427 | -0.2806 | 0.2808
73.3029 | -0.0011 | 0.4784 | -0.2806 | 0.4612 | -0.3348
10.9186 | 0.0034 | -0.3700 | 0.2808 | -0.3348 | 2.0242

1.5202 | 0.0000 | -0.0007 | 0.0005 | -0.0007 | 0.0024
12.8091 | -0.0007 | 1.3203 | -0.3720 | 0.1630 | -0.2480
15 Gaiony 11 1.3700 | 0.0005 | -0.3720 | 0.2689 | -0.2706 | 0.0399
73.1382 | -0.0007 | 0.1630 | -0.2706 | 0.4354 | -0.0828
10.6827 | 0.0024 | -0.2480 | 0.0399 | -0.0828 | 1.5829
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8. COK DEGISKENLIi VERIDEKI GRUPLARIN iNCELTIiLEREK KARMA
KUMELEME ANALIZi iLE COK BANTLI UYDU GORUNTUSUNUN
ALAN BAZINDA EGIiTiMLi SINIFLANDIRILMASI

Bu boliimde gelismis uydu teknolojileri kullanilarak uzaktan algilanmis ve
sayisallastirilmig, birbirinden ayirt edilebilen boliimler ya da alanlar iceren, ¢ok
bantli uydu goriintii verisi gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi ile alan-
bazinda egitimli siniflandirilmastir.

Uzaktan algilama diinya iizerindeki nesne ya da alanlar hakkinda bilgiyi bu
nesne yada alanlarla dogrudan yani fiziksel bir temas olmaksizin bilgi toplamadir. Bu
anlamda insanlar gorerek, isiterek, kokular1 algilayarak uzaktan algilama
gergeklestirirler.  Gelistirilen bircok uzaktan algilama araci ile nesnelerin
ylzeylerinden yansittiklar1 veya yaydiklari elektromanyetik enerji ol¢iilerek kayit
edilir.

Uzaktan algilama teknikleri elektromanyetik spektrumun degisik dalga
boylarinda diinya yiizeyinden goriintiiler almamizi saglar. Bir uzaktan algilanmig
gorlintiinlin en onemli karakteristiklerinden biri dalga boyu bolgesidir. Diinya
gbzlem uydu sensorleri diinya yiizeyi tarafindan elektromanyetik yayilim ya da
yanstmay1r Olger. Olgiilen radyomanyetik yansimalar yeryiizii yiizeyinin
karakteristiklerine baglidir. Goriintii verisinden arazi bilgisinin elde edilmesini
yeryiizili Ortiisii ile 6l¢lim degerleri arasindaki iliski saglar.

Aktif algilayicilar yeryliziine elektromanyetik spektrumun mikrodalga
degisim aralifinda 1sin sinyalleri gonderirler ve geri donen miktar1 ardisik zaman
araliklarinda dlgerler. Pasif algilayicilar ise diinya ylizeyinden yayilan termal infrared
isinlart ya da gilinesten ¢ikip yiizeyinden yansiyan goriilebilir ve infrarede yakin
1simalar1 Olger. Thematic Mapper sensor (TM), Landsat Earth goézlem uydu
programinda kullanilmaktadir. TM bir pasif algilayicidir ve yeryliziine carpip

yanstyan giines 15181 yayilimlarini dlger.
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Sekil 8.1. Algilayicr tipleri.

8.1. Landsat Uydusu ve Algilayic1 Ozellikleri

Yerylizii kaynaklar1 sivil uydu projesi ilk defa 1960’11 yillarin ortasinda
gelismeye baslamis ve Landsat programinin olusmasi saglanmustir. Ilk Landsat
uydusu NASA tarafindan 1972 yilinda uzaya gonderilmistir. Bu uyduyu daha sonra
Landsat 2, 3, 4 ve 5 uydulan sirasiyla 1975, 1978, 1982 ve 1984 yillarinda takip
etmistir. Bunlardan Landsat 5 uydusu halen aktif durumdadir. 1993 yilinda
gonderilen Landsat 6 uydusu aktif olamamis bunun iizerine 1999 yilinda Landsat 7
uydusu gonderilmistir. Zaman igerisinde ticarilesen Landsat uydular1 1992 yilindan
itibaren NASA ve ABD savunma birimi taraflarindan idare edilmektedir.

Cok banth algilayicilar elektromanyetik spektrumun farkli boliimlerindeki
yansimalar1 es zamanli olarak olgerler. Bir algilayicinin spectral ¢oziintirliigii dalga
boylar1 ya da dalga boyu araliklar ile ifade edilen band sayis1 ve onlarin spektrum
icerisindeki konumlari ile belirlenir. Landsat 1, Landsat 2 ve Landsat 3 uydularinin
ana algilayicist olan Multi Spectral Scanner (MSS) spektrumun goriilebilir ve
infrarede yakin degisim araliginda 4 band iizerinden islem yapmaktadir. Landsat 4 ve
5 uydularindaki Thematic Mapper (TM) sensorii ise yedi spektral band iizerinden
Ol¢iimler yapmaktadir. MSS ve TM bandlarmin karakteristikleri farkli tipteki
yerylizii kaynaklarinin tespit edilmesi ve izlenmesini maksimum kapasitede

gerceklestirecek sekilde secilir.
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Tablo 8.1. Landsat 4 ve Landsat 5 uydusunun Multi Spectral Scanner (MSS)
algilayicisinin bantlari, veri topladiklar1 dalga boylari ve ¢oziiniirliikleri.

Uvdu Kanal Veri Topladig1 Dalga Boyu Coziiniirliikk
y (Bant) (Mikrometre) (Metre)
Bantl 0.5-0.6 80
Bant2 0.6-0.7 80
II\J/[ASEDSAT Bant3 0.7-0.8 80
Bant4 0.8-1.1 80

Tablo 8.2. Landsat 4 ve 5 uydusunun Thematic Mapper (TM) algilayicisinin
bantlari, veri topladiklar1 dalga boylar1 ve ¢oziintirliikleri.

Uydu Kanal Veri Topladig1 Dalga Boyu Coziiniirliik
(Bant) (Mikrometre) (Metre)

Bantl 0.45-0.52 30
Bant2 0.52 - 0.60 30
Bant3 0.63 - 0.69 30

PANDSAT TBang— 0.75-0.90 30
Bant5 1.55-1.75 30
Bant6 10.40 - 12.5 120
Bant7 2.08 - 2.35 30

TM bandlar1 ve bunlarin belirli kompozisyonlar1 farkli tiirde yeryiizii
kaynaklarmi belirlemede kullanilir. Ornegin 4. band kirmizi rengi temsil eder ve
parlak kirmizi renk yetisen bitki Ortiisiinii gdsterir. Toprak ya da seyrek bitki ortiilii
alanlar nem ve organik madde ihtiva oranina bagli olarak beyazdan yesile ya da
kahverengiye kadar renk kombinasyonlari ile temsil edilir.

Olgiim prensipleri algilayict tipine gore degisir. On islemden gegen &lgiim
tirleri arazide bir bolgeye karsilik gelir ve goriintiide bir piksel ile temsil edilir.
Bolgeler aras1 uzaklik bitigik goriintii pikselleri arasindaki uzaklik ile belirlenir. Bu

uzaklik bir goriintii algilayicisinin uzaysal ¢oziiniirliigiinii belirler.
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Sekil 8.2. Landsat MSS Uydusunun bantlar1 ve veri topladig1 dalga boylari.

Generalised reflectance spectra of some earth surface materials: Landsat TM
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Sekil 8.3. Landsat TM Uydusunun bantlar1 ve veri topladigi dalga boylari.
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8.2. YONTEM

Bu boliimde c¢ok bantli uydu goriintii verisinin ¢ok degiskenli verideki
gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi incelenmistir. Cok degiskenli karma
normal dagilim modellerinin olusturulmasi, parametre tahminlerinin hesaplanmasi ve
grafiksel gosterimler icin MIXMOD yazilimi (Biernacki ve ark. 2006) kullanilmastir.
Ayrica olusturulan ¢ok degiskenli karma normal dagilim modellerinin 3 boyutlu
grafiklerinin ¢iziminde EMMIX yazilimi (McLachlan ve ark. 1999) kullanilmistir.
Karma kiimeleme analizinde ¢ok degiskenli karma normal dagilim modelindeki
parametreler, karma en c¢ok olabilirlik yontemiyle birlikte EM algoritmasi
(McLachlan ve Krishnan 1997) kullanilarak tahmin edilmistir. En iyi ya da uygun
kiimeleme yapisi, bir bilgi kriterinin kullanilmasiyla elde edilir. Farkli bilgi kriterleri
bulunmakla birlikte bu c¢alismada Bayesci bilgi kriteri (BIC) (Schwarz 1978)
kullanilmustir.

Alan bazinda egitimli siniflandirma yonteminde ayristirma fonksiyonu olarak
Bhattacharyya uzakligr (Mac ve Barnard 1996, Pichler ve ark. 1996) kullanilmistir.
Bhattacharyya uzaklig1 farkli kovaryansa sahip iki cok degiskenli normal dagilim
arasindaki uzakligin 6l¢timiinde kullanilabilir (Mak ve Barnard 1996, Pichler ve ark.
1996). Siniflandirma igin karar kural elde edilen Bhattacharyya uzaklik degerlerine
gore olusturulmustur. Cok degiskenli verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme
analizi ile alan bazinda egitimli siniflandirmada elde edilen siiflandirma hata
matrisi, genel dogruluk, kullanici dogrulugu ve tiretici dogrulugu (Richards 1986)

belirtilmistir.

8.2.1. Cok Banth Uydu Gériintii Verisinin Gruplarin Inceltilmesiyle Karma
Kiimeleme Analizi ile Alan Bazinda Egitimli Simflandirilmasi I¢in

Kontrol Ve Test Gruplarinin Belirlenmesi
Uzaktan algilanmig ¢ok bantli uydu goriintii verisinin i¢ i¢e karma kiimeleme

analizi kullanilarak alan bazinda egitimli siiflandirilmasi i¢in Oncelikle goriintii

verisindeki test gruplar1 (TG) ve kontrol gruplart (CG) belirlenmelidir. Egitimli
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siniflandirma ¢ergevesinde kontrol gruplari, bolgede ilgilenilen tiirdeki alanlardir.
Bolgedeki belirlenen kontrol smiflari digindaki tiim smiflar test siniflari olarak
adlandirilir.  Test smiflar1  icin sadece bolgenin uzaktan algilanmig ve
sayisallagtirilmis ¢ok bantli uydu goriintii verisi kullanilir ve yansima o6zellikleri

belirlenir. Test siniflar1 igin bolgede arazi ¢alismalari yapilmaz.

8.2.2. Cok Banth Uydu Gériintii Verisinin Gruplarin Inceltilmesiyle Karma
Kiimeleme Analizi ile Alan Bazinda Egitimli Simiflandirilmasi I¢in

Ayristirma Fonksiyonu

Cok degiskenli verinin alan bazinda egitimli siniflandirilmasinda ayrigtirma
fonksiyonu olarak Bhattacharyya uzakligi kullanilabilir. Diger bir ifadeyle alan
bazinda egitimli siniflandirmada test gruplar i¢in olusturulan ¢ok degiskenli normal
dagilim modelleriyle kontrol gruplar1 i¢in olusturulan ¢ok degiskenli normal dagilim
modellerini karsilagtirmak amaciyla Bhattacharyya uzakligi kullanilir. Bhattacharyya
uzaklig: farkli kovaryans matrislerine sahip iki ¢ok degiskenli normal dagilim modeli

arasindaki uzakligi hesaplamada kullanilir. i-inci 7G ve j-inci CG arasindaki
D7 ile gosterilen Bhattacharyya uzakligi (Mak and Barnard 1996, Pichler ve ark.

1996),

2F+z$

1 2
—1 8.1
+-n Fim‘ ,—‘ch‘ (8.1)

formundadir. Burada p, ve X, ¢ok degiskenli normal dagilimin sirastyla ortalama

oz = [ o)

vektorii ve kovaryans matrisidir. Test gruplari ile kontrol gruplar1 arasindaki

Bhattacharyya uzaklik degerleri kullanilarak bir uzakliklar matrisi olusturulur.
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8.2.3. Cok Banth Uydu Gériintii Verisinin Gruplarin Inceltilmesiyle Karma
Kiimeleme Analizi ile Alan Bazinda Egitimli Simflandirilmas I¢in

Karar Kurah

Alan bazinda egitimli smniflandirmada karar kurali, Bhattacharyya
uzakliklarina dayali olarak tanimlanir. Karar kuralina gére bir test grubu aralarindaki
Bhattacharyya uzakligt minimum olan bir kontrol grubuna atanir. Alan bazinda
egitimli siiflandirmanin son asamasinda siniflandirma hata matrisi olusturulur. Bu
sayede fiiretici dogrulugu, kullanici dogrulugu ve genel dogruluk cinsinden

siniflandirmanin sonucu yorumlanir.

8.2.4. Cok Banth Uydu Gériintii Verisinin Gruplarin Inceltilmesiyle Karma
Kiimeleme Analizi ile Alan Bazinda Egitimli Simiflandirilmasi I¢in

Olusturulan Algoritma

Cok bantli uydu goriintii verisinin karma kiimeleme analizi kullanilarak alan
bazinda egitimli siiflandirilmasi icin Onerilen algoritmanin adimlar1 asagidaki
gibidir.

1. Cok banthi uydu goriintii verisindeki kontrol gruplari belirlenir ve kontrol
gruplart i¢in ¢ok degiskenli normal dagilim modelleri olusturulur.

2. Cok bantli uydu goriintii verisinin ¢ok degiskenli normal dagilimlarin bir
karmasindan geldigi varsayimi yapilir ve veriye karma kiimeleme analizi
uygulanir. Bu sayede veri alt gruplara ayrilir.

3. Elde edilen her bir alt grubun homojenligi test edilir.

4. Eger alt grup homojen ise bu alt grup bir kiime olarak belirlenir ve bu alt grup
ya da kiime i¢in ¢ok degiskenli normal dagilim modeli olusturulur ve 5.
adima gecilir. Eger alt grup homojen degil ise bu alt gruptaki veri i¢in ¢ok
degiskenli normal dagilimlarin bir karmasindan elde edildigi varsayimi
yapilir ve alt gruptaki veriye tekrar karma kiimeleme analizi uygulanir. Bu

sayede alt gruptaki veri daha kiiclik hacimli alt gruplara ayrilir ve 3. adima
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geri doniliir. Bu isleme elde edilen tim alt gruplarin homojenligi
saglanincaya kadar devam edilir.

5. Test gurubu olarak adlandirilan her bir homojen alt grup ya da kiime i¢in
olusturulan ¢ok degiskenli normal dagilim modeliyle her bir kontrol grubu ya
da kiimesi i¢in olusturulan ¢ok degiskenli normal dagilim modeli arasindaki
Bhattacharyya uzakliklar1 hesaplanir. Bu uzaklik degerlerine gore bir uzaklik
matrisi olusturulur.

6. Uzaklik matrisinin girdileri, homojen test kiimeleri ve kontrol kiimeleri
arasindaki Bhattaracyya uzakliklarindan olugmaktadir. Bir test kiimesi
Bhattaracyya uzakligi cinsinden kendine en yakin bir kontrol kiimesine
siiflandirilir. Diger bir ifadeyle bir test kiimesi aralarindaki Bhattaracyya

uzaklig1 minimum olan kontrol kiimesine siniflandirilir.

8.3. Cok Banth Uydu Gériintii Verisinin Gruplarin Inceltilmesiyle Karma
Kiimeleme Analizi ile Alan Bazinda Egitimli Stmflandirilmasi i¢in Bir

Uygulama

Bu tez calismasinda Onerilen ya da olusturulan alan bazindaki egitimli
siniflandirma yonteminin ¢aligma prensibi, bir tarimsal bdlgedeki parselleri

siiflandirma uygulamasi tizerinde agiklanacaktir.

8.3.1. Verinin Yapis1 ve Ozelligi

Cok degiskenli normal dagilimlarin karmasina dayali i¢ ice kiimeleme analizi
kullanilarak alan bazinda egitimli siniflandirma yontemi bir tarimsal bolgenin
uzaktan algilanmis Landsat Thematic Mapper (Landsat TM) goriintii verisine
uygulanacaktir. Cok bantli uydu goriintii verisi olarak Adana il smirlart i¢inde
bulunan bir bolgeye ait 27.03.1992 tarihli, yoriinge ve satir numarasi 175-34 olan
Landsat TM uydusunun 3., 4. ve 5. bantlarindaki piksel degerleri kullanilmistir (Erol
ve Akdeniz 2005). Landsat TM uydusunun 7 bandi bulunmasina karsin 3., 4. ve 5.

bantlarin kullanilmasinin nedeni, bu bantlarin bitki Ortlisiinii, suyu ve topragi iyi
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belirlemesidir yada ayirt etmesidir. Cok bantli uydu goriintli verisinin her bir band1

198x200 pikselden olusmaktadir (n =39600). Incelenen alanin uydu goriintiisii

Sekil 8.4’de gosterilmistir.

8.3.2. Goriintii Verisindeki Aday Kiime Merkezlerinin Sayis1 Hakkinda Bir

Aralik Olusturulmasi

Alan bazinda egitimli smiflandirma icin Sekil 8.4‘deki goriintii hakkinda
herhangi bir 6nbilgi bulunmayan goriintii verisinde aday kiime merkezlerinin
sayisina iligkin bir aralik Servi ve Erol (2007) tarafindan Onerilen yontemle elde
edilmistir. Bu yontem de c¢ok degiskenli verinin her bir X1, X2 ve X3
degiskenlerindeki optimum bilesen sayilart MIXMOD yazilimi kullanilarak farkl
bilesen sayilarinda elde edilen BIC kriterine gore sirasiyla k, =3, k, =3 ve k; =6

bulunmustur. Bu degiskenlere ait farkli bilesen sayilarinda elde edilen BIC degerleri
Sekil 8.5’te gosterilmistir. Her bir degisken icin elde edilen karma model yapilari
Tablo 8.3 - Tablo 8.5 ile verilmistir. Olusturulan bu karma model yapilari
degiskenlerdeki gozlem degerlerine gore ¢izilen histogramlarla birlikte Sekil 8.6’da

verilmigtir. Cok  degiskenli  verideki kiime sayis1 g  igin  aralik,

malkl{k,,k,,k,} < g <k k,k, bagmtisindan mak{3,3,6}£ g<33.6 yada 65g<54
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olarak bulunmustur. Bulunan bu aralik sayesinde ¢ok degiskenli verinin normal
dagilimlarin karmasina dayali i¢ ice kiimeleme analizinde model se¢imi icin bilgi
kriterleri hesaplanirken bilesen sayisi Fraley ve Raftery (1998)’de oldugu gibi birden
baslayarak degil, Servi ve Erol (2007)’de oldugu gibi altidan baslayarak yapilmistir
ve ilk yerel maksimum BIC degeri elde edilinceye kadar bir arttirilmistir. Burada

amag 6 < g <54 araliginda gergek kiime sayisinin belirlenmesidir.

270000 - 314000 -
271000 316000 -
272000
— 318000
273000 _
= 274000 - 2 320000 -
L) ﬂi
& 275000 - S -322000
[=] o
© 276000 1 2 324000 -
om o
277000
-326000
278000
s -328000
280000 : : : ) -330000 :
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Kiime Sayisi Kiime Sayisi
(a) X1 i¢in bilesen sayisi (b) X2 igin bilesen sayist
320000 -
322000 - D
324000 -
o
S -326000 -
=2
)
o
& 328000
o
330000 -
332000 -
334000 ;
1 2 3 4 5 6 7

Kiime Sayisi
(c) X3 i¢in bilesen sayisi

Sekil 8.5. Uydu goriintii verisinin X1, X2 ve X3 degiskenlerinin bilesen sayilar1 ve
bilesen sayilarina karsilik gelen BIC degerleri.
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Tablo 8.3. X1 degiskeni i¢cin MIXMOD programi kullanilarak elde edilen karma

normal modelin parametreleri.

Number of samples : 39600

Criterion Type : BIC

Initial start parameters method : RANDOM

Type : EM

Stopping rule : NBITERATION EPSILON

Number of iterations : 100

Set tolerance (xml criterion) : 0.0001

Number of Clusters : 3

Model Type : Gaussian Ellipsoidal Model : pk Lk C
Criterion Value : 272463.735530

Bilesen Karma Orani Ortalamasi Varyansi
1 0.537643 36.457967 16.704443
2 0.211430 46.901973 56.878098
3 0.250927 27.181136 5.792948

Tablo 8.4. X2 degiskeni icin MIXMOD programi kullanilarak elde edilen karma
normal modelin parametreleri.

Number of samples : 39600.000000

Criterion Type : BIC

Initial start parameters method : RANDOM

Type : EM

Stopping rule : NBITERATION EPSILON

Number of iterations : 100

Set tolerance (xml criterion) : 0.0001

Number of Clusters : 3

Model Type : Gaussian Ellipsoidal Model : pk Lk C
Criterion Value : 317227.586002

Bilesen Karma Orani Ortalamasi Varyansi

1 0.290019 38.756577 12.533709
2 0.323932 72.886278 65.402818
3 0.386049 52.906968 70.275182
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Tablo 8.5. X3 degiskeni i¢cin MIXMOD programi kullanilarak elde edilen karma
normal modelin parametreleri.

Number of samples : 39600.000000

Criterion Type : BIC

Initial start parameters method : RANDOM

Type : EM

Stopping rule : NBITERATION EPSILON

Number of iterations : 100

Set tolerance (xml criterion) : 0.000100

Number of Clusters : 6

Model Type : Gaussian Ellipsoidal Model : pk Lk C
Criterion Value : 322304.340183

Bilesen Karma Oram Ortalamasi Varyansi

1 0.060427 108.297037 84.839228
2 0.198078 53.272003 18.083439
3 0.199287 63.929819 35.209413
4 0.182998 65.693424 58.652770
5 0.205348 73.848768 108.118363
6 0.153862 78.768566 306.092891
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0 20 30 40 50 60
X2

(c) X3 i¢in

Sekil 8.6. Uydu goriintii verisinin X1, X2 ve X3 degiskenlerinin optimum bilesen
sayilarina gore karma dagilim modelleri.

8.3.3. Cok Banth Uydu Gériintii Verisinin Gruplarin Inceltilmesiyle Karma
Kiimeleme Analizi ile Alan Bazinda Egitimli Simflandirilmas i¢in

Kontrol Ve Test Gruplarinin Belirlenmesi
8.3.3.1 Kontrol Gruplarimin Belirlenmesi

Egitimli simniflandirma ¢ercevesinde: Her bir kontrol sinifinin ¢ok degiskenli
normal dagilimlarin bir karmasindan geldigi varsayimi altinda, 6 Tahil kontrol

sinifinin her biri ¢ok degiskenli normal dagilim modeline sahip homojen yapida 11

alt kiimesi, 4 Patates kontrol siifinin her biri ¢ok degiskenli normal dagilim
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modeline sahip homojen yapida 7 alt kiimesi, 6 Bostan kontrol sinifinin her biri ¢ok
degiskenli normal dagilim modeline sahip homojen yapida 12 bostan alt kiimesi, 3
Narenciye kontrol sinifinin her biri ¢ok degiskenli normal dagilim modeline sahip
homojen yapida 6 Narenciye alt kiimesi, 5 Toprak kontrol sinifinin her biri ¢ok
degiskenli normal dagilim modeline sahip homojen yapida 9 toprak alt kiimesi
belirlenmistir.

Diger bir ifadeyle 24 kontrol sinift i¢in 45 homojen yapida alt kiime elde

edilmistir. Kontrol smiflarma ait toplam piksel (gozlem) sayis1 n, =3682 dir.
Kontrol siniflar i¢in olusturulan karma modelin bilesen sayis1 45, 6 < g <54 aralik
igerisine diismektedir. Sekil 8.4. ile verilen uydu goriintii verisinin yeryiizii gergegine

gore elde edilen siiflandirma konusal haritasi Sekil 8.7°de gdsterilmistir.

[ Tahil

il

Sekil 8.7. Uydu goriintii verisinin yerylizii gercegine uygun olarak elde edilmis
siniflandirma konusal haritasi.

Tahil kontrol alanlar1 igin bilesen kiime sayilar1 ve karsilik gelen AIC ve BIC
degerleri Sekil 8.8”de gdsterilmistir.
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AIC and BIC AIC and BIC
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(c) Tahil Kontrol Alan1 3

AIC and BIC AIC and BIC
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1 1.2 14 1.% éEBr gf sz'"::pi
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(d) Tahil Kontrol Alan1 4

Sekil 8.8. Tahil kontrol alanlari i¢in bilesen kiime sayilar1 ve karsilik gelen AIC ve
BIC degerleri.
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Tahil kontrol alanlarinin BIC kriterine gore elde edilen bilesen kiime sayilar

i¢in 3 boyutlu karma yogunluk fonksiyon grafikleri Sekil 8.9°da gosterilmistir.

(a) Tahil Kontrol Alani 1 (b) Tahil Kontrol Alan1 2

(e) Tahil Kontrol Alan1 5 (f) Tahil Kontrol Alan1 6

Sekil 8.9. Tahil kontrol alanlarinin BIC kriterine gore elde edilen bilesen kiime
sayilar1 i¢in 3 boyutlu karma yogunluk fonksiyon grafikleri.

Tahil kontrol gruplariin birbirlerine olan Bhattacharyya uzaklik matrisi

Tablo 8.6’da verilmistir.
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Tablo 8.6. Tahil kontrol gruplarinin birbirlerine olan Bhattacharyya uzaklik matrisi.

T1 T2 T3 T4 TS T6
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
T1|{ 1| 0.00 [ 13.66 | 2.54 | 040 | 2.72 | 0.77] 029 | 1.28 | 0.71 | 1.92 2.87
2 1 13.66 | 0.00 7.25 | 1398 [ 2.12 | 9.27 | 26.94 | 47.76 | 10.08 | 23.21 | 102.69
T2 | 3| 2.54 7.25 0.00 | 148 | 437 [2.19] 487 | 698 | 0.67 | 6.53 | 13.17
4] 040 | 1398 | 1.48 | 0.00 | 3.62 | 1.16 | 0.86 | 2.01 | 0.53 | 4.78 6.98
T3 51272 2.12 437 | 362 | 0.00 | 1.45]) 460 | 7.30 | 3.53 | 4.13 | 10.18
6 [ 0.77 9.27 2.19 | 1.16 | 1.45 [ 0.00] 1.90 | 478 | 1.78 | 2.74 6.03
T4 | 7 { 029 | 2694 | 487 | 0.86 | 4.60 | 1.90( 0.00 | 0.60 | 1.03 | 3.22 3.08
T5 8[| 1.28 | 47.76 | 698 | 2.01 | 730 | 478 [ 0.60 | 0.00 | 1.74 | 6.33 2.19
9 | 0.71 10.08 | 0.67 | 0.53 | 3.53 | 1.78 | 1.03 1.74 | 0.00 | 4.81 3.72
T6 10 1.92 | 2321 | 653 | 478 | 4.13 | 2.74| 3.22 | 633 | 481 | 0.00 6.04
11| 2.87 | 102.69 | 13.17 | 6.98 | 10.18 | 6.03 | 3.08 | 2.19 | 3.72 | 6.04 0.00
Tahil kontrol siiflarinin alt gruplarina ait bilesen ortalamalar1 Tablo 8.7°de
verilmigtir.

Tablo 8.7. Tahil kontrol siniflarinin alt gruplarina ait bilesen ortalamalari.

ALT ALT SINIFLARIN ALT SINIFLARIN
SINIFI BiLESEN SAYISI ORTALAMASI

T1 1 27.750 72.347[ 56.813
1 37.250 61.000{ 85.000
T2 2 31.396 74.988| 69.041
TAHIL 3 27.560 76.104| 58.457
KONTROL T3 1 34.992 64.224| 73.603
SINIFI 2 30.075 68.565| 64.816
T4 1 25.846 75.094( 52.917
TS 1 23.501 80.839| 47.691
2 29.426 77.894| 63.877
T6 1 30.500 56.250( 60.500
2 25.813 63.781| 51.875

Tahil kontrol siiflarinin alt gruplarina ait bilesen kovaryans matrisleri Tablo
8.8’de verilmistir.
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Tablo 8.8. Tahil kontrol siniflarinin alt gruplarina ait bilesen kovaryans matrisleri

ALT ALT SINIFLARIN ALT SINIFLARIN
SINIFI BiLESEN SAYISI KOVARYANSI

_____ 37017 7212 4.189
Tl ! 72120 271297 9192
4.189: -9.192 14.263
[ 0.188 1250, 0250
1 | 12500 95000 0500,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 0250: 0500 5.000°
,,,,, 38321 2503  3.646
T2 2 | 2503 4.608]  -3.006.
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 36461 -3.006  12.271
,,,,, 2221] 2258 3.616
3 | 2258 6320 4878,
3.616: -4.878 12.672
_____ 3411, 3820 8.625
! 38200 9.6231 21527
TAHIL mo | sesia1s7 54133
KONTROL |~ | | 24191 -2.598 2814
SINIFI 2 2598 7115, -3.065,
2.814: -3.065 10.319
,,,,, 2278] -5.031,  3.332
T4 1 | -5.031 185811 -9.696.
3.332: -9.696 10.463
,,,,, 2678] 9.628  2.144
! | 9.628 485301 -5.784.
S T 2144 5784 6.638
| 89260 35260 18702,
2| 3526 12.893|  17.239
18.702 17.239:  63.854
14750 0.000. 0.0’
. 0.000: 18.188  0.000
O — 0.000] 0.000|  2.250
_____ 0.527: 0.000  0.000
2 0.000: 4.858: 0.000

Patates kontrol alanlari i¢in bilesen kiime sayilar1 ve karsilik gelen AIC ve

BIC degerleri Sekil 8.10°da gosterilmistir.
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(c) Patates Kontrol Alan1 3

(d) Patates Kontrol Alan1 4

Sekil 8.10. Patates kontrol alanlar1 i¢in bilesen kiime sayilar1 ve karsilik gelen AIC
ve BIC degerleri.

Patates kontrol alanlarinin BIC kriterine gore elde edilen bilesen kiime
sayilart1 i¢in 3 boyutlu karma yogunluk fonksiyon grafikleri Sekil 8.11°de
gosterilmistir.

Patates kontrol gruplarmin birbirlerine olan Bhattacharyya uzaklik matrisi
Tablo 8.9’da verilmistir.

Patates kontrol smiflarinin alt gruplarina ait bilesen ortalamalar1 Tablo

8.10°da verilmistir.
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(a) Patates Kontrol Alani 1 (b) Patates Kontrol Alan1 2

nnnnnn

(c) Patates Kontrol Alani 3 (d) Patates Kontrol Alan1 4
Sekil 8.11. Patates kontrol alanlariin BIC kriterine gore elde edilen bilesen kiime

sayilar1 i¢in 3 boyutlu karma yogunluk fonksiyon grafikleri.

Tablo 8.9. Patates kontrol gruplarinin birbirlerine olan Bhattacharyya uzaklik
matrisi.

P1 P2 P3 P4
1 2 3 4 5 6 7
Pl |1 0.00 0.57 2.39 0.51 8.37 2.14 0.14
P 2 0.57 0.00 2.10 0.17 7.18 1.72 0.24
3 2.39 2.10 0.00 2.56 2.27 1.53 1.93
P3 | 4 0.51 0.17 2.56 0.00 8.05 2.04 0.24
5 8.37 7.18 2.27 8.05 0.00 2.26 7.34
P4 | 6 2.14 1.72 1.53 2.04 2.26 0.00 1.59
7 0.14 0.24 1.93 0.24 7.34 1.59 0.00
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Tablo 8.10. Patates kontrol siniflarinin alt gruplarina ait bilesen ortalamalari.

ALT | ALT SINIFLARIN ALT SINIFLARIN
SINIFI | BILESEN SAYISI ORTALAMASI
P1 1 30.182 | 31.963 :50.3401
| | A 31.817 1 33.060 | 50.137 |
2 35.339 | 43.649 | 66.420
P3 1 31.400 | 33.000 | 50.500
N | 31.084 | 63.197 | 62.165
P4 2 ] 31.206 : 42.484 : 55.899
3 30.812 | 32.847 | 51.153

Patates kontrol siniflarinin alt gruplarina ait bilesen kovaryans matrisleri

Tablo 8.11°de verilmistir.

Tablo 8.11. Patates kontrol siniflarinin alt gruplarina ait bilesen kovaryans matrisleri.

ALT ALT SINIFLARIN ALT SINIFLARIN
SINIFI BILESEN SAYISI KOVARYANSI
,,,,,, 1.005: 0318} 1.199
P1 L 0.318: 0.791} 1.094
1.199: 1.094: 5.128
,,,,,, 1339]  0.552; 1.087
L 0.5521  1.095! 1.596
S ISR B 1087  1.596! 5.640]
_____ 77811 25.198] 23.255
2 | 25.198! 111.9721107.687
23.2551 107.687:111.886
_____ 0840 0.000; 0.000
P3 I 0.000:  0.500: 0.000
0.000 0.000: 2.050
| 15486] -14.398' 1850
I | -14.3981 50.345. -0.101
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1850 -0.101} 46345
_____ 2717 _-4.004 0.861
P4 2 | -4.004] 28512 4438
__________________________________ 0.8611 4438 7.604
______ 1542 0.5421 1.941
3| 0.542}  L115; 1511
1.941 1.511 6.662
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Bostan kontrol alanlar1 i¢in bilesen kiime sayilar1 ve karsilik gelen AIC ve

BIC degerleri Sekil 8.12°de gosterilmistir.
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(f) Bostan Kontrol Alan1 6

Sekil 8.12. Bostan kontrol alanlari i¢in bilesen kiime sayilar1 ve karsilik gelen AIC
ve BIC degerleri.
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Bostan kontrol alanlarinin BIC kriterine gore elde edilen bilesen kiime sayilari

icin 3 boyutlu karma yogunluk fonksiyon grafikleri Sekil 8.13’te gosterilmistir.

(a) Bostan Kontrol Alani 1 (b) Bostan Kontrol Alani 2

=t

(c) Bostan Kontrol Alani 3

(e) Bostan Kontrol Alani 5 (f) Bostan Kontrol Alan1 6

Sekil 8.13. Bostan kontrol alanlarinin BIC kriterine gore elde edilen bilesen kiime
sayilar1 i¢in 3 boyutlu karma yogunluk fonksiyon grafikleri.

Bostan kontrol gruplarinin birbirlerine olan Bhattacharyya uzaklik matrisi

Tablo 8.12°de verilmistir.
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Tablo 8.12. Bostan kontrol gruplarinin birbirlerine olan Bhattacharyya uzaklik

matrisi.
B1 B2 B3 B4 B5 B6
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
BI 1 0 436 | 443 168 | 394 | 04 | 426 |443|17.76 |1.43] 09 | 2.08
2| 4.36 0 5.58 | 7.36 1.78 | 1.62| 044 |5.15(1893|193]|4.13 | 3.54
B2 3| 443 | 5.58 0 476 | 594 | 222 2.15 |2.54]|24.73 | 3.18 | 7.09 | 0.86
41 1.68 | 7.36 | 4.76 0 769 | 1.51| 596 |586|2555(223]1126]| 3.4
51394 | 178 | 594 | 7.69 0 1.83 1 2681147 (1441 3.9 | 3.66
B3| 6 0.4 1.62 | 2.22 1.51 1.83 0 145 [2.64] 13.8 [ 1.04] 0.87 | 0.89
71 426 | 044 | 2.15 | 596 1 1.45 0 3571282178493 | 1.64
B4 | 8| 443 | 515 | 254 | 586 | 2.68 |2.64 | 3.57 0 539 [1.59]5.17 | 2.16
B 9 |117.76 | 1893 | 24.73 | 25.55 |1 11.47 | 13.8 | 12.82 | 5.39 0 2.38 | 8.59 |21.02
10] 1.43 1.93 | 3.18 | 2.23 144 | 1.04] 1.78 | 1.59 | 2.38 0 0.96 | 2.05
B6 11] 09 4.13 | 7.09 1.26 39 087 493 |5.17] 859 |0.96 0 3.15
12| 2.08 | 3.54 | 0.86 34 366 |0.89| 1.64 |[2.16]21.02|2.05] 3.15 0

Bostan kontrol siniflarinin alt gruplarina ait bilesen ortalamalar1 Tablo 8.13’te

verilmigtir.

Tablo 8.13. Bostan kontrol siniflarinin alt gruplarina ait bilesen ortalamalari.

ALT ALT SINIFLARIN ALT SINIFLARIN
SINIFI BiLESEN SAYISI ORTALAMASI
s | 393531 46297169114
2 41.507 . 41.304:68.222
5 T 36717, _37.582170.598
2 35.443: 45.347:64.475
______________ 1| 43421 44108175195
B3 | R 39402 45.723170.006
3 41.216: 40.885:70.496
B4 1 435711 45.857:87.952
U . 543191 _54.664. 96,629
2 45.514; 50.100:79.140
s | R 39.003]_52.097 76,011
2 37.397: 41.083:71.322

Bostan kontrol siniflarmin alt gruplarina ait bilesen kovaryans matrisleri

Tablo 8.14’te verilmistir.
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Tablo 8.14. Bostan kontrol siniflarinin alt gruplarina ait bilesen kovaryans matrisleri.

ALT | ALT SINIFLARIN ALT SINIFLARIN
SINIFI | BILESEN SAYISI KOVARYANSI
6.509 11.673| 10.051
1 11.673 23.731| 20.619
BI 10.051 20.619| 20.728
0.782 0.243| 0.720
2 0.243 0.900| 0.625
0.720 0.625| 3.663
1.862 1.144| 2.272
1 1.144 1.525| 1.775
B2 2.272 1.775| 5.745
2.813 5.169| 2.604
2 5.169 19.468 | 10.754
2.604 10.754| 11.282
1.582 0.092| 1.497
1 0.092 1.298| 0.698
1.497 0.698| 5.653
2.245 1.618| 1.116
B3 2 1.618 11.408| 3.907
1.116 3.907| 10.829
2.785 1.897| 2.529
3 1.897 2.113| 2.285
2.529 2.285| 5.760
6.197 5.986| 12.027
B4 1 5.986 8.170| 11.350
12.027 11.350| 34.760
2.342 1.567| 4.288
1 1.567 1.765| 3.707
B5 4.288 3.707| 15.946
17.251 14.012| 24.436
2 14.012 43.625| 67.554
24.436 67.554[151.110
19.669 11.240( 12.131
1 11.240 20.146| 23.404
B6 12.131 23.404| 33.532
1.183 0.723| 1.044
2 0.723 4.988| 4.225
1.044 4.225] 8.002

Narenciye kontrol alanlari i¢in bilesen kiime sayilar1 ve karsilik gelen AIC ve

BIC degerleri Sekil 8.14°de gosterilmistir.
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8. COK DEGISKENLIi VERIDEKi GRUPLARIN iNCELTiLEREK KARMA
KUMELEME ANALIZi iLE COK BANTLI UYDU GORUNTUSUNUN

SINIFLANDIRMASI Tayfun SERVI
Lo T — R
AIC and BIC AIC and BIC
-2060- =060
-2080 Vs -980-
4-2100
o 71-1000-
5—2120 E
4 2140 S T #-1020- o
d-2160- e < 5,1“0_ "2 4 e
-2180 .- ' a4 S
-1060 -
-2200 - §
L -108047 —
1 121416508 2 22242628 3 T
(a) Narenciye Kontrol Alani 1 (b) Narenciye Kontrol Alan1 2
irapbic s Window =0l
AIC and BIC
~1360-
-1380
~1400-
1-1420 _
‘a’-wm- s
~1460 ; g
1480 A
-1500- P
e
-15204 .
-15404 "
-1s604"
1 1.2 1.4 1.§1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
T of Groups

(c) Narenciye Kontrol Alan1 3

Sekil 8.14. Narenciye kontrol alanlar1 i¢in bilesen kiime sayilar1 ve karsilik gelen
AIC ve BIC degerleri.

Narenciye kontrol alanlarinin BIC kriterine goére elde edilen bilesen kiime
sayilart icin 3 boyutlu karma yogunluk fonksiyon grafikleri Sekil 8.15°te

gosterilmistir.

208



8. COK DEGISKENLIi VERIDEKi GRUPLARIN iNCELTiLEREK KARMA
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—r—

r‘w\-_T_h"‘l‘—[’/ i
5w L

(a) Narenciye Kontrol Alan1 1 (b) Narenciye Kontrol Alan1 2

(c) Narenciye Kontrol Alani 3

Sekil 8.15. Narenciye kontrol alanlarinin BIC kriterine gore elde edilen bilesen kiime
sayilar1 i¢in 3 boyutlu karma yogunluk fonksiyon grafikleri.

Narenciye kontrol gruplarinin birbirlerine olan Bhattacharyya uzaklik matrisi

Tablo 8.15°te verilmistir.

Tablo 8.15. Narenciye kontrol gruplarinin birbirlerine olan Bhattacharyya uzaklik
matrisi.

N1 N2 N3
1 2 3 4 5 6
N1 1 0.00 1.12 28.50 29.23 1.12 0.74
2 1.12 0.00 34.17 66.76 3.65 0.61
N2 3 28.50 34.17 0.00 3.34 19.18 29.05
4 29.23 66.76 3.34 0.00 41.64 71.80
N3 5 1.12 3.65 19.18 41.64 0.00 1.95
6 0.74 0.61 29.05 71.80 1.95 0.00

8.16°da verilmistir.
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Tablo 8.16. Narenciye kontrol siniflarinin alt gruplarina ait bilesen ortalamalari.

NARENCIYE
KONTROL
SINIFI

ALT ALT SINIFLARIN ALT SINIFLARIN
SINIFI BILESEN SAYISI ORTALAMASI
N o] 52.955158.7371104.782
2 55.896:57.636:112.909
N . L] 27.576165.019; 52.977
2 25.419:63.601: 42.665
N3 | L] 46.52161.9831100.817
2 55.046:58.462 :108.294

Narenciye kontrol smiflarinin alt gruplarina ait bilesen kovaryanslart Tablo

8.17°de verilmistir.

Tablo 8.17. Narenciye kontrol siniflarinin alt gruplarina ait bilesen kovaryanslari.

NARENCIYE
KONTROL
SINIFI

ALT ALT SINIFLARIN ALT SINIFLARIN
SINIFI BILESEN SAYISI KOVARYANSI
| 11.3581 -3.644] 13363
1 | 3.6441 2454} 5294
Ni || 133637 5294} 25844
,,,,, 5912  4.823: 11.206
2| 4823 51521 10.849.
11.206 10.849: 30.754
| 22,588 -7.167! 5234
1 | -7.167) 6762 -5.079
N R 5.234] -5.079:  4.606
_____ 1216/ 0.003}  1.593
2| 0.003! 8.071: 2816
15931 2.816: 7.779
| 317220 2.693: 35239
I 2.693; 5485 8751
N —— 352391 8.751! 47.894
,,,,, 4.680; 4452  6.998
2| 44521 5.716!  8.595
6.998 8.595 26.712

Toprak kontrol alanlar1 i¢in bilesen kiime sayilar1 ve karsilik gelen AIC ve

BIC degerleri Sekil 8.16’da gosterilmistir.
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8. COK DEGISKENLIi VERIDEKi GRUPLARIN iNCELTiLEREK KARMA
KUMELEME ANALIZi iLE COK BANTLI UYDU GORUNTUSUNUN

SINIFLANDIRMASI

Tayfun

SERVi

3 Graphics Window

AIC and BIC AIC and BIC
-2670- -3640-
=Agu0 -3660
-2690-
4-2700 4 3680-
n-2710- 3_3100_
-27204 i
H-2730 s ezt
6)-2740- R U—amu- :
-2750- ~- -3760{
-2760- - f o
-2770 e -3780- ; sk B B
-2780- - -3800 L~ ———
R T LT 32222425233 1 1.5 ; 3 3.5
gGm‘n:ps
(a) Toprak Kontrol Alani 1 (b) Toprak Kontrol Alan1 2
AIC and BIC AIC and BIC
-4180 | _11504
b ol e
-4220 - A ——
[ " ——
E_ﬂﬂ_ 3-1250 ; //
ﬁ-—tzso Py 'kt—:lzuu— /./
-4280- - ~— A
U-4280{ o — e S
- -~ —
-4300" - s
A -1400 -
43201 -~ i
1 1.2 1.4 1.61.8 5 2.2 2.4 2.6 2.8 3 2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
ﬁﬁ%bet of Groups L3 r of Groups 1iea0

(c) Toprak Kontrol Alani 3

(d) Toprak Kontrol Alan1 4

FM Lraphics window

-2050-
=2100

92150

H=Z200-

{2250

4-2300
-2350
-2400- .

AIC and BIC

-2450~

1 1.2 141%[1%53:0

Lok

242628 3

Groups

(e) Toprak Kontrol Alan1 5

Sekil 8.16. Toprak kontrol alanlar1 i¢in bilesen kiime sayilar1 ve karsilik gelen AIC
ve BIC degerleri.

Toprak kontrol alanlarinin BIC kriterine gore elde edilen bilesen kiime
sayilar1 i¢in 3 boyutlu karma yogunluk fonksiyon grafikleri Sekil 8.17°de

gosterilmistir.
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(a) Toprak Kontrol Alan1 1 (b) Toprak Kontrol Alani 2

(c) Toprak Kontrol Alani 3 (d) Toprak Kontrol Alan1 4

(e) Toprak Kontrol Alan1 5

Sekil. 8.17. Toprak kontrol alanlarinin BIC kriterine gore elde edilen bilesen kiime
sayilar1 i¢in 3 boyutlu karma yogunluk fonksiyon grafikleri.

Toprak kontrol gruplarinin birbirlerine olan Bhattacharyya uzaklik matrisi

Tablo 8.18’de verilmistir.
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Tablo 8.18. Toprak kontrol gruplarmin birbirlerine olan Bhattacharyya uzaklik

matrisi.

TO1 TO2 TO3 TO4 TO5
1 2 3 4 5 6 7 8 9
TO1 | 1] 0.00 | 2.74 | 2.41 3.62 | 442 (214 | 2.04 | 294 | 2.29
TO? 212741000 | 040 | 9.74 | 743 | 3.17 | 7.35 0.63 0.80
312411040 000 | 990 | 991|396 | 10.15 | 1.23 0.28
TO3 41362(974| 990 | 0.00 | 0.58 [ 5.25 | 5.75 | 10.04 | 9.91
51442743 | 991 0.58 | 0.00 [ 2.99 | 5.85 6.16 | 9.78
TO4 61214 |3.17 | 3.96 525 1299 (0.00 | 149 | 2.62 5.08
71204 (735 10.15| 575 | 585|149 | 0.00 8.48 | 10.57
TOS 812941063 | 123 [ 10.04 | 6.16 | 2.62 | 8.48 0.00 1.25
912291080 | 028 991 | 9.78 | 5.08 | 10.57 | 1.25 0.00

Toprak kontrol smiflarmmin alt gruplarina ait bilesen ortalamalart Tablo

8.19°da verilmistir.

Tablo 8.19. Toprak kontrol siniflarinin alt gruplarina ait bilesen ortalamalari.

ALT ALT SINIFLARIN ALT SINIFLARIN
SINIFI | BILESEN SAYISI ORTALAMASI
TO1 1 41.871:  42.330: 81.674
o2 | L] 36,705 380121 62341
2 36.782 37.016 64.280
o3 | L. | 55.987: 57309  113.025]
2 54.756 58.428 110.742
Y D R 42.625: 51622 80536
2 44.074 | 44.301 77.088
o5 | Lo ] 36.1981 439721 64472
2 35.746 | 36.446 | 64.933

Toprak kontrol siniflarinin alt gruplarina ait bilesen kovaryanslar1 Tablo

8.20°de verilmistir.

213



8. COK DEGISKENLIi VERIDEKi GRUPLARIN iNCELTiLEREK KARMA
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Tablo 8.20. Toprak kontrol siniflarinin alt gruplarina ait bilesen kovaryanslari.

ALT ALT SINIFLARIN ALT SINIFLARIN
SINIFI BILESEN SAYISI KOVARYANSI

44700 4369 7.944

TO! 1 TTu369. 5032 9139
7.944 9.139:24.041

_________ 162, 0.803. 2576

1 08031 4.680! 3.628

2.576 3.628117.299

o2 0990536 -0.082
2 0536, 0.870. 0870,

-0.082 0.870:13.388

_________ 9.933 _10.200/20.874

A 102001 11763124379

S I 20874, 24379161494
,,,,,,, 26,188 16.306]33.005

2| 16,306, 14,091 26984,

33.005: 26.984:83.235

T 3599 1,009, 3314

1 10090 47817!38.163

3.314: 38.163:50.064

o4 0833 0582 0660
2 0582 1038 0602

0.660 0.602: 2.759
,,,,,,,,, 1372 0316 4269

1 0316, 55180 9323

4.269 9.323122.855
D 1128] 0.686 2516
2 0.686! 1.127: 2.917

2.516: 2.917:13.768

8.3.3.2 Test Gruplarinin Belirlenmesi

Uzaktan algilanmis ¢ok bantli uydu goriintii verisine ¢cok degiskenli normal

karma kiimeleme analizi uygulandiginda BIC degerlerine gore 18 grup belirlenmistir.

Karma kiimeleme analizinin birinci agamasinda her bir grup sayisina gore elde edilen

BIC degerlerine ait grafik Sekil 8.18’de verilmistir. Grafikten de goriilecegi gibi ilk

maksimum BIC degerine kiime sayis1 18°de karsilagilmaktadir.
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=&— Gaussian Ellipsoidal Model pk_Lk_Ck
=i~ Gaussian Diagonal Model pk_Lk_Bk

A Gaussian Spherical Model pk_Lk_I
-780000 P G G Gl G G G S

-800000 /
-820000 / //{
-840000

-860000

BIC DEGERLERI

-880000

-900000 |

-920000 |

-940000

-960000 »
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

KUME SAYiISI

Sekil 8.18. Uzaktan algilanmis ¢ok bantli uydu goriintii verisindeki farkli kiime
sayilaria gore elde edilen BIC degerleri.

Baslangi¢ agamasinda elde edilen 18 kiimeye ait karma dagilim modeli Tablo
8.21°de verilmistir. Bu 18 kiime test grubu olarak ele alinir ve Bolim 8.2.2°de
verilen ayristirma fonksiyonu kullanilarak Bo6lim 8.3.3.1°de elde edilen kontrol
siiflarinin her bir grubuna olan uzakliklar1 hesaplanir. Hesaplanan uzakliklar matrisi
Tablo 8.22°de verilmistir. Bolim 8.2.3’te belirtilen karar kuralina uygun olarak her
bir test grubunun kontrol sinifina olan atamasi yapilir. Baglangic asamasinda elde
edilen ve test gruplar1 olarak adlandirilan 18 kiimenin kontrol siniflarina atama
sonucu Tablo 8.23’te gosterilmistir. Baslangic asamasinin sonunda elde edilen
siiflandirma dogruluk tablosu Tablo 8.24’de verilmistir. Baslangic asamasinda
egitimli siniflandirma sonucu elde edilen renkli siniflandirma konusal haritas1 Sekil

8.19°da verilmistir.
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Tablo 8.21. Veri i¢cin MIXMOD yazilimi kullanilarak baslangi¢ asamasinda elde
edilen kiimeler, karma oranlari, ortalama vektdrleri ve varyans kovaryans matrisleri.

Model Type : Ggllisslin gll(hpsmdal Model: Number of Clusters: 18
Number of Free Parameters: 179 Log-Likelihood: -388542.366173
Complete Log-Likelihood: -406516.523 Entropy: 35802.890523
Kiime Igl};:::‘ (z;.:lz(‘:zzia Varyans Kovaryans Matrisi

37.9261 9.7180 6.2326 | 18.4511

1 0.0461 42.8184 6.2326 10.3622 | 16.0148
67.6189 18.4511 16.0148 | 58.7453

54.1866 15.8630 15.2940 | 31.5593

2 0.0532 56.0187 15.2940 16.5834 | 34.3135
107.5190 31.5593 343135 | 96.7725

41.3218 10.9182 10.1553 | 18.4868

3 0.0649 42.0827 10.1554 10.4425 | 18.3817
78.3168 18.4868 18.3817 | 46.5743

32.0740 9.1678 -6.8654 | 12.6453

4 0.0579 71.6038 -6.8654 20.9163 -2.1622
69.2251 12.6453 -2.1622 | 33.1441

25.3510 3.2934 -9.5084 4.3391

5 0.0801 75.7207 -9.5084 61.7535 | -12.4810
52.2222 4.3391 -12.4810 | 11.0515

49.0458 50.3423 36.8058 | 83.5374

6 0.0496 57.2575 36.8058 38.6786 | 66.5806
94.7103 83.5374 66.5806 | 227.6409

42.1992 10.4249 9.8982 | 18.0966

7 0.0404 54.5544 9.8982 40.3401 | 43.5324
79.0155 18.0966 43.5324 | 122.6577

30.3840 7.7407 -14.5813 8.2780

8 0.0718 65.4261 | -14.5813 82.9573 | -12.6480
60.7459 8.2780 -12.6480 | 36.3077

37.0121 3.1349 2.6424 6.8627

9 0.0653 38.9230 2.6424 47657 | 10.8541
65.1657 6.8627 10.8541 | 42.8888
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Tablo 8.21 (Devami). Veri icin MIXMOD yazilimi kullanilarak bagslangic
asamasinda elde edilen kiimeler, karma oranlari, ortalama vektorleri ve varyans
kovaryans matrisleri.

Model Type : Ggllis_sﬁ?: gll(hpsmdal Model: Number of Clusters: 18
Number of Free Parameters: 179 Log-Likelihood: -388542.366173
Complete Log-Likelihood: -406516.523 Entropy: 35802.890523
. Karma Ortalama Varyans Kovaryans Matrisi
Kiime -
Oram Vektorii
40.0721 40.0020 | 50.7902 77.7874
10| 0.0353 64.5107 50.7902 | 182.2201 215.2684
78.5193 77.7874 | 215.2684 348.1850
40.3957 10.0264 9.9013 21.5270
11| 0.0516 40.1654 9.9013 10.7470 22.4757
67.0840 21.5270 | 224757 53.0860
28.4999 4.9049 -9.3436 9.5504
12| 0.0439 53.5608 -9.3436 |  41.9080 -18.1916
50.9132 9.5504 | -18.1916 30.6329
35.0883 5.8309 -1.1022 13.7967
13| 0.0476 50.7432 -1.1022 | 32.6875 0.5670
64.5833 13.7967 0.5670 56.8705
35.6741 182913 | -17.6142 10.2657
14| 0.0567 66.3361 | -17.6141 75.2327 -8.4777
70.0672 10.2657 -8.4777 83.5611
43.6111 24.8654 | 24.7187 36.8821
15| 0.0436 46.3808 247187 | 28.0274 41.9623
81.6569 36.8821 41.9623 119.1329
35.9409 3.7024 2.8085 6.9711
16 | 0.0852 36.5426 2.8085 3.1413 7.2141
63.7452 6.9711 7.2141 28.4940
27.2671 3.7479 | -10.9649 5.7594
17| 0.0841 75.4851 | -10.9649 | 55.8484 -12.9064
57.8695 5.7594 | -12.9064 21.2215
30.9058 1.6559 0.6574 1.3396
18 | 0.0228 32.4795 0.6574 1.2445 1.3616
50.7165 1.3396 1.3616 5.3862
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Tablo 8.22. Baslangi¢ asamasi sonunda elde edilen 18 test grubunun 45 kontrol
grubuna olan Bhattacharyya uzaklik degerlerinden olusan uzaklik matrisi.

Baslangi¢c Asama Sonunda Elde Edilen 18 Test Grubu

1 3 18
01)16| 03[116|147| 99| 11| 74123 | 54| 07| 28|105| 96| 32|3.2|114| 12
105124202 )|125|134| 71| 34| 57|178| 33| 45[144| 99| 91| 39(28|146| 43
15|12 | 37357324 (226| 14|144(434| 88| 14| 92|284|356| 58|3.0|517| 03
04]20| 08[419]|401|273| 15)|20.0|479|113| 15| 58[354|334| 7.0|49|466| 11
27|11 47|153(124| 70| 11) 613041 | 3.0 14| 72113132 | 29(17|296| 13
0613 20[239|241]159| 12109271 | 62| 08| 49197 (193 | 3.7|28|271]| 0.7
06]25| 02[200]|227|157| 19)|128|216| 83| 16| 35|180|165| 56|49|193| 22
14 (34| 04|141)194[130| 25|104|124| 80| 25| 25]|13.8|13.2| 5858|136 39
06|12 10[405(389|276| 11)179|441|107| 11| 3.6|321|353| 63|34|457| 06

Tahil

O 00 N U WN

0 27|17 24| 71111 59| 17| 35| 67| 24| 07| 17| 56| 55| 12]|16| 71| 32
57.9 30.1 0 51.0 o 22| 19472 [451| 6.3

Kontrol Siniflari
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Tablo 8.23. Baglangi¢ asamasinda 18 test grubunun atandiklar1 kontrol siniflari.

Test Grubu Kontrol Sinifi
Tahil

[S—

O |0 |I [N || (W

18 Tahil

Tablo 8.24. Baslangi¢ asama sonunda elde edilen siniflandirma hata matrisi.

Tahil | Patates | Bostan | Narenciye | Toprak | Toplam ];( 1{11an1<51
ogrulugu

Tahil 9691 285 178 21 78 10253 0.95
Patates 3085 1068 195 473 6807 0.29
Bostan 353 418 381 1218 5003 0.53
Narenciye 0 0 0 0 0 0 S
Toprak 401 1952 7428 970 17537 0.39
Toplam 13530 | 4641 11307 1567 8555 39600
Yretich 1 72 | 043 | 023 0.79 0.53
Dogrulugu
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Sekil 8.19. Baslangi¢ asamasi sonunda elde edilen siniflandirma sonucu olusturulan
renkli siniflandirma konusal haritasi.

8.3.4. Cok Banth Uydu Gériintii Verisinin Gruplarin Inceltilmesiyle Karma

Kiimeleme Analizi ile Alan Bazinda Egitimli Stmflandirma Sonucu

Baslangi¢ asamasinda elde edilen 18 test grubunun her birine Boliim 8.2.4°de
verilen verideki gruplarin inceltilmesiyle karma kiimeleme analizi i¢in algoritmanin
adimlar1 uygulandiginda elde edilen grup yapilar1 Sekil 8.20°de verilmistir. Karma
kiimeleme sonucu elde edilen homojen gruplarin, B6liim 8.3.3.1°de verilen kontrol
gruplarina olan uzakliklart hesaplanmistir. B6liim 8.2.3°te verilen karar kuralina gore
her bir test grubu bir kontrol sinifina atanir. Tiim bu islemlerin sonucunda elde edilen
renkli smiflandirma konusal haritas1 Sekil 8.21°de verilmistir. Karma kiimeleme

sonucu elde edilen siniflandirma hata matrisi Tablo 8.25’te verilmistir.
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Sekil 8.20. Verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizinde baslangi¢
asamasinda elde edilen test gruplarinin alt grup yapisi.
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Sekil 8.20 (Devami). Verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizinde

baslangic asamasinda elde edilen test gruplarinin alt grup yapisi.
Cok bantli uydu goriintii verisine, verideki gruplarin inceltilerek karma

kiimeleme analizi sonunda elde edilen renkli siniflandirma konusal haritasi Sekil

8.21°de gosterilmistir. Siniflandirma hata matrisi Tablo 8.25°de verilmistir.

222



8. COK DEGISKENLIi VERIDEKi GRUPLARIN iNCELTiLEREK KARMA
KUMELEME ANALIZi iLE COK BANTLI UYDU GORUNTUSUNUN
SINIFLANDIRMASI Tayfun SERVI

=
)
=

Sekil 8.21. Cok banthi uydu goriintii verisine, verideki gruplarin inceltilerek karma
kiimeleme analizi sonunda elde edilen renkli siniflandirma konusal haritasi.

Tablo 8.25. Cok bantli uydu goriintii verisine, verideki gruplarin inceltilerek karma
kiimeleme analizi sonunda elde edilen siniflandirma hata matrisi.

TAHIL | PATATES | BOSTAN | NARENCIYE | TOPRAK | TOPLAM I?o ugliilﬁigu

TAHIL 11887 875| 593 52]  285] 13692] 0.87
PATATES 492  2764| 328 10[  538] 4132] 0.67
BOSTAN 746 482| 7997 557] 3132] 12914| 0.62
NARENCIYE [ 196 88] 323 699 578| 1884| 0.37
TOPRAK 209 432| 2066 249] 4022 6978| 0.58
TOPLAM [ 13530|  4641| 11307 1567] 8555] 39600

Dosrulug 0.88)  0.60| 0.71 045 047 0.69

Tablo 8.25’teki sonuglara gore herhangi bir 6n bilgi olmadan ¢ok banth uydu
goriintii  verisine, verideki gruplarin inceltilerek karma kiimeleme analizi
uygulandiginda elde edilen dogru siniflandirma yiizdesi %69’dur. Bu oran bu tiir

smiflandirma i¢in iyi bir sonugtur.
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9. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasi dokuz bélimden olusmaktadir. Birinci boliimde karma
dagilim modelinin uygulama alanlar1 ana hatlarryla verilmistir. Ikinci boliimde ¢ok
degiskenli kiimeleme analizi ve karma kiimeleme analizi ile ilgili yapilan 6nceki
calismalar incelenmistir. Uciincii béliimde cok degiskenli kiimeleme analizinde
kavramlar, tanimlar, gésterimler ve yontemler arastirilmistir. Dordiincii boliimde ¢ok
degiskenli karma normal dagilim modeline dayali kiimeleme analizi ele alinmistir.
Besinci boliimde karma kiimeleme analizinde kullanilan model se¢imi kriterleri
incelenmistir.

Altinc1 bolimde karma kiimeleme analizinde aday bilesen kiime sayisinin
belirlenmesi i¢in yeni bir yontem olusturulmustur. Olusturulan yontem literatiirde yer
alan veri setlerinin ¢ogu i¢in iyi sonuclar vermistir. Bazi veri setleri i¢in aralik
olduke¢a genistir. Bu sorun verinin boyutunun yiiksek olmasi ve verideki degiskenler
arasindaki iligkiden kaynaklanmaktadir. Degisken se¢imi ya da veri indirgemeyle bu
sorunun ¢oziilebilecegi ongoriilmektedir.

Ayrica bu boliimde oOnerilen mantiksal yapr daha da gelistirilerek bilesen
kiime sayis1 ve aday modeller i¢in bir genetik algoritmanin olusturulmasi
saglanabilir.

Yedinci boliimde ¢ok degiskenli veri setindeki gruplarin inceltilerek karma
normal kiimeleme analizi i¢in yeni bir yontem gelistirilmistir. Gelistirilen yontemin
farkl veri setlerindeki sonuglart incelenmelidir. Gelistirilen yontemin performansinin
diger yontemlerin performanslariyla karsilagtiriimalidir.

Cok degiskenli veride karmasik ya da i¢ ice kiimelenme bulundugunda,
Onerilen yontemin kullanilmasi durumunda gruplarin inceltilerek karma dagilim
modeline dayali kiimelemenin etkinligi daha da artmaktadir.

Sekizinci boliimde ¢ok degiskenli veri setindeki gruplarin inceltilerek karma
normal kiimeleme analizi, uzaktan algilanmis ¢ok bantli uydu goriintii verisinin
kiimelenmesi ve alan bazinda egitimli siniflandirilmasi uygulamasi verilmistir. Bu
boliimde yeni gelistirilen bir yontemin uygulamasi gergeklestirilmistir. Calismada

kenar ¢izgi belirleme algoritmasi gibi bir 6n bilgi ya da ek bilgi olmaksizin uzaktan
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algilanmis ¢ok bantli uydu goriintii verisinin siniflandirilmasinda verideki gruplarin
inceltilerek karma kiimeleme analizi yapilmistir. Karma kiimeleme analizine dayali
olarak elde edilen genel siiflandirma dogruluk yiizdesi %69 diir. Bu deger, bu tiir
siiflandirma i¢in kabul edilebilir bir dogruluk degeridir.

Dokuzuncu ve son boliimde sonuglar ve 6neriler belirtilmistir.
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