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Doktora Tezi

OZET

COK DEGISKENLI KATLI LINEER MODELLER ALTINDA PARAMETRE
TAHMINI

Melek ERIS BUYUKKAYA

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
[statistik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Orhan KESEMEN
2025, 72 Sayfa

Istatistikte, lineer modeller kavrami genis bir yer tutar. Ozellikle ¢cok degiskenli lineer
modellerde parametre tahminleri ve yorumlari literatiirde genis bir uygulama alani bulur. Bu
konudaki ¢alismalar, aciklayici bir degisken grubuyla tek bir bagimli degiskeni agiklamaya
odaklanir. Ancak, gercek hayatta iki veya daha fazla bagimli degiskeni ayni1 anda igeren
problemlere de sikga rastlanir. Bu tiir durumlar, klasik ¢cok degiskenli modellerin Gtesine
gecilerek daha genel yapilara ihtiya¢ duyuldugunu gostermektedir.

Bu tezde, kisitli ¢ok degiskenli katli lineer modeller ile bu modellerin asir1 parametreli
versiyonu ele alinmaktadir. Bu modeller altinda tiim bilinmeyen parametre matrislerinin En
Iyi Lineer Yansiz On Tahmin Edici (BLUP) ve En lyi Lineer Yansiz Tahmin Edici (BLUE)’
lerini hesaplamak i¢in analitik formiillerinin elde edilmesi hedeflenmistir. Ancak,
bilinmeyen parametre matrisi tizerindeki kisitlar, ele alinan modeller altinda bu islemi
zorlagtirmaktadir. Calismada, bu zorlugun {istesinden gelmek amaciyla, yeniden
parametrelendirme yontemi kullanilarak kisitlar ortadan kaldirilmistir. Boylece elde edilen
yeni modeller i¢in kuadratik matris optimizasyon teknikleri ile tiim bilinmeyen parametre
matrislerinin BLUP/BLUE’ lar i¢in analitik formiillerin tiiretilmesi saglanmistir. Sonug

olarak BLUP/BLUE’ lara yeni ve degerli 6zellik kazandirilmistir.

Anahtar Kelimeler: BLUP, Cok degiskenli katli lineer modeller, Kuadratik matris
optimizasyon yontemi, Parametre kisiti
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In statistical analysis, linear models occupy a significant place. Particularly in
multivariate linear models, parameter estimation and interpretations have a wide range of
applications in the literature. Studies in this area often focus on explaining a single dependent
variable with a group of explanatory variables. However, in real-world scenarios, problems
involving two or more dependent variables simultaneously are frequently encountered. Such
situations demonstrate the need for more general structures that go beyond classical
multivariate models.

This thesis focuses on constrained multivariate linear models and their over-
parameterized version. The aim is to derive analytical formulas for the Best Linear Unbiased
Predictor (BLUP) and the Best Linear Unbiased Estimator (BLUE) of all unknown
parameter matrices under these models. However, the constraints on the unknown parameter
matrix complicate the process within the framework of the given models. In the study, the
constraints are eliminated using the reparameterization method to overcome this difficulty.
Thus, for the new models obtained, analytical formulas for BLUP/BLUE of all unknown
parameter matrices are derived using quadratic matrix optimization techniques. As a result,

new and valuable features are gained for BLUP/BLUE.

Key Words: BLUP, Multivariate linear models, Quadratic matrix optimization method,
Parameter constraint,
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1. GENEL BiLGIiLER

1.1. Giris

Giintimiizde, teknolojinin gelismesi, saglik, egitim, iletisim gibi alanlarda biiyiik
ilerlemeler saglarken, aym zamanda birtakim sorunlari da beraberinde getirmistir. Ozellikle
veri giivenligi, gizlilik ihlalleri, issizlik, dijital bagimlilik ve gevre kirliligi gibi sorunlar 6n
plana ¢ikmistir. Bu sorunlart kolay ve anlasilir seviyede tutmak ve agiklamak veya
birbirinden bagimsiz gibi gériinen olaylar arasinda iliski kurabilmek 6nemlidir. Diger bir
deyisle, bu sorunlarla basa ¢ikmak i¢in istatistiksel yéntemler Snemli bir rol oynar. Ornegin,
istatistiksel analizler sayesinde veri gtivenligi aciklar1 belirlenir, issizlik oranlar1 ve dijital
bagimlilik egilimleri incelenir ve ¢dziim Onerileri gelistirilebilir. Ayrica, teknolojik ¢evresel
etkilerin olgiilmesi ve bu etkilerin minimize edilmesi i¢in istatistiksel modellemeler
kullanilabilir.

Model, ger¢ek diinyadaki bir olgunun bir ifadesi iken, akil ile ger¢ek diinyadaki
olgular1 anlama ve anlatma isi modelleme ile yapilir (Oztiirk & Ozbek, 2004). Istatistiksel
modellemeler ise, veriler ile bir sistemin nasil ¢alistigini agiklayan matematiksel bir yapidir.
Modeller, temel bilimlerden sosyal bilimlere kadar bir¢ok disiplinde yaygin olarak
kullanilan giiclii araglardir. Gergek diinyadaki karmasik sistemleri daha iyi anlamak, analiz
etmek ve tahminlerde bulunmak amaciyla olusturulan modeller, bu sistemlerin temel
ozelliklerini yansitarak daha sade ve anlasilir bir form sunar. Gergek diinyada karsilagilan
sorunlar genellikle cok faktorlii ve karmasik yapilar igerir, bu nedenle dogrudan analiz
edilmeleri zor olabilir. Modeller, belirli varsayimlar altinda bu karmasiklig1 azaltir ve ¢6ziim
stirecini daha yonetilebilir hale getirir. Modelleme siirecinde, sistemin temel unsurlar1 ve
iligkileri belirlenir, ardindan bu iligskiler matematiksel, istatistiksel veya bilgisayar tabanli
yapilar araciligiyla temsil edilir. Bu sekilde, modeller araciliftyla karmasik olaylar,
anlasilmasi daha kolay yapilara doniistiirtiliir ve gelecekteki durumlar tahmin edilebilir.

Modelleme ile ger¢ek tam anlamiyla yansitilamasa da, problemin ¢dziimiine yonelik
bir temsili olusturur. Varsayimlar ise, modelin basitlestirilmesi adina yapilan kisitlamalar
olup, bu varsayimlarin ne kadar gercekei oldugu, modelin dogrulugu ve gecerliligi agisindan
kritik bir Oneme sahiptir. Boylece, modeller bir yandan sistemlerin karmasikligini

sadelestirirken, diger yandan karar vericilere analitik ¢dziimler sunma imkani tanir.



Regresyon analizi, iki veya daha fazla degiskenin birbirleriyle neden sonug iligkisi
oldugunu gosteren matematiksel bir iliskiyi modellemek ve bu iligkiyi kullanarak bir konu
hakkinda tahminler yapmak i¢in kullanilan bir istatistiksel yontemdir (Gamgam &
Altunkaynak, 2015). Ozellikle bilimsel arastirmalarda, miihendislik uygulamalarinda ve
sosyal bilimlerde sik¢a basvurulan bu yontem, degiskenler arasindaki sebep-sonug iliskisini
ortaya koyarak gelecekteki sonuglar1 tahmin etme firsat1 sunar. Regresyon analizi sayesinde
bir degiskenin digerine olan etkisi oOlgiilerek, aralarindaki iliski niceliksel olarak ifade
edilebilir. Ornegin, ziraat miihendisleri bugday verimi ile giibre miktar1 arasindaki iliskiyi
anlamak i¢in regresyon analizini kullanabilir. Giibre miktarindaki artisin bugday verimi
tizerindeki etkisi bu yontemle analiz edilebilir ve optimal gilibre miktarini belirlemek
amaciyla matematiksel modeller olusturulabilir. Ayni1 sekilde, egitimciler Ggrencilerin
devamsizlik giin sayilari ile basar1 dereceleri arasindaki iligkiyi analiz ederek, devamsizligin
basar1 lizerindeki olasi etkilerini degerlendirebilirler. Bu tiir analizler, egitim politikalarinin
veya Ogretim stratejilerinin belirlenmesinde 6nemli bir rol oynayabilir.

Regresyon analizinin en yaygin ve temel uygulamalarindan biri lineer regresyon
modelidir. Bu modellerde bilinmeyen parametrelerin tahminlerini elde etmek karsilasilan
klasik problemlerdendir. Bu tip modellerden istatistiksel sonuglar ¢ikarilirken, 6nce model
formiile edilir daha sonra, modeldeki bilinmeyen tim vektorler veya bu vektorlerin
fonksiyonlar1 ¢esitli yontemlerle tahmin edilebilir. Bu modellere iliskin ¢ikarim ve tahmin
problemlerinde, 6rnek bilgilerin yam sira, verinin igerdigi bilgilerin disinda, bilinmeyen
parametre i¢in ¢ogu zaman Onceden mevcut olan ek bilgiler de bulunabilmektedir. Bu ek
bilgi, genellikle model varsayimlarina eklenen, bilinmeyen parametreler tizerindeki kesin
veya stokastik kisitlamalar olabilir. Parametreler tizerinde lineer hipotez testi, bilinmeyen bir
parametrenin tek bir bileseninin kesin bilgisi ve modellerdeki belirli katsayilar arasindaki
oranlarin bilinen bilgisi gibi baz1 durumlarda parametreler lizerinde kesin kisitlamalar ortaya
cikar (Ren, 2015). Bilinmeyen parametreler {izerinde kesin kisitlamaya sahip lineer bir
model, kisithi lineer model olarak bilinir. Bu modeller istatistiksel literatiirde c¢esitli
yonlerden genis capta arastirllmistir (Amemiya, 1985; Biiyiikkaya, 2024, Baksalary &
Pordzik, 1989, 1990; Chipman & Rao, 1964; Dent, 1980; Giiler & Biiyiikkaya, 2024b;
Hallum vd., 1973; Haupt & Oberhofer, 2002; Ma & Tian, 2022; Mathew, 1983; Li vd., 2023;
Ravikumar vd., 2000; Tian vd., 2008).

Aragtirmacilar bazen ayni gézlemlenen verileri eslestirmek i¢in birden fazla alternatif

modelin oldugu bircok durumla karsi karsiya kalabilirler. Bu modeller, belirli bir



gozlemlenen vektdr i¢in modellere regresorlerin  eklenmesi veya ¢ikarilmasiyla
olusturulabilir. Modele yeni regresérlerin eklenmesi, istatistiksel analizlerde ve modelleme
calismalarinda 6nemli bir adimdir. Yeni regresorler eklemek, modelin agiklayicilik giictinii
artirarak bagimli degiskenle olan iliskileri daha iyi yakalayabilir. Bu sayede eksik veya
onemli bilgilerin modele dahil edilmesi saglanirken, dogrusal iligkilerin yani sira karmagik
etkilesimlerin de yakalanmasina olanak tanir. Belirli bir dogrusal modele yeni regresorler
iceren yeni pargalar eklenerek modelin asir1 parametreli bir modeli elde edilir. Literatiirde
asir1 parametreli bir model, 6rnegin zengin parametreli bir model, asiri uyumlu bir model ve
yanlis tanimlanmig bir model olarak da bilinir, ayrica gereksiz degiskenlerin dahil edildigi
dogrusal bir model olarak da adlandirilir. Istatistik literatiiriinde bu tiir modellerle ilgili pek
cok calisma bulunmaktadir (Baksalary, 1984; Bhimasankaram & Jammalamadaka, 1994;
Dube, 1999; Giiler vd., 2014; Giiler & Biiyiikkaya, 2024a; Hodges, 2014; Isotalo vd., 2007;
Jammalamadaka & Sengupta, 2007; Jun & Pinkse, 2009; Kadiyala, 1986; Mitra & Moore,
1973; Qian & Tian, 2006; Tian & Jiang, 2017; Wijekoon & Trenkler, 1989). Ozellikle ¢cok
degiskenli lineer modellerde parametre tahminleri ve istatistiksel analizler, bu konularla
ilgili calismalarda kullanilabilir.

Yapilan ¢aligmalarin birgcogunda bir degiskeni agiklamak i¢in agiklayict bir degisken
grubu kullanilmistir. Gergek hayatta, birden fazla bagimli degiskeni iceren ve herhangi bir
aciklayict degisken grubuyla ayni anda agiklanabilecek sekilde birden fazla bagimli
degisken iceren bir modelle ilgili sorunlarla karsilasmak miimkiindiir. Bu tiir ¢oklu
bagimlilik iliskileri, klasik ¢ok degiskenli modellerin agiklayici gliciiniin Stesine gecilmesini
gerektirmektedir. Zira klasik modeller genellikle tek bir bagimli degisken {izerine
odaklanmakta ve degiskenler arasi eszamanl iligkileri yeterince yansitamamaktadir. Bu
nedenle, birden fazla bagimli degiskenin ¢coklu agiklayici degiskenlerle birlikte modellendigi
daha genel yapilara duyulan ihtiya¢ artmistir. Bu genel yapilar arasinda son dénemde 6ne
cikanlardan biri, ¢ok degiskenli katli lineer modellerdir. Bu baglamda, ¢cok degiskenli katl
lineer modeller s6z konusu genel yapilar arasinda dikkat ¢eken giiclii bir modelleme
cergevesi sunmaktadir. Son zamanlarda bazi ¢aligsmalarda bu modellere yer verilmistir (Jiang
& Tian, 2023).

Bilinmeyen parametreler i¢in farkli 6zelliklere sahip bir¢ok tahmin edici mevcuttur.
Yansizlik, ele alinan modeller altinda, bilinmeyen parametrelerin tahmin edicilerini
belirlemek i¢in onemli bir kriterdir ve yansiz tahmin ediciler tek degildir. Bilinmeyen

parametreler i¢cin uygun bir 6n tahmin edici veya tahmin edici belirlemenin en iyi ve bilinen



yontemi, diger tiim yansiz tahmin ediciler arasinda en kii¢lik kovaryans matrisine sahip olan
tahmin edicilerin bulunmasidir. Bu nedenle, yansiz tahmin edicilerin kovaryans matrisleri,
genel olarak uygun olan tahmin ediciyi belirlemek i¢in yapilacak karsilastirmalarda olgiit
olarak kullanilir. Yansiz ve en kiigiik kovaryans matrisine sahip ve en ¢ok kullanilan tahmin
ediciler En Iyi Lineer Yansiz On Tahmin Edici (BLUP) ve En lyi Lineer Yansiz Tahmin
Edici (BLUE)’ dir.

Lineer regresyon modellerindeki parametre uzaylarinin BLUE ve BLUP hesaplari,
matrisler i¢in Lowner kismi siralamasi (LPO) ile belirli optimizasyon kriterlerine gore tek
tip olarak tanimlanir. Lineer regresyon modelleri altinda BLUE ve BLUP’ lar ile iligkili
optimizasyon problemleri, matrislerin genellestirilmis tersleri araciligryla analitik olarak
ifade edilmistir (Drygas, 1970; Rao, 1973; Zyskind, 1967). Lineer regresyon modellerdeki
tiim bilinmeyen parametrelerin BLUE ve BLUP® larin1 hesaplamak i¢in kullanilan analitik
formiiller, LPO vasitasiyla kisith quadratik matris degerli fonksiyonlarin optimizasyon
problemleri kullanilarak da ¢oziilebilir. Son yillarda bazi ¢aligsmalarda bu tip problemlerinin
kesin ¢oztimleri LPO ile elde edilmistir (Giiler & Biiyilikkaya, 2023a; Tian, 2015). Bagka bir
deyisle, bu problemler lineer regresyon modellerindeki bilinmeyen parametrelerin eszamanli
tahmin ve On tahmin problemlerinin ¢6ziimiine uygulanmistir. Yani bilinmeyen
parametrelerin 6n tahmin veya tahmin edicilerini bulmak i¢in tanimlanan minimizasyon
problemi bir kisith quadratik matris degerli fonksiyonun optimizasyon problemine karsilik
gelmektedir. Calismanin arastirma sorusu; Lineer modellere uygulanan matris degerli
kuadratik optimizasyon yontemi ¢ok degiskenli katli lineer modellere de uygulanabilir mi?
seklindedir.

Bu tezde, cok degiskenli katli lineer modeller, model varsayimlarina eklenen,
bilinmeyen parametreler lizerindeki kesin kisitlamalar ile ele alinmistir. Ayrica belirli bir
gozlemlenen vektor i¢in bu kisith modellere regresorlerin eklenmesi ile kisitli asiri
parametreli ¢ok degiskenli katli lineer modeller elde edilmistir. Tezin temel amaci,
dustiniilen modellerdeki tiim bilinmeyen parametre matrislerinin BLUP’ larim1 ve BLUE’
larin1 hesaplamak i¢in analitik formdiller tiiretmektir. Ancak, bilinmeyen parametre matrisi
tizerinde yapilan kisit, ele alinan modeller altinda analitik formiiller {iretmeyi
zorlastirmaktadir. Bu nedenle kisitlamanin ortadan kalkmasi gerekmektedir. Bunun igin
kullanilan en etkin yontemlerden biri yeniden parametrelendirme yontemidir. Bu yontem ile
ele alman kisith model, kisitsiz model formuna donistiiriilir. Bdylece yeniden

parametrelendirilmis kisitsiz ¢ok degiskenli katli modeller altinda, bazi kuadratik matris



optimizasyon yontemleri kullanarak tiim bilinmeyen parametre matrislerinin BLUP’ larini
ve BLUE’ larin1 hesaplamak i¢in analitik formdillerin tiiretilmesi saglanir. Elde edilen BLUP
ve BLUE denklemleri ile dagilim matrisleri elde edilir. Gerekli karsilastirmalar bu dagilim
matrisleri ile saglanabilir.

Ele alinan kisitli modelin kisitsiz model formuna donistiirtilmesinde kullanilan bir
diger yontem ise model ile kisitin ortak bir formda yazilmasidir. Bu yontem ile model ve
kisiti, bilinmeyen parametrelerin ortak oldugu matris formunda yazilir. Béylece ele alinan
kisith model, kisitsiz model formuna donmiis olur. Dolayisiyla, ele alinan modeller altinda
bilinmeyen parametre vektorleri {izerinde yapilmak istenen parametre tahmini, bu yontem
ile elde edilen kisitsiz modeller i¢in yapilabilir

Bu tez, ele alinan modeller ve uygulanan yontemler agisindan 6zgiin olup, literatiire

yeni ve derinlemesine bir katki sunmaktadir.

1.2. Matematiksel Altyapr

Bu boliimde, ¢alismanin temellerini olusturan ve ilerleyen kisimlarda kullanilacak
olan matris teorisine dair temel kavramlar ve yontemler ele alinacaktir. Matris cebirinden
kronecker carpim ve vektoérlesmeye kadar uzanan bu basliklar, ¢ok degiskenli lineer

modellerin analizi i¢in gerekli matematiksel altyapiy1 saglamaktadir.

1.2.1. Matris Cebiri: Temel Kavramlar

Tanmm 1. Timi birden sifir olmayan kq, k,, ..., k, skalerleri kyx; + koxy, + -+
k,x, =0 olacak sekilde varsa, xi,Xs,...,%X, € R™*1 vektorlerinin kiimesine lineer
bagimlidir, diger durumda lineer bagimsizdir denir (Magnus & Neudecker, 1988).

Tanmm 2. T € R™"™ matrisinin siitunlar1 t;, t,, ..., t,, olsun. T matrisinin siitunlarinin
bir lineer kombinasyonu, x" = (x4, X5, ..., Xp,) vektorii icin Tx = x1t; + Xt + -+ X, t,
ifadesi ile gosterilir. T matrisinin siitunlarinin lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilen
tiim vektorlerin kiimesine T matrisinin siitun uzay1 denir ve R(T) seklinde ifade edilir.
R(T) = {y € Ry = Tx,x € R™1}, T matrisinin siitunlar tarafindan iiretilir (Venit &
Bishop, 1985; Sengupta & Jammalamadaka, 2003).



Tamm 3. T € R™ " matrisinin tj, t}, ..., t;, satirlar1 tarafindan tiretilen R™*!’ in alt

uzayma T matrisinin satir uzayr denir. T matrisinin satir uzayr R(T') olarak gosterilir

(Sengupta & Jammalamadaka, 2003).

Tanim 4. Bir matrisin stitun ranki, matrisin siitun uzay1 boyutu, satir ranki ise matrisin

satir uzay1 boyutudur (Venit & Bishop, 1985).

Tanmm 5. T € R™™ matrisi asagidaki 6zelliklerin saglanmasi durumunda satirca

indirgenmis esalon formundaki matris olarak adlandirilir. Bu tanim siitunca indirgenmis

esalon matris i¢in de gecerlidir (Torunbalct Aydin, 2017).

a)

b)

¢)

d)

Eger matrisin bir satirindaki tiim elemanlar1 sifir ise, bunlar matrisin en alt
satirinda bulunmalidir.

Matrisin sifirdan farkli ilk satirinin ilk elemani 1 olmalidir. Bu elemana bu satirin
ilk elamani denir.

Sifirdan farkli her bir satirda bu ilk eleman, bir 6nceki satira gore saga dogru bir
kaymak suretiyle yer alir.

Eger matrisin siitununun birisi bu ilk elemani iceriyorsa, o siitundaki diger

elemanlarin hepsi sifirdir.

Tanmm 6. Ry, R,, ..., R, satirlarindan olusan bir matris iizerinde yapilan asagidaki

islemlere elementer matris satir islemleri denir (Lipschutz & Lipson, 2008).

a)

b)

c)

Iki satir karsilikli olarak degistirilebilir. Bu satirlar R;, ve R; olarak gosterilirse,
satirlarin karsilikli yer degistirilmesi R, < R; seklinde yazilir.

Bir satir sifirdan farkli bir katiyla yer degistirebilir. Bu satir Rj olarak
gosterilirse, R;,” nin SR (s # 0) ile yer degistirilmesi R, « SRy, seklinde yazilir.
Bir satir, baska bir satirin bir kati ile kendisinin toplami olan satir ile yer
degistirilebilir. Bu satir R; olarak gosterilirse, R; satirinin sR; (s # 0) ile R;” nin

toplamu ile degistirilmesi, R; < R; + SR seklinde yazilir.

Tanmm 7. C;, C,, ..., C,, siitunlarindan olusan bir matris {lizerinde yapilan asagidaki

islemlere elementer matris siitun islemleri denir (Lipschutz & Lipson, 2008).

a)

b)

Iki siitun karsilikl olarak degistirilebilir. Bu siitunlar C}, ve C; olarak gosterilirse,
stitunlarin karsilikli yer degistirilmesi C;, < C; seklinde yazilir.

Bir siitun sifirdan farkli bir katiyla yer degistirebilir. Bu stitun Cj olarak
gosterilirse, C,” nin sC, (s # 0) ile yer degistirilmesi €, < sC, seklinde

yazilir.



¢)  Bir siitun, bagka bir slitunun bir kat1 ile kendisinin toplami1 olan siitun ile yer
degistirilebilir. Bu siitun C; olarak gosterilirse, €; stitununun sCj (s # 0) ile
C,” nin toplamu ile degistirilmesi, C; < C; + sCj seklinde yazilir.

Teorem 8. S € R™*™ matrisi, T € R™*™ matrisinin satir indirgenmis esalon big¢imi
olsun. Iki matrisinin satir uzaylar1 aynidir (Venit & Bishop, 1985).

Tanim 9. Bir matrisin satir uzayinin boyutuna satir ranki, stitun uzayinin boyutuna ise
stitun ranki denir. Bir matrisinin satir indirgenmis esalon bi¢imindeki sifirdan farkli
satirlarinin sayisina da rank denir ve r(.) operatorii ile gosterilir. (Venit & Bishop, 1985).

Teorem 10. Bir matrisinin ranki, o matrisin hem satir hem de siitun rankina esittir
(Venit & Bishop, 1985).

Tanmm 11.T € R™" ve § € R™*™ olmak iizere, eger S, T matrisinin elementer siitun
veya satir iglemleri sonucu elde edilen bir matris ise, T° ye S matrisine denk bir matristir
denir (Seber, 2008).

Teorem 12. T, S matrisine denk bir matris ise ranklar1 esittir, yani r(T) = r(S)’ dir
(Seber, 2008).

Tanmm 13. T € R™™ matris olmak iizere, Tx = px saglayacak sekilde sifir olmayan
bir x vektorii mevcutsa, p skaleri T matrisinin 6zdegeri, x vektorii ise p 6zdegerine karsilik
bir 6zvektor olarak tanimlanir (Harville, 1997).

Tanmm 14. T = T’ € R™*™ matrisinin inertiasi,

In(T) = {i.(T), i-(T), ip(T)}

seklinde ifade edilir (Tian, 2010). Burada i_(T), i,(T) ve iy(T) ifadeleri sirasiyla T
matrisinin negatif, pozitif ve sifir inertialarina karsilik gelir. Yani bu gosterimler sirasiyla T
matrisinin katliliklartyla birlikte g6z 6niinde bulundurulan negatif degerli, pozitif degerli ve
sifira esit olan 6zdegerlerinin sayisini gosterir.

Teorem 15. T =T' € R™ ™ matrisinin negatif ve pozitif inertialarinin toplamu,

matrisin rankina esittir. Bagka bir ifadeyle,

r(T) = i_(T) + i,(T)

seklindedir (Tian, 2010).



1.2.2. Kuadratik Formlar ve Iliskili Tanimlar

Tanm 16. T = (t;;) € R™™ simetrik matris ve y = (y;) € R™* vektér olmak

uzere,

m m
y'Ty = z Z Yiyjtij
i

ifadesi, y vektoriiniin kuadratik formu olarak tanimlanir. T matrisi ise kuadratik formun
matrisi olarak adlandirilir. y'Ty kuadratik formu, T matrisi tarafindan karakterize
edilmektedir. Bu durumda kuadratik form araciligtyla verilebilecek bazi tanimlar asagidadir
(Sengupta & Jammalamadaka, 2003; Graybill, 1969).

a) Egery'Ty > 0ise (Vy # 0), T pozitif tanimh matristir,

b) Egery'Ty <0 ise (Vy # 0), T negatif tanimli matristir,

¢) Egery'Ty = 0ise (V y), T pozitif yari-tanimli matristir,

d) Egery'Ty < 0ise (Vy), T negatif yari-tanimli matristir.

Tanmm 17. T ve S simetrik matrisler olmak tizere T > S gosteriminde “ 3> ” seklinde
ifade edilen matris siralamasi1 LPO’ dur (Bhatia, 2007).

T simetrik ve uygun boyutlu bir matris olmak tizere, Tanim 16 ve Tanim 17’ ye gore

a) T negatif tanimli matris ise T < 0,

b) T negatif yari-tanimli matris ise T < 0,

¢) T pozitif tanimli matris ise T > 0,

d) T pozitif yari-taniml matris ise T = 0
seklinde gosterilir.

T, S simetrik ve ayn1 boyutlu iki matris olmak {izere, Tanim 16 ve Tanim 17’ ye gore

a) T — S negatif tanimh matrisise T < S,

b) T — S negatif yari-tanimli matrisise T < S,

¢) T — S pozitif tanimli matrisise T > S,

d) T — S pozitif yari-tanimhi matris ise T = S
seklinde gosterilir.

Tanmm 18. T ve S pozitif yari-tanimli matrisler olmak iizere, eger S — T pozitif yari-

tanimliysa T, S den LPO’ ya gore kiigiiktiir ve S = T yada T < S seklinde ifade edilir. S —



T pozitif tanimliysa, T matrisi kesinlikle S matrisinden kigliktir ve T < S ya da
S > T bi¢imindedir (Sengupta & Jammalamadaka, 2003).
Tanmm 19. T € R™ ™ matrisinin p rankli pozitif yari-tanimli matris olmasinin gerek

ve yeter sart1 T = SS’ saglayacak bi¢imde p rankli S € R™*™ matrisinin mevcut olmasidir

(Seber, 1977).

1.2.3. Blok Matrisler

Tanim 20. Blok matris, orijinal matrisin elemanlarmin, birbirinden ayrik ve her birinin
yalnizca bir alt matris i¢inde yer aldig1 alt matrislere boliinmesiyle elde edilen bir yapidir.
Bu alt matrisler, matrisin daha karmasik islemlerini ve analizini kolaylastirmak ig¢in

kullanilir. Ornegin, T € R™ " matrisi igin

T,y T
T = [ 11 12]
Tz Tz

olmak lizere T;; € R™*™ T,, € R™*"2 T, € R™2*™ ve T,, € R™2*™2 T matrisinin
bir parcalanisidir. Burada m; + m, = m ve n; +n, = n’ dir. Yukarida verilen matrisin

transpozesi

T, T|
T =11 1,2]
Ty Ty

seklindedir (Seber, 2008).

Blok matrisler bilgisayar bilimlerinde boyutlar1 biiylik olan matrislerin etkin bir
sekilde islenmesi amaciyla kullanilmaktadir. Ozellikle metin madenciligi alanindaki
matrislerin boyutlarinin biiyiik olmasi nedeniyle islenmeleri oldukga gii¢ olmaktadir. Blok
matrisler yardimiyla, bu alandaki matrisler daha kii¢iik boyutlu matrislere ayrilip tek veya

daha fazla islemci yardimi ile islenerek hedeflenen sonuglarin elde edilmesi saglanmaktadir.

1.2.4. Matris Tersleri

Tamm 21. [, € R™" birim matris ve T € R™" herhangi bir matris olsun.

TS = ST = I,, olacak sekilde bir § € R™ ™ matrisi mevcutsa, S matrisine T matrisinin tersi
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denir ve S = T~ seklinde gosterilir. Tersinir (yani tersi olan) matrisler diizgiin (yani tekil
olmayan) matrisler olarak da adlandirilir (Tasg¢1, 2011).

Tanmm 22. T € R™? matrisi olmak iizere, TST =T sartini saglayan S € RP*"
matrisine, T matrisinin genellestirilmis tersi denir. S = T~ seklinde ifade edilir (Seber,
2008).

Teorem 23. Herhangi bir T matrisinin, en az bir T~ genellestirilmis tersi daima
mevcuttur (Seber, 2008).

Teorem 24. T € R™P matrisi ele alinsin:

a) TST=T,

b) STS =S5,

¢) (TS) =TS,

d) (ST) = ST
sartlarim saglayan tek bir S € RP*™ matrisi mevcut ise, S matrisine T matrisinin Moore-
Penrose genellestirilmis tersi denir. S = T seklinde ifade edilir (Harville, 1997).

Teorem 25. T n X p boyutlu bir matris olmak tiizere, T+ matrisi de p X n boyutlu
matristir (Harville, 1997).

Teorem 26. (T")* = (T")’ seklindedir (Harville, 1997).

1.2.5. Matris Denklemleri

Tanim 27. M € RP*", K € R®S ve E € RP* matrisleri olmak {izere, en az bir
L € R™ matrisi, MLK = E denklem sistemini sagliyorsa, matris denklem sistemi tutarldr,
aksi halde tutarsizdir denir (Graybill, 1969).

Teorem 28. MLK = E matris denklem sistemi tutarlidir & R(E) € R(M) ve
R(E) € R(K') dir (Graybill, 1969).

Teorem 29. S ve T uygun boyutlu herhangi iki matris olmak tizere, MLK = E matris

denklem sistemi tutarliysa
L=MYEK*+(—-M*M)S+T(I —KK")
seklindeki T matrisi, denklem sisteminin genel ¢6zlimiinii ifade eder (Graybill, 1969).

Sonu¢ 30. MLK = E matris denklem sistemi tutarliysa, denklem sisteminin bir

¢Ozimi
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L=M*EK*

dir (Graybill, 1969).

MLK = E denklem sisteminde K = [ birim matris alindiginda, matris denklem sistemi
ML = E haline doniisiir. Bu durumda Teorem 29’ un bagka bir 6nemli sonucu asagidaki
lemmada verilebilir. Bu lemma, lineer regresyon modellerde parametre tahminleri ile iligkili
sonuclar ve ozellikler elde edilirken karsilasilan matris denklemlerinin ¢6ziimiinde
kullanilir.

Lemma 31. ML = E lineer matris denklemi tutarhidir & r[M, E]=r(M), ya da
denk olarak, MM*E = E esitligi saglanir. Bu durumda, ML = E lineer matris denkleminin

genel ¢oziimii, S uygun boyutlu keyfi bir matris olmak tizere,

L=M'E+(—MM)S

formundadir (Penrose, 1955).

1.2.6. Vektor Uzay ve Izdiisiim Matrisleri

Bu kisimda verilen tanim ve teoremler hakkinda (Sengupta & Jammalamadaka, 2003)
kaynagindan detayl bilgi edinilebilir.

Tanmm 32. Herhangi t,s € R ve k,l € W igin tk + sl € W saglayacak bi¢imdeki
vektorlerin bostan farkli bir W kiimesi vektor uzay1 olarak tanimlanir.

Tanmm 33. W; ve W, herhangi iki vektor uzay1 olmak tizere, W;’ deki her vektor
W, deki biitiin vektorlere dik ise bu durumda W, ve W, birbirine dik denir. Bu durum
W, L W, bi¢iminde gosterilir.

Tanmm 34. W, ve W, herhangi iki vektor uzay1 olmak tizere, k € W; ve | € W, i¢in
k + | seklindeki bitiin vektorleri barindiran vektor uzayr W, ve W, vektoér uzaylarinin
toplam1 olarak tanimlanir. Bu durum W; + W, seklinde ifade edilir. W; ve W, vektor
uzaylarinin birbirine dik oldugu durumda W; + W, toplam1 W; @ W, bigiminde gosterilir.

Tanmmm 35. W, @ W, = R™*? saglaniyor ise W, ve W, birbirlerinin dik tiimleyenidir.
Bu durum W, = W3- (ya da W, = Wj') olarak ifade edilir. Ayrica herhangi bir W vektor
uzay1 icin (W+)t = W seklindedir.
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Tanmm 36. W vektor uzayi ele alinsin. V¢t € W i¢in Pt = t ve Pt € W saglaniyorsa
P matrisi izdiisiim matrisidir. Ayrica, eger I — P, W+ vektor uzaymin izdiisiim matrisi
oluyorsa, P matrisi W’ nin dik izdiistim matrisidir. Her izdlistim matrisi idempotenttir.

Teorem 37. Bir T matrisi ele almsin. TT*, R(T)’ nin bir dik izdiisiim matrisidir (Tian,
2010).

Teorem 38. T € R™ P bir matris olmak iizere, R(TT*) = R(T) ve R(I,, —TT*) =
R(T)* seklindedir.

Teorem 39. T € R™ P bir matris olmak iizere, sirasiyla Pp = TT*, E; =T+ =1, —
TT* ve Fr=1,—T*T matrisleri R(T), R(T)* ve R(T')*' iizerinde dik izdiisiim
matrisleridir.

Teorem 40. T ve S uygun boyutlu matrisler olmak tizere asagidakiler saglanir.

a) ST =0 R(S)=RT)L,

b) R(S) € R(T) & RS € R .

1.2.7. Rasgele Vektorler ve Matrisler

Bu boliimde, rasgele degiskenlerden olusan rasgele vektdr ve rasgele matrisler
hakkinda temel bilgiler ve teoremler sunulmaktadir. Konuya iliskin (Seber, 1977; Puntanen
vd., 2011) kaynaklarindan detayli bilgi edinilebilir.

Tanim 41.V = (vl- j) € R™P rasgele matrisi i¢in beklenen deger,

EW) = (E(vy))

seklinde gosterilir.
Teorem 42. Bir rasgele V matrisi ve bilinen matrisler M, L ve K i¢in, MVL + K’ nin

beklenen degeri
EMVL+K)=ME(V)L+K

seklindedir.
Teorem 43. Bilinen matrisler M ile N ve rasgele matrisler U ile V olmak {izere,

MU + NV’ nin beklenen degeri
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E(MU + NV) = ME(U) + NE(V)

seklindedir.

Tanim 44. w rasgele degisken ve 1 = E(w) olmak iizere w’ nin varyansi,

var(w) = 62 = E(w — 1)?

seklinde ifade edilir.
Tanmm 45. u,w rasgele degisken ve 1 = E(u), u = E(w) olmak lizere, u ve w

arasindaki kovaryans,

cov(u,w) = oy, = E(u—2)(w—p)’

seklinde ifade edilir. Ayrica D(u) = cov(u,u) = E(u — A1) (u — 1) dir.

Teorem 46. M ile N bilinen matrisler ve U ile V rasgele matrisleri i¢in,

cov(MU,NV) = Mcov(U,V)N'

seklinde ifade edilir.

1.2.8. Rank ve Ozellikleri

Tahminler ile ilgili sonuglar elde edilirken Lemma 31° deki matris denkleminin
¢Oziimiinden yararlanilir. Bu ¢6ziim Lemma 31° den de gériilecegi iizere matrislerin M7 ile
gosterilen terslerini igerir. Karsilasilan karmasik yapili matrislerin denklemlerini daha sade
forma getirebilmek i¢in matris cebrine basvurulur. Matrislerin 6zellikle de rank formiilleri,
karsilagilan matris ifadelerini sade forma getirmede kullanilir. Ayrica matrislerin ranklari ile
ilgili detayli bilgi i¢in Marsaglia & Styan (1974); simetrik matrislerin inertia ve ranklari
tizerine detayli bilgi icin Tian (2012) ve Tian & Jiang (2016) kaynagina bakilabilir.

Blok matrislerin ranklarina iliskin bazi sonuglar asagida ifade edilmistir.

Lemma 47. M € R™", [, € R™*k ve K € R™™ olsun. Bu durumda

r[M, Ll=rM)+r(EyL) =r(L)+r(E.M), (D
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r ["Ig] = (M) + r(KFy) = r(K) + r(MFy), .
r [11\21 S] =1(L) +r(K) + r(E,MFy), 3)
r MZ\,/I’ é] =r[M, L1+7r(L) @

ve

R(L) € RM) ve R(K') € R(M") ise 7 [M L

K D]=r(M)+7‘(D—KM+L) (5)

dir. Ozellikle,
a) r[M, L]=r(M) e R(L) SRM) o MM*L=L o EyL=0,
b) [1}?] —r(M) & R(K") S R(M") & KM*M = K = KFyy = 0,
¢) r[M, Ll=r(M)+r(L) & RM)NR(L) ={0} & R[(E,L)] =R
e R(E,M)'] =RWM),
d r ["Ig] =r(M) + r(K) © R(M) N R(K") = {0} & RKF,) =RK) &
R(MFg) = R(M).
Lemma 48. Uygun boyutlu T;, S;, T,, S, ve T3 matrislerinin R(T}) € R(S;),
R(T,) € R(S1), R(Ty) € R(S3) ve R(T3) € R(S,) sartlarim sagladigini varsayalim. O

zaman

0 S5, T;
r(T1S{To85Ts) =7 [51 T, 0] —7(5) —7(52)
, 0 O
dir. Boylece
0 S, T;
T\ S{T,S; T;=0e 1 [51 T, 0] =7(S1) +7(S2)
, 0 O

dir.
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Lemma 47 ve 48’ deki matris rank formiilleri ve bunlarin sonuglari, matrisler ve
bunlarin islemleri i¢in c¢esitli basit veya karmagsik cebirsel esitlikleri olusturmak ve

karakterize etmek i¢in oldukc¢a yararli teknikler olarak kabul edilmektedir.

1.2.9. Bir Matrisin Kronecker Carpimi ve Vektorlestirme Islemi

Lemma 49. T = (ti j) ER™P ve § = (si j) € R™4 matrislerinin kronecker ¢arpimi

T & S olmak iizere,

t115 t125 tlpS
TS = fow
tnls tnzs b tnpS

olarak tanimlanir. Burada T @ S € R™*P4” dir. Kronecker ¢arpim literatiirde direkt ¢arpim
veya matris tensor ¢arpimi olarak da isimlendirilir (Tasg1, 2011).

Kronecker ¢arpimla ilgili baz1 6zellikler asagida verilmektedir.

a) TRS+SQT dir.

b) Vke€RveT,S matrislerii¢in (kT) ® S =T @ (kS)’ dir.

c) T,S ve M matrislerii¢in (T Q@ S) QM =T Q (§ Q M)’ dir.

d) T,SveM uygunboyunlu matrislerii¢in(T+S) @M =T Q@ M + S Q M’ dir.

Tanmm 50. T = (t,t,, ..., t,) € R™*™ matrisi ele alinsin. O zaman T, T matrisinin

stitunlarinin art arda yazilmasiyla elde edilen bir vektordiir ve T = (t1, th, o, ) € RMX1

olarak tanimlanir (Seber, 2008). Burada ise —(—)) vektorlestirme islemini gostermektedir. Bu
Ozdeslik, ozellikle ¢ok degiskenli istatistiksel modellerde kullaniglidir. Kronecker ¢arpimi
sayesinde Uglii ¢arpim yapisinin tek bir matris carpimina indirgenmesi saglanarak
hesaplamalar 6nemli 6l¢iide kolaylastirilir.

Vektorlestirme islemi ile ilgili bazi1 6zellikler agagida verilmektedir.

) T=U®Nh =T @Iyl di

b) T eR™" ve S e R™1 uygun boyunlu matrisleri icin

TS=(I,®T)S = (' @M, = (5' ® I,)T" dir.
¢c) TeR™" SeR™ ve MeR?" uygun boyunlu matrisleri ig¢in

TSM=M'®T)S =, @TS)M = (M'S’ ® L,,)T" dir.
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1.2.10. Parametre Tahmininde Bazi1 Optimizasyon Yontemleri

Kelime anlami olarak, optimizasyon, en uygun duruma getirme olarak
tanimlanmaktadir (Tirk Dil Kurumu Sozliikleri, 2025). Bir sistemin isleyisini ve
ozelliklerini yansitan, sistemin i¢indeki ve ¢evresindeki diger sistemlerle olan etkilesimleri
kapsayan matematiksel ifadeler ise optimizasyon modellerini olusturmaktadir (Williams,
1999). Optimizasyondaki iki ana unsur modelleme ve analiz olarak nitelendirilmektedir
(Turkay, 2023).

[statistiksel teorinin ve optimizasyonun birgok yénden yakindan baglantili oldugu iyi
bilinmektedir. Optimizasyon problemleri (maksimizasyon veya minimizasyon) istatistigin
bircok alaninda karsilasilan problemlerdir (Gentle, 2006). Ornegin, istatistiksel tahmin ve
modelleme 6zel optimizasyon problemlerindendir. Istatistiksel bir yontem, bir optimizasyon
probleminin ¢6ziimiine dayandiginda, bu problemi agik bir sekilde formiile etmek, hem
yontemi anlamaya hem de yontemin uygulanma amaglarina uygun olup olmadigina karar
vermeye yardimci olur.

Istatistikte karsilasilan optimizasyon problemlerinden bazilarinda, genellikle, bir
lineer denklem sisteminin ¢oziilmesiyle sonuglara ulasilabilir, bununla birlikte, diger bir¢cok
problemin ¢oziimleri yinelemeli (iteratif) yontemlerle elde edilebilir (Lange vd., 2014). Bir
istatistiksel model formiile edildikten sonra, parametreler optimizasyon yontemleriyle
tahmin edilebilir ve tahminler genellikle bazi fonksiyonlar araciligiyla minimumlagtirma
veya maksimumlastirma islemleri ile bulunur.

Lineer regresyon modellerinden istatistiksel sonuglar ¢ikarilirken, model formiile
edildikten sonra, modeldeki bilinmeyen tiim vektorler veya bu vektorlerin fonksiyonlar
cesitli yontemlerle tahmin edilebilir. Bunun i¢in optimizasyon yontemlerinden
yararlanilabilir. Istatistiksel tahminlerin elde edilmesinde kullanilan yaygin bir optimizasyon
yontemi olarak, gozlenen verilerin yogunluguyla orantili bir fonksiyon olan olabilirlik
fonksiyonu maksimumlastirilabilir veya baska bir genel tahmin ydntemi olarak, artiklarin
bir normunun minimumlastirilmasina dayanan yontem kullanilabilir. Bagka bir deyisle, bir
regresyon modelinin veri i¢in en uygun model olmasi en kiiciik kareler gibi minimum bir
norm cinsinden tanimlanabilir. Bu optimizasyon yaklasimlarinin yani sira literatiirde ¢ok
kullanilan diger yontemler olarak Momentler ve Bayes yontemleri sayilabilir. Istatistiksel

uygulamalarda optimizasyonun diger kullanimlarindan bazilar1 verilerin toplanmasindan
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Once ortaya ¢ikar, 6rnegin deneysel veya drnekleme hatalarini en aza indirmek i¢in bir deney
veya anket tasarlanirken optimizasyon kullanilabilir (Gentle, 2006).

Lineer regresyon modellerinde, bilinmeyen parametrelerin en iyi tahminlerini elde
etmek, belirli optimizasyon siirecleri ile miimkiindiir. Bu siiregte, BLUE ve BLUP tahmin
edicileri, LPO kullanilarak optimize edilir. Genellestirilmis ters matrislerle ifade edilen bu
tahminler, belirli kisitlar altinda quadratik matris degerli fonksiyonlarin optimizasyon
problemleri olarak ¢oziimlenebilir. Boylece, lineer regresyon modelleri kapsaminda, hem
tahmin problemleri hem de sonuc¢ cikartma ortak bir yapida ele alimir. Ozellikle, bu
tahminler, kisitlanmis minimizasyon problemlerinin bir sonucu olarak ortaya ¢ikar ve matris
degerli quadratik fonksiyonlarin maksimumlastirilmasiyla ilgili temel bir lemmaya dayanir
(Giiler & Biiyiikkaya, 2023a). Bu lemma, bilinmeyen parametrelerin hem tahmini hem de
Ongoriistinde kritik bir rol oynayarak, optimizasyon siirecinin temelini olusturur.

Lemma 51. A € R**? ve B € R™*?P matrisleri verilsin ve P € R™" pozitif yari-
tanimli matris olsun. Kabul edelim ki X,A = B olacak sekilde X, € R™*™ matrisi mevcut

olsun. Bu durumda

X,P

r)rgtﬂ%s iy(XoPXy—XPX') =r e

| = r@a) =rx,pat)

ifadesi XA = B matris denkleminin tiim c¢6ziimlerine gére X PX,— XPX' ifadesinin
maksimum pozitif inertiasidir. Bu ylizden XA = B matris denkleminin tim ¢6ztimleri i¢in
XoPX) < XPX' saglanacak sekilde XyA = B matris denkleminin X, ¢6ziimii vardir & X,
¢6ziimii hem X,A = B hem de X,PA* = 0 denklemlerinin her ikisini de saglar (Tian, 2012).
Yani birlestirilmis formda ifade edildiginde

Xol4, PA*]=[B, 0] (6)

dir. XA = B matris denklemi tutarli oldugunda (6) matris denklemi de tutarlidir. Bu

denklemin genel ¢oziimii

Xo=1[B, 0][4, PAL]*+U[4, PAL]* (7)
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olarak yazilabilir. Burada U € R™*™ keyfi bir matristir. Ayrica (6) denklemini saglayan X,

matrisi tektir © r[4, PA*] =n’ dir. O
Lemma 52. (Tian, 2015) A € RP*9, B € R™™4, C € RP*™, D € R™™ ve simetrik

N € R™™ matrisleri verilsin ve pozitif yari-tanimli M € R™*™ olsun. T degisken matrisi

icin TA = B matris denklemi tutarli olmak tizere, bu matris denklemine gore
f(T)=(TC+D)M(TC+D)' —N

fonksiyonu ele alinsin. Bu durumda, TA = B matris denkleminin tiim c¢oziimleri i¢in
f(T) = f(S) saglanacak sekilde SA = B matris denkleminin bir S ¢6ziimii daima vardir. Bu

esitsizligi saglayan S matrisi

S[A, CMC'AY] =[B, —-DMC'AY] (8)

tutarlt matris denklemi ile belirlenir. S matrisinin genel ifadesi

S = argminf(T) = [B, —DMC'A*][4, CMC'A*]" +U[A, CMC']*, ©)
SA=B

ve karsilik gelen f(S) ve f(T) fonksiyonlarinin analitik ifadeleri

£(S) = min f(T) = (BA*C + D)M(BA*C + D)’

—(BA*C + D)MC'(AtCMC'AY)*CM(BATC + D)’ — N,
f(T)=f(S)+ (TC+D)MC'(ALCMC'AN)*CM(TC + D)’
olarak verilir. Burada U € R™ P keyfi bir matristir. O

1.3. Lineer Modeller

Lineer modeller, hem teorik hem de pratik bakis acilarindan en yaygin kullanilan
istatistiksel yontemlerden biridir. Arastirmacilar, degiskenler arasindaki lineer iligkileri

modelleyerek tahmin yapabilir, veri yapisini daha iyi anlayabilir ve gelecekteki olasiliklart
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ongorebilir. Bu kisimda, lineer modellerin temel 6zellikleri tizerinde durulacaktir. Ayrica,
lineer modellerde tahmin yontemleri ve optimizasyon teknikleri ele alinarak, elde edilen
tahmin edicilerin karsilastirilmasi verilecektir.

Bir lineer model, genel olarak
M:y=Xa+e¢ (10)

bi¢ciminde ifade edilir. Bu model genel varsayimlar altinda ele alindiginda hata teriminin

beklenen degeri ve dagilim matrisi

E(e) =0,
cov(e, €) = D(¢) = g% (11)

olarak yazilabilir. (11)* deki varsayimlara gore,

E(y) = Xa,

cov(y,y) = D(y) = 0*Z (12)

dir. Yani (11) veya (12) esitliklerinde verilen varsayimlarda ifade edilmek istenen,
modellerdeki rasgele vektorler i¢in birinci ve ikinci momentlerin varligi disinda herhangi bir
dagilim varsayiminin yapilmadigi ve verilen matrislerin ranklar1 ile ilgili herhangi bir
kisitlama olmadigidir.

Ele alinan M’ modelinde,

. y € R™*1 gizlemlenebilir yanit degiskenlerinin bir vektorii,

o X € R™X tam rankli olmas1 gerekmeyen bilinen bir matris,

. a € R¥*1 sabit fakat bilinmeyen parametrelerin bir vektorii,

o & € R™*?! rasgele hatalarin gézlemlenemeyen bir vektorii,

. o2 bilinmeyen pozitif bir parametre,

. 2 € R™™ tam rankl olmasi gerekmeyen pozitif yari-tanimli bilinen bir matris
dir.

Burada M’ modelinin tutarli oldugu kabul edilmektedir. M modelinin tutarlilif1 bir
olasilikla y € R[X, 2ZX] ifadesinin saglanmasi olarak tanimlanir (Rao, 1973).



20

1.3.1. Lineer Modellerde Tahmin

K € RSk ve H € R*™ olmak lizere, M modelindeki tiim bilinmeyen vektérlerin

tahmin ve 6n tahmin edicileri {izerinde bazi sonuglar elde edebilmek i¢in

¢ =Ka+ He (13)

vektori ele alinabilir. (11) veya (12)° deki varsayimlara gore

E(¢) = Ka,
D(¢) = o*HIH, (14)
cov(¢,y) = 0?HX

yazilir. (13)’deki K ve H matrisleri yerine bazi 6zel matrislerin yazilmasiyla

a) K=XveH=1I,almrsa¢gp =Xa+¢e=y,

b) H = 0alinirsa ¢ = Ka,

¢) K=XveH =0alnrsa ¢ = Xa,

d) K=I,veH =0alinirsa ¢ = a,

e K=0veH =I,alimirsa¢p =¢
elde edilir.

Bu boliimiin kalan kisminda M lineer regresyon modelindeki bilinmeyen
parametrelerinin ¢ genel vektoriiniin tahmin edilebilirligi ve bu vektoriin tahmin edicileri
kapsaminda bazi tanimlar verilecektir.

Tanmm 53. (10)’ daki M lineer modeli ve (13)° deki ¢ vektorii ele alinsin. L € RS*"
olmak iizere, E(Ly — ¢) = 0 esitligini saglayan bir Ly lineer istatistigi mevcut ise, ¢
vektoriine M modelinde 6n tahmin edilebilirdir denir.

¢ vektoriiniin ve bu vektoriin bazi 6zel hallerinin tahmin edilebilirligine iliskin
tanimlar asagida ifade edilmistir (Alalouf & Styan, 1979).

a) ¢ vektérii M modelinde 6n tahmin edilebilirdir & R(K') € R(X') & Ka

vektorii M modelinde tahmin edilebilirdir.

b)  Xa + ¢ vektorii M modelinde her zaman 6n tahmin edilebilirdir.

c) Xa vektoriit M modelinde her zaman tahmin edilebilirdir.

d) & vektorii M modelinde her zaman 6n tahmin edilebilirdir.



21

e) a vektorii M modelinde tahmin edilebilirdir & r(X) = k’ dir.

[statistik literatiiriinde, lineer regresyon modellerinde bilinmeyen parametreler icin
uygun bir tahmin ve 6n tahmin edici belirlemenin en iyi bilinen yontemi, diger tiim yansiz
tahmin ediciler arasinda kovaryans matrisi en kiigiik olan tahmin edicilerin bulunmasidir.
LPO' a gore kovaryans matrisi en kii¢ciik olan BLUE ve BLUP ile ilgili tanim asagida
verilmistir

Tanimm 54. ¢ vektorii M modelinde 6n tahmin edilebilir olsun. Bu durumda, Ka
vektorii de M modeli altinda tahmin edilebilirdir. Boylece, L € R¥*™ olmak iizere,
E(Ly — ¢) = 0 esitligini saglayan bir Ly vektorii aym zamanda D(Ly — ¢) dagilim
matrisini minimum yapacak sekilde mevcut ise, Ly istatistigi ¢ vektoriiniin M modeli

altinda BLUP’ 1 olarak tanimlanir ve

Ly = BLUP,;(¢) = BLUP);(Kat + He) (15)

olarak gosterilir (Goldberger, 1962; Puntanen vd., 2011). Bagka bir deyisle,

Ly = BLUPy)(¢p) & E(Ly — ¢) = 0 esitligine gore D(Ly — ¢) = min (16)

dir.

Eger ¢ vektorinde H = 0 olarak alinirsa, BLUP tanimi1 BLUE tanimina indirgenmis
olur. Yani, bu durumda G € R¥*™ olmak iizere, E(Gy — Ka) = 0 esitligini saglayan bir Gy
vektorii ayn1 zamanda D(Gy) dagilim matrisini minimum yapacak sekilde mevcut ise, Gy

istatistigi Ka vektoriiniin M modeli altinda BLUE’ su olarak tanimlanir ve
Gy = BLUE;(Ka)
olarak gosterilir. Baska bir deyisle,
Gy = BLUEy(Ka) & E(Gy — Ka) = 0 esitligine gére D(Gy) = min
dir.

Tanim 53 ve 54 ile verilen tanimlar ve gosterimler Xa + €, Xa, a, He ve € vektorleri

icin benzer sekilde ifade edilebilir.
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1.3.2. Lineer Modellerde Optimizasyon Yontemleri

Lemma 51° ye gore asagidaki sonu¢ yazilabilir. Detaylar i¢in Giiler & Biiyiikkaya
(2023a) ¢alismasina bakilabilir.

Lemma 55. M modeli ele alinsin ve ¢ vektoriiniin bu model altinda 6n tahmin
edilebilir oldugu kabul edilsin. Ly ve Ty istatistikleri bu model altinda ¢ vektori icin iki

lineer yansiz 6n tahmin edici olmak tizere,
. X
E(ly—¢) =0 LX = Kyani [L, —I][¢]=0, (17)

E(Ty—¢) =0 & TX = K, yani [T, —I] ﬁ] -0 (18)
ve

D(Ly—¢) =L -H)X2(L—-H)

A o Pl o A (19
= f@),

D(Ty=-¢) =T —MIT—H
=i, =[] =[] -1y 20)
= (1)

esitlikleri yazilabilir. M modeli altinda ¢ vektorii i¢in herhangi iki Ly ve Ty lineer yansiz
On tahmin edicileri ele alindiginda, (13) ile verilen ¢ vektoriiniin BLUP’ 1nin bulunmasi igin
ifade edilen matris minimumlagtirma problemi, E(Ly — ¢) = 0 esitligine ya da denk olarak
LX = K tutarli matris denklemine gore L matrisinin bulunmasina karsilik gelir dyle ki
E(Ty — ¢) = 0 yadadenk olarak TX = K tutarli matris denklemine gore (L) < f(T) yani
D(Ly — ¢) < D(Ty — ¢) ya da denk olarak

D(Ly-¢)—D(Ty—¢) <0 21

olmasina karsilik gelir, yani bu durumda (16)’ a gore Ly = BLUP(¢) yazilir. (21)’ de
verilen ifade (19) ve (20)’ den
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(L-H)YX(L-H) —(T—-H)YX(T—H)'<0

ya da denk olarak
—_ ITl ITl ' - I __ —_ I’fl ITl ’ — !
A e Dl e B (R A PR A [ DA (0 N R A TR
olarak yazilir. Dolayisiyla Lemma 51 dikkate alindiginda,

maks i,(D(Ly —¢) —D(Ty — ¢))

E(Ty—$)=0
=l
X]’ K
K

(i sl B

yazilir. Buradan (17)’ e gore

D(Ly — ¢) = min < Ly = BLUP,:(¢)
sufid) Gl [ = o @)

o L[X, ZXY] = [K, HEX'].

(16) veya Lemma 31° den, (22) matris denkleminin genel ¢oziimii
L=[K, HEX'[X, Xt + U[X, ZXx4]+ (23)

olarak yazilir. m|
Teorem 56. ¢ vektorii M modeli altinda 6n tahmin edilebilir olsun. Bu durumda, Ka
vektori de M’ modeli altinda tahmin edilebilirdir. Ly ve Ty istatistiklerinin M modeli
altinda ¢ vektorii icin iki lineer yansiz 6n tahmin edici oldugu kabul edilsin. Bu durumda
D(Ly — ¢) —D(Ty — ¢) farkinnn TX = K tutarli matris denklemine goére maksimum

pozitif inertiasi
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maks (00 =) =0y =) =r (1t =[] [5] (T)
olarak yazilir. Boylece,
D(Ly — ¢) = min & Ly = BLUP(¢) © L[X, 2X1] = [K, HXX']
dir. Bu matris denkleminin genel ¢6ziimii M" modeli altinda ¢p” nin BLUP’ 1na karsilik gelir:
BLUP);(¢) = Ly = ([K, HEX*][X, ZXL] + U, [X, ZXt]Y)y (24)

olarak yazilir. Burada U,,, € RS dir. Ozellikle de
a) BLUP(¢) tektir & L tektir ve M tutarhdir <

r[X, ZXt]=n

dir.
b) W, =[X, ZX'] olmak iizere, asagidaki rank ve range esitligi saglanur:

r(W,) =7[X, XX =r[X, X],
RW,,) = R[X, X12] =R[X, X].

(25)
¢) W, =[X, XX!] olmak iizere asagidaki kovaryans matris esitlikleri saglanir:

D(BLUPx(9)) = o*([K, HEX'IWDE(K, HEX W), (26)

cov{BLUPy:(¢), ¢} = o*([K, HEXW)ZH', (27)

Ve

D(¢ — BLUPy(¢)) = o?([K, HEX W, — H)Z([K, HEX' Wt — H)'". (28)
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Ayrica Gy ve Fy istatistiklerinin M modeli altinda Ka vektorii i¢in iki lineer yansiz
tahmin edici oldugu kabul edilsin. Bu durumda D(Gy) — D(Fy) farkinin FX = K tutarh

matris denklemine gére maksimum pozitif inertiasi
: B _ 1] ¢ ] X l)
maks i..(D(Gy) D(Fy))—r([G. s][O]Z[O] [K]
olarak yazilir. Boylece,

D(Gy) = min © Gy = BLUE,;(Ka) & G[X, ZX*] = [K, 0]

dir. Bu matris denklemi tutarhidir ve bu matris denkleminin parametrik formdaki genel

¢coziimii G = [K, 0][X, ZX*]* + U[X, ZX*]* oldugundan
BLUEy (Ka) = Gy = ([K, 0][X, ZX*]t + U, [X, ZX*]Y)y
olarak yazilir. Burada U,,, € R*™ keyfi bir matristir. BLUE;;(Ka)’ nin dagilim matrisi ise
D(BLUEy (Ka)) = [K, 0][X, ZX*]*2([K, O][X, ZX*]*)’
olarak ifade edilir. Benzer sekilde,
BLUE)(Xa) = ([X, 0][X, ZX1]" + U,[X, ZX*]D)y
ve
BLUPy(¢) = ([0, ZX*][X, ZXY +U[X, ZX1]Y)y
olarak yazilir. @ vektérii M' modeli altinda tahmin edilebilir oldugunda
BLUE) (a) = ([I, 0][X, XLt + U[X, =X1]Y)y

olarak yazilir. m|
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Lemma 52’e gore asagidaki sonug yazilabilir. Detaylar i¢in Tian (2015) c¢alismasina
bakilabilir.

Lemma 57. M modeli ele alinsin ve ¢ vektoriiniin bu model altinda 6n tahmin
edilebilir oldugu kabul edilsin. Ty istatistigi bu model altinda ¢ vektorii igin bir lineer yansiz

on tahmin edici olmak iizere, (18)’ de verilen ifadeler i¢in

ETy—¢)=0oTX=K o C(K') € C(X")

yazilir ve buradaki son ifade Tanim 53° e gore ¢ vektoriiniin M modeli altinda 6n tahmin

edilebilir olmasina denktir. (20)” e gore ise

f(T)=D(Ty—-¢)=(T-HIT-H)

esitligi dikkate alindiginda, Lemma 52’ e gore, TX = K matris denkleminin tiim ¢6ztimleri

i¢in
f() = (L)
yani
D(Ty—¢) > D(Ly — ¢)
ya da denk olarak

(T—H)X(T—-H) >»(L—-H)X(L-H)

olacak sekilde LX = K matris denkleminin bir L ¢dziimii daima vardir, yani E(Ly — ¢) =
0’ dir. Bu esitsizligi saglayan L matrisi (8)° ye gore

Llx, Xxt]=[K, HXX']

tutarli matris denklemi ile belirlenir. Bu durumda, L matrisinin genel ifadesi (9)’ e gore
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L =[K, HEXY[X, ZXi]* + U[X, =X1]*

olarak yazilir. Dolayisiyla, (16)’ da verilen

Ly = BLUP)(¢) & E(Ly — ¢) = 0 esitligine gore D(Ly — ¢) = min

ifadesi LPO’ a gore sinirli ikinci dereceden matris degerli fonksiyonun Lemma 52’ de verilen
optimizasyon problemine Kkarsilik gelir. Yani LX = K esitligine gore f(L) = D(Ly — ¢) =
min saglanacak sekilde bir L ¢6ziimii daima vardir. Boylece, ¢p vektorii M modeli altinda

on tahmin edilebilir oldugunda asagidaki ifade elde edilir:

D(Ly — ¢) = min & Ly = BLUP,(¢) < L[X, ZX*] = [K, HEX']. O

1.3.3. Lineer Modellerde Tahmin Edicilerin Karsilastirilmasi

Matrisleri iceren ifadeler arasinda Kkarsilastirmalar s6z konusu oldugunda ise,
siralamalar i¢cin LPO’ dan yararlanilir. {1k olarak Léwner tarafindan tanimlanan (Lowner,
1934) ve kendi adiyla anilan LPO, simetrik matrisler i¢in ¢ok kullanish ve ayn1 zamanda
glclii bir ozelliktir. Simetrik matrislerin LPO ile iliskileri hakkinda detayli bilgi igin
Puntanen vd., (2011) ¢alismasina bakilabilir.

Onceki boliimde elde edilen sonuglar direkt optimizasyon problemine karsilik
gelmektedir. Istatistikte bir diger optimizasyon yaklasimi olarak lineer modellerdeki
bilinmeyen parametrelerin optimal tahmin veya 6n tahmin edicilerini belirlemek problemi
ele alinabilir. Tahmin edicilerin performans karsilastirmasinda yaygin olarak kullanilan
Olgiitlerden biri kovaryans matris karsilastirmasidir. BLUE ve BLUP, tanimlar1 geregi
yansizlik ve diger yansiz tahmin ve 6n tahmin edicilere gére en kiigiik kovaryans matrise
sahip olma 6zelliklerine sahiptir. BLUE ve BLUP bu o&zellikleri nedeniyle, istatistiksel
cikarim teorisinde dnemli bir role sahiptir ve siklikla ¢esitli tahmin ve 6n tahmin edicilerin
performanslarint degerlendirmek i¢in kullanilirlar. Bu durumda, lineer regresyon modelleri
altinda bilinmeyen parametreler i¢in herhangi bir tahmin edicinin dagilim matrisi ile BLUE
ve BLUP’ 1n dagilim matrislerinin karsilastirilmasi, ele alinan tahmin edicinin optimalliginin

belirlenmesini saglar. Ele aldigimiz konu ¢ergevesinde, asagida iliskili bir sonug verilmistir.
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Teorem 58. (Tian, 2017) ¢ vektorii M modelinde 6n tahmin edilebilir ve BLU Py (¢),
(24)’ de verildigi gibi olsun. Ayrica simetrik M; € R%*S ve

X 0 X X XH' X
L=]0 —-M; K—HX|=|HX HXH —07?M;, K
X' K —X'H' 0 X' K' 0

olmak iizere,

a) D(¢—BLUP)(¢)) > M, & i, (L) =7[X, Z]+s.

b) D(¢—BLUPy(¢)) <My < i_(L) =7(X) +s.

¢)  D(¢—BLUP(¢)) = M; & i_(Ly) =r(X).

d) D(¢p—BLUP(¢p)) <M, & i (L) =7[X, Z].

e) D(¢p—BLUP(¢)) =M, © (L) =rX)+7[X, X
esitlik ve esitsizlikleri elde edilir. O

Teorem 58 ile verilen sonuc¢lar Ka, Xa, a, He ve € vektorleri i¢in de ifade edilebilir.
Bu sonugla ilgili detaylr bilgi i¢in Giiler (2022), Giiler & Biiyiikkaya (2019, 2021, 2022),
Tian & Guo (2016) calismalarina bakilabilir. Ek olarak, farkli varsayimlarla BLUP’ larin
karsilastirilmasina, Dong vd. (2014), Haslett & Puntanen (2010, 2011), Liu & Wang (2013)
calismalar1 6rnek olarak verilebilir.

Yukarida belirtilen durumlara ek olarak, lineer modellerinin istatistiksel ¢ikarimi
sirasinda ayni gozlemlenebilir rastgele degisken vektoriine uymaya aday birgok farkli model
ortaya ¢ikabilir. Bu modeller genellikle modellere bazi regresorler eklenerek veya silinerek
ortaya c¢ikar. M modeline Zy regresoriiniin eklenmesiyle yeni bir model elde edilir. Bu

model bir sonraki boliimde verilecektir.

1.4. Asiri1 Parametreli Lineer Modeller

Bu kisimda, asir1 parametreli lineer modellerin temel 6zellikleri tizerinde durulacaktir.
Ayrica, bu modellerde tahmin yontemleri ve optimizasyon teknikleri ele alinarak, elde edilen
tahmin edicilerin kargsilastirilmasi verilecektir.

Bir asir1 parametreli lineer model genel olarak
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a
N:iy=Xa+Zy +e=[X, Z][y]+€ (29)

biciminde ifade edilir. Bu model genel varsayimlar altinda ele alindiginda hata teriminin

beklenen degeri ve dagilim matrisi (11)” deki gibidir. Ayrica bu varsayimlara gore

E(y) = Xa + Zy,
D(y) = o’ G0

dir. Yani (11) veya (30) esitliklerinde verilen varsayimlarda ifade edilmek istenen,
modellerdeki rasgele vektorler i¢in birinci ve ikinci momentlerin varligi disinda herhangi bir
dagilim varsayimimin yapilmadigi ve verilen matrislerin ranklar1 ile ilgili herhangi bir
kisitlama olmadigidir. Ele alinan ' modelinde,

o y € R™1 ggzlemlenebilir yanit degiskenlerinin bir vektorii,

o X € R™X tam rankl1 olmasi gerekmeyen bilinen bir matris,

o Z € R™ tam rankli olmasi gerekmeyen bilinen bir matris,

o y € R7*1 sabit fakat bilinmeyen parametrelerin bir vektori,

o a € R*¥*1 sabit fakat bilinmeyen parametrelerin bir vektorii,

o ¢ € R™? rasgele hatalarin gézlemlenemeyen bir vektorii,

o o2 bilinmeyen pozitif bir parametre,

o 2 € R™™ tam rankli olmasi gerekmeyen pozitif yari-tanimli bilinen bir matris
dir.

Buradaki V' modelinin tutarli oldugu kabul edilmektedir. Bu modelin tutarlilig1 bir
olasilikla y € R[X, Z, 2] ifadesinin saglanmasi olarak tanimlanir (Rao, 1973).

1.4.1. Asir1 Parametreli Lineer Modellerde Tahmin

N modelinin tiim bilinmeyen vektdrlerinin tahmin ve 6n tahmin edicileri iizerine

sonuglar elde edebilmek icin K € RS*¥ ve H € R¥*" olmak iizere,

¢ =Ka+He=[K 0][)]+He=R[}]+He (31)
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vektorii ele alinabilir. Burada K = [K, 0] € R**+™ dir. (11) veya (30) daki

varsayimlara gore

E(¢) = Ka,
D(¢) = 0?HXH’, (32)
cov(¢,y) = 0?HX

yazilir.

Bu bolimiin kalan kisminda ' modelindeki bilinmeyen parametrelerinin ¢ genel
vektoriinlin tahmin edilebilirligi ve bu vektoriin tahmin edicileri kapsaminda baz1 tanimlar
verilecektir.

Tanmm 59. ¢ vektoriintin ve bu vektoriin bazi 6zel hallerinin tahmin edilebilirligine
iligkin tanimlar asagida ifade edilmistir.

a) ¢ vektorii V modelinde 6n tahmin edilebilirdire&
R(K') cR(X, Z1)

dire= Ka vektorii de ' modelinde tahmin edilebilirdir.
b) Xa+ & vektorii N modelinde 6n tahmin edilebilirdire r[X, Z] =r(X) +
r(Z) © RX) € R(Z) = {0} & Xa vektorii N modelinde tahmin edilebilirdir.
¢)  a vektdrii NV modelinde tahmin edilebilirdir & r(Z+X) = k’ dur.
Tanim 60. ¢ vektorii V' modeli altinda 6n tahmin edilebilir olsun. Eger Ly istatistigi,
LPO’ ya gore

Ly = BLUP)(¢p) & E(Ly — ¢) = 0 esitligine gore D(Ly — ¢) = min (33)

olacak sekilde varsa, ' modeli altinda ¢ nin BLUP” 1

Ly = BLUPy(¢) = BLUPy (K [;'f] + He) = BLUPy (Ka + He) (34)

olarak tamimlanair.
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Eger ¢ vektoriinde H = 0 olarak alinirsa, Ly, V' modeli altinda Ka’ nin BLUE’ suna
karsihk gelir. Ilave olarak, K =0 ve H = I, almirsa, Ly, N modeli altinda & nun

BLUP’ a karsilik gelir

1.4.2. Asin Parametreli Lineer Modellerde Optimizasyon Yontemleri

Teorem 61. V- modeli altinda ¢ vektorii tahmin edilebilir olsun. V' modeli altinda ¢
vektoriiniin iki yansiz n tahmin edicileri Ly ve Ty olsun. O zaman T[X, Z] = K esitligine

gore D(Ly — ¢) — D(Ty — ¢)’ nin maksimum pozitif inertiasi

maks_ l+(D(Ly ¢)—D(Ty—¢))=r ([L, —I] ZL]E [ﬁ;]l [[X'I? Z]]l> (35)

E(Ty—¢
dir. Boylece D(Ly — ¢p) = min esitligine gore E(Ly — ¢) = 0’ dir. Buradan

Ly = BLUPy(¢) = BLUPy (R [“] + He) = BLUPy (Ka + He)
(36)

e L[X, z, XX, Z*]=|K, HZ[X, Z]‘]

yazilir. (36) denklemi tutarli olup ¢dziimii V' modeli altinda ¢’ nin BLUP’ 1na karsilik gelir.
=[X, Z X[X, Z]*]veK =[K, 0] olmak iizere,

BLUPy(¢) =Ly = ([K, HE[X, ZI*|Wy + U, Wit )y (37)

dir. Burada U,, € R*" dir. Ozellikle de
a) r[X, Z, X[X, Z]']=n © L tektir ve V tutarhdir & BLUP,(¢) tektir.
by W,=[X, Z, X[X, Z]'] olmak iizere, asagidaki rank ve range esitligi

saglanir:

rW) =r[X, Z, [X, Z|*X]=r[X, Z, ],
RW,) = R[X, Z, [X, Z[*Z]=R[X, Z, 2. (38)
o W,=[X, Z X[X, Z]*] ve K=[K, 0] olmak iizere asagidaki kovaryans

matris esitlikleri saglanir:
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D(BLUPy(¢)) = o*([R, HZ[X, Z*]W)2([R, HE[X, Z]M]w;t), (39)
cov{BLUPy (¢), $} = o*([K, HZ[X, Z]*|W,;")ZH', (40)
ve

D(¢ — BLUPy(¢)) = o*([K, HZ[X, Z]*|W,f —H)

x X([K, HE[X, Z]*|wr—H)'. 41)

Ayrica Gy ve Fy istatistiklerinin ' modelinde Ka vektorii i¢in iki lineer yansiz
tahmin edici oldugu kabul edilsin. Bu durumda D(Gy) — D(Fy) farkinin FX = K tutarh

matris denklemine gore maksimum pozitif inertiasi
maks i,(D(Gy) — D(Fy)) =r([G, —I] [1"]2 [1"], [[X’ Z]]l
FX=K © 0} 0 K
olarak yazilir. Boylece,

D(Gy) = min & Gy = BLUEy(Ka) © G[X, Z, X[X, Z]*]=[K, 0]

dir. Bu matris denklemi tutarhidir ve bu matris denkleminin parametrik formdaki genel

¢ozimii G = [K, O|[X, Z, Z[X, ZI*]* +U,[X, Z ZX[X, Z]*]* oldugundan
BLUEy(Ka) = Gy = ([K, O][X, Z, Z[X, ZI*1*+U,IX, Z, Z[X, Z]*]Y)y
olarak yazilir. Burada U,, € RS*™ keyfi bir matristir. BLUE; (Ka)’ nin dagilim matrisi ise
D(BLUEy(Ka)) =[K, O][X, Z, 2[X, ZI*]*2([K, o]lX, Z, Z[X, Z]*1*)
olarak ifade edilir. Benzer sekilde,

BLUEy(Xa) = ([X, O][X, Zz, Z[X, ZI*1*+U[X, Z, Z[X, Z]*]Y)y
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ve
BLUP) () = ([0, 2[X, Z1MX, Z, Z[X, Z]*1"+U[X, Z, Z[X, Z]*]My
dir. & vektorii N modeli altinda tahmin edilebilir oldugunda
BLUEy(a) = ([I, 01X, Z, Z[X, ZI'1*+U,[X, Z, Z[X, Z]*]Yy

olarak yazilir. m|

1.4.3. Asmm  Parametreli Lineer Modellerde Tahmin  Edicilerin
Karsilastirilmasi

Teorem 62. ' modelinde ¢ 6n tahmin edilebilir olsun. BLUPy-(¢), (37)" de verildigi

gibi olsun. Ayrica simetrik M, € R** ve

pX SH' X, Z]
L,=| HX HIH —07*M, K
X, 71 K’ 0

olmak tizere,

a) D(¢—BLUPy(¢)) > M, i, (L) =r[X, Z, Z]+s,

[
b) D(¢—BLUPN(¢)) <M, & i_(Ly) =7[X, Z]+s,

¢) D(¢p—BLUPN(9)) = M, & i_(Ly) =7[X, Z],

d) D(¢—BLUPy(P)) <M, o iy (L) =7[X, Z, 2],

e) D(¢p—BLUPy(P)) =M, &r(Ly) =7[X, Z]+r[X, Z, 2]
esitlik ve esitsizlikleri elde edilir. m|

Sonuclar Ka, Xa, a, He ve € vektorleri igin de ifade edilebilir (Giiler & Biiytikkaya,
2024a, 2025).

Iki veya daha fazla farkli lineer model arasinda iliski kurmak, regresyon analizinde
klasik arastirma konularindan biridir. Bu problemlerden biri, gézlemlenebilir rastgele

degiskenlerin ayn1 vektorii i¢in yapilandirilmis iki lineer model arasindaki iligkiyi arastirmak

iken, bir digeri aynm: kismi parametrelere sahip iki lineer model arasindaki iliskiyi
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arastirmaktir. Farkli model tipleri arasindaki iliskilerin arastirilmast i¢in yukarida
belirtilenlere uygun olarak, mevcut calismada, genel varsayimlarla iki model ele aliyoruz:
lineer model ve ilk modelin yeni regresér eklenmis bir bigimi olan asir1 parametreli lineer
model. Bu iki modelin baz1 ortak noktalar1 olmasina ragmen, bunlarin ¢ikarim sonuglari
mutlaka ayni degildir, ancak bu modeller altinda tahmin ve 6n tahmin sonuglar1 arasinda
iligkiler olabilir. Bu nedenle, bilinmeyen vektorlerin tahmin edicilerinin veya 6n tahmin
edicilerinin baglantilar1 tizerine bu modellerden tiiretilen problemlerin karakterize edilmesi
ve bu modellerin gesitli ¢gikarim sonuglarinin karsilastirilmasi dikkat ¢ekicidir. Asagida M
ve V' modelinin bir kovaryans matris karsilastirmasi verilmistir. Ayrintili bilgiler i¢in Gtiler
& Biiyiikkaya, (2025) kaynagina bakilabilir.

Teorem 63. ¢ vektorii N modeli (ayrica M modeli) altinda 6n tahmin edilebilir.

BLUPy(¢) ve BLUPy:(¢), (24) ve (37)’ de verildigi gibi olsun. Ayrica

I X ZH 0 0 X)
0 0 X Z 0
L,=|HE 0 0 K 0 0
0 X K 0 0 0
0 zZ 0 0 0 0
X 0 0 0 0 ol

olmak tizere,

a) D(¢— BLUPy(¢)) > D(¢p — BLUPy(¢)) & i (L) =7[X, Z]+

r[X, Z]+s.

b) D(¢ —BLUP)(¢)) < D(¢p — BLUPy(¢)) & i_(L) =7[X, Z, X]+
r(X) +s.

¢) D(¢—BLUPy(¢)) =D(¢ — BLUPy(¢)) & i_(Ls) =7[X, Z, Z]+
r(X).

d) D(¢—BLUPy(¢)) < D(¢p — BLUPy(¢)) & i, (Ls) =[x z]+7[X, Z].
e) D(¢—BLUPy(¢)) =D(¢p — BLUPy(¢)) & (L) =7[X, Z, Z]+
r(X)+r[x z]+r[X, Z].

esitlik ve esitsizlikleri elde edilir. m|
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1.5. Kisith Modeller

Bir kisith lineer model ve kisitli agir1 parametreli lineer model, sirasiyla,

Moy=Xa+e¢e Ca=d (42)

ve
Ney=Xa+Zy+e Ca=d (43)

bi¢ciminde ifade edilir. Bu modeller genel varsayimlar altinda ele alindiginda M, ve IV,
modellerinin hata teriminin beklenen degeri ve dagilim matrisi sirasiyla (11) veya (12) ve
(30)’ daki gibidir. Burada C € R**¥ ve d € R¥** bilinen bir matristir.

Ele alinan kisith modeller altinda tahmin yapabilmek i¢in modelleri kisitsiz hale
getirmek gerekir. Bunun igin literatiirde bilinen iki yontem vardir. Biri kisitlt modeli matris

bi¢ciminde yazmak, digeri ise yeniden parametrelendirmektir.

1.5.1. Model ve Kisitin Ortak Matris Formunda Yazilmasi

(42)" de verilen M, modeli ile modele eklenen kisit, bilinmeyen parametreler

bakimindan ortak bir matris formunda yazilsin. Yani X ve C matrisleri [)C(']’ ayni sekilde y

ve d vektorleri de [Z] seklinde stitun matrisleri olarak bir araya getirilsin. Bu siiregte hata

terimi olan & vektorii sifir ile genisletilerek yeniden diizenlenirse, asagidaki kisitsiz lineer

model elde edilir:

[ =[F]a+[g]io=%a+e (44)

Benzer sekilde (43)° de verilen V, modeli ile modele eklenen kisit, bilinmeyen parametreler
bakimindan ortak bir matris formunda yazilabilir. Yukaridaki bilgilere ek olarak Z matrisi

sifir ile genisletilirse, asagidaki kisitsiz asir1 parametreli lineer model elde edilir:

[Z]=[)é]“[g]”[3];9=X“++ZV+§- (45)
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Burada y = [Z], X= [)C(']’ 7 = [g] ve é = [g]’ dir. Boylece, (44) ve (45) kisitsiz modelleri,

baslangigtaki kisitl modellerdeki tiim parametrelerin bir arada oldugu kisitsiz bir formata
dontistiirtilmiis  olur. Bu doniisiim sayesinde, baslangigtaki kisith  modellerin
sinirlamalarindan kurtulmus ve bilinmeyen parametrelerin tahmin edilmesinde daha genis
bir alan saglanmis olur. Bu da, modelleme siirecine daha esnek ve kapsamli bir tahmin
yetenegi kazandiracaktir.

(44) ve (45) kasitsiz modelleri, M. ve V. modelleriyle ayn1 yapisal 6zelliklere sahiptir.
Bu, M, ve V. modellerindeki bilinmeyen parametreler {izerine tahmin probleminin, (44) ve
(45) modelleri ile ¢oziilebilecegi anlamina gelir. Kisitsiz modellerdeki tiim parametrelerin
bir arada olmasi, bu modellerin analizini ve ¢oziimiinti kolaylastirir. Bu nedenle, (44) ve (45)
modelleri tizerinde tahmin stireci, B6liim 1.2 ve 1.3 de elde edilen hesaplamalara benzer bir
sekilde yiriitiilebilir. Bu yontem ile ilgili ayrintili bilgiler i¢in Giiler (2024); Giiler &
Biiytikkaya, (2023b); Giiler & Biiyiikkaya, (2024a) ¢aligmalar1 6rnek verilebilir.

1.5.2. Yeniden Parametrelendirme Yontemi

Literatirdeki birgok c¢alismada kisitli modellerin tahmin siirecinde yeniden
parametrelendirme yontemi kullanilir (Biiyiikkaya, 2024, Giiler & Biiyiikkaya, 2024b). Bu
yoOntem, parametre kisitlarini1 daha esnek bir sekilde ele alarak kisitli modeli kisitsiz forma

dontistiirme imkani saglar. Bu yonteme goére, M. ve N, modellerinde,
Ca=d

kisit1 Lemma 31’ e gore ¢oziillirse, yeniden parametrelendirilmis bir ¢oziim elde edilir. Bu

¢Ozlime gore
a=C*d+ Fcu

ifadesi elde edilir. Burada u yeniden parametrelendirilmis fakat keyfi bir vektordiir. Bu
¢coziim, M, ve N, modellerinde yerine yerine konuldugunda, sirasiyla asagidaki kisitsiz

modeller elde edilir:
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M,: y—XC*d =XFeu+¢ (46)
ve
Ny y—XC*d =XFeu + Zy + . (47)

M, ve IV, modelleri de M. ve V. modelleriyle ayni yapisal 6zelliklere sahiptir. Dolayisiyla
tahmin sitirecinde M;, ve N, modelleri ele alinip, Bélim 1.2 ve 1.3’ de elde edilen
hesaplamalara benzer sekilde esitlik ve esitsizlikler elde edilebilir.

Bu ¢alisma boyunca ele alinan kisith modeller yeniden parametrelendirme yontemi ile

kisitsiz forma getirilecektir. Elde edilen yeni modeller tizerinde hesaplama yapilacaktir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu tezde, bazi kisitlamalar ile ¢ok degiskenli katli lineer modeller ve bu modellerle
iligkili asir1 parametreli ¢ok degiskenli katli lineer modeller altinda tiim bilinmeyen
parametre matrislerinin BLUP/BLUE’ larin1 hesaplamak i¢in analitik formiiller tiiretilmesi
amaglanmaktadir. Bu bolimiin, ilk kisminda kisitli ¢ok degiskenli katli lineer modeller,
ikinci kisimda ise kisitli agir1 parametreli ¢ok degiskenli katli lineer modeller tanitilacaktir.
Uctincii kisimda ise yeniden parametrelendirme yontemi ile kisith modellerin aym yapisal
Ozellere sahip versiyonu olan kisitsiz ¢ok degiskenli katli modeller elde edilecektir. Daha
sonra, bazi kuadratik matris optimizasyon yontemleri kullanarak ise bu modeller altinda tiim
bilinmeyen parametre matrislerinin BLUP/BLUE’ larin1 hesaplamak i¢in analitik
formiillerin tliretilmesi saglanacaktir. Son olarak, bu modeller altinda BLUE’ larin

degerlendirme analizi yapilacaktir.

2.1. Kisith Cok Degiskenli Kath Lineer Modeller

Cok degiskenli katl1 lineer model, parametre matrisi {izerindeki kisitla beraber, genel

olarak
S:Y=X0+V¥, CO=D (48)

biciminde ifade edilir. Bu model genel varsayimlar altinda ele alindiginda hata teriminin

beklenen degeri ve dagilim matrisi

E(Y) =0,

— 49

D(¥) =0%(2, ® Z,) “49)
olarak yazilabilir. (49)’ daki varsayimlara gore,
E(Y) = X0,

(50)

D(Y) =02, ® X,
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dir. Ele alinan §,. modelinde,
. Y € R™™ gozlemlenebilir bagimh degiskenlerinin bir matrisini,
o X € R™P, C € RS*P ve D € RS*™ keyfi rankl1 bilinen bir matrisi,
. 0 € RP*™ sabit fakat bilinmeyen parametrelerin bir matrisi,
. ¥ € R™1 rasgele dagilimli hata terimlerinin bir matrisini,
o o2 bilinmeyen pozitif bir parametreyi,
e 3 =(01;;) € R ve X, = (0y;;) € R™™ keyfi rankli pozitif yari-tamimh
bilinen bir matrisi,
o &, Kronecker ¢carpimini

gosterir.

2.2. Kisith Asir1 Parametreli Cok Degiskenli Kath Lineer Modeller

S, modelini ger¢ek bir model olarak ele alip modelin sag tarafina yeni regresorler

iceren yeni bir parca ekleyerek, (48)’ in
Re: Y=X0+7ZI'+V¥, CO=D (51)

tarafindan formiile edilen, ZI' biiylitme pargasiyla asir1 parametreli bir versiyonunu elde
ederiz. Burada Z€ R™*4 keyfi rankli bilinen bir matris, I' € R?*™ sabit fakat bilinmeyen
parametre matrisidir. Bu model genel varsayimlar altinda ele alindiginda hata teriminin

beklenen degeri ve dagilim matrisi

E(Y) = X0 + ZT,
D(7) = 0*(%, ® I) 62
dir. Ele alinan modeller yap1 olarak benzemelerine ragmen igerdikleri bazi farkliliklardan
dolay1 modellerdeki ortak bilinmeyen parametre matrisinin tahmin edicileri farkli cebirsel

ifadelere ve dolayisi ile farkli 6zelliklere ve performanslara sahiptir.
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2.3. Yeniden Parametrelendirme Yontemi ile Modellerin Belirlenmesi

S, ve R, modellerindeki lineer kisitlama denklemi €C® = D tutarli olup, bu matris

denkleminin genel ¢6ziimii Lemma 31’ den
©@=C*"D+F:Q (53)
seklinde yazlabilir. Burada Q € RP*™ yeniden parametrelendirilmis fakat keyfi bir
matristir. ® matrisinin S; ve R, modellerinde yerine yazilmasiyla birlikte sirasiyla asagidaki
kisitsiz modeller elde edilir:
S Y=XF-Q+ VY, (54)
ve

Ru:Y = XFQ+ ZT + . (55)

Burada Y =Y — XC*D’ dir. Béylece S, ve R, kisith modelleri altinda yapilmak istenen

tahminler §,, ve R, kisitsiz modelleri altinda yapilabilir.

2.4. Tahmin Edilebilme

S, ve R, modelleri, bilinmeyen matrisler ® ve W {izerinde birlikte ve ayr1 ayr
istatistiksel ¢ikarimlar yapmak i¢in kullanilabilir. Bu modeller altinda tiim ortak bilinmeyen

matrislerin belirli fonksiyonlarina iligkin tahmin ve tahmin sonuglari olusturmak i¢in
— — 0 — 2 [®
®=K0O+J¥ = [K, 0][F]+]q1._1([r]+]w (56)
veya denk olarak

@ = (I, ®K)O + (I, NV
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matrisi ele alinabilir. Burada K € R¥*®, J € R ve K = [K, 0] € RK*®+9)” dir, (56)’

dan
E(®) = KO veya E(®) = (I, ® K)©,
D(®) = 02(ln @ ))(Z2 ® 21) (U ® )’
ve
cov(®,7) = 02(l, @ N(Z, ® £1)
elde edilir.

(56)° daki @ matrisinin tiim bilinmeyen matrislerinin tahmin ve 6n tahmin edicileri
tizerine sonuglar elde edebilmek i¢in (53)° deki 0, (56)° daki & matrisinde yerine konulursa,

asagidaki yeniden parametrelendirilmis A matrisi yazilabilir:

A=KF.Q+)J¥ = [KFs, 0] [‘FI] + ¥ = KF, [ﬂ Y 57)
veya denk olarak

A=, QKF)Q+ (U, NV
Burada A = ® — KC*D ve KF, = [KF;, 0] dir. (57)° den
E(A) = KF,Qveya E(R) = (I, ® KF,)Q,
D(B) = 0%y ® N2 @ Z) U ®J)', (58)

ve

cov(8,Y) = 02(I, @ N (2, ® %)
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elde edilir.
Tanim 64. (Gan vd., 2017) ® ve A matrisi (56) ve (57)" deki gibi olsun.
a) E(TY+T,—®)=0veyaFE (T? +T; - 5) = 0 saglanacak sekilde T € R*¥*"
ve T; € R¥*™ veya T € R¥™ "™ ve T, € RK™*! matrisleri varsa R, modeli
altinda @ veya & tahmin edilebilirdir. Ayrica, R, modeli altinda @ veya P
tahmin edilebilir ise S, modeli altinda da tahmin edilebilirdir.
b) Eger E(TY— A) =0 veya E(TY — A) = 0 olacak sekilde T € R®*" veya
T € RF™"™M matrisi varsa, A veya A matrisi R, modeli altinda tahmin
edilebilirdir. Ayrica, R, modeli altinda A veya A tahmin edilebilir ise S, modeli
altinda da tahmin edilebilirdir
A matrisi ve bu matrisin bazi 6zel hallerinin tahmin edilebilirligine iligkin tanimlar
asagida ifade edilmistir.
i) A matrisi 8§, modelinde ©6n tahmin edilebilirdir & R(I,, ® (KF;)') S
R(Im ® (XF)) & RIKF)'] € RIXFR)'].
ii) KF:Q matrisi §;, modelinde tahmin edilebilirdir & R[(KF.)'] € R[(XF;)'].
iii) XF-Q vektorl S, modelinde her zaman tahmin edilebilirdir.
iv) A matrisi R, modelinde 6n tahmin edilebilirdir & R(I,,, ® [KF;, 0]) <
R, R [XFe, Z]) & R(KF;, 0]) < R(XF., Z]).
v) KF:Q matrisi R, altinda tahmin edilebilirdir & R([KF;, 0]") <
R([XFe, Z]') & RI(KF)'] < RIXF)'ZH].
vi) XF:Q matrisi R, altinda tahmin edilebilirdir & R(XF:Q) N R(Z) = {0}.
Sonug olarak, ® matrisi R, (dolayisiyla da §.) modeli altinda tahmin edilebilirdir <
A matrisi R,, (dolayisiyla da §,,) modeli altinda tahmin edilebilirdir (Tian & Wang, 2020,
Teorem 2.4).
Bu ¢alismada, §,, ve R, modellerinin tutarli oldugu varsayilmistir. Modellerin
tutarlilik tanimlar1 asagida verilmistir.
a) &, modeli tutarhdir & Y € R[XF;, 2, ® 2] 1 olasilikla saglanir.
b) R, modeli tutarhdir & Y € R[XF;, Z, 2, ® 2] 1 olasilikla saglanir.
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2.4.1. Kisith Asir1 Parametreli Cok Degiskenli Kath Lineer Modeller Altinda
BLUP Hesab1

Bu bolimde R, modeli icin temel BLUP denklemi ve iligkili baz1 ozellikler
verilecektir. Verilen tanim ve teoremin R, modeline karsilik geldigi gosterilecektir.

Tanim 65. A, R,, modeli altinda tahmin edilebilir olsun. LPO’ da
D(m) = min esitligine gore E(TY — A) =0
olacak sekilde TY matrisi varsa, TY, A’ nin BLUP’ 1 olarak tanimlanir ve
TY = BLUPg, (A) = BLUPg, ([KFC, 0] [ﬂ + ]lp) = BLUPy, (K’FC [‘F)] + ]tp) (59)
dir. Eger A’ daki ] = 0 ise TY, KF:Q’ nin BLUE’ suna karsilik gelir ve
TY = BLUEg (KF:Q)

olarak yazilir. [lave olarak, eger A’ daki K = 0 ve J = I, ise TY, ¥’ nin BLUP’ suna karsilik

gelir ve
TY = BLUPx (V)
olarak yazilir. Ayrica, Tanim 64’ den

D(TY + T, — ®) = min esitligine gére E(TY + T, —®) =0
< D(TY — A) = min esitligine géore E(TY — A) =0

yani
BLUPg (®) = KC*D + BLUPg (8)

esitligi saglanir. Esitligin her iki yan1 @ matrisinden ¢ikarilirsa,
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® — BLUPR (®) = ® — KC*D — BLUPR (1)
elde edilir. A = ® — KC*D oldugundan
® — BLUPR (®) = A — BLUPR (1)
yani,
D[® — BLUPg (9)] = D[A — BLUPg (A)] (60)

elde edilir. (60)’ dan da goriildiigii tizere R . modeli altinda @ matrisinin BLUP’ 1, R,, modeli
alinda A’ nin BLUP’ indan elde edilir. Diger bir deyisle, kisitli bir modeldeki tiim
bilinmeyen matrislerin BLUP’ 1, kisitsiz bir model i¢in tiiretilen bazi iyi bilinen standart
prosediirlerden tiiretilebilir. Yine (60) esitligi, R, modeli altinda @ matrisinin BLUP’ in
dagilim matrisinin karsilagtirma problemi de R,, modeli altinda A’ nin BLUP’ 1nin dagilim
matrisinin karsilastirma problemine karsilik gelir.

R, modeli modeli altinda A’ nin BLUP iizerinde temel sonuglar asagidaki teoremde
toplanmistir.

Teorem 66. R,, modeli altinda A tahmin edilebilir olsun. TY ve SY, R,, modeli altinda
A igin iki yansiz lineer tahmin ediciler olsun. S[XF;, Z]= KF, esitligine gore

D(TY - A) - D(SY - A)’ nin maksimal pozitif inertialari

st (7= 8) = pG7=8) = (1. =t [f]eoven 3] [ “T )

dir. Boylece

TY = BLUPR (A) © E(TY — A) = 0 esitligine gore D(TY — A) = min

& T[XF., Z, 3,[XFe, Z1*]1=[KF,; 0, JZXFe Z]*] (61)

dir. Bu matris denklemi tutarlidir. Bu durumda, bu denklemin genel ¢6ziimii agagidaki gibi

yazilabilir:



45

BLUPg, (8) =TY = ([KF,, JZ[XFe, ZI'IW* + U, WY (62)
veya denk olarak,

BLUPz, (&) = (I @ T)Y = (I,, ® ([KF., JE[XFe, Z1MIW* + U.WH)Y.
Burada, U, € R*¥*" keyfi matris, KF, = [KF;, 0] ve W, = [XF,, Z, Z,[XF;, Z]']
dir. Ilave olarak asagidaki sonuclar saglanir.

a) r(W,.) =n o T tektir.

b) R, modeli tutarhdir & BLUPg (A) tektir.

¢) Asagidaki rank ve range (aralik) esitlikleri saglanir:
r(W) =r((XFe, Z, %)) =r(XF,, Z, [XFe, Z]*Z])
ve

RW,) = R([XFe, Z, 0] =R(XF, Z, [XFe, Z]*2)).

d) BLUPg, (A)— A’ nin beklenen degeri, BLUPg (A) ve A—BLU Pg,(A) nin

dagilim matrisi, BLUPg (A) ve A arasindaki kovaryans matrisi agagidaki gibidir:

E[BLUPg (4) — A] = 0,

D [BLUPg, (8)| = 022, ® [KF¢, 5 [XFe, ZIIW;*

_ (63)
X Z1([KFe, JZ,[XFe, ZJM W),
cov{BLUPg, (8) ,A} = 0%, Q [KF,, JE,[XF: ZIMIWFE,)’ (64)

Ve
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D[& —BLUPs, @) = 0°2, ® (KF;, JE:[XFe Z1W* =)
(65)

x 2, ([KF;, JE[XFc, ZIMIW* =)'
dir.

Ispat. R, modelini diisiinelim. R,,” deki A icin TY ve SY iki tane yansiz tahmin edici

olsun. O zaman TY — A’ nin beklenen degeri ve kovaryans matrisi sirasiyla,

E(TY—- A) =0 & T[XF;, Z]=KF,

XF., Z

) XE., Z
yani [T, _Ik] KFZ 0] =0

Ve

D(TY — &)

(In ® (T =) cov(®) (I, ® (T =)’
=02(L, @ (T =) (& ® Z)(Im @ (T =)’
= 0222 (T -2 (T -

=02, QI[T, —I] [I]n] 2 [I]n]’ [T, —L]
=0%2, ® f(T)

olup, burada

=t =nal3]z [ o -1

dir. R,, modeli altinda A i¢in SY yansiz tahmin edicisi de, yukaridaki ifadelerde T yerine

S alinarak benzer sekilde yazilir. Yani,

E(SY— A) =0 < S[XF., Z]=KF,

Ve
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Y= B) =025, @15 —1l[5]n[7] 15 -1y

=02, ® f(S)

dir. (62)’deki R,, modeli altinda A’ nin BLUP’ 11 bulmak i¢in verilen matris minimizasyon

problemi,
S[XF;, Z]= KF esitligine gére X, ® f(T) < 2, ® £(5) (66)
veya denk olarak,
S[XF;, Z] = KF; esitligine gore f(T) < f(S)

olacak sekilde T[XF;, Z] = KF_ tutarli lineer matris denkleminin T ¢6ziimiinii bulmak igin
ifade edilebilir. Buradaki X, sifir olmayan pozitif yari-tanimli matristir. (66), Lemma 51° de
verilen LPO’ da standart kisithh quadratik matris degerli fonksiyon optimizasyon
problemidir. Bu da, R, altinda 4’ nin BLUP’ m1 bulmaya karsilik gelir. Lemma 51
kullanilarak, A’ nin BLUP’ min temel denklemi (61) elde edilir. Lemma 31 ve (61)
kullanilarak, (62) elde edilir. Sonug (a), (62)’ den ¢ikar. Sonug (b)’ deki ifadeler iyi bilinen
sonuclardir; ayrica bkz. (Tian, 2013), Lemma 2.1(a)). Sonug (¢) i¢in ayrica bkz. (Puntanen

vd., 2011). (62)’ den BLUPg (A)’ nin dagilim matrisi

D [‘Em’] = (I, ® T)cov(W)(I,, ® T)’
=0’ (n ®T)(Z, @)U, QT
=025, @ TE,T’
=022, @ (KFe, JE,[XFe, Z1YIW* + U WH)
X Z1([KFe, JZ,[XFe, ZMIWF + UWH)'
= 0222 X [K/F\c; J2 [XFe, Z]Hw*
x 2 ([KFe, JEi[XFc, Z]HIWH)'

olarak bulunur.
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BLUPg (4) ile A arasindaki kovaryans matris

cov{BLUP (8,8} = (I,, ® T)cov(¥) (I, ® ))'
=0 ®T)(Z, @)U ®))
=022, @TZ)’
=0%2; @ ([KFe, JZ,[XFe, ZI*IW* + U WHEY'

olarak hesaplanir. A — BLU Pz, (A)’ nin dagilim matrisi ise

D [Z — BLUPg, (A)]
= D(&) — cov {BLUPx, (@), &} - cov {& BLUP, (4)} + D (BLUP, (4) )

olmak tiizere, sirasiyla (58), (63) ve (64)’ den

D [&— BLUP,, (8)| = 0?3, ® J5,)' — 025, ® [KF;, JE,[XFe, Z1M W5y
_0222 ®]21([K/Fc; J 2 [XFe, Z]J']Wr+)’
+0%2, Q [KF,, JE,[XF., Z]*Iw,*

x 21 ([KF;, J5,[XFc, ZIIWH)'
= 0?2, @ (KFe, JZ[XFe, ZIM W —])Zy
x ([KFe, JE[XFe, ZIMIWF—])

elde edilir. Boylece Sonug d) ispatlanmis oldu. m|

Sonug¢ 67. KF.Q, R,, modeli altinda tahmin edilebilir olsun. XF,Q daima R,, modeli

altinda tahmin edilebilirdir. Bu durumda

T[XFc, Z, Zl[XFC' Z]J'] - [KFc, 0, 0]

lineer denklem sistemi tutarlidir ve asagidaki sonuglar saglanir.

a) BLUER (KF:Q) nin genel ifadesi
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BLUER (KFcQ) =TY = ([KF;, O0IW* + U, W)Y (67)
olmak iizere,
E[BLUEg (KF;Q)] = KF.Q

Ve

D [BLUEg, (KFc9)| = 025, ® [KF,, OIW*Z,(IKF:, 01w’ 68)
dir. Burada KF; = [KF;, O], W, =[XF;, Z, Z[XFc, Z]*] ve U,, keyfi bir
matristir.

b) BLUEg, (XF;Q)’ nin genel ifadesi
BLUEg (XF.Q) =TY = ([XF;, OIW* + U, W)Y (69)
olmak tizere,

E[BLUEg (XF;Q)] = XFcQ

ve

D [BLUEg, (XF.0)| = 025, ® [XF,, OIW*Z,([XF,, 01"’ (70)

dir. Burada KF, = [KF;, 0], W, = [XF.,, Z, ZX,[XFc, Z]*] ve Uy, keyfi bir
matristir.

¢)  BLUPg, (¥) nin genel ifadesi

BLUPR, (J¥) =TY = ([0, JX,[XFc, Z]MIW* + U, W)Y
= ()2, ([XFe, Z1*2,[XFe, Z19D* + U, W)Y
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olmak tizere,

D {BLUP,,(¥), ¥} = D {BLUP,, J¥)}

(71)
=022, 5,((XFe, Z1*5[XFe, Z]19)*Z,
Ve
D [¥ = BLUPg, (¥)| = D(¥) — D (BLUP, (¥))
(72)

=0%2, @2, —0°%, Q X, ([XFe, ZI*2i[XFe, Z]H*E
dir. Burada KF; = [KF¢, 0], W, = [XF;, Z, Z2,[XF;, Z]*] ve U, keyfi bir
matristir.
d) BLUPg (A), BLUER (KFcQ) ve BLUPR (J¥) asagidakileri saglar:

BLUPg, (A) = BLUEg, (KFcQ) + BLUPg (J¥) (73)

veya denk olarak,

BLUPg, () = BLUEg (KFcQ) + BLUPy, (J¥)

dir. Ayrica,
cov{BLUEg, (KF:Q),BLUPp (J¥)} =0 (74)
ve
D {BLUPg, (&)} = D {BLUEg, (KFc)} + D{BLUPx, (¥} (75)
dir.

e) Y,BLUER (XFcQ) ve BLUPg (¥) olmak tizere asagidakiler saglanur:
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Y = BLUEg, (XFcQ) + BLUPg (),

cov {BLUEg, (XF¢Q), BLUPg, (¥)} = 0

Ve

D(Y) = D [BLUEg, XFc0)| + D |[BLUP,, (%))

Ispat. (57 deki A=KF.Q+J¥ =[KF;, 0] [?] +J¥ = KFe [?‘] +J¥

esitliginde ozel olarak | = 0 alinirsa, (62)° deki BLUP denklemi tanim geregi BLUE

denklemine dontisiir. Yani
BLUPg (A) = BLUPR(KFcQ +J¥) = TY = ([KF;, JZ[XFc, ZIMIWH + U W)Y
ise ] = 0 icin
BLUEg (KFcQ+0¥) =TY = ([KF;, 0X[XFe, Z]*IW* + U WY
yani,
BLUEg (KF:Q) =TY = ([KF;, OIW* + U, W)Y

veya denk olarak

BLUEg, (KF;Q) = (I, ® T)Y = (Im ® ([KFe, 0IW* + Urlwrl))?

elde edilir. (67)° den (68) ve K = X alinirsa (69) elde edilir. (69)’ dan (70) elde edilir. (57)°

deki A esitliginde 6zel olarak K = 0 alinirsa

BLUPg, (0FQ +J¥) =TY = ([0F;, JZ,[XFc, ZIIW + U W)Y
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yani
BLUPR, (J¥) =TY = ([0, JZ,[XFc, Z]MIW* + U, W)Y
veya denk olarak
BLUPR, (%) = (U ® )Y = (1, ® ([0, JE,[XFe, ZJW; + U, W)Y

elde edilir. BLUPg (J¥) esitligi kullamlarak (71) ve (72) goriiliir. Ayrica U, matrisi

U, = Uy, + U,, olarak goz oniine almursa, [KF;, JZ,[XF;, Z]*]asagidaki gibi yazilir:
[KFc, J2:[XFc, Z1*]1=I[KF;, 01+[0, J&i[XFe, Z]*].
Béylece (62)° deki BLUPg, (4), denk olarak asagidaki gibi ifade edilebilir:

BLUPg, (&) = (KF;, JE,[XFe, ZIMIW* + U WY
= (UKFe, 01400 JEi[XFe, ZIDW* + (U, + Uy, )W) Y

= ([KF;, 0IW," + U, W)Y + ([0, JZ[XFc ZIYIW* + U, W)Y

= BLUEg (KF.Q) + BLUPg, (J¥).

Béylece (73) ispatlanmis olur. BLUER  (KF¢Q) ve BLUPx (J¥) arasindaki kovaryans

matrisi

cov{BLUER (KF:Q), BLUPy (J¥)}
=022, @ ([KFe, 0IW* + U W2, ([0, JE[XFe, ZIMIWH + U, W)
=0%2, @ ([KF;, 0w ([0, JZi[XFc, ZIM W)

olup, son ifadeye Lemma 48 uygulanirsa,

r(([KFe, 0IW:HZ([0, JE[XFe, ZI*IWH)')
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0 [XFCJ ZI Zl[XFCr Z]J—], [OI ]Zl[XFC' Z]l],

=r|[XF,, Z, Z[XFc Z]*] 2 0

[K/FCi 0] 0 0
—2r[XF;, Z, x,[XF. Z]%]
o LT Lo, S
~ [XFe, Z]tz, | LXFe, Z1*zy)'
“IXFe, Z, 5i[XF, Z]M] z 0
[KF., 0] 0 0
_2r[XF, Z, %]
0 0 [XF:, Z]' 0
0 0 [XFe., Z]'z, [XF. Z]*5,)'

_ —2r[XF., Z, X
"lixFe, 21 5,XF. z7]* 5, 0 riXte 2
[[KF;, 0] 0 0 0

0 0 [XF., Z]' 0

— 0 —[XFe, Z]*Z[XFe, Z]* 0 [XFe, Z]tZ,)'

~"xr., 2 0 5 0
[KF:, 0] 0 0 0
_2r[XF, Z, 5]

0 [XF., Z]' 0 0
_ |xFe, 7 5, 0 0
="l KF,, 0] 0 0 0
0 0 —[XFe, Z1'5,[XFe, Z]* [XFe, Z]'z)’
—2r[XFe, Z, %]
0 [XF., Z]'

=r|[XF, Z] 2 +r[[XFe, Z)‘E[XFe, Z)Y, [XFe, Z]*:)']
[KF;, 0] 0
—2r[XFe, Z, %]

XF, 7 [XF., Z]' ,
= [ 0]+r[ 4 ]+r[[XFC, 7], nLXF., ZI%, )] -r[XFe, Z]

_ZT[XFC' Z, Zl]
= r[XFs Z1+7[XFe, Z, E]+4r[XFe 7, 50 —r[XFe, Z]—2r[XFe Z, 5]
=0

elde edilir. Boylece (74) ispat edilmis olur. (63), (68) ve (71)” den (75) esitligi elde edilir.

(e)’ deki sonuglar ise (d)’ den dogrudan goriiliir. m|
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Sonu¢ 68. R,, R. kisith modelinin kisitsiz bir modeli olmak {izere, tekrar
parametrelendirme yontemi ile olusturulmusg olsun. @ ve A, (56) ve (57)” deki gibi olsun. ®

ve A sirastyla R, ve R,, modelleri altinda tahmin edilebilir olsun. O zaman

BLUPR (®) = KC*D + BLUPg (A)
= KC*D + ([KF, JE,[XFc ZJM W' + U W)Y
=KC*D + ([KF, 2, [XF; ZJM W + U W) (Y —XCD)

dir. Burada U, keyfi bir matris ve W, = [XF,, Z, X[XF;, Z]*] dir. Ozellikle de, (56)
ve (57)’ deki @ ve A’ da J = 0 alinirsa

BLUER (K®) = KC*D + BLUEg (KF.Q)
=KC*D + ([KF,, OIW, + U W) (Y—-XC*D)

elde edilir.

2.4.2. Kisith Cok Degiskenli Kath Lineer Modeller Altinda BLUP Hesabi

Bu bolimde &, modeli icin temel BLUP denklemi ve iligkili bazi1 6zellikler
verilecektir.

Tanim 69. A, S, modeli altinda tahmin edilebilir olsun. LPO’ da

E(TY — A) = 0 esitligine gére D(TY — A) = min
& TY = BLUP; (A) = BLUPs, (KFcQ + J¥)

olacak sekilde TY matrisi vardir. Eger A’ daki / = 0 ise TY, KF:{)’ nin BLUE’ suna karsilik

gelir ve
TY = BLUEs (KF:Q)

olarak yazilir. Ilave olarak, eger A’ daki K = 0 ise TY, ¥’ nin BLUP’ ma karsilik gelir ve
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TY = BLUPs (J¥)
olarak yazilir.
S, modeli, S, modelinin yeniden parametrelendirilmis versiyonu olmak {izere,
asagidaki gibi bir iligki vardir:
BLUPs (®) = KC*D + BLUPs, ().
Esitligin her iki yan1 @ matrisinden ¢ikarilirsa,
® — BLUPs (®) = ® — KC*D — BLUP; (A)
elde edilir. A = ® — KC* D oldugundan
® — BLUPs (®) = A— BLUPs (A)
yani,
D[® — BLUPs (®)] = D[A— BLUPs (1)]
elde edilir. Bu da, S, modeli altinda @ matrisinin BLUP” 1, §;, modeli altinda A’ nin BLUP?
indan elde edilir demektir.
Teorem 70. §,, modeli altinda A tahmin edilebilir olsun. TY ve HY, §,, modeli altinda

A i¢in iki yansiz lineer tahmin ediciler olsun. HXF; = KF, esitligine gore

D(TY - A) - D(HY - A)’ nin maksimal pozitif inertialari

E(er}lfc—llg§=0i+ (D(m) — D(HY - A)) =r ([T, —I] [I]"] cov (V) [I]n], [§§i1l>

dir. Boylece

TY = BLUPs (A) © E(TY — A) = 0 esitligine gore D(TY — A) = min (76)
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S T[XF,, X(XFo)']l =I[KF;, JZ(XF)']

dir. Bu matris denklemi tutarlidir. Bu durumda, bu denklemin genel ¢6ziimii asagidaki gibi

yazilabilir.
BLUPs (M) =TY = ([KF;, JZ,(XF)' WS + U WHY

veya denk olarak,

BLUP;, (8) = (I, @ T)Y = (I, ® ([KFe, JZ,(XFO)IWF + UWH)Y.

Burada, U; € R**" keyfi matris ve W, = [XF;, ,(XF;)*] dir. Ozellikle de

BLUEs, (KFeQ) = TY = ([KFe, OIW;* + U W)Y

veya denk olarak,

BLUEs, (KFcQ) = (Iy, @ T)Y = (I, ® [KFe,  0IW;* + Ug, W)Y
Ve
BLUPs, (W) =TY = ([0, Z,(XFo)*IWst + U, WHY
veya denk olarak,

BLUPs, (%) = (I ® Y = (I, ® ([0, Z,(XF) W+ + U, W) ¥

(77)

(78)

dir. Burada U, U, € R¥*™ keyti matrislerdir. ilave olarak W, asagidaki esitlikleri saglar:

r(We) =r([XFe, 2D =r([XF, (XFo)*Z1D

Ve
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RO = R(XFe, £1]) = RAXFe,  (XF)*5D).
Ayrica, (77) deki BLUPs, (4) ile
D |BLUP5, )| = 025, @ [KFe, JE.(XFO) WG E1(IKFe, ]2 (XFO)MTWEY',
cov{BLUPs (&) , 8} = 025, @ [KF,, JE,(XFo) WGt 5,)'
ve

D [Z - BLUPSu(A)]

=022, Q@ ([KFe, JE(XF)'IWs™ = D2y ([KFe, JZ(XFe) W =)

yazilabilir. (78)" deki BLUEs, (KF;Q) ile

D [BLUEs, (KFe®)| = 022, ® [KFe, OIWG* 2, (IKFe, OJWG*)' (19)

elde edilir.

Bu teorem, Teorem 66° den dogrudan goriiliir. S6yle ki Teorem 66° deki modeller
Teorem 70° daki modellerin asir1 parametreli halidir. Ozel olarak Z = 0 alinirsa asiri
parametreli model, asil modele indirgenir. Ispatta da Z = 0 alinmas: yeterlidir. Bu nedenle
Once asir1 parametreli modeller gosterilir ve ispatlanir. Daha sonra asil modellere bakilir.

Sonu¢ 71. §,, S, kisith modelinin kisitsiz bir modeli olmak tizere, tekrar
parametrelendirme yontemi ile olusturulmus olsun. @ ve A, (56) ve (57) deki gibi olsun. @

ve A sirastyla S, ve S, modelleri altinda tahmin edilebilir olsun. O zaman

BLUPs (®) = KC*D + BLUP;, (A)
= KC*D + ([KFg, ]2 (XFo) W + UWY
= KC*D + ([KFe, JZy(XF) W + UWH(Y — XC*D)
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dir. Burada U, keyfi bir matris ve W, = [XF,, X;(XF;)*]" dir. Ozellikle de, (56) ve (57)’
deki @ ve A’ da ] = 0 alinirsa

BLUEs (K®) = KC*D + BLUE; (KF.Q)
=KC*D + ([KF;, O|W; + UWL)(Y—-XC*D)

elde edilir. O

2.5. Kisith Cok Kath Lineer Modellerde BLUE’ larin Esitlik Tliskileri

G,Y ve G,Y iki lineer istatistigi arasinda asagidaki ti¢ onemli durum sdylenebilir.
Tanim 72.Y rasgele bir matris olsun.
a) G; =G, © G;Y = G,Y esitligi tanim olarak saglanir.
b) EGY—-G,Y)=0 ve cov(—Gl—Y — —Gj()) =0 esitliklerinin her ikisi de
saglanire GY = G,Y esitligi 1 olasilikla saglanir.
¢ E(GY)=E(GY) ve cov(G,Y)=cov(G,Y) esitliklerinin her ikisi de
saglanire G1Y ve G,Y lineer istatistiklerinin beklenen ve kovaryans matrisleri
aynidir.
KF:Q, R, modeli altinda tahmin edilebilir oldugu varsayilsin. O zaman tanim geregi
S, modeli i¢in de tahmin edilebilirdir. Bu durumda R, modelinde KF-€’ nin BLUE’ su (67)
olarak yazilirken, §;, modelinde KF-€’ nin BLUE’ su (78) olarak yazilir. Elde edilen BLUE
esitlikleri ayni olmasi gerekli degildir. Boylece bir onceki tanim ile elde edilen BLUE’ lar
arasinda iliski kurmak dogaldir.
Teorem 73. KF:Q, R, modeli (ayrica &, modeli) altinda tahmin edilebilir.
BLUEg (KFcQ) ve BLUEs (KF Q) sirastyla (67) ve (78)" deki gibi olsun.

s, XE Z
2 XF, Z
M=|XF)" 0 0 VeN:[(XFl')' OC 0]
0 KE 0 ¢

matrisleri tanimlansin. Bu durumda asagidakiler denktir.
a) BLUER (KF:Q) = BLUEs (KF,Q) tamm olarak saglanir;
b) BLUEg, (KF;Q) = BLUEs, (KF Q) esitligi 1 olasilikla saglanir;
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¢) D (BLUEs,(KF¢Q) - BLUEg, (KF;0)) = 0;

d) D (BLUER,(KFQ)) = D (BLUEs, (KFc));
e) r(M)=r(N).
Ispat. (67) ve (78) birlestirilirse,

T[XF,, X2,(XF.)Y, XF., Z, ZX,XF; Z]*]=[KF;, 0, KF; 0, 0]
olan yeni bir matris denklemi elde edilir. Bu denklem T i¢in bir ¢dziime sahiptire

[XE DXt XF. Z 5,[XF, Z]l]
KFE. 0 KF. 0 0

=T[XFC; 21(XFC)J': XFe, Z, 21[XFCr Z]l]-

R(XFe, Z]Y) € R((XF)1Y) ve elementer islemler ile esitligin iki yani sirasi ile

sadelestirilirse,

rXFc S(XF)*t XFE. 7 x[XF, Z]l]
KF. 0 KF. 0 0
2, (XFo)t XF, Z]
0 KF. 0
%, XE Z
=r|(XFE)" 0 0
0 KFE 0

=r(M) —r(XF)

—r(XF)

elde edilir. (2) ve (XF¢)* = Fxp,y ile

T[XFc, Zl(XFc)J', XFc, Z, ZI[XFCI Z]J'] = T‘[Z'l(XFC)J‘, XFc, Z]

1% XE Z

=r(N) —r(XF)

elde edilir. Boylece, (a), (¢)” deki rank esitligine denktir.
Tamim 72 (b) ile BLUEg, (KFQ) = BLUEs, (KF.Q) 1 olasilikla saglamr<
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E (BLUEs, (KF.Q) — BLUEg, (KF9)) = 0,

(80)

D (BLUEs,(XFQ) — BLUEg, (XFcQ)) = 0

dir. (80)’ deki ilk esitlik dogal olarak saglanir. Béylece, (b) ve (c) denktir. Ilave olarak, (c)’
deki esitlik

(Im® [KFC! O][XFC; Zl(XFC)J-]-'-
I, ® ([KF;, Ol[XF;, Z, Z[XF,, ZI*1*")(E, Q)
=2, @ ([KFe, O][XFg, Zy(XF)']*Z, —[KF., 0] (81)
X [XF,, Z, X[XF. Z]*1"X,
denktir. Burada X, # 0 olmak tizere (81),

[KFc, O][XFg, Z(XFo)*1*%, — [KF;, Ol[XF;, Z, Zi[XFc, Z]']*%Z; =0 (82)

esitligine denktir. (82)’ nin her iki yanina da (5) uygulanirsa, ayrica elementer satir

islemlerinin yaninda (2) ve (3) ile sadelesirse,

r([KFe, Ol[XFe, Zy(XFc)'1*Zy —[KFe, OlXFe, Z, Zi[XFe, Z]*]*2y)

[XF,, X,(XF)*] 0 2
—r 0 —[XFs, Z, 5[XFe, Z1Y1 5| =r[XF,, Z,(XFo)]
[KFe, 0] [KF;, 0] 0
—r[XF,, Z, ZX,[XF; Z]*]
XFe 5,(XF)X 0 0 0 5,
KF, 0 KF, 0 0 0
—r[XF, Z, 5]
TXF, 0 0 0 0 %
—r|XF, —S.(XFo)* —XF, —Z 0 5 |—r[XFs Zi0—r[XFe, Z, Zi]
K 0 KF, 0 0 0
XF, 0 0 0 0 %
=T 0 _Zl(XFc)J- _XFC —-Z 0 0f-— T[XFc, 21] - T[XF(:, Z, 21]
0 0 KF, 0 0 0
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XF, %, 0 0 0

=T 0 0 _Zl(XFc)J- _XFC —7Z| - T'[XFc, 21] - T'[XFc, Z, Zl]
0 0 0 KF, 0
5.(XF): XF. Z

—r[XF;,, Z, X
0 KFC 0] r[ C» ) 1]

L, XF, Z

=r|(XF)' 0 0 |—-r(XF)—r[XFe, Z, Zi=rM)—-r(N)

(83)
0 KF. 0

elde edilir. (83)’ iin her iki yani sifira esitlenirse, (¢) ve (¢)’ nin denkligi elde edilir.
(78) ve (67)’ den

D (BLUESu (KFcQ) — BLUER, (KFCQ))
=0%%, ® [KF;, Ol[XF; ZX,(XF)*1*x;
X ([KFe, O][XFg, 2y (XF)']™) (84)
-0%X, @ [KF,, Ol[XF;, Z, ZX[XF. Z]*]*Z,
x ([KF;, Ol[XF; Z, ZX[XF., Z]*1*)

elde edilir. Boylece,

r (D (BLUEs(KF.Q) - BLUER (KFCQ))>

=r(Z)r([KFe, O][XFe, Zy(XFo)'1"2,([KFe, Ol[XFp, Zi(XFo)*1')'

- (85)
—[KF., Ol[XF;, Z, Zi[XF;, Z]*]*z;
x ([KF;, Ol[XF; Z, ZX,[XF. Z]*]*)
dir. Buradan
r([KFe, Ol[XF;, Zy(XF)'1*Z,([KFe, O][XF;, Zy(XF)*1*)
_[K/Fc, 0][XFC; Z, ZI[XFC' Z]l]+21
% (IKF., OlXFe 2, Li[XFe, Z1T%) (86)

=r(M) —r(N)

oldugu goriiliir (Lu vd., 2015). (85) ve (86)’ dan



62

r (D (BLUEs(KF) — BLUER(KFCQ)» = r(5,)(r(M) — r(N))

elde edilir. Bu esitligin sag tarafi sifira esitlenirse, (d)’ nin (e)’ e denkligi goriiliir. a
Son olarak, K = X i¢in Teorem ‘in bir sonucu asagidaki gibidir.

Sonug¢ 74. XFQ, R,, modelinde tahmin edilebilir olsun yani, R(XF.Q) N R(Z) =
{0}. Bu durumda asagidakiler denktir.

a) BLUER (XF;Q) = BLUEs (XF,Q) tamim olarak saglanir;

b) BLUER (XFcQ) = BLUEs (XF.Q) esitligi 1 olasilikla saglamr;

¢ D (BLUESu(XFCﬂ) - BLUERu(XFCQ)) = 0;

d D (BLUERu(XFCQ)) =D (BLUESu (XFCQ));

5, Z

O 7| xpy of="Ew XR 7]

Ispat. Onceki teoremde K = X almirsa, (4)’ den

>, XE Z . b
r(M)=7r|(XE)" 0 0 =r[ L, ]+r(XFC),
. XE. Z
W) =7 gmy o of =B X ZI+rCR)
[

elde edilir. Boylece Sonug (e)” deki esitlik Teorem 73 (e)’ dekine indirgenir.



3. SONUCLAR

[statistiksel teori ve optimizasyon teorisi bir¢ok yonden yakindan baglantilidir.
Ozellikle arastirmacilar, gesitli matematiksel optimizasyon metotlar1 araciligiyla lineer
regresyon modellerde bilinmeyen parametrelerin en iyi tahminlerini ortaya koymaya
calismaktadir. Yani bir modeldeki bilinmeyen parametrelerin tahmini, matematik ve
istatistikteki cesitli optimizasyon yontemleri araciligiyla olusturulmaktadir. Giintimiizde,
modern hesaplama istatistikleri ile biiyiik verilerin oldugu problemlerin iistesinden gelmek
icin giderek daha fazla yiiksek boyutlu optimizasyon yontemleri kullanilmaya ihtiyag
duyulmaktadir.

Istatistiksel gikarimlardaki birgok optimizasyon problemi, elde edilen denklemlerin
minimizasyon veya maksimizasyon problemine doniistiiriilebilmekte ve bu optimizasyon
problemlerine analitik ¢oéztimler tiiretilmektedir. Tahmin analizinde kullanilan yontemler,
verilerin en kiiciik kareler yontemi, agirlikli en kiictik kareler yontemi, en iyi lineer yansiz
tahmin yontemi vb. gibi ¢esitli optimizasyon yontemleriyle analiz edilecegi deneylere
uygulanabilir.

Bu tezde ikinci dereceden matris degerli fonksiyonun optimizasyon problemi, LPO’
na gore asirt parametreli ¢ok degiskenli kathi lineer modeldeki bilinmeyen parametrelerin
tahmin ve 6n tahminlerini incelemek i¢in kullanilmistir. Ayrica matris teorisinde bazi kesin
cebirsel yontem ve tekniklerin iyi organize edilmis kullanimi1 yoluyla asir1 parametreli ¢ok
degiskenli katli lineer modellerde bilinmeyen parametrelerin tahmin edicileri arasinda
baglantilar kurmaya yonelik arastirma problemi tanimlanmis ve incelenmistir. Elde edilen
sonuclar, yalnizca tahmin edicilerin birbirleriyle olan iliskilerini degil, ayn1 zamanda bu
modellerde parametrik tahmin yapilarina dair 6nemli yapisal i¢goriiler de sunmaktadir.
Ayrica, BLUP ve BLUE kavramlarinin gesitli 6zel durumlar altinda nasil ortiistiigii veya
farklilastig1, cebirsel olarak kesin ve anlamli bigimlerde gosterilmistir. Bu baglamda, tez
calismasindaki teorik ¢ergeve, hem asir1 parametreli hem de klasik ¢ok degiskenli modeller
arasinda metodolojik bir kdprii kurmakla birlikte, istatistiksel ¢ikarimin temel yapi taslari
olan BLUE ve BLUP {izerine saglam bir temel insa etmektedir. Elde edilen denkliklerin ve
rank iligkilerinin, yalnizca istatistiksel teori acisindan degil, ayni zamanda uygulamali
alanlarda model karsilastirmalari, model se¢im kriterleri ve parametrik hassasiyet analizleri

gibi konular i¢in de 6nemli katkilar sunacagi degerlendirilmektedir.
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Sonu¢ olarak, bu tezde gelistirilen yontemlerin ve ortaya konan esitliklerin, ¢ok
degiskenli analizlerde cebirsel metodolojiye yeni bir perspektif kazandiracagi, asir
parametreli yapilarin tahmin teorisindeki roliine 1s1k tutacagi ve literatiirdeki mevcut

yaklagimlara hem tamamlayici hem de yenilik¢i bir katki saglayacagi diistintilmektedir



4. ONERILER

Bu ¢alismada, asir1 parametreli kisitli ¢ok degiskenli katli lineer modellere genel bir
yaklagim sunuldu. Kesin lineer kisitlamalara tabi asir1 parametreli kisitli cok degiskenli katli
lineer modellerin yeniden parametrelendirme yontemi kullanildi. Bu modelleri ele almanin
bir diger popiiler yaklasimi, asir1 parametreli kisith ¢ok degiskenli katli lineer modelinin iki
verilen pargasini, yani model pargasini ve kisitlama parcasini, birlestirilmis bir formda
birlestirerek yeni bir birlesik model olusturmaktir. Bu yaklasima gore, agik¢a kisitli model
M ve asir1 parametreli kisith modeli V', asagidaki ortiik kisitli ¢ok degiskenli katli lineer

model ve asir1 parametrelendirilmis modeline doniistir.
s:[pl=[gle+ [gluen (=[5 {] )

Ve

R: [g] = [}C(] 0+ [g] [+ [‘g] ile D [g] = g2 [ %’21 8] (88)

Ozetle modellerin bu formda alinmas: da farkli bir bakis acis ile elde edilmis aym

sonuglar olacaktir.

e Bu tezde katli lineer modeller ve onun asir1 parametreli versiyonu tam kisit ile ele
alinmustir.
e Modeller farkli sinir ile ele alinabilir.
e Ele alinan kisitl modeller, yeniden parametrelendirme yontemi ile kisitsiz forma
getirilmistir.
e Calismay1 gelistirmek i¢in (87) ve (88)’ de de oldugu gibi parametrelendirme
yonteminden farkli teknikler uygulanabilir.
e Bu tezde literatiirde yaygin bir sekilde kullanilan optimizasyon teknikleri
kullanilarak parametre tahmini yapilmistir.

e Calismay gelistirmek i¢in farkli optimizasyon teknikleri de kullanilabilir.
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e Ele alinan model altinda bilinmeyen parametrelerin BLUP ve BLUE tahminleri
yapilmistir.
e Farkli tahmin ediciler i¢inde yapilabilir. Ornegin; OLSP ve OLSE.
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