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OZET

Diferensiyel denklem sistemlerinin ¢6zimi icin gesitli nimerik metotlar  mevcuttur.
Bunlardan birisi de Padé yaklasimlaridir. Padé yaklasimlarimin genellikle bir ¢ok nimerik
metottan Ustin oldugu bilinmektedir. Bu tezde, bu Ustinligl gostermek icin Padé
yaklasimlar: ve diferensiyel transform metodu(DTM) karsilastirildi. Bu karsilastirma 6zellikle
cok degiskenli Padé yaklasimlar: ve iki boyutlu DTM arasinda yapildi. Bazi diferensiyel
cebirsel denklemler(DCD) ve kismi diferensiyel denklemler(KDD) iki boyutlu DTM ile
¢cozlldi. Bu cozimlere ait tek ve c¢ok degiskenli Padé yaklasimlari, DTM ile bulunan
cozimlerle karsilastirildi. Sonug olarak, tek ve ¢ok degiskenli Padé yaklasimlarinin sirasiyla
bir ve iki boyutlu DTM’ den Ustin bir yaklastma sahip oldugu goral da.

Anahtar Kelimeler: Tek degiskenli Padé yaklasimlari, Cok degiskenli Padé yaklasimlari, Bir
boyutlu diferensiyel transform metodu(DTM), 1ki boyutlu diferensiyel transform
metodu(DTM), Kismi diferensiyel denklemler(KDD), Diferensiyel cebirsel
denklemler(DCD).
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ABSTRACT

A variety of numerical methods are available for the solution of systems of differential
equations. One of them is Padé approximants. It is known that Padé approximants are usually
superior to many numerica methods. In this thesis, to show this superiority Padé
approximants and Differential transform method(DTM) were compared. This comparison
especially was made between two-dimensional transform method and multivariate Padé
approximants. Some differential-algebraic equations(DAE ) and partia differentia
equations(PDE) were solved by using DTM. The unvariate and multivariate Padé
approximants of this solutions were compared to solutions that found by DTM . As aresult, it
was seen that unvariate and multivariate Padé approximants are respectively superior to one-
dimensiona and two-dimensional DTM.

Keywords: Unvariate Padé approximants, Multivariate Padé approximants, One-dimensional
differential transform method(DTM), Two-dimensional differential transform method(DTM),
Partial differential equations(PDE), Differential-Algebraic equations(DAE).
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1. GIRIS

Oklid agoritmasi ve siirekli kesirlere bagli olarak ortaya gikan ve gdlistirilen Padé
yaklasimlarinin gecmisi cok eskidir. Henri Eugene Padé tarafindan kullamlan sekliyle
gunimuze ulssana kadar bir ¢cok Unli matematikci farkli problemlere ¢ozUm bulabilmek
amaciyla Padé yaklasimlarini kullandi. Euler, C.G.J. Jacobi, Michell Rolle, Georg Ferdinand
Frobenius, Jean Darboux ve Daniel Bernoulli gibi matematikgiler tarafindan matematigin

farkli aanlanndafarkl problemlere ¢6zim bulabilmek icin kullanildi(Brezinski, 1991).

Gunumizde yaygin bir sekilde Padé yaklasimlar diferensiyel denklemlerin niimerik
¢Ozumlerinde, kuvvet serilerinin andlitik devam problemlerinde, ortogona polinomlar
Uzerinde ¢alisilmasinda (Markov fonksiyonlar igin Padé denklemlerinde payda denkleminin
ortogonal oldugu bilinmektedir), kuvvet serilerine ait singuleritenin, sifir noktalarinin,

koklerin ve kutup notalarimin bulunmasinda kullanilir.

Padé yaklasimlarimin diger nimerik yaklasimlara gore daha iyi sonuglar vermesi, bu
yaklasima olan ilgiyi arttirch ve sadece matematikte degil, fizikte, kimyada, astronomide ve
daha farkl1 bilimsel alanlarda kullaniimasina yol agt.

Tek degiskenli Padé yaklasimlar: Uzerine birgok ¢alisma yapilmasina ragmen, cok degiskenli
Padé yaklasimlar1 Uzerine yapilan calisma sayis oldukca snirlidir. Cok degiskenli Padé
yaklasimlarinin tanimi ilk kez 1973 te J.S.R. Chisholm tarafindan, daha genel tanimlama ise
Levin tarafindan yapilmistir. Teorisini ve temel kavramlarin isleyen ilk kapsamli makale ise
1983 te Annie Cuyt tarafindan yayinlanmistir(Guillaume ve Huard, 2000). Tek degiskenlilerin
bircok 6zelligi agkliga kavusturulmasina ragmen, ¢ok degiskenliler igin yapilan ¢alismalar
cok snirlidir. Fakat cok degiskenli Pade yaklasimlarimin, tek degiskenli Padé yaklasimlarinin
bircok 6zelligini kapsadigini sdylemek mimkandr.

Bir cok calismada tek degiskenli Padé yaklasimlari ile diger nimerik yaklasimlar
kiyaslandiginda , Padé yaklasimlarinin daha iyi bir yaklasim sergiledigi bilinmektedir. Fakat
cok degiskenli Padé yaklasimlar: icin literatlrde, diger numerik yaklasimlarla yapilan
karsilastirmalar1 kapsayan arastirmalara rastlamak hemen hemen mimkin degildir.

Calismamizda Padé yaklasimlarini, diferensiyel transform metoduyla (DTM) cozilen
diferensiyel cebirsel denklem (DCD) ve kismi diferensiyel denklem (KDD) c¢ozimleriyle
karsilastirdik. Bunu hem tek degiskenliler hem de ¢ok degiskenliler icin yaptik. Ayrica Padé
yaklasimlarini kisa da olsa Taylor serileriyle kiyasladik.



DTM diferensiyel denklemlerin ¢tzimini elde etmek icin kullamlan nimerik bir metottur.
Bu metot ilk kez Zhou tarafindan elektirik devre anaizindeki lineer ve lineer olmayan

baslangi¢ deger problemleri icin uygulandi(Ayaz, 2003).

DTM ile cozilmes istenen diferensiyel denklemin seri ¢ozUmi bulunur. Ama bulunan
¢OzuUm, serinin gok sinirl1 kismi toplamlarim kapsar. Metot olarak, pratik oldugu sdylenebilir.
Fakat Padé yaklasimlan ile kiyaslandiginda, Padé yaklasimlarimin DTM den daha iyi
yaklasim sergiledigi calismamiz incelendiginde rahatlikla fark edilebilir.



2. TEMEL BILGILER

2.1 On Bilgiler

Bu kisimda, arastirmamizdaki teorik bosluklari doldurmasi amaciyla tezde kullanilan bazi
temel kavramlar ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1: Bir bagimsiz degisken ile bagimhi degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz
degiskene gore tirevierini ihtiva eden denkleme diferensiyel denklem denir. Bu tir

denklemler en genel olarak

[,y ey, ¥ =0 2.1)
seklinde gosterilir. Burada y'", y'nin x’e gore nyinci tirevidir. (2.1) denklemi » ye gore
¢cOzullrse

y(“’) = g(x,y,y',y”,...,y("fl)) (2.2

elde edilir. Buda(2.1) in agik formda yazilmis seklidir.
Tamm 2.2: y" +p ()y"V++ p(x)y + po(x)y = ()

seklindeki denklemlere lineer diferensiyel denklem denir. Goruldigl gibi ssitligin sag
tarafindaki » ve sol tarafta ki PorPy.. P, Kétsayilan x  degiskenine
baglhdir(Kreyszig,1993).

Tamm 2.3: Bir bagimli deg sken(bilinmeyen fonksiyon) ile iki veya daha ¢ok bagimsi
degisken ve bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlere gbre kismi tlrevlerini ihtiva eden bir
bagintiya kismi diferensiyel denklem denir. Bu tamma gorez bagimli ve  x,x,,...,x,

bagimsiz degiskenler olmak Uzere,
F(x, X500 X0 202, 2,y oo 241 2y, ) =0 (2.3)

bagintisi bir bagimli ve n — bagimsiz degiskenli kismi diferensiyel denklemdir.Ornegin,

Xz, =Yz, = Xzy

2
Zyo—22,+2°=0



birer kismi diferensiyel denklemdirler.

Tamm 2.4: Eger (2.3) kismi diferensiyel denklemindeki F fonksyonu bagimli degisken ve

onun kismi turevlerine gore lineer ise bu denkleme lineer kismi diferensiyel denklem denir.

Xz, —yz, =Xxzy
denklemi lineer kismi diferensiyel denklemdir(Bayram, 2001).

Tamm 2.5: Diferensiyel cebirsel denklem sistemi baslangic degeri ile birlikte
F(1, (1), y'(9) =0 (2.4)

y(to) =)o > yl(to) :ylo

formundacir. (2.4) denklemine genel non-lineer kapali (implicit) differensiyel cebirsel
denklem denir. Burada F € R",y e R" ve t€ R dir.Diferensiyel cebirsel denklem agik olarak

F(y',y,x1t)=0
G(y,x,t)=0

seklinde yazilabilir. (2.4) kismunda goruldugl gibi diferensiyel cebirsel denklemler Uzerinde
cebirsel kisittamalar vardir. Burada y diferensiyel degiskenin ve x de cebirsel degiskenin
vektorleridir(Celik, 2002).

Tamm 2.6: m yinci dereceden bir

f(x)=ayx" +ax"*+...+a, ,x+a,

polinomunu goz 6ntine alalim. Bu polinomun sifira esit kilinmasiyla yazilan

f(x)=ax"+ax" +..+a, x+a, =0



seklinde ki denkleme cebirsel denklem denir. Pozitif m tamsayisna f (x) = 0denkleminin

derecesi denir. f(x) polinomunda f(x,) =0 denklemini saglayan

x, ye denklemin koku denir.

Tamm 2.7: ¢,,b € R ve x,’lerde degiskenler olmak Uzere,
cxXy+CXy +.tcx, =b
seklinde ki bir ifadeye lineer denklem denir.

a,;,b, € R ve x, bilinmeyenler olmak Uizere,

Ay X, + A X+t a,x, =b,

Ay Xy +ApXy +...4+a,, X, =D,
a X +ta x,+t..ta x = bm

seklinde ki bir ifadeye lineer denklem sistemi ach verilir. Burada

matrisine sistemin katsayilar matrisi ve

b, Xy

b
B=|72| ile x= "

matrislerine de, sirast ile sistemin ikinci yam ve bilinmeyenler matrisi denir.

ay ap, .. @, b
P A
aml amZ amn bm

matrisine de sistemin genisletilmis katsayilar matrisi denir.



Yukandaki lineer denklem sistemini, matrisle Ax=B seklinde gosterebiliriz. Bir lineer
denklem sisteminde, sistemin genisletilmis katsayilar matrisi Uzerinde yapilan elementer satir

islemleri, sistemin ¢6zUmUnU degistirmez. Y ani;

i)Herhangi iki denklemin yeri degistirilirse,

ii)Herhangi bir denklemin her iki yam sifirdan farkli bir skalerle carpilirsa,
iii)Herhangi bir denklemin her iki yari, herhangi bir skalerle carpildiktan

sonra baska bir denklemle taraf tarafa toplamrsa sistemin ¢ozimleri ayni kalir.Bu sebepten,

[4:B] genisletilmis katsayilar matrisini eselon forma getirerek ¢ozimler bulunabilir. Bu

metotla sistemi ¢bzmeye Gaus-Jordan yok etme ve katsayilar matrisini indirgenmis eselon
forma getirerek cozmeye de Gauss-Jordan indirgeme ach verilir.

Tamm 2.8: A nxn tipinde bir matris olsun. Eger [4|=0ise 4 matrisine (ters meveut ise)
non-singuler(reguler) matris, |A| = Oise A matrisine (tersi mevcut olmayan) singuler (regiler

olmayan) matris denir.

Tamm 2.9: 4, n. mertebeden bir regiler matris (|4|#0) isedx=B lineer denklem

sisteminin tek ¢ozumu var ve bu ¢ozim
x=A"B,
esitligi ile verilir. Burada anlatiimak istenen,

Ay X, +apX, +..+a,x, =b,
Ay Xy +0pXy +...+a, X, =D,
a, X, +a,,x,+..+a,x, =b,

nn-"n

lineer denklem sisteminin ¢dzimi; A, A matrisinin determinant: olmak Uizere,

b a, . a, a b . a, @, a4, - b
Ax, = b, ay, . a, Ax, = ay b, . a,, o A = Ay Ay b,
bﬂ a2n nn an 1 bn " ann an 1 an 2 " bn

determinantlan hesaplanir ve tek ¢oztim olan,



olarak degerleri bulunur. Lineer Ax =B denklemini ¢ozmek icin uygulanan bu kurala

Cramer Kural1 denir.

Tamm 2.10: ¢ pozitif bir reel say1 ve a =1olmak Uzere ,
fiR—>R, f(x)=a"

fonksiyonuna Ustel fonksiyon, « yada tstel fonksiyonun tabam denir.

Tamm 2.11: Eger f (x)fonksiyonunun x =c¢ de her mertebeden tlrevi varsa ,

&(x—c)z oot f;—(lc)+ (x—c)" +--

S@)= 1@+ [ @x—e)+ 50

serisine f(x) fonksiyonunun x, =c¢' deki Taylor serisi denir. Eger ¢ = 0ainirsa bu seriye
f(x) fonksiyonunun Maclauren serisi ach verilir.

Tamm 2.12: x bir degisken ve ¢ bir sabit olmak lizere

0
D a,(x—0)" =ay+a(x—c) +a(x =)+t a,(x—c) +---
n=0

serisine ¢ merkezli kuvvet serisi denir. Eger bu tammda ¢ =0 alinirsa
Zan(x)" =g+ a X+ X+t a X

n=0

eldeedilir. Aynica x = ¢ olmas durumunda

Y a,(x-c)"=a, olur.
n=0



2.2 Bir Boyutlu Diferensiyel Doniisiim(Transform)
Bir y(x) fonksiyonunun diferensiyel dontisimui asagidaki sekilde tarmmlanir;

1 d'y(x)
kK)y=— ———~ 2.5
e k' dxt L (25)

(2.5) denkleminde y(x) asil(orijina) fonksiyon,Y(k)da T — fonksiyonuolarak adlandirilan
donistiim fonksiyonudur(Bildik ve Konuralp, 2006).

Y (k) 'nin diferensiyel ters dontisima,

EERS(L) 26)

olarak tanimlanir.(2.5) ve (2.6) denklemlerinden

o0

() =Zﬂ%(ﬂ 27)

elde edilir.(2.7) denklemi diferensiyel donustmin(transformun) Taylor serisi agilimindan
toretildigi dustncesini akla getirmektedir. Fakat bu metot sembolik olarak tirevleri
hesaplamamaktadir. Bununla beraber, hesaplamalar icin gerekli tlrevler, asagidaki gizelge 2.1
de goruldugi gibi asil(orijinal) fonksiyonlarin dénisim denklemleri olarak tarif edilen bir

iteratif yontemle hesaplanirlar(Ayaz, 2003).

Y ukandaki (2.5) ve(2.6) denklemlerinin tammlarindan, Cizelge 2.1 deki temel matematiksel
islemlerin dontsum fonksiyonlariyla uyustugu kolaylikla gorulebilir ve kanitlanabilir.
Uygulamaarda, y(x) fonksiyonu sonlu bir seriyleifade edilir ve (2.6) denklemi

W(x) = ix"Y (k) (2.8)

olarak yazilabilir. (2.8) denklemi ile Zfzmx"Y(k) ifadesinin ihmal edilebilecek kadar

kucuk oldugu acikca gorilmektedir.(Ayaz, 2003).
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Cizelge 2.1 Bir boyutlu diferensiyel doniisum (transform) metodunun temel islemleri

Asil(Orijinal) fonksiyon Donustm(Transform) fonksiyonu
V(x) = u(x) £ v(x) Y(k)=U(k) £V (k)
W(x) =ew(x) Y(k) = cW (k)
y(x) =dwldx Y(k)=(k+D)W(k+1)
y(x) =d’'wldx’ Y(k) = (k+1)(k+2)--(k+ j)W (k + )
Y(x) = u() () YK=Y UGV (k-r)
I, T 1L k=j
Wx) =x Y(k)=6(k J)—{O’ k%
Ornek 2.3.1:

o oMo "L
+ =| . , (2.9
0 0 ){v, 0 1 v, sinx

diferensiyel cebirsel denklemini ve

o) (o))
v,(0)) 0 v,(0) 1

baslangi¢ degerlerini goz 6nuine alalim.(2.9) denklemi,
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v, () = xv,, () +v,(x) = xv,(x) = 0 (2.11)
v (x) = sinx (2.12)
seklinde yazilabilir.

Cizelge (2.1)'deki diferensiyel donusum(transform) metodonun temel dzdliklerini kullanarak

ve (2.11) ve (2.12) denklemlerinin dontsUmunt(transformunu) alarak;

_ 1 , -r r— -r -
Vl(k+1)—(k+1){§(k +1)0 (r =DV, (k —r +1) -V, (k)
+V2(k)+2k‘,5(r—1)V2(k—r)} : (2.13)
v, (x) = i (_22 x* (2.14)

elde edilir. (2.13) denkleminden k£ =0,1,...,m degerleriicin V,(k) serisinin katsayilar

RO=-1h@ =2 K@= K@= O =- 2K 6=,

@ =17,2)= 07, = 3.15(8) =0,,(9 = £ F,(6)=07,(N =~ ,(®) =O...

bulunur ve asagidaki gibi genellestirilebilir.

1
—-—, k tek ise,
k!
V.(k)= %, k ¢ift vekzz ¢ift ise, (2.15)
-1
—(kk—|), k cift ve tek ise,
k-1
1\ 2
v, (k) = (/:Ic-)l k tek ise
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(2.16)
V. (k) ve V,(k) degerleri (2.6) denkleminde yerlerine yazilirsa,

1 3 1
vi(x)=l-x+—x*-=x®——x"—=x>+--

2! 3! 4 !

2o X x®

v,(X)=x——+———+—

3 5 7 9

sonuglan elde edilir. Analitik ¢ozim ise asagidaki gibidir,
v, () (e +xsinx
v, (x) sinx

2.3 iki Boyutlu Diferensiyel Déniisiim(Transform)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

ki boyutlu diferensiyel doniisiime(taransform) ait temel tammlar ve teoremler asagidaki

gibidir:

w(x, y) asil(orijinal) fonksiyon olmak Uizere,

W) = 1 _6k+hw(x,y)}

k'h! ox*oy"

(2.20)

seklinde tammlanan W (k, h) fonksiyonuna doniustum(transfom) fonksiyonu denir. W (k,h)

T — fonksiyonu olarak adlandirilir. W(k, k) "in diferensiyel ters donisimu ise,

w(xy) = 2 Wk, i) xty”

k=0 h=0

olarak tammlanir.(2.20) ve (2.21) denklemlerinden

(2.21)



denklemi elde edilir.

Teorem 2.4.1:

Eger  w(x,y)=u(x,y)£v(x,y) ise
W(k,h) =U(k,h) £V (k,h)

olur. (Ayaz, 2004a)

Teorem 2.4.2:

Eger w(x,y) =cu(x,y) ise (c: sabit)

W (k,h) =cU((k,h)
olur. (Ayaz, 2004a)
Teorem 2.4.3:

ou(x,y) i
Oox

Eger w(x,y)=

W(k,h) =k +D)U (k+1h)
olur. (Ayaz, 2004a)
Teorem 2.4.4:

ou(x,y) ise

Eger w(x,y)= o

W(k,h)=(h+DU (k,h+1)
olur. (Ayaz, 20044)
Teorem 2.4.5:

5 ﬁmu(x, y) .
Eger W(x,y) = W 1S€e,

12

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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Wk,h)=(k+D(k+2)---(k+r)h+D)(h+2)---(h+s)xU(k+r,h+s) (2.27)
olur. (Ayaz, 2004a)

Teorem 2.4.6:

Eger w(x,y) =u(x,y)v(x,y) s,

W(k,h):Zk:iU(r,h—s)V(k—r,s) (2.28)

r=0 s=0
olur. (Ayaz, 20044)
Teorem 2.4.7:
Eger w(x,y)=x"y" isg

1 k=m ve k=n,
W(k,h)=06k—-m,h—n)= (2.29)
O, k#m ve k=#n,

olur. (Ayaz, 2004a)
Teorem 2.4.8:

Ou(x,y) ov(x,y)
Ox ox

ise,

Eger w(x,y)=)

W (k,h) = Zk:i(r Dk —r +DU(r +Lh—s)V (k-7 +1,5) (2.30)

r=0 s=0

olur. (Ayaz, 20043)
Teorem 2.4.9:

Eger w(x,y)=) LEN VD) e

9% Yy

W(k,h) = Zk:i(s +D)(h—-s+DU(r,h—s+DV (k —r,s +1) (2.31)

r=0 s=0
olur. (Ayaz, 20044)

Teorem 2.4.10:
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Oou(x,y) ov(x,y)
ox oy

Eger w(x,y)=) ise,

k h

W(k,h)=>> (k—r+D(h—s+ DU (k—r+Ls)V (r,h—s+1)
r=0 s=0

olur. (Ayaz, 20044)

Teorem 2.4.11:

Eger w(x,y)=ulx,y)v(x,y)w(x,y) ise

k k—r h h-—s

wk, h) = ZZZZU(F, h—s—p)V(t,s) Ak —r—t, p)

r=0 t=0 s=0 p=0
olur. (Ayaz, 2004a)
Teorem2.4.12:

Eger w(x,y) u(r) T B g

k k=r h_ h-=s

w(k,h) =3 (14 ) (k—r—t+)U(r,h—s—- p)

r=0 t=0 s=0 p=0
XV (t+1,5)Q(k—r—t+1, p)

olur. (Ayaz, 20044)

Teorem 2.4.13:

*w(x, y)

o 1Se,

Eger w(x,y) =)u(x,y)v(x,y)

k k=r h h-s

wlk,B) = DD > (k—r—t+2)(k—r—t+1)U(r,h— s~ p)

r=0 t=0 s=0 p=0
xV (t,8)Uk —r—t+2, p)

olur. (Ayaz, 20044)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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Simdi iki boyutlu diferensiyel transform metoduyla, bir kismi diferensiyel denklemin nasil

¢Ozuldugine bir 6rnek verelim.

Ornek 2.4.1:

2
Ou _ouou, o (2.36)
o axox o ox

(x,0) = 1xz, x>0, ¢>0, (c:keyfi  sabit) (2.37)
c

Yukanda (2.37) baslangic deger sartiyla verilen (2.36) kismi diferensiyel denklemini g6z
oniine alalim. iki boyutlu diferensiyel transformun temel islemlerine gore (2.36) denkleminin

iki boyutlu transformunu alirsak,

(h+D)U(k, h+1) = Zk:i(r+l)(k—r+l)U(r+l, h—s)

r=0 s=0

xU(k—r+l,S)+izh:(k—r+l)(k—r+2)

r=0 s=0
xU(r,h—s)U(k—r+2,s). (2.38)
elde edilir. (2.37) baslangi¢ sartin1 (2.38) denkleminde uygularsak,

U@G,0=0 i=013...,m, (2.39)
1
U(2,0)="=. (2.40)

elde edilir. (2.39) ve (2.40) denklemlerini (2.38) de yerine yazarsak,m — co durumu goz

Onlne alinarak,

vEy="2,
C

U(2,2)= % (2.41)

C
216
U@3="3.

eldeedilir. Bitin W (k,h) degerlerini (2.21) denkleminde yerine yazarsak,
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u(x,t):xz(l+ %t+ ¥t2+g+...)_
c ¢ ¢ c

elde edilir. Elde edilen ¢ozime ait  analitik ¢bzim

u(x,t) = x3(

c—6t)'

seklindedir.

(2.42)

(2.43)
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3. TEK DEGISKENLi PADE YAKLASIMLARI

f fonksiyonu  f(x) = ¢, +cx+c,x°+-  yani;

=Y (60 (31)

seklinde bir kuvvet serisiyle temsil edilsin.Bu durumda bu kuvvet serisinin Padé yaklasimi

[m /n]= ay+ax+---+ax"
b,+bx+---+b x"

(3.2
seklinde bir rasyonel fonksiyondur(polinomlarin orani). Payin derecesi m, paydann dereces

n dir. (3.2) de m+1 tane payin katsayis ve » + 1 tane de paydanin katsayisi vardir. Burada

(3.2)'nin paydasinin tanimsiz olmamast igin 5, =1 ainmalidir. Bu segimle (3.2)' nin payinin
m +1 tane bagimsiz katsayia ve paydasinin » tane bagimsiz katsayisi olur. TUm yaklasimda
m+n+1 tane bilinmeyen katsay1 vardir. [m/n], (3.1)'deki kuvvet serisinin ilk m+n+1

terimine karsilik gelir (Baker ve Grave-Morris, 1996). (3.1) deki

m+n dereceli kuvvet serisine karsilik gelen Padé yaklasiminm

2 +ax+---+a x"
Y exl = L TAET ROy oy (3.3
o by+bx+---+bx

seklinde yazabiliriz. (3.3) denkleminde icler dislar carpimi yapilirsa
(bg+bx+--+bx")co+ex +)=a, +ax +--+a,x"+O0(x""") (3.4

elde edilir. (3.4) denklemindeki ~ x™*, x™?,---,x™" katsayilarimn esitliginden
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b,Cp i1 T b, Gz + o+ beC,y =0

n-m n—1"m—,
ncm—n+2 +bn—lcm—n+3+ .”+bOCm+2 = 0 (3 5)
bn cm + bn—lcm+1 +eet bOcl11+n = O

sistemi elde edilir. b, =1 olduguicin, (3.5) denklemi » tane lineer denklemden olusur.

Y ani;
Cm —n+1 Cm—n +2 Cm—n+3 o Cm bn Cm +1
Cm—n+2 Cm—n+3 cm—n+4 Cm+l n-1 cm+2
Cm—n+2 cm—n+4 Cm—n+5 o cm+2 me == cm+3 (36)
L cm cm+l cm+2 Cm+n—l_ L bl _ _cm+n a

olur. Buradan b, katsayilari bulunur.Diger yandan (3.3) denkleminden payin

katsayllari olan @, a;, -+, a, katsaylari 1x ,x%,---,x™ terimlerin katsayilarinin esitliginden

a, = ¢,
a,=c,+bc,

a, =c,+ b, +b,c, (3.7

min(m )
a =c + Z be

m m i m-i

i=1

olarak bulunur. Boylece (3.6) ve (3.7) denklemleri Padé yaklasiminin pay ve paydas olarak
tammlamir. Dolayisiyla bu denklemlere  Padé denklemleri denir. Padé yaklasimumn

hesaplanmasinda goril ecektir ki, Padé denklemleri katsayilar hesaplanmadan (3.8) de ki
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1 _
m ; m ; , m=n ; 1 x o xn
Z Cl-.x XZCZ-X X CI-X
i=0 i=0 i=0 Cnin Cy U Cuay
_ v q(x)=|" o . (3.8)
p(x) - cm+l cm cm+l—n : . . .
Cm+n min-1 077 cm
cm+ n cm +n—1 cm

denklemleriyle de elde edilebilir . Bu denklemler yardimiyla x

m+n

yinci dereceden > cx'
i=0

kuvvet serisine karsilik gelen  [m/n] Padé  yaklasimui olusturulur.Yani verilen

f (x)chl.xi kuvvet serisini keyfi dereceden Maclaurin serisine dénusttrerek,bu serinin
i=0
keyfi Padé yaklasimu (serisi) olusturulur.(Bundan sonra pve ¢’'nin kesin polinomsal

dereceleri 0 ileseri icerisindeki dereceleri w ile gosterilecektir)

Yani bir £(x) fonksiyonuicin [m/n]f (x) Padé yaklasim: problemi; Padé yaklasiminda pay

ve payda polinomlari olan
p(x) = Zaixi ve ¢g(x)= Zb,.x"
i=0 i=0

polinomlarint bulmay1 icerir. Yani ,

p() =D
[m /n]f (x)=—=>—  olur,
q(x) = Zbixi

(3.3) ifadesinde, yapilan icler dislar carpimiyla el de edilen (3.5) ve (3.7) denklemlerinde

[mIn], (x) bulunurken;

o(p)<m
0(q)<n (3.9
o(fg—p)=m+n+1
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durumu s6z konusudur.
Teorem 3.1: Eger p,,q, ve p,,q, polinomlart (3.9) durumunu saglarsa bu durumda

P, = p,q, olur.

Ispat 3.1: p.g,-p,q ifades (fg,—p,)q—(fg,—p)q, seklinde de yazilabilir.(3.9)

durumundan

o(fqg,—p)zm+n+1

oldugundan
o(fg,—p,)zm+n+1

Buradan «o(p,.q, — p,-q,) 2m+n+1 edeedilir. Fakat (p,g, — p,q,)(x) polinomunun

dereces enfazla m +n olacagindan, p,.q,—p,.q;, olur.

Teorem 3.1'in bir sonucu olarak, p,/q, ve p,/q, rasyonel ifadeleri birbirine denktir.

Calismamizda simdiye kadar sadece orijin merkezli kuvvet serileri icin Padé yaklasiminin
tammun verdik. Orijin merkezli olmayan ve herhangi bir nokta merkez ainarak ta Padé

yaklastm tanimlanabilir. Asagidaki sekilde tanmlanan;

0= ¢(x-x) (¢ #0)

i=0

kompleks uzayda x, merkezli bir kuvvet serisi olsun. Bu kuvvet serisi igin  (m,n) dereceli

Padé yaklasimim bulmak mimkindir.Orijin merkezli kuvvet serilerinde kullandigimiz
yontemler burada da aynen gecerlidir.Buna gore;

p() =Y alx-x) ve q(x)=Dbx-x,)
i=0 i=0
seklinde ifade edilir.ve

(fa—p)(x)= D d(x—x,)

i2m+n+1

ifadesinden  (3.5) ve (3.7) denklem sistemindekine benzer lineer denklem sistemleri elde

edilir ve ayni sekilde ¢ozultr. Ayrica(3.9)'deki durum burada da aynen gecerlidir.
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Teorem 3.2: r, (x) rasyonel fonksiyonu bir f fonksiyonuna ait (m,n) dereceli Padé
yaklasimi olmak Uzere; her negatif olmayan m,n sayis igin f fonksiyonuna ait tek bir

(m,n) dereceli r, , (x) Pade yaklasin vardir.

3.1 Padé Yaklasimunin Hesaplanmasi

Padé yaklasitmnunin hesaplanmasinda literatlirde farkli algoritmalar kullanilmaktadir. Biz
calismamizda en yaygin ve kullanigli olan determinant formdllerini kullandik.Simdide bu

yontem Uzerinde duralim.
f(x)=>¢x
i=0
serisiyle temsil edilen fonksiyonun (m,n) dereceli Padé yaklasimin

r. (x)= o)
qo(x)

olarak tammlarsak,

=3 ax = 2o 2,
ol 9 (x) N i
Zb,.x

ifadesinin icler dislar carpimiyla olusan denklem sistemi ve bu sistemdeki katsayilar

determinant yontemiyle bulunabilir.

()= cx' igin

k
F(x)=>¢x k>0
i=0
F,(x)=0 k<0 yazilabilir.

Teorem 3.1.1: Eger bir f fonksiyonuigin (m,n) dereceli Padé yaklasim



(x) = 2o ¥)

ve D, =
qo(x

m,n

olarak ifade ediliyor veD =det D, , # 0 isg;

F (x) xF, ,(x) - X"E_ (x) 1 x - X'
lic,, 1lcnn
x)=—| " ve x)=—| "
pO( ) D s D/n,}’l qo ( ) D : Dm g
cm+Vl cm+n

olur.

Ispat 3.1.1: D=0 oldugundan, yukaridaki (3.5) denklem sisteminde b, =1 aindiginda bu
homojen (3.5) denklem sisteminin tek ¢6zUmU oldugu gorilmistt. Aym sekilde asagidaki

homojen denklem sistemide asikar olmayan(nontrivial) ¢cézime sahiptir.

(1—q0 (X))bo +Xbl +x2b2 + - "+xnbn =0
.cm+lb0 +c,by+etc, b, =0 (3.10)

Cm+nb0 + Cm+n—1bl +eeet cmbn = 0

Boylece katsayilar matrisinin determinant: sifira esittir. Y ani;

1-g,(x) x - X"
cm+l Cm o cm+l—n 0
c m+n cm+ n-1 c m

Aynmi zamanda ¢,(x) icin bir denklem ifadesinin de oldugunu goOstermis oluruz.

Eger f(x)q,(x) ifadesini goz 6nuine alrsak;
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S(x) xf(x) - X f(x)
1 cm+1 cm Cm+1—n
Dl : Coo ] (311)

c C

m+n m+n—1 m

J(X)go(x) =

ifades elde edilir . p,(x) polinomu f(x)q,(x) serilerindeki m den kucik yada m’'ye esit
dereceye sahip tim terimleri igerdi ginden (3.11) ifadesinde p,(x)’in determinant formatim

elde ederiz. Bu daispatimizi tamamlar.

Determinant algoritmast bir cok ekleme ve carpim islemlerini ihtiva ettiginden m ve n’'nin
kicuk degerlerini hesaplamada daha kullaniliglidir. Bu agoritma yalmzca kapal1 formdaki

formUlleri agmamizda ve bulmamizda yardimct olurlar.

3.2 Padé Tablosu

Genel anlamdabir f(x) fonksiyonunun Padé yaklasimim
[mIn] :[m/n]f =[m/n](x) =[m/n]f (x)=r,,

seklinde degisik formlardaifade edebiliriz.

Y aklasimlara ait tablo sistematik olarak Henri Eugene Padé tarafindan verildigi icin O’'nun
anisina hem yaklasima, hemde tabloya Padé nin ismi verilmistir. Genel anlamda bir

fonksiyona ait Padé tablosu asagidaki gibidir.

Cizelge 3.1 Padé tablosu

N 0 1 2
0 [0/0] [1/0] [2/0]

1 [o/1] [1/1] [2/1]
2 [0/2] [1/2] [2/2]
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Yukandaki cizelge 3.1 formatina uygun e *ve e* ’'in Padé yaklasimlarina ait Padé tablolar
asagidaki gibidir. (Cizelge 3.2 ve Cizelge 3.3)

Cizelge3.2 ¢ "’in Padé yaklasiminin bir kismi

n m 0 1 2
2
0 1 1-y 2-2x+x"
2
1 1 2-x 6—4x +x°
1+x 2+ x 6+ 2x
5 2 6-2x 12-6x +x°

2+2x+ x° 6+4x+x° 12+6x +x°
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Cizelge 3.3 ¢*’in Padé yaklagiminin bir kism

m\n 0 1 2

0 1 1 11
1=x 1-x+-x°
2
1+1x 1+=x
1 1+x z :
1-=x 1- =x+=x?
2 6
2 2 2
1 I+ —x+=x 1+ —x+ _x
2 1+x+=x? — 3 6 —2 12
2 1—1x 1—lx+—x2
3 2 12
1 1 1+ —x+ xz-i-ix3
3 I+x+=x"+=x° 4 41 24
2 6 11—~y
4
4 Loxdoxzy Dydy Ly
2 6 24

Y ukanda gizelge 3.3 te de goruldigti gibi, Padé tablosunda birinci siitun f* fonksiyonuna ait
serinin kismi toplamlarin verir. Ilk satir ise L fonksiyonunun kismi toplamlarinin terslerini
icerir.

Simdi, tek degiskenli bir fonksiyona ait Padé yaklasimimin nasl bulunacagim ve Padé
yaklasiminin ait oldugu fonksiyonla uyumlu olup olmadigina bakal im. (Sekil 3.1)
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Ornek 3.1

1
1+ —x 3 ,

=1——x+3—x -

1+2x 4 32

f(x)=

fonksiyonunu g6z 6nine aaim. Bu fonksiyonun [1/1] Padé yaklasimuni hesaplayalim

(2.dereceden Padé yaklasimini). Burada bize verilen fonksiyonun (kuvvet serisinin) x*’li

terimine kadar olan kisminin Padé yaklasimim bul acagiz (keyfi dereceden). Bu fonksiyonda

c =ZLcl:% ve 02:% dir.

Bu kuvvet serisine karsil1k gelen Padé yaklasimi

1. 3.,39,_a+ax

= +0(x°)
477 32" T 1ebx

seklindedir. Bu ifadedeicler dislar carpimu yapilirsa

3 39
1+ blx)(l—Zer §x2) =a, +ax+ o(x%)

olur. (3.6)denkleminden

3 39 13
- =—— = b =" olur.
( 4)1 o 1= g

(3.6) denkleminden a,=1 ve aq :g olur. O halde verilen kuvvet serisine karsilik gelen

2.dereceden Padé yaklasim

1+zx

1+1—3x
8

[1/1]=

seklinde bulunur. x>0 icin f(x) ile Padé yaklasimum asagidaki sekilde karsilagtiralim.
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0.955
0.9;
III.EEE-S
0.8

0.757

L

f
[

(IK)H pade yak.

Sekil 3.1 f(x):\/(1+%)/(1+ 2v) ve f(x)in [1/1] Padé yaklasimi

Ozellikle  f(w) = % =05 ve [1/1](w)= 17—3= 0.54---tir. Herhangi bir ©6zel metod
uygulamaksazin Padé yaklasim (3.8) denklemlerinden direk olarak hesaplanur.
Ornek 3.2

Bir fonksiyona ait keyfi dereceden kuvvet serisinin mi (Taylor serisi)) yoksa Padé
yaklasiminin mi dahaiyi sonug verdigine bakalim. Bunun icgin aldigimiz fonksiyonun Taylor
acilimint ve Padé yaklagimin hesaplayarak karsilastiralim. Fonksiyon olarak;

f(x)=¢e" fonksiyonunu ele alaim. Bu fonksiyonun besinci dereceden kuvvet

serisi(Taylor agilimi)

1 1 1 1
B(x)=1l-x+=x"-=x+—x'——x°

2 6 24 120

seklindedir. Bu kuvvet serisnin m=3 ve n=2 igin , [3,2] dereceli, yani, besinci
dereceden Pade yaklasimi (3.8) denklemlerinden

X
r(x)=—2—20 60 olarak bulunur. f(x)=e™, B(x) ve r(x)’i asagdaki tablo
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ve sekilde karsilastiralim. (Cizelge 3.4 veSekil 3.2)

Cizelge3.4 f(x)=e", B(x) ve r(x)'in degerleri

v | e Po() e op)| | ) e —r@)
0.1 | 0.9048374180 | 0.9048374167 0.13x10° 0.9048374179 | 0.1x10°

0.2 | 0.8187307531 | 0.8187306667 8.64x1078 0.8187307456 | 7.55x10°
0.3 | 0.7408182207 | 0.7408172500 9.707x10”’ 0.7408181414 | 7.93x10°®
0.4 | 0.6703200460 | 0.6703146667 5.38x10° 0.6703196347 | 4.11x10’
0.5 | 0.6065306597 | 0.6065104167 2.0243x10°° 0.6065292096 | 1.45x10°
0.6 | 0.5488116361 | 0.5487520000 5.96x107° 0.5488076312 | 4.00x10°°
0.7 | 0.4965853038 | 0.4964369167 1.48387x10* | 0.4965759550 | 9.3488x10°°
0.8 | 04493289641 | 0.4490026667 3.26x10™* 0.4493096647 | 1.93x10°°
0.9 | 0.4065696597 | 0.4059167500 6.529097x10* | 0.4065333809 | 3.6278x10°
1.0 | 0.3678794412 | 0.366666666/ 1.21x10°3 0.3678160920 | 6.33x10°
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fix
fix)'in 5. dereceden Taylor serisi
oooooo fix)'in [3,2] dereceli Padé yaklasimi

Sekil 3.2 f(x)=e " fonksiyonu, B, (x) Taylor serisi ve r(x) Padé yaklasim.

Goruldugl gibi Padé yaklasim kuvvet serisinden dahaiyi bir yaklasim sergilemektedir.
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4. COK DEGISKENLIi PADE YAKLASIMLARI

Onceki boliimde tek degiskenli Padé yaklasimlarinin nasil elde edildiklerini ve literatiirde de
benzer yontemlerin uygulandigindan bahsettik. Son yillarda bu teknikler cok degiskenli Padé
yaklasimlarina da uyarlandi. Fakat tek degiskenlideki gibi teknikler arasindaki
benzerliklerden bahsetmek mimkin degil. Bununla beraber;asagida cok degiskenli Padé
yaklagimlarimin  tammu igin, tek degiskenli Padé yaklasimlar: igin kullanilan 6zelliklerin
gecerli olmaya devam ettigi goruilecektir.

Biz calismamizi cift degi skenli fonksiyonlarla simirlayacagiz. Clnkl ikiden fazla degi skene

sahip fonksiyonlar icin genellestirme yapilabilicegi agiktir.

fan)=2 ¢x'y

i,j=0

Taylor serisiyle temsil edilen cift degiskenli f(x, y) fonksiyonunu goz 6niine alalim.

f(x)= Z c.x' fonksiyonu icin tek degiskenli Padé yaklast minin;

i=0

m ] m-1 ) m—n )
ch.x’ xz cx' e x”Zcix’ 1 x e X
i=0 i=0 i=0 c c c

+1 T +1-
p(x) =| Cma C o Cnt1n ' q(X) = ’” :m . m: '
c c e C
m+n m+n-1 m
Cm+n cm+ n-1 T cm

denklemleriyle verildigini biliyoruz.

p(x) ve g(x) ifadelerinde ; 'inci satirn x’*"* ile garptiktan sonra, p(x)ve ¢ (x) ifadelerindeki

j'inci situnu  x’*'e bolelim.(j=2,...,n+1).Bu pay ve paydamn x™ ile carpimyla

sonuclanir. Gerekli islemler yapilirsa;
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m ) m-1 ) m-n )
Sev Sar o S
i=0 i=0 i=0

m+1 m +-n
Cm+l‘x Cm‘x’ e Cm+1—n‘xm

x}n +n xm+n—l . xm
1;’(()’:)) D i . (D=detD, #0)

m+1l m m+l-n
cm+1x C X .. C

m m+1-n

c xm+n c xm+n—l c xm

m+n m+n-1 m
elde edilir.

Y ukandaki determinant dogrudan cift degiskenli  f(x,y) fonksiyonu icin yazilabilir. Yani
k .

ch.x’ toplaminin yerine  f(x, y) fonksiyonunun £ ’inci dereceden Taylor acilinunin kismi
i=0

toplamlar: yazildiginda, ckxk ifades f(x,y) fonksiyonuna ait k’inci dereceden tim terimleri

icerir. Burada Gift degiskenli ¢, x'y’ teriminin derecesi i+ j'dir denilir.

Eger
m o m=1 o m—n )
'y by cee Y
26Xy 2 X'y 2. Xy
i+j=0 i+/=0 i+/=0
— RS i i
p(x,y) = J=m it j=m i+ j=mil-n (4.1)
m m
iy iy iy
2 XY 2. Xy 2 Cxy
i+ j=m+n i+j=m+n-1 i+j=m
i_j i_j i_j
Cx Y 2oGxy e Y gy
i+ j=m+1 i+j=m i+j=m+l-n
q(x,y)= : : N : (4.2)
m m
iy i iy
2. XY 2 Xy 2 Xy
i+j=m+n i+ j=m+n-1 i+j=m
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olarak tawmlarsak, p(x,y) ve g(x,y) nin formlarimn asagidaki sekilde oldugunu gérmek

kolaydir.

p(x,y)= Y a;x'y’
i+j=mn
mn+n . i

q(x,y)= D, bx'y
i+ j=mn

Burada (4.3) ifadeleri icin asagidaki (4.4) durumu soz konusudur.

o(p) > mn
o(p) <mn+m
@(q) > mn
0(q)<mn+n

o[(fg-p)(x,y)]

Tek degiskenli Padé yaklagimlarinda (3.9) durumuyla kiyaslandiginda

(4.3)

(4.4)

p ve g’'nun

dereceleri, p,q’'nin mertebesi (Padé yaklasiminin derecesi) ve fg— p’'nin derecesinin mn

kadar kaydig1 gorulmektedir. Fakat Padé yaklasiminin indirgenemez formu elde edildiginde

bunun kayboldugu gorilecektir.(Cuyt ve Wuytack, 1987)

Teorem 4.1:Eger p(x,y) ve q(x,y) (4.1) ve (4.2) ileverilirsg;

(fa-p)(xy)= ] d.x'y’ olur(Cuyt, 1983)

i+j2mn+m-n+1

Ispat 4.1: Eger;

AE=T, ey (=0...m)
Bk(x’y):Zi+j:mn+kbiniyj (kzo”n)
Ck ()C,y) = Zi+j=1nn+k Cijx[yj (k = O':L 21' . )

olarak ifde edilirse (fq—p)(x,y)= >, dx'y’ iginasagidaki yazlabilir:

i+ j2mn+ m+n+L



33

Co(x,2)B,(x,y) = 4y (x,)
Cy(x,3)Bo(x,y) +Co(x,¥)B,(x,y) = 4,(x,y) (4.53)

Cm (x,y)Bo(x,y)+---+Cmfn (x,y)Bn(x,y)=Am (x!y)

Cm+l(x’y)B0(x!y) + Cm+14, (X,y)Bn (X,y) =0
: (4.5b)

Cppin (%, ) Bo(x, ) +++-+C,, (x, ) B,(x,) =0

Burada k£ <0 icin C, =0 dir. Bu notasyonlara gore;

p(x,3) =Y A4(x,y) ve q(x,y)=> B, (x,y) olarak daifade edilebilir.
k=0

k=0

C,(x,y) - Cu, (%)
By(x,y) = : Ry :
Corina(x, ) C,(x,)

olarak secip, Cramer kuralim uygulayarak B, (x,y) igin yukaridaki homojen denklem
sistemini ¢ozdukten sonra ,yukaridaki denklem sistemlerinde 4, (x, y) 'de yerine yazarsak;
(4.1) ve (4.2) determinantlanni,yani; p(x,y) ve g(x,y) ifadelerini elde ederiz. (4.1) ve (4.2)

deverilen p(x,y) ve ¢(x,y) (4.4) icin bir ¢dzim olusturur. Buda ispatimizi tamamlar.

Burada p(x,y) ve q(x,y) ifadelerine cok degiskenli Padé denklemleri denir . Ve

Vm,n(‘x’y) = &(x’y)
qo

ifadesinede ' (x,y) fonksiyonunun (m,n) dereceli indirgenemez Padé yaklasimi denir.

Teorem 4.2: Her m ve n sayisiicin, f(x,y) fonksiyonunun tek bir tane (m,n) dereceli ¢ok
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degiskenli Padé yaklasimi vardir.(Cuyt ve Wuytack, 1987)
Y ukandaki tammdan sonra, ¢ok degiskenli Padé yaklasimi icin asagidaki ornekleri verebiliriz.

Ornek 4.1:

f(x,y)=1+ 0 1x +sin(xy) fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyonaait seri agilim

© © 2i+1
=1+ 100 ™" + —1"&
21: 4 ZO:( ) 2!

=1+10x+101xy+1000x)? +--- seklinde olur.

m =1=nolarak alimirsa; yani m ve n’nin dereceleri 1 olarak alimirsa; p(x, y) ve q(x,y),

(4.1) ve (4.2) Padé denklemleri kullanilarak asagidaki sekilde elde edilir.

(x,) 1+10r - 1 10x +100x° —101x
y = = + —
Py 10lxy 10x ¥ x Y
(x,») ! L _10x 101
x, = = X —
75y 101xy 10x i’

elde edilir. Buna gore;

2
P (x,y) = 10x +100x° — 101xy
q 10x —101xy

elde edilir. Bu ifadnenin indirgenemez formu;

1+10x —10.1y

seklinde bulunur.
1-10.1y

’ﬂ,l(xay) =

Goruldagti gibi  indirgenemez formu elde ettigimizde,mn =1 kadar artan derece de
kaybolmaktadir. Fakat bu her zaman olmayabilir. Asagidaki o6rnekte bu acikca
gorulmektedir.Sunu da hemen belirtelim ki bu elde ettigimiz sonucu etkilemez.

Ornek 4.2:

m=1 ve n=2 ainrsg(4.4)' U saglayan (4.1) ve (4.2) Padé denklemlerini kullanarak p(x, y)
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ve q(x,);

1+10x 1 0
p(x,y)=| 10Lxy  10x 1 | =100x°—10Lxy +1000x> —2020x°y +1000x)°
1000xy° 101xy 10x

1 1 1
q(x,y)=| 10Lxy 10x 1 | =100x? —101xy +1010x?y —1000x)” + 201x?y?
1000xy” 101xy 10x

Bulunur.Buradan,

100x? —101xy +1000x° — 2020x*y + 1000xy2
100x® —101xy +1010x?y —1000xy? + 201x?”

Lx,y) =
q

bulunur.ﬁ(x,y) ifadesinin indirgenemez formu ise ;
q

x —10.1y +10x? — 20.2xy +10y?

bulunur.
x —1.01y +10.1xy —10y% + 2.01x)?

’1,2(an) =

f(x,y)=l+01

+sin(xy) fonksiyonuna ait Taylor acilimumn ve 7, (x,y) ok degiskenli

Padé yaklasimlarinin grafigini, 7(x,y) fonksiyonun grafigiyle R*te karsilastirdigimizda Padé

yaklasiminin Taylor serisinden ¢ok daha iyi bir yaklasim sergiledigi gorilmektedir. ((Sekil

4.1), (Sekil 4.2), (Sekil 4.3)).
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=

U

‘z“«v

&

10

y)+sin(xy) fonksiyonu

(x/O.l—

=1+

Sekil 4.1 f(x,y)

1,000

500

-500

-1,000

-10

1+10x +101xy +1000xy* Taylor agilim

y)=

¥)'nin Py(x,

Sekil 42 f(x
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(1+10x -10.1y/1-10.1y) Padé yaklasim.

Sekil 4.3 7,(x,y)
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5. UYGULAMALAR

Bu bolimde diferensiyel donisim(transform) metoduyla Padé yaklasimlarin
karsilastiracagiz. Bu karsilastirmayr hem tek degiskenliler, hemde ¢ok degiskenliler igin
yapacagiz.

Ik once bir boyutlu diferensiyel transformla cozilen diferensiyel cebirsel denklemin
¢OzUmUnU ve elde edilen sonuglar, bu denkleme ait Padé yaklasimlanyla kiyaslayacagz.
Daha sonra da iki boyutlu diferensiyel transformla ¢ozilen kismi diferensiyel denklemin

¢ozUminu ve elde edilen sonuclari, bu denkleme ait cok degiskenli Padé yaklasimlariyla

kiyaslayacag z.

Uygulamalarda diferensiyel transform metoduyla bulunan, sirasiyla tek degiskenli ve cok
degiskenli u(x),v(x) ve u(x,?),v(x,¢)diferensiyel transform denklemleri cizelgelerde ve
grafiklerde  notasyon  kansikligina  yol  agmamak  icin  T'(u(x)),T(v(x)) ve
T(u(x,1)), T(v(x,2)) ile anditik ¢dzumler ise f(x) =u(x), f;(x) =v(x), cok degiskenliler

icinse f(x,t)=u(x,?), f(x,1)=v(x,t) seklinde gosterilmistir.

Uygulama 5.1

1 —x)\(v} 1 —-@Q+x)\(v, (0O

0 0]("'2]-{0 1 J(sz_(smxj
O (1), (1)

v,0) 0)" v,/ \1

Y ukaridaki (2.9) diferensiyel cebirsel denklemi 2.bdlimde diferensiyel transform metoduyla

¢Ozmiistuk.

_ 32 1. 3.4 15
T(vl(x))—l—x+2!x —3!x —4!x —5!x 4

3 x5 x7 x9

X
T(vz(x)): x—g-f-a—ﬁ-i-a'"

denklemlerini elde etmistik. 2.bolimde de belirttigimiz gibi analitik ¢ozim,



vi(x)) [e™ +xsinx
v,(x) sinx
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olarak verilmisti. Analitik ¢cozimu baz alarak, Padé yaklasimlarin ve differensiyel transform

metoduyla elde edilen T(v,(x)) ve T(v,(x)) denklemleriyle karsilastiraim. ilk Gnce bu

karsilastirmayr v, (x) icin yapalim( Cizelge 5.1 ). Anditik ¢bzUmu £ (x) = v (x) =e™ + xsinx,

differensiyel transform metoduyla elde edilen denklemi de T (v,(x)), T (v (x)) diferensiyel

transform ¢6ztmiine ait [3,2] dereceli Padé yaklasimini da 7, ,(x) ile gosterelim. Bunagore,

7’3'2()6):

1-—

179 1067 . 173 3
x+ x" - x

155 620

372

Tl

4l o

X+ X
155 620

olarak elde edilir.

Cizelge5.1 f (x)= w(x)=e™+xsinx,T(v,(x)) ve r;,(x) degerleri

X | w(x)=e*+xsinx | T((x) (%) = T((x)))| 132(X) v () = 15, (x)|
0.1| 09148207597 | 0.9148207500 | 9.7x10°° 0.9148207571 | 2.6x10°°

0.2| 0.8584646293 | 0.8584640000 | 6.193x107 | 0.8584644668 | 1.505x10"

0.3| 0.8294742827 | 0.8294672500 | 0.0000070327 | 0.8294726757 | 0.0000016070
04| 0.8260873829 | 0.8260480000 | 0.0000393829 | 0.8260790714 | 0.0000083115
05| 0.8462434290 | 0.8460937500 | 0.0001496790 | 0.8462143982 | 0.0000290308
06| 0.8875971201 | 0.8871520000 | 0.0004451201 | 0.8875181925 | 0.0000789276
0.7 | 009475376848 | 0.9464202500 | 0.0011174348 | 0.9473575500 | 0.0001801348
0.8 | 1.023213837 1.020736000 | 0.002477837 |1.022852861 | 0.000360976
09| 1.111563878 1.106566750 | 0.004997128 |1.10910181 | 0.000653697
1.0 | 1.209350426 1.200000000 | 0.0093504426 | 1.208259587 | 0.001090839
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— )
13 2) padé yaklagim
_— fix)in diff. transf...

Sekil 5.1 f(x)=v(x)=e" +xsinx, T(1(x)) DT ve r,(x) PY

Yukandaki cizelge 5.1 den ve sekil 5.1 den goéruldigt gibi Padé yaklasimu differensiyel
transform metodundan ¢cok dahaiyi yaklasim sergilemektedir.

Simdi ayni karsilastirmalan  f£,(x) = v,(x) =sinx analitik ¢ozimu igin yapalim.Aym sekilde

differensiyel transform metoduyla elde edilen T'(v,(x)) ve T (v,(x)) ¢oziimuneait r;,(x)

Padé yaklasimini karsilastiracagi z. Buna gore;

3 5 7 9
X X X X
TOn 0= ()= x g g g

olarak bulunmustu. T'(v,(x)) fonksiyonunaait r; ,(x) Pade yaklasim ise,

551 5 53 .

)= 166320" 396
3, 5

+ x°+ X
396 11088

’”5,4()5

olarak elde edilir. Bu fonksiyonlara ait nimerik yaklasimlar cizelge.5.2 deasagidaki
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gibidir.Ayncakarsilastirma grafik Uzerinde de gosterilmistir.(sekil.5.2)

Cizelge52 f,(x) = v,(x)=sinx,T (v,(x)) ve r;,(x) degerleri

x | f(x)=snx T(v,(x)) |Sinx—T(v2(x))| 14(X) ‘Sinx—r5’4(x)‘
0.1 | 0.099833416 0.09983341664 1x10% 0.0998334166 1x10™
0.2 | 0.1986693308 | 0.1986693309 1x107%° 0.1986693308 0
0.3 | 0.2955202067 | 0.2955202067 0 0.2955202067 0
0.4 | 0.3894183423 | 0.3894183422 1x10°%° 0.3894183424 1x107©
0.5 | 0.4794255386 | 0.4794255387 1x107"° 0.4794255383 3x107°
0.6 | 0.5646424734 | 0.5646424735 1x10%° 0.5646424732 2%x10710
0.7 | 0.6442176872 | 0.6442176877 5x1071° 0.6442176876 4x107%°
0.8 | 0.7173560909 | 0.7173560931 22%10° 0.7173560930 2.1x10°°
0.9 | 0.7833269096 | 0.7833269174 7.8x10°° 0.7833269172 7.6x107°
1.0 | 0.8414709848 | 0.8414710097 249%x10°8 0.841471007 2.27x10°8

1.0

0 B:

D.B—_

0 4:

N i !
E— flx)=gin(x)
flx)in [5 4] Padé yak.
E— flx)in transforrmu
Sekil 5.2 f,(x)=v,(x)=sinx,T(v,(x)) DT ve r,(x) PY




42

Goruldugu gibi, Padé yaklasimi diferensiyel transform metodundan daha iyi bir yaklasim
sergilemektedir.

Uygulama 5.2

Simdi iki boyutlu bir kismi diferensiyel denklemi iki boyutlu diferensiyel transform

metoduyla ¢ozuip, €l de edilen ¢cozUmU Padé yaklasimiyla karsilastiracagiz.

Asagidaki lineer kismi differensiyel denklemi ve baslangic deger kosullarim gbz Onlne
aalim.

o ou 0
_ + - 51
ox? oxot  off 1)
u(x,0) = x° (5.2)
ou(x,0) _ (5.3)
ot

ki boyutlu diferensiyel transformun temel o©zelliklerine ve teoremlerine gore (5.1)

denkleminin iki boyutlu diferensiyel transformunu alirsak;
(k+D)(k+2U(k+2,h) -3(k+)(h+D)U(k+Lh+1) —4(k+D)(k+2)U(k+2,h) =0 (5.9
elde edilir. (5.2) denkleminden,

U(0,0)=0,
U(@10)=0,
U(2,0)=0,
U@G,0)=0, i=34,...n,

(5.5)

elde edilir. (5.3) denkleminden,
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U0,1)=1

U@y=1

U=, (5.6)
2!

U(i,l)zg, i=34,...n.
n!

elde edilir. (5.5) ve (5.6) ifadelerini (5.4) denkleminde yerine koyarsak ;

U@az—é

13
U3 =5 (5.7)

Un=1
1

ugn=—.
(@,3) >
elde edilir. Batin U(k,h) degerlerini (2.21) denkleminde yerine koyarsak asagidaki seri

¢OzUMUNU elde ederiz;

u(x,t)=t+x° +tx—%t2+%tx2+£t3 (5.8)

denklemini elde ederiz. Analitik ¢ozim ise,

4l 4y, 2 0
x,)=u(x,t)=—e ——e X+ — 59
S3(x,8) = u(x,1) c c 2 (5.9)

seklindedir. Diferensiyel transform seri  ¢ozimine ait ¢ok degiskenli Padé yaklasimlarn
bulmak icin (4.1) ve (4.2) determinant ifadelerinden yararlanacagiz. Bu uygulama igin
ryo(x,) Padé yaklasimuni bulup diferensiyel transform metoduyla buldugumuz sonucla

karsilastiracagiz. Buna gore (4.1) ve (4.2) determinant ifadelerini kullanarak buldugumuz ¢ok
degiskenli Padé denklemleri;

TECIPMIE TR 4P 40— ‘
8 2 8 8
Pt = Lo 302, Ba e L2 32, B bt
6 16 % 512 2 8 ¥ 8
Lo Lpp Bpo Wp M Ls 3p0 Bs 1w 1o, 3 1
24 16 1 52 64 6 16 % 52 2 8 P



q(x.0)=

11765 4 2395 . 557 ., 523 o 119
= - t'x+ t + t + tx
7077888 294912 294912 36864 4096
+ L th— ” t5x + ! t5x2 - 377 t5x3 + 8—5t4x3 + 1
1536 1536 576 4608 4608 512
L2995 44 105 .5 2955 15 54 18,4 11,5
18432 4608 96 512 48 96
+ %tzxe —itx5+ lth ——x"+ Lx8 —lx7
576 48 24 6

= 0.001662219012° — 0.008121066623 ' x + 0.001888699002;'

4 2
r'x

+0.01418728299¢° + 0.02905273438:°x* +0.00065104166671° x
-0.05143229167¢°x + 0.0017361111117°x* — 0.08181423611°x°
+0.01844618056¢ x® + 0.01503906250¢ x? + 0.01624891493 “x*

—0.2398003472¢°x° —0.3020833333¢°x" — 0.02929687500¢° x*
+0.2708333333% 2 * — 0.1145833333¢ x° + 0.2517361111r%x°
—0.1666666667%x° +0.14583333331x° —0.14583333331x’
+0.04166666667x° — 0.1666666667x"

olarak bulunur ve

1 1
Lo 3pp Bp 11 Le 32, B
6 16 B 512 2 8 B

ot peMp Bl 3
16 12 52 614 6 16

1
24

23£

rx+ ZZEz‘3x 174

rx+ ———1
¢9) 512

——1x5+—523 t5+Etx4—2—2t2x3+ 7 3x2 - ” t*x

6 36864 48 512 1536
+ —15 T itx5 + it2x4 - —545 £x°+ —355 - —23 £x
4096 48 32 4608 6144 1152
+ 469 o+ L o’ — itsz + > £x' - 35 x°
2359296 144 64 288 3072
+ 215 t°x? — 49 te’x+ix6
36864 24576 24

1
212
8

1
L 3p. B
2 8




45

= —0.1666666667x" +0.01418728299;° +0.2708333333¢x"
—0.03020833333¢2x° +0.1503906250¢ *x 2 — 0.051432291671x
+0.003662109375¢° —0.1041666667#x" +0.15625000007 x"
—0.1182725694¢°x* +0.05777994792¢* x> —0.01996527778:°x
+0.0001987881131s” + 0.0069444444441x° — 0.1562500000¢2 x°
+0.0173611111173x* — 0.01139322917¢*x* + 0.005832248264° x*
—0.001993815104¢°x + 0.04166666667 x°

olarak elde edilir. Buna gére;;

11765 5 2395 , 557 , 523
rao(x,1) = ( t°— t'x+ t'+ t
’ 7077888 294912 294912 36864
+ ﬁte’xz + L ox— 9 x+ 1 £Px% - 377 £x°
4096 1536 1536 576 4608
+ —85 t4x3 + 1t4x2 + —2995 £x* - —1105 t3x5 - étgxg
4608 512 18432 4608 96
£t3x4+ Etzx4 —Etzx5 + %tzf - 1tx5 + ltx6
512 438 96 576 6 438
523 5+ sz“ - §12x3
36864 48 96
ltsxz ——79 tx + 15 e - iz‘x5+ iz‘2x4 - —545 2x°
512 1536 4096 48 32 4608
+ Et“x2 _z Px+ 469 - itzxf’
6144 1152 2359296 144 64
+it3x4——35 t4x3+—215 t5x2——49 t6x+ix6)
288 3072 36864 24576 24

SR NS lx7)/(— 1oy
24 6 6

—t
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= (0.001662219012/° — 0.008121066623¢" x + 0.001888699002:
+0.01418728299:° + 0.02905273438¢°x* +0.00065104166671°x
—0.05143229167°x + 0.001736111111°x — 0.081814236111° x°
+0.01844618056¢* x* + 0.01503906250¢ " x* + 0.01624891493*x*
—0.2398003472x° —0.3020833333°x° — 0.02929687500¢° x*
+0.2708333333 2 * — 0.1145833333 %x° + 0.2517361111%x°
—0.16666666671x° +0.14583333331x° —0.14583333331x’
+0.04166666667x° —0.1666666667x" ) /(~0.1666666667 x°
+0.01418728299:° + 0.2708333333x" —0.03020833333°x°
+0.15039062507°x2 — 0.051432291671*x + 0.003662109375¢°
—0.10416666671x° +0.1562500000¢*x* —0.1182725694°x°
+0.05777994792¢* x* — 0.01996527778°x +0.0001987881131;
+0.0069444444441¢° —0.1562500000¢° x° + 0.01736111111¢°x"
—0.01139322917+*x° + 0.005832248264° x> — 0.001993815104¢° x
+0.04166666667x°)

olur. Simdi,

T(u(xt)) = t+ 5+ - b~ + 23
8 2 96

p(x,1)

r3’2(x,t)= q(x,l) ’

denklemlerini

4 (.X‘F*tj 4 l‘z
3\ I)=—¢€ ——e(x t)+ X

analitik ¢ozimuni baz alinarak karsilastiralim. Bu karsilastirmadan (cizelge 5.3)’ teki nimerik
yaklasimlar: ve asagidaki grafikleri elde ettik.(Sekil 5.3, Sekil 5.4, Sekil 5.5)

Cizelge 5.3'ten gorulecegi gibi Padé yaklasimlari, differensiyel transform metodundan daha
iyi yaklasim sergilemektedir.
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Cizelge 5.3 fg(x,t)z4/5(e<"+”4>—e<"‘f>)+x2+t2/4 T (u(x,t)) ve r,,(x,t) degerleri

x 'in degi sen degerlerine karsin (¢ =0.01) ainmastr.

fo(x,0) =u(x, 1)

T(u(x,1))

|u(x,l)—T(u(x,t))|

r3o(x,)

u(x, 1) = (x.0)]

0.1 | 0.02103541440 | 0.02103763542 | 0.00000222102 0.02103541475 | 35x10™

0.2 | 0.05219338960 | 0.05218763542 | 0.00000575418 0.05219339708 | 7.48x10°

0.3 | 0.1034731510 | 0.1034376354 | 0.000035551558 | 0.1034732091 5.810x10°®
0.4 | 0.1748875050 | 0.1747876354 | 0.00009986958 0.1748877686 2.636x10”
0.5 | 0.266406080 0.2662376354 | 0.00021297258 0.2664514702 8.622x1077
0.6 | 0.3781781050 | 0.3777876354 | 0.00039046958 0.3781803991 0.0000022941
0.7 | 0.5100872840 | 0.5094376354 | 0.00064964858 0.5100925895 0.0000053055
0.8 | 0.6621972520 | 0.6611876354 | 0.00100961658 0.6622083301 0.0000110781
0.9 | 0.8345291290 | 0.8330376354 | 0.00149149358 0.8345505238 0.0000213948
1.0 | 1.027106250 1.024987635 0.00211861458 1.027145126 0.000038876
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Sekil 5.3 f5(x,1) = u(x,1) = 4/5(e(””4) —el™ ) +x* +1° /4 andlitik ¢cozimi

Sekil 5.4 T (u(x,t))=1+x2+0x — (L/8)2 + (1 2)x? + (13/96)° DT goziimil
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Sekil 5.5 T(u(x,r)) DT ¢6zUmindn r,,(x,t) PY

Uygulama 5.3
u +v. =0 (5.10)
v, +u =0 (5.11)

Lineer kismi differensiyel denklem sistemini ve
u(x,0)=e" (5.12)

v(x,0)=¢" (5.13)

baslangic degerlerini gbz 6nine alalim.

llgili teoremleri kullanarak (5.10) ve (5.11) denklemlerinin iki boyutlu differensiyel

dondsimlerini alirsak,

Uk =51 (5.14)

(h+1)
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_(h+])

U(k+Lh)= )

VI y e, n+1) (5.15)

denklemleri elde edilir. Baslangic deger kosullarim (2.20) denkleminde uyguladigmizda
baslangi¢ donlstim katsayilarn

2 3

ZU(k O)x" =1+— A A (5.16)
1 20 3

® 3

>V (k.01 IPTEE A A (5.17)

e 1 21 3

olarak belirlenir. (5.16) ve (5.17) denklemlerinden ,

Uu@0=1 ¥r(00)=1 U@o=1 r@Eo=-1
1 1 1 1
U(2,0)=§, V(2,O)=E,U(3,O)=§, V(3,0) = ~3
bulunur. Daha genel bir ifadeyle:
1
U(k,0)=a, k=012,... (5.18)
k
V(k,0) = (kl'), k=012,... (5.19)

yazilabilir. Her bir & degeri icin, (5.18) ve (5.19) denklemlerini (5.14) ve (5.15)

denklemlerinde yazarsak,

U(O,l):ﬁ, 0 )_—ﬁ

U(21)——ﬁ v )——ﬁ
U©,2)= 0'12| v, )——ﬁ
U(2,2)=—ﬁ, V(22)——$

bulunur. Eger genelleme yapilirsa,
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ﬁ k=012,..., ve h ¢ift ise
U(k’h)z .1.k

u k=0L12,..., ve h tek ise

k'h!

\k

(|1)|' k=012,..., ve h ¢ift ise
V(k,h) = k-hl-

-—— k=012,..., ve h tek ise

k' h!

Buldugumuz W (k,h) degerlerini (2.20) denkleminde yerlerine yazarsak, u ve v igin bir seri

¢OzUmu elde ederiz. Yani:

u(x,t) = i i Lxkth—i- Z.O: i (D’ xke
n S klh W kA

k=01,..h

130

=0

H

elde edilir. Analitik ¢oziim ise,
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(u,v) :(e"COSht+e‘"Sinht,e"‘COSht—e"Sinht)

seklindedir. ilk 6nce T,(u(x,r)) ¢Oozimine ait r,(x,r) Padé yaklasimini, daha sonra da
T,(v(x,1)) diferensiyel transform c¢6zUmine ait r,,(x,r) Padé yaklasimim bulup, bu

yaklasimlar: daha 6nce buldugumuz, sirasiyla

T (u(x,1)) = (1+x+1x2+ e +-~-j(1+ NI +j
ot T3l o' T

1 1 1 1
+[1—x+—x2——x3+---j(1+—t + =1+ j
2! 3! 3! 5!

ve

T,(v(x, 1) = (l— x+lx2— ix3+ WJ(H lt2+ lt"’+ J
2! 3! 20 4

[1+x+£x +£x +- ](1+£t3+£t5+---j
2! 3! 3! 5!

differensiyel transform ¢ozimleriyle kiyadayacagz.7,(u(x,t)) DT c¢dzimine ait,

p(x,t)
q(x,t)

73,2(x’t):

Padé yaklasimim bulmak icin uygulama 5.2 de yaptigimiz gibi yine (4.1) ve (4.2) Padé
determinant denklemlerinden yararlanacagiz. (4.1) ve (4.2) denklemlerini kullamrsak

T,(u(x,7)) DT ¢Ozimineait Padé denklemleri,

1+x+t+:—L ¥ +} tz—xt+} )¢2+} x3+1' £ +1 ¥t 1+x+t+1 ¥ +1 F—xt 1o+
2 2 6 6 2 2 2
1 1.1, 1 1.1
plt)= —xztz +—t4 x ——)¢3——x3 AR AL =X —x2+—lz Xt
2A 24 6 2 6 6 2
—x5+—xt4 4—x3t2 +—xt+ t += ft"‘ }x"‘tz +it4 +ix4 —1xt3—}x3t lxt2+1x34—1t 3o xzt
120 4 24 24 6 6
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= i)czz‘4 + ]ﬁxst“ + §)cg'z‘s' - @x“t“ + ltsx + ix4t2
24 48

48 144 36 96

7 5 e 1 ¢ 1212 ,, 701 , 101 ,
+—Xx7+ r+ X + Xt +—xt +——x't
24 144 144 360 1440 240

229 . 149 ,, 101 ., 229 . 1 |,
+—tx+— Xt +—X1"+_—x1+—1
720 144 240 720 240
+ ix7 - Ete"x2 + £t7x+ gx5t3 —Ex6
240 720 360 360 720

47
LA U S S BN R B
360 960 960 8640 8640
+ Etg)c + ﬁﬂxz + £t6x3+ —701 t'x®
576 720 144 1440
+ £t3x6 +@th7 + Etx8
144 720 576

t2

= 0.1041666667x%t* +1.034722222x31* + 0.9722222222:°£
—0.9270833333x*+* + 0.2916666667°x + 0.1041666667x ">
+0.2916666667x°% + 0.006944444444¢° + 0.006944444444x°
+0.3361111111x%° +0.4868055556x *#° + 0.4208333333x*°
+0.31805555561¢° x + 1.034722222x*£* + 0.4208333333x°12
+0.3180555556x° + 0.004166666667: +0.004166666667 x’
—0.1819444444¢° x? + 0.1305555556¢" x + 0.3361111111x°7
—0.1819444444x°% + 0.1305555556x ' + 0.0010416666671°

+0.001041666667x + 0.0001157407407x° + 0.00011574074077°

+0.03993055556¢°x + 0.1430555556¢ ' x2 + 0.15972222221°x°
+0.4868055556¢ x° + 0.15972222223x° +0.143055555612x"

+0.039930555561x"
1 1
1,, 1, 1,1,1 1,1.1.1
qlx,t)= g e AT s ey e e A N
4§ "% 4 6 6 e e
Lt Ly L Lop 1op 1 1 1s
W A L A4 WL 4 % A 6

1

1
tede
2 2

Lo Lete ety
6 2 6 6 2
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= ixzt4 - ix3t4 + §)c?'tg' + Lx“t“ +lt5x
48 24 36 288 24

S 4. 1 s 1 5 1 & 7
+ Xt + Xt+ r+ X — X
48 24 144 144 40

3t5

7 . 1 ,. 1
+—Xt+— It X—— X1 +—x1"+
40 360 24 40

! X8 — 1 t'— 1 x'+ ! X2
360 360 360 720
—iﬂx—lxsts—kltﬁxz——xﬁ

40 40 720 40

8 1 8

t— X
2880 2880

= 0.1041666667x%1* — 0.04166666667x°" + 0.9722222222x°
+0.02430555556x+* + 0.2916666667¢°x + 0.1041666667x "'t
+0.2916666667x° + 0.006944444444¢° + 0.006944444444,x°
—0.1750000000x°#° +0.02500000000x"7 + 0.01944444444° x
—0.04166666667x*® + 0.02500000000x°2 + 0.01944444444 %
—0.002777777778t" —0.002777777778x" + 0.009722222222x°*
—0.02500000000¢ x — 0.1750000000x°#° + 0.009722222222¢° x*
—0.02500000000x ' + 0.0003472222222¢° +0.0003472222222°

olarak elde edilir. Buna gore,

14 7
ry,(x,t) = (2x2t4+ —9x3t4+ §x3t3— @x4t4+ —t5x+£x4t2
’ 48 144 36 96 24 48
+lx5t+ 1, 1 , 121 3 701 4t5+101 2,5 229t6x

"+ X + X X Xt +
24 144 144 360 1440 240 720
+:I£x4t3 +ﬂx5t2 +@x61 + L t’+ L x' - 131 %% + adl t'x
144 240 720 240 240 720 360
+ﬁx5t3—gx6t2+£x7t+ 1 £+ 1 A 1 X+ 1 £
360 720 360 960 960 8640 8640

23
+——1% +@t7x2 + §t6x3+ —701 1%+ §t3x6 + @tzf
576 720 144 1440 144 720

x®) /(%xzt4 —~ ix%“ + :—2x3t3 + éx“t4 + %tsx + ix“tz

7 6, 1 4 1 5, 1
—— - x"t+ ——+ X
720 40 2880 2880
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= (0.1041666667x%* +1.034722222x%* + 0.9722222222x%°
—0.9270833333x"1* + 0.2916666667°x + 0.1041666667x*12
+0.2916666667x° + 0.006944444444¢° + 0.006944444444,x°
+0.3361111111x°%° + 0.4868055556.x#° + 0.4208333333x %°
+0.31805555561° x + 1.034722222x*+* + 0.4208333333x°1?
+0.3180555556x°¢ + 0.004166666667: + 0.004166666667 x’
—0.1819444444¢°x? + 0.1305555556¢" x + 0.3361111111x°4°
—0.1819444444x°* + 0.1305555556x ¢ + 0.0010416666671°
+0.001041666667x° + 0.0001157407407x° + 0.00011574074071°
+0.03993055556¢°x + 0.1430555556¢ " x* + 0.1597222222¢° x°
+0.4868055556¢* x° + 0.1597222222¢° x° +0.14305555561% 7
+0.039930555561x*) /(0.1041666667x°t* — 0.04166666667x ¢*
+0.9722222222x° +0.02430555556x*1* +0.29166666671 x
+0.1041666667x"t* +0.2916666667x’t + 0.006944444444°
+0.006944444444x° — 0.1750000000x°° + 0.02500000000x2°
+0.019444444444° x — 0.04166666667x"1* +0.02500000000x %2
+0.01944444444x°% — 0.002777777778¢" — 0.002777777778x"
+0.009722222222x°t? — 0.02500000000¢ " x — 0.1750000000x°¢
+0.009722222222¢°x* — 0.02500000000x ¢ + 0.0003472222222;
+0.0003472222222x°)

olarak elde edilir. Simdi differensiyel transform metoduyla elde edilen 7, (u(x,#)) ¢OzUminu

ve T,(u(x,t)) ¢ézumdine ait r,,(x,t) Padé yaklasimin, f,(x,)=u(x,t)=e" cosht +e " sinht

analitik ¢cozUmuni baz alarak karsilastiralim. Bu karsilastirmadan ssagidaki (Cizelge 5.4 ) ve
grafikleri elde ettik. (Sekil 5.6, Sekil 5.7, Sekil 5.8)
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Cizelge5.4 f,(x,t)=u(x,t) =e" cosht+e " sinht, T;(u(x,1)) ve r,(x,t) degerleri

x’in degisen degerlerine karsin (¢ =0.01) ainmustur.

x| u(x,t) T (u(x,1)) u(x, 1) = T(uy(x,2))| | 732(x,2) e (x,2) = 75, (3, ) |
0.1 | 1114274702 | 1.114270409 | 0.000004293 1.114274704 2x10°
0.2 | 1.229651272 | 1.229581203 | 0.000070069 1.229651358 8.6x10°2
0.3 | 1.357334607 | 1.356972598 | 0.000362009 1.357335513 9.06x10°"
0.4 | 1.498602601 | 1.497434645 | 0.001167956 1.498607379 | 0.000004778
0.5 | 1.654869115 | 1.651957392 | 0.002911723 1.654886221 | 0.000017106
0.6 | 1.827698114 | 1.821530891 | 0.006167223 1.827746293 | 0.000048179
0.7 | 2.018819331 |2.007145190 | 0.011674141 2.018934635 | 0.000115304
0.8 | 2.230145570 | 2.209790339 | 0.020355231 2.230390825 | 0.000245255
0.9 | 2.463791855 | 2.430456389 | 0.033335466 2.464268955 | 0.000477100
1.0 | 2.722096598 | 2.670133389 | 0.051963209 2.722961930 | 0.000865332




S7

Sekil 5.6 f,(x,f) =u(x,) =" coshr+ e sinh¢ andlitik cozimi

Sekil 5.7 T,(u(x,¢)) DT ¢bziimii
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Sekil 5.8 T,(u(x,t)) DT ¢bzUminun r,,x,t) PY

Simdi 7,(v(x,t)) differensiyel transform ¢ozimiine ait r,,(x,7) Padé yaklagimin

bulup, DTM ile buldugumuz

T ) =[1—x+1x2—lx3+---j(1+ lt2+it4+...j
2! 2! 41

3!

—{1+ R +ix3+---j(l+lt3 . +)
2! 3! 3! 5!

¢cozimuyle, g(x,t) = v(x,t) = e * cosht—e* sinh¢ analitik ¢cbzimunl baz alarak karsilastiralim.
Ayni sekilde (4.1) ve (4.2) determinant denklemlerini kullanarak 7;(v(x,7)) DT ¢bzumine ait
ry0(x,1) Padé yaklasimi asagidaki sekilde bulunur. (4.1) ve (4.2) denklemlerine gore Padé

denklemleri, p(x,t) ve g(x,t) sirasiyla,
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= 0.1041666667x%t* —1.0347222223t* +0.97222222223F
—0.9270833333x*+* + 0.2916666667°x + 0.1041666667x ">
+0.2916666667x°% + 0.006944444444¢° + 0.006944444444x°
+0.3361111111x%° — 0.4868055556.x*¢° — 0.4208333333x2°
—0.31805555561¢° x —1.034722222x** —0.4208333333x°
—0.3180555556x°% — 0.004166666667:" —0.004166666667 x”
—0.1819444444¢° x* + 0.1305555556¢" x + 0.3361111111x°7
—0.1819444444x°%2 + 0.1305555556x "¢ + 0.0010416666677°

+0.001041666667x° — 0.0001157407407x° —0.0001157407407¢°

—0.03993055556¢8x — 0.1430555556¢" x* — 0.15972222221°x*
—0.4868055556¢" x> — 0.1597222222* x° — 0.1430555556¢° x
—0.039930555561®

bulunur.

1,1 1 1,.1,1 1,1
I-x—t4+=X+=F X —x——xX—— =Xt 1x—t+=X"+=F —xt
2 2 2 6 6 2 2 2
pl)= lop Lyl lsly L lelsly
4 24 24 6 2 6 6 2
—ix‘r’—ixz“—ix3t2—ix4t—its—1xzt3 }xztz +lt4+ix4—1')d3—}x3t 1
D 24 12 24 10 12 4 24 24 6 2
= ixzt“ - jﬁxst“ + § % - @x“t“ +—1°x + ix“tz
48 144 36 96 24 48
+ lx5t+ 1 t°+ L x®+ 121 X3 - oL x't° - ﬂxzf
24 144 144 360 1440 240
229 , 149 ,, 101 5, 229 4 1 5
——— Il X———Xt ———Xt ————xt———1
720 144 240 720 240
BERIEC N W C I
240 720 360 360 720
+£x7t+ 1 8+ 1 x®— 1 x°— 1 2
960 960 8640 8640
23 4 103, , 23,5 701 , ¢
———tX———tx —tx ———t X
576 720 144 1440
B, 108, %
144 720 576

Xt

1-x—t¢

Lede g
2 2

;15151
6 6 2

xzt
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1 1 1
dxd= IRl 1)a3--f —lnzif-lf—lﬁ 1')5+1'12—)¢
4 24 24
_is_l 4 131‘2 14—t5 121‘3 12t2+14 141 __th —x—tglzt
]Z) 24 12 24 2 24 6 6 6 6 2

5 4
48 24 36 288" ' T4
Sy Lomp Loy 1o T oaps
48 24" " 144" T1a4" " a0

—ixzts—itsx+ix4z3_i 5,2
40 360 24 40

7 6 17+1 7+7x6t2

— Xt t X
360 360 360 720

- iﬂx— — x4+ ——15x" ——x"t
40 40 720 40

1 5, 1 5
+ "+ X
2880 2880

= 0.1041666667x"1* + 0.04166666667x°" + 0.9722222222x°1
+0.02430555556x%* + 0.2916666667:°x + 0.1041666667 x>
+0.2916666667x°t + 0.0069444444441° +0.006944444444x°
—0.1750000000x°° — 0.02500000000x%#° — 0.01944444444° x
+0.04166666667x "> — 0.02500000000x°* —0.01944444444x°t
+0.002777777778¢" +0.002777777778x" +0.009722222222x°1
—0.02500000000¢ x — 0.1750000000x°¢° + 0.009722222222¢° x*
—0.02500000000x ¢ + 0.0003472222222¢° + 0.0003472222222°

()= px,t)

olarak elde edilir. Bunagore r,
q(x.1)
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ixztA — @xatA + §x?'tg — @x‘lt“

48 144 36 96

+lt5x+£x4t2+lx5t+ £+ L X+ 121x3t5
24 48 24 144 144 360

0L s 101 .. 229, 149 . 101 .,
1440 240 720 144 240

229 1 , 1 , 131,, 47, 121 .,
- X t— t X — X +—t x+—x't
720 240 240 720 360 360

18, 47 5 1, 1 5 1 o 1,

X + X t+ t + X — X t
720 360 960 960 8640 8640

By 103;, 285 0L, 234, 103,
576 720 144 1440 144 720

- EDCS) /(£x214 L Oy T oaa, Tosy
576~ 48 36 288 24

+— "+ —xt+ ——1° +ix6 _lx3t5 _ ixzts L
48 24 144 144 40 40 360
SEC 9 TR 3 S PSP S S O S AL S
24 40 360 360 360 720 40

——X5f3+Lt6x2—ix7t+ 1 By 1 #)
40 720 40 2880 2880

rao(x,0) = (

= (0.1041666667x°1* —1.034722222x°* + 0.9722222222x°° — 0.9270833333x "
+0.2916666667:°x + 0.1041666667x"1> + 0.2916666667x°f + 0.006944444444°
+0.006944444444x° + 0.3361111111x°° — 0.4868055556x‘1° — 0.4208333333x°1°
—0.3180555556¢°x —1.034722222x"1* —0.4208333333x°1% — 0.3180555556.x°¢
—0.004166666667:" —0.004166666667x" —0.1819444444°x” + 0.1305555556¢ x
+0.3361111111x%° — 0.1819444444 x5 +0.1305555556.x 't +0.001041666667°
+0.001041666667x" —0.0001157407407x° —0.00011574074071 —0.03993055556/° x
—0.1430555556¢" x2 — 0.15972222221°x* — 0.48680555561* x° — 0.15972222221° x°
—0.1430555556¢2x" — 0.039930555561x°) /(0.1041666667x1* + 0.04166666667x % *
+0.9722222222x°° +0.02430555556x*1* +0.29166666671 x+ 0.1041666667x"12
+0.2916666667x° + 0.006944444444¢° + 0.006944444444x° — 0.1750000000x°°
—0.02500000000x%#° — 0.01944444444¢°x + 0.04166666667 x> —0.02500000000x’*
—0.01944444444x% + 0.002777777778¢ +0.002777777778x" + 0.009722222222x°+>
—0.02500000000¢" x — 0.1750000000x°¢° + 0.009722222222:° x* — 0.02500000000x " ¢
+0.0003472222222¢° + 0.0003472222222x°)

olarak elde edilir.



Bunagore,

L(v(x,9) =[

1
—(1+ X+—x+
2!

3!

1 2 3
l-x+—x"——x"+--

1
3!
lx3+---j(1+£t3+$t5+---)

3!
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DT c¢ozimuyle, r,,(x,r) Pade yaklasimim Karsistirdigimizda asagidaki niimerik sonuglar:

(Cizelge 5.5) ve grafikleri elde ettik (Sekil 5.8),(Sekil 5.9),(sekil 5.10)

Cizelge5.5 g(x,1) =v(x,t) =e *cosht —e" sinht, T,(v(x, 1)) ve r, (x,¢) degerleri

x'in degisen degerlerine karsin (¢ =0.01) alinmustir.

v(x,t)

I,(v(x, 1))

W(x, 1) = T,(/(x, 1))

135(x,1)

|v(x, 1) —ry,(x, t)|

0.1 | 0.8938307665 | 0.8938267241 | 0.0000040424 0.8938307678 | 1.3x10™

0.2 | 0.8065574584 | 0.8064940631 | 0.0000633953 0.8065575337 | 7.53x10°

0.3 | 0.7273564485 | 0.7270418001 | 0.0003146484 0.7273572155 | 7.670x10”"
0.4 | 0.6554350664 | 0.6554598849 | 0.0009751815 0.6554388528 | 0.0000037864
0.5 | 0.5900734987 | 0.5877382674 | 0.0023352313 0.5900861302 | 0.0000126315
0.6 | 0.5306175850 | 0.5258668973 | 0.0047506877 0.5306506541 | 0.0000330691
0.7 | 0.4764722704 | 0.46/8357246 | 0.0086365458 0.4765457423 | 0.0000734719
0.8 | 0.4270956503 | 0.4126346991 | 0.0144609512 0.4272407031 | 0.0001450528
0.9 | 0.3819935472 | 0.3592537706 | 0.0227397766 0.3822555806 | 0.0002620334
1.0 | 0.3407145639 | 0.3066828889 | 0.0340316750 0.3411563553 | 0.0004417914
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Sekil 5.9 g(x,7) =v(x,t) =e *cosht —e* sinh¢ analitik ¢ozimu

Sekil 5.10 T7,(v(x)) DT ¢bzumi



Sekil 5.11 T,(v(x)) DT ¢bzUmindn 7, ,(x,?) PY

Goruldugl gibi, Padé Yaklasimlari(PY) differensiyel Transform Metodundan daha iyi bir
yaklasim sergilemektedir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Tek degiskenli diferensiyel denklemler icin, tek degiskenli Padé yaklasitmlarimin bir gok
nimerik metottan iyi yaklasim sergiledigi bilinmektedir. Bu calismada ayn yaklasim cok
degiskenli diferensiyel denklemler icinde uygulandi. Karsilastirma cok degiskenli Padé
yaklasimlar: veiki boyutlu diferensiyel transform metodu arasinda yapildh.

Birinci uygulamada tek degiskenli Padé yaklasimlari ve bir boyutlu diferensyel transform
arasinda yapildi. Bu karsilastirma sonucunda, Padé yaklasitmlarinin diferensiyel transform
metodundan dahaiyi yaklasim sergiledigi ve tam ¢ziimle daha uyumlu oldugu goéruldu.

lkinci uygulamada iki boyutlu bir KDD iki boyutlu DTM ile ¢Ozildi. Bulunan sonug,
KDD’nin analitik ¢cozUmU baz alinarak, DT ¢ozUmunin Padé yaklasimlariyla karsilastirildi.
Bu karsilastirma sonucu, Padé yaklasimlarimn DTM’den daha iyi yaklasim sergiledigi ve

analitik ¢dziimle daha uyumlu oldugu goruldi.

Uclincti uygulamada ise, baska bir iki boyutlu KDD iki boyutlu DTM ile ¢ozildi. DTM’ den
elde edilen ¢ozUm ile bu ¢ozime ait Padé yaklasimlar: karsilastirildi. Karsilastirma sonucu,
Padé yaklasimlarimin DTM’den daha iyi yaklasim sergiledigi ve tam ¢ozimle daha uyumlu

oldugu goruldi.

Uc uygulamaya bagl olarak Padé yaklasimlar: ve DTM arasinda yapilan karsilastirmalar
sonucunda, Padé yaklagimlarinin DTM’ den daha iyi bir yaklasim sergiledigi ve tam ¢dziimle

daha uyumlu oldugu goruldu.
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