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OZET

Cok degiskenli veri setlerinde aykir1 degerleri tespit etmek ozellikle degisken
sayist ikiyi gectiginde zor olabilmektedir. Bu nedenle konum ve kovaryans
matrisinin saglam tahminine dayanan cesitli yontemler oOnerilmistir. Bu
yontemler etkili olmalarina ragmen genis ve biiyiik boyutlu veri setleri i¢in
kullamigsizdirlar. Bu yontemlerin hesaplama karmasikhig: veri setlerinin boyutu

arttig1 zaman artmaktadir.

Bu c¢alismanin amaci, c¢ok degiskenli veride c¢oklu aykiri degerlerin
belirlenmesinde kullamilan En Kiiciik Hacimli Elipsoid, En Kiiciik Kovaryans
Determinanti ve Hizh En Kiiciik Kovaryans Determinanti gibi yontemlere

alternatif olarak gelistirilen En Kiiciik Vektor Varyansi yontemini tanitmaktir.

Bu tezde oncelikle aykir1 deger(outlier) ve bozulma noktasi(breakdown point)
kavramlar ele alinmis, daha sonra yukarida bahsedilen yontemler tanitilmis ve
son olarak bir simiilasyon calismasi ile En Kiiciik Vektor Varyansi1 ve diger
yontemlerin aykir1 deger belirleme orami ve yontemlerin hesaplama hiz

bakimindan karsilastirmasi yapilmistir.



Sonucta, En Kiiciik Vektor Varyansi1 yonteminin genis ve biiyiikk boyutlu veri
setlerine uygulanabilir oldugu goriillmiistiir ve bu algoritmanin hesaplama

karmasikhig1 6nemli derecede diger yontemlerden azdir.
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ABSTRACT

Outliers in multivariate data sets can be hard to detect especially when the
number of variables exceeds two. Therefore, various methods have been
suggested that based on robust estimation of location and covariance matrix.
Although these methods are influential, they are cumbersome for large and high
dimension data sets. Computational complexity of these methods increases when

the dimension of the data sets is getting increases.

The aim of this study is to present the Minimum Vector Variance method which
is developed as an alternative to the methods like Minimum Volume Ellipsoid,
Minimum Covariance Determinant and Fast Minimum Covariance

Determinant that are used in identifying multiple outliers in multivariate data.

In this thesis, firstly outlier and breakdown point concepts have been given,
secondly the above mentioned methods have beeen introduced and finally the
Minimum Vector Variance method and other methods have been compared
with a simulation study with respect to the ratio of outlier detection and the

computation speed of the methods.
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As a result, it has been found that the Minimum Vector Variance method is
applicable to large and high dimension data sets and the computational

complexity of this algorithm is significantly smaller than that of other methods.
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1.GIRIS

Son yillarda 6nemli istatistik ¢alismalarindan biri saglam istatistiklerin elde edilme
yontemleri ve buna bagli olarak aykiri degerlerin veri iginde tespit edilmesidir.
Klasik istatistiksel yaklasimlar veri igindeki aykirt degerlerden asir1 derecede
etkilendikleri i¢in klasik istatistiksel yaklagimlarla elde edilen konum ve dagilis

parametrelerinin tahminleri veriyi iyi temsil etmezler.

Konum ve dagilis parametrelerinin tahminlerini bulmak i¢in kullanilan en eski ve en
givenilir yontemlerden biri “En Cok Olabilirlik” (Maksimum Likelihood
Estimator(MLE)) yontemidir. Ancak bu yontem aykiri1 degerlere karsi asirt derecede
duyarli oldugundan veride aykir1 degerler bulunmasi durumunda bu ydntemin

kullanilmast dogru degildir.

Saglam istatistikler klasik istatistiksel yontemlere alternatif bir yaklagim verir. Klasik
yontemler uygulamada pek saglanmayan varsayimlara asiri derecede giivenirler.
Ornegin; hatalarin normal dagildigi veya Merkezi Limit Teoremince tahmin

edicilerin dagiliminin normal oldugu varsayailir.

Xy, X,.. X aynt dagilimli (X ~ N (g, %)) bagimsiz, tesadiifi degiskenlerden olusan

bir tesadifi ornek olsun. Klasik istatistiksel yontemlere gore bu tesadiifi
degiskenlerin konum ve dagilis parametrelerinin tahminleri MLE yontemi ile
bulunabilir. Ancak bu tesadiifi 6rnekteki kimi tesadiifi degiskenlerin bir kisminin
varsayilanlardan farkli dagilim veya dagilimlardan geldigi diistiniildiigiinde X
tesadiifi degiskeni i¢in varsayilan dagilimim konum ve dagilis parametresini tahmin
etmek klasik istatistiksel yontemlerle yapilamaz, ¢iinkii elde edilen sonuglar veriyi

Iyi temsil etmeyecektir.

F=(01-¢)G+¢H (1.1)



Es. 1.1 bahsedilen tesadiifi 6rnegin dagilimini gostersin. Burada G, normal dagilima
sahip X tesadiifi degiskenlerinin yogunluk fonksiyonu, H bu tesadiifi ornekte
varsayilanlardan farkli bagka bir dagilima sahip tesadiifi degiskenlerin yogunluk
fonksiyonu ve ¢ sabit olmak tizere tesadiifi 6rnekte varsayilanlardan farkli bagka bir
dagilima sahip tesadiifi degiskenlerin oranim1 ifade etmektedir. Bu nedenle

dagilimlarin karisimi (mixture of distributions) F ile gosterilmistir.

Boyle bir problemle karsilasildiginda bu sorunu ortadan kaldirmak igin birgok
onemli istatistik¢i saglam yontemler bulmus ve bu yontemleri veride tek ve birden
fazla aykirt deger bulunmasi durumlarinda uygulamaya ¢alisarak en saglam yontemi

elde etmeye caligsmislardir.

Saglamlik kavrami dagilim ile iligkilendirilebilecegi gibi bundan baska bir
varsayimla da iliskilendirilebilir. Burada bir istatistigin saglam bir istatistik olarak
nitelendirilmesinde amag, o istatistigin aykir1 gdzlemlerin sayisinin artmasina karsin

parametre i¢in iyi tahminler iiretmeye devam edebiliyor olmasidir.

Konum ve kovaryans matrisinin saglam tahmini i¢in En Kiigiik Hacimli Elipsoid
(Minimum Volume Elipsoid : MVE), En Kiigiik Kovaryans Determinant: (Minimum
Covariance Determinant : MCD), Hizli En Kiigiik Kovaryans Determinati (Fast
Minimum Covariance Determinant : FMCD) gibi bir¢ok yontem ileriye siiriilmiis ve
bu yontemler ¢esitli veri gruplarina uygulanarak saglamligi arastirilmistir.
Herwindiati ve ark. (2007) bu yontemlere alternatif olarak En Kiigiik Vektor
Varyans1 (Minimum Vector Variance : MVV) adli bir yontem gelistirmis ve bu
yontemin kullaniminin bazi durumlarda daha avantajli oldugunu ve daha saglam
sonuclar elde edildigini belirtmislerdir. Calismamizin temelinde, son olarak
gelistirilen bu yontemin diger yontemlerden hangi durumlarda daha avantajli oldugu

uygulama asamasinda nedenleri ile birlikte irdelenecektir.

Oncelikle saglamligin anlasilabilmesi i¢in Aykiri Deger kavraminmn ne oldugunu

tanimlamak gerekmektedir.



2. AYKIRI DEGER

Aykir1 deger verideki birimlerin ¢ogunluguna uymayan, tipik olmayan gozlemler
olarak adlandirilabilir. Birgok arastirmaci veride aykir1 deger bulunmasi durumunda
degeri kaydederken veya bir yerden baska bir yere gecirirken hata yapilabilecegini
diisiinerek orijinal veriye geri doner. Ancak burada amac aykir1 degerleri silmek

degil, onlar tespit edip g6z onilinde bulundurarak saglam tahmin ediciler tiretmektir.

Aykir1 degerler birbirlerini gizleyerek birbirlerini etkileyebilirler. Ornegin; bir kiiciik
ve bir biiylik aykir1 degerin bulundugu bir veri seti diisiinelim. Tahmin edilen
standart sapmanin biiyiik aykir1 deger tarafindan oldukca sisirilmesi sonucu, kiigiik
aykiri degerin sanki normal bir degere sahipmis gibi goriilmesi problemine
literatiirde Maskeleme Problemi denilmektedir. Biylik aykirt deger ¢ikarildiktan
veya diizeltildikten sonra tahmin edilen standart sapma kiiciiliir ve kiiglik aykiri

degerin sira dis1 oldugu goriiliir.

2.1. Ornek

Simon Newcomb’un “Isik hizi” verisi aykiri deger tanimini kavramak i¢in kullanilan

ve 66 gozlemin iginde 2 aykir1 degere sahip bir veridir [Gelman ve ark. 2004].

Cizelge 2.1. Isik hiz1 verisi

28 26 33 24 34 -44 27 16 40-2
29 22 24 21 25 30 23 29 31 19
24 20 36 32 36 28 25 21 28 29
37 25 28 26 30 32 36 26 30 22
36 23 27 2728 27 31 27 26 33
26 32 3224 39 28 24 25 32 25
29 27 28 29 16 23




Veride -44 ve -2 degerlerinden olusan bir kiigiik ve bir biiyiikk aykir1 deger
bulunmaktadir. -44 degeri 6rnegin standart sapmasini biiyiiltecek ve -2 aykir1 deger
degilmis gibi goriilecektir. -2’nin aykir1 deger oldugunu gorebilmek ic¢in ise -44
degeri ya dizeltilmeli ya da c¢ikarilmalidir. Oysa saglam yontemlerle dagilis
parametresini tahmin ederken -44 degerini veriden ¢ikarmadan -2 degerinin de aykiri

deger oldugu hemen goriilecektir.

Aykir1 degerlerin ¢ogunlukla “kotii” veri oldugu ve arastirmaciyr yanilttigi
sOylenmesinin aksine bu degerler arastirmaciya konu ile ilgili olarak beklenmeyen

bilgiler verebilir.

Klasik istatistiksel yontemlere gore elde edilen 6rnek ortalamasi, 6rnek varyansi,

ornek kovaryanslari ile korelasyonlar1 ve bunlara bagli olarak regresyon modeline

iliskin En Kiiciik Kareler(EKK) tahminleri, giiven araliklari, belirleme katsayis1 R?
gibi istatistikler aykirt degerlerden asir1 derecede etkilenirler. Oysa saglam yontemler
aykirt degerleri gbéz oOniinde bulundurarak bunlardan bu derecede etkilenmeyen

tahminler elde etmeyi amaglar.

Cok degiskenli veri analizinde aykiri degerlerin tespiti i¢in konum parametresi
tahmin edicileri iizerinde ¢alismak dagilis parametresi tahmin edicileri iizerinde
caligmaktan daha 6nemlidir. Konum parametresi tahmininde meydana gelen herhangi
bir degisikligin dogrudan dagilis parametresi tahminine yansimasi ve dagilis
parametresi tahmininde daha biiyikk bir degisiklige yol agmasindan dolayi aykiri
degerlerin tespitinde kullanilan yontemlerin tiimiinde konum parametresi tahmini ile

ilgilenilmekte ve yorumlar konum parametresi tahmini {izerinden yapilmaktadir.



3. KONUM PARAMETRESI TAHMIN EDICIiLERI

Ortalama merkezi egilimin saglam bir Ol¢iisii olmadig1 halde, medyan merkezi
egilimin saglam bir 6l¢iisiidiir. Ciinkii aykir1 degerler ortalama {izerinde biiyiik bir
etki yaratirlar ve verinin merkezinden uzakta bulunurlar. Eger ortalama, verinin
merkezinin konum oOlgiisii gibi distiniiliirse, aykir1 degerler mevcutken bulunan
ortalama degeri saglam olmayacaktir. Sayet veri, merkezde simetrik dagilmissa
ortalama ve medyan yaklasik olarak esit ¢ikar ancak tersi durumda bu gegerli
degildir. Sonug olarak medyanin, ortalamaya gore iyi ve saglam bir alternatif oldugu

sOylenebilir.

2.1 Ornegine ait veride iki tane aykir1 deger bulunmasi durumunda ortalama 26.21
bulunur. Ayn1 veriye ait medyan degerinin ise 27 olarak bulunmasindan yola ¢ikarak
medyanin ortalamaya gore aykiri degerlerden daha az etkilendigi ve bu degerin

merkezi egilimin saglam bir 6l¢iisii oldugu ortaya ¢cikmaktadir.

Konum parametresini tahmin etmede en ¢ok kullanilan saglam yontem “Budanmig

ortalama” dir.
3.1. Budanms Ortalama
Budanmis ortalama ilk en kiigiik m goézlem ve son en biiyilk m gozlemi veriden

cikarmak olarak tanimlanabilir ve Es. 3.1 yardimiyla budanmis ortalama degeri

bulunabilir.

_ 1 n—m
X ——= S X, 3.1
“ n-2m i;ﬂ © G

Es.3.1’de m= (n-1)a ve ae 0,1/2 ‘dir. [.] ifadesi de tam deger fonksiyonudur.

Budanmis ortalama aykir1 degerlerden ortalamaya goére daha az etkilenmektedir.



Budanmis ortalamanin performansinin goreli olarak iyi olmasina ragmen, daha iyi
tahmin ediciler mevcuttur. Bu tahmin ediciler M-tahmin edicileri (Huber, 1973), R
tahmin edicileri (Jureckova, 1971; Jaeckel, 1972), L tahmin edicileri (Bickel, 1973;
Koenker ve Bassett, 1978) basliklar1 altinda toplanmaktadirlar.

Yukarida genel isimleri verilen bu gruplardan herhangi birinde yer alan tahmin

edicilerden hangisinin daha saglam oldugunun iki temel O&lgiisii bulunmaktadir.

2

Bunlar “Etki Fonksiyonu ” ve “Bozulma Noktasi”dir. Burada Bozulma Noktasi

oOl¢iisti tanimlanmakla yetinilecektir.



4. BOZULMA NOKTASI

X, %,...X, Ornegi Bs. 1.1°deki dagilimdan gozlenmis olsun. Burada G ~ N(u,5°) ve

H herhangi bir dagilim olabilir. Yani H, elimizdeki varsayilan dagilimdan gelen
“temiz” Veriyi bozan birimlerin gbézlemlendigi dagilimi ifade etsin ve & verinin
bozulma oranmi gostersin. Konum parametresine ait tahmin edicinin bu bozulma
karsisindaki saglamligini 6lgmek i¢in Maronna ve ark.(2006) tarafindan verilen

asagidaki o6rnegi inceleyelim.

n=20 olmak tizere X = X,, X,...X, tesadiifi 6rnegi X, ~(0,1) aynmi dagilimli ve
bagimsiz tesadiifi degiskenlerden olussun. X, =1000 gibi bir degerin veriye m defa

eklenmesiyle konum parametresi tahmin edicisinin nasil degistigini gormek Cizelge

4.1 yardimiyla daha kolaylasacaktir.

Cizelge 4.1. Ornek ¢ap1 n= 20 iken bozulma sayis1 m ’nin artmasi ile konum
parametresi tahmin edicileri iizerindeki etkinin artmasi

m g Ortalama Medyan o -budanmus ort.
0 0 0.00 0.00 0.00

1 1/20 50 0.00 0.04

2 2120 100 0.01 55.59

4 4120 200 0.21 166.7

5 5/20 250 0.34 222.3

7 7120 350 0.48 3334

9 9/20 450 0.76 4445
10 10/20 500 500.5 500.0

Burada Budanmis ortalamanin hesaplanmasi i¢in o =0.25 olarak alinmistir.

Cizelge 4.1’¢ gore n=20 iken, dagilimi N(0,1) olan aymi dagilimh tesadiifi

degiskenlerden olusan 6rnek alindiginda, bu dagilimin ortalamast 0 olur. Ancak



ormege 1 tane 1000 degerinden olusan veriyi bozan bir deger eklendiginde
ortalamanin 50’ye yiikseldigi goriiliiyor. Medyan ise hala 0 ve %25’lik budanmis

ortalama 0.04’tiir.

Omege 2 tane 1000 degeri eklendiginde ortalama 100’e ulasir, medyan 0.01 ve
budanmis ortalama 55.49’a yiikselerek asir1 bir artis gosterir. m=n/2 oldugunda
yani verinin yarist 1000 degerinden olustugunda, bir baska deyisle verinin yarisi

bozuldugunda ortalama 500, medyan 500.5 ve budanmis ortalama 500°e ulasiyor.

Cizelge 4.1°de goriildiigii lizere her ii¢ istatistik de bozulma sayis1 m arttikca
saglamliktan uzaklagmaktadir. m>0 oldugu durumlar icin ortalama istatistigi,

m>n/2 iginse medyan istatistigi saglamliktan uzaklagsmaktadir. Medyan Grnege
bagka bir dagilimdan karigan gézlem sayist n/2 (yani %50) oluncaya kadar

saglamligin1 korumaktadir.

Sonug olarak, tahmin edicinin yliksek bozulma noktasina sahip olmasi, onu daha
saglam yapmaktadir. Bozulma noktas1 %50’den biiyiikk oldugunda, istatistik H
dagilimindan gozlenmis gozlemlerden daha ¢ok etkilenecek ve G yogunluk

fonksiyonunun konum parametresi hakkinda ¢ok sapmali tahminler verecektir.

Arastirmacilar ¢ok degiskenli durumda saglam konum ve dagilis parametreleri
tahminlerini elde etmede kullanacaklari yontem igin bozulma noktasi oraninin
miimkiin oldugunca yiiksek hatta %50 diizeyine sahip olmasini arzulamislardir. Bu
konu iizerinde yapilan ilk calismalarda cesitli yontemler bulunmus ancak bozulma
noktas1 oraniin diisiik degerlerde seyretmesinden dolay1 bu yontemler gegerliligini
yitirmiglerdir. Ciinkii yukarida bahsedildigi gibi bozulma noktasi orani ne kadar

yiiksekse yontem o derecede saglamdir.

Tim bu anlatilanlara gore, “Bozulma Noktasi”nin saglamligi 6l¢gmek i¢in 6nemli bir

Olciit oldugu agiktir.



5. COK DEGISKENLi DURUMDA AYKIRI DEGERLERIN TESPITi iCiN
ONERILEN METOTLAR
Cok degiskenli veri setlerinde aykir1 degerleri bulmak, degisken sayis1t p>2

oldugunda gii¢ olabilmektedir ve bir¢ok yontem tane aykir1 degerin varliginda

bozulmaktadir. Boyle bir durumda konum ve kovaryans matrisinin saglam tahmini
icin Rousseeuw(1985) tarafindan dnce MVE ve MCD yontemi, ilerleyen dénemde
ise Rousseeuw ve van Driessen(1999) tarafindan FMCD yontemi gelistirilmistir. Bu

yontemler finans, kimya, elektrik mithendisligi gibi bir¢ok alanda kullanilmistir.

Herwindiati ve ark. (2007) tarafindan yapilan ¢alismalarda MVE, MCD, FMCD
yontemlerinin genis ve biiylik boyutlu veri setleri i¢cin kullanigsiz oldugu tespit
edilmis, biiyiikk boyutlu veri setleriyle ¢alisilirken bu yontemlerin zaman agisindan
dezavantaja sahip oldugu ve hesaplamanin karmasik bir yapiya dondstigi

sOylenmektedir.

FMCD yo6nteminin MVE ve MCD yontemine gore hesaplanabilirlik agisindan daha
istlin, buna ragmen genis ve biiyiikk boyutlu veri setleri igin Kullanigsiz oldugu
belirtilmigtir ~ [Herwindiati ve ark. 2007]. Bu yontem “Kovaryans
Determinanti(CD)”’n1 minimize etmeye caligir ve bu da hesaplama zamani agisindan
bir olumsuzluk yaratir. Bu gibi olumsuzluklarla karsilasmamak icin kovaryans
determinantin1 minimize etmek yerine “Vektor Varyansi(VV)” minimize eden MVV

yontemi diger yontemlere alternatif olarak gelistirilmistir [Herwindiati ve ark. 2007].

MVV yonteminin hangi durumlarda avantajli oldugunu belirtmek, kullanilmasindaki
ve tercih edilmesindeki nedenleri ortaya koymak ve daha onceden One siiriilmiis
diger yontemlerle karsilastirmasini yapabilmek i¢in 6ncelikle MVE, MCD ve FMCD
yontemlerinin iizerinde durulacaktir. Asagida ¢ok degiskenli durumda aykir

degerlerin tespiti igin gelistirilen yontemler sirasiyla tanitilmistir.
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5.1. En Kiiciik Hacimli Elipsoid (MVE) Yo6ntemi

Cok degiskenli veri kiimesinde aykir1 degerlerin bulunmasi, 6zellikle birkag¢ aykiri

deger bulunmasi halinde olduk¢a dnemlidir. Klasik aykir1 deger belirleme yontemi

olarak kullanilan Mahalanobis Uzakligi(MD,) yonteminde cok degiskenli veri

kiimesinde bir veya iki aykir1 deger bulunmasi halinde her bir gézlem i¢in uzaklik

hesaplanir.
I Xll Xln |
x21 X2n
X =(X,X,..X,)= R I tesadiifi 6rnek olmak tizere i. gozleme iliskin
I X o X o ]
Mahalanobis uzakligi,
MD, = (X, —T(X)C X (X, —T (X)) (5.1)

ile bulunur.

Burada T(X) ve C(X) sirasiyla aritmetik ortalama vektorii ve ornek kovaryans

matrisi olup,
1 n

T(X)==> X, (5.2)
L )

ve

COX) == 3 (X ~TOOX, ~T(X)) 3
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olarak tanimlanir.

MD,, her bir X, noktasinin veri kiimesinin merkezine olan uzakligini gosterir. MD,,

\ ;(;a (ki-kare) dagilimina sahiptir. MD; >,/ ;(;a olan gozlemler aykiri deger olarak

tanimlanan gozlemlerdir.

Veride aykiri degerler bulunmasi halinde klasik En Cok Olabilirlik yontemi gibi

yontemlerle bulunan konum ve kovaryans matrisinin tahmin edicileri olan T(X) ve
C(X) saglam olmadigindan aykir1 degerler her zaman biiyiik degerli MD, ’ye sahip
olmazlar ve boylece aykirt deger olarak goriilmezler. Clinkii aykir1 degerler T (X)’i

onemli derecede etkiler ve C(X) de T(X) yoniinde biiyiir.

Mahalanobis uzakligi aykiri degerler tarafindan etkilenen Ornek ortalama ve
kovaryans matrisine dayandigindan dolay1 veri kiimesinde pek ¢ok aykiri deger
bulunmasi durumunda bu uzakligin kullanilmasi uygun olmamakta ve hesaplama
etkinligi zayif kalmaktadir. Ayrica ¢cok degiskenli veri kiimelerinde aykir1 deger olan
gozlemlerin aykir1 deger olarak elde edilememesi durumunda “maskeleme”
(masking) problemi veya aykiri deger olmayan gozlemlerin aykiri deger olarak
bulunmasi durumunda “batma”(swamping) problemi meydana geldiginden bu iki
problemle karsilasildiginda Mahalanobis uzakliginin kullanigsiz bir yontem oldugu

cok 1yi bilinmektedir.

Cok degiskenli veri kiimelerinde ¢oklu aykiri degerlerin belirlenmesi problemi, X
degisken matrisinin boyutunun biiylimesi ile maskeleme ve batma problemlerini
ortaya ¢ikarmis ve 1980’lerden itibaren bilgisayar teknolojisindeki hizli ilerleme ile

bu problemlerin iistesinden gelebilecek yontemler gelistirilmistir.

Maskeleme ve batma problemlerinin varliginda aykirt degerlerden etkilenmeden ¢ok
degiskenli veri kiimesi ile ilgili analizi yapabilmek icin cogu zaman saglam

yontemlerden yararlanilmaktadir. Bu yontemler konum ve kovaryansin saglam
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tahmin edicilerine dayanmaktadir. Bu saglam tahmin edicilere dayanan uzaklik

istatistiklerini kullanmak aykir1 degerleri tespit etmede daha iyi bir yontemdir.

Bu amagla gelistirilen ilk yontem En Kiigiik Hacimli Elipsoid’dir. Rousseeuw(1985)
tarafindan gelistirilen bu yoOntemde, aykir1 degerleri tespit etmek icin veriden
“stiphelenilenleri”(suspects) ayirarak kullanigh bir yontem olan “aykiri deger
etiketlemesi” Onerilmis ve konum ile kovaryans yapisinin saglam tahminleri ilk

olarak MVE yontemi ile gelistirilmistir. MVE yontemine gore bulunan T(X) ve
C(X) ile hesaplanan uzakliklar daha saglam sonuglar vermektedir ve buna paralel

olarak aykiri degerlerin daha giivenilir bir sekilde tespit edilmesi saglanmaktadir.

Rousseeuw(1985) tarafindan Onerilen MVE yontemi gozlemlerin en az yarisini
iceren, c¢ok degiskenli verideki aykirt degerlere karsi konum ve dagilis
parametrelerinin saglam tahminini veren, bozulma noktas1 yaklasik olarak %50 olan
yani goOzlemlerin yarisi aykir1 degerlerden olussa bile saglamligini koruyan bir

tahmin edicidir. Bu yontemde amag n gozlem sayisi, p degisken sayist olmak iizere
nxp

n
X veri matrisi i¢in h birimden olusan tiim alt kiimeleri bularak (hj

kombinasyonu kadar alt kiime i¢in elipsoid hacimlerinin hesaplanip en kii¢iik hacme
sahip elipsoidi olusturan alt kiimeyi belirlemektir. Bu “en iyi” alt kiimedeki

gozlemler temiz, diger gozlemler ise aykir1 deger olarak etiketlenir.

h= [g} +1 oldugunda T(X), X ’in en az h tane noktasini igeren en kii¢iik hacimli

elipsoidin merkezidir.

n
n cok biiyiik oldugunda (hj sayida alt kiime i¢in elipsoid hacimlerini hesaplamak

zaman alicidir. Hesaplamadaki bu zorlugun iistesinden gelebilmek i¢in Rousseeuw

ile Leroy MVE yontemini gelistirme yoluna gitmislerdir.  Temelleri
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Rousseeuw(1984) tarafindan atilan bu yontemde p+1 tane farkli gézlemden olusan

birgok tesadiifi alt kiime segilir ve her bir J alt kiimesi i¢in,

d,(T,,C,) =J(x —T,)C, *(x —T,)* ., i=1.,n (5.4)

degerleri hesaplanir. Burada J = i,...,i ,, alt kiimesi i¢in ortalama ve kovaryans

matrisi sirasiyla,

1

Rrsee iy &9
ve
C, = %Z(xi ~T T, (5.6)

ile hesaplanmaktadir.

Alt kiimede h tane gézlem olana kadar yukaridaki islemlere devam edilir. d,(T,,C,)
esitliginde n tane degerin 100(h/n) inci yiizdeligi m; olmak iizere,
m

§ = (Xi _TJ )CJil(Xi _TJ )t hin (5.7)

ile ifade edilmektedir.

T, ve C, degerlerine dayanan ve h tane gozlemi igeren elipsoidin hacmi,

(det(m;C,))"* = (det(C,))"*(m, )" (5.8)
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ile orantihidir ve Es.5.8’deki degerin en kiiglik oldugu elipsoid segilerek “en iyi” J

alt kiimesi belirlenir. Boylelikle segilen bu J alt kiimesi igin,

T(X)=T, (5.9)
ve

C(X)=(xp.) "ca,m;C, (5.10)
elde edilir.

Ozdegerler 4, 4,...A, olmak iizere,

NzP.cP

Elipsoid Hacmi (VE) = ————- /4, 4, 4,
F(E+l}

(5.11)

ile ifade edilmektedir. Burada c, pozitif bir sabit ve 7, bilinen pi sayis1 3.14’tiir

Lopuhaa ve Rousseeuw(1991) h = n+p+l

oldugunu belirtmislerdir. Rousseeuw ve

van Zomeren(1990) ise simiilasyon ¢alismalarinin temelinde p<8 igin

Cs’p = 1+15(n—p) ®  ifadesini diizeltme faktérii olarak kullanmiglardir [Hadi,

1992].

Asagida Mahalanobis Uzakligi ile MVE yonteminin Rousseeuw ile Leroy(2003)’un

“Viicut ve Beyin Agwrliklar:” verisi lizerinde uygulamasi yapilmistir.
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5.1. Ornek

“Viicut ve Beyin Agwrliklar:” verisinde 28 canli ¢esidi i¢in viicut ve beyin agirliklar
yer almakta ve agir bir viicudu yonetebilmek igin biiyiikk bir beynin gerekli olup

olmadig arastirilmaktadir [Rousseeuw ve Leroy, 2003].

nN=28 ve p=2 igin p+1=3 olup miimkiin 3276 tane alt 6rnek vardir. Bununla
birlikte alt 6rneklerin sayis1 artan n ve p ile birlikte artmakta ve biiyiik degerli n ve

p icin hesaplama zorlagmaktadir.

Cizelge 5.1. 28 Canli gesidi igin viicut ve beyin agirliklari verisi

(i) Tiir Viicut Agirligi(kg) ( X,) Beyin Agwrligi(gr) (y,)
1 Kunduz 1.350 8.100
2 Inek 465.000 423.000
3 Kurt 36.330 119.500
4 Kegi 27.660 115.000
5 Kobay 1.040 5.500
6 Diplodocus 11700.00 50.000
7 Asya Fili 2547.000 4603.000
8 Esek 187.100 419.000
9 At 521.000 655.000
10 Potar Maymunu 10.000 115.000
11 Kedi 3.300 25.600
12 Ziirafa 529.000 680.000
13 Goril 207.000 406.000
14 Insan 62.000 1320.000
15 Afrika Fili 6654.000 5712.000
16 Triceratops 9400.000 70.000
17 Rhesus Maymunu 6.800 179.000
18 Kanguru 35.000 56.000
19 Hemster 0.120 1.000
20 Fare 0.023 0.400
21 Tavsan 2.500 12.100
22 Koyun 55.500 175.000
23 Jaguar 100.000 157.000
24 Sempanze 52.160 440.000
25 Brachiosaurus 87000.000 154.500
26 Sican 0.280 1.900
27 Kostebek 0.122 3.000
28 Domuz 192.000 180.000
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Cizelge 5.2°de 28 canli ¢esidi i¢in viicut ve beyin agirliklart verisine ait Mahalanobis

uzakliklari ve MVE yontemi i¢in elde edilen uzaklik degerleri verilmektedir [SAS

Ins, 1999].

Cizelge 5.2. 28 Canli gesidi i¢in Mahalanobis uzakliklart ve MVE igin saglam

istatistiklere dayali uzakliklar

N Mahalanobis Uz. | MVE i¢in Saglam Istatistiklere Dayal1 Uz.
1 1.006591 0.897076
2 0.695261 1.405302
3 0.300831 0.186726
4 0.380817 0.318701
5 1.146485 1.135697
6 2.644176 8.828036
7 1.708334 1.699233
8 0.706522 0.686680
9 0.858404 1.084163
10 0.798698 1.580835
11 0.686485 0.693346
12 0.874349 1.071492
13 0.677791 0.717545
14 1.721526 3.398698
15 1.761947 1.762703
16 2.369473 7.999472
17 1.222253 2.805954
18 0.203178 1.207332
19 1.855201 1.773317
20 2.266268 2.074971
21 0.831416 0.785954
22 0.416158 0.342200
23 0.264182 0.918383
24 1.046120 1.782334
25 2.911101 9.565443
26 1.586458 1.543748
27 1.582124 1.808423
28 0.394664 1.523235

Mahalanobis uzakhigmma gére sadece 25. gdzlem /x°, ;s =2.72 degerini asarak

aykir1 deger olarak tespit edilmektedir (Cizelge 5.2). Buradan anlasilacagi gibi 28

birimlik 6rnekte sadece bir tane aykir1 deger vardir ve bu deger beyin agirligt viicut

agirligina gore c¢ok kiiciik bir degere sahip olan Brachiosaurus dinazoruna aittir. Oysa

MVE yonteminde kullanilan uzakliklara gore 6, 14, 16, 17 ve 25. gozlemler aykir
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deger olarak tespit edilmektedir (Cizelge 5.2). Bu degerler beyin agirligi viicut
agirhgna gore kiiciik olan 3 dinazor ¢esidi ve beyin agirligl viicut agirhigma gore

bliyiik olan insan ve rhesus maymununa aittir.

Sekil 5.1°de verilen Mahalanobis uzakligina gore ¢izilen elipsoid ve MVE ydntemine
gore elde edilen elipsoid incelenirse bu iki yontemin aykiri degerleri tespit etmede
gosterdikleri basar1 arasindaki fark daha iyi anlasilacaktir. Burada veriye logaritmik
donilistim yapilmistir ¢linkii orijinal veride ¢ok biiylik ve ¢ok kiiciik degerler
bulundugundan logaritmik doniisiim yapilmadig1 takdirde veriye ait grafigi

olusturmak olduk¢a zor olmaktadir.

B 507
45—
£ 40—
v 35—
1 20—
i 2577
20—
iy 15—
& 10—
g
5
L *7]
o
=10—]
g T T T T T T T T T T T
— {0 —20 -0 0 10 20 3.0 oo N 7.0

4.0
WVitcut Agwhd Logarttmas
Sekil 5.1. Mahalanobis uzakligina ve MVE yontemine gore olusturulan elipsoidler

Klasik yontemlerle elde edilen tahmin ediciler bu aykiri degerler tarafindan
genisletilir ve buna bagli olarak Mahalanobis uzakligina gore olusturulmus %97.5’
lik tolerans elipsoidi(kesikli ¢izgiyle gosterilen) sadece 25.g6zlemi elipsoid disinda

birakarak tek bir aykir1 deger tespit eder.

MVE yontemine gore olusturulan elipsoide gore(kesiksiz ¢izgiyle gosterilen) 6, 14,
16, 17 ve 25. gozlemler elipsoidin disinda kalarak 5 tane aykir1 deger tespit edilmis
olur (Sekil 5.1).
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Burada MVE yontemi mimkiin tim alt kiimeleri belirlemis, saglam uzakliklari
hesaplamis ve elipsoidi olusturmustur. Oysa n ve p biyiikk degerlere sahip
oldugunda tiim miimkiin alt kiimeleri belirlemek, uzakliklar1 hesaplamak ve elipsoidi
olusturmak oldukca giic ve zaman alicidir. Rousseeuw ve van Zomeren(1990) bu
zorluktan kaginmak i¢in ayni veri setini kullanarak sadece 1500 alt 6rnek belirlemis

ve uzakliklart bu 1500 alt 6rnege gore hesaplamistir. Segilen 1500 alt Ornekte

1,2,28 alt kiimesinin minimum hacme sahip oldugu goriilmiis ve elipsoid

olusturulmustur. 3276 miimkiin alt Ornegin i¢inde

2,912 , 412,22 , 819,21 , 11,17,21 alt kiimelerinin kovaryans matrisleri

10"®’den daha kiiciik oldugu icin yukaridaki calismada bu 4 alt kiime ihmal edilip
geriye kalan 3272 alt 6rnek tizerinden MVE hesaplanmis ve 1,22,28 alt kiimesinin

minimum hacme sahip oldugu gorilmiistir.

Iki boyutlu &rnekler icin verinin grafigine bakilmasi bilyiik olciide fayda
saglamaktadir. Ancak uygulamada genellikle biiyilk boyutlu ornekler ile
calisildigindan verinin grafiginin olusturulmasi zorlasmaktadir. Bu nedenle gorsel
anlayisa giivenemeyecegimizden aykirt degerlerin tespiti icin uzakliklarin

hesaplanmas1 gerekmektedir.

MVE yonteminin klasik yonteme goére daha saglam sonuclar vermesine ve aykiri
degerlerin tespit edilmesinde daha gilivenilir olmasina ragmen bu ydntemin
kullanilmasinda bazi zorluklarla karsilagsilmaktadir. Bu zorluklar asagidaki gibi
siralanabilir,

1- Alt 6rneklerin sayisina karar verilmesi

2- Bu yontem p+1 boyutlu her alt 6rnegin p ranka sahip oldugu varsayimi altinda
gerceklesir. Oysa uygulamada bir alt kiimenin rankinin p’den kiiciik olmasi

durumunda determinant 0’a esit olur ve bu nedenle karsilik gelen elipsoidin hacmi 0
olur. Rousseeuw ve van Zomeren(1990) bazi tekil kovaryans matrisine sahip alt

ornekleri tamamen ihmal ederek bu zorluktan kaginmislardir.
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3- p+1 boyutlu alt 6rnekler p ranka sahip olsa bile bazi alt 6rneklerin kovaryans

matrisleri yaklasik olarak O determinanta sahip olur, bu nedenle karsilik gelen

elipsoidler 0 hacme sahip olur.

MVE yonteminde n veya p ’nin biiyiik olmasi bu yontemin uygulanabilirligini
zorlagtirmakta ve hesaplanmasindaki karmasiklik nedeniyle zaman alic1 olmaktadir.
Bu nedenle MVE yonteminin sadece kii¢iik boyutlu veri setlerine uygulanabilmesi

bu yontemin en biiyilk dezavantajidir. Oysa uygulamada genellikle biiyiik boyutlu

veri setleriyle c¢alisilmaktadir. MVE yonteminin genel olarak n >5 olmasi

p
durumunda veriye uygulanmasi hesaplamayi zorlastirmamaktadir. Bu ydnteminin
yukarida bahsedilen dezavantajlara sahip olmasindan dolayr Rousseeuw(1985) bu
yonteme alternatif olarak MCD yontemini gelistirmis ve gelistirilen bu yeni

yontemde bahsedilen problemlerle karsilasmamay1 amaglamistir.
5.2. En Kiiciik Kovaryans Determinanti (MCD) Yontemi

Rousseeuw’un MCD yontemi c¢ok degiskenli konum ve dagilis parametrelerinin
olduk¢a saglam bir tahmin edicisidir ve MVE yontemi gibi %50’lik bozulma
noktasina sahiptir. Bu yontemin amaci, n tane gozlem iizerinden kovaryans
matrisinin determinanti en kiigiik olan alt kiimeleri ve h tane gozlemi arastirarak,
kovaryans matrisinin determinantini en kii¢iik yapacak olan h tane gdzlemden

olusan alt kiimeyi bulmaktir.

n+p+1

MCD yonteminde h= olarak almir. Elde edilecek olan h  tane

gozlemden hesaplanan ortalama MCD’ nin konum parametreleri tahminleri, ayni
gozlemlerden elde edilen varyans-kovaryans matrisi de dagilis parametreleri

tahminleri olacaktir.

MCD yonteminin algoritmasi asagidaki gibidir,
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n
1- [hj sayida alt 6rnek olusturulur.

n
2- (h] sayida alt 6rnegin her biri i¢in T (X) ve C(X) istatistikleri hesaplanir.

3- |C(X)| degeri en kii¢iik olan alt 6rnek temel veri alt 6rnegini olusturur ve bu alt

ornek iizerinden elde edilen T (x) ve C(x) en uygun tahmin edicilerdir.

4- Bu temel alt 6rnek etrafinda ki-kare dagilimina gore kritik deger tespit edilir ve bu

degerden biiyiik degerli olan noktalar aykir1 deger olarak tespit edilir.

Bu yontemde T(x), kovaryans matrisinin determinanti en kiiciik olan

X= X,X,...X, Ornegindeki h tane noktanin ortalamasidir.

MVE yonteminde kullanilan Rousseeuw ile Leroy’un 28 canli ¢esidi i¢in viicut ve
beyin agirliklarini igeren ve bu 28 gesit canli i¢in beyin agirliklari ile viicut
agirliklarii karsilagtiran “Viicut ve Beyin Agwrliklar:” verisi MCD ydnteminin

uygulanmasi i¢in de kullanilmistir [SAS Ins, 1999].

Cizelge 5.3°de n=28 ve p=2 olan “Viicut ve Beyin Agwlikiar:” verisi igin

Mahalanobis uzakliklar1 ile MCD yontemi igin elde edilen uzaklik degerleri

verilmektedir.

Cizelge 5.3. 28 Canl1 ¢esidi i¢in Mahalanobis uzakliklari ve MCD igin saglam
istatistiklere dayali uzakliklar

N Mahalanobis Uz. | MCD igin Saglam Istatistiklere Dayali Uz.
1 1.006591 0.855347
2 0.695261 1.477050
3 0.300831 0.239828
4 0.380817 0.517719
5 1.146485 1.108362
6 2.644176 10.599341
7 1.708334 1.808455
8 0.706522 0.690099
9 0.858404 1.052423
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Cizelge 5.3. (Devam) 28 Canli ¢esidi i¢in Mahalanobis uzakliklari ve MCD igin
saglam istatistiklere dayali uzakliklar

N Mahalanobis Uz. | MCD igin Saglam Istatistiklere Dayal1 Uz.
10 0.798698 2.077131
11 0.686485 0.888545
12 0.874349 1.035824
13 0.677791 0.683978
14 1.721526 4.257963
15 1.761947 1.716065
16 2.369473 9.584992
17 1.222253 3.571700
18 0.203178 1.323783
19 1.855201 1.741064
20 2.266268 2.026528
21 0.831416 0.743545
22 0.416158 0.419923
23 0.264182 0.944610
24 1.046120 2.289334
25 2.911101 11.471953
26 1.586458 1.518721
27 1.582124 2.054593
28 0.394664 1.675651

Mahalanobis uzakhgna gore sadece 25. gdzlem /7%, o5 =2.72 degerini asarak

aykirt deger olarak tespit edilmektedir ve Mahalanobis uzakligi ile 28 birimlik

ornekte sadece bir tane aykir1 deger tespit edilebilmistir (Cizelge 5.3).

Bununla birlikte MCD yonteminin uygulanmasi sonucunda 6, 14, 16, 17 ve 25.
gdzlemler ./ ;(22'_025 =2.72 kritik degerini asarak aykir1 deger olarak tespit edilmis,

kullanilan yontemin aykir1 degerleri tespit etmede saglam bir metot oldugu

gorilmiistiir (Cizelge 5.3).

Sekil 5.2’de Mahalanobis uzakligina gore ¢izilen elipsoid ve MCD ydntemine gore
elde edilen elipsoid gosterilmektedir. Sekil 5.2 yardimiyla yukarida bahsedilen
sonuglar gorsel olarak ortaya konmakta ve her iki elipsoid arasindaki farklilik agik

bir sekilde gosterilmektedir.
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Sekil 5.2. Mahalanobis Uzakligina ve MCD yontemine gore olusturulan elipsoidler

Aykirt degerler klasik yontemler kullanilarak elde edilen tahmin edicileri onemli
derecede etkiler ve sonug¢ olarak Mahalanobis uzakligina goére olusturulmus
%97.5’1lik tolerans elipsoidi(kesikli ¢izgiyle gosterilen) tek bir gozlemi disarida
birakir. MCD yontemine gore elde edilen elipsoid ise (kesiksiz ¢izgiyle gosterilen) 5
tane gozlemi elipsoid disinda birakmaktadir (Sekil 5.2).

Rousseeuw ile Leroy ’un “Viicut ve Beyin Agirliklar:” verisine her iki yontemin de

uygulanip ayn1 sonuglarin elde edilmesine ragmen MVE yonteminin n ve p biiyiik

oldugunda veriye uygulanmasi MCD yontemine gore daha zor oldugundan
Rousseeuw(1985), istatistiksel etkinlik ve hesaplama agisindan MVE’ye gore daha

iistiin olan bu yontemin kullanilmasini1 6nermistir.

Genel olarak MVE ve MCD tahmin edicilerinin asimptotik 6zelliklerini belirlemek

zordur. p=1 olan 6zel bir durum goz 6niinde bulunduruldugunda MVE ve MCD

tahminlerinin hesaplanmasi i¢in kesin bir algoritma ortaya koymak olduk¢a kolaydir.

Oncelikle veri ¥, <X, <X, <..<X, seklinde siralanir. Bu drnegin sadece n—h+1
“yarimlar1 (halves)” hesaplanmaya ihtiya¢ duyar. Yani,

Hi= X500, ' Hy = X0 X R Hona = Xonarn X

olacak sekilde tanimlanir.
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Her bir H, i¢in,

OrtaNokta(i) = %(xi %) (5.12)

Uzunluk (i) = X, ; — X, (5.13)
1 i+h-1

Ortalama(i) = o DX (5.14)

i=i

1 i+h-1

Varyans(i) = P > (x; —ort(i))? (5.15)
—14

olarak tanimlanir [Rousseeuw, 1985].

MVE yoéntemi ig¢in Uzunluk(i)’si en kiiciik olan H, secilir ve T(x):OrtaNokta(i)
alinir. Birden fazla Uzunluk(i) ’nin en kiigiik oldugu durumda, T(x) karsilik gelen

OrtaNokta(i) ’lerin ortalamasi alinarak bulunur.

MCD yoéntemi i¢in Varyans(i) ’si en kiigiik olan H, secilir ve T(x):Ortalama(i)

alinir. Sayet birgok ¢6ziim varsa ortalamalar1 alinarak bulunur.

MCD tahmin edicisinin hesaplanmasinda ortalama ve kovaryans matrisi n elemanl
bir kiimede en kiicik determinanta sahip h< n gozleme dayali olarak
hesaplanmaktadir. p, veri kiimesindeki degisken sayisi olduguna gére MCD tahmin
edicisi p< h iken hesaplanabilmektedir. Aksi takdirde h alt kiimenin kovaryans

matrisinin determinant: sifir ¢ikacaktir.

MCD yonteminde birden ¢ok alt kiime ile hesaplama yapmak gerektiginden n sayisi
biiylik oldugunda MCD’ nin hesaplanmasi zorlagsmaktadir ve kesin sonuca ulagsmak
imkansiz olmaktadir. MCD tahmin edicisinin belirttigimiz dezavantajlarindan dolay1

bu yontem giiniimiizde nadir olarak kullanilmaktadir.
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5.3. Hizh En Kiiciik Kovaryans Determinanti (FMCD) Yontemi

MCD yonteminin uygulanmasi genis ve biiyilkk boyutlu veri setleri igin
hesaplanabilirlik acisindan karmasik ve zaman alici bir yapiya sahiptir. Bu problemin
istesinden gelebilmek i¢in Rousseeuw ve Van Driessen(1999) kisa siirede giivenilir
sonuclar veren ve diger iki yonteme benzer sekilde %50 bozulma noktasina sahip
yeni bir yontem gelistirip bu yéntemi MCD tahmin edicisindeki gibi kovaryans

determinantini minimize etme prensibine dayandirmiglardir.

“C-adimi” olarak adlandirilan bir adima dayanan FMCD tahmin edicisi biiylik veri
kiimelerine rahatlikla uygulanabilir, daha hizli ve MCD’ye goére daha iyi olan bir

yontemdir.

n gozlem sayist ve p degisken sayisi olmak iizere, X = X, X,...X, tesadiifi bir

drek ve |[H|=hve H, < 1,..,n olsun.

DI (5.16)
ve
C, = lz (X, —TO(X, =T)" (5.17)

olmak iizere, det(C,) =0 ise uzakliklar

dy(i) = /(X ~TYC (X, -T)' i=1..,n (5.18)

ile hesaplanir.
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d),, =), <...<(d,),,, swrall uzaklilar1 ifade etsin. Buna gore
d,();ieH, = (d);,,....,(d),,, olan H, alimirve H,’ye ait T, ile
C, degerleri hesaplanir. Buradan det(C,) <det(C,) sonucu elde edilir ve en kiiciik
uzaklik degerli h tane gozleme ve daha kiiciik determinanta sahip oldugu i¢in C,’ye
C,’e gore daha fazla yogunlasildigindan (Concentration) bu islemlerin tiimiine “C-

adimi” denilmektedir.

FMCD yo6nteminin algoritmasi asagidaki gibidir,

1- h= [n P +1} olmak tizere, H_, , h sayida nokta igeren tesadiifi bir alt kiime

olsun.

2- H,, a ait olan tiim gozlemlerin ortalama vektorii X h,, Ve kovaryans matrisi
CHoId hesaplanir. Daha sonra dszd (i)=(X,-X Hog )C_IHold (X, =X Hag )" uzakliklar:
i=1...,n i¢in hesaplanir.

3- Artan siraya gore kareli uzakliklar siralanir.

d?y, (M) =d?,, (7(2) =...=d?,, (z(N)

Burada 7, 1,2,..,n igin permiitasyon anlamina gelir.

4- Hnew = X;z'(]_)! Xﬂ-(g) yreny Xiz‘(h) tanimlanir.

5- Xy, Cy Ve dZHneW () degerleri hesaplanr.

Hnew ne\
6- Sayet det(C, )=0 ise 1-5 arasindaki adimlar tekrarlanir. Sayet
det(Cy,_ ) =det(C,, ) ise siire¢ durdurulur. Aksi takdirde det(C,, ) =det(C, ) ise

suireg K. tekrarlamaya kadar devam eder. Boylece

det(C,, ) > det(C,, ) >... > det(C,, ) =det(C, ) olur.

Tyeo = X h, Ve Cycp =C, bu siiregten elde edilen konum ve kovaryans matrisi

olsun. FMCD’ye dayal1 olan Saglam kareli Mahalanobis uzakligi,
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dZMCD(Xi,TMCD) = (Xi _TMCD)CMCD_l(Xi _TMCD)t ’ [ :1'---7 n (5-19)

seklinde tanimlanir. dycp (X, Tyep) degeri /75, degerinden biiyiik olan gozlemler

aykir1 deger olarak etiketlenir.

C-adim1 FMCD algoritmas: i¢in H,’in birgok baslangi¢ segimlerinin alinmasi,
det(C,) > det(C,) >...>det(C, ) =det(C,,,) olana dek C-adiminin uygulanmasi ve en

kiigiik determinanta sahip ¢oziimiin alinmasi seklinde bir fikir olugturmaktadir. Bu

fikrin uygulanabilmesi i¢in baslangi¢ alt kiimeleri H,’lerin nasil olusturulmasi
gerektigine karar vermek oldukca onemli bir noktadir. MVE algoritmasindaki gibi
p+1 tane gozlem alinarak J alt kiimesi olusturulur ve T, =ort(J) ve C, =cov(J)
degerleri hesaplanir. Sayet det(C,)=0 ise Jalt kiimesine det(C,) >0 olana kadar

gozlemler birer birer eklenerek alt kiime genisletilir.

Daha sonra dy’(i) = (x, —T,)C, "(X% —T,)" uzakliklart i=1..,n icin hesaplanir ve
dy(7()) <...<dy(7x(n)) seklinde uzakliklar swralanip H, = 7(1),...,7(h) almnwr.

Burada dikkat edilmesi gereken husus p+1 tane noktadan daha az sayida nokta

alinmamasi gerektigi aksi takdirde C,; tekil ¢ikacaktir.

FMCD algoritmast MCD tahmin edicisini iyilestirici 6zellikler tagidigindan dolay:
MVE ile MCD yontemlerine gore daha hizli ¢aligsan, hesaplanabilirlik agisindan daha
Iyi olan ve daha dogru sonuglar veren bir algoritmadir. Bu yontem S-Plus, R, SAS

gibi istatistiksel paket programlarinda yer almaktadir.

Literatiirde konum ve dagilis parametrelerinin tahmini i¢in sik¢a kullanilan ve en
popiiler olan saglam parametrik yontem FMCD algoritmasidir. Buna ragmen genis
ve biiyiik boyutlu veri setleri i¢in kovaryans matrisinin tersini almayi gerektiren
Mahalanobis uzakligimi kullandig1 i¢in ve amag fonksiyonu MCD algoritmasindaki

gibi kovaryans determinantini minimize etmek oldugundan zaman agisindan bir
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olumsuzlukla karsilasilir ve boylece FMCD yontemi kullanighiligint kaybeder. Sonug
olarak bu yontemin hesaplama karmagsikligi veri setlerinin boyutu arttiginda tstel
olarak artmaktadir ve hesaplama etkinligi azalmaktadir. Oysa Angiulli ve
Pizzuti(2005) hesaplama etkinliginin herhangi bir algoritmanin aykir1 degeri
bulmadaki verimliligi kadar 6nemli oldugunu belirtmistir. Bu nedenle kovaryans
matrisinin determinantini minimize etmek yerine vektor varyansini minimize eden ve
daha kisa siirede FMCD kadar iyi sonuglar ortaya koyan yeni bir tahmin yontemi

gelistirilmistir.
5.4. En Kiiciik Vektor Varyans1 (MVV) Yontemi

Onceki béliimlerde verilen bilgilere gore goriiyoruz ki gok degiskenli veri analizinde
aykir1 degerleri tespit etmede kullanilan MVE, MCD ve FMCD yontemlerinin en
biiylik dezavantaji genis ve biiyiikk boyutlu veri setlerinde p degisken sayisi arttikga
bu yontemlerin kullanilmasinin giiclesmesi ve zaman ag¢isindan analizeiyi sikintiya
stiriiklemesidir. Herwindiati ve ark. (2007) bu probleme karsilik diger yontemler
kadar saglam, %350’lik bozulma noktasina sahip, genis ve biiyiik boyutlu veri
setlerine kolaylikla uygulanabilen, karmasikligi az ve hesaplanabilirlik agisindan
diger yontemlere gore daha {istlin olan MVV algoritmasint gelistirmislerdir. Bu
yontem FMCD yontemindeki gibi kovaryans determinantini minimize etmek yerine
vektor varyansint minimize etmeye calistigi igin p degisken sayisi arttikga vektor
varyansini hesaplamak, kovaryans determinantini hesaplamaya gore daha kisa siirede

gerceklesmektedir.

X = X!

t
w Xz tesadiifi bir vektdr olsun. X ’in kovaryans matrisi,

c, C
c=l * ™ (5.20)
C21 C22

olmak iizere,
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Cy=E (X =#0) (X = #)) (5.21)
ey =E X, , i,j=12. (5.22)
seklinde ifade edilir.

Kovaryans matrisi ¢ok degiskenli analizde bilginin temel kaynagidir ve analizcilerin
oncelikle ilgilendikleri kovaryans matrisinin tahminidir. Onceki boliimlerde
bahsedilen saglam yontemlerin tiimii ¢ok degiskenli dagilis Olgiisii olan kovaryans
determinantina dayanmaktadir. Djauhari(2007) ¢ok degiskenli dagilis oOlgiistiniin
daha iyi anlasilabilmesi i¢in kovaryans determinantina alternatif olarak vektor
varyansinin kullanilmasini 6nermistir.

ve X

T C,C, , X tesadiifi vektorleri arasindaki lineer iliskinin Ol¢iisiini

® (2

2

belirtir ve vektor kovaryansi olarak adlandirilir. Vektor kovaryanst “iz” veya

C,C, ’'in tim koésegen elemanlarinin toplamina esittir. Vektdr kovaryansi vec

operatorii  kullanilarak <VeC C, .vec C, > veya esdeger olarak ||vec Cp, ||2

seklinde ifade edilebilir. Bu nedenle X, ve X’ in vektor varyanslar sirasiyla

[vec C,, ||2 =Tr C} ve |vec C,, ||2 =Tr CZ olarak ifade edilir.

X, kovaryans matrisi C olan p boyutlu tesadiifi bir vektor olsun. X ’in vektor
varyanst Tr C® , C*’nin kdsegen elemanlarinin karelerinin toplamina esittir. Vektor

varyansinin biiyiik degeri ortalama vektorli etrafinda daha fazla dagilis oldugunu

ifade eder. Tr C? ’nin birkag onemli 6zelligi vardir. Bunlardan ilki, kovaryans
determinantinin tersine hesaplanmasimin basit olmasidir. Ikinci 6zelligi, C ’nin
pozitif tanimli olmasma gerek duymamasidir. Bu nedenle Tr C? tekil olmayan

kovaryans matrisleri ve kiiciik boyutlu veri setleri i¢in kullanilabilir gibi bir
kisitlamaya sahip degildir. Oysa kovaryans determinantin1  kullanan diger

yontemlerde determinant siirekli olarak 0 ¢ikabileceginden bu yontemler sadece tekil
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olmayan kovaryans matrisleri i¢in kullanilabilir. MVV yontemi ise genis ve biiyiik
boyutlu veri setleri icin tekil kovaryans matrisine sahip olunmast durumunda bile

kullanilabilen bir yontemdir. Ugiincii ozelligi ise p kiigiik oldugunda vektdr

varyansina dayali testler ile kovaryans determinantina dayali testler benzer

duyarliliga sahiptir. Ancak n ve p biiyiik degere sahip oldugunda vektdr varyansina

dayali testler kovaryans determinantina dayal testlere gore daha duyarlidir.

MVYV yonteminin algoritmasi asagidaki gibidir,

1- h= [n al 2p +l} olmak tizere, H_, , h sayida nokta igeren tesadiifi bir alt kiime

olsun.

2- H,, a ait olan tiim gozlemlerin ortalama vektdrii X h,, Ve kovaryans matrisi
CHoId hesaplanir. Daha sonra dszd (i)=(X,-X Hog )CﬁlHold (X, =X Hag )" uzakliklar:
i=1...,n i¢in hesaplanir.

3- Artan siraya gore kareli uzakliklar siralanir.

d?y, (M) =d?,, (7(2) =...<d?,, (z(N)

Burada 7, 1,2,..,n igin permiitasyon anlamina gelir.

4- Hnew = X;z'(]_)! Xﬂ-(z) yreny Xiz‘(h) tanimlanir.

5- Xy, Cy Ve d2Hnew () degerleri hesaplanir.

Hnew ne
6- Sayet Tr C,inew =0 ise 1-5 arasindaki adimlar tekrarlanir. Tr C,inew =Tr C,iold
ise stire¢ durdurulur. Aksi takdirde siireg¢ k.tekrarlamaya kadar devam eder.

Tr C5 =Tr Cj

Hya

(5.23)

ifadesi dogru olur ve bdylece Tr C) >Tr C; >..>Tr C; =Tr C; ifadesi

elde edilir.
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T = X . Ve Cyy =Cy MVV algoritmasindan elde edilen konum ve kovaryans

matrisi olsun. MVV yodntemine dayali saglam Mahalanobis uzakligy,

t

div XiTuw = Xi=Tuw Conv Xi=Tyw > 1=12,.,n (5.24)

olarak tammlanir. dy,, X; Ty, degeri |/ X5, degerinden biiyiik olan gdzlemler

aykir1 deger olarak etiketlenir.

Bu algoritma FMCD yontemi ile karsilastirildiginda daha az hesaplama

karmasikligina sahiptir. p ’nin bliylik degerleri i¢in Cholesky ayrigimina dayanan

kovaryans determinantinin hesaplanmasindaki iglem sayist,
p+p p-1+ p-1 z:: p—i-1 p-i (5.25)

ile belirlenir.

MVV  tahmin edicileri kovaryans matrisinin tiim 06zdegerlerinin fonksiyonu

olduklarindan MVE ve MCD yo6ntemlerindeki gibi ayn1 bozulma noktasina sahiptir.

Ozdegerler 4, 4,...A, olmak iizere,
p 2 s57:
WV =2 A7 dir (5.26)

Cizelge 5.4 p degisken sayisinin birkag degeri i¢in kovaryans determinantinin ve
vektor varyansinin hesaplama hizlar1 agisindan farkliliklarinin karsilastirilmasini
gostermektedir [Djaubhari, 2008]. Kovaryans determinanti Cholesky ayrisimi

kullanilarak hesaplanmustir.
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Cizelge 5.4. Kovaryans determinant1 ve vektor varyansi arasindaki hesaplama hizi

oranlari
p Hesaplama Hizi Orani(CD:VV)
10 6:1
25 13:1
50 34:1
75 67:1
100 95:1
150 127:1
200 231:1
250 326:1
300 443:1

Cizelge 5.4 ¢ok degiskenli dagilis Olgiisii i¢in vektor varyansinin kullanilmasi
sonucunda sonuglara daha kisa siirede ulasildigini agik¢a ortaya koymaktadir. p

degisken sayis1 arttikca kovaryans determinantini hesaplama zamani uzarken, vektor

varyansini hesaplama zamani ayni kalmaktadir.
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6. SIMULASYON CALISMASI

Calismamizin bu boliimiinde MVV yontemi ile bir dnceki boliimde agiklanan diger
yontemlerin aykiri degerleri dogru tespit etme oranlart ve sonuca ulasma hizlar
bakimindan karsilastirilmasi yapilmistir. Bu amagla yapilan simiilasyon c¢aligmasi

icin MATLAB R2008a paket programi kullanilmustir.

Bu simiilasyon calismasinda dncelikle her bir yontem i¢in 6rnek hacmi n sirasiyla

5,10,15 ve 20 olarak ele alinmis ve ornekteki aykir1 gozlem sayist artirilarak 6rnek

1 1 0
segme islemi 1000 defa tekrarlanmustir. X, ~ NZ(M:L},L=[O 1D "

6 10
X, ~ NZ[,u2 2{6}22 :{0 1D oldugu durumda MVE, MCD, FMCD ve MVV

yontemlerinin aykirt degerleri dogru tespit etme oranlart ve sonuca ulagsma stireleri

saniye bakimindan Cizelge 6.1’°de verilmistir.

Daha sonra >, ve X, matrisleri farkli iken her bir yontem i¢in 6rnek hacmi n

sirastyla 5 ve 10 olarak ele alinmis ve Ornekte farkli miktarda aykirt gozlem
bulunmasi durumu i¢in, 6rnek se¢cme islemi 1000 defa tekrarlanmistir. Kovaryans
matrisleri farkli iken her bir yontem i¢in gézlenen aykiri degerleri tespit etme

oranlar1 ve sonuca ulagma siireleri sirasiyla Cizelge 6.2 ve 6.3’de verilmistir.
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. 1 10 6 10
ommssscn{ofJafs G monfrfff ]

oldugu durumda yontemlerin aykir1 degerleri tespit etme oranlar1 ve
sonuca ulasma siireleri

TEKRAR=1000 , p=2

MVE MCD FMCD MVV
n nl n2 oran Zaman oran Zaman oran Zzaman oran zaman
5 4 | 1 )05370 |18.93 0.5750 | 13.09 0.5650 | 15.89 0.5840 | 14.66
3 | 2]0.0140 [ 15.87 0.0980 | 10.77 0.2330 | 15.97 0.2450 | 14.99
10 9 | 1]05280 [268.81 | 0.1990 | 65.21 0.3260 | 38.64 0.3120 | 37.16
8 | 2 ]05780 [270.87 | 0.3080 | 66.36 0.3770 | 38.83 0.3560 | 37.34
7 | 3 ]0.5060 | 268.94 | 0.5100 | 66.00 0.4640 | 38.75 0.4730 | 37.85
6 | 4 | 0.2600 | 268.58 | 0.5780 | 68.32 0.5970 | 38.82 0.6100 | 37.91
15 | 13 | 2 | 0.6460 [ 12517 | 0.3900 | 4986.71 | 0.2700 | 454.19 | 0.2880 [ 379.20
11 | 4 | 0.5810 | 12789 | 0.5860 | 4680.5 | 0.3810 | 428.38 | 0.3770 | 382.30
9 | 6 ]0.1380 | 12952 | 0.5480 | 5743.8 | 0.5430 | 368.62 | 0.5520 | 377.46
20 | 18 | 2 | --- - - - 0.1930 [ 11615 | 0.2090 | 14134
16 | 4 | - - - - 0.2480 | 11074 | 0.2510 | 11808
14 ] 6 | -- - - - 0.3210 [ 12273 | 0.3270 | 11924

) 1 ..
Burada, ornek hacmi n, ortalama vektori M:L} ve kovaryans matrisi

2, = 0 J olan X, yigmindan elde edilen gézlemlerin sayis1 n,, ortalama vektori

6 10
My = 6} ve Kovaryans matrisi Z‘,Z:{O J olan X, yigmindan elde edilen

gozlemlerin sayis1 n, ve degisken sayisi da p ile ifade edilmistir. Cizelge 6.1°e gore

asagidaki bulgular elde edilmistir.

Cok degiskenli veride aykir1i degerleri tespit etmek i¢in MVE yOntemi
kullanildiginda 6rnek hacmi 5 ve veride tek bir aykiri deger mevcut iken bu aykir
degerleri tespit etmede MVE yonteminin 0.5370 oraninda basar1 gosterdigi ve 18.93
saniyede sonuca ulastig1 goriilmiistiir. Ornek icindeki aykir1 deger sayisi 2 oldugunda
ise MVE yonteminin aykir1 degerleri tespit etme oraninda 6nemli derecede diislis

oldugu ve 0.0140 diizeyine indigi gézlenmistir.
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Ornek hacmi 5 ve veride tek bir aykiri deger mevcut iken MCD ydnteminin
kullanilmast durumunda aykir1 degeri tespit etmede 0.5750 oraninda basar1 elde
edilmis ve sonuca kisa siirede ulasildig1 goriilmiistiir. Ornek i¢indeki aykir1 deger
sayisi artirilldiginda ise tipki MVE yontemindeki gibi aykir1 degerleri tespit etme

oraninda 6nemli derecede diisiis oldugu gozlenmistir.

FMCD yonteminin 6rnek hacmi 5 ve veride tek bir aykir1 deger bulunmasi
durumunda aykir1 degerleri tespit etmede 0.5650 oraninda basar1 gosterdigi ve
sonuca kisa bir siire icinde ulastig1 goriilmiistiir. Ornek igindeki aykir1 deger sayisi
artirtldiginda aykir1 degerleri tespit etme oraninda bir diigiis olmasina ragmen
buradaki diisiis MVE ve MCD yontemlerinin veri igindeki aykir1 deger sayisi
artinldiginda bu aykir1 degerleri tespit etmede gosterdikleri basar1 oranindaki

diisiisten daha az oldugu soylenebilir.

Ornek hacmi 5 ve veride tek bir aykir1 deger oldugu durumda MVV ydnteminin
veriye uygulanmasiyla aykir1 degeri tespit etme oran1 0.5840 bulunarak en yiiksek
deger elde edilmis ve islem siiresi 14.66 olarak gozlenmistir. Veri igindeki aykir
deger sayisi artirildiginda ise bu aykiri degerleri tespit etmede diislis meydana geldigi
goriilmiis ancak FMCD yontemindeki gibi diger iki yontemin gostermis oldugu

diisiisten daha az oranda bir azalma oldugu gézlenmistir.

Cok degiskenli veride aykir1 degerleri tespit etmek i¢in kullanilan yontemlerin 6rnek
hacmi biiylidiigiinde nasil davrandiklarini anlayabilmek i¢in 6rnek hacmi 10 olarak
ele alinirsa, MVE yonteminin veri ig¢indeki aykir1 degerleri tespit etmede yliksek
oranda basariya sahip oldugu goriilmesine ragmen aykir1 deger sayist arttikca bu
oranda diisiis meydana geldigi gozlenmekle birlikte sonuca ulagma siiresinin de

arttig1 acikca goriilmektedir.

Verideki aykir1 degerleri tespit etmek igin MCD yontemi kullanildiginda verideki
aykir gozlem sayis1 artirilirsa yontemin aykirt degerleri tespit etmede gosterdigi
basarinin artmakta ve ayni zamanda aykiri degerleri tespit etme siiresinin MVE

yontemine gore ¢ok daha az oldugu gozlenmistir.
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FMCD yontemi verideki aykir1 degerleri tespit etmede yiiksek seviyede basari
gosterirken veri igindeki aykir1 deger sayist artsa bile bu seviyenin gittikce artis
gosterdigi ve FMCD yonteminin MVE ile MCD yontemlerine gore daha kisa

zamanda aykir1 degerleri tespit ettigi gdzlenmistir.

MVV yonteminin verideki aykiri degerleri tespit etme oraninin aykiri deger sayisi
artarken artig gosterdigi ve bununla birlikte en kisa siirede aykir1 degerleri tespit
etmeyi gergeklestirdigi gozlenmistir. Veride 4 tane aykiri goézlem bulunmasi
durumunda MVV yontemi diger ii¢ yonteme gore daha yiiksek oranda basari
gostermis ve FMCD yontemiyle aralarinda ufak bir fark olmasina ragmen daha kisa

siirede hesaplamay1 tamamladig1 goriilmiistiir.

Verideki aykirt gozlem sayisinin artmasi durumunda MVE yoOnteminin aykiri
degerleri tespit etme oraninda azalma gozlenirken, diger iic yontemin aykir1 degerleri

tespit etmede gosterdikleri basarida siirekli bir artis oldugu gozlenmistir.

Ornek hacmi 15 oldugunda, MVE ydnteminin veriye uygulanmasiyla aykir1 degerleri
tespit etme oraninin verideki aykirt goézlemlerin artis gostermesiyle birlikte 6nemli
derecede diisiis gosterdigi ayrica aykir1 degerleri tespit etme siiresinin de uzayarak

3.5 saate yakin bir siirede hesaplamanin sona erdigi gézlenmistir.

MCD yonteminin aykirt degerleri tespit etmede yiiksek seviyede basar1 gosterdigi
gozlenmekle birlikte MVE yonteminin aykir1 degerleri tespit ettigi siireden daha kisa
slirede tespit etmeyi gerceklestirdigi goriilmustiir. Ancak MCD, FMCD ve MVV ile

karsilastirilirsa bu siirenin uzun bir siire oldugu sdylenebilir.

FMCD yonteminin aykiri degerleri tespit etme orani verideki aykir1 deger sayisi
arttiginda artis gosterirken MVE ile MCD yontemine gére oldukca az zamanda aykiri

degerleri tespit ettigi gdzlenmistir.

MVYV yonteminin hem aykir1 degerleri tespit etmede yiiksek orana sahip oldugu hem

de diger ii¢ yonteme nazaran daha kisa silirede sonuca ulagsmayi basardigi
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gozlenmistir. Ayrica verideki aykiri deger sayisi en iist seviyede iken MVV
yonteminin aykir1 degerleri tespit etme oraninin diger yontemlere gore daha ytliksek

oldugu gozlenmistir.

Son olarak 6rnek hacmi 20 oldugunda, MVE ile MCD yontemlerinin drnek hacmi
biiyiik iken kullanilmalart durumunda hesaplama giinlerce siirebildiginden dolay1 bu
iki yontemin aykir1 degerleri tespit etmede tamamen basarisiz oldugu ve zaman

acisindan oldukga biiyiik bir dezavantaj olusturduklar1 gozlenmistir.

Ormek hacmi biiyiik olsa dahi FMCD yénteminin aykir1 degerleri tespit etmede MVE
ile MCD yontemlerine oranla daha hizli oldugu ve yaklasik 3.5 saat gibi bir siirede
hesaplamay: bitirebildigi gozlenmistir. Ustelik veride aykir1 gézlem sayisi arttikca
FMCD yonteminin aykirt degerleri tespit etme oranmnin da artis gosterdigi

gorilmistir.

MVV yonteminde veride aykirt deger sayis1 2 iken aykir1 degerleri tespit etme
oraninin 0.2090 olarak belirlendigi ve bu degerin FMCD yonteminin verideki aykiri
deger sayisi 2 oldugu durumda ulastigt orandan daha biiylik bir oran oldugu
gorilmektedir. Aykiri deger sayist 4 ve 6 oldugu durumda da MVV yonteminin
FMCD yontemine gore aykirt degerleri tespit etme oranlarinin daha yliksek oldugu
gozlendiginden MVV yonteminin 6rnek hacmi biiylik iken FMCD yontemine gore

daha basarili oldugu sdylenebilir.
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| 1 1 09 6 109
Cizelge 6.2. X1~N2["‘1:H’21:[—09 1 D ve X2~N2[ﬂ2:[6}22{09 1D

oldugu durumda yontemlerin aykirt degerleri tespit etme oranlari ve
sonuca ulasma siireleri

TEKRAR=1000 , p=2
MVE MCD FMCD MVV
n nl nz oran Zzaman oran Zzaman oran Zzaman oran Zzaman
5 | 4 [ 1 00700 [1597 [0.0700 [11.30 | 0.1830 |[17.66 | 0.1950 | 18.01
3 | 2 |0.0020 [1563 | 0.0070 | 10.67 | 0.0370 | 17.36 | 0.0260 | 17.09
10 | 9 | 1 |0.0300 |278.10 | 0.0040 | 73.09 | 0.0040 | 42.64 | 0.0040 | 40.27
8 | 2 | 0.0450 | 275.44 | 0.0060 | 62.68 | 0.0170 | 42.99 | 0.0160 | 40.80
7 | 3 | 0.0260 | 274.40 | 0.0150 | 63.28 | 0.0330 | 45.75 | 0.0370 | 41.44
6 | 4 |0.0160 | 291.17 | 0.0720 | 63.50 | 0.1020 | 4255 | 0.1070 | 40.92

Kovaryans matrisine ait degerler degistirildiginde yontemlerin aykir1 degerleri tespit

etme oranlarinda bir diisiis meydana geldigi gézlenmistir.

Ornek hacmi 5 iken, MVE ile MCD ydntemelerinin aykiri degerleri tespit etme
oranlarinin olduk¢a diistiigii, drnek igindeki aykirt deger sayisi arttikca bu aykir
gozlemleri belirlemenin zorlastig1 sdylenebilir. FMCD ile MVV yontemlerinin aykir
degerleri tespit etme oranlart kismen diisiik olsa dahi, MVE ile MCD yontemlerine

gore daha yiiksek tespit etme oranlaria sahip olduklar1 gézlenmistir.

Ornek hacmi 10 oldugunda, MVE yoénteminin aykir1 degerleri tespit etme oranlari
¢ok diisiikken bununla birlikte diger yontemlere nazaran aykiri degerleri tespit etme

stirelerinin de fazla oldugu goézlenmistir.

MCD yontemine ait aykiri deger tespit etme oranlart da oldukca diisiik olmasina
karsin verideki aykir1 deger sayis1 artarken, oranlarin da buna paralel bir sekilde artis
gosterdigi goriilmektedir. Oysa MVE yonteminde boyle bir durumun séz konusu
olmadig1 gdzlenmistir. Ornek icindeki aykir1 deger sayis1 4 iken MVE yontemi aykiri
degerleri belirlemede daha uzun siirede daha az basar1 gosterirken, MCD ydnteminin

daha kisa slirede daha yiiksek oranda belirlemeyi gergeklestirdigi soylenebilir.
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FMCD yonteminin aykiri deger sayist az oldugunda aykiri1 degerleri belirlemede
diisiik oranlara sahip oldugu ancak aykir1 deger sayisi artarken belirleme oranlarinda
artis meydana geldigi gézlenmistir. Ayrica MVE ile MCD yontemlerinden daha kisa

siirede aykir1 degerleri tespit ettigi gdzlenmistir.

MVYV yonteminin de aykirt degerleri tespit etme oranlari ornekteki aykir1 deger
sayis1 arttik¢a artig gosterirken, aykir: deger sayisi en ¢ok oldugunda diger {i¢ yontem
arasinda en 1yi yontem olarak belirlenen FMCD yonteminden bile daha yiiksek
oranda aykir1 degerleri tespit etmeyi gergeklestirdigi goriilmiistiir. Ayrica en kisa
siirede en yiiksek diizeyde tespit etmeyi gerceklestirebildiginden kovaryans matrisi
farklilastirildiginda bile MVV yonteminin diger {ic yontemden daha iyi bir yontem

oldugu soylenebilir.

| 1 1 -09 6 1 09
Cizelge 6.3. X1~N2[ﬂ1={1}121={_0.9 1 D Ve x2~N2[#2=[6]'22=[—0.9 1 D

oldugu durumda yontemlerin aykir1 degerleri tespit etme oranlar1 ve
sonuca ulasma siireleri

TEKRAR=1000 , p=2
MVE MCD FMCD MVV
n nl n2 oran Zaman oran Zaman oran Zaman oran Zaman
5| 4] 1 Jo0760 [17.82 [ 0.0560 [11.80 [0.2160 [16.18 | 0.2180 | 19.81
31 2 00140 [1899 [0.1190 [11.10 [0.2320 [16.79 | 0.2460 | 17.64
10] 9 | 1 [00230 [289.99 [0.0030 [70.03 |0.0050 |41.34 | 0.0090 | 41.45
8 | 2 [00380 [28254 |0.0050 |69.03 |0.0130 |4252 | 0.0160 | 41.59
7 | 3 [0.0500 [267.85 | 0.0150 |70.27 | 0.0370 | 4278 | 0.0370 | 41.40
6 | 4 [00430 [306.77 | 00740 [7045 [0.0920 [3751 [0.1070 [ 42.02

Ornek hacmi 5 oldugunda; MVE ile MCD y&ntemlerinin aykiri degerleri tespit
etmede FMCD ile MVV yontemlerine gore daha basarisiz oldugu bir kez daha
gbzlenmistir. FMCD ile MVV yontemi karsilastirilacak olursa 6rnek iginde 1 ve 2
aykirt deger olmas1 durumlarinin her ikisinde de MVV yonteminin aykir1 degerleri

belirleme oranlarinin daha yiiksek oldugu gézlenmistir.

Ornek hacmi 10 oldugunda, MVE yo6nteminin uzun siirede aykiri degerleri

belirleyebildigi gézlenmistir. Bu yontemin aykir1 degerleri tespit etme oranlart MCD
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yonteminin tespit etme oranlarindan daha biiyiik olsa da bu degerlerin oldukea diisiik

oldugu gozlenmistir.

MCD yontemi aykirt degerleri MVE yonteminden daha kisa siirede tespit etse dahi

aykir1 degerleri belirleme oranlarinin oldukga diisiik oldugu gézlenmistir.

FMCD yonteminin MCD yontemine nazaran aykiri degerleri daha kisa siirede, daha
yiiksek oranda belirleyebildigi gorilmiistiir. Ancak MVV  yonteminin FMCD
yontemiyle hemen hemen ayni siirede daha yliksek oranda aykir1 degerleri belirledigi

gozlenmistir.

Kovaryans matrisinin farklilastirilmasiyla sozii edilen yontemlerin aykir1 degerleri
tespit etmede gosterdikleri basarida 6nemli derecede diisiis oldugu gozlenmistir. Bu
durumun temel nedeni olusturulan alt kiimelerin sayisi arttikca gozlemlerin hangi

ornekten geldiginin ayirt edilmesinde azalis meydana gelmesidir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinda ¢ok degiskenli veri analizinde aykiri degerlerin bulunmasi
durumunda konum ve kovaryans matrisinin saglam tahminlerini elde edebilmek i¢in
aykir1 degerleri tespit etmede kullanilan MVE, MCD, FMCD gibi yontemler ile bu
yontemlere alternatif olarak gelistirilen MVV yontemi {izerinde durulmustur.
Calismanin amaci, MVV yonteminin diger yontemlerden hangi durumlarda daha
avantajli oldugunu nedenleriyle birlikte agiklamaktir. Bu nedenle MATLAB R2008a

paket programi1 yardimziyla bir simiilasyon ¢aligsmasi yapilmistir.

Ornek hacmi ve veri icindeki aykiri deger sayisi arttikga hesaplamanin uzun
stirmesinden dolayt MVE ve MCD yontemlerinin kullanilmasimin uygun olmadigi
goriilmiistiir. Ustelik degisken sayisi arttikca hesaplama daha uzun siireceginden bu
yontemlerin kullanigliliklar azalacaktir. FMCD yontemi ile MVV yonteminin diisiik
ornek hacimlerinde benzer Ozellikler gdstermesine ragmen O6rnek hacmi arttikga
MVV yonteminin aykir1 degerleri tespit etmede daha basarili oldugu goriilmiistiir.
Genel olarak veri i¢indeki aykir1 deger sayisi en ¢ok iken MVV yonteminin diger ii¢

yonteme nazaran daha yiiksek oranda aykir1 degerleri belirleyebildigi sdylenebilir.

Sonug olarak, MVV yonteminin ¢ok degiskenli veri analizinde aykir1 degerleri tespit
etmede kullanilan bircok yontemden daha yiiksek orandaki sonuglara daha kisa
siirede ulastifi gozlemlendigi i¢in bu yOntemin bir¢ok durumda kullanilmasinin

uygun olacag diisiiniilmektedir.
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EK-1 MVE Yontemi i¢in MATLAB R2008a’da Hazirlanan Bilgisayar Kodlari

tic

tekrar=1000 %dongii say1s1
p=2 % degisken sayisi
alfa=0.975

mul=[1 1]

mu2=[6 6]
%var1=[0.1,0.05;0.05,0.1]
varl=[1,0;0,1]
var2=[1,0;0,1]

n=5

n2=2

nl=n-n2

dogru=0

for i=1:tekrar
x1=mvnrnd(mul,varl,nl);
x2=mvnrnd(mu2,var2,n2);
x=[x1;x2];

for h=floor((n+p+1)/2):(n+p+1)/2 % floor tamsay1iya yuvarlar

c=(chi2inv(h/n,h-1));

%c=(chi2inv(alfa,h-1));

t=factorial(n)/(factorial(n-h)*factorial(h)); %t n'in h'li kombinasyonlarinin
sayist: h elemanli miimkiin alt kiime say1si.

y=combntns(1:n,h); % 1'den n'ye kadar olan sayilarin h lik kombinasyonlari.
hacim1=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];

for r=1:t

z=y(1,:); % z: n'nin h'lhik tim kombinasyonlarindan y nin r.inci sirasindaki
kombinasyon

X; % mixture dagilimdan tiretilmis veri matrisi

yy=[1,1];

forii=1:h

xx=X(z(ii),:); % x veri matrisinde yer alan elemanlardan h tanesi ile olusturulmus bir
kombinasyon

yy=lyy:xx] ;

end

yy(1,)=[I;

zz=[yy(:,1);yy(:.2)];

D=[1];

for jj=1:h

F=(yy(ij)-mean(yy))*inv(cov(yy))*(yy(ij)-mean(yy))’

D=[D;F];

end

D(1,:)=[;

dd=max(D);

2z’

hacim=[zz',sqrt((det((dd/c)*cov(yy)))];



EK-1 (Devam) MVE Yo6ntemi i¢in MATLAB R2008a’da Hazirlanan Bilgisayar
Kodlart

hacim1=[hacim1;hacim];

end

hacim1(1,:)=[];

H= sortrows(hacim1, 2*h+1); %en kii¢lik hacimli h gbzlemden olusan alt 6rnek
A=H(1,:) ; % en kii¢iik hacime sahip h birimden olusan alt 6rnek ve hacim degeri.
A(:,23)=[]; %en kiiciik hacime sahip h birimden olusan alt 6rnek.

K1=A;

k2=A:;

for m=1:h

k1(:,h+1)=[];

k2(:,1)=Il;

end

Q=[k1',k2"]; %en kii¢lik hacime sahip h birimden olusan alt 6rnek.
ortQ=mean(Q);

varQ=cov(Q);

ay=[1,1,1];

for mm=1:n

DD2=sqrt((x(mm)-ortQ)*inv(varQ)*(x(mm)-ortQ)";

if DD2>sqrt(chi2inv(alfa,n-1))

ay=[ay;mm,x(mm,:)];

end

end

ay(1,)=[l;

ay(;1)=[I;

X2;

if sum(sum(ay))==sum(sum(x2))

dogru=dogru+1

end

%bu Q da yer alan gbzlemler iizerinden belirlenen uzaklik degerleri
%Kki-kare kritik degeri ile karsilastirilip aykirt gézlemler
%belirlenecek. Bu aykiri olarak tespit edilen gézlemler eger
%gercekte bizim veriye yerlestirdigimiz aykir1 gdzlemlerle ayni ise

%bir cetele atilacak ve dongii birdaha tekrarlanacak. Boylece
%yontemin dogru tespit etme orani elde edilmis olacak.

end

end
oran=dogru/tekrar
t=toc

45
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EK-2 MCD Yontemi icin MATLAB R2008a’da Hazirlanan Bilgisayar Kodlari

tic

tekrar=1000 %dongii say1si

p=2 % degisken sayisi

alfa=0.975

mul=[1 1]

mu2=[6 6]

%var1=[0.1,0.05;0.05,0.1]

varl=[1,0;0,1]

var2=[1,0;0,1]

n=15

n2=6

nl=n-n2

dogru=0

for i=1:tekrar
x1=mvnrnd(mul,varl,nl);
x2=mvnrnd(mu2,var2,n2);
x=[x1;x2];

o m e e e e
for h=floor((n+p+1)/2):(n+p+1)/2 % floor tamsayiya yuvarlar

%c=(chi2inv(h/n,h-1));

t=factorial(n)/(factorial(n-h)*factorial(h)); %t n'in h'li kombinasyonlarinin
sayist: h elemanli miimkiin alt kiime sayisi.

y=combntns(1:n,h); % 1'den n'ye kadar olan sayilarin h lik kombinasyonlart.
determ1=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];

for r=1:t

z=y(r,:); % z: n'nin h'lik tiim kombinasyonlarindan y nin r.inci sirasindaki
kombinasyon

X; % mixture dagilimdan iretilmis veri matrisi

yy=[1,1];

for ii=1:h

xx=x(z(ii),:); % x veri matrisinde yer alan elemanlardan h tanesi ile olusturulmus bir
kombinasyon

yy=[yy;xx];

end

yy(1,)=[l;

fff=det(cov(yy));

zz=[yy(:,1);yy(:,2)]; %yy matrisinin siitunlarini tek bir satira yan yana yazar.
determ=[zz',fff];

determl1=[determ1;determ];

end

determ1(1,:)=[];

H= sortrows(determl, 2*h+1);
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EK-2 (Devam) MCD Yontemi i¢in MATLAB R2008a’da Hazirlanan Bilgisayar
Kodlart

A=H(1,)) ; % en kii¢iik kovaryans determinantina sahip h birimden olusan alt 6rnek
ve hacim degeri.

A(:,19)=[]; %en kiiciik kovaryans determinantina sahip h birimden olusan alt 6rnek.
K1=A;

k2=A:;

for m=1:h

k1(:,h+1)=[];

k2(:,1)=Il;

end

Q=[k1',k2"]; %en kii¢lik hacime sahip h birimden olusan alt 6rnek.
ortQ=mean(Q);

varQ=cov(Q);

ay=[1,1,1];

for mm=1:n
DD2=sqrt((x(mm)-ortQ)*inv(varQ)*(x(mm)-ortQ)";
if DD2>sqrt(chi2inv(alfa,n-1))
ay=[ay;mm,x(mm,:)];

end

end

ay(1,:)=[l;

ay(:,1)=II;

X2:

if sum(sum(ay))==sum(sum(x2))

dogru=dogru+1

end

end

end

oran=dogru/tekrar

t=toc



EK-3 FMCD Yontemi i¢in MATLAB R2008a’da Hazirlanan Bilgisayar Kodlari

tic

tekrar=1000 %dongii say1si
p=2 % degisken sayisi
alfa=0.975

mul=[1 1]

mu2=[6 6]

varl=[1,0;0,1]
var2=[1,0;0,1]

n=15

n2=6

nl=n-n2

dogru=0

for i=1:tekrar
x1=mvnrnd(mul,varl,nl);
x2=mvnrnd(mu2,var2,n2);
x=[x1;x2];

SS=X;

g=1:n;

q;

x=[ x;

O mm o e - -
for h=floor((n+p+1)/2):floor(n+p+1)/2 % floor tamsayiya yuvarlar
t=factorial(n)/(factorial(n-h)*factorial(h)); %t n'in h'li kombinasyonlarinin
sayist: h elemanli miimkiin alt kiime say1si.

y=combntns(1:n,h); % 1'den n'ye kadar olan sayilarin h lik kombinasyonlari.
alt = 1; ust = t+1,

r =floor (alt + (ust-alt) * rand(1,1));

z=y(r,:); % z: n'nin h'lik tiim kombinasyonlar1 olan y nin r.inci sirasindaki
kombinasyon

D=-1;

uu=10;

for kk=1:uu
D1=D;

yy=[1,1];

K=x;

K(,)=[1;

for ii=1:h
xx=K(z(ii),:); % x veri matrisinde yer alan elemanlardan h tanesi ile olusturulmus
bir kombinasyon
yy=[yy;xx];

end

yy(1,)=II;
ortyy=mean(yy);
varyy=cov(yy);
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EK-3 (Devam) FMCD Y o6ntemi i¢cin MATLAB R2008a’da Hazirlanan Bilgisayar
Kodlart

D=det(varyy);

Kk;

if D==D1

I

‘hey’;

kk=uu ;

ay=[1,1,1];

for ee=1:n
DD2=[ee,((ss(ee)-ortyy)*inv(varyy)*(ss(ee)-ortyy))];
if DD2>sgrt(chi2inv(alfa,n-1))
ay=[ay;ee,ss(ee,:)];

end

end

ay(1,:)=II;

ay(;1)=[I;

if sum(sum(ay))==sum(sum(x2))
dogru=dogru+1;

end

break

else

d2=[1,1];

for mm=1:n
DD2=[mm,((x(mm)-ortyy)*inv(varyy)*(x(mm)-ortyy)")];
d2=[d2;DD2];

end

d2(1,:)=[]; %yy matrisinden hesaplanan ortalama ve 6r.varyansi iizerinden
hesaplanan cook uzakliklari.
Hd2= sortrows(d2,2);

for tt=1:n-h

Hd2(h+1,:)=[];

end

Hd2;

z=Hdz2;

z(:,2)=1l;

z".

end

end

end
oran=dogru/tekrar
end

t=toc



EK-4 MVV Yontemi icin MATLAB R2008a’da Hazirlanan Bilgisayar Kodlari

tic

tekrar=1000 %dongii say1si
p=2 % degisken sayisi
alfa=0.975

mul=[1 1]

mu2=[6 6]

varl=[1,0;0,1]
var2=[1,0;0,1]

n=20

n2=6

nl=n-n2

dogru=0

for i=1:tekrar
x1=mvnrnd(mul,varl,nl);
x2=mvnrnd(mu2,var2,n2);
x=[x1;x2];

SS=X;

g=1:n;

q;

x=[ x;

O mm o e - -
for h=floor((n+p+1)/2):floor(n+p+1)/2 % floor tamsayiya yuvarlar
t=factorial(n)/(factorial(n-h)*factorial(h)); %t n'in h'li kombinasyonlarinin
sayist: h elemanli miimkiin alt kiime say1si.

y=combntns(1:n,h); % 1'den n'ye kadar olan sayilarin h lik kombinasyonlari.
alt =1; ust = t+1,

r =floor (alt + (ust-alt) * rand(1,1));

z=y(r,:); % z: n'nin h'lik tiim kombinasyonlar1 olan y nin r.inci sirasindaki
kombinasyon

D=-1;

uu=10;

for kk=1:uu
D1=D;

yy=[1,1];

K=x;

K(D=0,
forii=1:h
xx=K(z(ii),:); % x veri matrisinde yer alan elemanlardan h tanesi ile olusturulmus
bir kombinasyon
yy=Lyy;xx];

end

yy(1,)=;
ortyy=mean(yy);
varyy=cov(yy);



EK-4 (Devam) MVV Yontemi icin MATLAB R2008a’da Hazirlanan Bilgisayar
Kodlart

D=trace(varyy)*(varyy);
KK;

if D==D1

I;

ay=[1,1,1];
for ee=1:n
DD2=[ee,((ss(ee)-ortyy)*inv(varyy)*(ss(ee)-ortyy))];

if DD2>sgrt(chi2inv(alfa,n-1))

ay=[ay;ee,ss(ee,:)];

end

end

ay(1,)=[l;

ay(;1)=[I;

if sum(sum(ay))==sum(sum(x2))

dogru=dogru+1;

end

break

else

d2=[1,1];

for mm=1:n
DD2=[mm,((x(mm)-ortyy)*inv(varyy)*(x(mm)-ortyy)")];
d2=[d2;DD2];

end

d2(1,:)=[]; %yy matrisinden hesaplanan ortalama ve 6r.varyansi iizerinden
hesaplanan cook uzakliklari.

Hd2= sortrows(d2,2); %d2 matrisindeki uzakliklar bakimindan gozlemler siraya
dizilir. Sonra bu matrisin

% birinci siitununda yer alan gozlemlerin

% tiretilme numaralarinin yeni yerinin ne

% oldugu, hangi gozlemlerin

% uzakliklarinin en kii¢lik oldugunun tespiti

% i¢in Onemli.

for tt=1:n-h

Hd2(h+1,:)=[];

end

Hd2;

z=Hd2;

2(:2)=[1;

Z,
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EK-4 (Devam) MVV Yontemi icin MATLAB R2008a’da Hazirlanan Bilgisayar
Kodlart

end
end
end
oran=dogru/tekrar
end
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