41CE
o\) 4'/1’

V)
/'931 S8

N
o
o
D

T.C.

DUZCE UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

COK KATLI INTEGRALLER ICIN OSTROWSKI TiPLi
INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

AYLIN AYGUL MALLI

YUKSEK LiSANS TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN
PROF. DR. MEHMET ZEKi SARIKAYA

DUZCE, 2020



T.C.
DUZCE UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

COK KATLI INTEGRALLER ICIN OSTROWSKI TiPLi
INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Aylin Aygil MALLI tarafindan hazirlanan tez ¢alismasi asagidaki jiri tarafindan Diizce
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali’nda YUKSEK LISANS
TEZI olarak kabul edilmistir.

Tez Damismani
Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA

Diizce Universitesi

Jiiri Uyeleri

Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Diizce Universitesi

Dog. Dr. Hiiseyin BUDAK
Diizce Universitesi

Dog. Dr. Mehmet Eyiip KIRIS
Kiitahya Dumlupinar Universitesi

Tez Savunma Tarihi: 20/08/2020



BEYAN

Bu tez ¢calismasinin kendi ¢alismam oldugunu, tezin planlanmasindan yazimina kadar biitiin
asamalarda etik dis1 davranisimin olmadigini, bu tezdeki biitiin bilgileri akademik ve etik
kurallar i¢inde elde ettigimi, bu tez calismasiyla elde edilmeyen biitlin bilgi ve yorumlara
kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklari da kaynaklar listesine aldigimi, yine bu tezin
calisilmas1 ve yazimi sirasinda patent ve telif haklarini ihlal edici bir davranisimin

olmadigini beyan ederim.

20 Agustos 2020

Aylin Aygiil MALLI



TESEKKUR

Yiiksek lisans 6grenimim ve bu tezin hazirlanmasinda siiresince gosterdigi her tiirlii destek
ve yardimdan dolay1 ¢ok degerli hocam Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA’ ya en icten

dileklerimle tesekkiir ederim.

Bu calisma boyunca dualarin1 ve desteklerini esirgemeyen aileme ve sevgili esime

tesekkiirii bir borg bilirim.

20 Agustos 2020 Aylin Aygiil MALLI



ICINDEKILER

Sayvfa No

SIMGELER .....cvueuveereresnenssssesessesssssessssessssssssssessssssessssessssssessssessssssessssensssese vi
OZLET aaeeeeiiiiennnnneecnsesscccccssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssas vii
ABSTRACT ....ueieeeereeneecraecsaeessnesssecsasesasesssessssssssssssessssssssssssssasesasesassssssssases viii
L. GIRIS eoeeeerereeeseeeenenenenesessassssssssssssssssssssssesssessssssssssssssssssssssssssssssssesesesens 1
2. KURAMSAL KAVRAMLAR ...oocoeecrreeecraeecsanecssncessssesssnesssscesssssssnsssassessas 2
2.1. GENEL KAVRAMLAR ......uoveteerreereeresessessssessssssssssesssssssesssssssassssessssessassssessssssesans 2
3. MATERYAL VE YONTEM.....cuoueuurererereresesnesesessesesesessesssssesesssessesssssses 10
3.1. GIRIS 10
3.2. OSTROWSKI TIPLI ESITSIZLIKLER ..cccvttiussssrrisssssssssssssssssssssssssssssssssess 10
3.3. DIGER OSTROWSKI TiPLi ESIiTSIZLIKLER 25
4. BULGULAR VE TARTISMA. ....covnnnnnanreicccscscssssssssssssecscsssssssssssssssssssssse 30
4.1. DiGER OSTROWSKI TiPLi ESIiTSIZLIKLER 30
4.2. IKi KATLI INTEGRALLERDE OSTROWSKI TiPLI ESITSiZLiKLER.....36
4.2.1. ||||oo - Norma Ait Fonksiyonlar icin Esitsizlikler 36
4.2.2. Hacim Formiilii I¢in Uygulamalar...........ce.ceeeeeeresessesesesssessesesessssssesssesesesses 43
4.2.3. ||||p - Norma Ait Fonksiyonlar I¢in ESitSiZIKIEr ......c.ccceverueressenesesseresssesesseseans 46
4.2.4. Hacim Formiilii icin Uygulamalar .49
4.2.5. ||||l - Norma Ait Fonksiyonlar I¢in ESitSiZIKIEr .......ceeeereereueresseressesesessenesesne 52

4.3. DIGER OSTROWSKI TiPLi ESIiTSiZLIKLER 55
4.3.1. BAZI OZAESHKIET .....eevereeeeneeereresrereresssessssesessssssssasessssssssssasessssssssssesssssssssasesssssens 55
4.3.2. BAZI SINITIAT ...oeieiiiiiiiiieieeieeeeteeeeeneeeeeeeeeseeesesesesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 59
4.3.3. Hacim Formiilii icin Uygulamalar .65

4.4. HOLDER TiPLi FONKSIiYONLAR iCIN OSTROWSKI ESITSIiZLIiGi........ 69
4.4.1. Agirhkh Durum 74

5. SONUCLAR VE ONERILER .....cuououerierereresrerenesesssssesesesssesessssssssssseses 79
6. KAYNAKLAR ....cccoeiereiernrcnncssnessascssncssscssnsssasosssessssssasssasssassssssssssssasssasssas 80

OZGECMIS ouueeeeeeeeereresenssssesessssssesessssssssssssssssssesesssssssssssssssssssesessssssssssses 84



S~R R BT

- ==

by
<

L%
LT
.

P

H,

SIMGELER

D kiimesinin kapanisi

Reel Sayilar Kiimesi

n boyutlu (?klit Uzay1

m boyutlu Oklit Uzay1

R nin i¢inde bir aralik

I nin igi

f in birinci tiirevi

f in ikinci tiirevi

f in x’e gore tiirevinin y ’ye gore tiirevi
f in mutlak degeri

En kiigiik tist sinir
Esas st smirlarinin infimumu
Kapal1 aralik

Acik aralik

Kapal1 araliklarin kartezyen ¢arpimi
Kapal1 araligin kartezyen carpimi

00 -norm

p -norm

1-norm

vi



OZET

COK KATLI INTEGRALLER ICIN OSTROWSKI TiPLi INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI

Aylin Aygiil MALLI
Diizce Universitesi
Fen Bilimler Enstitiisii, Matematik Ana Bilim Dal1
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
20 Agustos 2020, 83 sayfa

Bu tezde, iki degiskenli fonksiyonlar i¢in agirlikli Montgomery 6zdesligini elde ederek,
bu 6zdesligin uygulanmasi ile elementer analiz kullanilarak iki bagimsiz degiskenli

fonksiyonlart igeren ¢ok katli integraller icin Ostrowski tipli integral esitsizlikleri
vermektir.

Anahtar Soézciikler: Holder esitsizligi, Montgomery 6zdesligi, Ostrowski esitsizligi.
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ABSTRACT

OSTROWSKI TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR MULTIPLE
INTEGRALS

Aylin Aygiil MALLI
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Science, Department of Mathematics
Master of Science Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
20 August 2020, 83 pages

In this thesis, we obtain weighted Montgomery's identities for function of two variables
and apply them to give new generalization Ostrowski type integral inequalities for

multiple integrals involving functions of two independent variables by using fairly
elementary analysis.

Keywords : Holder’s inequality, Montgomery’s identity, Ostrowski inequality.
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1. GIRIS

Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in iinlii 7 degerini hesaplamasina kadar
uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Konveks fonksiyonlarin sistematik arastirmasina
ilk olarak 19. ylizyilin sonlarinda rastlanmasina ragmen, 20. yiizyilin ortalarinda
matematigin 6nemli bir alan1 olarak goriilmeye baglanmistir. Konvekslik, geometri,
analiz, lineer cebir ve topolojide kullanilir ve sayi teorisi, klasik ekstremum problemleri,
lineer programlama, oyun teorisi ve esitsizlikler teorisi (lineer, klasik ve matris) gibi
cesitli konularda oOnemli rol oynar. Son yiizyillda gelisen disiplini ve artan

uygulamalariyla matematiksel analizin merkezi alanlarindan biri olarak yerini almistir.

[1]’de yazilan "Inequalities" adli eser esitsizlikler teorisi i¢in temel basvuru kaynagidir.
Okuyucu bu eserde konveks fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni esitsizlikleri,
problemleri, ispat yontemlerini ve sonuglar bulabilir. Buna ek olarak [2] yazdigi
"Inequalities” adli eser ve [3]’de yazdigi "Analytic Inequalities" adli eseri de
sOyleyebiliriz. Bu kaynaklar esitsizlikler teorisini arastirmak isteyen okuyucu i¢in el

altinda bulunmasi gereken kaynaklardir.

Analitik esitsizlikler yaygin olarak matematik ve bir¢cok uygulamali matematigin g¢esitli
dallarinda gelisiminin arkasindaki temel itici gili¢lerinden biri olarak kabul edilmektedir.
Esitsizlikler ile ilgili ¢alismalar son on yildan fazladir matematigin bir¢ok farkl
alanlardaki uygulamalara nasil biiyiik bir katki saglandigi acik¢a ortadadir. Ornegin,
Cebysev, Griiss, Yamuk, Ostrowski, Hadamard ve Jensen esitsizlikler ile ilgili bircok

uygulama literatiirde ¢ok 6nemli bir yere sahiptir.

Tezimizin temel taslarini olusturan Ostrowski tipli esitsizlikler ile ilgili ¢aligmalarin
biiyiik bir kismi1 da “Ostrowski Type Inequalities and Applications in Numerical

Integration” isimli kitapta bir araya getirilmistir [4].

Bu tezde amacimiz ¢ok katli integraller i¢in yeni Ostrowski tipli integral esitsizlikleri
vererek yukarida bahsedilen gelismeler ¢ergcevesinde literatiirde bu esitsizliklerin de yer

bulmasini saglamaktir.



2. KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1. GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezimiz igin gerekli olan tanim ve teoremler verilmis olup ayrica gerekli

goriilen bazi dnemli teoremlerin ispatlarina da yer verilmistir.

Teorem 2.1.1 (Jensen Esitsizligi). f fonksiyonu (a,b) araliginda konveks ve

X, e(a,b) olsun. Bu durumda o; >0 ve ! o, =1 ise,

f(iaixijﬁiaif(xi) 2.1

esitsizligi gecerlidir.
ispat. f fonksiyonu her x,<(a.b) igin bir suport dogruya sahiptir. Yani her x,
noktast igin f(x)> f(x, )+ m(x—x,) olacak sekilde x, a bagh bir m noktasi vardir. Bu

esitsizlikte 6zel olarak i =1,2,...,n iginx, =2, a,x, secilirse,

f(xl.)Zf(xO)+m Xi _xo)

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikler «; ile ¢arpilir, daha sonra taraf tarafa toplanir

ve diizenlenirse Jensen Esitsizligi elde edilir.
Teorem 2.1.2 (AO-GO Esitsizligi). Eger her i=12,..,n i¢in x; 20, o, >0 ve

Yo =1 ise,
[1x" < Zn:aixi (2.2)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat. En az bir i igin x, =0 ise ispat agikardir. x, >0 durumunda, y, =logux,

segilirse,



1o —eof S0
i=1

i=1

olup f (t) =e¢' fonksiyonu R ’de konveks oldugundan Jensen Esitsizligini uygularsak,

i =
=
'R
Il
\
VR
i =
R
=
N—

elde edilip ispat tamamlanmis olur. Ozel olarak n=2, «, = 5. =1, x=x" ve

x, = y? segilirse Young Esitsizligi olarak bilinen,

xyﬁlx”+lyq

esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.1.3 (Holder Esitsizligi). x,...x,y.,..y, >0, p,g>1 oyleki 1+ 1

141
P g

olmak tizere,

zxiyi S(inpj [Zyqu (2.3)
i=1 i=1 i=1

esitsizligine Holder Esitsizligi denir. Ozel olarak p =g =2 secilirse yukaridaki

esitsizlikten Cauchy-Buniakowsky-Schwartz esitsizligi elde edilir.

Ispat. Yukaridaki esitsizlikte x, ve y, lerden en az biri sifirdan farkli olsun. O halde

u= (Z'Ll x! y ve V= (Z?:l A y her ikisi de pozitif olur. Young esitsizliginde x=x,/u

ve y=y,/v secilirse,



p q
Ny (x\ 1y
uv plu q\ v
esitsizligi elde edilir ve bu esitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

ZI lxyz< +l=1

uy P q

olur. Bu da Holder esitsizligini verir.

Tamim 2.1.1 (integraller I¢in Holder Esitsizligi). p >1 ve L+1=1 olsun. f ve

1
q

g, [a.b] araliginda tammli reel fonksiyonlar 17" ve |g|” [a,b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

b b v (b ‘
I|f(x)g(x)dx££'[|f(x)pdxj (ﬂg(x]quj 2.4)
esitsizligi vardir.

Tamim 2.1.2 (Ustten Yan siirekli Fonksiyon). / : K — R reel degerli bir fonksiyon

olmak tizere x, € K noktasinin komsulugunda her x € K ve V& >0 i¢in

O f(x)+e (2.5)
veya
hgl sup f(x) < f(x,) (2.6)

oluyorsa f ’e x, € K noktasinda iistten yar1 siirekli fonksiyon denir.

Tammm 2.1.3 (Alttan Yan Siirekli Fonksiyon). f : K —>R reel degerli bir

fonksiyon olmak iizere x, € K noktasinin komsulugunda her x € K ve V& >0 i¢in

fO=zf(x)—¢ (2.7)



veya

lim inf (x) > f(x,) 2.8)

X=X

oluyorsa f ye x, € K noktasinda alttan yari siirekli fonksiyon denir.

Tanim 2.1.4 (Kuvvet Ortalama Esitsizligi). ¢>1 olsun. f ve g, [a,b] aralifinda

q

tanimli reel fonksiyonlar olsun. |f| ve |g , [a,b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

1

IUKMg@wks(ﬂfuwaq(ﬂfummxﬁdqq (2.9)

a a a

esitsizligi vardir.

Teorem 2.1.4 (Ostrowski Esitsizligi). a,b € I, a < b ve f' € L[a, b] olacak sekilde
f:I € R - R taniml, I°°de diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger |f'(x)| <
M ise Vx € [a, b] i¢in

1 (P M [(x—=a)?+ (b —x)?
V“)‘E?sz““tSb_a[ . ]
= M —a)|*+ (x_aTw)zl (2.10)
4 (b—a)?

esitsizligi elde edilir. Buradaki i katsayis1 bu sartlar altindaki en 1yi katsayidir. Daha
kiiciik olan bir katsayi ile yer degistiremez [5].

Ispat. f:[a,b] > R fonksiyonu (a,b) de diferensiyellenebilen bir fonksiyon

oldugundan x € (a, b) igin

_ft—a ast=sx
p(x’t)_{t—b, x<t<bh

olmak tlizere



b b
F0) = 5= [ f@ae+ 5= [ pmorou

esitligi yazilabilir. Bu esitlikten

1 (P 1 (P
F@) -5 | Fwae=3— [ peorow

1 [(* b
= Ua (t —a)f'(t)dt + L (t — b)f’(t)dtl

elde edilir. Yukaridaki esitlikte her iki tarafin mutlak degeri alindiginda

1 [(* b
=‘mUa (t—a)f’(t)dt+Jx(t—b)f’(t)dtl

1 b
fo) - 5— | e

olur. integralin mutlak deger 6zelligi kullanilarak,

1 x b
s—U |t—a||f'<f>|dt+f |t—b||f'(t>|dtl
b—all, b

1 b
-5 [ roa
yazilir. |f'(x)| < M oldugundan

[ X b
SbMTa_L(t_a)dt-"L(t_b)dtl

M [/e? * £2\|”
=b—a <?—ta> +<tb—?> ]
a X

M [(x—a)*+ (- x)zl
2

1 b
f00 —5— | e

elde edilir. Boylece

2

a+b+a+b )2+(b a+b+a+b )
2 2 ¢ 2 2 *

=[5 +2 (=) ()

(x—a)2+(b—x)2=(x—




2

5 )
e a5

2
a + b\*
1 (x-
=2(b—a)’ Z+((b——c21)2)

esitligi kullanilarak ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.1.5 (Griiss Esitsizligi). f ve g, [a,b] lzerinde integrallenebilen iki

fonksiyon olsun. m,n, M, N € R ve Vx € [a, b] igin

ﬁf:f(x)g(x)dx - (b—la)z fabf(x)dx f;g(x)dx| < %(M -—m)(N—-n) (2.11)

dir. Bu esitsizlik literattirde Griiss Esitsizligi olarak bilinir.

Tamm 2.1.5 (Taylor Formiilii). f € C"[a,b], f 1) tiirevi [a.b] araliginda mevcut ve

X, € [a,b] olsun. Bu durumda,

n (k)
P (x)= f (XO)(x—xo)k 2.12)

dir.
Teorem 2.1.6 (Ortalama Deger Teoremi). f e[a,b] ve f fonksiyonu (a,b)

araliginda diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda (a,b) aralig1 i¢inde

f'(C)=M 2.13)

esitligini saglayan bir ¢ sayis1 vardir.

Teorem 2.1.7 (Fubini Teoremi). f, R= {(x, y}a <x<b,c<Ly<d } kiimesi {izerinde

siirekli ise,



JJ £ y)aa= Ib Id £ y)dydx = Id fb (%, y)dxdy (2.14)

R

dir.
Tanmm 2.1.6. f : X < R—> R reel degerli bir fonksiyon olsun. Her xe€ X i¢in

f(x)<M , ise M ’ye f ’nin bir iist sir1 denir. (Yani, f ' (u,0) = {x eX : f(x)> M}

kiimesi bostur). Burada

U,=MeR: f(1,0)=0 (2.15)

kiimesi f 'nin Ust smirlarinin kiimesi olsun. f ’nin supremumu, eger U, kiimesi

bostan farkli ise bu durumda,

supf =infU, (2.16)
olarak tanimlanir. Diger durumda ise

sup f =+ (2.17)

dir. Ayrica her xe X icin f(x)<M olacak sekilde M € R varsa bu durumda
sup f <M dir.

(X DI ,u) Olciilebilir bir uzay ve f ’de 6l¢iilebilir fonksiyon olsun. Bu durumda hemen
hemen her xe X icin f(x)<M yada f~' (,u, oo) Olciilebilir kiimesi sifir 6lgiimli

ise M 'ye f ’nin esas lst sinir1 denir.
Us =M eR : plf ™ (u.))=0f (2.18)

esas {ist sinirlarinin kiimesi olsun. Bu durumda, U} #¢ ise yukardaki tamima benzer

olarak



esssup f =inf U” (2.19)

olarak tamimlanir. Aksi halde, yani U ;” #@ ise esssupf =+ dir. Ayrica, bu

durumda hemen hemen her xe€ X i¢in f(x)<M olacak sekilde M € R varsa

esssup f <M dir.

Ayrica esas infimum tanimi da esas alt sinirlarinin supremumu olarak tanimlanir yani

esas alt sinirlarinin kiimesi bostan farkli ise
essinf f = sup{k €R : ,u({x D f)< k})z O} (2.20)

olarak tanimlanir. Eger esas alt sinirlarin kiimesi bos ise bu durumda ess inf f = —o0

dir.

Eger wp(X)>0 ise
inf f <essinf f <esssup f <sup f (2.21)

bagintis1 vardir. Eger (X) =0 ise bu durumda da esssup f =+ ve essinf f =—o0

dir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. GIRIS

AM. Ostrowski’nin 1981 yilinda ispatladigi esitsizlik (Teorem 2.1.4), literatiirde
Ostrowski esitsizligi olarak bilinmektedir. 1938’deki ispattan bu yana aragtirma
faaliyetleri bu (Teorem 2.1.4) esitsizligi ve bu esitsizligin uygulamalar iizerine bir¢cok

calisma yapilmaktadir. Referanslar onemli 6l¢iide Ostrowski esitsizligi igermektedir.

Son 20 yilda Ostrowski esitsizlikleri merkezli iddialara olan ilgiler hep yenilikler
kazanilarak, c¢esitli c¢alismalar, genellesmeler ve uzantilari, varyasyonlar ve

uygulamalar1 literatiirde kendine 6nemli bir dl¢iide yer bulmustur.

Bu boliimde biz Ostrowski esitsizligi (Teorem 2.1.4) ile ilgili daha basit olan en son
gelismelere deginecegiz. Uygulamalarin yararliligini goéstermek icin bazi esitsizlikler

aciklayacagiz.

3.2. OSTROWSKI TiPLi ESITSIZLIKLER

Bu boliimde son zamanlarda bazi aragtirmacilar tarafindan kurulan bazi1 Ostrowski tipi
esitsizlikleri sunaca@iz. Ilk olarak, Dragomir tarafindan kurulan Lipschitzian

dontistimleri i¢in Ostrowski esitsizliklerinin genellestirilmesi ile baslayalim:

Teorem 3.2.1. f: [a, b] = R, [a, b] tizerinde L-lipschitzian doniisiimii olsun. Her x,y €

[a, b] ve L = 0 sabiti i¢gin

fG)=f) <Llx—yl
saglansin. Bu durumda her x € [a, b] igin

2

b 1 (x_a+b)

3.1)

dir. 14 bu sartlar altindaki en 1yi sabittir.

10



Ispat. Riemann-Stieltjes integrali i¢in kismi integrasyon formiiliinii kullanilarak

f(vaﬂw=ﬂ@@—@—ffmm

veE

b b
f(erﬂw=ﬂ@w—@—ff@m

elde edilir. Ustteki esitlikler taraf tarafa toplanirsa

b x b
f@Xb—®—fothf@—aMﬂo+j(b4mﬁﬁ) (3.2)

olur. Simdi varsayalim ki sirasiyla 4, : a = x,™ < x,™ < . < x,_, ™ < x,™ = b

(n) —x-(n)), v(4,) >0, n—> o ve fi(") €

araliginda v(4,) := maxie{o,l,._m_l}(xi 1= X

[xi(n),xi(ﬂ olsun. Eger p:[a,b] » R, [a,b] iizerinde Riemann integrallenebilir

anlaminda ve v: [a, b] — R, [a, b] tlizerinde L —Lispschitzian ise, o halde

n—-1

iy 2 () o) — o(x(”)]

=

b
fpumm@=

= > i+1 L (n) (n)
?(4n)=0 Xiv1 — X%

n—1 m)Yy _ (m)
< i Z HONINOBING v(xi+1) v(xi )
i 3t (e )

n-—1
<t dim > |p(6)] (+ - 1)
i=0

b
= Lf lp(x)|dx (3.3)

dir. Ayrica, [a, x] ve [x, b] araliginda (3.3) esitsizligini kullanilirsa,

11



X b
j’<t——a>df<t>+ [ (¢ - B)Af ()

< +

b
_f&—bMﬂﬂ

_[@—awﬂu

X b
SLU |t—a|dt+f It—bldtl
a X

=S —a)? + (b — 0]

2
a+b
1 (x_ 2)
=L(b — a)? Z +W (3.4)

2

elde edilir. Boylece (3.2) ve (3.4) yardimu ile (3.1) esitsizligi elde edilir. Simdi (3.1)

esitsizliginde € > 0 sabitinin oldugunu varsayalim, o halde

(x_a+b)

2
W (3.5)

b
ff(t)dt—f(x)(b—a) <L(b-a)?|C+

yazilir. Boylece, her x € [a,b] i¢in (3.5) esitsizliginde f:[a,b] > R, f(x)=x

doniisiimii uygulanirsa

a+b
PRI/ PN

olur. Ayrica, x = a i¢in,
b—a 1
- < — -
2 = [C * 4] (b=a)

elde edilir. Burada C > i oldugu anlasilir ve ispat tamamlanir.
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Hatirlatma 3.2.1. Eger f doniisimii (a, b) tizerinde diferensiyellenebilir ve f', (a, b)
araliginda sinirh ise, (3.1)’de L’nin yerine ||f'||, alinirsa ||f'|lco = sSupream!|f (®)] <

oo dir.

Teorem 3.2.2. f:[a,b] — R, (a, b) aralig1 tizerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim
olsun. f’, [a, b] tizerinde integrallenebilir ve her x € [a,b],y, € Ri¢iny < f'(x) <

I' olsun. Bu durumda her x € [a, b] i¢in,

f(b)—f(a)( _a+b
b—a x

1 b
fo)—5— | flode- i

)‘ <G-0r-y) GO

dir.

Ispat. Ilk olarak

_(t—a, t €[a,x]
plx ) = {t —b,  te(xb] (.7

fonksiyonunu tanimlayalim. Kismi integrasyon yardimiyla, her x € [a, b] i¢in,
1 b 1 b
— ! = - 3.8
=z ) Peor@de= e —;— [ foa G

yazilir. Her x € [a, b] ve t € [a, b] igin (3.7)’den,
x—b<pkxt)<x—a

oldugu agiktir. p(x,) ve f'(c) donisiimlerine Griiss esitsizligi (Teorem 2.1.5)

uygulanirsa

1 (P 1
mfa P, Of (Dt <7 (x—a—x+b)T - 7) (3.9)

elde edilir. Basit bir hesaplamayla

13



b x b
b_ia.[ap(x,t)dt=ﬁul(t—a)dt+fx(t_b)dtlzx_a-;b

Ve

1P, f) = f@
mfaf(t)dt——b_a

bulunur. (3.6) esitsizliginin ispat1 (3.8) ve (3.9)’daki iki esitsizlik ile tamamlanmis olur.

Hatirlatma 3.2.2. Eger sirasiyla (3.6)’da, x = asz ve x = b segilirse,

‘f<a;b)_biajabf(t)dt

S%(b—a)(F—y) (3.10)

ve

b 1 b
f(a);rf( )_b—af FOdt

S%(b—a)(l"—y) (3.11)

elde edilir. (3.6)’ya benzer bir sekilde elde edilen teorem asagida belirtilmistir [6].

Teorem 3.2.3. f: [a, b] = R mutlak siirekli fonksiyon ve f’ € L,[a, b] olsun. O halde
her x € [a, b] i¢in

/; 1 2 1 b ’ ?
a(f)=0h-a) mllf ||z—m<f f(t)dt>

olmak tizere

3

(b—a)z
; (3.12)
<755 VU

b b
& - 700 - (x- 52 @ - r@) - [ e

dir. 2% bu sartlar altindaki en 1yi katsayidir.
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Ispat. p(x, t) doniisiimii (3.7)’deki gibi tammlasin. Kismi integrasyonla,

b b
[ peor@a=we-wrw- [ roa

elde edilir. Ayrica,

ve

a

fbp(x, Hdt = (b - a) (x -

a+b

)

b
| r@de= 1 - 1@

dir. (3.13)—(3.15)’den

b 1 b 1
[ beo -5 resrss[ro-5= |

a+b

b
f f’(s)dsl dt

b
= (o~ @ = (x =57 F®) ~ f@] - | e

elde edilir. Diger taraftan,

dahasi

<

b

1
p() —3— | plxs)ds

a

2

1 b
o -5 [ ooras

15

2

2

1 b
f —mjaf(s)ds

(b —a)?
12

b 1 b 1 b
fa [p(x.t)—m f p(x,s)ds] lf’(t)—m f f'(s)ds]dt

2

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)



2 p) — 2
=If'lIZ - (¢ )b_j;(a)) (3.19)

1 b
Hf ——b_afaf(sws

elde edilir. (3.16)—(3.19)’dan kolayca (3.12)’ye ulasilir. Clinkii

1
b) — 12
Vol = [uf'u% @ - )

dir. Boylece (3.12) nin ispati tamamlanir. Bu amagla, x € [0,1] olmak {izere

1
Etz ) t €[0,x]

f®=41 (3.20)
Eﬂ—t+m t € (x,1]

fonksiyonu tanimlasin. (3.20)’de verilen fonksiyon mutlak siireklidir; clinkii parcali

polinom fonksiyonudur. Simdi (3.12)’de C > 0 sabitini varsayalim,

b b
6~ 700 - (x - 52 @) - r@1 - [ e

(F(b) — f@)

21
P (.21

<cb- aﬁ[nf'u% -

yukarida a = 0, b = 1 ve f fonksiyonunu (3.20)’deki gibi segilirse,

2 x2

[(Foa=x—3-% fo=0 rw=x—1 f=

Jfwdt=x—g=o, J0O)=0 f)=x-5 J©)=5

olur ve buradan da (3.21)’in sol tarafini 1—12 olarak elde edilir. Ayrica (3.21)’in sag tarafi
c e 1 1 - e e

da WG olarak elde edilir ve dolayisiyla C > WG bulunur. WG sabitinin (3.12)’deki en iyi

sabit oldugu goriiliir ve bdylece ispat tamamlanmig olur.

[7] tarafindan kurulan Ostrowski tipli esitsizliklerde, daha 1y1 hata sinir1 elde etmek i¢in

uygulamalar genisletilmistir.
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Teorem 3.24. f:I1 c R - R, I° (I' nin igi)’da a,b € I° ve a < b diferensiyellenebilir
bir doniisiim olsun. Eger y, I € R sabitleri var ve Oyleki her t € [a, b] iginy < f'(t) <

I' ve f' [a, b]’de integrallenebilir ise,

_f® - f@

S b—a

olmak tzere

b\ f(b) — 1 b b —
|f(x)—(x—‘7”2r )f(;_g(“)—b_afaf(t)dt <26-n 62
ve
b\ f(b) — 1 b b—
‘f(x)—(x—a;r )f(;_g(a)—b_afaf(t)dt STa(I"—S) (3.23)
dir.

Ispat. p(x,t), (3.27)’deki gibi tanimlanan bir doniisiim olsun. Kismi integrasyonla,

1 (b | b
EL p(x,Of (Ddt = f) = mfa f(Hat (3.24)
1 b a+b
mja p(x,)dt =x === (3.25)
ve
b

a

elde edilir. (3.24)—(3.26)’dan

a+b\f(b)—f(a) 1 (P
) ) b—a _b—afaf(t)dt

HOBIE:
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1 (b 1 b b
= b — aJ. p(x, t)f,(t)dt—mf f’(t)dtf p(x, t)dt (3.27)

1 b 1 b b
R === | P OF Ot~z | FOd [ pode o)

elde edilir. Eger C € R keyfi bir sabit ise,

1 b 1 b
RuCO) = — f (F'() - ©) Ip(x. -7 f p(x, s)ds] dt (3.29)

elde edilir. Cilinkii,

b 1 b
f lp(x, t) — —j p(x, s)ds] dt =0 (3.30)
a b—a a
dir. Ilk olarak (3.29)’da C = y segilirse,
1 (P 1 (P
Rp(x) = mj; F'@©-v) lP(X. t) - EL p(x, S)dSl dt
ve

|Rn ()] <

! |( 0 - a+b) fbl "0 —yldt (3.31)
b—atrel%c%] P, x 2 “ f 14 ’

elde edilir. (3.31)’de

(3.32)

a+b)|_b—a

) —|x—
max|p(x) (x 5 5

t€la,b]

ve

b
f If'@ —vyldt =f(b) = f(@) —y(b—a) = (S—y)(b—a)

18



oldugundan
b—a
IR, (x)| < — S—-v) (3.33)

elde edilir ve (3.27), (3.28) ve (3.33)’den kolayca (3.22) elde edilir.

Ikinci olarak (3.29) da C = I segilirse

1 b 1 b
Ra) == [ 10 =1 o0~ 5 [ o ras|

ve
1 a+b\|(° .,
IR = =g max o) = (x = 252)| | 1770 — e (334)
elde edilir.
b
J lf'@)—rlde=rb-a)—fb)+f(a)=UT-S)(b-a) (3.35)
dir. (3.32), (3.34) ve (3.35)’den,
b—a
IR, ()| < — r-=s) (3.36)

elde edilir. (3.27), (3.28) ve (3.36)’dan kolayca (3.23) elde edilir ve bdylece ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.5. | c R agik bir aralik ve a,b €1, a <b olsun. Eger f:I - R bir
diferensiyellenebilir fonksiyon Oyle ki her t € [a,b] i¢cin y < f'(t) <T, y,[ €R

olsun.

5= f(b;:i(a) ve A € [0,1] icin a + Abz;a <x<b- lbz;a olmak tizere,
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‘(b - 0[5 (@ + F6) + @ = re —va - (x- 257 - [ o

b—a b—a
S(S—y)max{)l > x—a—A

,b—x—Ab;—a}(b—a) (3.37)

veE

-0 [50@+r0) + @ - D -ra-n(x- 57 - [ o

b—a b—a b—a
S(I“—S)max{/l > ,X—a—2 > ,b—x—/lT}(b—a) (3.38)

dir.

ispat.

(3.39)

doniistimii tanimlansin. Kismi integrasyonla

b
j k(x,t) f'(t)dt

= f: [t - (a + Abg—aﬂf'(t)dt + fxb [t - (b —xlb_Ta)]f’(t)dt

= (b-a) [5(f@ + ) + (1 = DfF@]| - [} F©)dt (3.40)

elde edilir. Dahasi

f:’k(x,t)dt: fa" o= (a+ 2229 ae+ f: o= (5= 2229 e

=Ha-o-25] - Ha-n 259

20



a+b)

=(1—/1)(b—a)<x— -

(3.41)

elde edilir. € € R bir sabit olsun. (3.40) ve (3.41)’den

b

b b
fk(x,t)[f'(t)—(:] dt=f k(x,t)f’(t)dt—CJ k(x, t)dt

A b b
= - @)@+ @) + - - ca -1 (x-2377)| - [ Foa G

elde edilir. Eger (3.42)’de C =y segilirse,

-0 5@+ r®) +a- 7w -ya-n(x-27)] - | forde

b
- f k(O (0 — vl dt (3.43)

elde edilir. Diger taraftan,

fabk(x, Olf' () —yldt| < trer%%]lk(x, )] fab|f'(t) — I'|dt (3.44)
elde edilir. Clinkii
[ [k O] = ma"{’lb ~Cx-a-2- ; b—x —Ab_—a}) (3.45)
ve
fablf’@) —Tldt = f(b) = f(@) —y(b—a) = (S—y)(b—a) (3.46)

dir. (3.43)—(3.46)’dan (3.37) elde edilmis olur. Eger (3.42)’de C = I' segilirse,
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(b—a) E (@ + F(B)) + (1 = DfG) = (1 = 2) (x == er b)] - f o de

b
_ f kCx, OLF' (6 — y] dt (3.47)

veE

b
f If'®©-rldt=r®-a) - (fb) - f(@)=UT-b-a) (3.48)

a

elde edilir. (3.45), (3.47) ve (3.48)’den kolayca (3.38) elde edilir ve bdylece ispat

tamamlanmis olur.

Sonug 3.2.1. Teorem 3.2.5’in varsayimi altinda,

6 -a-r6-a(x-5)- [ o d

2
S(S—y)[b;a+|x—a;b”(b—a) (3.49)
‘f(x)(b ~@) o) (x- 27 - | @
S(F—S)[b;a+|x—a;b”(b—a) (3.50)
drr.
ispat. (3.37) ve (3.38)’de A = 0 alinirsa
b-a

a+b| (3.51)

N[ =

max{x —a,b—x}==[b—a+[2x —a—-b|] = > +|x—

elde edilir. Yukaridaki ispatta

1
max{A,B}zE[A+B+ |A—B|], ab€R
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esitligi kullanildi. (3.51)’deki esitlikten, (3.49) ve (3.50)’nin gecerli oldugu kolayca

goriliir.

Sonug 3.2.2. Teorem 3.2.5’in varsayimi altinda,

—_ b b — 2
Pl @+ o - [ o < - P52 (.52
-a b (b — a)?
@+ o) - [ o de| < (-5 TS (353
dir.
Ispat. (3.37) ve (3.38)’de 1 = 1 almirsa, bu durumda
_a+ b
¥
ve
{Ab—a y _Ab—a b _Ab—a}_b—a
max X—a , X =3
elde edilir. (3.52) ve (3.53) acik¢a goriilmiis olunur.
Sonug 3.2.3. Teorem 3.2.5’in varsayimi altinda,
f(@) + f(b) a+b b
- )[— @ -5(x-5) - [roa
| ar b” b - a) (3.54)
+f(b +b b
- )[M @3- - [roa
2 |x - ~a) (3.55)

dir.
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Ispat. (3.37) ve (3.38)’de 1 = % alinirsa, o halde

{b —-a 3a+b a+3b }
max |\ ——, X R X
=maxfy(x-at o= 557) 5 (0 -t -5
=maxjz(x—a+|x > 7 X+ |x >
—1[b +2‘ a+b‘+|2 ( +b)|]—b_a+| a+b|
=3 a X > x—(a == X >
elde edilir. (3.54) ve (3.55) acik¢a goriilmiis olur.
Sonug 3.2.4. Teorem 3.2.5’in varsayimi altinda,
b—a 2y a+b b
L@+ @+ ) - (- 52) - [ r@ae
6 3 2 a
b — +b
S(S—y)[ 3a+|x—a2 ”(b—a) (3.56)
ve
b—a 2r a+b b
Pt @@+ w1 - 5 (- 50) - [0
a
b—a a+b
<=5+ -2 -0 (3.57)

dir.

ispat. (3.37)ve (3.38)’de A = % alinirsa, bu durumda

b—a b—a b—a}

max{/l ,x—a—/lT,b—x—/l

_ {b—a 5a+b a+5b }
= max c X e e X

1 2a+ b 1 a+2b
= marfz(x—a+|r-=5) 76 —x+ | -5}
b—a b—a a+b
:{ 6 ' 3 2 |}

1[b—a+| a+b|+|b—a+( a+b)”
22 T2 6 T

+|x—
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_b—a+|

a+b|
2

elde edilir. (3.56) ve (3.57) acik¢a goriilmiis olur.

Hatirlatma 3.2.3. Eger (3.49) ve (3.50); (3.54) ve (3.55); (3.56) ve (3.57)’de

x = aZLb alinirsa, x’e bagl olmayan esitsizlikler elde edilir.

3.3. DIGER OSTROWSKI TiPLi ESITSIZLiKLER

Bu bolimde, n-li diferensiyellenebilir doniisiimlerle ilgili ¢esitli arastirmacilar
tarafindan kurulan bazi Ostrowski tipli esitsizlikler sirasiyla verilecek. Asagida,

esitsizlikler verilmistir.

Teorem 3.3.1. f: [a, b] = R bir doniisiim olsun éyleki f™~ D, [a, b] de mutlak siirekli
ve her x € [a, b] igin f™ € L[a, b] i¢in

b Rl NKHL o (1K (e — o kFL
| f(t)dt—Z[(b i D lf"(x)
a k=0

(k + 1)!
)
< |(|7]:+ :ll)oo' [(x _ a)n+1 + (b _ x)n+1]
lF<11, nt
< G (- (3.58)

||f(")|| = sup |f(")(t)| < o0 oldugunda (3.58) esitsizligi elde edilir.
®  telab]

Ispat. Hipotezden, asagidaki tanimlama yapilabilinir;

b n-1 k+1 k k+1
(b—x)"""+(-D"*(x—a)
L fead= zkzol (k + D! i@

b
+(=D" f En(x, )f ™ (¢) dt. (3.59)

a

Her x € [a, b] i¢in E, (x, t) olmak tizere (3.59)’dan,
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(k+ 1!

b n-1 Nk ANk (e K+
ff“)dt‘Z[(b DM 4+ (-1)*(x - a) lfk(x)‘
a k=0

b b
[ B or®@@ar < Fl, [ 1B ol

X(+_ 4\ b _An n)
= ”f(n)”oo U‘; Mdt + fx Mdtl — ”f ”00 [(x — @)™ + (b — x)™]

n! n! (n+1)!

ifadesini elde edilir ve (3.58) esitsizligi kanitlanmig olur. (3.58)’deki ikinci esitsizligin

ispat1 x € [a, b] igin
(X _ a)n+1 + (b _ x)n+1 < (b _ a)n+1

esitsizliginden cikar.

Hatirlatma 3.3.1 (3.1)’de x = asz alinirsa,

b 1+ Db —a)k* o a+b
faf(t)dt_kzol (k + 1)! l 2k+1 f(k)< 2 )
T
=27+ 1)!

(b —a)**? (3.60)

esitsizligi elde edilir. Eger (3.58)’de n = 1 segilirse basit bir hesaplamayla, Ostrowski
nin (Teorem 2.1.4)’deki esitsizligi elde edilir. Diger bir sonu¢ benzer olarak Teorem

3.5. [8]’in elde ettigi asagidaki teoremdir.

Teorem 3.3.2. f:] € R —» R aralifinda olsun. Varsayalim ki f in n-lisi I° (I nin ici) da
diferensiyellenebilir ve f ™, [a,b] ilizerinde a,b €1° a<b integrallenebilir ve
varsayalim ki her x € [a,b] icin y ve T reel sabitleri i¢iny < f™ < T olsun. x €

[a, b] i¢in

— x)k+1 + (—l)k(x _ a)k+1

k + D! e

Ra) =f(x>+biakz1(b
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(b — x)n+1 + (=D"(x — a)n+1
(n+ 1! (b—a)?

1 b
[Fm0®) - fo @] - 5 | reode

tanmimlanir. O halde, her x € [a, b] i¢in,

|Ry ()|
(x — a)?™1 — (x — p)2n+1 (x — @)™ — (x — p)"*1 272
b—-—a)(2n+1) _< (b—a)(n+1) > ] (3.61)

<F—y
- 2(n)!

dir.

Ispat. Hipotezden (3.59) esitligi kullanilir ve yeniden yazilirsa

b Tt (b _ x)k+1 + (_1)k(x _ a)k+1
[ e =0 -arco+ >, s FEG)

b
(—n f En(x, ™ (6) dt

olur. Ayrica,

—1 n+1 ,b
( _)a f Ey(x, ) f (1) dt

1 (b — x)**1 + (—1D)*(x — a)**?

a (k + 1! fEe)

1 b
i fa f(©)dt, (3.62)

’ t—a) bt —p)yn _ \n+1l _ _ p\n+1
j En(x,t)dt=f (t=a) dt_|_f (t—b) dt = (x—a) (x —b)

a n! n! (n+1)!
_ 1 (b — )™ 4 (=D"(x — a)"*?!
=D (n+ 1)!

ve
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b
[ rmae= o) - fov@

dir. Boylelikle,

-1 n+1 b b
—ﬁfa En(x, t)dtfa f®(Odt
(b — x)n+1 + (_1)n(x — a)n+1 . .
N T I LA A Ol (3.63)
elde edilir. (3.62) ve (3.63) kullanilarak,
b b b
=) lﬁ fa Ey (x, Of ™ (t)dt — G _1a)2 fa En(x, t)dt fa f(”)(t)dtl

ifadesinin R,,(x)’e esit oldugu goriilir. Simdi Teoremde E,(x,) ve f™ () oldugu

yerde sirastyla f ve g yi uygulanirsa,

1
RACO| <5 (= ) [T (EnCe), E) (3.64
elde edilir. T(+,7) fonksiyonu (3.59)’da verilmistir ve zaten hesaplanmisti.

b (x _ a)n+1 _ (x _ b)n+1

L E,(x,t)dt = D!

(x _ a)2n+1 _ (x _ b)2n+1
nH2(2n+1)

b
f EZ(x, t)dt =
a

oyle ki

1 (b 1 b 2
T(En(x,-),En(x,-)) = EL E,%(x, t)dt —m<L En(x, t)dt)

1 (x —a)®*1 — (x — b)2™+1 <(x — @)™ — (x — b)n+1>2
- (3.65)

“ )2 (h—-a)2n+ 1) b-a)n+1)
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dir. (3.64) ve (3.65) birlestirilirse, (3.61) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Asagida Pachpatten’in  kurmus oldugu yeni genelleme esitsizligi, bir ¢ift

diferensiyellenebilir n-li doniistim ile ilgilidir [9].

Bu boliimde ayrica [10]-[41] numarali kaynaklardan yararlanilmistir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. DIGER OSTROWSKI TiPLi ESITSiZLiKLER

Teorem 4.1.1. f:[a,b] >R, (a,b) iizerinde tanmli ve diferansiyellenebilir,

f(a,b)—>R, (a,b)’de smurl,

|f '”w = S(up)|f '(IX <o olsun. Bu durumda her
tela,b

x €[a,b] igin

- [ 1<

a—be

~——=Zb-a)f]. (4.1)
b—a

esitsizligi vardir. Buradaki i en iyi sabittir [42].

Ispat. ilk olarak

cekirdegi gbz Oniine alinsin. Buna gore kismi integrasyon yontemi kullanilirsa,

[ Pet)f (e = [ (e—a)p (e + [ (e~ b)r (e

o[ O =) (), [ £ e

= (x=a)f (@)~ [ it +(b-2)f (x)—jff(t)ir
)—ij@dz

olur. Boylece
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L s [ PG o

b a

elde edilir. Buradan,

f(x)-

)

olur. Her iki tarafin mutlak degeri alinip, islemler yapilirsa,

AN

1
Sb—a'[’ )|dt
:bia ( alf‘(tldt+ﬁf(b—a]f’(t}dt
”bf" U )dt+j (b- aﬁt}

b—a 2 . 2 .
Il o v
=2y + -]

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.2. f:R"™ — R, D iizerinde tammli ve diferansiyellenebilir ve D ’de

o

p <M. (M >0i=1...,m ) olsun. Bu durumda, her X =(x1,x2,...,xm)65 igin
X,
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IA
| —
+
7~ N\
=
|
=
S N |+
S
N—
[\e]
=

yardimuiyla,

C=(y, +6(x,—y, )y, +60(x, —,)) , 0<O<1 olmak iizere,

£00-£0)=3 LE -y

yazilir. (4.3) esitliginin her iki tarafinin Y ’ye gore integral alinirsa bu durumda

j f(X)ay - ij)dY Zjaf (x. =y, )dY .

i=l p ,‘

dy =dy,..dy, ve m(D)= ﬁ(bi ~a,) olmak iizere,

i=1

f(X)()IIY)dYZII % =y Y

i=l p

yazilir. Burada (4.4) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa,

> -I%l( -y, Jay

:1D i

F(X)m(D)=[..[ F(¥)ar) <

D

32
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o(C)

X

1

<M,(M, > 0;i=1,..,m) oldugundan

olur. Her X e D i¢in

S0} o1

D

<M, [..[|x, - ylay 4.5)
D

dir. (4.5) esitsizliginin sag tarafindaki bir integralini

[l = 3y, = (b, ~a,f +[X- R T
a; ] ] ] 4 1 ] 1 2

seklinde hesaplanirsa,

b~ - D) [y

(-5
1 \ T
=m(D)b, —a, ) —

elde edilir. Son ifade (4.5) esitsizliginde yerine yazilir ve her iki taraf m(D) >0 oldugu

icin m(D)’ye her iki taraf béliiniirse ispatlanmis olur.
Teorem 4.1.2°nin genellestirilmis hali asagidaki gibidir [42].

Teorem 4.1.3. f:R" >R, D iizerinde tanimli, diferansiyellenebilir ve D ’de

<M ,-(M > 0i=1,.., m) olsun. Ayrica, X — p(X ) p fonksiyonu tanimli,

integrallenebilir ve her X e D i¢cin p(X ) >0 olsun. Bu durumda her X € D i¢cin

dir.
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Ispat. Teorem 4.1.2°deki ispatin benzeri olarak ispat agiktir. Taylor serisi yazilip p(Y)

carpilarak benzer sekilde ispat yapilir.
Teorem 4.1.4 i¢in asagidaki formiilii kullanilacaktir:

mneN i:(l,...,m);
0=ay<a,<..<aq, =1 iz(l,...,m);

a, —-1< Xy Sy, )l’ik,

=a, —a,  (k =1..n:i=1..m)
k= (Kypenky,)o X = (000, )y X = (s )

= {X|0<x, <Li=1,.,m};
D(k)=1X Ja, <x, <ay (k =Looni=1oom)];

dX =dx,,...dx,;

E(f:k)=f(x

H%k 8

Teorem 4.14. f:R" — R, D iizerinde tammh, diferansiyellenebilir ve D ’de

9

5 <M, (M,>0;i=1,..,m) olsun. Bu durumda H(t;ki)=(t—aik_ )2 +(aik_ —t)2
X, i-1 i

olmak iizere,

F(X)ax — Z Z%k Ao, F (X,

k=1

< iM,(iH( )J (4.6)

i=1 k=1

l\JI»—

Ispat. Teorem 4.1.2 yardimiyla
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esitlig
1M,
<327, Hlbaik) @)

seklinde yazilir. O Uﬁ(k) = D oldugundan,

k=l k=l

jj (X )x — z Zﬂ“lkl (x (k)

D

5 s %

dir. Buradan da (4.7) esitsizligi yerine yazilirsa,

D k=1

[ (x)ax - Z Zilkl A (X,

i=l “Yik

S Sotes k)

SO X IH ) LT

=1

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 4.1.1. Eger Teorem 4.1.4°de x, =a, veya x, =a, , alinirsa, (4.4) esitsizligi

i=

Jf r(x)ax - Z Z%k, A, F (X,

D k=1

<15 (3]

5 1
olur. Ayrica, eger 4, =— alinirsa,
i n.

1

f(X)dX_ Z Zf k

m k=1

_Z—

n;
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olur.

Sonug 4.1.2. Eger Teorem 4.1.4°de x, = %(aikil +a, ) almirsa, (4.4) esitsizligi

(X)dX——Z Zf

mkl

<1Sm($a]

3 1
olur. Ayrica, eger A, = — almnirsa,
i n

1

(X)dX——"Z Zf

< k=1

1& M,
JEg2os

dir.

Teorem 4.1.5. f:R" >R, D= {(xl,...,xm Xai <x, <b, (i =1,...,m)} tizerinde tanimli,
8i <M, (M,- >0;i= 1,...,m) olsun. Ayrica, x —> p(x)
X,

1

diferansiyellenebilir ve D ’de

p fonksiyonu integrallenebilir ve her x € D i¢in p(x) >0 olsun. Bu durumda her x € D

i¢in

iM p(y)x, — y.ldy

[ P()f (v)dy |
D = Df (4.8)

i ply

i - p(y)dy

dir [43].

4.2. TKI KATLI INTEGRALLERDE OSTROWSKI TiPLI ESITSIZLIKLER

4.2.1. ””w - Norma Ait Fonksiyonlar I¢in Esitsizlikler

Iki degiskenli fonksiyonlar i¢in asagidaki Ostrowski tipli esitsizligi vardir [44],[45].
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o f

Teorem 4.2.1.1. f :[a,b]x[c,d]—> R fonksiyonu siirekli olsun. Eger Lo =y’
xoy

[a.b]x[c.d] tizerinde ve fo €L, ([a,b]x [c,d ]) yani,

0’ f(x.y)
OxOy

= esssup
* o (xy)lab)ed)

st

<o ise her (x,y)e[a,b]x[c,d] igin

‘ [ ] £(s.0)ras —[(b ~a)[" flaen)dt—(d ~c)[ f(s.y)ds —(d —c)b—a)f(x. y)}‘

S{%(b—a)z+(x—a;bj2}{i(d—c)2+(y—czdj2}

£,

4.9)

dir.

ispat. p: [a,b]2 —R, q: [c,d]2 — R olmak iizere,

p(x’s)::{s—a, s €la,x] w q(y,t):z{t_c’ tele.y]

s—>b, se(x,b] t—d, te(y,d]

¢ekirdekleri tanimlansin. Her (x,y)e [a,b]x[c,d] igin

[ 1 ples)al.)f, s, s
_J'I 5 — a)(t c s t)dtds+_[j 5 — a)(t d (s,t)dtds
+I J. G=b)e—c)r St)ddeH —b)t—d)f,, (s.t)dtds

yazilir.

L L s — a)(t c (s t)dtds
=['(s- a)[fs (5. yXy—e)-[ £, (s,t)dt}ds
=(r=a)f (=), (soy)as['( [ (s, (sorks o
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= (v =] (-l e.y)= [ £ (5. y)s |

[ |G-l [ £ o.rds e
=(y—cfax—a)f(x.y)=(y=c)f fls.y)ds

~(e=a)l fCer)dr+ [ [ f(s.)dids (4.10)

esitligi yazilir. Benzer sekilde,

[ [ aXe-a)z, (s.r)ds
=[[Gs=af (@= ), (5.)=[1, (o) fas
~(d =3[ =alf. (s.y)ds = [{ [ (5=, (s.r)ds
= (d=y) (x=a)r(xy)= [ £ y)as
[ Gema)rCen) = [ fo.r)as ar
= (x—a)d = y)f (. y)=(d = )] fls. y)ds
~(e=a)[ f )i+ [ [ f(s.)duds 4.11)

yazilir. Diger yandan,

[ [ (s=Be=or (o)
= [ =) 6=, (5.)=[ £, (ki s
(=0 (=), (soxas=['( [ (s =) (surkis s
= (=) b=x)r (e y)= [ £ y)as
=[G~ [ pls.rras
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=(y=cNo-2)f (x.y)- (=) £(s.y)ds
~(o=2) Flet)dr+ [ [ £ls.1)duds 4.12)

veE

j j —b)t—d)f, (s.t)drds
=[-8} (@=2)1. (s.)- ', s,t)dt]ds
— (@) =0)1. s y)ds = [ [[(s=D)f. (s.0)ds )t
= (@ =) (b=x)r ()= 7o )as|
- [ 6=0r (-] slsrlas
=(d=y)o-x)(x.y)~(d = y)[ £(s,y)ds
(=) flendr+ [ [ f(s.0)nas @.13)

dir. (4.11)-(4.13) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
(X a)+ (e-a¥d — )+ (d~ W)+ (3 -e)o -2 (x.y)
~(@=c)[ £(s.yMs~(d=c)[ £(s.y)ds~(b-a)[ flx.c)t
~(o=a)[ fleopdes [ f(soods + [ [ f(s. s
[ (oo + I" [[ fs.ryuas
- (@ -cXo-a)f(ey)-(a—o)f sy
~b-a)f s xJ)dHLL st s

ifadesi elde edilir. Son ifade yerine yazilirsa, her (x, y) € [a,b]x[c,d] igin
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[[[ Pl s)g(y.)1,, (5, eeds
= (d=clp-a)f(x.y)-(d =) f(x.y)ds
— (b - a)f f(x, t)dt + _[f Ld f(s, t)dtds (4.14)

olur. (4.14) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa,

LI (s.ds | (b~ )] £ (e

+d =0, £l yMs—(d ~No-a)f(x.y)]
<[ [|pes)al)
[ pCeshas [ lar.o)er (4.15)

£ (5. )drds

<|£,

olur. (4.15) esitsizliginin sag tarafindaki integraller hesaplanirsa

Jj plx, s)ds = .[:(S—a)dsf(b—s)ds
_ (X—Cl)z(b—x) :%(b—a)z +(x— a;—bj

ve

ol p =4 e+ y- 45

2

olur. Son olarak, bu integraller (4.15) esitsizliginde yerine yazilirsa istenilen (4.9)

esitsizligi elde edilir.

a+b c+d

Sonuc¢ 4.2.1.1. Teorem 4.2.1.1°in sartlar1 altinda x = — y= alinirsa,

40



[ st =)o

+(d—c)ff(s,c;d)ds—(d—c)(b—a)f(aij,Hdﬂ‘

a+b,tjdt
2

2 2

(4.16)

esitsizligi elde edilir.
Uyan 4.2.1.1. Teorem 4.2.1.1°deki % en iyi sabittir. Gergekten, (x,y)e [a,b]x[c,d]

icin f fonksiyonu Teorem 4.2.1.1°deki sartlar1 saglamak iizere,

L[ G | o= a)f (s
+d =0 F(s.Ms - (a~eo-a)f(x.y)]

S{cl(b—a)2 +(x—a;bf}{c2(d—c)2 +(y— c;djz}

olacak sekilde c,,c, E(O,%j olsun. Bu durumda, x=a, y=c ve f(s,t):st

i (4.17)

00

fonksiyonu i¢in

[ #(s.r)aas = ®’ —02}& )
ff<x,t>dt=a<d+—c2>,

ff(say)ds=c(sz_a2),

fal, =1

00

bulunur. Béylece bu degerler (4.17)’de yerine yazilirsa,

b*>—a’\d* -c’ ald®> - ¢’
bkt ) (=)
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yani

dir. Buradan,

Lo (cl + lj(cz + lj (4.18)
4 4 4

sonucu ortaya ¢ikar. ¢ ,c, € (0,%) oldugundan dolay1

1 1
C+—<—,c,+—<
2 4

N | =

dir. Bu durumda

olur. Bu da (4.18) esitsizligiyle celisir.
Uyan 4.2.1.2. Teorem 4.2.1.1'"de  x=y i¢in f(s,z)=h(s)h(r), h: [a,b] —> Rve

Hh“w < alinirsa (4.9) esitsizligi

Lb h(S)dst h(s)ds - h(x)(b — a)f h(s)ds
~h(x)b~a)’ Ib h(s)ds +(b—a)* h? (XX
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yani,

ks Xo-a)] <[ Fo-ar -2

olur. Bu Ostrowski esitsizligidir. Sonug olarak (4.9) esitsizligi iki kath integraller i¢in

klasik Ostrowski esitsizliginin bir genellesmesidir.

4.2.2. Hacim Formiilii icin Uygulamalar
I :a=x,<x<..<x,_,<x,=b, J, ic=y,<y, <..<y,, <y,=bve e[xi,xm]

(i =0,....,n— 1), n; € [yl. , ym] (j =0,....m— 1) keyfi parcalanmalar olsun. Burada,

D= .[b jd f(s,t)dsdt
integralini hesaplamak i¢in
ho=x,,—x (i=0,.,n-1), Li=y,,—Y; (j=0,.,m—1)

olmak tizere,

n—1 m-1
(f In"’m’é 77 Zzh,J.yHIf l,t)dl
i=0 j=0 Vi
n=1 m-1 n—1 m—1
2.2 .L : f(s j )ds hiljf(gi’nj) (4.19)
i=0 j=0 i—0 =0

toplamu ele alindiginda, asagidaki hacim formiilii verilir.

Teorem 4.22.1. f:[a,b]x[c,d] >R Teorem 42.1.1°deki gibi ve I,,J,,%n
yukaridaki gibi olsun. O halde
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fff(s’f)dfds =C(f.1,.J,.£n)+R(f.1,.7,.£.m) (4.20)

dir. Kalan kisim R(f,In,Jm,f,n) i¢in

|R(f’ln’Jm’§’77)
L x‘+xi+1 ’ 1 2 yj+y.i+1 ’
S R e i
<—\f. nz_lhfmilf @.21)
i =0

esitsizligi vardir.
ispat. [xl.,xm]x [yj , yjHJ (i =0,.,n-1;j= 0,...,m—1) araligr tizerinde Teorem

4.2.2.1’1 uygulanirsa, her i =0,....n—1; j=0,...,m—1 igin

it )]+l

t )dtds —[h j " F(E o)

Vi

‘o I Flom, Mas=nd, £&.m, )}‘

2
1 X, + X, 1 YT Yin
< |:Zh,~2 +(§i - > lj :|[4lj2 (77] _—jJ ]Hfst

olur. Buradan i’yi O’dan n-1’¢ ve j’yi O0’dan m—1’e kadar toplar ve

genellestirilmis {icgen esitsizligi kullanilirsa (4.21)’deki ilk esitsizlik elde edilir. Ikinci

kisim i¢in her i, j i¢in

X-+X-1 1 yj+y/‘+1 1
< —h ve n, —— —| <=1
‘5' 2 2 & 2 27
ifadeleri kullanilirsa istenilen sonug elde edilir.
Uyan 4.2.2.1. v(h)=max{h, :i=0,..,n—1} ve p(l)=max{,:j=0,.,m—1} olmak

lizere,
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i=0 i=0
m—1 m—1
1< u)) 1, =(d = c)ull)
j=0 j=0
i¢in (4.21)’in sag tarafi
|
M), - aXa—chn)utt)

ile sinirh olur. Ayrica,

ifadesinden, (4.20) formu hacim formiiliiniin en iyi halidir.

Sonug 4.2.2.1. Yukaridaki varsayimlar altinda, kalan kisim R( f1,,J m)

Joi

! n—1 —1
Sl | o 2 2
” Z(;h ]Z_O“lj

R(f.1,J,)<

bulunur. Buradan

Lbff(s’f)dfds=CM(fJn,J,,,)+R(f,In,Jm)

olur.
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4.2.3. ””1, - Norma Ait Fonksiyonlar i¢cin Esitsizlikler

Iki degiskenli fonksiyonlar i¢in asagidaki Ostrowski tipli esitsizlik vardir [46].

Teorem 4.2.3.1. f:[a.b]x[c.d]—>R, [a.b]x|c.d] iizerinde siirekli, [a,b]x[c,d]

2

lizerinde f, = varve f €L, ([a.b]x [c,d]) i¢indedir, yani,

X

1

8fxy

p
dxdy} <, p>1

olsun. Bu durumda her (x, y) € [a,b]x [c,d] , r + 1 =1 olmak tlizere,

(s s [(b ~a)[" .t
+d =] Fls.yMs—(a=cfo-a)r(x.y)]

1

1 1
< {(x )"+ (b—x)" } {(y —o)"(d—y)" } f. 4.23)
qg+1 qg+1 P
esitsizligi vardir.
ispat. p:[a.b]’ >R, q:[c.d] >R,
_|s-a, se[a,x] =, te[c,y]
p(x,s).— {s—b, s € (x,b] ve q(y,t).— {t—d, te (y,d]
fonksiyonlar1 tanimlansin. Her (x, y)e [a,b]x [c,d ] i¢in
[[ ple.sa(y.0)1, (s.0)dsdr
( c)(b a) If s, y)ds
~(b-a)’ f(x,t)dz+j"j_" F(s.0)dsd (4.24)
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dir. (4.24) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa,

I:Ld f(s,t)dsdt — [(b — a)f f(x, t)dt
+(d —C)ff(s, y)ds —(d —c)b—a)f(x, y):H
<['['|p(x.5)aly.1)

Fo(s.1)dsdt

esitsizligi elde edilir. Iki katli integraller icin Holder esitsizligi kullanilirsa,

[ [ Ip.s)alr.1)
<([1 1ot skt o) dtdsj‘lf( I
- ([l as (o)
_ {(x—a)"“ 4 (o) }i[(yc),m ) T’

q+1 qg+1

fu (s, tjdtds

1
f. (s,t)‘pdtds)”

S
P

I

p

olur. Bdylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.2.3.1. Teorem 4.2.3.1 varsayim altinda,

2

2]

Lbff(s’t)dtds _[(b—“)f f(aer ,tjdt

2 2

g (b—a)li (d _c)1+$

2

Hg+1)q

S (4.25)

p

esitsizligi vardir.
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Uyan 4.2.3.1. g:[a. ] >R, g(t)=(—a)" +(B-1)",(m>1) alnsm. Ayrica

ot =g (a;ﬂj B (ﬂz_'"o‘[)

ve

sup g(r)=g(a)=g(8)=(8-a)"

tea.p]

ozellikleri dikkate alinirsa, (4.25)’in (4.21)’ten elde edilebilecek en iyi esitsizlik oldugu
goriiliir.

<
p

Uyar1 4.2.3.2. Bger f(s.1)=h(s)h(¢), h:[a,b] - R, [a,b] iizerinde siirekli ve [

ise (4.23)’ten (x =y igin)

[ (s )ds [ n(s)ds — (o —a)[ n(s)ds
—h(x)b- a)f(s)ds +(b—a)h? (x)1

2

{(x_a)q“ (p—x) hh,

qg+1

IA

P

yani,

IA

) o) ﬁhup

qg+1

[ I:h(s)ds—h(x)(b—a)T

yazilir. Bu da agik¢a p -normlar icin elde edilen Ostrowski esitsizligidir [46].
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4.2.4. Hacim Formiilii icin Uygulamalar

In:a:x0<x1<...<x <x,=b,J, ic=y, <y, <..<y, <Y, = dvege[x le]

D= ij f(s,t)dsdt

integralini hesaplamak icin

hiszl—xl(l:O ..... n—l),lj Vi y}(]:O ..... m—l)
olmak iizere,

n—1 m-1 Vi

C(f &)= 2 3 [ (5 1)
i=0 j=0 J

—1 m-1 n—1 m-1

ZOZO INELEA SN WICEN

—0 jo 0 o

alalim. Bu varsayimla, agagidaki hacim formiiliinii verebiliriz.

Teorem 4.24.1. f:[ab]x[c,d] >R Teorem 4.23.1deki gibi ve I,,J,,&7

yukaridaki gibi olsun. Her £ ve 77 i¢in

['[ Flsut)dids = C(f.1,.9,.£.0)+ R(F. 1,0, 1)

olmak iizere, R( f.1,.J,.¢, 77) kalan kismin tahmini

[R(f1,.,,.6.1)

1

< (i, — q+1 +(§i —X )q+1 .
P i=0 q+1
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M( n ) ()ﬂ

qg+1

fst nl el oL
< D L (4.26)
(C[+1); i=0 =0
dir.
Ispat. Teorem 4.2.3.1°¢ [xi,le]x[yj,yMJ(i =0,..,n—1;j=0,..,m—1) aralig1 icin
uygulandiginda, her i =0,...,n—1;j =0,...,m—1 igin

J.:H J‘;jﬂ f (S,t)dtds _|:hi Jj;jﬂ f (ng ! )dt

+1; J‘:Hf(s’ﬂj )is—hiljf(é,nj )}

1

. K (v = &)™ +(& —x)™ j{ (=1, )"+, =, )" ]q

4 qg+1 g+1

( [ dtds)

Yj
sonucu ortaya ¢ikar. Buradan esitsizligin her iki tarafi i¢in i, 0 ’dan n—1’e; j, 0 ’dan
m—1"e iki katli toplam alinir ve genellestirilmis liggen esitsizligi, Holder esitsizligi

kullanilirsa,

R(f.1,.J,.E.1)
SLe (xi+l _(:Zi )q+l + (é X )q+1
= i=0 jZO|:( g+1

x[(y,ﬂ—nj)q::l(ﬂ,—y,)"“] U [y dtdsj




y [’]”Z;((ym -, )"

1
(nj_yj)qul 1
g+1

(s,tlpdtds}p
—X )qH]
(77/ B yj)

1
g+1 ;
qg+1

,_

n—1 m—
x| 2
i=0

i J

:{’f‘l[(x

’jzi[(ym -, )"

oL

i+ gi )q+1 + (éz
qg+1

I I
(=]

X fs,t

P

sonucu ¢ikar. Tkinci kismin ispati ise her i, j ve &,7 ; orta noktalar1 i¢in

(xi+] - ‘fi )qH + (Ecz — X )qH

ve

(yj+1 _77]_)4+1+( —Y; )q+1 (y T ;)qﬂ

esitsizlikleri kullanilarak tamamlanir.

icin (4.26)’nin sag tarafi

— ()

st p(b_a)(d

2

(q + l)q
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m— 1} olmak tiizere,



ile simirhidir. Ayrica,

i=0 j=0 /
n—1 m—ll X1 y] + yj+1
+ Z /J.x f S, 2
i=0 j=0

toplam1 yardimiyla Teorem 4.2.4.1’den miimkiin olan en iyi hacim formiilii elde edilir.

Sonug 4.2.4.1. Yukaridaki varsayimlar altinda,
['[ #(s.0)dsde=C,, (£.1,.9,)+R(£.1,.7,,)
olmak iizere, R( f.1,.,J m) kalan kismin tahmini

1+ m11+

ADVE

|R(f’1n"]mx S

Sl

4q+1q

elde edilir.
4.2.5. ||||1 - Norma Ait Fonksiyonlar i¢cin Esitsizlikler

Iki degiskenli fonksiyonlar icin Ostrowski tipli esitsizlik asagidaki gibidir.

Teorem 4.2.5.1. f:[a,b]x[c,d] >R, [a.b] iizerinde siirekli, [a,b]x[c,d] de

2

/ vardirve f, €L, ([a,b]x [c,d ]) icindedir, yani,

Lo = oty

afxy}dxdy<oo
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olsun. Bu durumda her (x, y)e [a,b]x[c,d] igin

[ 1 #lsnatas = o-a)f sl
#(d =) £ls M ~(d = Yo -a)f ()]

c+d
2
—c

a+b
2
—a

X —

1
—+
2 d

(b—a)d —01

£l (4.27)

2 b

esitsizligi yazilir.

Ispat. Teorem 4.2.3.1°nin ispatina benzer sekilde,

[ 1 #Goehands =| (b= )" p (ki
+ (d 3 C)J.ab f(s, )’)ds - (d — C)(b ~ a)f(x, y)i”
< Jj f|p(x, s)q(y,t)

£ (5.t )deds (4.28)

esitsizligi kullanilsin. Bununla birlikte (4.28) yardimiyla

jh f |p(x, 5)q(y.1)

= sup|p(x.s)- suplq(y.¢)
se[a,b] te[c,d]

£ (s.t)deds

fYt

1

fo
}F(d_c)+‘y_c+d

2 2

:max{x—a,b—x}-max{d—y,y—c}(

1

|

={%(b—a)+‘x—a;b

fst

1

oldugu kolayca hesaplanir ki bu da (4.27)’nin ispatin1 verir.
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Teorem 4.2.5.1°den alabilecegimiz en iyi esitsizlik asagidaki sonucta verilmistir.

Sonug 4.2.5.1. Yukaridaki varsayimlarla,

I:Id f(s.1)drds - [(b _“)f f(a +b ,t)dt

2

+(d—c)jjf[s,c+djd —(d—c)(b—a)f(a_'_b,c-'-dﬂ‘

2 2 2

Si(b—a)(d—cl

S (4.29)

1

yazilir.
Uyan 4.2.5.1. f(s,7)=h(s)h(z) oyle ki h:la,b]—> R, [a,b] iizerinde smurh ve

hel, [a, b] olsun. (x = yigin) (4.27)’den

Jj h(s)dsf h(s)ds — h(x)(b — a)_[f h(s)ds
()b —a)[ (s)ds + (b —a) (x)(

? 12
[ et

S{%(b—a)+|x—a;b

yani,

([ hlskis (ko —a)] < B (b—a)+|x— ﬂh'uj

a+b
2

olur. Bu da 1-normlar i¢in Ostrowski esitsizligidir [47].
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4.3. DIGER OSTROWSKI TiPLi ESITSiZLIKLER

4.3.1. Baz1 Ozdeslikler
Asagidaki teorem verilir [48].

Teorem  4.3.1.1. f:[a.b]x[c.d] >R taniml ve kismi tiirevleri

Gf(t,s),ﬁf (t,s),af (.5) var ve [a,b]x[c,d] iizerinde simrli olsun. O halde, her
ot Os Ot0s

(x, y) € [a,b]x [c, d] igin

1 b (d
f(x,y)szL f(t,s)dsdt

af )d dt

- a)(d c)” pl1)
+(b—a)(d—c)H b )af s

181 (s)
5 dsd 4.30
(b a)(a’ c) LL 500 Ot0s t (30
dir. Burada, p: [a,b] —>R, q: [c, d ] — R fonksiyonlari
t—a, te [a, x]
= 4.31
plet) {t—b, t e (x,b] 30
ve
s—c, SE€ [c, y]
,8)= 4.32
q(y S) {s—d, se(y,d] ( )
dir.

ispat. k:[a, B >R

k(u,2) = {i o, zelau]



olmak {izere kismi integrasyon yardimiyla,

)= [Velebies o [h2)e (e 43

bulunur ve g, [a,ﬂ] tizerinde mutlak siireklidir. Gergcekten, kismi integrasyon

yardimiyla,

[/ (=) (s = (u-)e)- [ elc

veE

J;ﬁ (z=P)g (z)dz = (B —u)g(u)- Lﬁ g(z)dz

dir ve bu ifadeler taraf tarafa toplanilirsa, (4.33) 6zdesligi bulunur. O halde,
f(.y), v €le.d] igin (4.33) tanim yardimiyla, her (x, y) € [a,b]x[c,d] igin

£l y)= ﬁj” e, y)de + ﬁ [ plx. r)%t’y) dr (4.34)

yazilabilir. Benzer sekilde, her (7, y) e [a.b]x[c.d] i¢in

f(t, y) = y, I_C f f(t, s)ds + 7 1—c J;d q(y, s) afgs’ s) ds (4.35)

yazilir. (4.35) formiili afg; y) icin de her (z,y)e [a,b]x[c.d] igin

Heo) . L paten) e, 1o @0 s

ot d—c% o d—c T 50

yazilir. Boylece, (4.34)’te (4.35) ve (4.36) yerine yazilir ve Fubini teoremi kullanilirsa,
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Ujfzs)dsdHH v, s af )ddt

(b a)(d c)

LT plen)

a’sdt+j I X, 1 q(y s)yg—(at’s)dsdt}

tos

elde edilir ki bu da (4.30) 6zdesligi olur.

Sonug 4.3.1.1. Teorem 4.3.1.1°deki gibi, p, : [a b]—)R qo: [c d]—)R i¢in

c+d
s—c, S€|c,
5

ve gy(s):=
t—>b, te(a;b,b} s—d, se(c—;d,d}

olmak iizere,

a+b c+d
1555%)
SO C[LLfrswsmH QELip
*H dd“” Po(t)g, (s )azgtg, )d dr} (4.37)

dir.

Sonuc¢ 4.3.1.2. f, Teorem 4.3.1.1°deki sartlar1 saglasin. O halde,

fla.c)+ fla.d)+ f(b.c)+ f(b.d)
4
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= a)(d c[”fts)dsdwjj[ a+bjafgts)ddt
+”( c+djafts)dsdt

Os

+”( “”ﬂ( ”djazf(t’s)dsdr (4.38)

2 Otos

dir.

ispat. (4.30)da (x,y)=(a,c).(a,d),(b,c).(b,d) alindiginda

fla.c)= W{jjfts)dsdﬁjj t—b) af(’ S)d dt
G- af” LS dsar+ [ [~ b)s d)éé;(a;s)dsdt]
fla,d)= W[” fle.s)sde+ [ [*(c~b) af(f s)dd
H (s - F5) g+ [ [ e=bXs- 81;@;)614,

flb.c)= = )(d CUIfts)dsdHJ"[ af”)ddt

(s~ aftsddt +[ [ ~a¥s-a) f(t’s)dsdt},

Osot

7(b,d)= e a)(d 3 “j flesysdr+ [ [t~ af”)d dt
+H ddt+”z a)s—c afgts)ddt}

sonuglar1 elde edilir. Elde edilen yukaridaki esitlikler taraf tarafa toplanir ve 4’e

boliiniirse istenilen (4.38) sonug elde edilir.
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4.3.2. Baz1 Simirlar

Teorem 4.3.2.1. f :[a,b]x[c,d] > R Teorem 4.3.1.1°deki gibi bir doniisim olsun. O
halde, her (x, y) S [a, b]x [c,d ], ||||p (1 <p< oo) klasik p -normlar [a,b]x [c,d ] "de i¢in

_( B )2+ x_a+b 2}
(o 4 (xma) o Hes)_, g
M (x) = q,+1 | } /8 G IL“]([ blele.d])
p-a)d-c)n 191, >l =
1 a+b
—(b—a)+x—7
{2 (b_a)(d_c)2 }% afgt’s)eg([a,b]x[c,d]).
_1 c+dY
—(d=c)+| y- }
: d(c Y T qupheleal
(d-yy "+ (y=o) ] I3 1 (ablxle.d))
Mz()’)= - q2+11 1 ’ ” 1 ”21
[(b—a)](d-c) osll,, 2 >1,p—+q—=1;
_ (d—c)+|y-<+4
(b—a)(‘d—c)z }%1 af‘gZS)ELI([a,b]X[c’d]).
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1 5 a+b ? 5 c+d :
[4(b—a) +(x_ ' j“4(d ) ( . ” .
(b—a)(d—c) OtOs w’
0*f(t,s) y
Lo oL ook lea) |
="+l T =2 +(-e) o
q,+1 q;+1 o' f
- (b-a)d-c) 0t0s N
8glgs,S)ELPS([a,b]x_[i,d]),m>1,p—3+qi3:1,
1 a+b|| 1 c+d
[2(b—a)+ xX— - __z(d—c)+ y— - }62_]”
(b-a)d-c) otos |
62
63 (0 p]efe.a)
olmak iizere,
1 b od
1)~y L s
<M, (x)+ My (y)+ My(x. y)
esitsizligi vardir.
Ispat. (4.30) tanimim kullanilarak,
f(x,y) (b a)(d c J.J. fts)dsdt
D [ plx )d dt
(b a)(d c)
ﬁzf(t,s)
+II dsdt+J‘J- X,t (y )stdt}
<—1 J.hr p(x tl af(t’s)a'sdt
“(b—a)d—c)| ot
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& £(15)

dsdt+f I |P x,t |Q(y s] 16

[ [abs)L

dsdz} (4.40)
yazilir. Buradan

f.[.d|l7(f, s}‘%

dsdt

D) P plejasar, P, bl
of 1 % IS Lp1 ([a,b]x [c,d]),
< ’ d|p(x,t)|ql dsdt |", 4.41)
at p]('[l‘[' ) pl>1’i+i=1,
P 4
o o (t,s) §
ol ts[llplp x,1), el (ablx[e.d)

elde edilir ve

[ [ Ip(x.rYdsas
= ['( [t r)ar s
~(@=c) [pterfar+ [pteche|
:(d_c)ux(““)dwf(b_t)dt}

:w—f{i@—af+(x_a;by}
Lfifu%xJ]%dﬂﬁ};
(Dot as]
(- [ ot ar [l dt};
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1

=(d - C)qL UX (t—a)"dt+ J'j (b—r) dr]‘“

a

=(d—c);{(b—x)q’“ (ra) }

q,+1
2;;’12]|p(x,t]=max{x—a,b—x}=b;a+x—a;bi
ve sonra (4.41) yardimiyla,
r.[d|p(x,t)m‘dsdt,
a V¢ at
- l(b—a)2+(x—a+bj2 2 I (25 D A N §
4 2 orll, ot "
| Gf(t,s) I
- ,b|x|c,d|),
O
= - 1 D s
q, +1 ot p1>1,i+i:1;
P 4
[%(b—aﬁ‘x—a;b}%l, %tt’s)el,l([a,b]x[c,d]).

elde edilir. Benzer sekilde,
[[[laC. S)I‘%‘dsdf ’
(b—a l(d—c)z +(y_ C+dj2
4 2

(- a);{(d P e (e }

4
Ot

b
o0

&
o

IN

q, +1

|

P2 p2>1’i+_:1;

9
Ot

2

9
1

{%(d—c)+‘y—c+d

yazilir. Ek olarak,

62

(4.42)

(4.43)

(4.44)



ddt

Hlpﬂllqu)I

p(x, t]dtJ;d q(y.s)ds

a

8fts
OtOs

TS 1 (0]

NP (oo o (o
0 gt@tsS)EL” (a.5]x[e.d]). p, >1’p%+61_13=1;
725 sompte st
PHCD ¢ (bl )
[i(b_“)z +(x_a+bj [i(d_c)z +(y_c—;dj } azgtg;s)Hw
)
PI) ) (able.d)
(b—x)"" +(xa)‘“”}"l3 (@=y)""+(y- c)%“} *f(ts)|
_ g +1 g, +1 EZEN
62§tg;s) eL, ([a.b)x[e.d])). p, > 1,pi3+qi3= I;
Ll s EEt | |
L) o b))
bulunur ki bu da teoremi ispatlar.
Asagdaki sonug, x = “;b y=S ;d alinarak bulunur.

Sonug¢ 4.3.2.1. Teorem 4.3.1.1°deki varsayimlar altinda,
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Lo NI o ) |
AU T 1 bl
af
oL (b-a)a o or €L, ([a b]x[c.d])
a+ula=n Joh por Lt to,
P 4
1 @ g )
2(d —c)|lor |, o e L(la,b]x[c,d])
l(d—c*ai , aiGLw([a,b]x[c,d]);
Os - Os
i af y
v b d=c)e loF ~ € Ly, (a.b]x[e.d])
2 (%"'l)qiz(b—a)p* Os »op, >1,_+i:1;
P 4
1 ai ai ;
2(b—a)les, os e L,([a,b]x[c.d])
LRIV (o i o> f oo
16(b a)d-c 05| ataseLw([a,b] [c.d])
1 | o f
L b-auld—ch |O°f 7ac € Lo (@ b]<[e.d).
4 (Q3 +1)‘J% OtOs Ps )2 >1’i+i:1;
Ps 43
82f aZf )
4| otos|) Btos - L ([a.b]x[c.d]).
olmak tizere,
a+b c+d
HZ’ 2) (b- a)(d Hfts)dsdz
<M+ M+ M, (4.48)

esitsizligi yazilir.

Sonug 4.3.1.2°de (4.38) esitsizligi kullanilir ve Teorem 4.3.2.1°de benzer argiimanlar

kullanirsa asagidaki yamuk tipli esitsizlik elde edilir.
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Sonu¢ 4.3.2.2. Teorem 4.3.1.1°deki varsayimlar altinda,

4.3.2.1°deki gibi verilmis olsun. O halde,

| fla,0)+ fla.d)+ f(b.c)+ f(b.d)

esitsizligi yazilir.

4

@cmd

< M M, M,

4.3.3. Hacim Formiilii I¢in Uygulamalar

I, =a=x,<x<..<x,

pargalanmalar, & e[xi,x,.H] (i=

olsun.

ho=x0 =%, 1=y,

—y,,i

<X

n ::lh

J,=c=yY, <y <..<¥,, <V,

n—1 m-1

(f Ina‘]msé: 77 :Zzhiljf(é’nj)

Riemann toplamini ele alalim.

‘f(x,y)—(

b

L
—a)d —c)

i=0 j=0

J:)J;d f(t,s)dsdt ,

jjftsmm

M, (i=1.23),

=d keyfi

=0,...,n—1, j=0,...,m—1 olmak iizere,

(x, y)e [a,b]x [c,d]

Sonug

(4.49)

0,...,n—1), n; € [yj +yj+1J(j :0,...,m—1) ara noktalar

(4.50)

(4.51)

Teorem 4.3.2.1 kullanarak yirmi yedi farkli esitsizligin smir degerleri verilir. Her

[x, y] € [a,b]x [c,d] i¢cin

P@J)(

b—a)d-c

:i(b_a)u(x_

:i(d—%02+(y—
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a+b
2

c+d
2

J
)

Ij f(t,s)dsdt

o

ot

L

0s
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1 ) c+dY ||*f
x|—=d—-c) +| y— — 4.52
[( )yznatas (4.52)
yazilir. Bu esitsizligi kullanilarak, asagidaki teorem verilebilinir
Teorem 4.3.3.1. f :[a,b]x[c,d]— R, Teorem 4.3.1.1°deki gibi olsun. O halde
Ib.[d f(t,S)det = R(f’ln",m’g’n)_'_w(falnaJmaé:’n) (453)

yazilir. Burada, ( f ,In,Jm,é‘,n) (4.50)’de verilen Riemann toplami tanimlandi ve

W( f.1.J,.¢, 77) kalan kisim yaklasik olarak

v(h):zmax{hi,i :0,...,n—1},v(l)::max{lj,j :O,...,m—l}

olmak iizere, her &£, orta noktalar1 i¢in

W(f.1,.7,.6n)

ol

<l

i = 2 _yj+yj+l ’
*a oojol: (77] 2 j]
o’ f 1 B XX ’

" otos OO,ZO:{ [é: 2 j}

th+%(b—a*9i miz?
oo =0

J

o j=0
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L] 2572
4 |oros wgh" jz_(;lf
1 of o  1e’f
<—(d-c)b- s =L ,
< 2( c)b a)[v(h)” ol +v(l)( 5. 2o wv(h)v(l)} (4.54)

dir.
Ispat. (4.52) esitsizligi [xl.,xm]x[yj, yjHJ araliklar i¢in uygulanirsa, her i =0,...,n—1,

j=0,...,m—1 igin

[ [ oo

2
i fgonna ] |2
4 2 o],
2
1 y‘+y‘+1 8f
+| =P+ g L |k
LJ (77’ 2 J]’@sm
1 x+x V|1 yi+ya ) |l o
LY Pt S I LYEI TR N i
L’ (5’ 2 ”!4 ["J 2 j s

dir. Buradan i, O’dan n—1’e ve j, 0’dan m—1’e taraf tarafa toplanirsa (4.54)

bulunur. Simdi,

n—1 m-1
M(f.1,.7,)= ZZh,»l,-f(x" i N7 J (4.55)
2 2

orta-nokta ele alindiginda asagidaki sonugla en iyi karesel formiilii igeren (4.54)
esitsizligi elde edilebilinir.

Sonug¢ 4.3.3.1. f, Teorem 4.3.1.1°deki gibi olmak iizere,

[ re.s)asdr=m(r.1,.3,)+ L(s.1,.,) (4.56)
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yazilir. Burada, M ( f ,In,Jm), (4.55)°de ifade edilen orta-nokta formiili L( f ,In,Jm)

kalan kismin tahmini

|L( fi1,J,) (4.57)

-t

o i=0

m—1

20 el

M,(f.1,.,)

m—

Z S

i=0 j=0

<1
4 Ot Otos

a=fa

1, G I SR
< Ha—oo- a){v(h)ﬂatmw(q aSw+4V(h)V(%6S }
:MZ(f’In’Jm)
bulunur.
1(f.1,.,)

=55, L 7o) 73,0 i) Pl 3,0)
e 4

irj

(4.58)

i=0

yamuk formiilii ele alinsin. O halde, Sonu¢ 4.3.2.2 ve Teorem 4.3.3.1’in ispatindaki

benzer arglimanlar kullanilirsa, asagidaki ifade edilir.

Sonuc¢ 4.3.3.2. f, Teorem 4.3.1.1°deki gibi olsun. O halde,

v[:)J-Cdvf(l”s)det:T'(-f’]n"]m)—}_P(‘]("In"]m) (459)

yazilir. T( f ,In,Jm), (4.58)’de verilen yamuk formiilii ve P( f ,In,Jm) kalan kismin

tahmini, M, ve M, Sonug 4.3.3.1°de tanimlandi81 gibi olmak {izere,
| (f’ n’ XSMl(f’In’Jm) (f’ n’ )
(4.60)

dir.
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4.4. HOLDER TiPLi FONKSiYONLAR iCiN OSTROWSKI ESiTSiZLiGi

Holder, Lipshitzian tanimlar. Asagida »-Holder tipli fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli

esitsizlik verilmistir.

Teorem 4.4.1. f: [al,bl]x...x[an,bn]—>R doniistimii 7, € [0,1], i =1,...,n olmak iizere,

her )_c:(xl,...,xn),y =(y1,...,yn)e [5,13 = [al,bl]x...x[an,bn] icin

) 16)< S o (20710
i=0
sartin1 sagliyor olsun. O halde,

_Ef(i 1= jb..._[bf(t] ..... t)dt,...dt,

olmak tizere, her x e a,b] igin

(4.61)

vardir.

ispat. Her x,7 e [5,5 icin
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yazilir. Buradan da, [Z,Z_o] aralig1 iizerinden ¢ iizerinden integral alinip ve modiil

ozellikleri kullanilirsa,

< [17&)- £()ar

G ai- [ rr
< Zn:LiLbl Jj|xl —t,

dr,..dr, (4.62)

olur. Buradan,

j:‘...f:dzn...dtl 11 -a)

i=1

— ;
[' =t at,..,
a a,

:H(bf —a, )Ih|x —t|'dr,
=
T _ (bi X )Hl + (xi —4 )riJr1
= lj:[(bj aj{ —
i

r+l r+l
- 1 bi_xil xi_ail Y
-H(”J“f)r,ﬂl(bi_a,} onze) ](a @)

l l

oldugu i¢in (4.62) H(b ;—a j) boliiniirse (4.61)’in birinci kismi elde edilmis olur.

j=1

Her a<y<pf ve p>0 igin
(y _a)pH +(ﬂ— y)p+l < (ﬂ_a)pﬂ

temel esitsizligi kullanirsa,




elde edilir ve (4.61)’in son kism1 ispatlanmis olur.

Sonug¢ 4.4.1. Teorem 4.4.1’in varsayimlar altinda,

(4.63)

orta-nokta esitsizligi vardir. Bu esitsizlik, (4.61)’in en 1yi esitsizligi olarak yazilabilir.

a+pf

ispat. h,:[e. Bl >R, h,(y)=(y—a)" +(B-y)" (p>0) doniisimiiniin y, = 5

noktasinda en biiylik degeri var ve

inf h (y):—('g_a)lm

yela.8] P 2°

dir. Sonug¢ olarak, x=2 ;bi almarak istenilen (4.63) esitsizligi (4.61)’in en iyi
esitsizligi alinabilir.
Asagidaki yamuk tipli esitsizlik yazilir.

Sonuc 4.4.2. Yukaridaki varsayimlar altinda,

(4.64)

yazilir.
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Ispat. (4.61)’de x=ave x=b alindiginda elde edilen esitsizlikler toplanir ve liggen

esitsizligi kullanilarak (4.64) elde edilir.

Ozel durum igin f Lipschitzian déniisiimii alinirsa, yani, her )_c,;; € [Zz,l_y icin

(e, ) = f (e 3, ) < 2L = ) (4.65)

bu durumda, asagidaki sonug yazilir.

Sonug 4.4.3. f, L, sabitli Lipschitzian doniisiimii olsun. Bu durumda her x & |a,b]

i¢in

y ) LG +b,
) ———[ s>t i+ ﬁ (b-a)  (4.66)

(bi - ai) & : :
i=1

14

1 .. A
dir. Burada 1 en iyi sabittir.

ispat. (4.61)’de , =1 (i =1,...,n) segilirse,

olur. Basit hesaplama ile, esitsizligin sag tarafindaki ifade

2
_q+@

1 NEEAIERE
11 x —q + ;X -+ _ 2 ,i=1....n
2 bi —a, bi —a, 4 bi —4;
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olur. Bu ifade (4.66)’da yerine yazilirsa, istenilen sonug elde edilmis olunur.
1 sabitinin net ispati, (4.66) esitsizliginde bazi pozitif sabitler ¢, >0 igin verir, yani,

her x e [;z,l; igin

P& [ rlk <) e+ fZifL— (b -a,) (4.67)

dir. (4.67)’de f(xl,...,xn)z x, (i =1,...,n) segilirse, her x, [ai,bi] icin

4

bulunur. x, =a, yazilirsa,

1 1 . .
olur. Buradan, c, > " olur. Burada 7 lin en 1yi sabit oldugu sdylenir.

Sonuc¢ 4.4.4. 1, Sonuc 4.4.2°deki gibi ise,

a) Orta-nokta formiilii

L(b-a,) (4.68)

dir.
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b) Yamuk formiilii

‘f(al,...,an);f(bl,...,bn)_n e L A )
‘ (bi_ai) -

dir.

Uyar 4.4.1. Pratik uygulamalarda, f: [Zz,E]—)R, [Z,I;] izerinde aai kismi tiirevleri
X

1

var ve sinirli, yani,

Lo I 1=/ CYNE'S)
ox || " aelah|  ox,
olsun. O halde,
v
A S 2 o S2 | (o-a)

Ostrowski tipli esitsizlik vardir. Burada, 7 en 1yi sabittir.

4.4.1. Agirhkh Durum
Asagidaki Teorem 4.4.1’in genellestirilmis halidir [49].
Teorem 4.4.1.1. f, w:[Zz,E]—)R olsun. f, r-Holder tipli ve L, sabitlerle ve

I e[(),l] (i=1,...,n) olsun. w, [a,l;] iizerinde integrallenebilir, bu aralik iizerinde

negatif olmayan ve
Jjw(;c)d)_c = J:l Lb w(x,,..0s X, ), ...dx, >0
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olsun. O halde, her xe [;zl;] igin

1)~

(4.69)

y)d‘ le yl wlyhty

[ (y)dy [ty

esitsizligi vardir.
Ispat. Teorem 4.4.1’in ispatina benzer sekilde, f, r-Hélder tipli L, sabitleriyle ve r;

(i =1..., n) olmak tizere, her ;c,;/ IS [5,[;] igin

‘f()_c)_ f(;l < iLi|xi - yz'|ri

yazilabilir. w(})ZO carpilir ve [5,5] iizerinde y ’ye gore integral alinirsa

Ib ()= £l lay < iLiglxi = 3 WV yseees 3 )Yy, (4.70)
i=1
olur. Diger yandan,

[lrG)- 6 M;)d;
FUG-sGWb
:mewGﬁ;—Lf;»;»q @)

>

yazilir. (4.70) ve (4.71) birlestirilir ve J:b w(;)d§>0 boliiniirse, istenilen (4.69)

esitsizligi elde edilmis olur.
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Uyar1 4.4.1.1. f, bir doniisiim L, sabitleriyle,

rle)-

[ (y)dy [ wlyhy

bulunur [50].

Sonuc¢ 4.4.1.1. Teorem 4.4.1.1°deki varsayimlar altinda, her xe [;zl;] icin

£lx)- [ wlo)r Gy

|

[ (y)dy

SzLi[bi ;ai +‘Xi _q ;Lbl.

i=1
yazilir.

f =l y
s Jx ylj w(y iy

max {1 ~a ), & | wlhey
:max{x —a;,b, — xj (y)dy

=[bi—ai+‘ a. +b, }I (y)dy

2

yazilir. Buradan,

le wil'w (y)d§<" [b-a,,
% [l by _ZL{ 2

dir. (4.69) yardimiyla, istenen (4.72) esitsizlik bulunur.
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Diger bir esitsizlik asagidaki gibidir.

Sonuc 4.4.1.2. Teorem 4.4.1.1°deki varsayimlar altinda, her xe [51_7] igin

7l)- i

I (y)dy reles]

(y)dy [uls)r Gk

sup w(y)H

Jj=1

)r+1 +(X —a. )ri+l

XZ

yazilir.

Ispat.

jlx—y,

I +1)(b —a, ) (4.73)

Wy

< Sl[lp]W( 3~ 5[ dy

yela,b

J#i
n
= H (bj —4a,;
j=l
J#
n
- H (b./' —d;
j=1

(bj _“j)gxi_yiri

_ (bi X )Hl + (Xi — 4 )Hl ]

' _(bi —X )rﬁl + (xi —4; )Hl |

r+1

(ri + 1Xbi - ai)

bulunur. Simdi, (4.69) yardimiyla (4.73) elde edilir.

Son olarak, Holder esitsizligiyle asagidaki sonug yazilabilir.

Sonuc 4.4.1.3. Teorem 4.4.1.1°deki varsayimlarla, her xe 5,[;] i¢cin

£l)-

['wlyky
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FROT) oty
(I (y)dyy) “( y;L{(bl (2)ri+1)(z()il_al.j) } (4.74)

Ispat. Cok katli integraller i¢in Holder integral esitsizligi kullanilirsa,

1

P =l < [Bbl s ) (Pl -iar ) 479

bulunur. Buradan,

dir. (4.75) yardimiyla,

R N e

yazilir. (4.69) kullanilarak, istenilen (4.74) esitsizligi bulunur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, temel analiz bilgisiyle cok degiskenli fonksiyonlar ve agirlikli
Montgomery 6zdesligini elde ederek bu 6zdeslik yardimiyla yeni ¢ok katli integraller
icin Ostrowski tipli esitsizlikler elde edildi. Ozellikle Peano cekirdeginin secimine bagli
olarak yeni 6zdeslikler ve bu 6zdeslikler yardimiyla yeni birgcok integral esitsizlikleri

elde edilebilir.
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