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OZET

COK ODAKLI YAKLASIMLA ESNEK RASTGELE SAYILAR URETILMESI

Tuncay ULUYURT
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Fen Bilimleri Enstitusu
Istatistik ve Bilgisayar Bilimleri Anabilim Dah
Danisman: Dog. Dr. Orhan KESEMEN
2023, 96 Sayfa

Rastgele say1 GOretimi istatistik ve veri biliminin en temel konularindan birisidir.
Rastgele sayilar istatistiksel simulasyonlar, makine 6grenmesi, egitim, savunma sanayisi,
bilgisayar oyunlari gibi bircok alanda yaygin bir bicimde kullaniimaktadir.

Bu calismada rastgele say: Ureteclerini kullanarak degisken uyusmazliga sahip esnek
rastgele say: Gretilmesinin algoritmas: gelistirilmistir. Onerilen esnek rastgele sayilarin
formilasyonu ve momentlerinin formilasyonlari hesaplanmistir. Bircok uygulamada
kullanilan yar1 rastgele sayilar ile sozde rastgele sayilar arasinda kopri olusturacak bir
yaklasim olan esnek rastgele sayr Ureteci gelistirilmistir. Esnek rastgele sayilarin
gelistirilmesinde kullanilan esneklik parametresi [0,1] arasinda bir deger alabilmektedir.
Esneklik parametresinin 0 olmasi durumunda beklenen yari rastgele sayilar, sifira yakin
olmas: durumunda yar1 rastgele sayilar, 1 olmas: durumunda ise s0zde rastgele sayilar
uretilmektedir. Bes farkli dagilimdan farkl 6rneklem boyutlarinda tretilen esnek rastgele
sayilarin esneklik parametresi artikca uyusmazlik olgistnin duzgin bir sekilde arttig:
yapilan similasyonlarda gozlenmistir. Simulasyonlarda dretilen tim esnek rastgele sayilar
uc farkli uyum iyiligine testine tabii tutulmustur. Esneklik parametresi azaldik¢a hipotezin

reddedilme yiizdesinin distugt ve hipotezin I. tip hatasi azalir.

Anahtar Kelimeler: Sozde Rastgele Sayilar, Yar Rastgele Sayilar, Uyusmazlik Olgusi,
Esnek Rastgele Sayilar.
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PhD. Thesis
SUMMARY
GENERATE SOFT RANDOM NUMBERS WITH A MULTI-FOCUS APPROACH
Tuncay ULUYURT
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The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Statistical and Computer Sciences Graduate Program
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Random number generation is one of the most fundamental topics in statistics and data
science. Random numbers are widely used in many fields such as statistical simulations,
machine learning, education, defense industry, computer games.

In this study, an algorithm for generating soft random numbers with variable
discrepancy is developed using random number generators. The formulation of the proposed
soft random numbers and the formulations of their moments are calculated. A soft random
number generator, which is an approach to bridge the quasi-random numbers used in many
applications and the pseudo-random numbers, has been developed. The softening parameter
used in the development of soft random numbers can take a value between [0,1]. If the
softening parameter is 0, grid quasi-random numbers are generated, if it is close to zero,
quasi-random numbers, and if it is 1, pseudo-random numbers are generated. It has been
observed in the simulations that the size of the discrepancy increases regularly as the
softening parameter of the soft random numbers generated in different sample sizes from
five different distributions increases. All soft random numbers generated in the simulations
were tested for three different goodness of fit. It was observed that as the soft parameter
decreased, the percentage of rejection of the hypothesis decreased and the type | error of the

hypothesis decreases.

Key Words: Pseudo Random Numbers, Quasi Random Numbers, Discrepancy Measure,
Soft Random Numbers.
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1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Dogada canlilarin kendini koruma ve hayatta kalma gabasi en énemli iggudilerden
biridir. Dolayisiyla canlilarin  kendilerini  koruma icgudust, cevredeki olaylar
gozlemlemesine ani degisimlere tepki vermesine neden olmaktadir. Ote yandan insanoglu
olaylar1 gozlemleyerek ve ayni zamanda ge¢cmis birikimleri kullanmaktadir. Bu sekilde diger
canhlardan farkli olarak c¢ikarimlar yapmasina ve tahminlerde bulunmasina imkan
saglamaktadir. Bu durumda insanlarin ¢ok daha iyi tahminlerde bulunabilmesi, belirsizligi
kontrol edebilmesine baghdir. Oysaki insanoglu var oldugundan beridir belirsizlikten
korkmustur. Bu ise insanlar1 dogada gerceklesen her olay: gergeklesmeden dnce tahmin edip
kendisini tehlikeye sokmayacak sekilde onlem almaya itmektedir. Bunun igin strekli
etraftan gozlemler yapmakta, bilgi toplamakta ve gerceklesen olaylardan deneyim elde
etmektedir. Bu deneyimlerine dayanarak gelecegi tahmin edebilmekte ve c¢ikarimlarda
bulunabilmektedir. Ote yandan giiniimiiz gelismis tlkeleri de benzer davranis bicimleri
gostermektedir. Olaylarinin kendilerine yansimaya baslamadan 6nce tahminlerde bulunup
onlem alma yoluna gitmektedirler. Daha net ifadeyle rastgele gelisen olaylar1 kontrol altina
almaya calismaktadirlar.

Rastgele bir sayi, 6ngorulemeyen ve herhangi bir model veya diizenden yoksun bir
stre¢ tarafindan Uretilen bir sayidir. Rastgele sayilar Gretmenin, zar atma veya kartlari
karigtirma gibi fiziksel islemler ve algoritma kullanma veya rastgele bir dagilimdan say1
uretme gibi hesaplama yontemleri dahil olmak Gzere birka¢ yolu vardir. Bununla birlikte,
rasgele sayilar Gretmeye yonelik ¢cogu hesaplama yonteminin gercgekten rasgele olmadigini,
bunun yerine sdzde rasgele sayi Ureteclerine dayandigina dikkat etmek gerekir. So6zde
rastgele sayi Uretecleri, rastgele gorunen, ancak aslinda deterministik olan ve dogru
baslangi¢ kosullar: verildiginde yeniden tretilebilen say: dizileri olusturmak igin kullanilan
algoritmalardir.

Gercekten rasgele sayilar Uretmek icin bazi bilgisayarlar, elektronik bilesenler
tarafindan dretilen guraltd veya malzemelerin radyoaktif bozunmas: gibi fiziksel sureclere

dayanan donanimsal rasgele sayi treteclerini kullanir. Donanimsal rasgele say: Ureteglerini



genellikle s6zde rastgele say: Ureteclerinden daha glvenilir oldugu kabul edilir, ancak
uygulanmasi daha yavas ve daha pahalidir.

Gunumuzde rastgele sayilar kullanim alanlar igin asagidaki 6rnekler verilebilir:

o Kiriptografi: Rastgele sayilar, genellikle iletisimi glivence altina almak ve verileri
korumak icin kullanilan kriptografik anahtarlar olusturmak icin kullanilir.

e Simuilasyon ve modelleme: Rastgele sayilar, hava durumu modelleri ve finansal
piyasalar gibi gercek duinya stireglerini modellemek ve simile etmek icin kullanilir.

e Oyun: Rastgele sayilar, sans oyunlarinda zar atmak veya bir iskambil destesini
karistirmak gibi rastgele sonuclar elde etmek i¢in kullanilir.

e Bilimsel arastirma: Rastgele sayilar, bilimsel deneylerde sonuglarin yanh
olmamasini saglamak igin kullanilir.

o Istatistiksel 6rnekleme: Rastgele sayilar, istatistiksel analiz amaciyla daha biyiik
bir populasyondan temsili bir 6rnek segmek icin kullanilir.

e Givenlik: Rastgele sayilar, parola veya kimlik dogrulama belirteci olarak
kullanilabilecek ongorilemeyen degerler lreterek bilgisayar sistemlerine yonelik
saldirilara kars1 koruma saglamak icin kullanilir.

Pierre L'Ecuyer ve Richard Simard (2007) tarafindan yapilan ¢calismada, rasgele sayi
uretimi ve testine iliskin teori, algoritmalar ve bu kavramlarin pratik uygulamalar1 dahil
olmak tizere kapsamli bir genel bakis saglar.

James E. Gentle (2003) tarafindan yazilan "Rastgele Sayr Uretimi ve Monte Carlo
Yontemleri”, rasgele sayi Uretimine ve Monte Carlo yontemlerindeki uygulamalarina
kapsaml1 bir giris niteligindedir. Bu kitap, dogrusal es Uretecler de dahil olmak (izere rasgele
sayilar Uretmek icin cesitli algoritmalart icermekte ve bunlarin gigli yanlarini ve
stnirlamalarini ortaya koymaktadir.

Donald Knuth'un (2014) "Bilgisayar Programlama Sanati, Cilt 2: Yari Sayisal
Algoritmalar" adl1 eseri, rasgele say1 tretimi ve Monte Carlo yontemleri izerine klasik bir
referans olarak kabul edilebilir. Bu kitap, dogrusal es Uretecler ve Mersenne Twister dahil
olmak (zere rasgele sayilar tretmek icin cesitli algoritmalar1 icermekte ve bunlarin gugli
yanlarint ve sinirlamalarint ortaya koymaktadir. Ayrica Monte Carlo simulasyonlarinda ve
istatistiksel analizlerde rasgele sayilarin kullanimini da icermektedir.

Harald Niederreiter'in (1992) "Rastgele Sayir Uretimi ve Yari-Monte Carlo
Yontemleri”, rasgele say: Uretimi ve yari-Monte Carlo yontemlerine kapsamli bir giris

niteligindedir. Bu Kitap, dlsuk tutarsizlik dizileri ve rastgele Monte Carlo benzeri yontemler



dahil olmak Uzere rasgele sayilar uretmek igin gesitli algoritmalar: igerir ve bunlarin sayisal
integrallerini ve optimizasyondaki uygulamalarini incelemektedir.

Werner Schindler (2009) tarafindan yazilan "Rastgele Say1 Uretimi ve Kriptografik
Uygulamalar”, anahtar olusturma ve mesaj kimlik dogrulamas: da dahil olmak tzere
kriptografik uygulamalarda rasgele sayilarin kullanimini tartigan bir kitaptir. Kitap, donanim
tabanl Uretecler ve s6zde rasgele say: Uretecler dahil olmak (izere rasgele sayilar Gretmek
icin cesitli algoritmalar1 kapsar ve bunlarin kriptografik uygulamalar baglaminda gicli
yanlarini ve sinirlamalarini ortaya koymaktadir.

Istatistik teorisinde ise arastirmacilar rastgele olaylarin davranisini ve degisimini
Olcmek (zerine sayisizca yaklasim gelistirmiglerdir. Bu calismada ise gerek rastgele
degiskenligin olgllmesi ve gerekse bu rastgele degiskenligin kontrolli bir sekilde

gerceklesmesi amaclanmustir.

1.2. Baz Istatistiksel Dagihmlar ve Parametre Tahminleri

Bu ¢alismada yontemin benzetimleri icin kullanilacak dagilimlarin bazi 6zellikleri
asagida verilmektedir. Kullanilacak dagilimlarin olasilik yogunluk fonksiyonu, birikimli
dagilim fonksiyonu, ters dagilim fonksiyonu, beklenen degeri, ikinci momenti ve varyanslari

verilmektedir.
1.2.1. Dizgin Dagilim
Dizgln dagilim verilen araliktaki her elemanin veya secilen esit uzunluktaki her

arahgin secilme olasilig1 esit olan dagilimdir (Forsyth, 2018). [a,b) araliginda diizgin

dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1
<x<
feraby={b—a 7 > 1)
0 x<aveyax =b.

biciminde tanimlanmaktadir. Birikimli dagilim fonksiyonu ise,



0 x<a
x—a
F(x;a,b) = as<x<bh 2
k 1 x=b

biciminde parcal1 bir fonksiyon olarak verilmektedir. Ters dagilim fonksiyonu ise,
FY(u;a,b)=a+u(b—a), 0O<u<i 3)

biciminde hesaplanmaktadir. [a, b) arahginda tanimli dizgun dagilimdan X rastgele

degiskenin beklenen degeri,

pr =79 @

olarak bulunmaktadir. X rastgele degiskenin ikinci momenti,

b3 —ad

3b — 3a ()

E[X?] =

biciminde bulunurken ayn: rastgele degiskenin varyanst ise,

Var[X] = E[X?] - (E[X])?

_(b-0a)? (6)
12

biciminde elde edilir. ikinci moment, varyans ve beklenen degere gore,
E[X?] = Var[X] + (E[X])? (7)
biciminde de elde edilebilir. [a,b) araligindaki X rastgele degiskeni [0, 1) araligi olarak

belirlenirse X degiskeni genelde U degiskeni olarak gosterilir ve standart diizgln

dagilimindan bir rastgele degisken olarak tanimlanir. [0,1) arahginda standart diizgin



dagilima sahip U rastgele degiskenin beklenen degeri (4) esitliginde (a,b) degerleri yerine

kondugunda,

1
E[U] =5 (8)

olarak bulunur. U rastgele degiskenin ikinci momenti (5) esitliginde (a,b) degerleri yerine

kondugunda,

.1
E[U ]=§ (9)

olarak bulunur. U rastgele degiskenin varyansi (6) esitliginde (a,b) degerleri yerine

kondugunda,

Var[U] = E[(U — E[U])?]
= E[U?] - (E[U])?
1
12

(10)

olarak bulunur.
1.2.2. Ustel Dagihm

Ustel dagihm olasilik teorisi ve istatistik biliminde iki poission noktas: arasindaki
zaman farkinin olasilik dagilimin: vermektedir.

Ustel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

Aexp(—Ax) x =0,
flx;A) = (11)
0 x<0.

biciminde tamimlanmaktadir. Burada A > 0 dagilimin hiz parametresi olarak ifade

edilmektedir. Birikimli dagilim fonksiyonu ise,



1—exp(—4Ax) x=0,
F(x; 1) = (12)
0 x <0.

biciminde bulunmaktadir. Ters dagilim fonksiyonu ise,
1

F~Y(u; 1) = —zlog(l —u),0su<l1 (13)

bigiminde bulunmaktadir. Ustel dagilimdan X rastgele bir degiskenin beklenen degeri,
1

E[X] = 7 (14)

biciminde bulunurken ikinci momenti,
2

E[XZ] = ﬁ (15)

bulunmaktadir. X rastgele degiskenin varyansi ise,

Var[X] = A—lz (16)

biciminde bulunmaktadr.
1.2.3. Normal Dagihm

Istatistikte oldukca 6nemli bir dagilim olan normal dagilim Gauss dagilimi olarak da
bilinir. Dogada veya sosyal hayatta karsilasilan rastgele olaylari temsil etmek icin kullanilir.
Genelde 6l¢tim hatalarinin normal dagildig: varsayilir.

Normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1 _ 2
Flxin,0) = —=exp (— %) a7



biciminde tanimlanmaktadir. Burada p dagilimin ortalamasini, o ise standart sapmasini

vermektedir. Birikimli dagilim fonksiyonu ise,

F(x:p o) = . f exp(—%)dx (18)

oV2m

biciminde verilmektedir. Uygulamalarda verilen integralin analitik ¢6zimi yapilamadigi
icin genelde sayisal ¢ozimi yapilarak tablo seklinde kullanmimaktadir. Ote yandan sisteme

tanitilan bir hata teriminden yararlanarak normal dagilimin birikimli dagilim fonksiyonu,

)

biciminde yazilabilir. Burada erf fonksiyonu hata fonksiyonu olarak ifade edilmekte olup

erf(x) = \/%f: exp(—t2)dt olarak verilmektedir. Ayn: yaklasimla ters dagilim fonksiyonu

ise,

FY(u;p,0) = u+ov2erf~1(2u — 1) (20)
biciminde tanimlanabilir. Normal dagilimdan X rastgele degiskenin beklenen degeri,

E[X]=u (21)
ve ikinci momenti ise,

E[X?] = u? + o2 (22)
olarak bulunmaktadir. Ayni degiskenin varyanst ise,

Var[X] = o2 (23)

olarak bulunmaktadir.



1.2.4. Laplace Dagilim

Laplace dagilim: iki tarafli Ostel dagilhim olarak bilinmektedir. Laplace dagilimin

olasilik yogunluk fonksiyonu,

Fxin2) = Sexp(~lx — u) (24)

bigiminde tamimlanmaktadir. Burada p dagilimin konum parametresi ve 4 > 0 dagilimin hiz

parametresi olarak ifade edilmektedir. Birikimli dagilim fonksiyonu ise,

Fxim2) = 5 + 5 sign(e — i)(L — exp(~2lx — D) 25)

biciminde bulunmaktadir. Ters dagilim fonksiyonu ise,

_1 .l _ 1 1 1
F~ (u; u, A) —,u—ZSLgn(u—§> log (l—2|u—§|> (26)
biciminde bulunmaktadir. Laplace dagilimdan X rastgele bir degiskenin beklenen degeri,

E[X]=u (27)

biciminde bulunurken ikinci momenti,
E[x?] = 2 + u?
[X*] = = (28)
biciminde bulunmaktadir. Ayni degiskenin varyanst ise,
2
Var[X] = = (29)

biciminde bulunmaktadr.



1.2.5. Lognormal Dagilim

Surekli olasilik dagilimlarindan olan Lognormal dagilimi normal dagilimla iliski bir
dagilimdir. Normal dagilimdan X rastgele degiskenin Y = exp(X) seklinde hesaplanmasiyla
elde edilen Y rastgele degiskeni lognormal bir dagilima sahiptir.

Lognormal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

flxp o) = (30)

202

exp(__ﬂog(x)-u)2>
XO'\/E

biciminde tammlanmaktadir. Burada u normal dagilhimin ortalamasini, o ise normal

dagilimin standart sapmasini vermektedir. Birikimli dagilim fonksiyonu ise,

1 = exp(
ax/ﬂf_oo

202
X

B (log(x)—u)z)
d

F(x;u,0) = X (31)

biciminde verilmektedir. Birikimli dagilim fonksiyonu hata fonksiyonu yardimiyla,

o1 log(x) — u

F(x;u,0) = > [l + erf (0'—\/5)] (32)
olarak bulunmaktadir. Ters dagilim fonksiyonu ise,

Fl(u;u,0) = exp (,u ++/202erf"1(2u — 1)) (33)

biciminde bulunmaktadir. Lognormal dagilimdan X rastgele degiskenin beklenen degeri,

E[X] = exp (u + %) (34)

ve ikinci momenti,
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2 .2
E[X?] =exp (ny +n20 >

olarak bulunur. Ayni degiskenin varyanst ise,
Var[X] = (exp(c?) — 1) exp(2u + o?)
olarak bulunmaktadir.

1.3. Ortalamanin Parametre Tahminleri

Bagimsiz ve 0Ozdes dagihmdan n tane rastgele {X, k =12,

ortalamasinin beklenen degeri,

olarak bulunurken ortalamanin ikinci momenti,

(35)

(36)

...,n} degiskenin

(37)
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(o e e
—%I\E XX + ZZ [XL-XJ-]/I

= F(n(E[X]E[X] + Cov[X,X]) + (n* — n)E[X]E[X])

_ (EXD® | EIX —EIXD°T | (ELX])? - (E[X])?
n n n

+ (E[X])*

_ EIX - EXD*]
B n

biciminde bulunur. (37) ve (38) esitlikleri yardimiyla varyans hesaplanirsa,

Var[X] = E[(X — E[X])?]
= E[X2 — 2 XE[X] + (E[X])*]
= E[X?] — 2E[X] E[X] + (E[X])?
= E[X?] - (E[X])*
_ Bl - E[X])?]

(39)

+ (E[XD? - (E[XD?

_ EI(x —E[XD)?]
B n

esitligi elde edilir.



12

1.3.1. Standart Diizgiin Dagihm igin Momentler

Yukarida elde edilen (37) esitligi standart diizgun dagilim icin diizenlenirse ve (8)

esitligi yerine konulursa ortalamanin beklenen degeri,

E[T] = E[U]
1 (40)

biciminde elde edilir. (38) esitligi standart diizgun dagilim igin diizenlenirse ve (8) ve (10)

esitlikleri yerine konulursa ortalamanin ikinci moment icin,

E[(U - E[U])?]
n

E[0?] = + (E[U])?

1 1 (41)
= 4 —
12n 4

esitligi elde edilir. (39) esitligi standart duzgin dagilim icin duzenlenirse ve (10) esitligi

yerine konulursa ortalamanin varyansi igin,

E[(U - E[U])?]

Var[U] = -

. (42)

" 12n

esitligi elde edilir.
Standart diizgun dagilimdan gelen U rastgele degiskenin parametrelerinin tahmini igin
ayn rastgele degiskenin n Ornekten olusan bir 6rnekleminin ortalamasinin tahminleri

kullanilarak asagidaki sonuclar elde edilebilir. (40) esitliginde E[U] cekilirse,

E[U] = E[U]
1 (43)
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U rastgele degiskenin beklenen degeri ortalamanin beklenen yardimiyla 1/2 olarak bulunur.
Ayni sekilde (42) esitliginde E[(U — E[U])?] ifadesi esitligin soluna alinirsa U rastgele
degiskenin varyansi,

Var[U] = E[(U - E[U])?]
=nVar[U]
1
T 12

(44)

biciminde bulunur. Diger taraftan U rastgele degiskenin ikinci momenti ise ortalamanin

beklenen degeri ve varyansi cinsinden yazilirsa,

E[U?] = Var[U] + (E[U])?
= nVar[U] + (E[U])?

(45)

sonucu elde edilir. Gorlldugu gibi U rastgele degiskeninin momentleri ile U degiskenin
momentleri bulunabildigi gériilmektedir. Aym: yaklasimla U rastgele degiskenin yardimiyla

da U rastgele degiskenin momentleri bulunabildigi gorilmektedir.

1.4. Cok Odakh Istatistikler

Istatistik biliminde yapilan calismalar genelde tek odak (ortalama, ortanca, varyans
vb.) Gzerinden temsil edilen parametreler ile yapilmaktadir (Dekking, Kraaikamp, Lopuhad,
& Meester, 2005). Ote yandan sira istatistikleri tizerine yapilan bircok ¢alisma da mevcuttur.
Oysa sira istatistikleri ile elde edilen parametreler yardimiyla hesaplanacak birgok kitle
parametresi daha esnek ¢cozimler verebilmektedir.

Keyfi F(x) dagilimdan tretilen bir rastgele sayilar x = {x;, (k = 1,2, ..., n)} dizisinin

k-nc1 siral istatistiklerinin x = {x(y, (k = 1,2, ..., n)} olasihk yogunluk fonksiyonu,
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|
Froo® = Dy X O L = Gl (46)

biciminde verilmektedir (Dekking, Kraaikamp, Lopuhad, & Meester, 2005). Burada fx (x),
X rastgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonunu gosterirken, Fy(x) birikimli dagilim

fonksiyonunu gostermektedir.
1.4.1. Standart Duizgiin Dagihm igin Sirah istatistikleri

Srraliistatistiklerde U rastgele degisken standart diizgtin dagilima sahip ise U rastgele

degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

(k=) (n—k)!

fuge () = []*[1 — x]"" (47)

biciminde yazilabilir (Dekking, Kraaikamp, Lopuhad, & Meester, 2005). Standart diizgiin

dagilimdan secilen rastgele bir degiskenin siral istatistiklerinin beklenen degeri ise,

n! 1
E(U(k)) = TR jo x*[1 — x]"*dx (48)

biciminde verilmektedir (Dekking, Kraaikamp, Lopuhad, & Meester, 2005). Esitligin sag

tarafinda gerekli islemler yapildiktan sonra sirali istatistiklerin beklenen degeri,

k
E(U(k)) = m, k=12,..,n (49)

biciminde bulunmaktadir (Dekking, Kraaikamp, Lopuhad, & Meester, 2005). Sirah

istatistiklerin ikinci momenti,

21 k(k +1)
E[U(k)] - (n+1)(n+2) (50)
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bigiminde bulunurken varyansi,

Var(Ugy) = E[U&)] - (E[UG])°
_ k(n+1-k) (51)
T (n+1D%2(n+2)

biciminde bulunmaktadir (Dekking, Kraaikamp, Lopuhad, & Meester, 2005). Standart
dizgiin dagihmdan U rastgele degiskenin momentlerini yeniden hesaplamak igin siral

istatistiklerin ortalamalarindan yararlanilirsa,

=t (52)

biciminde ortalamanin beklenen degeri elde edilmis olur. Aym yaklasimla U rastgele

degiskeni icin (38) esitligi kullanarak ikinci moment,
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(53)

= % (zn: E[U U] + Zn: z E[UiU]])

= F(n(E[U]E[U] + Cov[U, U]) + (n* — n)E[UIE[U])

_ WD | ELW =B | s (LOD?
n n n

_ EI(U - E[U])?]
B n

+ (E[U])?

1

1
=+ —
12n 4

bigiminde elde edilir. Benzer yaklasimla U rastgele degiskenin varyans: ise,

E[(U - E[UD?] = E[U? - 2UE[U] + (E[UD)?]
= E[U?] - 2(E[UD)? + (E[U])*
= E[U?] - (E[U])?
1 1 1 (54)

“Ton 273
1
T 12n

biciminde elde edilir. Standart dizgin dagilima sahip n tane rastgele degiskenin sirah
istatistiklerin ortalamasinin U momentleri (52), (53) ve (54) esitliklerindeki gibi
bulunmaktadir. Bu esitlikler yardimiyla U rastgele degiskeninin momentleri igin (43), (44)

ve (45) esitliklerindeki momentlerin elde edilebildigi gorulmektedir.
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1.5. Sézde Rastgele Sayr Uretim Teknikleri

Istatistik egitiminde veya similasyon calismalarinda sikhkla yapay veri
kullanilmaktadir. Yapay veriler denetimli veriler oldugu icin stokastik bir sistemin
davranisini gozlemlemekte siklikla dagilimi bilinen yapay veriler kullaniimaktadir. Yapay
veri Uretimi diger bir adiyla rastgele sayir Uretimi bilgisayar ortaminda yapay olarak
uretilmektedir.

Rastgele sayilar bir olay sonucunda ortaya ¢ikan ve degeri 6nceden bilinmeyen ve
birbirlerinden bagimsiz sayilardir. Rastgele sayilar aldiklar: degerlere gore kesikli ve strekli
degerler sinifinda yer alabilir. Kesikli rastgele sayilar belli bir aralikta sonlu sayida deger
alabilirken surekli rastgele belli bir aralikta sonsuz sayida deger alabilmektedir.

Rastgele sayilar glinimizde bilgisayar oyunlarinda, kumar makinelerinde, istatistiksel
orneklemede, bilgisayar simulasyonlarinda, kriptolojide, rastgele tasarimlarda ve diger
bircok alanda yaygin bir bicimde kullaniimaktadir.

Rastgele sayilar bircok doga olayinin gézlenmesi sonucunda elde edilen sayilar, bir
paranin atilmasinda yazi tura gelmesi; bir zarin atilmasinda 1 den 6'ya kadar sayilarin
gelmesi; bir otobls duragina bir saat boyunca gelen yolcularin sayisi; duraga gelen her bir
yolcunun bir 6nceki gelen yolcu arasinda siire; bir agactan toplanan yapraklarin uzunlugu;
bir cocugun baskul ile tarttigi yoldan gecenlerin kilolar:; bir sezonda vizyona giren filmlerin
suresi veya elde ettikleri hasilat; yol kenarinda kurulan bir radarda yoldan gecen arabalarin
hiz degerleri; A sehrinde B sehrine giden bir otomobilin her dakika basinda hizi; bir simiftaki
ogrencilerin boylari; hastaneye gelen hastalarin vicut sicaklig: gibi bir¢cok drnek verilebilir.
Gunumuzde rastgele sayilar bilgisayarlarin gelismesiyle birlikte dijital ortamda yapay olarak
uretilebilmektedir. Rastgele sayilarinin tanimi geregi degeri onceden bilinmeyen ve
birbirlerinden bagimsiz sayilar olmasina ragmen bilgisayar yardimiyla dretilmesinde bu
tanimin kosullar1 yerine getirilmemektedir. Bu olaydan dolay: dijital ortamda Uretilen
rastgele sayilar1 sozde rastgele sayilar denir.

Rastgele say:1 Uretimi, istatistik ve bilgisayar biliminde énemli bir yer tutmaktadir.
Bilgisayarda Uretilecek sdzde rastgele sayilar genelde diizgiin dagilim temel alinarak Gretilir
ve diger dagilimlara dondsturalir. Dzgln dagilimdan rastgele say: tretilmesinde kullanilan

en yaygin yontem dogrusal uyumlu Uretectir.
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1.5.1. Duizgiin Dagihmdan Rastgele Sayr Uretimi

Hemen hemen tim programlama dillerinde rastgele sayi dreten bir algoritma
bulunmaktadir. Boyle algoritmalar, bir dizi rastgele say: Uretirken her rastgele sayi bir énceki
rastgele sayidan yararlanarak Uretilmektedir. Dolayisiyla baslangi¢ olarak bir sabit say:
kullanilir. Bu sayiya tohum (seed) denir. Bir rastgele sayilar dizisini X = [X;, X5, ... X, ]

olarak tanimlanirsa, bu dizi,
Xk+1 = (an + C)mOd m, (k = 0!1121 ,Tl) (55)

bigciminde Uretilebilir. Burada X, degeri tohum olarak kabul edilir ve rastgele say: dizisine
dahil edilmez. Ote yandan a, c ve m degerleri yeterince bilyiik tamsayilardir. Burada tretilen
rastgele sayilar O ile m — 1 degerleri arasinda tamsay: degerlerdir. Genelde programlama
dillerinde standart olarak dretilen rastgele sayr m degerine bolinerek [0, 1) arasinda bir
standart olusturulmustur. Boylelikle bu sayilar bir sabitle carpilip ve bir sabit eklenerek
istenilen araliga cevrilebilir. Yukaridaki esitlikteki sabitler, simulasyonlar yardimiyla
Onceden en buytk periyodu veren katsayilar olarak secilmistir.

Dizgun olmayan dagilimdan rastgele say: Gretmek igin diizglin dagilimdan retilen rastgele
say1 kullaniimaktadir. Bu islem icin iki yaygin yaklasim bulunmaktadir. Bunlar ters dénus
ve red/kabul yontemleridir.

Tum programlama dillerindeki rastgele sayi Urete¢ fonksiyonu [0,1) araliginda diizgiin
dagilimdan rastgele say: Ureten deterministik bir algoritmaya sahiptir. Rastgele bir sayinin
deterministik bir algoritmayla tretilmesinden dolayi bu tiir rastgele sayilara s6zde (pseudo)
rastgele sayilar denir (L’Ecuyer, 2012; Ross, 2006). Ters dagilim ve kabul-ret teknikleri
rastgele say1 iretmek i¢in kullanilan en yaygin iki yaklagimdir.

[0,1) araliginda standart diizglin dagilimdan Uretilen 12 tane rastgele sayilarin degerleri

Tablo 1’de verilmistir ve bu sayilar Sekil 1’de say:1 dogrusu tizerinde gosterilmistir.

Tablo 1. [0,1) araliginda diizgiin dagilimdan uretilmis 12 tane rastgele sayi
0.076 0.780 0.438 0.723 0.978 0.538 0.501 0.072 0.268 0.500 0.679 0.804
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R e o e | |

Sekil 1. [0,1) arahginda dizgun dagilimdan Uretilmis 12 tane rastgele sayinin sayi
dogrusunda gosterimi

1.5.1. Red/Kabul ile Rastgele Sayr Uretimi

Kabul-ret teknigi, [a, b] araliginda keyfi bir dagilimdan rastgele say: tretmek icin
yararl bir tekniktir. Bu teknigi gerceklestirmek icin oncelikle verilen dagilimin olasilik
yogunluk fonksiyonun f(x), [a,b] arahgindaki en biylk degeri olan f,., degerinin

belirlenmesi gerekir. Kabul-ret tekniginin algoritmasi,

Algoritma 1. Kabul-ret teknigine gore tek degiskenli rastgele say: tretme algoritmasi.
function accept_reject(f, fmax, a, b, n)

k=1

while k <= n do:
Ul ~ Uniform(0,1)
U2 ~ Uniform(0,1)
x = Ul*(b-a)+a
y = U2*fmax
iIfy < f(x) then:
X[k] = x
k += 1
end If
end while

return X

biciminde verilmektedir. Bu algoritmaya gore diizgun dagilimdan Gretilen iki rastgele
sayidan birincisi [a, b) araliginda Uretilen deger aday deger olarak alinmaktadir. ikincisi ise
[0, fmax) arasinda Uretilen y degeri f(x) fonksiyon degerinden kiglkse Uretilen x; aday
degeri saklanmakta, biyiikse diziden atilarak ayni yaklasimla yeniden bir deger

uretilmektedir. Ayni suire¢ devam ettirilerek n tane rastgele say: dizisi olusturulur.
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1.5.2. Ters Dagihm ile Rastgele Sayr Uretimi

Ters dagilim teknigi ile diizgiin olmayan dagilimdan rastgele say: Gretmek analitik bir
yaklasim oldugundan, en sik basvurulan tekniktir. Bu teknigin dogrudan uygulanabilmesi
ancak dagilim fonksiyonun tersinin mevcut olmasi durumunda gecerlidir. Dagilim
fonksiyonun tersinin bulunamadigi durumlarda ise sayisal yontemler kullanilir (Kesemen,
Tiryaki, & Pak, 2019).

Rasgele say1 uretilmek istenen dagilim fonksiyonu F(x) olmak (zere, ters dagilim

teknigi ile rasgele say1 tretmek icin,

X =F'(U) (56)

esitligi kullanihir. Burada U € [0,1)~Dizgln Dagtlum, [0,1) arahiginda diizgiin dagilimdan
rasgele Uretilmis bir sayiyr gostermektedir. Ote yandan X degiskeni, F(x) dagilimindan
rastgele bir sayiyr vermektedir. Bu sekilde diizgiin dagilimdan dretilen her rastgele sayi,
istenen bir dagihmdan rastgele sayiya donustirulebilmektedir. Bu yaklasimla Fy(x)
dagilimindan rastgele say: Uretilmis olur. Ters dagilimdan rastgele say: Uretme algoritmasi

Algoritma 2’de verilmistir.

Algoritma 2. Ters dagilim teknigine gore tek degiskenli rastgele say: tiretme algoritmast.

function inverse_random(F, n)
for k = 1 to n do:
U ~ Uniform(0,1)
X[k] = F71QU)
end for

return X

Ornek verecek olursak olasilik yogunluk fonksiyonu,
f(x)=2exp(-1x), 21>0,x=0 57)

biciminde verilen tstel dagilimin birikimli dagilim fonksiyonu,
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F(x):=fxlexp(—lx)dx
0 (58)
=1 —exp(—Ax)

olarak bulunur. X~F (x) rastgele degiskeni secilen dagilim fonksiyonundan ise bu rastgele

degiskeni birikimli dagilim fonksiyonunda yerine konursa,

U = Fy(X) (59)

biciminde elde edilen U degiskeni [0,1) araliginda diizgiin dagilimdan bir rastgele degisken
olur. Aym sekilde [0,1) araligindaki diizgiin dagilimdan rastgele degiskenin birikimli
dagilimin tersinde yerine konursa birikimli dagihimdan rastgele degisken elde edilir.

Ornekten devam edilirse,

X = F'(U) =~ log (1 ~ U) (60)

biciminde bulunur.

Algoritma 2’de [0,1) arahginda diizgun dagilimdan Gretilen rastgele deger verilen
dagihmin  tersinde yerine kondugunda verilen dagihmdan rastgele degere
dontsturilmektedir. Boylelikle verilen her dagilimdan rastgele degerler Uretilebilmektedir.
Ancak her dagilimin tersi analitik yontemlerle bulunamamaktadir. Bu durumda basvurulan
en yaygin yontem red/kabul yontemidir. Ote yandan asimptotik ve sayisal yaklasimlar da
kullanilmaktadir (Kesemen, Tiryaki, & Pak, 2019).

1.6. Dizilerde Uyusmazhk Olgusti

Bir [a, b] araligindan rastgele segilen reel sayi1 degerlerine sahip bir veri kiimesinde

{x1, x5, ..., x,} herhangi bir alt [c, d] araliga disen veri sayis1 ile araligin uzunlugu orantih
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ise 0 veri kimesinin esit dagildig: s6ylenir. Bu ifade istatistiksel bir yaklasim oldugundan

blylk sayilar kanuna gore,

. S({Xl,XZ,...,xn}n[C,d]) d_C
lim =

n—oo n b—a (61)

ifadesi dogru olur. Burada s(A) fonksiyonu A kiimesindeki veri sayisini gostermektedir.
Bir dizi {x;,x,,...x,} icin [a, b] araligina gbre D, uyusmazhk Olcusi su sekilde

tanimlariz,

s({xq, x5, ..., x, 3N [c,d]) d-—c
“b—al (62)

D, = sup

ascs<ds<b n

Boylece bir dizi, n sonsuza dogru egilim gosterirken, D,, tutarsizhg: da sifir olma
egilimindeyse dizinin esit olarak dagildigi soylenir (Dick & Pillichshammer, 2010;
Niederreiter, 1992).

1.7. Yan Rastgele Sayr Uretimi

Gercek hayatta bircok uygulama icin rastgele sayilara ihtiyag duyulmaktadir
(Niederreiter, 1992; Sobol, 1967; Tiryaki & Kesemen, 2018). Bu rastgele sayilar icin
bilgisayar programlar: yardimiyla Uretilen s6zde rastgele sayilar kullanilmaktadir. Ancak
bazi alanlarda diisiik uyusmazhga sahip rastgele sayilar ihtiyac duyulabilir. Ozellikle Monte
Carlo benzetimlerinde ve kriptoloji ¢calismalarinda daha iyi sonuclar almak icin yari rastgele
sayilara ihtiya¢ duyulmaktadir (Tiryaki & Kesemen, 2018). Bu ¢alismada kullanilan yar

rastgele sayilar [0,1) arahginda Uretilecektir.
1.7.1. Beklenen Yan Rastgele Sayilar Dizisi
Beklenen rastgele sayilar diger bir adiyla 1zgara rastgele sayilar verilen [0,1] araliginda

taniml1 n tane rastgele sayinin tim aralig1 kapsayacak sekilde esit uzaklikta dizilmesidir. Bu

islem icin esitlik,
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k
X =~ (k=12,...,n) (63)

biciminde tanimlanabilir. x; degerleri deterministik degerler oldugundan s6zde rastgele
sayilar 6tesinde yar: rastgele say1 bile olmaktan uzaktir. Deterministik olan bu sayilar 0 harig

ancak 1 dahil olacak sekilde bir say1 dizisi oldugundan, dengeleme saglanmas igin esitlik,

k—05

X = ’ (k = 1)2) 1n) (64)
biciminde yarim kaydirma yapilarak elde edilebilir. Daha kullanisl: bir yaklasim ise sira
istatistiklerinin beklenen degerlerini temel alan yaklasimdir. Bu yaklasimda verilen sirali bir
x = (@) k =123,...,n) dizisinin her degerinin beklenen degerini kullanarak disik
uyusmazliga sahip sayilar elde edilebilir. [0,1] arahginda n tane beklenen yari rastgele

sayilar,

x(k) = ‘u(k) — (k = 1,2, ,Tl) (65)

n+1’
biciminde elde edilmektedir (Dekking, Kraaikamp, Lopuhad, & Meester, 2005). Bu
calismada sirah istatistiklerin beklenen degerleri yaklasimi kullanilacaktir. Bu yaklasimla
[0,1) araliginda dizgiin dagilimdan dretilen 12 tane beklenen yar: rastgele say:r Sekil 2’de

say1 dogrusu Uzerinde gosterilmistir.

Sekil 2. [0,1) arahginda dizgln dagilimdan dretilmis 12 tane beklenen yar rastgele
sayinin say1 dogrusunda gosterimi.
Uretilen bu sayilarnin esit araliklarda oldugu goriilmektedir. Baslangigtan rastgele gibi
g6zikmese de (retilen bu sayilar bir karistirma algoritmas: yardimiyla karistirilirsa istenen

etki yapilmis olur. Bu rastgele sayilarin degerleri Tablo 2’de verilmistir.
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Tablo 2. [0,1) araliginda Uretilmis 12 tane beklenen yar: rastgele say:
0.077 0.154 0.231 0.308 0.385 0.462 0.538 0.615 0.692 0.769 0.846 0.923

Tablo 2’deki beklenen yari rastgele sayilar olarak Uretilen degerler esit araliklarda siral
sekilde verilmistir. Bu sayilar istenirse karigtirma algoritmasi yardimiyla karisik sekilde de
verilebilir. Ancak karisik sekilde verilen bu degerler rastgele degerler biciminde gozikse

bile deterministik bir degerler kiimesi oldugu séylenebilir.
1.7.2. Alt Yar Rastgele Sayilar Dizisi

Esit dagilmis bir rastgele sayilar dizisi elde etmek igin [0, 1] aralig: esit alt araliklara
bolundr. Bu alt araliklara esit sayida rastgele sayr disecek sekilde sozde rastgele sayilar
uretilir. [0, 1] arahginin kag esit parcaya bolinecegi arastirmacinin tercihine birakilmastir.
[0,1] araliginda Alt yar: rastgele sayilar,

X, =%(((k—l) mod C) +U) k =12,..n (66)

esitligi ile elde edilebilir (Dick & Pillichshammer, 2010; Kuipers & Niederreiter, 2012;
Niederreiter, 1992; Drmota & Tichy, 2006). Bu esitlikte C alt bolge sayisin1 vermektedir.
Sekil 3’te sirasiyla 2,4, ve 6 alt esit bolgeye bolinen [0,1] araliginda 12 rastgele sayinin

dagilimi sayr dogrusu tzerinde gosterilmistir.
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0 1
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0 1
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Sekil 3. [0,1) araliginda dizgun dagilimdan dretilmis 12 tane alt yar1 rastgele sayinin
say1 dogrusunda gosterimi, (a) 2 bolgeye ayrilmis olarak Gretilen alt yar
rastgele sayilar, (b) 4 bélgeye ayrilmis olarak Uretilen alt yar1 rastgele sayilar,
(c) 6 bolgeye ayrilmis olarak retilen alt yar: rastgele sayilar.

Say1 dogrusu Uzerinde gosterilen alt yari rastgele sayr kimleri Tablo 3’te sayisal

degerleri verilmistir.

Tablo 3. [0,1) araliginda Uretilmis 12 tane alt yar1 rastgele sayi
0.190 0.533 0.144 0.955 0.107 0.726 0.466 0.512 0.300 0.975 0.115 0.774

0.227 0.283 0.631 0.938 0.167 0.367 0.551 0.873 0.093 0.369 0.591 0.959

0.128 0.219 0429 0.546 0.742 0.892 0.110 0.228 0.410 0.620 0.735 0.984

Tablo 3’te verilen yar1 rastgele sayilarin her bolgeden degere sahip oldugu
gorulmektedir. Noktadan sonraki ilk haneye bakildiginda bile farklihik rahatlikla
gorulebilmektedir.

1.7.3. Titresimli Yan Rastgele Sayilar Dizisi

Titresimli yar1 rastgele say1 Uretmek icin diizgin dagilimin sirali n tane rastgele

degiskenin beklenen degeri kullanilmaktadir. Her beklenen sayi ile bir sonraki ardisik
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beklenen say: arasindaki uzakligin yarisi kadar saga ve sola aralik belirlenerek bu aralikta
rastgele sayilar Uretilmesiyle titresimli yar1 rastgele sayilar elde edilmektedir. Matematiksel

olarak,

X, = g + D (U—%),(k:1,2,...,n) 67)
biciminde formile edilebilir (Dick & Pillichshammer, 2010; Kuipers & Niederreiter, 2012;
Niederreiter, 1992; Drmota & Tichy, 2006). Burada D iki ardisik beklenen yari rastgele sayi
arasinda genislik olarak alinmakta ve D = 1/(n + 1) bigiminde hesaplanmaktadir. [0,1)
arahginda retilen 12 titresimli rastgele say:1 Sekil 5’te say1 dogrusu tzerinde gosterilmistir.
Gri dlsey cizgiler siral istatistiklerin beklenen degerlerini gosterirken siyah dusey ¢izgiler,

gri duseye ¢izgilerin civarindan bulunan titresimli rastgele sayilar1 gostermektedir.

0 1

Sekil 4. [0,1) araliginda diizgiin dagilimdan dretilmis 12 tane rastgele sayinin sayi
dogrusunda gosterimi.

Uretilen titresimli yar: rastgele sayilarin sayisal degerleri Tablo 4’te verilmektedir. Bu
sayisal degerlerinden iyi bir dagilim gosterdigi gorulmektedir. Bu rastgele sayilar yari
rastgele sayilar olmasina ragmen kismen de olsa bir rastgelelik icermektedir.

Tablo 4. [0,1) araliginda Uretilmis 12 tane titresimli yar: rastgele say:
0.050 0.174 0.224 0.302 0.396 0.463 0.531 0.574 0.658 0.787 0.848 0.939

1.7.4. Irrasyonel Yan Rastgele Sayilar Dizisi

Rasyonel bir say: iki tam sayinin oran: biciminde yazilabilmektedir. Ornegin 0.75 bir
say1 3/4 gibi iki tamsay1 sekilde yazilabilmektedir. Irrasyonel sayilar ise iki tam sayinin oran:
bigiminde yazilamamaktadir. Ornek altin oran, pi ve asal sayilarin karekokii gibi sayilar

verilebilir.
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Irrasyonel yar: rastgele sayilar: secilen bir irrasyonel sayinin katlarinin 1’e gére modu
alinarak elde edilir. Matematiksel olarak,

X=Xy, + Xy )modl, (k=12,..,n) (68)

biciminde gosterilebilir (Dick & Pillichshammer, 2010; Kuipers & Niederreiter, 2012;
Niederreiter, 1992; Drmota & Tichy, 2006). Burada X, baslangi¢c degeri (tohum) olarak
kabul edilir, X;, ise secilen irrasyonel sayidir. Ornek olarak uretilen 12 tane irrasyonel yar:
rastgele say1 Sekil 5°te verilmektedir. Sekil 5 (a)’da altin oran (1 + +/5)/2 irrasyonel sayist,
Sekil 5 (b) V2 irrasyonel sayisi ve Sekil 5 (c)’de ise m sayisi segilerek (retilen sayilar say1

dogrusu Uzerinde gosterilmistir.

0 1
@)
|| || || ] || I —
‘ . I I I | I }
0 1
(b)

A
v

(©
Sekil 5. [0,1) arahginda dizgun dagilimdan dretilmis 12 tane rastgele sayinin sayi
dogrusunda gosterimi, (a) altin oran (1 + \/3)/2 irrasyonel sayr kullanilarak

elde edilmis yar rastgele sayilar, (b) V2 irrasyonel say: kullanilarak elde
edilmis yar1 rastgele sayilar, (c)  irrasyonel say: kullanilarak elde edilmis yari
rastgele sayilar.

Sekil 5°te gosterilen yar rastgele sayilar sayisal olarak Tablo 5’te gosterilmektedir.
Uretilen yar rastgele sayilar deterministik bir yaklasim gostermesine ragmen segilen

irrasyonel sayinin farkli olmas Gretilen sayilart dogrudan etkilemektedir. Ayrica tretilecek
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rastgele sayilara eklenen tohum degeri de benzer sekilde farkli degerlerin Uretilmesi

saglamaktadir.

Tablo 5. [0,1) araliginda Uretilmis 12 tane irrasyonel yari rastgele sayi

0.414 0.828 0.243 0.657 0.071 0.485 0.899 0.314 0.728 0.142 0.556 0.971

0.142 0.283 0.425 0.566 0.708 0.850 0.991 0.133 0.274 0.416 0.558 0.699

0.618 0.236 0.854 0.472 0.090 0.708 0.326 0.944 0.562 0.180 0.798 0.416

1.7.5. Van Der Corput Yar1 Rastgele Sayilar Dizisi

Van der Corput dizisi dustk uyusmazlik 6lcisine sahip birim araliktaki en basit
dizidir. Dizinin dretilmesinde dogal sayilarin (1,2,3,...) b-tabandaki degerleri

kullaniimaktadir. Bir k dogal sayisinin b tabanindaki karsiligi d; (k) dizisiyle tanimlanmast,

~

-1

k

d;(k) b’ (69)
0

J

bigiminde verilmektedir. Ayn esitlikte b taban ters gevrilirse,

L-1
RNAG
%= P (10)
=0

biciminde yazilmasiyla van der Corput yar: rastgele sayilar dizisi elde edilmis olur (Dick &
Pillichshammer, 2010; Kuipers & Niederreiter, 2012; Niederreiter, 1992; Drmota & Tichy,
2006).

Ornek olarak iretilen 12 tane Van der Corput yar: rastgele sayisi Sekil 6’da
verilmektedir. Sekil 6 (a)’da 2 tabaninda sayi, Sekil 6 (b) 3-tabaninda sayi, ve Sekil 6Sekil
5 (c)’de ise 5 tabaninda sayi, secilerek Uretilen yari rastgele sayilar sayr dogrusu Uzerinde

gosterilmistir. Ay sayilarin sayisal degerleri Tablo 6’da verilmistir. Elde edilen sayilarin
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rastgele sayilar gibi gozikse de deterministik bir sekilde Uretilmesi istenen rastgelelikten

uzaktr.

0 1
@)

I I I || ] I
<IIII I I I I }
0 1
(b)

|| | | | | | | | | | |
<II 11 11 | 1 I }
0 1
©)

Sekil 6. [0,1) arahginda dizgun dagilimdan Gretilmis 12 tane rastgele sayinin sayi
dogrusunda gosterimi, (a) 2-tabaninda say:r kullanilarak elde edilmis yar
rastgele sayilar, (b) 3-tabaninda say:r kullanilarak elde edilmis yar1 rastgele
sayilar, (c) 5-tabaninda say: kullanilarak elde edilmis yari rastgele sayilar.

Tablo 6. [0,1) araliginda Uretilmis 12 tane van der Corput yari rastgele sayi
0.500 0.250 0.750 0.125 0.625 0.375 0.875 0.063 0.563 0.313 0.813 0.188

0.333 0.667 0.111 0.444 0.778 0.222 0.556 0.889 0.037 0.370 0.704 0.148

0.200 0.400 0.600 0.800 0.040 0.240 0.440 0.640 0.840 0.080 0.280 0.480

1.7.6. Poisson-Disk Yar Rastgele Sayilar Dizisi

Uretilen her yeni rastgele say1 dyle Uretilsin ki digerlerinden (6nceden tretilen) en uzak
konumda bulunsun. Ayni zamanda bu islem rastgele bir sekilde yapilsin. Bunun igin
oncelikle verilen aralikta diizgtin dagilimdan bir rastgele say: uretilir ve listeye eklenir. Daha
sonra ayn aralikta diizgun dagilhimdan N tane rastgele say tretilir. Bu sayilardan her birinin

listedeki tim degerlere olan en kigciik uzakliklart bulunur. Tim en kigik uzakliklarin en
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blylgine sahip olan say1 listeye eklenir. Bu isleme n defa tekrar edilerek istenen yari

rastgele sayilar kiimesi elde edilir. Matematiksel ifadesi ise,

X, = argMax <argMin|X — x]|> k=12,..,n (71)

Xj 1<j<N

biciminde bulunur (Dick & Pillichshammer, 2010; Kuipers & Niederreiter, 2012;
Niederreiter, 1992; Drmota & Tichy, 2006). Ornek olarak deneme sayisi sirasiyla
N ={10,100, 1000} olana 12 adet 6rneklem biyukligine sahip t¢ 6rneklem Sekil 7°de
verilmektedir. Bu drneklemlerin sayisal degerleri Tablo 7°de verilmektedir. Bu ornekler
incelendiginde verilerin birbirlerine uzak konumlara yerlesmeye calistiklart gortilmektedir.

Ayni zamanda beklenen yar1 rastgele gibi esit uzakliklara yerlesmemektedir.

0 1
@)
I I I I I I I I I
‘I 1 1 | I I I I I’
0 1
(b)
I I I I I I — | |
‘ I I I I 0 1 | I ’
0 1
©)

Sekil 7. [0,1) arahginda Uretilmis 12 tane Poisson-Disk yari rastgele sayinin sayi
dogrusunda gosterimi, (a) 10 denemeli Poisson-disk yar: rastgele sayilar, (b)
100 denemeli Poisson-disk yari rastgele sayilar, (¢) 1000 denemeli Poisson-disk
yar1 rastgele sayilar.
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Tablo 7. [0,1) araliginda Uretilmis 12 tane Poisson-Disk yar1 rastgele say1

0.955 0.131 0.522 0.717 0.357 0.828 0.034 0.442 0.282 0.590 0.771 0.181

0.535 0.004 0.992 0.272 0.757 0.139 0.410 0.860 0.633 0.072 0.204 0.342

0.393 1.000 0.001 0.696 0.197 0.544 0.848 0.099 0.295 0.620 0.468 0.924

1.8. Uyum lyiligi Testleri

Uyum iyiligi testleri, bir drneklemin verilen bir dagilimdan gelip gelmedigini
arastirmak icin kullanilan testlerdir. Baslica tek degiskenli uyum iyiligi test yontemlerine
Ki-Kare (CS), Kolmogorov-Smirnov (KS), Cramer von Mises (CvM), Anderson-Darling
(AD) ve Kuiper (K) testleri 6rnek olarak verilebilir (D'Agostino, 1986). Bu calismada
Cramer von Mises (CvM), Kolmogorov-Smirnov (KS) ve Serbest Ki-Kare (FCS) testleri
kullanilacaktir.

Verilen bir drneklemde x = {x;,k = 1,...n},x € R 0zdes bir dagilimdan bagimsiz
rastgele degerlerinin Orneklem kimesi bir F dagilimindan olsun. Arastirilan hipotez
Hy: F(X) = Fy(x) ve karsit hipotez ise H;: F(x) # Fy(x) verilsin. Burada F(x) uygunlugu
sorgulanan tek degiskenli dagilim fonksiyonudur. Bu tanimlamalar yardimiyla bahsedilen

tek degiskenli uyum iyiligi testleri bu bolimin alt bagliklarinda tanimlanmastir.
1.8.1. Cramer-von Mises (CVM) Uyum Tyiligi Testi
Cramer-von Mises testi, teorik dagilim ile deneysel dagilim fonksiyonu arasindaki

farkin karesine dayanmaktadir (Darling, 1957; Anderson, 1962; Cramér, 1928). Bu test
istatistigi birgok glincellemeler (Stephens, 1970) sonucunda,

2k — 1]

Z[Fo<x<k>>—

(72)
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bicimini almistir. Bu test istatistiginde Fy(x) hipotezde sorgulanan teorik dagilim
fonksiyonunu gosterirken, (2k —1)/2n deneysel dagilim fonksiyonuna Kkarsilik

gelmektedir. {x(, k = 1,2,...n} siralanmis verileri gostermektedir.

1.8.2. Kolmogorov-Smirnov (KS) Uyum lyiligi Testi

Kolmogorov-Smirnov testi iki kimulatif dagilim fonksiyonunun karsilastirilmasi
temeline dayanir (Stephens, 1970; Smirnov, 1939). Bunlardan birincisi yokluk hipotezinde
verilen Fy(x) kimilatif dagilim fonksiyonudur. ikincisi érneklemden hesaplanan F,(x)

deneysel dagilim fonksiyonudur. KS testinin test istatistigi,

Dy, = sup|F,(x) — Fo(x)| (73)

biciminde verilmektedir. Deneysel dagilim fonksiyonu Fn(x(k)) = k/n biciminde
hesaplanabildigi gibi Fn(x(k)) = (k — 1)/n biciminde de hesaplanabilir. Ya da her ikisinin

mutlak maksimumu alinarak hesaplanabilir (Noughabi & Arghami, 2011).
1.8.3. Serbest Ki-Kare Testi

Tezel ve dig. tarafindan gelistirilen serbest ki-kare testi 6érneklem verilerinin teorik
dagilim degerinin birim vektor bigimine donustirerek bileske kuvvetinin bulunmasi ilkesine

dayanmaktadir (Tezel, Tiryaki, Ozkul, & Kesemen, 2021). Bu yaklagimin test istatistigi

2 2

2|/~ 0
R? = - (Z COS(ZT[FO(xk))> + (Z Sin(ZHFo(xk)> (74)

biciminde verilmektedir. Burada R? istatistigi kigctldikce verilerin dagilimi teorik (iddia
edilen) dagihma yaklasirken, biyudikce uzaklasmaktadir. R? test istatistigi 2 serbestlik

dereceli ki-kare dagilim: gosterdiginden genis bir tablo degerine ihtiya¢ bulunmamaktadir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bircok uygulama alan: olan rastgele say1 Gretimi, bilisim teknolojilerinin gelismesiyle
daha da 6nemli bir konuma gelmektedir. Dlizgiin ve duzgiin olmayan dagilimlardan dretilen
rastgele sayilar 6ncelikle standart diizgiin dagilimdan uUretilen rastgele sayilarin ters dagilim
fonksiyonu kullanilarak dénustirtilmesiyle elde edilmektedir. Ancak Uretilen bu sayilarin
istenen dagilimi ne kadar yansittigi uyum iyiligi testleri ile tespit edilmektedir. Bazen bir
dagilim modelinden dretilen bir rastgele sayilar dizisi uyum iyiligi testleri sonucunda o
dagilimdan gelmedigi sonucuna varilabilir. Ote yandan farkl: dagilim modelinden uretilen
bir rastgele sayilar dizisi ise baska bir dagilimdan gelip gelmedigi uyum iyiligi ile test
edildiginde hipotez kabul edilebilir. Bu tir hatalar ortaya konan hipotezin riskini ifade

etmektedir.
2.1. Esnek Rastgele Sayr Uretilmesi

Dizglin olmayan dagilimlardan rastgele sayr uretilmek icin oncelikle duzgin
dagilimdan rastgele say: uretilmesi gerekir. Diizgun dagilimdan uretilecek rastgele sayilarin
degisken bir uyusmazlik ile Gretilmesiyle elde edilecek rastgele sayilar diizgiin olmayan
dagilimlara donustirildiginde de aynm sekilde degisken bir uyusmazlik gosterecektir. Bu
durumda, [0,1) araliginda taniml: standart diizglin dagilimdan n tane rastgele degiskeni Uy,

esneklik parametresi m yardimiyla esnek rastgele degiskene donustirilmesi,
Ugy =m - Uy + (1 =m) - E[Ugwy] (75)

biciminde yapilabilir. Boylelikle elde edilen U’ rastgele degiskeni daha diisiik bir uyusmazlik
6lcusti gosterecektir. Burada E[Ug,|, standart duzgin dagilimdan k-nci sirah rastgele
degiskenin beklenen degeri olarak ifade edilmektedir. Elde edilen diizgiin dagilimdan esnek
rastgele degisken yardimiyla keyfi bir Fy(x) dagihim fonksiyonundan esnek bir rastgele

degisken elde etmek icin,

Xy = Fx ' (Uy) (76)
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esitligi kullanilabilir.
Standart diizgun dagilimdan n tane sirah rastgele degiskenin k-nci esnek rastgele

degiskenin beklenen degeri,

E[Ugy| = E [m Ugy + (1 —m)- E[U(k)]]
=mE[Ugy] + (1 = m)E[Ug]
=mE[Ugy] + (1 = m)E[Ug]
= E[Ug)

k
n+1

(77)

biciminde elde edilir. Elde edilen sonug (49) esitliginde oldugu gibidir. Goruldigu gibi U(’k)
esnek rastgele degiskenin beklenen degeri esneklik parametresinden etkilenmemektedir.

Standart diizglin dagilimdan k-nc1 esnek rastgele degiskenin ikinci momenti,

E[UGy] = E [(mU(k) +(1- m)E[U(k)])z]
=E [sz(Zk) +2m(1 = m)E[Ugy|Ugy + (1 - m)z(E[U(k)DZ]
= m?E[U{,y| + @m — 2m?)E (U |E[Ugo)
+ (1 - 2m +m?)(E[Ug))’

[ k(k+1)
<(n +1)(n+2)

(78)

> + (2m — 2m?)(E[Ugo])”

+ (1 —2m+ mz)(E[U(k)DZ

 kP+k N k
-m <(n+1)(n+2))+(l_m )<m>

2

biciminde elde edilmektedir. Ayni sekilde standart diizgiin dagilimdan k-nci esnek rastgele

degiskenin varyansi ise,
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V“rUQm]:=E[On'lhm'+(1—ﬂn)'E[U@ﬂ"E[Uwﬂ)q
==E[On'UW)—7n'E{Uwﬂ)q

= m? (E[Ufy] - 2(E[Vw])” + (E[Ue])’)
5 k(k+1) 2
- ((n v o) )

o, k(n—k+1)
-m ((n F1)2(n+ 2))

(79)

biciminde elde edilir. Elde edilen sonug (51) esitliginin m? kat1 olarak bulunmustur. Bu
durumda Uy, rastgele degiskenin varyansi esneklik parametresinden parabolik olarak

etkilenmektedir.

Standart diizglin dagilimdan bagimsiz n tane esnek rastgele degiskenin ortalamast,

> migy + (1 = mE[Ugo] (80)
k=1

S|k

T =

biciminde yazilabilir. Standart diizglin dagilimdan bagimsiz n tane esnek rastgele degiskenin

ortalamasinin beklenen degeri,
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e

(mUk + (1 —m)E[Uy])

|M= iM:

]
ey
Sl

4

n

SII—‘

M:

MU+ ) (L= m)E[U;]
k=1

n

— mz E[E[Uk]] (81)

k=1

_mn 1 mz
_n n+1

k=1
1
E[Uk] +

biciminde elde edilir. Ayni yaklasimla standart diizgiin dagilimdan bagimsiz n tane esnek

rastgele degiskenin ortalamasinin ikinci momenti,
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2

—F (%Z(mUk +(1- m)E[Uk]))
| k=1
2

m? U +2m(1—m)< U)( E[U])
2" 20\ 2

k=1

+(1-m)? (Z E[Uk])
k=1
n 2 n n
m2 (Z Uk> +2m(1 —m) ( Uk) (Z n f— 1>
1

k=1 fe=

n 2
(3]

k=1

1
_EE

2

-
=5E

v %E [mznzl—/z +2m(1 —m) nU (g) +(1-m)’ (g)z ]

(1 -m)?
=

=m2E[U%] + (m — m?)E[U] + (1_4—m)2

2m — 2m? + 1 — 2m + m?

:Elm2U2+m(1—m)U+

= m?E[U?] +

12n 4 4
_m2 1
T 12n 4

biciminde elde edilir. Aym degiskenin beklenen deger ve ikinci momenti yardimiyla

varyanst,
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2

1
Var[U'l] = E -

z mU, + (1 —m)E[U;] — E[W]>
k=1
2

lz mUy + (1 — m)E[Uk]> - (E[U'D)?
n k=1 (83)

|
(

mZ
—+

2
mZ

n
n

'_\
PN
N

12

biciminde elde edilir.
Standart duzgin dagilimdan Gretilen n tane esnek rastgele degiskenin 6rneklem

varyansti,

n

1 _
=) Wi =T (84)

k=1

SZ

biciminde elde edilebilir. Orneklem varyansinin beklenen degeri,
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, 1 < _
sl = [m;(m% + (1= m)E[Ugo] - T7)°

_ 1 n - n
=—F Z m2UG, + z 2m(1 — m)UgyE[Ugo |
k=1 k=1
n n
2 —
+ 2(1 —m)?(E[Ug])” - Z 2mU gy U"

zn: 2(1 — m)E[Ugo |T” + Z
k=1

(85)
1 n
— m? 2, | +2m(1—m) Z (U ]E[U@]
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esitligi elde edilir. Bu esitlikteki E[U" X7_, U,] ifadesi,
E[T7 0] = E < Z mU, + (1 — m)E[U,J)% Z U,
1
=g <mUz U, + (1 - m)UZ E[Uk]>
=] (0 + 2 ] (@)
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-m (m M z) M

biciminde elde edilir. (86) esitligi (85) esitliginde yerine konursa standart diizgiin dagilimdan

n tane rastgele degiskenin érneklem varyansinin beklenen degeri,
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, 1 n n
ElSy]=— [mz ; E[Ufy] +2m(1—m) ;E[U(k)]E[U(k)]
+ (1 —m)? Z(E[U(k)]) — 2mE _'2 Uy
k=1 k=1
_2(1-m) Z E[UJELT7] + 2 £ [07
k=1 k=1 (87)
_n m_z_l_(l—mz)(2n+1)_2 <i+l>+(1—m)
“n-1|3 6(n + 1) \™\12n " 2 4
(1-m) . m? . 1
2 12n Zl
__n m_2+(1—m2)(2n+1)_ m? +ll
n—1|3 6(n+1) 12n 4

biciminde elde edilir.

2.1.1. Standart Diizgiin Dagihmdan Esnek Rastgele Sayr Uretilmesi

Standart diizgiin dagilim (retilen 9 tane esnek rastgele degiskenin sayi dogrusu
uzerinde gosterimi Sekil 10°da verilmistir. Her bir sayr kiimesi sirasiyla 0.0, 0.2, 0.4, 0.6,
0.8 ve 1.0 esneklik parametresi yardimiyla tretilmistir. Sekil 10’da say1 dogrusu tizerindeki
gri disey uzun cizgiler sirali istatistiklerin beklenen degerini gosterirken, siyah disey
cizgiler esnek rastgele sayilari gostermektedir. Esneklik parametresi (m = 0) oldugunda tim
siyah cizgiler beklenen degerlerin tizerinde dururken esneklik parametresi (m) arttik¢a siyah
cizgileri gri gizgilerden (beklenen degerler) uzaklasmaktadir. Esneklik parametresi (m) 1’e
yaklastikca siyah ¢izgilerin oldukca rastgele dagildig: gozlenmektedir. Ayni esnek rastgele
sayilar dizisi Tablo 8’de sayisal degerler olarak verilmektedir. Tablo 8’de ilk satir1 (m = 0)
karigik sirada sayilardan olussa da siralandiginda dogrusal bir artis gosterdigi

gozlenmektedir. Esneklik parametresi arttik¢a dogrusalligin bozuldugu gortlmektedir.
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Sekil 8.  Standart diizguin dagilimdan farkl: esneklik parametresi (m) yardimiyla tretilen
9 tane esnek rastgele sayinin say1 dogrusu uzerinde gosterimi, (a) m = 0.0, (b)
m=02,(c)m=04,(d)m=06,€)m=028, (f)y m=10.
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Tablo 8. Sekil 8’de verilen grafikteki verilerin sayisal degerleri
m X1 Xo X3 Xy X5 Xe X7 Xg Xg
0.00 0.3000 0.1000 0.9000 0.5000 0.8000 0.6000 0.7000 0.2000 0.4000
0.20 0.1917 0.4592 0.0961 0.6483 0.8960 0.7877 0.3748 0.2775 0.5628
0.40 0.7200 0.7915 0.4910 0.3463 0.4139 0.6519 0.1862 0.2814 0.1177
0.60 0.8961 0.2827 0.2330 0.5466 0.9384 0.6599 0.7477 0.0946 0.0538
0.80 0.0213 0.9685 0.6118 0.0418 0.2673 0.7620 0.8364 0.8982 0.4924
1.00 0.8137 0.9815 0.3989 0.0291 0.7709 0.4849 0.5465 0.4695 0.0865

Standart dizgiin dagilimdan Gretilen esnek rastgele sayilar dizisini ¢oklu 6rneklem
yaparak genisletirsek iki boyutlu esnek rastgele degisken elde edilebilir. Yatayda ve diiseyde
yonde 9ar’li gruplar halinde 81er tane rastgele deger Uretip iki boyutlu bir dizlemde Sekil
9’da gosterilmektedir. Sekil 9’da esneklik parametresi arttik¢a noktalar diizensizlesmekte ve

birbirlerine yaklasarak kii¢iik kiimelesmelerin olustugu goérulmektedir.

1 secccccce 11 ®g000 ,%0 0 11 e 0o
e e
seescscee ::O:::::.o .........O:..‘.
piiiaiid R LI PR A
eecccccee coee o™ o .... :.:...o

O-I.........I O-I.... ooo.l ol 0% ¢ o 00 |
0 1 0 1 0 1

(a) (b) (c)

1 A 14 1A ® _®
o oo %o © 8 2.0 s o0 ,° ®
‘e, , W, & o e AT IRLS 3

* o VW ® T . oo ® eee® o o §
o ‘.:' e %o t o.;.... ¢ .::.‘ ®e
:- e :o '.':. ’ s °
:.'. .’ ‘l'o :o:. . .".‘: . ..': . 'ot. ’0...':"'.'.

04 e® o | 04 o %0 g%, | 04 ° |
0 1 0 1 0 1

(d) (e) ()

Sekil 9. ki boyutlu esnek rastgele degerlerin gésterimi, , (8) m = 0.0, (b) m = 0.2, (c)
m=04,(d)m =06, () m=08,(f)ym=10.
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2.1.2. Duzgun Dagihmdan Esnek Rastgele Sayr Uretilmesi

Farkli esneklik parametresi yardimiyla diizgiin dagilimdan dretilen 30 tane esnek
rastgele sayinin histogrami Sekil 10°da gorilmektedir. m = 0 oldugunda histogrami diizgln
dagihm: tam olarak yansittigi gorilmektedir. Esneklik parametresi (m) blyldukce

histogramda bozulmalarin arttigi gorilmektedir.
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Sekil 10. Duzgiin dagilimdan [0,10) arahginda farkli esneklik parametresi (m)
yardimiyla Gretilen 30 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m = 0.0,
(b)m=0.2,(c)m=04,(d)m=0.6,(e)m=0.8, (f) m=10.

Farkli esneklik parametresi yardimiyla dizgiin dagilimdan dretilen 100 tane esnek
rastgele sayinin histogram: Sekil 11°da gorilmektedir. m = 0 oldugunda histogramin her
stnifinin siklhik degerinin 10 oldugu ve diizgitin dagilimi tam olarak yansittigi gortlmektedir.
Esneklik parametresi (m) buytdikce histogramdaki bozulmalar Sekil 10°daki histogramlara

gore daha net gorulmektedir.
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Sekil 11. Duzgiin dagilimdan [0,10) arahginda farkli esneklik parametresi (m)
yardimiyla Uretilen 100 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m = 0.0,
(b)m=0.2,(c)m=0.4,(d)m=0.6,(e)m=0.38, (f) m=10.

Farkli esneklik parametresi yardimiyla duzgiin dagilimdan uretilen 300 tane esnek
rastgele sayinin histogram: Sekil 12’da gorilmektedir. m = 0 oldugunda histogramin her
stnifinin siklik degerinin 30 oldugu ve diizgtin dagilimi tam olarak yansittigi goralmektedir.
Esneklik parametresi (m) buytdukce histogramdaki bozulmalar Sekil 10’ daki histogramlara

gore daha net gorilmektedir.
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Sekil 12. Duzgun dagilimdan [0,10) araliginda farkli esneklik parametresi (m)
yardimiyla Uretilen 300 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m = 0.0,
(b)m=0.2,(c)m=04,(d)m=0.6,(e)m=0.38, (f) m=10.
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2.1.3. Ustel Dagihmdan Esnek Rastgele Sayr Uretilmesi

Farkli esneklik parametresi yardimiyla Ustel dagilimdan Gretilen 30 tane esnek rastgele
saytnin histogrami Sekil 13’da gorilmektedir. m = 0.0 ve m = 0.2 oldugunda histogrami
ustel dagilimi yansitmas: beklenir ancak veri sayisinin az olmasi bazi kiciuk sapmalar
gostermektedir. Esneklik parametresi (m) biyldikce histogramda bozulmalarin arttig:

gorulmektedir.
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Sekil 13. Ustel dagilimdan A = 0.5 parametreli farkli esneklik parametresi (m)
yardimiyla Uretilen 30 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m = 0.0,
(b)m=0.2,(c)m=04,(d)m=0.6,(e)m=0.8, (f) m=10.

Farkli esneklik parametresi yardimiyla Ustel dagilimdan dretilen 100 tane esnek
rastgele sayinin histogrami Sekil 14’te gorilmektedir. m = 0.0 oldugunda histogrami
dizgiin bir azalim gostererek Ustel dagilhimi yakinsadigi gérulmektedir. Yine de veri
sayisindan kaynaklanan bazi kiguk sapmalar gdstermektedir. Esneklik parametresi (m)

blyudukece histogramda bozulmalarin arttigr gértilmektedir.
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Sekil 14. Ustel dagilimdan A = 0.5 parametreli farkli esneklik parametresi (m)
yardimiyla Uretilen 100 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m = 0.0,
(b)m=0.2,(c)m=0.4,(d)m=0.6,(e)m=0.38, (f) m=10.

Farkli esneklik parametresi yardimiyla Gstel dagilimdan Uretilen 300 tane esnek
rastgele sayinin histogram: Sekil 15’te gorilmektedir. m = 0.0 oldugunda histogrami
diizgiin bir azalim gostererek Gstel dagilim: yakinsadigi goriilmektedir. Esneklik parametresi

(m) buyidikce histogramda bozulmalarin arttigi gérulmektedir.
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Sekil 15. Ustel dagilimdan A = 0.5 parametreli farkli esneklik parametresi (m)
yardimiyla Uretilen 300 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m = 0.0,
(b)m=0.2,(cym=04,(d)m=0.6,(e)m=0.38, (f) m=10.
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2.1.4. Normal Dagihmdan Esnek Rastgele Sayr Uretilmesi

Farkli esneklik parametresi yardimiyla normal dagilimdan dretilen 30 tane esnek
rastgele sayinin histogrami Sekil 16°da gorilmektedir. m = 0 oldugunda histogram: normal
dagilim: tam olarak yansittigi gorulmektedir. Esneklik parametresi (m) blyldukce

histogramdaki simetriklikteki bozulmalarin arttigi gérilmektedir.
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Sekil 16. Normal dagilimdan u = 5, ¢ = 1.2 parametreli farkl: esneklik parametresi (m)
yardimiyla Uretilen 30 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m = 0.0,
(b)m=02,(c)m=04,(d)m=0.6,(e)m=0.38, (f) m=10.

Farkli esneklik parametresi yardimiyla normal dagilimdan Gretilen 100 tane esnek
rastgele sayinin histogrami Sekil 17°de goriulmektedir. m = 0 oldugunda histogram: normal
dagilimi tam olarak yansittigi gorulmektedir. Esneklik parametresi (m) buytdikce

histogramdaki simetriklikteki bozulmalarin arttigi gérilmektedir.
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Sekil 17. Normal dagilimdan u = 5,0 = 1.2 parametreli farkl: esneklik parametresi (m)
yardimiyla Uretilen 100 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m = 0.0,
(b)m=0.2,(c)m=0.4,(d)m=0.6,(e)m=0.38, (f) m=10.

Farkli esneklik parametresi yardimiyla normal dagilimdan retilen 300 tane esnek
rastgele sayinin histogrami Sekil 18’de gorilmektedir. m = 0 oldugunda histogram: normal
dagilimi tam olarak yansittigi gorulmektedir. Esneklik parametresi (m) buytdikce

histogramdaki simetriklikteki bozulmalarin arttigi gorulmektedir.
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Sekil 18. Normal dagilimdan ¢ = 5,0 = 1.2 parametreli farkl: esneklik parametresi (m)
yardimiyla Uretilen 300 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m = 0.0,
(b)m=0.2,(cym=04,(d)m=0.6,(e)m=0.38, (f) m=10.
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2.1.5. Laplace Dagihmdan Esnek Rastgele Sayr Uretilmesi

Farkli esneklik parametresi yardimiyla Laplace dagilimdan dretilen 30 tane esnek
rastgele sayinin histogrami Sekil 19°da gortlmektedir. m = 0 oldugunda histogrami Laplace
dagihm: tam olarak yansittigi gorulmektedir. Esneklik parametresi (m) blyldikce

histogramdaki simetriklikteki bozulmalarin arttigi gértilmektedir.
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Sekil 19. Laplace dagilimdan u = 5,1 = 1 parametreli farkli esneklik parametresi (m)
yardimiyla Uretilen 30 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m = 0.0,
(b)m=02,(c)m=04,(d)m=0.6,(e)m=0.38, (f) m=10.

Farkli esneklik parametresi yardimiyla Laplace dagilimdan dretilen 30 tane esnek
rastgele sayinin histogrami Sekil 20’de gorulmektedir. m = 0 oldugunda histogrami Laplace
dagilimi tam olarak yansittigi gorilmektedir. Esneklik parametresi (m) buytdikce

histogramdaki simetriklikteki bozulmalarin arttigi goriilmektedir.
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Sekil 20. Laplace dagilimdan u = 5,1 = 1 parametreli farkli esneklik parametresi (m)
yardimiyla Uretilen 100 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m = 0.0,
(b)m=0.2,(c)m=0.4,(d)m=0.6,(e)m=0.38, (f) m=10.

Farkli esneklik parametresi yardimiyla Laplace dagilimdan tretilen 100 tane esnek

rastgele sayinin histogrami Sekil 21’de goriulmektedir. m = 0 oldugunda histogrami Laplace

dagilimi tam olarak yansittigi gorulmektedir. Esneklik parametresi (m) buytdikce

histogramdaki simetriklikteki bozulmalarin arttigi goriilmektedir.
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Sekil 21. Laplace dagilimdan u = 5,1 = 1 parametreli farkli esneklik parametresi (m)
yardimiyla Uretilen 300 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m = 0.0,
(b)m=0.2,(cym=04,(d)m=0.6,(e)m=0.38, (f) m=10.
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2.1.6. Lognormal Dagihmdan Esnek Rastgele Sayr Uretilmesi

Farkli esneklik parametresi yardimiyla lognormal dagilimdan tretilen 30 tane esnek
rastgele sayinin histogrami Sekil 22’de gorulmektedir. m = 0 oldugunda histogrami
lognormal dagilimi tam olarak yansittigi gortlmektedir. Esneklik parametresi (m)

blyudukce histogramdaki simetriklikteki bozulmalarin arttigi gérilmektedir.
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Sekil 22. Lognormal dagilimdan u = 0.2, = 0.5 parametreli farkli esneklik parametresi
(m) yardimyla Uretilen 30 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m =
0.0,(b)m=0.2,(c)m=0.4,(d)ym=0.6,(e)m=0.8,(f) m=10.

Farkli esneklik parametresi yardimiyla lognormal dagilimdan Uretilen 100 tane esnek
rastgele sayinin histogrami Sekil 23’te gorilmektedir. m = 0 oldugunda histogrami
lognormal dagilimi tam olarak yansittigi gortlmektedir. Esneklik parametresi (m)

blyudukce histogramdaki simetriklikteki bozulmalarin arttigi gorilmektedir.
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Sekil 23. Lognormal dagilimdan u = 0.2, = 0.5 parametreli farkli esneklik parametresi
(m) yardimyla Uretilen 100 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m =
0.0,(b)m=0.2,(c)m=04,(d)m=0.6,(e)m=0.8, (f) m=10.

Farkl: esneklik parametresi yardimiyla lognormal dagilimdan uretilen 300 tane esnek
rastgele sayinin histogrami Sekil 24’te gorilmektedir. m = 0 oldugunda histogrami
lognormal dagilimi tam olarak yansittigi gortlmektedir. Esneklik parametresi (m)

biytdikce histogramdaki simetriklikteki bozulmalarin arttigi gorilmektedir.
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Sekil 24. Lognormal dagilimdan u = 0.2, = 0.5 parametreli farkli esneklik parametresi
(m) yardimiyla Gretilen 300 tane esnek rastgele sayilarin histogramlari, (a) m =
0.0, (b)m=0.2,(c)m=04,(d)m=0.6,()m=0.8, (f)m=10.



3. BULGULAR

Onerilen esnek rastgele say1 tretme yaklasiminin nasil bir veri kiimesi olusturdugu ve
bu esnek rastgele say1 kiimesinin farkli esneklik parametresine gore istatistikleri ne kadar
etkiledigi irdelenecektir. Farkli dagilimlardan Uretilen esnek rastgele sayilarin dagilimi ne
kadar yansittig1 ve esneklik parametresinin ve 6rnek bayikliginin uyum iyiligi testlerine

etkisi irdelenecektir.

3.1. Esnek Rastgele Sayilarin Temel Parametrelere Gore Incelenmesi

Bu boélimde bes farkli surekli dagilhimdan uretilen esnek rastgele sayilarin esneklik
parametresinin degisik degerlerine gore nasil degistigi incelenmistir. Bu islem igin Uretilen
rastgele sayilarin parametreleri, uyusmazlhik Olculeri ve secilen dagilima uygunlugu ele
alinmustir.

Esnek rastgele sayi retim similasyonlar: icin bes farkl dagilim,

e Dizgun dagilim,

e Ustel dagihm,

e Normal dagilim,

e Laplace dagilima,

e Lognormal dagilim,
olmak tizere (¢ tane simetrik ve iki tane simetrik olmayan dagilim secilmistir. Her bir
dagihmdan n =4{10,30,50,100,300} biciminde bes farkli  blyiklikte ve
m = {0.0,0.2,0.4,0.6, 0.8, 1.0} biciminde alt1 farkl: esneklik parametresi ile esnek rastgele
sayr Uretimi gerceklestirilmistir. Ayrica teorik gahismalarla karsilastirmak igin standart
duzgin dagilimdan ayn 6lgtlerde esnek rastgele say: Uretilmistir. Secilen parametreler ile
yapilan tim rastgele say1 Gretimleri 1000 kez tekrarlanmistir. Dagilima uygunluk i¢in 3 farkl
uyum iyiligi yontemi tercih edilmistir. Bu uyum iyiligi testleri,

e Cramer von Mises

¢ Kolmogorov-Smirnov

e Serbest Ki-Kare
olarak ele alinmigtir. Uyum iyiligi testlerinden elde edilen p-degerlerinin ortalamas: ve

a = 0.05 anlamlilik diizeyine gore kabul edilen H, hipotezinin yuzdesi incelenmistir.
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3.1.1. Standart Duzgun Dagihmdan Esnek Rastgele Sayr Simulasyonlar:

Onerilen esnek rastgele degiskenin standart diizgiin dagilima sahip olmas: durumunda
B6lim 2.1°de verilen teorik sonuclarla karsilastirmas: gerekir. Bu islem icin oncelikle [0,1)
araliginda taniml farkl: 6rneklem boyutlarinda standart duzgiin dagilimdan Uretilen rastgele
sayilarin sonuclar: Tablo 9-Tablo 13’te verilmistir.

Tablo 9-Tablo 13’te farkli érneklemlerde ve farkli esneklik parametrelerinde bile
ortama degerin degismedigi gbzlenmistir. (81) esitliginde verildigi gibi ortalama x degerinin
0.5 civarinda oldugu tablolarda gorilmektedir. Ote yandan ortalama varyansin esneklik
parametresine gore artis gosterdigi gorilmektedir. Ayrica orneklem buyukligl artikca
ortalama varyansta da artis oldugu gorilmektedir. Ancak bu artis esneklik parametresinin
m < 1 degerleri icin gecerlilik gostermektedir. Dolayisiyla ortalama varyans hem esneklik
parametresi hem de 6rneklem buyikltgunden etkilenmektedir. Bu sonug (87) esitliginde de
gorulmektedir. Benzer sonuclari ortalamanin varyansi icin de sdylenebilir. Ancak bir farkla,
ortalamanin varyansi esneklik parametresiyle artis gosterirken, tam tersi Orneklem
buyukligu ile azalhs gostermektedir. Bu sonuglar (83) esitliginde gosterilmektedir.

Esnek rastgele sayr lretmenin en temel amaci ayn parametrelere sahip ancak farkl
uyusmazlik degerlerine sahip olan rastgele sayilar kimesi elde edebilmekti. Bu amag
dogrultusunda elde edilen uyusmazlik degeri esneklik parametresiyle artis géstermesinin
yani sira Orneklem buytkligu ile bir azahs gosterdigi goriilmektedir. Dolayisiyla veri sayisi
artikca uyusmazligin azaldigi ve drneklemden elde edilen istatistiklerin kitle parametresine
yaklasmasi buyuk sayilar kanunu dogrularken esneklik parametresine gore degisim

gostermesi esnek rastgele sayilarin amacini desteklemektedir.

Tablo 9. Standart diizgliin dagilimdan dretilen n = 10 tane
esnek rastgele sayinin simiilasyon sonuglar

m Ortalama  Ortalama sZ Ortalama
X s? Dn
0.00 0.5000 0.0758 0.0000 0.1818
0.20 0.5004 0.0760 0.0003 0.1955
0.40 0.4990 0.0767 0.0014 0.2296
0.60 0.5001 0.0788 0.0029 0.2713
0.80 0.4968 0.0807 0.0053 0.3189

1.00 0.5014 0.0834 0.0085 0.3687
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Tablo 10. Standart diizglin dagilimdan dretilen n = 30 tane
esnek rastgele sayinin similasyon sonuglari

m Ortalama  Ortalama s2 Ortalama
x s? Dn
0.00 0.5000 0.0806 0.0000 0.0645
0.20 0.5001 0.0806 0.0001 0.0826
0.40 0.4994 0.0809 0.0004 0.1137
0.60 0.4983 0.0816 0.0010 0.1470
0.80 0.4986 0.0824 0.0017 0.1809
1.00 0.5002 0.0838 0.0027 0.2181

Tablo 11. Standart diizgliin dagilimdan dretilen n = 50 tane
esnek rastgele sayinin simiilasyon sonuglar

m Ortalama  Ortalama sZ Ortalama
X s? Dn
0.00 0.5000 0.0817 0.0000 0.0392
0.20 0.5001 0.0818 0.0001 0.0562
0.40 0.5006 0.0820 0.0003 0.0829
0.60 0.4992 0.0821 0.0006 0.1126
0.80 0.4996 0.0831 0.0011 0.1400
1.00 0.5003 0.0837 0.0016 0.1703

Tablo 12. Standart diizglin dagilimdan Uretilen n = 100 tane
esnek rastgele sayinin simiilasyon sonuglar

m Ortalama  Ortalama sZ Ortalama
X s? Dn
0.00 0.5000 0.0825 0.0000 0.0198
0.20 0.5000 0.0825 0.0000 0.0348
0.40 0.4999 0.0826 0.0001 0.0557
0.60 0.5008 0.0828 0.0003 0.0784
0.80 0.4998 0.0830 0.0005 0.1009

1.00 0.5009 0.0832 0.0009 0.1225
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Tablo 13. Standart diizgiin dagilimdan Uretilen n = 300 tane
esnek rastgele sayinin similasyon sonuglari

m Ortalama  Ortalama sZ Ortalama
x s? Dn
0.00 0.5000 0.0831 0.0000 0.0066
0.20 0.5000 0.0830 0.0000 0.0175
0.40 0.5001 0.0831 0.0000 0.0307
0.60 0.5000 0.0831 0.0001 0.0443
0.80 0.5000 0.0831 0.0002 0.0579
1.00 0.4992 0.0833 0.0003 0.0709

Sekil 25’te standart diizgln dagilimdan farkli sayida esnek rastgele say1 kiimesinin
ortalamasinin ortalama degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta igin 1000 defa
orneklem yapilmistir. m = 0 esneklik parametresinde tim &rneklem boyutlar icin
ortalamanmin 0.5 oldugu m degeri artikca ortalamanin 0.5 civarinda salimm gosterdigi

gorilmektedir. Ote yandan m degeri artikca ortalamadaki saciimalarin artig:

g6zlenmektedir.
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 25 Standart dlzgin dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli drneklem

blyukliklerindeki ortalamalar:

Sekil 26’da standart dizgiin dagilimdan farkl sayida esnek rastgele sayr kiimesinin
ortalama varyans degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta i¢in 1000 defa 6rneklem

yapilmistir. m = 1 esneklik parametresinde tum 6rneklem boyutlari igin ortalama varyans
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1/12 oldugu m degeri azaldik¢a ortalama varyansin degisim gosterdigi 0.075 ile 1/12
arasinda bir degisim gostermektedir. (83) esitliginde elde edilen soncun similasyondaki

degisimi gozlenmistir.
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Esneklik parametresi{m)

Sekil 26 Standart dizgin dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
blyukluklerindeki varyanslarinin ortalamalar

Sekil 27°de standart diizgun dagilimdan farkl: sayida esnek rastgele sayr kiimesinin
ortalamasinin varyans degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta igin 1000 defa
orneklem yapilmistir. m = 0 esneklik parametresinde tim &rneklem boyutlar icin
ortalamanin varyans degerlerinin O oldugu ve m degeri artikca ortalama varyansin O ile
0.083 arasinda bir degisim gosterdigi gozlenmektedir. (87) esitliginde elde edilen soncun

simulasyondaki degisimi gdzlenmistir.
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Sekil 27 Standart diizgiin dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
buyukluklerindeki ortalamalarin varyansi

Sekil 28’de standart dlizgiin dagilimdan farkl sayida esnek rastgele say: kiimesinin
uyusmazhik olculeri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta icin 1000 defa drneklem
yapilmistir. Esnek rastgele sayilarin uyusmazlik élgileri esneklik parametresiyle yaklasik
dogrusal iliskiye sahip oldugu gorilmektedir. Tum 6rneklem boyutlari i¢in uyusmazlik
Olcisi m degeri arttikga artmaktadir. Veri sayisi artikga uyusmazhgin azaldig

gorulmektedir.
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Sekil 28 Standart diizglin dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli drneklem
blyukliklerindeki uyusmazlik 6lculeri
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Sekil 29-Sekil 31’de standart diizgun dagilimdan tretilmis esnek rastgele sayilar i¢in
uc farkli uyum iyiligi testleri igin ortalama p-degerlerinin esneklik parametresine gore
degisimi verilmistir. Degisimler incelendiginde her test i¢cin m = 0 oldugunda ortalama p-
degerinin 1 oldugu m degeri arttik¢a ortalama p-degerinin azalim gosterdigi gorilmektedir.

m = 1 oldugunda ortalama p-degeri 0.5 civarinda oldugu gorilmektedir.
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Sekil 29 Standart dizgin dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli drneklem
blyukliklerindeki verilerin CVM testine gore ortalama p-degerleri
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Sekil 30 Standart dlzgin dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli drneklem
blyukltklerindeki verilerin KS testine gore ortalama p-degerleri
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Sekil 31 Standart dizgln dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
blyukliklerindeki verilerin FCS testine gore ortalama p-degerleri

Sekil 32-Sekil 34’de standart duizglin dagilimdan Uretilmis esnek rastgele sayilar igin
uc farkli uyum iyiligi testleri icin kabul oram esneklik parametresine goére degisimi
verilmistir. Degisimler incelendiginde her test icin m = 0 oldugunda kabul oran: 1 oldugu
m degeri arttikga kabul oraninin azalim gosterdigi gorilmektedir. m = 1 oldugunda kabul

orami 0.95 civarinda oldugu gorilmektedir.
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Sekil 32 Standart diizglin dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli érneklem

buyukluklerindeki verilerin CVM testinin kabul yizdesi
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Sekil 33 Standart diizgiin dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli drneklem

buyukluklerindeki verilerin KS testinin kabul yiizdesi
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Sekil 34 Standart diizgiin dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
buyukluklerindeki verilerin FCS testinin kabul yuzdesi

3.1.2. Duzgun Dagihmdan Esnek Rastgele Sayr Simulasyonlar:

Dlzgun dagilimdan [0,10) arahginda Gretilen esnek rastgele sayilar kimesinin
grafikleri asagida verilmistir.

Sekil 35°te diizglin dagilimdan farkl: sayida esnek rastgele say1 kiimesinin ortalamanin
ortalama degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta icin 1000 defa Orneklem
yapilmistir. m = 0 esneklik parametresinde tim 6rneklem boyutlar icin ortalamanin 5
oldugu m degeri artikca ortalamanin 5 civarinda salimim gosterdigi goriilmektedir. Ote

yandan m degeri artikga ortalamadaki sagilmalarin artigi g6zlenmektedir.
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Sekil 35 Dizgiin dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem

blyukltklerindeki ortalamalar:

Sekil 36°da dizgin dagilimdan farkl: sayida esnek rastgele say1 kiimesinin ortalama

varyans degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta icin 1000 defa 6Orneklem

yapilmistir. m = 1 esneklik parametresinde tim 6rneklem boyutlar: i¢in ortalama varyans

~8.3 oldugu m degeri azaldikca ortalama varyansin drneklem buyukligiine gore degisim

gosterdigi 0.76 — 0.83 arasinda bir degisim gostermektedir.
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Sekil 36 Duzgun dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli drneklem

buyukluklerindeki varyanslarinin ortalamalar:
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Sekil 37°de dizglin dagilimdan farkli sayida esnek rastgele sayi kimesinin
ortalamasinin varyans degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta igin 1000 defa
orneklem yapilmistir. m = 0 esneklik parametresinde tim &rneklem boyutlart icin
ortalamanin varyans O oldugu m degeri artikga ortalama varyansin degisim gosterdigi O ile

0.83 arasinda bir degisim gostermektedir.
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Esneklik parametresi{m)

Sekil 37 Duzgun dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem

blyukliklerindeki ortalamalarin varyansi

Sekil 38°de duizgiin dagilimdan farkl: sayida esnek rastgele say1 kiimesinin uyusmazlik
Olculeri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta icin 1000 defa 6rneklem yapilmistir. Esnek
rastgele sayilarin uyusmazlik olgileri esneklik parametresiyle yaklasik dogrusal iliskiye
sahip oldugu goérulmektedir. Tim 6rneklem boyutlar: igin uyusmazlik 6lgisi m degeri

arttikca artmaktadir. Veri sayisi artikga uyusmazlhigin azaldigi goriilmektedir.
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Sekil 38 Dizgiin dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem

blyukluklerindeki uyusmazlik dlgtleri

Sekil 39-Sekil 41°de dizgiin dagilimdan dretilmis esnek rastgele sayilar igin tg farkl
uyum iyiligi testleri icin ortalama p-degerlerinin esneklik parametresine gore degisimi
verilmistir. Degisimler incelendiginde her test i¢in m = 0 oldugunda ortalama p-degerinin
1 oldugu m degeri arttikca ortalama p-degerinin azalim gosterdigi gérulmektedir. m =1

oldugunda ortalama p-degeri 0.5 civarinda oldugu gorilmektedir.

1.0 E-———-----z=§==..- -&- 10
TS IEgs -6- 30
Sk N
] NN -=- 50
0.9 ‘5\.‘:"*& _&_ 100
N -&- 300
= ‘\\ﬁ&
]% 0.8 _ -.@\
'IU \‘\ “'\‘\.
o \‘\ "\?‘
= 0.7 A S %
> SONE
9] N
\%‘g\
Y
0.6 - -.:\‘
-
‘h"b
0.5 - ‘\“@
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
Esneklik parametresi(m)
Sekil 39 Duzgun dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli Grneklem

bayukluklerindeki verilerin CVM testine gore ortalama p-degerleri
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Sekil 40 Duzgiin dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
buyukluklerindeki verilerin KS testine gore ortalama p-degerleri

1.0 E--.....____ -o- 10
-
0., -&- 30
o “eae = 50
) ~, -A- 100
t.ﬂ
oy -&- 300
= i ~a
g 08 RN
5 RSN
a e,
w 4 £ J
3 0.7 xuc,%
by
S SSs.
~ .?“I‘-
0.6 1 S e
SSESs.
u;"-‘-?‘-:_':,"a..
NN
LS
0.5 - "-%g
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Esneklik parametresi{m)

Sekil 41 Duzgiun dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
blyukltklerindeki verilerin FCS testine gore ortalama p-degerleri

Sekil 42-Sekil 44°te dlzgiin dagilimdan Uretilmis esnek rastgele sayilar icin ¢ farkl:
uyum iyiligi testleri icin kabul oram esneklik parametresine gore degisimi verilmistir.

Degisimler incelendiginde her test icin m = 0 oldugunda kabul oran1 1 oldugu m degeri
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arttikca kabul oraninin azalim gosterdigi gorilmektedir. m = 1 oldugunda kabul orani 0.95

civarinda oldugu gortlmektedir.
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 42 Dizgiin dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli Grneklem
buyukluklerindeki verilerin CVM testinin kabul yizdesi
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Esneklik parametresi{m)

Sekil 43 Duzgun dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli Grneklem
buyukluklerindeki verilerin KS testinin kabul ylizdesi
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 44 Dizgin dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem
buyukluklerindeki verilerin FCS testinin kabul yuzdesi

3.1.3. Ustel Dagihmdan Esnek Rastgele Sayr Similasyonlar

Ustel dagilimdan parametreleri (A = 0.5) olacak sekilde tretilen esnek rastgele sayilar
kiimesinin grafikleri asagida verilmistir.

Sekil 45’te Gstel dagilimdan farkli sayida esnek rastgele sayr kiimesinin ortalamanin
ortalama degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta icin 1000 defa Orneklem
yapilmistir. m = 0 esneklik parametresinde tiim 6rneklem boyutlar: i¢in ortalamanin 1.75
ile 2 arasinda oldugu m degeri artikca ortalamanin 2 civarina yaklastig1 goriilmektedir. Ote
yandan m degeri artik¢a ortalamanin parabolik olarak arttigi gdzlenmektedir. Bunun baslica
nedeni simetrik olmayan dagilimlarda ortalamanin varyansin degisimi ile yakin bir iligki

oldugu soylenebilir.
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 45 Ustel dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem
blyukltklerindeki ortalamalar:

Sekil 46’da ustel dagilimdan farkli sayida esnek rastgele sayr kiimesinin ortalama
varyans degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta icin 1000 defa 6Orneklem
yapilmistir. m = 1 esneklik parametresinde tim 6rneklem boyutlar: i¢in ortalama varyans
~4 oldugu m degeri azaldikca ortalama varyansin érneklem bayikligine gore degisim

gosterdigi 2.25 — 3.75 arasinda bir degisim gostermektedir.
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Esneklik parametresi{m)

Sekil 46 Ustel dagihma sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem
buyukluklerindeki varyanslarinin ortalamalar:
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Sekil 47°de Ustel dagilimdan farkl sayida esnek rastgele say1 kiimesinin ortalamasinin
varyans degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta icin 1000 defa Orneklem
yapilmistir. m = 0 esneklik parametresinde tim Orneklem boyutlar: i¢in ortalamanin
varyansinin O oldugu ve m degeri arttikca ortalama varyansin digi O ile 0.36 arasinda bir

degisim gosterdigi gozlenmektedir.
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 47 Ustel dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem
blyukliklerindeki ortalamalarin varyansi

Sekil 48’de ustel dagilimdan farkli sayida esnek rastgele sayr kimesinin uyusmazlik
Olculeri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta icin 1000 defa 6rneklem yapilmistir. Esnek
rastgele sayilarin uyusmazlik olgileri esneklik parametresiyle yaklasik dogrusal iliskiye
sahip oldugu gorilmektedir. Tum 6rneklem boyutlar i¢in uyusmazlik 6lglsi m degeri

arttikca artmaktadir. Veri sayisi artikga uyusmazlhigin azaldigi goriilmektedir.
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 48 Ustel dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem
blyukluklerindeki uyusmazlik dlgtleri

Sekil 49-Sekil 51°de Ustel dagilimdan retilmis esnek rastgele sayilar igin ¢ farkl
uyum iyiligi testleri icin ortalama p-degerlerinin esneklik parametresine gore degisimi
verilmistir. Degisimler incelendiginde her test i¢in m = 0 oldugunda ortalama p-degerinin
1 oldugu m degeri arttikca ortalama p-degerinin azalim gosterdigi gérulmektedir. m =1

oldugunda ortalama p-degeri 0.5 civarinda oldugu gorilmektedir.
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 49 Ustel dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem
bayukluklerindeki verilerin CVM testine gore ortalama p-degerleri
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 50 Ustel dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem
blyukluklerindeki verilerin KS testine gore ortalama p-degerleri
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 51 Ustel dagihma sahip esnek rastgele degiskenin farkli  o6rneklem
blyukltklerindeki verilerin FCS testine gore ortalama p-degerleri

Sekil 52-Sekil 54°te tstel dagilimdan Uretilmis esnek rastgele sayilar icin ¢ farkl
uyum iyiligi testleri icin kabul orani esneklik parametresine goére degisimi verilmistir.
Degisimler incelendiginde her test icin m = 0 oldugunda kabul oran1 1 oldugu m degeri
arttikca kabul oraninin azalim gosterdigi gorilmektedir. m = 1 oldugunda kabul orani 0.95

civarinda oldugu gorilmektedir.



73

1.004{ R==========ff=-=—======== ——emms=SSs -
- ] o - o =====Pas_ - 10
=~ -&- 30
e T~
0.99 a-%‘: =~ =0
*‘@é‘ -A- 100
0.98 ‘:a‘ -&- 300
o ~\
| \
T
£ 0.97 \ *\@\
o
= \\\\
> AXN\}
O AR
At
0.96 LA
AR
'9.;\‘:\
0.95 ‘1:\:8
W \
kY
0.94 ﬁ
O.IO O.I2 O.I4 0.|6 O.IS l.IO
Esneklik parametresi(m)
Sekil 52 Ustel dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem
buyukluklerindeki verilerin CVM testinin kabul yizdesi
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Sekil 53 Ustel dagihma sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem

buyukluklerindeki verilerin KS testinin kabul yiizdesi
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Sekil 54 Ustel dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem
buyukluklerindeki verilerin FCS testinin kabul yuzdesi

3.1.4. Normal Dagilimdan Esnek Rastgele Sayr Simulasyonlari

Normal dagilimdan parametreleri (u = 5,0 = 1.2) olacak sekilde tretilen esnek
rastgele sayilar kiimesinin grafikleri asagida verilmistir.

Sekil 55°te diizglin dagilimdan farkl: sayida esnek rastgele say1 kiimesinin ortalamanin
ortalama degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta icin 1000 defa Orneklem
yapilmistir. m = O esneklik parametresinde tim 6rneklem boyutlar icin ortalamanin 5
oldugu m degeri artikca ortalamanin 5 civarinda salinim gosterdigi goriilmektedir. Ote

yandan m degeri artik¢a ortalamadaki sagilmalarin artigi g6zlenmektedir.
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Sekil 55 Normal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem

blyukltklerindeki ortalamalar:

Sekil 56’da normal dagilimdan farkl: sayida esnek rastgele say: kiimesinin ortalama

varyans degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta icin 1000 defa 6Orneklem

yapilmistir. m = 1 esneklik parametresinde tim 6rneklem boyutlar: i¢in ortalama varyans

~1.44 oldugu m degeri azaldikca ortalama varyansin érneklem biyuklugine gore degisim

gosterdigi 1.0 — 1.4 arasinda bir degisim gostermektedir.
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Sekil 56 Normal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  Grneklem

buyukluklerindeki varyanslarinin ortalamalar:
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Sekil 57°de normal dagilimdan farkli sayida esnek rastgele sayr kimesinin
ortalamasinin varyans degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta igin 1000 defa
orneklem yapilmistir. m = 0 esneklik parametresinde tim &rneklem boyutlar: icin
ortalamanin varyansinin O oldugu ve m degeri arttikga ortalama varyansin 0 ile 0.15 arasinda

bir degisim gosterdigi gozlenmektedir.
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 57 Normal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  drneklem
blyukliklerindeki ortalamalarin varyansi

Sekil 58’de normal dagilimdan farkli sayida esnek rastgele say1 kimesinin uyusmazlik
Olculeri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta icin 1000 defa 6rneklem yapilmistir. Esnek
rastgele sayilarin uyusmazlik olgleri esneklik parametresiyle yaklasik dogrusal iliskiye
sahip oldugu gorilmektedir. Tum 6rneklem boyutlar igin uyusmazlik 6lglsi m degeri

arttikca artmaktadir. Veri sayisi artikga uyusmazlhigin azaldigi goriilmektedir.
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 58 Normal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem
blyukluklerindeki uyusmazlik dlgtleri

Sekil 59-Sekil 61’de normal dagilimdan tretilmis esnek rastgele sayilar igin ti¢ farkl
uyum iyiligi testleri icin ortalama p-degerlerinin esneklik parametresine gore degisimi
verilmistir. Degisimler incelendiginde her test i¢in m = 0 oldugunda ortalama p-degerinin
1 oldugu m degeri arttikca ortalama p-degerinin azalim gosterdigi gérulmektedir. m =1

oldugunda ortalama p-degeri 0.5 civarinda oldugu gorilmektedir.
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 59 Normal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  Grneklem
bayukluklerindeki verilerin CVM testine gore ortalama p-degerleri
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Esneklik parametresi({m)

Sekil 60 Normal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem
buyukluklerindeki verilerin KS testine gore ortalama p-degerleri
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Esneklik parametresi{m)

Sekil 61 Normal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
blyukltklerindeki verilerin FCS testine gore ortalama p-degerleri

Sekil 62-Sekil 64°te normal dagilimdan Uretilmis esnek rastgele sayilar icin (¢ farkl:
uyum iyiligi testleri icin kabul oram esneklik parametresine gore degisimi verilmistir.

Degisimler incelendiginde her test icin m = 0 oldugunda kabul oran1 1 oldugu m degeri
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arttikca kabul oraninin azalim gosterdigi gorilmektedir. m = 1 oldugunda kabul orani 0.95

civarinda oldugu gorulmektedir.
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 62 Normal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem
buyukluklerindeki verilerin CVM testinin kabul yizdesi
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Sekil 63 Normal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli drneklem
buyukluklerindeki verilerin KS testinin kabul yiizdesi
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Esneklik parametresi(m)
Sekil 64 Normal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  6rneklem

buyukluklerindeki verilerin FCS testinin kabul yuzdesi

3.1.5. Laplace Dagihmdan Esnek Rastgele Sayr Simulasyonlar:

Laplace dagilimdan parametreleri (u = 5,1 = 1) olacak sekilde tretilen esnek rastgele

sayilar kiimesinin grafikleri asagida verilmistir.

Sekil 65°te diizglin dagilimdan farkl: sayida esnek rastgele say:1 kiimesinin ortalamanin

ortalama degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta icin 1000 defa Orneklem

yapilmistir. m = 0 esneklik parametresinde tim Orneklem boyutlar: icin ortalamanin 5

oldugu m degeri artikca ortalamamn 5 civarinda salimm gosterdigi goriilmektedir. Ote

yandan m degeri artikga ortalamadaki sagilmalarin artig1 gozlenmektedir.
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Sekil 65 Laplace dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli Grneklem
blyukltklerindeki ortalamalar:

Sekil 66°da Laplace dagilimdan farkli sayida esnek rastgele sayi kiimesinin ortalama
varyans degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta icin 1000 defa Orneklem
yapilmistir. m = 1 esneklik parametresinde tim 6rneklem boyutlar: i¢in ortalama varyans
~2.0 oldugu m degeri azaldikca ortalama varyansin drneklem buyukligiine gore degisim

gosterdigi 1.0 — 1.9 arasinda bir degisim gostermektedir.
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Sekil 66 Laplace dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
buyukluklerindeki varyanslarinin ortalamalar:
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Sekil 67°de Laplace dagilimdan farkli sayida esnek rastgele sayr kimesinin
ortalamasinin varyans degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta igin 1000 defa
orneklem yapilmistir. m = 0 esneklik parametresinde tim &rneklem boyutlart icin
ortalamanin varyansinin O oldugu m degeri arttikca ortalama varyansin O ile 0.18 arasinda

bir degisim gosterdigi gozlenmektedir.
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Esneklik parametresi{m)

Sekil 67 Laplace dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli Orneklem

blyukliklerindeki ortalamalarin varyansi

Sekil 68’de Laplace dagilimdan farkli sayida esnek rastgele sayr kimesinin
uyusmazlik o6lc¢tleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta i¢in 1000 defa 6rneklem
yapilmistir. Esnek rastgele sayilarin uyusmazlik élgileri esneklik parametresiyle yaklasik
dogrusal iliskiye sahip oldugu gorilmektedir. Tum 6rneklem boyutlar: icin uyusmazlik
Olglisi m degeri arttikca artmaktadir. Veri sayisi artikga uyusmazhgin azaldig:

gorulmektedir.
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 68 Laplace dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli Grneklem
blyukluklerindeki uyusmazlik dlgtleri

Sekil 69-Sekil 71°de Laplace dagilimdan tretilmis esnek rastgele sayilar icin tg¢ farkl
uyum iyiligi testleri icin ortalama p-degerlerinin esneklik parametresine gore degisimi
verilmistir. Degisimler incelendiginde her test i¢in m = 0 oldugunda ortalama p-degerinin
1 oldugu m degeri arttikca ortalama p-degerinin azalim gosterdigi gorulmektedir. m =1

oldugunda ortalama p-degeri 0.5 civarinda oldugu gorilmektedir.
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Sekil 69 Laplace dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli Grneklem
bayukluklerindeki verilerin CVM testine gore ortalama p-degerleri
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Sekil 70 Laplace dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli  Grneklem
buyukluklerindeki verilerin KS testine gore ortalama p-degerleri
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Esneklik parametresi{m)

Sekil 71 Laplace dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli Grneklem
blyukltklerindeki verilerin FCS testine gore ortalama p-degerleri

Sekil 72-Sekil 74’te Laplace dagilimdan Uretilmis esnek rastgele sayilar igin tg farkl:
uyum iyiligi testleri icin kabul oram esneklik parametresine goére degisimi verilmistir.

Degisimler incelendiginde her test icin m = 0 oldugunda kabul oran1 1 oldugu m degeri



85

arttikca kabul oraninin azalim gosterdigi gorilmektedir. m = 1 oldugunda kabul orani 0.95

civarinda oldugu gortlmektedir.

1.004{ MP-———————-- P--—m—————— Br=====czzo ) 10
5= 30
0.99 0
100
300
0.98 -
D|
T
E
< 0.97 -
>
9]
0.96 -
\
0.95 | \“-D
“ﬁ
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Esneklik parametresi(m)

Sekil 72 Laplace dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli Grneklem
buyukluklerindeki verilerin CVM testinin kabul yizdesi
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Esneklik parametresi{m)

Sekil 73 Laplace dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli Grneklem
buyukluklerindeki verilerin KS testinin kabul yiizdesi
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Sekil 74 Laplace dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli Grneklem
buyukluklerindeki verilerin FCS testinin kabul yuzdesi

3.1.6. Lognormal Dagilimdan Esnek Rastgele Sayr Similasyonlar:

Lognormal dagilimdan parametreleri (x = 0.2, 0 = 0.5) olacak sekilde Uretilen esnek
rastgele sayilar kiimesinin grafikleri asagida verilmistir.

Sekil 75’te lognormal dagilimdan farkli sayida esnek rastgele sayi kiimesinin
ortalamanmin ortalama degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta igin 1000 defa
orneklem vyapilmistir. m = 0 esneklik parametresinde tim 6rneklem boyutlar1 igin
ortalamanin 1.32 ile 1.38 arasinda oldugu m degeri artikga ortalamanin 1.384 civarina
yaklastig: gortilmektedir. Ote yandan m degeri artikca ortalamanin parabolik olarak arttig:
gozlenmektedir. Bunun baslica nedeni simetrik olmayan dagilimlarda ortalamanin varyansin

degisimi ile yakin bir iliski oldugu soylenebilir.
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 75 Lognormal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
blyukltklerindeki ortalamalar:

Sekil 76’da Lognormal dagilimdan farkli sayida esnek rastgele sayi kiimesinin
ortalama varyans degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta igin 1000 defa 6rneklem
yapilmistir. m = 1 esneklik parametresinde tim 6rneklem boyutlar: i¢in ortalama varyans
~0.55 oldugu m degeri azaldikca ortalama varyansin érneklem biyuklugiine gore degisim

gosterdigi 0.3 — 0.5 arasinda bir degisim gostermektedir.
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Sekil 76 Lognormal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
buyukluklerindeki varyanslarinin ortalamalar:
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Sekil 77°de Lognormal dagilimdan farkli sayida esnek rastgele sayi kiimesinin
ortalamasinin varyans degerleri gosterilmektedir. Bu grafikte her nokta igin 1000 defa
orneklem yapilmistir. m = 0 esneklik parametresinde tim 6rneklem boyutlart icin
ortalamanin varyansinin O oldugu m degeri arttikga ortalama varyansin O ile 0.05 arasinda

bir degisim gosterdigi gozlenmektedir.
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 77 Lognormal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli Grneklem
blyukliklerindeki ortalamalarin varyansi
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Sekil 78 Lognormal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli Grneklem
blyukliklerindeki uyusmazlik 6lculeri
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Sekil 79-Sekil 81°de Ustel dagilimdan Gretilmis esnek rastgele sayilar igin Ug¢ farkl
uyum iyiligi testleri icin ortalama p-degerlerinin esneklik parametresine gore degisimi
verilmistir. Degisimler incelendiginde her test i¢in m = 0 oldugunda ortalama p-degerinin
1 oldugu m degeri arttikca ortalama p-degerinin azalim gosterdigi gorulmektedir. m =1

oldugunda ortalama p-degeri 0.5 civarinda oldugu goérilmektedir.
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Sekil 79 Lognormal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
bayukluklerindeki verilerin CVM testine gore ortalama p-degerleri
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Sekil 80 Lognormal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
blyukluklerindeki verilerin KS testine gore ortalama p-degerleri
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Esneklik parametresi(m)

Sekil 81 Lognormal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
blyukltklerindeki verilerin FCS testine gore ortalama p-degerleri

Sekil 82-Sekil 84’te Lognormal dagilimdan Gretilmis esnek rastgele sayilar igin g
farkl uyum iyiligi testleri igin kabul orani esneklik parametresine gore degisimi verilmistir.
Degisimler incelendiginde her test icin m = 0 oldugunda kabul oran1 1 oldugu m degeri
arttikca kabul oraninin azalim gosterdigi gorilmektedir. m = 1 oldugunda kabul orani 0.95

civarinda oldugu goriilmektedir.



91

100 @========== L e s T -6- 10
Qs‘g:“‘a _9_ 30
0.99 - ‘:Eﬁé‘g@ =~ 50
“~ -A- 100
A
098 4 };\; _e' 300
OI
T
$ 0.97
=
=
“ 0.96 -
0.95 -
0.94 -

T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Esneklik parametresi(m)

Sekil 82 Lognormal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
buyukluklerindeki verilerin CVM testinin kabul yizdesi
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Sekil 83 Lognormal dagilima sahip esnek rastgele degiskenin farkli 6rneklem
buyukluklerindeki verilerin KS testinin kabul yiizdesi
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4. SONUCLAR

Gunumuzde bilgi-iletisim teknolojilerinin gelismesiyle akilli cihazlarin sayisi hizli bir
artis gostermistir. Bunyesinde yazilim barindiran bu akilli cihazlar glinde zeta-baytlarca veri
uretmektedir. Bu yazilimlarin hemen hemen hepsinin blnyesinde rastgelelik veya rastgele
sayilar kullanilmaktadir. Bazen stzde rastgele sayilar kullanilirken, bazen yari rastgele
sayilar tercih edilmektedir. Cogu zaman istenen uyusmazlikta (rastgelelikte) rastgele sayilar
uretmek imkansiz oldugundan mevcut yaklasimlarla elde edilen rastgelelikteki sayilar
kullaniimaktadir. Oysa bu ¢alismada bu soruna ¢ézim uretilmektedir.

Yar rastgele sayilar cogu zaman rastgelelikten uzak deterministik denecek bir yapida
veri Uretmesi rastgeleligin mantigina aykir: sonuglar tiretmektedir. Ote yandan s6zde rastgele
sayilar deterministik bir algoritma ile tretilmesine ragmen periyodunun yuksek olmas ve
yuksek uyusmazlik barindirmasi ¢cogu zaman istenen sonucun elde edilmesini saglamaktadir.
Ancak bazi durumlarda daha distk uyusmazliga sahip rastgele sayilara da ihtiyag
duyulmaktadir. Dolayisiyla istenen bir uyusmazlik seviyesinde rastgele tretilmesi gercek
hayat problemlerinde istenebilecek bir rastgele sayi Uretme algoritmas: olabilir. Bu
calismada gelistirilen yaklasimla istenen uyusmazlik seviyesini bir esneklik parametresi
yardimiyla belirlenerek esnek rastgele sayilar tretilebilir.

Bu calismada bes farkli dagilim secilmistir. Bunlardan ¢ tanesi simetrik dagilim
olurken 2 tanesi sagdan carpik dagilim Ornegi olarak secilmistir. Bu dagilimlardan esnek
rastgele sayi Uretilerek bunlarin parametreleri incelenmistir.

Simulasyon sonucunda simetrik dagilimlarin ortalamasinin beklenen degeri 6rneklem
bilytiklugiinden ve esneklik parametresinden etkilenmedigi gortilmektedir. Ote yandan
simetrik olmayan dagilimlarin beklenen degeri varyanstan etkilendiginden &Grneklem
buyukliglnden ve esneklik parametresinden etkilendigi gérulmektedir. Similasyonla elde
edilen esnek rastgele sayilarin varyansi hem érneklem buyukliginden (m < 1 oldugunda)
hem de esneklik parametresinden parabolik olarak etkilenmektedir. Ortalamanin varyansi
ise her dagilimda 6rneklem buyukltuginden ve esneklik parametresinden parabolik olarak
etkilenmektedir.

Onerilen yaklasimin teorik ispatlar igin hesaplama kolayhg: agisindan standart
dizgin dagihmin beklenen degeri, ikinci momenti ve varyansi hesaplanmistir. Diger

momentleri ise sonraki calismalarda hesaplanabilir. Bu esitlikler farkli dagilimlar icin
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genellestirilebilir. Ote yandan bu calismada stirekli dagilimlar icin segilen érnekler kesikli
dagilimlar icinde kullanilabilir. Kesikli dagilhimlardan Uretilen esnek rastgele sayilar
yardimiyla esnek rastgele Orneklemeler yapilarak bircok gercek hayat problemlerinde
kullanilabilir.

Esnek rastgele degiskenler kullanilarak elde edilecek yeni rastgele degiskenlerin
parametrelerinin hesaplanmasinda esneklik parametresinin etkisi daha derinlemesine
arastirtlabilir. Ayni zamanda farkli dagilimlara sahip rastgele degiskenlerin parametreleri de

ayn sekilde esneklik parametresine gore hesaplanabilir.
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