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OZET

Gergek fiziksel sistemler yada mithendislik problemleri yaygin olarak lineer veya
lineer olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel denklem ile ifade edilirler ve bunlarn
kapali matematiksel ¢oztimlerini elde etmek bazen zordur. Sonug olarak bu kismi
tiirevli denklemlerin sayisal ¢oziimii hemen hemen biitiin miihendislik alaninda
kullamlmaktadir. Bu tarz kapali matematik ¢6ziimiin olmadiy uygulamalarda g¢ok
yaygin olarak kullanilan sonlu farklar ve sir elemanlar olup, pek ¢ok miihendislik
problemi bu yontemler ile yeterli sayida diigiim noktas: alindiginda kabul edilebilir
sonuglar vermektedir. Bununla birlikte fiziksel manada ancak &zel birkag noktada
yeter dogrulukta sonucglarin istendigi problemlerde sonlu farklar yine de yiiksek
sayida diiglim noktasina ve biiyitk kapasitede hesaplayiciya i}itiyag: duydugundan
uygun olmamakta ve Ozellikle lineer olmayan problemlerde yiksek sayida
iterasyonlar kag¢inilmaz olmaktadir. Sonu¢ olarak hem ¢oztim igin gereken hesap

stiresi ve hem de bilgisayar bellek ihtiyaci artmaktadir.

Modern bilgisayar teknolojisi ile, kismi veya adi diferansiyel denklemler seklinde
tanimlanan pek ¢ok miihendislik ve bilim problemini ¢ozecek birka¢ sayisal hesap

yontemi gelistirilmis olup yaygin olarak kullamlmaktadar.

Daha az diiglim noktas: kullanarak daha hassas sonuglar elde edebilecek sayisal
yontemlerin arastirilmas: sirasinda diferansiyel quadrature ydntemi bulunmustur.
Diferansiyel quadrature ydéntemi; koordinat dogrultusuna gére bir fonksiyonun
tiirevi, ¢epegevre saran bir ¢oziim bolgesindeki yiiksek dereceden bir polinom
yardimiyla yaklasim kurabilen siirekli bir fonksiyon ve o dogrultu boyunca biitiin ag
noktalarindaki fonksiyon degerlerinin tiimiiniin lineer toplami olarak ifade
edilebilecegi prensibine dayanir. Sonlu elemanlar ve sonlu farklar gibi diger sayisal

yontemlerde oldugu gibi diferansiyel quadrature yéntemi de verilen diferansiyel



denklemi, ¢6zlim bolgesi igin Onceden secilen diigiim noktalarinda bilinmeyen

fonksiyon degerlerine bagli bir lineer denklem takimina indirger.

Bu tezde tek ve ¢ok serbestlik dereceli sistemlerin serbest ve zorlanmig
titresimleri harmonik diferansiyel quadrature metoduyla incelenmistir. Ilk 6nerilen
diferansiyel quadrature (DQ) yontemi ve daha sonra ortaya gikan genellestirilmis
diferansiyel quadrature (GDQ) yontemlerinde kullanilan polinomal formda
fonksiyonlar yerine, harmonik diferansiyel quadrature (HDQ) metodunda test
fonksiyonu olarak siniis veya kosiniis gibi trigonometrik fonksiyonlar kullanilir. Bu
nedenle metot harmonik diferansiyel quadrature olarak adlandirlir. Hesaplarda hem
lineer hem de lineer olmayan davranig g6z Oniine alinmigtir. Metodun dogrulugu,
yeterliligi ve verimliligi sayisal Ornekler ile gosterilmistir. Elde edilen sonuglar,
mevcut diger sayisal analiz yontemleriyle ve analitik ¢6ziim ile elde edilen degerler
ile karsilagtinlmigtir. Metot tek ve gok serbestlik dereceli sistemlerin lineer ve lineer
olmayan analizi amaciyla yeter dofrulukta sonuglarn kismen daha kisa siireli

bilgisayar zamam ve daha az diigtim noktas: i¢in vermistir.

Anahtar Kelimeler : Harmonik diferansiyel quadrature; Lineer olmayan dinamik
analiz; Tek serbestlik dereceli sistemler, Cok serbestlik dereceli sistemler, Yapi

dinamigi.
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ABSTRACT

Real physical systems or engineering problems are often described by partial
differential equations, either linear or nonlinear and in most cases, their closed form
solutions are extremely difficult to establish. As a result, approximate numerical
methods have been widely used to solve partial differential equations which arise in
almost all engineering disciplines. The most commonly used numerical methods for
such applications are the finite difference and boundary element methods, and most
engineering problems can be solved by these methods to satisfactory accuracy if a
proper and sufficient number of grid points are used. However, in a large number of
practical applications where only reasonably accurate solutions at few specified
physical coordinates are of interest, the finite difference method becomes
inappropriate since they still require a large number of grid points and so large a
computer capacity, especially in the cases of nonlinear problems where iteration
becomes inevitable. Consequently, both CPU time and storage requirements are

often considerable for the standard methods.

With the modern computer technology, various numerical methods were well
developed and widely used to solve various kinds of engineering and science

problems, which are described by the partial or ordinary differential equations.

In seeking a more efficient numerical method which requires fewer grid points yet
achieves acceptable accuracy, the method of differential quadrature (DQ) was
introduced. The basic idea of the differential quadrature method is that the derivative
of a function, with respect to a space variable at a given sampling point, is
approximated as a weighted linear sum of the sampling points in the domain of that

variable. As with other numerical analysis techniques, such as finite element or finite
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difference methods, the DQM also transforms the given differential equation into a
set of analogous algebraic equations in terms of the unknown function values at the

reselected sampling points in the field domain.

In this thesis, free and forced ;/ibration analysis of a single and multi degree of
freedom systems are made by the harmonic differential quadrature (HDQ) method.
Unlike the differential quadrature and generalized differential quadrature that use the
polynomial functions, harmonic differential quadrature uses trigonometric functions
as the test functions. As the name of the test function suggested, this method is called
the HDQ method. Both the linear and the nonlinear behavior are taken into
consideration in the numerical applications. The accuracy, efficiency and
convenience of HDQ are demonstrated throughout the numerical examples. The
obtained results are compared with existing solutions available from other numerical
methods and analytical results. The method presented gives efficient accurate results
in a gradually little CPU time and grid points for the linear and nonlinear dynamic

analysis of the single and multi degree of freedom systems.

Key Words: Harmonic differential quadrature; Non-linear dynamic analysis; Single-

degree-of-freedom systems, Multi degree-of-freedom systems, Structural dynamic.
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BOLUM BIR
GIRIS

1.1 Giris

Biiyiik bir ¢ogunlugu deprem riski altinda olan iilkemizde yapilacak her tiirlii
mithendislik yapisinin, g¢agdas deprem miihendisligi ilkeleri altinda ingasi
gerekmektedir. Cagdas deprem miihendisligi; standartlarda siirlar belirtilen kiigiik
veya orta biiyiiklikte depremlerde yapilarn elastik, daha yiiksek siddetli
depremlerde ise elasto-plastik siirlar iginde sekil degistirmeler yapmasini Sngoriir.
Bir bagka ifadeyle, yapinin orta siddette depremlerde herhangi bir ekonomik kayba
neden olmadan yani hasar olugmayacak sekilde karsi koymasi, bundan daha siddetli
depremlerde ise yapida gegici veya kalici gesitli sekil degistirmeler olugsa bile
tastyict sistemde kismi veya toptan gé¢me olmamasi istenir. Gegmiste belki ideal
durum olarak kabul edilecek yapimn bu davrams: 21. yiizyill yapim ve malzeme
tekniklerinin gelmis oldugu nokta agisindan pek de ideal durum olarak kabul
edilemez. Bu amaglara ulagmak; yapinn tasarlanmasi, analizi ve gergeklestirilmesi
stiresince pek ¢ok faktére baglidir. Ancak, yap: sistemlerinin analizi kapsaminda her
zaman, daha hassas sonuglara daha kisa zaman kullanarak ulasmak esastir. Yani elde

edilecek ¢6ziimiin ekonomik olmasi istenir.

Fiziksel bir sistemin matematik modelinin elde edilmesi, mithendislik
uygulamalarindaki ilk asamadir. Bu matematik modelin siirekli ve ayrik kabul
edilmesine gore ¢dziim, kismi veya adi tiirevli bir diferansiyel, bir integral veya nadir
olarak bir lineer denklem sistemi olarak elde edilir. Gerek mithendisligin; akigkanlar
ve kat1 cisimler mekanigi, stirekli ortamlar mekanigi gibi uygulamali alanlarinda ve
gerekse fizik, kimya ve biyoloji gibi temel bilimlerde karsilagilan denklemler genelde
lineer yada nonlineer tiirde bir kismi diferansiyel denklem olmakta ve problem
neticede bir smmr deer veya Dbaslangic deger probleminin ¢dziimiine

indirgenmektedir.



Giintimiizde, sonlu farklar ve sonlu elemanlar daha hassas sonuglar vermekte
ancak hala yliksek sayida uygun elaman se¢ilmesi gerekmektedir. Bu ise ¢dziim igin
gerekli hesaplayici kapasitesi ihtiyacini ve analiz siiresini artirmaktadir. Daha az
diigim noktas1 kullanarak daha kisa siirede sonuca ulagma cabalari neticesinde
1970°li yillarin ilk yarisinda Belman(1971) tarafindan diferansiyel quadrature (DQ)
yontemi  Onerilmigtir. Bununla birlikte ydntem; agirhk  katsayilarimin
hesaplanmasindaki giicliiklerin giderilmesi ve kullanilan yaklasim fonksiyonlarinn
bulunmasindan sonra yayginlasmis ve ancak 1988 yilindan sonra yapi mekanigi ve
akigkanlar mekanigi problemlerine bagariyla uygulanmistir. Giiniimiize kadar son on
yil icinde plak, kabuk ve kirislerin statik, dinamik ve stabilite hesabinda basarnyla
kullanilmig olup, DQ elemanlar yontemi, 1992 yilinda genellestirilmis diferansiyel
quadrature (GDQ) ve 1995 yilinda harmonik diferansiyel quadrature(HDQ) yontemi
gibi iki farkli ¢6ziim 6nerilmis olup bu durumda agirlik katsayilarinin hesaplanmasi
ve segilen polinom fonksiyonu agisindan orijinal diferansiyel quadrature’dan farklilik
gosterir. Giiniimiizde artik diferansiyel quadrature ydnteminin ¢ézecedi problem
smifi bir hayli kisith olup bu yontem pek fazla kullanilmamaktadir. Bunun yerine
genellestirilmis ve HDQ tiirleri veya daha fazla sayida ve tiniiform olmayan diigtim
noktalar1 gerektiginde (akiskanlar mekanigi ve 1s1 iletim problemlerinde) harmonik

quadrature elemanlar yontemi aragtirmacilar tarafindan tercih edilmektedir.

Calismanin dikkate aldig1 problem; yap: dinamigi kapsaminda gz oniine alinan
bir baglangi¢ deger problemi (zamana bagl ikinci mertebeden bir adi diferansiyel
denklem) olup, zamana bagh bir tiirev denkleminin harmonik diferansiyel quadrature
yontemiyle sayisal ¢6ziimiinii amaglamaktadir. Caligmanin esas amaci tek serbestlik
dereceli ve ¢ok serbestlik dereceli sistemlerin dinamik mukabelelerini hesaplamak
yani dinamik analizini idare eden matematik modelleri uygun sinir veya baglangig
kosullar ile birlikte HDQ yo6ntemi ile ¢ézmek ve yer degistirme, hiz ve ivme
degerlerini g6z Oniine alinan zaman aralif igin hesaplamaktir. Calismada goz oniine
alinacak problemler; genel miihendislik analizi kapsaminda karsilagilacak sistemler
olup; tek serbestlik dereceli, ¢ok serbestlik dereceli veya siirekli ortam kabuliine gére
modellenmis problemler olmakla birlikte daha g¢ok yap: analizi kapsaminda

karsilagilacak gergek fiziksel sistemler dikkate alinmugtir. Ciinkii plak veya kabuk



gibi elemanlarin HDQ yontemi ile ¢6ziimleri olmamasina karsin diferansiyel
quadrature yontemi ile ¢6ziimii hakkinda literatiirde yapilmis calisma bulmak
miimkiindiir.

Calisma temel olarak yedi ana bsliimden olugmaktadir. Birinci bslimde yapilacak
calisma ve kapsami hakkinda 6n bilgiler verilmekte, ve galismanin bdliimlerinden
bahsedilmektedir. Ikinci béliimde caligmanin amaci ve kapsami agtklanmistir. Bu
boliimde miihendislik sistemlerinin analizi, matematik modelleme ve sayisal analiz
yontemlerinden bahsedilmekte, konu ile ilgili daha 6nce yapilmis g¢aligmalar
Ozetlenerek diferansiyel quadrature yOnteminin avantajlart vurgulanmaktadir.
Uclincii bolimde yap1 miihendisligi kapsaminda lineer olmayan analizden
bahsedilmis, lineer olmayan analize hangi durumlarda ihtiya¢ duyuldugu, lineer
olmayan analiz yontemlerinin tanitilmas: ve bu tez kapsaminda kullanilacak lineer
olmayan analiz kapsamindaki kavramlar verilmistir. Dordiincti bolimde yap
dinamiginin teme] prensipleri ve dinamik analizin argiimanlar1 verilmis, herhangi bir
sistemin dinamik analizinde izlenecek temel adumlar, tek ve ¢ok serbestlik dereceli
sistemlerin tamitilmasi, hareket denkleminin elde edilmesi, lineer olmayan dinamik
analiz kavrami verilmistir. Besinci boliimde diferansiyel quadrature yontemi ana
hatlariyla ve detayl olarak tamitilmigtir. Bu béliimde c¢aligsmada kullanilan harmonik
diferansiyel quadrature yonteminin neden kullamildigi gerekgeleriyle sunulmus ve
kullanilan bu yontemin esas formiilasyonlan verilmigtir. Kullamilan yéntemin mevcut
hareket denklemine uygulanmasi ve agirlik katsayr matrislerinin hesaplanmasi
aciklanmigtir. Altinci béliimde yontem tek ve gok serbestlik dereceli sistemlere
uygulanmigtir. Bu boliimde secilen sayisal uygulamalar gelistirilen yontemler ile
¢Oziilmiis ve sonuglar: grafik ve tablolar halinde verilmigtir. Yedinci béliim sonug ve
tartigma boliimii olup elde edilen sonuglar diger sayisal analiz yontemleriyle bulunan
sonuglar ile karsilagtirilmigtir. Ekler kisminda; hazirlanan bilgisayar program igin

akis diyagrami ve programdan bazi ¢iktilar sunulmustur.



BOLUM IKi
AMAC VE KAPSAM

2.1 Amag

Miihendislik uygulamalarinda temel amag; insan yasamimi kolaylagtiracak
sistemler ortaya koymaktir. Bu sistemlerin gelistirilmesindeki temel etken insan
ihtiyaglarinin  karsilanmasidir. Uygarlagma yo6niindeki olumlu gelismeler ve
teknolojinin giintimiizde geldifi nokta ihtiyaclarin farklilasmasina neden olmustur.
Degisen bu ihtiyaglara cevap vermek icin teorik ve pratik ¢aligmalar yapan
mithendisler de farkli teknikler tUzerinde yogunlagmiglardir. Miihendislik
sistemlerinin analizi en genel anlamda iki agamayi1 igermektedir. Mevcut bir fiziksel
sistemi ifade eden matematik modelin kurulmasi ve elde edilen matematik denklemin
analitik olarak veya gesitli yaklagik sayisal yéntemler kullanilarak ¢6ziilmesidir. Bu
iki asamadan birincisi tecriibe, sezgi ve iyi bir matematik alt yapi; ikincisi ise
modellemede kullanilan sezgi ve bilgiye ilaveten hizli ve kapsamli bir hesaplayiciyr

gerektirir.

Yapilan modellemenin gergek modeli yansitip yansitmamasi, gergek fiziksel olay
ile uyumluluk derecesiyle 6l¢iiliir. Bu modellerin biiyiik bir ¢ogunlugu, sinir deger
formundaki diferansiyel denklemlerdir. Bu matematik denklemlerin fiziksel modele
en yakin sunus bigimi ise varyasyonel problemlerdir. Giris verileri lizerine konulan
stireklilik ve tlirevlenebilirlik kosulan agisindan, varyasyonel problem kendi &zdesi
olan smur deger problemiyle karsilastirildiginda, uygulama alami daha genis olan
problemler smifina hitap eder.  Matematik modelleme isleminin, modelin
varyasyonel problem olarak ifade edilmesinden sonraki agamasi, hesaplayiciya
tamitimi, uygun olan ayrmk modelin olusturulmasidir. Giiniimiizde, diferansiyel
denklemlerle ilgili matematik modellerin ayrik benzesiklerinin olusturulmas: ve elde

edilen ayrik problemin bilgisayarda ¢6ziimlenmesi agisindan en kapsamli ve bilinen



yontem sonlu elemanlar yontemidir. Bu yontemin klasik sonlu farklar yonteminden
baslica ayirt edici 6zelligi, sonlu elemanlar yontemi suur deger problemini degil

varyasyonel problemi temel almasidir.
2.2 Kapsam

Genel anlamda, mithendislik problemleri, stireksiz ve siirekli ortam problemleri
olmak tizere iki simfa aynlir. Serbestlik derecesi sonsuz biiyiik olan siirekli ortam
problemlerinin ¢6ztimi bir diferansiyel denklem, bir integral denklem veya denklem
sisteminin ¢dziimiin{i gerektirdigi halde, serbestlik derecesi sonlu olan siireksiz ortam
problemlerinin ¢6ziimii lineer denklem takiminin ¢6ziimiiyle elde edilebilmektedir.
Sonsuz serbestlik dereceli sistemlerinin ¢6ziimiinde g¢esitli matematik giicliikler
ortaya ¢ikmakta buna kargsin siireksiz ortam problemlerinin ¢6ziimiinde gerekli olan

hesaplayici kapasitesi ve hesap siiresi artmaktadir.

Bunlardan baska mithendislik problemlerini evrensel bir yaklasumla; kararh
durum problemlerini iceren denge problemleri, kararli durum problemlerindeki bazi
parametrelerin kritik degerlerinin bulunmasim gerektiren 6zdeger problemleri ve
baglangi¢ deger formundaki problemleri igeren propagasyon problemleri olarak ii¢
temel gruba da ayirmak miimkiindiir (Crandall,1968). Bu tarz bir simiflandirmada da
elde edilen denklem; kapali yada agik siur ve/veya baslangic degerine sahip kismi
veya adi tiirevli bir diferansiyel denklem yada lineer bir denklem takimi olarak elde

edilir.

Denge problemlerinde sistemin durumu zamanla degigmez. Sabit kararli durum
problemleri olarak da bilinir. Ornek olarak; Kat1 ve sivilarda kararh sicaklik
dagilimi, siirekli akig problemleri ve kararli ses alti lhizinda akigkanlarin akig,

gerilme analizleri, elektrostatik alanlar, dogru akim, alternatif akim problemleri.

Ozdeger problemleri denge problemlerinin bir uzantisidir. Gergekte her ikisi de
simr deger problemidir. Bazi parametrelerin kritik degerlerinin bulunmas: ile

ilgilidir. Ozdeger problemlerinin karsimiza giktiz1 durumlar; yapilarin stabilitesi ve



titresimleri, lineer vizkoelastik s6niimleme, burkulma, liman ve denizlerdeki
dalgalarin serbest titresimi, rijit veya esnek olan kaplarda akigkanlarin ¢alkalanmasi,

elektrik devreleri, akustik ve rezonans problemleridir.

Yayilma problemleri ise zamana bagli problemlerdir. Sistemin ardigik durumlar

baslangi¢ sartlarina bagli olarak belirlenir.

Lineer bir diferansiyel denklem takimim saglayan fonksiyonlarin bir bélgedeki
degerleri tayin edilirken, bazi matematik giigliiklerle karsilagilir. Bunun igin bu
hallerde, 6nce bu fonksiyonlarin verilen bolgenin sonlu uzuniuktaki bazi noktalarina
ait degerleri aramir. Daha sonra, bu degerler kullanilarak diger bilinmeyen
noktalardaki degerler elde edilir. Bu sekilde stirekli bir ortam yerine, cebirsel bir
denklem takimimn ¢6ziimiinii gerektiren ayrik bir ortam alinmis olur. Hizhi ve
yiiksek kapasiteli hesaplayicilarin  gelismesi, ve kullantminin yayginlagmasi
nedeniyle siirekli ortam yerine siireksiz ortam modeli tizerinden islem yapmaya
elverisli yontemler artmigtir. Bu y6ntemler i¢inde sonlu farklar, sonlu elemanlar ve
siir elemanlar gilinlimiizde yaygin olarak kullamlabilmektedir. Karakteristik
biiytikliiklerin ortam iginde degismesini ifade edebilmesi ve karmagik sinir sartlarinin

¢ozilime katilabilmesine olanak vermesi bakimindan sonlu elemanlar daha yaygindir.

Kurulan matematik model ¢ogunlukla sistemi ifade eden ya bir integral denklem
yada kismi veya adi tlirevli bir diferansiyel denklemdir. Sinir kosullarinmn
karmasikligr nedeniyle elde edilen diferansiyel denklemin analitik ¢6ziimii ¢ogu
durumda miimkiin olmaz. Bu nedenle sayisal analiz tekniklerine bagvurulur.
Bilgisayar teknigindeki gelismeler ve denklemlerin matris formda ifade edilebilmesi
sayisal analiz metotlarinda bilyiik bir gelismeye neden olmustur. Bu ydntemler
i¢inde; sonlu farklar, sonlu elemanlar, simir elemanlar, varyasyonel(degisim)hesap,
Rayleigh-Ritz gibi yaklagik yontemler giiniimiize kadar etkin olarak kullanilmugtir.
Cogu sayisal hesap yonteminde siirekli denge problemi sonlu sayida serbestlik

dereceli bir sisteme indirgenerek ¢6ziime ulagilir(Altan, 1981).



Kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii igin; sonlu elemanlar, sonlu farklar, sinir
elemanlar gibi birkag sayisal ¢dziim yontemi mevcut olup, bu metotlar giiniimiize
kadar miihendislikte ve fizikte uygulama alam olan titresim, stabilite, akigkanlar
mekanigi, stirekli ortam mekanigi, siv1 veya termal etkilere maruz yapilarin analizi

gibi pek ¢ok probleme bagariyla uygulanmustir.

Gerek sonlu elemanlar ve gerekse sonlu farklar yénteminde diigiim noktasi sayisi
arttikca elde edilen ¢6ziimlerin hassasiyetinin arttif1 bilinmektedir. Bununla birlikte,
daha hassas sonuglar elde etmek igin diigtim noktas: sayisinin arttirtlmasi, gerekli
olan bilgisayar kapasitesi ve hesap siiresi de ayn1 oranda arttirmaktadir. Ancak pek
¢ok problemde gergek degere yakin hassas sonuglar fiziksel anlamda ancak birkag
6zel noktada gerekmektedir.

Bilgisayar teknigindeki gelismelere paralel olarak denklemlerin matris formda
ifade edilmesi ve bilgisayar ortammna aktarilmasindaki kolayliklar neticesinde hesap
yontemleri sayisal analiz lehine gelismeler gistermistir. Hesap tekniklerindeki bu
gelismeler nedeniyle lineer kabul yerine par¢a par¢a lineerlestirerek adim adim
hesaplama, ardigik yaklasim veya bu tiir sistemlerde siiperposizyon y6ntemi gegerli
olmadifindan ardistk yiik artim metotlari gibi lineer olmayan sayisal analiz

yontemleri ¢ok yaygin olarak kullanilmaya baglanmigtir (Zienkiewicz, 1976).

Bu metotlar i¢inde sonlu elemanlar ve sonlu farklar metotlar1 kullamm alam
digerlerine gére daha fazla olan iki analiz teknigidir. Sonlu elemanlar yonteminde
¢6ziim i¢gin yaklagik bir fonksiyon segilerek ¢6ziime baglanir. Ancak sonlu elemanlar
yonteminde segilen enterpolasyon fonksiyonlari lokal diizeyde olup elemanlar igin
gegerlidir (Civalek, 1996). Sonlu elemanlar yonteminde ¢6ziim bolgesi ¢ok fazla
elemana ayrilarak yeter hassasiyette sonuglar elde etmek miimkiindiir. Ozellikle plak
veya kabuk elemanlarin hassas gc'izl'imlefi ancak yiiksek sayida elemana boliinerek
saglamr (Civalek,1998). Elemanin ¢ok fazla bolgeye ayrilarak ¢éziime ulasilmas:
durumunda ise gerekli olan hesaplayici kapasitesi ve zaman artacaktir. Bununla
birlikte yeter yaklagikta sonuglar yani gercek degere ¢ok yakin sonuglar mithendislik
uygulamalarinda ¢ogunlukla bir veya birkag spesifik noktada istenir.



Daha az diigiim nokta sayis1 kullanilarak yeter hassasiyette sonuglar verebilecek
bir yontem olan Diferansiyel Quadrature(DQ), Richard Bellman tarafindan
gelistirilerek (Belman ve dig.,1971) lineer ve lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine uygulanmustir. Diferansiyel quadrature yontemi;
koordinat dogrultusuna gore bir fonksiyonun tiirevi, gepegevre saran bir ¢6ziim
bolgesindeki yiiksek dereceden bir polinom yardimiyla yaklasim kurabilen siirekli bir
fonksiyon ve o dogrultu boyunca biitlin ag noktalarindaki fonksiyon degerlerinin

tiimiiniin lineer toplam olarak ifade edilebilecegi prensibine dayanur.

Diferansiyel quadrature yéntemi ile sonlu elemanlar ySntemi arasinda gerek
yaklagim ve gerekse uygulama agisindan gesitli farkliliklar mevcuttur. Diferansiyel
quadrature yontemi genel gergeveli yani global bir yaklasim yéntemi olup yiiksek
dereceden polinomlar kullamlmakta iken sonlu elemanlar ySnteminde segilen
fonksiyonlar diistik dereceden olup sadece eleman bazinda yani lokal diizeydedir.
Diferansiyel quadrature yontemi herhangi bir noktadaki fonksiyonun tiirevine direkt
bir yaklasim getirir, oysa sonlu elemanlar y6nteminde yaklagim lokal elemanlar
lizerinde olup, tiirev ifadeler yaklasim yonteminden elde edilir. Diferansiyel
quadrature ySntemi daha ¢ok sonlu farklar ile benzerlik gosterir. Ancak sonlu farklar
yontemi da diigiik dereceden polinom yaklasimlari {izerine kurulan lokal bir yaklagim
yontemidir. Kaldi ki sonlu farklar metodu seri yaklagimlar ile ¢6ziime ulasirken DQ

yonteminde polinom fonksiyonlar kullanilir,

Bununla birlikte diferansiyel quadrature yénteminde elde edilen matrisler band
matris olup simetrik degildir. Benzer sayisal yaklasim ydntemlerinde oldugu gibi,
DQ yontemi de mevcut tlirev denklemi, ¢6ziim bolgesinde 6nceden segilen diigiim
noktalarindaki bilinmeyen fonksiyon degerleri cinsinden, lineer denklem takimina
doniistiirtir. Bu denklemlere ilaveten sinir sartlari da DQ yontemi uygun formda
yazilir. Sinir sartlanmin Dirichlet ve/veya Neuman yada karigik olmas: herhangi bir

giiclitk dogurmaz.



2.3 Daha Once Yapilan Cahsmalar

Yapilarin lineer ve lineer olmayan dinamik analizi konusunda cesitli sayisal
yaklasim metotlarn literatiirde mevcuttur. Bunlardan onemli olanlar asagida

Ozetlenmistir.

Wu zorlanmis ve serbest titresim analizi i¢in varyasyonel y6nteme dayali bir
formiilasyon Snermistir ve tek serbestlik dereceli sistemlere ait ¢esitli uygulamalar

sunmugtur (Wu, 1977).

Kujawski ve Gallagher yaptiklar1 c¢aligmada genel bir en kiigiik kareler
formiilasyonu geligtirmislerdir (Kujawski ve Gallagher, 1989).

Monkar ve digerleri (Monkar ve Powell, 1977) ilk defa olmasa da en genel
anlamda ¢esitli tip yapilarin lineer olmayan statik ve dinamik analizi i¢in genel bir
sonlu elemanlar yaklagimu onermislerdir. Goz Oniine aldiklar sistemleri siirekli

model kabulii ile ¢zmiiglerdir.

Yap: dinamigi kapsaminda genel olarak ¢dziilmeye ¢alisilan mevcut zamana bagh
adi diferansiyel denklemin Lagrange polinomlarina dayali ¢dziimii Liu tarafindan
gelistirilmis ve tek serbestlik dereceli sekilde modellenecek sistemlere uygulanmigtir
(Liu, 2001).

Warburton ise Rayleigh- Ritz yontemi ile dinamik analiz problemini ¢dzmiistiir
(Warburton, 1979).

Yine Wilson ve dig. Tarafindan yapilan g¢alismada Ritz vektorlerinin direkt
sliperposizyonuna dayali yontem Onermislerdir. Yontemleri ¢ok serbestlik dereceli

sistemlere ait uygulamalarda hayli basarili sonuglar vermistir (Wilson, ve dig, 1982).
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Nickell ise lineer olmayan sistemlere uygulanmast mimki{in olmayan
siiperposizyon ilkesinden hareket ederek modlarin siiperposizyonu ile yapilarin

nonlineer dinamik analizinin yapilabilecegini gostermigtir (Nickell, 1976).

Bu konudaki ¢aligmalarin bir agidan baglangici sayilabilecek yani yapilarin
dinamik davraniglarimin sayisal yaklagim y6ntemleriyle yapilabileceginin gosteren ilk
calismalardan olan Newmark’in ¢alismasi da literatiirde iyi bilinen bir ydntem
onermektedir (Newmar,1959). Bunlardan baska Zienkiewicz (1977), Meirovitch
(1986) ve Bathe (1982) nin pek ¢ok makalesinde ve literatiirde yukarida bahsedilen
yontemler genel dinamik analiz kapsamunda detaylt olarak incelenmis ve

uygulamalar sunulmustur.

Yap1 dinamigi perspektifinden ise Hurty ve Rubinstein(1964), Chopra (1995), Paz
(1997), Craig (1981), Irvine (1986) ve Rao (1995) nun kitaplar1 ve konu ile ilgili
makalelerinde yeterli uygulama ve detay bulmak miimkiindiir.

Kullanilan bu sayisal yontemlerin detaylar1 ve matematik temelleri ise Crandall
(1956), Hamming (1973) ve Wood (1990)un kitabinda mevcuttur. Ozellikle
Wood’un kitabinda her bir yontem; denklemlerin stabilitesi, yaklasim, hata analizi,

¢oziilen denklem sayisi, yakinsama gibi agilardan incelenmistir.

Ulkemizde de bu konuda yazilmus kitaplar ve makaleler mevcuttur. Bunlardan
tizerinde durulmas: gerekenler; Tezcan (1967), Cakiroglu ve dig, (1974) ve Catal
(2002) verilebilir.

Literatiirde ne DQ yontemiyle ne de HDQ yontemi ile yap1 dinamigi kapsaminda
tek ve ok serbestlik dereceli sistemlerin lineer veya lineer olamayan dinamik analizi
ile ilgili herhangi bir ¢caligma yoktur. DQ ve benzeri yéntemlerin (GDQ, QEM,HDQ)
yapt dinamigi uygulamalan ile ilgili ¢aligmalar biiyiik bir gogunlukta Oklahoma
Universitesi ucak-uzay fakiiltesinden Bert ve ekibi tarafindan yapildigindan daha ¢ok
tabakali ve kompozit plaklarin statik ve dinamik analizleri (serbest titregim frekans

hesaby) ile ilgilidir. Singapour kékenli ve gemi miihendisligi (Shu ve Richards,1992)
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alaninda akademik c¢aligmalar yapan bir diger ekibin ¢aligmalar da benzer olup bazi
akigkanlar mekanigi uygulamalar1 ve plak ve kiriglerin burkulmas: ve egilmesi ile

ilgilidir.

Son zamanlarda yapilan bazi galigmalarda (Fung, 2001) 1s1 iletimi, akigkanlar
mekanigi gibi bazi alanlarda karsilagilan baslangi¢ deger problemlerinde diferansiyel

quadrature ydnteminin uygulama prensipleri vurgulanmigtir.
2.4 Yapilan Kabuller

Bu galigmada ¢oziilecek problem; bir baglangic deger problemidir. Denklem
harmonik diferansiyel quadrature yontemiyle sayisal olarak ¢oziilecektir. Calismada
yap1 analizinde biiyiik bir uygulama alam olan hesaplamali yap1 dinamigi disiplini
i¢in yapilarmn lineer ve lineer olmayan davraniglan elde edilerek daha 6nce literatiirde
sadece bazi sinir deger problemlerine uygulanan yeni bir yontem énerilmektedir. Gz
Oniine alinacak sistemler; tek serbestlik dereceli ve ¢ok serbestlik dereceli

sistemlerdir. Caligmada yapilan baz1 kabuller asagidadir:

1. Soniim katsayisi sabittir.

2. Geometrik bakimdan lineer olmayan davranigin g6z 6niine alindigt durumda
yay ic¢in yiik-yer degistirme efrisi dogrusal degildir. Hooke yasasi gegerli
olmaz.

3. Malzeme davramgmn lineer olmadigi durumda gerilme-gekil degistirme
egrisi elastoplastikdir.

4. Cergeve tipi yapilarin ¢6ziimiinde, kat seviyelerinde toplanmig kiitle modeli
dikkate alinmugtir.
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BOLUM UC
YAPILARIN LINEER OLMAYAN ANALIZI

Gerilme-gekil degistirme bagintilan oranti sinri adi verilen bir sinir gerilmenin
altinda lineer-elastik kabul edilen ve yer degistirmeleri, kiicik yer degistirmeler
teorisinin uygulanabilecegi kadar kiiciik olan sistemlere lineer sistemler
denilmektedir. Hesabi, lineer bir denklem takiminin kurulmasim ve ¢oziimiini

gerektiren lineer sistemlerde, stiperpozisyon prensibi gegerlidir.

Yiiksek dayanimli malzemelerin kullamlmas: ile narinlesen yapilarda yer
degistirmeler ¢ok kere yeter derecede kiiciik degildir. Diger taraftan, gerilmelerin
orantt sirina erigmesi yapimn tagima kapasitesinin sona erdigini ifade etmez.
Nitekim, yap1 orant1 simrina karsillk gelen yiikten daha fazla miktarda yik
tagtyabilir. Yikler artarak, go¢me yiikii olarak adlandirilan bir degere ulasinca,
sistem godger, yani islerliini yitirir. Go¢me; yapinin burkulmasi, gégmesi veya biiyiik
yer degistirme ve/veya biiyiik sekil degistirmelerin (betonarme elemanlarda biiyiik

catlaklarin) olusmasi geklinde tanimlanir.

Herhangi bir sistemde dis etkilerden meydana gelen i¢ kuvvet, yer degistirme ve
sekil degistirmelerin ¢dziim olabilmesi i¢in; denge denklemleri, i¢ Gerilme-sekil

degistirme bagintilari, geometrik uygunluk sartlari saglanmalidir.

Malzemenin oranti siurindan sonraki davramigi g6z Oniine alinarak yapilan
hesapta yani malzeme davranisinin lineer olmadif: sistemlerde; i¢ kuvvet — yer
degistirme bagintilan lineer degildir. Geometri degigimlerinin kiig¢iik olmadig
geometrik bakimdan lineer olmayan sistemlerde; denge denklemleri ve geometrik
uygunluk sartlar1 lineer degildir. Malzeme ve geometri degisimi bakimindan lineer
olmayan sistemlerde i¢ kuvvet — yer degistirme denge denklemleri ve geometrik

uygunluk sartlar lineer degildir.



Yap:1 sistemlerinin lineer olmayan teoriye gére hesabi ve boyutlandirilmasi
alaninda meydana gelen gelismeler, yapilanin ve yapr elemanlarmin dig etkiler
altindaki gergek davramslarimi daha yakindan izleyen hesap ve boyutlandirma
yontemlerinin gelistirilmesine ve pratik uygulamalara olanak saglamaktadir.
Baslangigta  teorisyenler lineer kabule dayanarak hesap yoOntemlerini
gelistirmislerdir. Sistemlerinin lineer davramistan uzaklagtik¢a lineer kabuliin hesap
sonuglarina getirecegi hata oram da artmaktadir. Lineer olmayan analiz tiirii lineer
analize gére daha zor ve uzun, aymi zamanda ekonomik olarak daha kiilfetlidir.
Lineer olmayan sistemlerde siiperposizyon yapilamayacagindan dis etkiler cesitli
noktalardaki degerlerinin arasindaki oranlar sabit kalarak artar ve analiz béylece

iteratif olarak devam eder. Dolayisiyla ¢6ziime birka¢ adim neticesinde ulagilir.

Bu boliimde yapr mithendisligindeki analiz kapsaminda lineer olmayan analiz

kisaca tanitilacaktir.
3.1 Lineer Olmayan Davranis Nedenleri

Bilindigi gibi malzemenin lineer olmayan davramsginin g6z dniine alindig1 teoriye
elasto-plastik teori, denge denklemlerinin gekil degistirmis durum {izerinden yazildig1
teoriye ikinci mertebe teorisi, lineerligi bozan her iki etkinin birlikte dikkate alindig1

teoriye ise ikinci mertebe elasto-plastik teori denilmektedir.

Ikinci mertebe teorisine gore hesapta, geometri depisimlerinin denge
denklemlerine etkisi nedeniyle, artan yiikk parametresine daha hizli artan
yerdegistirmeler kars1 gelmektedir. Yiik parametresi artarak P.. simr degerine esit

olunca yerdegistirmeler sonsuza erigir ve sistem burkulur. Bu yiike elastik burkulma

yiikii denir.

Lineer olmayan malzemeden yapilmig sistemlerde, artan yiiklerle birlikte i¢
kuvvetler de artarak bazi kesitlerde lineer-elastik st agsmakta ve bu kesitler
civarinda plastik gekil degistirmeler meydana gelmektedir. Yapr geligi ve bazi

kosullar altinda betonarme gibi, kopma sirasindaki toplam sekil degistirmelerin
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lineer sekil degistirmelere oranmin biiyikk oldugu stinek malzemeden yapilan
sistemlerde plastik sekil degistirmelerin plastik kesit adi verilen belirli kesitlerde
toplandigi, bunlarin disindaki bolgelerde ise sistemin lineer- elastik davrandigt

varsayilabilir.

Bu hipotezin uygulandig1 bir yap: sisteminin I. mertebe teorisine gére hesabinda
olusan plastik kesitler nedeniyle sistemin tiimii veya bir boliimii mekanizma
durumuna gelir ve tagima giicli sona erer. Bu duruma karsi gelen yiike birinci

mertebe limit yiik ad: verilir.

Lineerligi bozan her iki etkinin birlikte g6z Oniine alinmas1 halinde ise kullanilan
teori II. mertebe elasto-plastik teori adim alir. Olugan plastik sekil degistirmeler
nedeniyle yer degistirmeler hizla artmaktadir. Yiikler artarak belirli bir sinir degerine
esit olunca, olugan plastik kesitler sonucunda rijitligi azalan sistemin burkulma yiikii
dis yiik parametresinin altina diiger; Yani P-A diyagraminda artan yer degistirmelere
azalan ytik parametreleri karsi gelir. Yapmun stabilite yetersizligi nedeniyle

gbemesine sebep olan bu yiik parametresine ikinci mertebe limit yitk denilmektedir.

Baz hallerde, dis yiikler ikinci mertebe limit yiike erismeden 6nce, meydana
gelen biiyiik yer degistirmeler, biiyiik plastik sekil degistirmeler ve betonarme
sistemlerde biiylik catlaklar yapimin gogmesine neden olabilmektedir. En genel

anlamda yapi sistemlerinin analizinde lineer olmayan davranis1 su hallerde rastlanir:

1- Sinir Kosullarinin Lineer Olmamasi.

2- Malzeme Davramginin Lineer Olmamasi (Elasto-Plastik Analiz).

3- Biiyilk Geometri Degisimi (Ikinci Mertebe Analiz).

4- Geometri Ve Malzeme Nonlineerliklerinin Birlikte Bulunmasi(ikinci Mertebe
Elasto-Plastik Analiz).

Bu durumlar asagida sirasiyla kisaca anlatilmistir.



15

3.2 Smmr Kosullarmin Lineer Olmamasi

Bazi miihendislik problemlerinin ¢6ziimii, hesabin baglangicinda 6ngoriilen simr
kosullarinin sistem davranigina bagimli olmak tizere, hesap sirasinda degistirilmesini
gerektirmektedir. Sir kosullarinin hesap sirasinda degisiyor olmasi; ¢dziime bir

asamada ulagmay1 imkansiz kilar ve sonug ardigik yaklagimlarla elde edilir.

Temas problemlerinde oldufu gibi, hesabin baslangicinda Ongoriilen smur
kosullarinin sistem davranigina bagimli olup hesap sirasinda degistirilmesi gereken
durum olan sinir kosullarinin lineer olmamasidir. Bu duruma 6rnek olarak; elastik
zemine oturan bir yada iki boyutlu temellerin belirsiz bir béliimiiniin bazi yiik
durumlarinda zeminden ayrilmasi, gevresiyle temas halinde olmasi ongériilen tiinel
kaplamalarinin bélgesel olarak bosluga dogru zeminden uzaklagmasi, yatay itki alan
kaziklarda bazi bolgelerin zemine defmemesi, su altina ddsenen borularin zemin
topografyasina bagimli olarak gémiilmesi, egilme momenti ve/veya eksenel kuvvet
ile kesme kuvveti aktaran bulonlu birlesimlerde ¢ekme ve basing bolgelerinin
belirlenmesi, dokunma yiizeyinin genisligi yiike bagli problemler ve benzer diger

zemin-yapl, sivi- yapt problemleridir.

3.3 Malzeme Davramginin Lineer Olmamasi (Elasto-Plastik Analiz)

Malzemenin orant1 sinirindan sonraki tagima kapasitesinin g6z oniine alinmasi
yani elasto-plastik hesap yOntemlerinin kullanildigi analiz tiirii malzeme non-
lineeritesi olarak bilinir. Malzeme nonlineeritesinde malzemenin gercek gerilme-
sekil degistirme egrisi dikkate almir. Bu tiir analizde; malzemenin davrams: basite
indirgenerek analiz yapilir. Bu yonde yapilan basitlestirmede genelde nonlineer
baginti {i¢ dofruya veya baz g¢aligmalarda oldugu gibi sekil degistirme
peklesmesi(strain hardening) gosteren iki degisik egimli dogruya doniistiirme
uygulanabilir.

Bundan bagka kullanilan yaygin bir basitlestirme de lineer elastik tam plastik

davramg1 doniistiirmedir. Bu malzeme davramsi, bir egimli dogru ile yatay bir
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dogrudan olusmaktadir. Bu davrams siinek metallerin  davramisina olduk¢a yakin
diismektedir. Beton gibi gevrek ve yiiksek dereceden nonlineerlik gosteren
malzemelere uygun degildir. Ancak betonarmede ¢elik ve beton 6zellikleri
birlesmekte olup literatlirde lineer elastik tam plastik davramgin kullamldigr

durumlara sik rastlanir.

Bundan daha basit ve lineer elastik diginda kalan malzeme davranis rijit plastik
davramis olup bu davranig nonlineer sayilmaz. Ancak verilen yiiklere gore yinede
lineer malzeme kadar kolay ¢6ziim vermez. Bu tarz analizde plastik mafsal olusan
kesitte peklesmeden akma olacagy varsayimi ile ve lineer sekil degistirmelerin ihmal
edilebilecegi farkli mekanizmalar aragtirilarak ¢oziime ulasilir. Bu ydnteme limit
analiz denir. Bu yontemde belirli gerilme diizeyinde malzemenin akma yapacagina

gore hesap yapilir ancak daha 6nceki tiim sekil degistirmeler ihmal edilir.

Egilme durumu gibi gerilmenin malzeme i¢inde noktadan noktaya siirekli olarak
degistigi durumlarda yap1 elemaninin her kesitinde gerilmenin degerine gore akma
oldugu ve olmadig1 yerleri aywrarak yapilacak bir analiz yine ¢ok fazla hesabi
gerektireceginden yapi sistemlerinde kritik kesitler diye bilinen ve yakin bélgesine
gore daha bitylik moment alan kesitler saptanir. Bu kesitlerin tam plastik duruma
gecince mafsallarin tagiyabilecekleri moment degerleri hesaplanir. Kritik kesitlere
yakin kesitlerde en gok gerilme alan noktalardan baglayarak yayilan akma da goz

ardi edilir.

Bu sekilde yapilan analizde malzeme davramt igin elastisite modiilii, Poisson
orani ve akma gerilmesinin bilinmesi yeterlidir. Beton gibi yiiksek dereceden
nonlineerlik gdsteren malzemeler igin moment-dénme bagintist olarak ti¢ dogru

parcasindan olugan bir egri kullanilabilir.

Bu tiir kompozit malzeme nonlineerligi olan ¢aligmalarda kritik kesitler olarak
alinan kesitler disinda malzeme davranist lineer elastik kabul edilir. Kritik kesitler
disinda sistem elemanlarmun gekil degistirmelere karst dayammu belirleyen rijitlik

matrisi ¢6ziim boyunca sabit kalir. Yalmz kritik kesitlerde mafsallar olustukea rijitlik
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matrisinde gerekli degisiklikler yapilir. Ancak kafes gubuklar gibi tiimiiyle belirli bir
gerilme altinda olan yap1 elemanlarinda elastisite modiilii i¢in siirekli de@isen bir
ifade kullanilabilir ki, bu da yiiklemeyi adim adim yaparak gerceklestirilebilir. Her
adumda, her bir ¢ubuk i¢in gerilme diizeyine kars: gelen elastisite modiilii degeri

kullamlir.

I¢ kuvvet-yer degistirme ba@ntilan lineer olmayan fakat i¢ kuvvet ve sekil
degistirme arasinda bire bir kargilik bulunan malzemeden yapilmis sistemlere lineer
olmayan elastik sistemler denilir. Geometri degigimlerinin ve normal kuvvetin kiigiik
oldugu bu tiir lineer olmayan elastik sistemlerin birinci mertebe hesab: i¢in, lineer
olmayan sekil degistirmeleri, sicaklik degismelerinden meydana gelen sekil
degistirmeler gibi diistinmek  suretiyle, bir ardigik yaklagik hesap yontemi
uygulanabilir. Ardigik yaklagimin her adiminda lineer olmayan sekil degistirmelerin
tahmin edildigi bu y6ntem de, tahmin edilen ve bulunan sekil degistirmelerin esit

olmasi ¢6ziimiin elde edildigini gésterir.

Bir diger hipotezde; lineer olmayan sekil degistirmelerin plastik mafsal adi verilen
noktalarda toplandif1 ve bunlarin digindaki noktalarda i¢ kuvvet- yer degistirme
bagmtilarimin lineer- elastik  oldugu kabulii ile hesap yapilir. Ozellikle diiktil
malzemeden yapilmig sistemlere uygulanabilen bu teoriye plastik mafsal teorisi

denir.

Plastik mafsal teorisine gore hesapta i¢ kuvvetlerin akma sart1 denilen bir smir
degere vardif noktalarda plastik mafsallar meydana geldigi ve yiikiin artan degerleri
i¢in bu noktalarin serbestge donebildigi kabul edilmistir. Yiikiin limit yik ad: verilen
bir degere ulagmas: halinde sistem, meydana gelen plastik mafsallar nedeniyle
mekanizma durumuna gegerek kullanilmaz hale gelir. Malzemenin dogrusal davranis

sergilemedigi bu durum igin sistemin temel denklemi
[Ke+KnlfU}={F} &R

[k U} = {F} (3.2)
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seklindedir. Burada;

{U}= Yer degistirme vektorii

F} = Kuvvet vektorii

[Kt] = Toplam rijitlik matris

[K ] = Eleman elastik rijitlik matrisi

[ m] = Plastik indirgeme matrisi olup inelastik davramis nedeniyle sitemin rijitlik

degisimlerinin etkisini igerir.

Bu durumda yapinin dinamik analizi en genel halde

M)+ [eho}+ [k i = Foy (3:3)
seklindedir. Yine bu denklemdeki degiskenler;

[M]= Kiitle matrisi
[C]= Soniim matrisi
{U}= Hiz vekiorii

{U}=1vme vektoria

olarak tanimJanur.

Boylece gerek statik ve gerekse dinamik analizde malzeme degisiminin etkisi rijitlik
matrisinde tamimlanmis olunca sistem bilinen forma indirgenir ve bu denklemler
ardigik iterasyon, adim adim integrasyon, Newton-Raphson vb. yontemlerin biriyle

¢oziilir.
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3.4 Biiyiik Geometri Degisimi (Ikinci Mertebe Analiz)

Yiksek dayanimli malzemelerin kullamlmasiyla narinlesen yapilarda artan yer
degistirmeler nedeniyle geometri degisimlerinin denge denklemlerine etkisinin 6nem
kazandify ve kiiglik yer degistirmeler teorisinin gecerli olmadig1 sistemler geometri
non-lineeritesi’ne Ornek sistemlerdir. Yani denge denklemleri yapmin sekil
degistirmis durumundan elde edilir. Bir boyutlu narin yap: elemanlarindaki eksenel
kuvvetler ve iki boyutlu ince yap1 elemanlarindaki diizlem i¢i kuvvetler, belirli bir

degerin altinda kaldiklar siirece sistemin davranigi lineerdir.

Ancak, malzemenin elastisite modiilii ile yap1 elemanlarinin mesnetlenme sekli ve
atalet momentine bagh olarak yiik belirli bir diizeyi aginca diizlem i¢i kuvvetler yap
lineerlik yap1 elemanlarinin ve sonugta yapinn rijitlik matrisinin yiik diizeyine bagl
olarak degismesinden kaynaklamr. Yapimun bilinen elastik rijitlik matrisine gelen
katkiya geometrik rijitlik matrisi ve elde edilen bu iki matrisin toplamina da toplam
rijitlik matrisi denilir. Geometri bakimindan lineer olmayan sistemlerin analizinde
yani ikinci mertebe analizde yapinin rijitlik matrisi her yilkk adiminda yeniden
olusturulur.

Bu tiir sistemlerin analizinde kullanilan bir diger yontem ise; her adimda lineer bir
sistemin hesabmna indirgenen ardigik yaklasim ydntemidir. Ardistk yaklagimin her
adiminda sistemdeki normal kuvvet yayilisinin tahmin edilmesi esasina dayanan bu
yontemde, bulunan normal kuvvetlerin tahmin edilen degerlere yeterince esit olmasi
¢oziimiin elde edildigini ifade eder. Normal kuvvet yayilisinin belirli oldugu
sistemlerde ydntem kesindir; yani birinci adimda kesin sonug elde edilir. Diger

durumlarda ise birka¢ adimda kesin ¢dziime yakin sonuglar elde edilir.

3.5 Geometri ve Malzeme Nonlineeritesinin Birlikte Bulunmasi

Malzemenin oranti sinirindan sonraki tasima kapasitesinin gbz dniine alan elasto-

plastik hesap ve boyutlandirma yéntemlerinden yararlanarak yapilarin daha narin
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olarak boyutlandirilmasi ve malzeme giderlerinin azaltilmast miimkiin olmaktadir.
Buna karsilik, narinlesen yapilarda artan yerdegistirmeler nedeniyle geometri
degisimlerinin denge denklemlerine etkisi énem kazanmakta ve ¢ok kere bu etkinin

de hesaba katilmas: gerekmektedir.

Bu nedenle, gerek malzemenin gerekse geometri degisimlerinin lineer olmayan
etkilerini birlikte g6z oniine alan hesap ve boyutlandirma yéntemlerine gereksinim

artmaktadir. Bu tiir hesap tarzina II. mertebe elasto-plastik analiz denilmektedir.

Lineer olmayan elastik sistemlerin ikinci mertebe hesabinda plastik mafsal
teorisinin uygulanmasinda; yiik parametresi stfirdan itibaren arttirilmak suretiyle
uygulanir. I¢ kuvvetlerin artarak akma sarti denilen bir smur degere vardif
noktalarda plastik mafsal meydana gelir. Geometri degisimlerinin denge
denklemlerine etkisinin hesapta. g6z Oniine alinmasi sebebiyle siiperposizyon
yapilamayacagindan, plastik mafsalin meydana gelmesine sebep olan yik
parametresinin hesabi ardigik yaklasumi gerektirir. Her plastik mafsalin olugmasindan
sonra, bu noktalara mafsal koymak ve plastik mafsaldaki i¢ kuvvetleri dis yiik olarak
etkimek suretiyle elde edilen yeni sistem esas alinarak hesaba devam edilir. Yiiklerin
gbeme yiikii adi verilen bir degere ulagsmas: halinde sistem isletme disi kalir, yani
gbger. Gogme, sistemin geometrik ozellikleri ve yiikleme sekline bagli olarak su
sekilde meydana gelir. Sistem, ya; meydana gelen plastik mafsallar nedeniyle
mekanizma durumuna geger, veya plastik mafsallarin yerine mafsal koymak
suretiyle elde edilen sisteme ait Euler kritik yiikii sisteme etkiyen yiikiin altina diiger.
Sistemin kararsiz denge konumunda oldugunu ifade eden bu durumda yik
parametresi en biiyiik degerini almakta ve yiik-yer degistirme bagintisinin bundan
sonraki kisminda artan yer degistirmelere azalan yilkk parametreleri karsilik
gelmektedir.

Lineer olmayan sekil degistirmelerin, i¢ kuvvet — sekil degistirme bagintilarina ve
sistemdeki i¢ kuvvet dagilimina bagli olarak sistem iizerinde siirekli yayildig1 kabulii
ile yapilan analizde sistemin; yiiklere kiigiik artimlar verilerek hesaplanmasi teklif

edilmistir.
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Her adimda lineer bir sistemin hesabii gerektiren bu yéntemde, her yiik artimi igin
denge denklemleri bir dnceki adimda elde edilen sekil deZistirmis eksen iizerinde
yazilmakta, i¢ kuvvet — sekil degistirme bagintilar1 ait olduklar i¢ kuvvet durumu

civarinda lineerlestirilmektedir.
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BOLUM DORT
Y APILARIN DINAMIK ANALIZI

Bu bgliimde yap1 dinamiginde gecen serbestlik derecesi, bagimli ve bagimsiz
koordinatlar gibi temel kavramlar, fiziksel bir sistemin matematik modelinin
kurulmasi ve bu modellemenin dig kuvvet, kiitle, s6niim ve yay gibi temel
kavramlarinin tanitilmast verilecektir. Daha sonraki béliimlerde kullamlacak
bagintilanin alt yapisi olusturulacaktir. Yapilarin ne tiir dinamik etkilere maruz

kaldig1 ve dinamik analiz de kullamlan 6nemli bazi yontemler kisaca tanitilacaktir.

4.1 Temel Kavramlar

Bir fiziksel olayr tanimlamak ig¢in gerekli ve yeterli sayidaki degiskenlere
bagimsiz veya serbest degisken bunlara bagli olan diger degiskenlere bagumli
degisken denir. Mevcut bilinen simir gartlari serbest degiskenlerin sayisini azaltir.
Zaman disinda kalan degiskenlere sistemin genel koordinatlart denir. Fiziksel bir
sistemde bagimsiz genel koordinatlarin sayist “sistemin serbestlik derecesi” olarak

bilinir.

Dinamik yiikler etkisindeki yapilarin analizi ve boyutlandirilmasi zamana bagh
degisen kuvvetlerin dikkate alinmasumi gerektirir. Kuvvetler zamana bagli olup,
yapiun karakteristikleri ve davramgi Snemlidir. Riizgar, deprem, darbe, patlama
kuvvetleri, endiistriyel yapilarda makine ve motorlarin olusturdugu titresim
kuvvetleri, fabrika kreynlerinde olusan titresimlerin yapiya etkileri veya ugak-uzay
sanayinde kullanilan gévde ve kanat gibi elemanlarin maruz oldugu aero-dinamik
yiklerin olusturdugu etkiler 6rnek olarak verilebilir. Etkiyen kuvvetlerin sabit bir
degeri yoktur. Yani yiikler zamann bir fonksiyonu seklinde ifade edilirler. Kuvvetin
zamanla deBismesi nedeni ile yap1 kiitlesine etkiyen kuvvetlerde zamanla

degiseceginden yapinin davramginin degigsmesine neden olacaktir.
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Statik ¢oziimlemede tek bir ¢6ziim bulundugu halde, dinamik analiz neticesinde
elde edilen ¢6ziim zamana bagli bir fonksiyon seklinde olup, bir ¢6ziim kiimesi
seklindedir. Bu ¢6ztim kiimesinin veya fonksiyonun ekstrem degerleri ¢oziim olarak
alinir. Bunlardan bagka ve en Onemlisi, statik ¢bziimlemede yer degistirmelere
karsihk dinamik analizde  atalet kuvvetleri olusur. Yani, yapt dinamigi;
karakteristikleri bilinen bir yapiun dinamik zorlamalar altinda davramginin

incelenmesidir.

Miihendislik yapilarinin biiyiik bir gogunlugu kullanim siireleri boyunca bir veya
daha fazla herhangi bir tip dinamik yiiklemeye maruz kalirlar. Yapiya etki eden
kuvvetler en genel manada; periyodik ve periyodik olmayan kuvvetler veya

deterministik ve keyfi (random) kuvvetler olarak dért farkli grupla simflandirilabilir.

Ayrica belirtilmelidir ki titresim hareketi; en genel manada herhangi bir fiziksel
sistemin veya herhangi bir yapinin enerji yutma kapasitesinin olup olmamasina gore;
soniimlii veya soniimsiiz titresim ve yaptya etki eden bir dig kuvvetin varligina gore

de serbest ve zorlanmis titresim olarak siniflandirilir.

Yapinn malzemesinin gerilme-sekil degistirme iliskileri, dinamik yiiklerin sekli
veya eksenel kuvvetin varhigi, sekil degistirmelerin bityiikliigiine gore yani elastik
otesi bolgede sekil degistirmelerin olup olmamasina gore lineer ve lineer olmayan

sistemler kavramlan kullanilir.
4.2 Serbestlik Derecesi Kavram:

Herhangi bir sistemin konumu veya  hareketini herhangi bir zamanda
tanimlayabilmek igin gerekli bagimsiz koordinatlarin  sayis1 yapi dinamigi

kapsaminda serbestlik derecesi olarak bilinir.

Bir bagka tammlamada; etkin atalet kuvvetlerini temsil etmek i¢in g6z &niine
alinmas1 gereken bagimsiz yer degistirme bilegenlerinin sayis1 dinamik serbestlik

derecesi olarak adlandirilir.
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Tastyic1 sistemlerin elemanlarinda kiitle siirekli dagildigindan, atalet kuvvetleri
ancak her noktanin ivme ve bundan hareket ederek yer degistirmelerinin bilinmesiyle
tanimlamr. Sistemin her noktasimin yer degistirmesinin hesabi ise hesap siiresini
uzatir ve daha kapsamli hesaplayici gerektirir. Sistemin tlim yer degistirmelerini bazi
se¢ilmis noktalarn yer degistirmesiyle ifade etmekle hesap hacmi ve siiresi kabul
edilebilir bir biiyiikliige diigtiriilebilir. Dolayisiyla, herhangi bir yapiya ait gergek
¢ozlim ile aym yapmun basitlestirilmis bir modelinin ¢dziimii arasindaki fark
mithendislik hesaplarim etkilemez ise, basitlestirme, ¢6ziim kolayligt agisindan,
serbestlik derecesi sayisi veya hareket denklem sayisim azaltmak bakimindan
yapilmalidir (Erdik ve Yiiziigiilld, 1980).

Bu tiir ¢6ziimlerden birinde, sistemin kiitlesi s6z konusu segilen noktalarda
toplanmig kabul edildiginden, uygulanan hesap yoOntemine topaklanmig kiitle
yaklagimi, sistemin yer degistirmesi uygun fonksiyonlarin siiperposizyonu olarak
kabul edilerek bu fonksiyonlarin koordinat fonksiyonlarn olarak adlandirldigi gok

serbestlik dereceli sistemlerin genellestirilmis koordinat yaklasimi olarak bilinir.

4.3 Matematik Modelleme

Cogu durumda mithendislik problemlerinin kapal: matematik ¢oziimii yani
analitik ¢6ziimii bilinen baz:i basit durumlar diginda miimkiin degildir. Bu nedenle
karmagik siir kosullan, yitk ve malzeme davramginin dogrusal olmadign boylesi
gergek fiziksel sistemler bazi kabuller ve ideallestirmeler yapilarak, daha az
bilgisayar kapasitesi ve ¢dziim igin daha az bir siite gerektirecek bilinen ve
matematiksel olarak uygun ve kullamisli bir forma indirgenir. Daha 6ncede
belirtildigi gibi en az problemin ¢6ziimii kadar Snemli olan bu modelleme uygun

yapilmazsa elde edilen sonuglar amaca uygun veya yeter hassasiyette olmayabilir.
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4.4 Tek Serbestlik Dereceli Sistemler

Bir sistemin hareket halinde bulundugu konum, tek bir parametrenin verilmesiyle
belirlenebiliyorsa, sistem tek serbestlik derecelidir denir. Béyle bir sistem ve serbest

cisim diyagram Sekil 4.1 de verilmigtir.

Tek katli bir gerceve, elastik bir kiris, bir su deposu matematik model olarak eger
tek serbestlik dereceli olarak modellenecek olursa bu model geleneksel ve yaygin
sekliyle bu formda olur. Boylesi tek serbestlik dereceli ve en genel haliyle verilmis
olan bu model ¢esitli elemanlara sahiptir. Yani bu matematik model fiziksel sistemi
karsilayacak sekilde; kiitle, s6niim, yay ve kiitleye etki eden dig kuvvet ile

karakterize edilir.

Kiitle elemani, m, yapmnin i¢ karakteristiklerini tamimlar. Sistemdeki kinetik
enerjinin toplandif1 bir ortam olup sistem igindeki dagilimina gére toplu/ayrik veya
stirekli olarak modellendirilir. Yay elemana karsilik gelen k&, sistemin veya yapinin
potansiyel enerji kapasitesini ve elastik olarak geri kazamlan kuvvete karsilik gelir.
Yaylar, kendi kuvvet-gekil degistirme 6zelliklerine gére sistemin; dinamik sistem,
rijit veya siinek sistem, lineer yada lineer olmayan sistem olmasini belirler. Fiziksel
sistemde ¢ parametresi yapimn enerji séniimleme ve siirtiinme karakteristiklerine

karsilik gelir.

Sontim kuvveti genel olarak harekete zit ve hareketin hiz1 ile orantili bir kuvvet
olarak kabul edilir. Titresimin genligini azaltic1 yonde etki yaratirlar. Bu tip séniim
genel olarak viskoz séniim olarak bilinir. Sistem eger zorlanmis bir titregim etkisinde

ise bu dis kuvvet zamana bagl: olarak F(t) ile tanimlanir.



26

<« Fi(t) | > F(b)

Sekil 4.1 Tek serbestlik dereceli bir sistem ve serbest cisim diyagrami

Serbest cisim diyagramu tizerinde gosterilen kuvvetlerin dengesinden;
Z2F=0 = Fst) +Fp )+ Fi)~F () 4.1
Fi() +Fp O+ Fs(t)=F (1) 4.2)

olarak yazilir. Bu denklemde F; (t) kiitle ve ivme ile orantili eylemsizlik kuvvetini,
Fp(t) hiz ve soniim katsayis1 ile orantili séniim kuvvetini, Fs(t) yer degistirme ve yay
katsayis1 ile orantih elastik yay kuvvetini, F(t) ise dis zorlamay

gostermektedir.Denklem (4.2) deki kuvvetlerin degerleri yerlerine yazilir ise

2
m&% 4 e 9w = F 4.3)
dt?' dt
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ifadesi elde edilir. Bu denklem daha genel olarak bilinen

mu+cu+ku="F(t) (4.4)

formda yazilir. Denklem en genel durum igin verilmis olup sistemin séniimlii (c£0)
yada s6niimsiiz (c=0) titresim, serbest, F(t) =0 yada zorlanmus titresim F(t) # 0 gibi

farkli kombinasyonlar: vardir.

4.5 Cok Serbestlik Dereceli Sistemler

Tek serbestlik dereceli bir sistemde kiitlenin tek bir noktada toplandigt kabulii ile
matematik modelleme yapilabilmektedir. Cogu miihendislik sisteminde bu yaklagim
miithendislik analizi agisindan yeter hassasiyette sayisal sonuglar verir. Ancak bazi
durumlarda, 6rnegin bir kesme gergevesinde veya deprem etkisindeki bir yapida her
kata gelen kuvvetlerin, her katin r6latif yer degistirmeleri veya titresim frekanslarinm
bulunmas: gerekebilir. Bu gibi durumlarda sistem uygun bir sekilde ve yeter sayida
ayrik sisteme ayrilarak analiz yoluna gidilir. Boylece, sistemin hareketi sadece bir tek
koordinat dogrultusu ile ifade edilemez. Sonug olarak sistem; kiitle, s6niim, rijitlik
terimleri agisindan yer degistirmeler sayisi dikkate alinarak matris formda yazilir ve
¢ok serbestlik dereceli sistem elde edilir. Bu amagla Sekil 4.2°de goriilen gerceveyi
dikkate alinsin. Sistem ti¢ serbestlik dereceli bir soniimlii sistem olup etkiyen

kuvvetlerin gosterildigi ayrik sistem diyagramu Sekil 4.3’de verilmistir.
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Her bir kiitle i¢in denge denkleminden

myiiy + (e + ety = catg + (ki +ko)uy —koup = Fy (8)
maiiy—cotr+(ea +e3iz—csiy—kaur+ (ko +k3)us —k3us = Fo (9
maiiz—c3iy+c3a3 —kzuy +kzuz =F3(t)

elde edilir. Bu denklemler kapali matris formda

IMgH{U 3 +[CyHU 3 +IK{U 3 = {F(D)} (4.5)

olarak yazilir. Burada;

m 0O O
Myl=] 0 m, O | seklinde tamiml kiitle matrisini
0 0 m;
cite; ~cp 0
[Cyl=] —c2 cate; —cj| olarak soniim matrisini
0 —C3 C3

ve

kitk, =k, 0
[Kil=| -ka kp+tk; —kj| sistemin rijitlik matrisini
0 —k3 ks

gostermektedir. Ayrica yer degistirme, hiz, ivme ve kuvvet vektorleri sirasiyla

<Uij>T=<U1 U, U3>’<Uij>T=<U1 U, U3>, <UU>T=<U1 U, U3> ve
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T
(Fay,) =(Ft), F©), F®),)
seklinde verilir.
4.6 Lineer Olmayan Dinamik Analiz

Herhangi bir sistemde, malzemenin elastik yiik-sekil degistirme egrisi tek degerli
ve daha Once olusan hareketten etkilenmiyorsa esnek davramusg, tersi duruma ise
elastik olmayan davranig denilir. Bununla birlikte yapinin esnek olmasi ayni
zamanda yapimn dogrusal davranmasim gerektirmez. Esneklik sinirlan iizerinde
sekil degisimine ugrayan bir ¢ok yapr elemami dogrusal olmayan davrams
gosterebilir ve i¢ slirtinmeler, plastik kaymalar nedeni ile sahip oldugu mekanik
enerjinin bir kismim kaybeder. Bu olaya histeresis, bu gibi elemanlardan olugan
esnek olmayan sistemlere ise histerestik sistemler denir. Betonarme ve ¢elik yapi
elemanlarninmin ¢ogunda sekil degistirmeler belirli bir degeri asinca dogrusal olmayan

histerestik davranig olusur.

Dinamik sistemlerin lineer analizinde; yay eleman ile kazamlan yiik, yer
degistirme ile, viskoz sontimleme mekanizmasi vasitasiyla sdniimlenen enerjinin, hiz
ile orantih oldugu kabul edilmis idi. Bu modelde kiitle zaman ile degismez
ozelliktedir. Boylece sistemin hareket denklemi ikinci mertebeden sabit katsayili

lineer bir diferansiyel denklem olur.

Bununla birlikte; yapmin dinamik karakteristiklerinin lineer durumda oldugu gibi
hemen ifade edilmesi miimkiin olmayan bazi fiziksel durumlarda vardir. Boyle
sistemlerin analizi; yay kuvvetinin yer degistirme veya séniim kuvvetinin hiz ile
orantili olarak degismedigi bir model ile tamimlanir. Sonug olarak hareket denklemi
lineer olmayan bir denklem olur ve ¢bziimii biraz daha karmasik olup bazi sayisal
islemler ve y6ntemler ile yapilir. Bu ydntemler arasinda en fazla bilinen adim adim
integrasyon veya iterasyon yontemleridir. Bu yontemler i¢inde bilinen ve en fazla
kullanilanlar; matris iterasyonuna dayali Stodola-Vianello, transfer matrisi olarak da

bilinen Holzer, Rayleigh, Newmark-f3, Wilson-8, Adams-Stormer yéntemi, Hilber-
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yontemi, merkezi farklar, sonlu elemanlar, Houbolt, sayisal integrasyona dayals;
trapez kurali, sabit ivime ve ortalama ivme yontemleri verilebilir. Bu yéntemler ile
ilgili detayll bilgiler ilgili literatlirde bulunabilir (Clough and Penzien, 1975;
Chopra,1995; Bathe,1992; Paz, 1998; Zienkiewicz, 1992). Bu yontemlerin pek

cogunda sistem davramsgi etkilemeyecek baz kabuller yapilarak ¢6ziime ulagilhr.

Ornegin adim adim integrasyon yontemlerinde; ivmenin lineer olarak degistigi ve
sonim ile rijitlik 6zelliklerinin zaman adimlari boyunca sabit kaldig: kabul edilir.
Genel manada bu kabuller tam olarak dogru olmamakla beraber, zaman adimlari

kiigtik secilince olugan hatalar 6nemsiz mertebelerde kalmaktadir.

Diger sayisal integrasyon iglemlerinde oldugu gibi adim adim yontemlerin
dogrulugu zaman artimi At’ nin uzunluguna baglidir. Bu zaman aralifinin secimini
su faktorler etkiler: tatbik edilen dig yik, dogrusal olmayan soéniim ve rijitlik
ozelliklerinin (Sekil 4.4, Sekil 4.5 ve Sekil 4.6) karmagiklik derecesi ve yapinin
titresim periyodu. Ilgili sekiller Clough ve Penzien’in (Clough ve Penzien, 1975)
yapt dinamigi kitabindan alimmugtir. Detayli bilgi bahsedilen bu referanstan
bulunabilir. Eger elasto-plastik bir yaym akmasinda oldugu gibi énemli bir ani
degisim bolgesi yoksa genel olarak malzeme ozelliklerinin degisimi kritik bir faktér
olmaz. Lineer olmayan analizde sistemin rijitlii ve/veya séniim oram sabit olmaz.

Bu degerler (Clough ve Penzien, 1975);

c(t)={-d—FBJ = k(t)=[%%] (4.6)
du Jt t

seklinde sontim kuvveti-hiz ve yay kuvveti-yer degistirme egrinin egiminden

bulunur. Yukarida verilen (4.4) denklemi t zamam igin arttmi igin

mu (t)+c(t)u (t)+k@u(t) = F(t) 4.7)

ve t+1 sonraki zaman igin hareket denklemi
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mou (t+1)+c(t)u (t+1)+k@u(t+1) = Ft+1) (4.8)

olarak elde edilir. Bu denklemlerden (4.8) denklemi (4.7) den ¢ikartilarak asagidaki
gibi elde edilir.

mA u (£)+c(t)A u (t)+ kt)Au(t) = AF(t) (4.9)

Daha 6ncede belirtildigi gibi bu denklemin ¢dziimii igin birkag bilinen yéntem olup

bunlar arasinda lineer ivime ve ortalama ivme yéntemleri en yaygin olanlaridir.

Fp (1)

Fp(t+At) __-_-_I/_-_ ______

T Epim =c()
Fp(t)

S 0

fl(t) u(t+At)

Sekil 4.4 Tek serbestlik dereceli bir sisteme ait linecer olmayan sténiim
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ol 1) I/ ....... -

< ———  Egim =k()

Fs()

"_45/ Ault)

F )
I AF (1)
F (t+Ar) I/ _____ :
O .
LA |
E E \) t
t 4+ N

Sekil 4.6 Tek serbestlik dereceli bir sisteme ait tatbik edilen yiik
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Denklem (4.8) ve (4.9) da wverilen k katsayisi kuvvet-yer deZistirme
fonksiyonunun tanjant egimi olarak dikkate alinan ve birim yer degistirme olusturan

kuvvetin g6z oniine alinan noktadaki degeridir.

Hareketin lineer olmayan denkleminin miimkiin bir ¢6ziimii i¢in pek ¢ok yontem
vardir. Bunlar arasinda en etkili olan yontem adim adim integrasyondur. Bu
yontemde, davranis At gibi bir zaman artimiyla ve genellikle esit aralikli olarak elde
edilir. Her bir aralik baginda dinamik denge sart1 kurulur. Sonra At zaman artum i¢in
mukabele yaklagik olarak elde edilir. Ancak bu islem siiresince k ve ¢ degerlerinin At
aralifl siiresince sabit kaldigr kabul edilir. Bu katsayilarin lineer degismemesi
nedeniyle her bir zaman artiminin baginda yeniden olusturularak isleme devam edilir.
Boylece mukabele, her bir zaman aralifi sonunda hesaplanan yer degistirme ve hiz
degerlerinin bir sonraki adim i¢in baslangic kosulu olarak alinmasi ile elde edilir.
Rijitlik katsayisi ve soniim katsayis1 degerleri ilk adimda hesaplanir ve bir sonraki
zaman artimina kadar sabit kaldigy kabul edilir. Boylece lincer olmayan bir sistem

ardigik lineer sistemlerin davramsina indirgenir.

Herhangi bir yap1 sistemde plastik akmaya yani plastik bolgede sekil degistirmeye
miisaade edilirse tekrar kazamilan kuvvet Sekil 4.7 de gésterildigi gibi olur (Paz,
1998). Bu egride lineer elastik davramgim oldugu bir bélge ve daha biiyiik sekil
degistirmeler i¢in plastik akma bolgesi olugur. Yap1 yiikklenmedifi zaman, ilave ters
yiklemenin olusturdugu basing, plastik akma oluguncaya kadar davrams tekrar
elastik olur. Bu duruma kars: gelen kuvvet —yer degistirme egrisi Sekil 4.8’de (Paz,
1998) verilmistir. Bu gekilde R, ve R; gekme ve basingdaki kuvveti, u; ve u, ise

bunlara karsilik gelen yer degistirmeleri gosterir (Paz, 1998).
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Kazanilan kuvvet
i
} plastik
Elastik
Elastik bosaltma
yikleme
£ >
Deplasman
plastik

Sekil 4.7 Gergek plastik davranis

Kuvvet (R)
A
R, plastik
[}
[
t
]
)
i
i
E, i
1
i
Ue E, E Deplasman (u)

; / : >

1 ’

: I’I ut Umax

! /

! /

1 7

{ // El

1 4

[

[

¥
plastik C R

Sekil 4.8 Elasto-Plastik yiltkleme bogaltma diyagrami modeli
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Malzeme ve/veya geometrik bakimdan lineer olmayan bir sistemin davranisi
esdeger bir dogrusal yani davrams: lineer olan sistemden su bakimlardan farklidir.
Dogrusal olmayan bir sistem dogrusal sisteme gére daha yumusaktir ve bu nedenle
gortintir frekans1 daha diigiiktlir. Yine dogrusal olmayan sistemde histeresis varsa

sistemin titresim enerjisinin bir kismini bu histeresis nedeniyle kaybeder.

Yukarida anlatilan nedenlerle dogrusal davranis géstermeyen sistemler dogrusal
davramiga sahip sistemlere uygulanan mod siiperposizyonu ile ¢dziilemezler.
Dogrusal olmayan tek yada ¢ok serbestlik dereceli sistemlerin davramisim
belirlemede en kesin ve gegerli yol bilindigi lizere hareket denkleminin zaman tamm

alaninda sayisal integrasyonudur.

Bu ¢alismada lineer veya lineer olmayan davramga sahip bu sistemlerin analizinde
harmonik diferansiyel quadrature yontemi kullamlacaktir. Mevcut fiziksel sistemin
tiirevsel formda elde edilmis hareket denklemi baslangi¢ kosullar ile birlikte dikkate
almarak quadrature yontemi ile ¢oziilecektir. Yontem igin gereken tiirev agirhk
katsayilarinin hesaplanmasinda test fonksiyonu olarak harmonik fonksiyonlar
kullanildifindan  yontem Harmonik Diferansiyel Quadrature (HDQ) olarak
bilinmektedir. Bundan sonraki boliimde diferansiyel ve harmonik diferansiyel
quadrature yontemleri sunulacaktir. Yéntemin probleme uygulanmas: ile ilgili
bagintilar ¢ikartilacaktir. Daha sonra uygulama boliimiinde sirasiyla tek serbestlik

dereceli ve gok serbestlik dereceli sistemlere ait sayisal 6mekler sunulacaktir.
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BOLUM BES
DIFERANSIYEL QUADRATURE YONTEMI

Mihendislik sistemlerinin analizinde analitik ¢dziime ulagsmak ¢ofu durumda
farkli malzeme davramgi ve karmagik sinir sartlari gibi nedenlerle miimkiin olmaz.
Bu amagla yeter yaklagiklikta ¢oziimler elde etmek i¢in giiniimiize kadar pek ¢ok
sayisal analiz yontemi gelistirilmistir. Bu y6ntemlerin her birinin; gerektirdikleri
bilgisayar kapasiteleri, zaman ve hassasiyet agisindan biri birine gére avantajlari ve

dezavantajlar mevcuttur.

Daha hassas sonuglarin daha az sayida diigiim noktasi kullamlarak elde
edilebilmesi ve boylelikle daha az bilgisayar kullanimi ihtiyaci, sonuglarin daha kisa
stirede elde edilebilmesi yani daha ekonomik ¢oziimler elde edilebilme imkanimin
aragtinlmasi ¢alismalar1 yeni yontemlerin gelistirilmesine yol agmustir. Bu
yontemler i¢inde, Richard Bellman tarafindan gelistirilen ve ilk defa “Differential
Quadrature™ terimi ile tanitilan bu yéntem herhangi bir sistemin diferansiyel formda
elde edilmis yonetici denklemlerini mevcut simr/baglangic kosullarim da
denklemlere dahil ederek ¢dziimiinii Snerir. Ik ¢aligmasinda Bellman (Bellman,
1971) 6nerdigi bu ydnteme dair uygulamalar: ikinci ¢aligmasinda vermistir (Bellman
ve dig.,1972).

Diferansiyel quadrature ydntemi; bir fonksiyonun verilen bir ayrik noktadaki bir
uzay degiskenine gore kismi tiirevi, o degisken bdlgesinin biitiin ayrik noktalarindaki
fonksiyon degerlerinin agirlikl bir lineer toplamu ile ifade edilir, seklinde tanimlanan
diislinceye dayanir. Yeter yaklasikta sonuglar elde etmek igin daha az sayida diigiim
kullanan diferansiyel quadrature yontemi; fizik ve mithendislikte karsilagilan
baslangi¢ deger ve smir deger problemleri igin farkli bir yaklasim ortaya koymustur.
Bu amagla tek boyutlu (Sekil 5.1) bir u(x) fonksiyonun birinci tiirevini
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x;(i=1,2,...N) noktalarinda N ayrik nokta i¢in géz oniine alirsak i .nci ayrik nokta

icin birinci tiirev

uj u2 us UN
¥ b
=1 =2 I3 vt e e st e s e e snn el = N

Sekil 5.1 Bir boyutlu sistemler i¢in diigiim noktalar
ou N .
ux(xi)':b—x— i % Ay ulx;); i=12,..N (5.1)
1 j =1

olacaktir. Burada x; degisken bolgesindeki ayrik noktalari, u(x) bu noktalardaki
fonksiyon degerlerini, ve A4 birinci dereceden tiirev i¢in bu degerleri fonksiyon
degerlerine baZlayan agirlik katsayilarim ifade eder. Agirlik katsayilarinin hesabi,
karsilik gelen koordinat yonlerinde fonksiyonel yaklagimlar ile gergeklestirilir. Test
fonksiyonu yada yaklasim fonksiyonu olarak bilinen bu fonksiyonlarm se¢iminde
stireklilik sartina dikkat edilmelidir. Benzer zorunluluk sonlu elamanlar
yontemindeki enterpolasyon fonksiyonlarimin segiminde de vardir. Ancak
diferansiyel quadrature yonteminde, segilen fonksiyonlarmin Ritz yonteminde
oldugu gibi siur sartin1 saglamasi zorunlulugu yoktur. Yaklagim fonksiyonlar, alan
degiskenlerinin olasi kararli yani {niform durumlarim tammlayabilmeli ve
diferansiyel denklemdeki yada smir sartlarindaki mevcut en yiiksek dereceli
diferansiyele kadar tiirevinin alinabilmesi gerekir. Yani stireklilik sart: icin, bir
koordinat yoniindeki diigiim sayis1, diferansiyel denklemdeki karsilik gelen bagimsiz
degiskene gore en yiiksek dereceli tiirevin bir fazlasina esit olmalidir. Belmann ve
arkadaglan agurhk katsayilarimin hesabr igin iki farkli yéntem &nermislerdir.
Bunlardan birincisinde (5.1) denklemi tam olarak alindifinda, test fonksiyonu olarak
(N-1) veya daha kiigiik dereceden segilen polinom fonksiyonu igin;

ue(x) = x~1, k=12,..N (5.2)
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verilen denklem (5.1)’de yerine yazilirsa asagida belirtildigi formda bir lineer
denklem takimi verir

N
(k—1)xk-2= 3 Ayxt-! (5.3)

j=1
i=12,..,N ve k=12,.N.

Ancak bu denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinanti Vandermonde
formunda oldugundan tekil bir ¢6ziime sahiptir. Denklem agirhk katsayilari igin
analitik olarak Hamming’in 6nerdigi yontemle (Hamming,1973) yada Vandermonde
denklemleri igin Bjorck ve Pareyra’nin Onerdigi gibi bilinen bazi 6zel algoritmalar ile
sayisal olarak ¢oziilebilir (Bjorck ve Pareyra, 1970). Bu tekilligi gidermek igin,
agirhik katsayilar, degisik diiglim nokta sayilar ile (5.3) denklemi esit diiiim
degerleri i¢in hesaplanmalidir. Denklem (5.3) asagidaki matris formda da verilebilir.

{ du(x)/ Bx} = (Al { u(x)} ; (4)

veya

X1 An A - A [
X2 Ayl Ax - Aon || %2

S N 59

XN ANt ANz - AN XN

Benzer iglemler iki ve daha fazla derecen tiirev ifadeleri i¢in de yazlabilir.
Boylece, her bir dereceden tiirev icgin agirlik ifadeleri birinci dereceden tiirev

ifadesinden farkh olmaktadir. Ikinci dereceden tiirev icin yontem
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)Jz_u

N
3ez|x= = 2 B; u(x;); i=12,..N (5.6)
X i

=1

u XX (x

olarak verilir. Burada B ikinci dereceden tiirev igin agurlik katsayisidir. Denklem

(5.6) birinci dereceden agirlik katsayilan cinsinden

52u N N _
= =2 A X A u(xy)s 1=12,..N (5.7)
i=1 k=l

uxx(xi = 2x =y
X Xi

olarak yazilir. Bu denklemde matris formda

r ) ~ A
(X 1 B;; B - Bix| (x‘
X2 B2y Bz - Ban || X2

‘:}:' "<:$ (5.8)

X"\ | Bni Bnz - Baw| XN

olur. Denklem (5.2) ile verilen polinom fonksiyon uygulamrsa ikinci dereceden

tiirev ifadesi

N
(k-1)k-2)xk-3= 3 Byx)-! (5.9)
j=1

olmaktadir. Bu denklem yukanda verilen  (5.3) denklemine benzer yaklasimla

¢oziiliir. Ornek olarak Sekil 5.2°de goriildiigi sekilde esit aralikli dort nokta(N= 4)
secilsin.
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x; =0 X2=1/3 x3= 2/3 x4 =1

—t

Fl1 =2 =3 =4

Sekil 5.2 Bir boyutlu sistemler icin diigiim noktalar

Bu durumda (5.9) denklemi agik formda

Buix{ +Biox§+Biax§+Buax§=0-(-1)-xy?

Boix!+Boyxh+Bysx+Bosxh=1-0-x71

B3ix{ +Byxj +By3x3 +Byyxf=2-1x]

Ba1x? +Baax3 +By3x3+Bysx3 =3-2-x}

seklinde yazilir. Bu denklem agik matris notasyonu ile

—
fa—
fum—ry
o

B;y Bjz Bz Bugf !

Ba; B Baz By x1 x2 x3 x4f | O
2 2 .2 2|7

B3y B3z B3z Bss|xi x5 x3 x7 2
3.3 .3 .3

By Baz B4z Bugfxi x3 x3 x1]| (0x4

seklinde olur. $ekil 5.2°de secilen 4 nokta i¢in x degerleri yerine yazilirsa agirhk

katsay1 matrisi
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18 —-45 36 -9
9 -18 9 0
0 9 -18 9
-9 36 -45 18

By'z

olarak elde edilir. Daha hassas sonug¢ elde edilmek istenirse daha biiyiik sayida
araliga boliinerek hesap yapilir. Ancak bir boyutlu problemlerde; 6rnegin kirislerin
egilme, burkulma ve titresim hesabi gibi, N = 7 i¢in, plak ve kabuklarin stabilite ve
titresim hesab1 gibi iki boyutlu problemlerde ise N= 9 igin yeter yaklasiklikta
sonuglar elde edilmigtir(Bert ve dig, 1992; Striz ve dig.,1992; Liew,1998;
Civalek,2001). Eger spesifik yani 6zel olarak hesap yapilmak istenen bir nokta var
ise bu noktaya gore diizenlenmis esit olmayan aralikli diigiim nokta se¢imi de benzer

olarak yapilir.

Bununla birlikte N diigiim sayis1 22 den biiyiikk olunca elde edilen yukaridaki
denklemde x in kuvvetlerinden olugan matris bir Vandermonde matrisi olup sistemin
cozlimii tek olur ve matrisin tersini almak bir hayli giiglesir. Denklem agirlik
katsayilar1 igin analitik olarak Hamming’in 6nerdigi yontemle (Hamming,1972) yada
Vandermonde denklemleri igin Bjorck ve Pareyra’min 6nerdigi gibi bilinen baz 6zel
algoritmalar ile sayisal olarak ¢oziilebilir (Bjorck ve Pareyra, 1970). Iste bu tekilligi
gidermek ve afirlik katsayilarinin hesabinda daha kullamisli bir formiilasyon elde
edebilmek igin bazi arastirmacilar (Quan ve Chang, 1989; Shu ve Richards, 1992)

agirlik katsayilari igin analitik ifadeler elde etmislerdir.

Ikinei, tiglincti ve dordiincii dereceden agirhik katsayilart By, Cy, Dy, asagidaki

formda hesaplamr

N
Bj= LAiAy (5.10)

k=1

N
Cij= XL AyBy (5.11)
k=1
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N
Dij= ZAikaj (5.12)
k=1

Bellman ve arkadaglar tarafindan agirlik katsayilarinin hesaplanmas: i¢in dnerilen
ikinci yontemde birinciye benzer olup farkli bir test fonksiyonu segilir. Denklem

(5.1)’i saglayacak sekilde x; 6telenmis Legendre polinomunun kékleri olarak

Ly(X) :
(x - x JLP (x,)

u, (X)) = k=1,2,..,N (5.13)

fonksiyonu segilir. Burada N diigim nokta sayisi, Ly(x) N. Dereceden legendre
polinomu, L{/(x) ise bu polinomun birinci tiirevidir. Denklemdeki x; Stelenmis

legendre polinomunun kokleri olarak segilip (5.13) ile verilen polinom fonksiyon

(5.1) denkleminde yazilirsa agirhk katsayilar

L'N(Xi) ¥ o o
A= i#j igin (5.14a)
Ui xpLin(xy)
1_2Xi o+ e e
P ——. L 1= igin 5.14b
S - 1 ¢ (5.14b)
i,j=12,.,N

Bu ikinci yaklasimda, (5.14a) ve(5.14b) ile tanimlanan agirlik katsayilar: birincide
oldugu gibi herhangi bir tekillik problemi olusmadan ve lineer denklem takimi
¢bzmeden elde edilir. Bir boyutlu problemlere benzer olarak iki boyutlu problemler
icinde diferansiyel quadrature yontemi gelistirilebilir. Sekil 5.3’de goriilen
dikdortgen diizlem igin, N, x-dogrultusundaki diigiim ve N, y-dogrultusundaki
diigiim sayist olmak tizere tiirev ifadeleri yazilabilir.
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A
o

-~

3 (xi,y)

Nx

Sekil 5.3 1ki boyutlu bélge icin diigiim noktalar:

Bu amagla u(x,y) fonksiyonunun r-inci mertebeden x’e gore, s-inci mertebeden

y’e gbre ve (r+s)-nci- mertebeden x ve y degiskenlerine gore (x;, y;) ayrik noktalar

i¢in tiirev ifadeleri;

r N

u X

I8 = AW ey
O~ X =xj J

X Vok=t

Su X
9 _ = Z BS?() u(Xiayk);
oy 7Y k=1

r+s)y r su Ny
S| =8 - ag
oxroy® Vi Ox"\ay*) *Vi .

i=1,2,.., Ny, ve j= 1,2,..., Ny

olarak verilir.

r=1,2,.,N,~1 (5.15)
s=12,.,N,-1 (5.16)
N)’

2 BY) ulxey,) (5.17)
m=1
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Bir bagka yaklagimda Bert (Bert ve dig, 1996) iki boyutlu problemler i¢in x ve y
yoniinde fonksiyonlar segerek ¢6ziimiin bir ¢arpim polinom seklinde yazilabilecegini

Onermistir. Boylece

u(x,y) =F(x)-G(y) (5.18)
alinarak
F(x)=x""1; a=1,2,.N (5.19a)
G(y)=yP~1; B=12,..Ny (5.19b)

seklinde kuvvet polinomlari i¢in sirastyla x ve y yoniindeki tiirevier

Ny

r
> (xﬁ”l)A;?:f_:(X“"‘); i=12,.,Ny ve a=12,.N; (5.20)
k=1 X
Ny s
(ONNG. - .
Z(Y?_I)le 28_;(3"3 D5 §=12..N, ve B=12,.N, G:21)
1=1 y

olur. 4™/ i Ve B*/ j u(xy) fonksiyonunun sirasiyla x’e ve y’ ye gbére r inci ve s inci
mertebeden x; ve y; aynk noktalar igin yazilan tiirev afirhik katsayilaridir. Bu
katsayilar ilk olarak Shu ve Richards tarafindan gelistirilmistir (Shu ve Richards,
1992). Bu agirlik katsayilar;

r-1)

AP=r[ A VAP ———1 §5=12, Ny, j#i; ver=23,.,Ne-l  (5.22)
XiTXj
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(s-1
1]

B =s|Bf VBY- s 1 =1,2,..Ny, j#i; ve s=23,.,Ny-1  (5.23)

yi*yj'
NX
AP=— 3 Ag’; i=12,.,N, ve r=12,..,N, 1 (5.24)
j=lLj=zi
Ny
B =- Y ngs); 1=1,2,...,Ny ve r=1,2,...,Ny—1 (5.25)
j=1j#i
olmaktadir.

5.1 Diferansiyel Quadrature Yonteminde Diigiim Noktalar: Sayis1 ve Secimi

Diferansiyel quadrature yonteminde ¢6ziimiin hassasiyeti bazi problem tiirlerinde
sinir kosullarina bagh olsa da (sinir de§er problemlerinde) genelde bu hassasiyet
diigiim noktalarinin se¢imine ve sayisina baghdir. Diigiim noktalar: sonlu farklar
yonteminde teskil edilen sebeke se¢imi, veya sonlu elemanlar yonteminde segilen
sonlu eleman ag tipi ile hemen hemen benzerdir. Bu benzerlik yapisal bir benzerlik
olmayip fiziksel sistemi temsil eden matematik model i¢in ¢6ziimiin bulunacag:
temel noktalar bazindadir. Daha 6nce yapilan ¢aligmalar gostermistir ki; lineer tiirden
denklemler ve homojen smir kosullarina sahip problemlerde egit aralikli segilen

diigiim noktalar: ¢6ztim hassasiyeti agisindan yeterlidir.

Bununla birlikte titresim problemlerinde daha ¢ok bir diger tiir (Chebyshev-
Gauss-Lobatto) diiglim nokta segiminin daha uygun oldugu gésterilmistir. Zamana
bagl denklemlerde ve basglangic deger problemlerinde ise esit aralikli olmayan
tirden diiglim nokta segimi en uygun ¢oziimleri tiiretmistir. Sonug olarak, her tiir

problem i¢in en etkili se¢imin bilinmesi analiz siiresini kisaltacaktir.

Bazi durumlarda ise &rnek noktalarmn sayisi verilen bagintilarin performansinda

yani agirlik katsayilarimin hesabinda etkili degildir. Hesap performansim gelistirmek
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acisindan Onemlidir. Bundan baska, bazi durumlarda bu noktalar ¢6ziimiin
dogrulugunu etkileyebilmektedir. Ornegin esit aralikli noktalar ile islem kismen daha
kolay ve uygulamas1 daha basittir, ancak esit olmayan nokta aralift igin az da olsa
sonuglarin hassaslify bazi tiir problemlerde azalip bazilarinda artar. Diigiim
noktalarinin segimi ile ilgili ayrnntili bilgi Shu ve arkadaslarn (Shu ve dig,2001) ve
Bert ve Malik (Bert ve Malik, 1996)in ¢alismalarinda bulunabilir.  Diigiim
noktalarinin segiminde sik¢a kullanilan ve 6nerilen ydntemler bu kisimda sirasiyla

agiklanacaktir.

a) Her iki dogrultuda yani her bir koordinat yoniinde (tek boyutlu problemler i¢in bir
yonde) esit aralikli secilen

i-1 .
Xi= N1 ; i=1,2,..,Ng (5.26)
St i=1.2,...N (5.27)
y_} Ny—‘l, .] 9<ye eyt VY .
olarak verilir.

b) Baz1 durumlarda esit aralikli olmayan noktalarin se¢iminin daha iyi sonug verdigi
bilinmektedir. Yine iki boyutlu problemler igin esit olmayan diigiim noktalan

Chebyshev-Gauss-Lobatto noktalar: i¢in:

1 i—1 .
. =—|1—cos T|l; 1=1,2,...,Nx 5.28
xi 2{ (Nx_l H (5.28)
1 j-1 .
.=—|1—cos ; =1,2,...N .
Y 2[ (Ny—lnﬂ j y (5.29)

seklinde secilir.



¢) Legendre polinomunun kdklerinden elde edilen normalize diigiim noktalari

LTI,
X1~ s
INn—1
I'i—Iq
J
Yj= >
I'nNTI
burada

ve

i=12,.,N;
j=12,..N,
1
8N3

seklinde tanimlidir.
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(5.30)

(5.31)

d) Bir bagka diigiim nokta segiminde Shu ve Chew (Shu ve Chew ,1998) sinira yakin

bolgelerde 6rnegin mesnetlerde segilen nokta sayisini arttiracak ve azaltacak sekilde

xi=l0-0)3e?-28)+at

y;=1 -—B)(3nf —2n§)+an]b

Onermislerdir. Bu denklemde

(5.32)

(5.33)
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I—cos(;; In)
.= _ ; i=12,...N
&; 5
l—cos(l\J/I_ In]
;= 2 ; ji=12,..M

seklinde tanmumlanan Chebyshec-Lobatto kollokasyon nokta dagilimidir. Bunlar diger
denklemlerde a ve b sirasiyla x ve y ydniindeki boyutlar; N ve M yine x ve y
yonitindeki diigiim nokta sayisi; o ve B ise diiftim nokta dagilimim kontrol eden

sabitlerdir. Yani,

Eger a<l ve </ ise smir yakininda veya civarinda daha sik nokta se¢imi

Eger a>1 ve >1 ise sir yakininda veya civarinda daha seyrek nokta segimi
uygulanir.
€) Simra yakin noktalar i¢in yani bitisik noktalar igin bilinen ¢ok kiigiik degerler

atanarak islem yapilabilir. Omegin esit ve esit olmayan aralikli & bitisik noktalt

Ornekleme modeli agagida tammlanmigtir (Sekil 5.4).

e — "
-t b

=1 =2 T3 e ereveae e =N-1l........... =N

Sekil 5.4 Bir boyutlu § bitisik noktall quadrature diigiim noktalan
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i) Esit aralikl ornekleme veya diigiim nokta dagilum
(’;] =0 5 {;2 =98 s éN-l =]-8 ve E_,N =1 (5.34)

olmak {izere diger noktalar i¢in yani sinira yakin olmayan noktalar i¢in
¢(i=——0; i=34,..,(N-2) (5.35)

seklinde olur.
ii) Esit olmayan aralikli ornekleme veya diigiim nokta dagilim
£;=0, £2=0, En-1=1-3 ve En=1 (5.36)

seklinde sira bitisik noktalar igin ve diier noktalar yani simira yakin olmayan

noktalar igin ise

i=34,..,0N-2) (5.37)

olur. Burada & degeri ¢ok kiigiik bir deger olup sinirin hemen bitisik komsulugunda
yani matematiksel ifadeyle bir epsilon komsulugundadir. Pek ¢ok uygulamada genel
olarak & =~ 10° almir. Yani her bir mesnette iki sumur kosulu olup toplam dort
denklem elde edilir. Bu simr kogullarimin esas yonetici denklem ile dikkate alinmasi

sirasinda dnerilen bu & teknigi uygundur.
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Bununla birlikte diferansiyel quadrature ¢6ztimlerinde farkli koordinat
yonlerindeki dii§tim noktalar sayisi ve tipi bakimindan farkli segilebilecegi gibi,
farkli koordinat yonlerinde farkh test fonksiyonlan da segilebilir. Bu ¢alismada hem

esit hem de esit olmayan noktalama diigtim se¢imi kullanilmistir.

5.2 Diferansiyel Quadrature Yonteminde Lagrange Polinomlar ile Agirhik

Katsayy Matrislerinin Hesab1

Agirhik katsayilarimin hesaplanmasinda yukarida anlatilan kuvvet polinomlar1 ve
Legendre polinomlarmm kullamilmas: bilinen ilk ydntemdir ve N< 20 oldugu
durumda kuvvet polinomlar1 uygun olup diger durumlarda Legendre polinomlari
kullanilir. Benzer olarak Lagrange polinomlari kullanilarak bu agirhik katsayilarm

elde edelim. Bagimli # degiskeni

UX) =g+ X+cyRo+eto, X0 T2 (5.38)
olsun. Burada x degiskeninin ¥ ile ifade edilmesinin nedeni [-1,1] aralifinda lokal
koordinatlarda islem yapimasidir. Global koordinatlardan lokal koordinatlara

d6niisiim

2
(x;—x;)

X =

(x~x;)-1

ile gergeklestirilir. Burada x; ve x; global koordinat sisteminin u¢ noktalaridir.
Béylece (5.38) denklemi

u(x) = [bl{c} (5.39)

olarak yazilir. Burada

[b]=[1 X i2 ’"."X—n'i-] )—('ﬂ+2]



T
{C}={Co C1 C25+5Cy Cpyi Cn+2}

ile tanimlidir. Bu durumda bagimli degisken u

ug 1 X
ulo 0 1
uy 1 x

u" 1 ’X‘n
!

L U J L.O 1
veya

{u}=[Nl{c}

X5 xp  x§!
2%, nx§~! (n+Dx}
Xt xf X!
<2 =N <n+1
Xp-1 + © Xp-1 Xn-1
X2 .. xB xn+1
2%, - . nxB~! (@+DxD
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X652 [ co |
m+2)x§*) o
—X{\+2 cH
< - b (540
xhr? Cn
xn+2 Cn+1
(n+2)x1+1|Cn+2)

(5.41)

olarak yazilir. Denklem (5.39) benzer olarak (Chen ve dig., 1997):

{@}=N1c}

seklinde yazilabilir. Bu denklemde

T
{ﬁ}:{uo_() u’(i) peees U(X),eee, U(X) u'@)}

ve

" = ] -] )

(5.42)

(5.43a)

(5.43b)
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ile ifade edilir. Denklem (5.41) den hareket ederek

fel=[No] ' {u} (5.44)

yazabiliriz. Bu denklemdeki ¢ degerleri (5.38) polinomundaki sabitlerdir. Denklem
(5.42) ve (5.44) den

8 = IV b NIl ) (5450
\___Y_J
=0
~(Z vl (5450

yazilabilir. B6ylece 1°den »’ e kadar belirli ayrik noktalar igin

d
< )=l (5463
yazilir. Bu denklemde

[A]=IN"ol[No] ™ (5.46b)

ile tammli olup Ny matrisinin tiirevi

0 1 2%, %0 ! (+DR?  (n+2)Rn!
00 2 .. no-1)x5-2 (n+hnxi-! (u+2)(n+1)x%}
01 2% .. nxp-! +Dx}  (n+2)x" !
[ ’o]z . . . « . . . . (547)
01 2%, .. nxi-! +1x" (@+2)x"!
00 2 .. a@-1KE"? (@+Doxd~! (+2)(@+D)x?
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olarak hesaplanir. Bu matriste

2i—n .
xi = s l = 1,2,.-.,“
n

formiiliiyle verilir. B6ylece Lagrange polinomlarn kullanilarak elde edilen agirlik

katsay:1 matrisi birinci dereceden tiirev igin
[A]= {i_} (5.48)
dx

olur. Ikinci, tiglincii ve dordiincii mertebeden tiirevler igin agirlik matrisleri

[D]E[i}[BIB]E[cIA] 651

dx*

[fl—}{é] =[Aa]A] (5.49)

dx

dx || dx

EIEERAAEa (5:50

seklinde hesaplanir.
5.3 Harmonik Diferansiyel Quadrature (HDQ) Yontemi

Yukanda temel prensipleri verilen DQ yaklagiminda agirlik katsayilarinin
hesaplanmasinda gesitli giiclikler ortaya ¢ikmaktadir. Birinci yontemde elde edilen
denklemin katsayilar matrisi Vandermonde sistemi oldufundan determinantinin
hesabinda giiglitk ¢ikar ve denklemin ¢6ziimii tekildir. Ozellikle diigim sayis
arttikca sonuglarin hassasiyeti azalabilmektedir. N diigim sayis1 20 den bilyiik

oldugu durumlarda sonuglarin giivenirliligi azalmaktadir. Bunlara ilaveten, her bir
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islem adiminda NxN denklem takimini ¢ézme zorunlulugu vardir. Ikinci yaklasimda
ise farkli sinir sartlar1 ve geometri igin y6ntemin uygulanabilirligi azalmaktadir.
Yani; gerek, daha az sayida diiglim noktasi segilerek her islem adiminda bir lineer
denklem takimina indirgenen birinci yontemde, gerekse diigiim noktalarinin
dagilimim kisitlayan Legendre yaklasiminda, yéntemin uygulanabilirligi agisindan
gesitli glicliikler vardir. Dolayistyla; hem bu giicliikleri gidermek agisindan hem de
yontemin kullamm alami ve uygulanabilirligini kolaylagtimaya yonelik g¢abalar
sonucunda iki ayr grup tarafindan bagimsiz olarak ydntem gelistirilerek agirlik
katsayilarmin hesab: farkli diigtim noktalan ve yiiksek dereceden tiirevler i¢in uygun
bir formda elde edilebilmis ve genellestirilmis diferansiyel quadrature yontemi ortaya
¢itkmistir. Shu ve Richards agirhik katsayilan i¢in herhangi bir tekillige neden
olmayan ve biiylk sayida lineer denklem takimi ¢oziimii gerektirmeyen analitik
ifadeler 6nermislerdir(Shu ve Richards,1992).

Harmonik diferansiyel quadrature yénteminde agirlik katsayilarimin  hesaplanmasi
i¢in onerilen test fonksiyonu trigonometrik yada harmonik formda oldugundan
yOntem harmonik diferansiyel quadrature olarak dnerilmistir (Shu ve Xue,1997). Bu
fonksiyon

_(x=xpm . (X—xp_m . (x— T (X—xN)m
sin X0 (K% T i BT K T K730

(9= 2 2 2 2
Sin(xk"X())n ...sin (xk—xkq)ﬂsin(xk—xkﬂ)n .-sin (Xk_XN)ﬂ:
2 2 2 2
k=0,1,2,..N (5.46)

olarak verilmektedir. Bu denklem daha kisa ve kapal: bir ifadeyle

N —
Hsin(x 2X’n)
h(x)= =0
N X1 = X:
IIsin ——15—5—‘75

i=0k=0

(5.47)



olarak yazabiliriz. Agirlik katsayilarnm tanimlamak i¢in

N - -
F(x) = Hsin(X 2Xk n) =F(X,x) sin(x 2Xk n)

k=0

yazilirsa bu denklemde

N -
F(x;,x;) = Hsin[i“—x‘ﬁn) =P(x;)
1#k,k=0 2

F(xi,Xj)=F(xi,xi)8ij

olmak tizere (5.47) denklemi
F(x,
h(X) = *—“_‘—( X
P(xy)

sekline indirgenir. Buradan birinci ve ikinci mertebeden agirlik katsayilart

A _F(l)(Xian)
LT

B = F(Z)(Xi;Xj)
J P(x;
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(5.48)

(5.492)

(5.49b)

(5.50a)

(5.50b)

(5.50¢)

olur. Bu denklemlerdeki F®(x;,x;) ve F(z)(xi,xj) ifadeleri  F(x;,x;)

fonksiyonunun birinci ve ikinci mertebeden tiirevleridir. Bu tiirevler (5.48)

denkleminden tiirev alarak
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EM(x) = O (x,xk)sin(x_zxk n)+12t-F(x,xk)cos(x —zxk n) (5.51a)

Xk
T 5.51b
5 J (3.51b)

XXk n) + nF(l)(x,xk)cQS[x

E@(x) = FO (x,x,) sin(

2 X__.
T . Xk
~—=—F(x,x.)sin s
4 (6 x1) ( 2

N

olur. Yine ikinci mertebeden agirlik katsayilarinda kullanilmak iizere F® (x) ifadesi

X—Xk

E(3) (X) = F(3) x, xk) sin( n) + %‘EF(Z) (x, Xk) COS(X ‘-zxk TEJ

2 — 3 4
_%':_F(l)(x,xk)sin(x 2Xk n]——?—t—F(x,xk)cos(x 2Xk n) (5.51¢)

8

olarak elde edilir. Bu denklemler kullanilarak agirlik katsayilar i¢in gereken birinci

ve ikinci mertebeden tiirevler sirastyla

Pl
FO(x;,x)) = __L@__; j#i igin (5.522)
2sin[ Xy,
2
@ (x.
F(I)(xi,xi)=E (X‘); j =i igin (5.52b)

E® (x) - nFD(x; an)COS(Xi ; - Tﬁ)

F(z)(Xian)= ;
sin| T

j#1 i¢in (5.52¢)

2
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2 3 ..
F(Z)(xi,xi)=3—R[E(3)(Xi)+%F(Xiaxi)}S J=1 1¢emn (5.52d)

olmakta ve yukarida (5.50b) ve (5.50c) ile tanimlanan agirlik katsayilan ;

A= nP(x_i) ; j=1 igin (5.53a)
2sin[Xl xj]n

seklindedir. Burada

N N
P(x;) = nsin[x‘ xjn]; i=1,2,...N igin (5.53b)
j=Lj=i

Eger j =i icin birinci mertebeden agirlik katsayis: hesaplanacak denklem asagidaki
sekilde olur.

N
AII =—- Z AU j=1,2,...,N 1(,‘in (5.54)
jelji

Benzer olarak ikinci merteben agirlik katsayilar

Xi7Xj c e e
By = Ayl 2A;—molg———7|; j#i igin (5.55)
2 |E9k) | o e
T +—1; =11i¢in 5.56
Bii 37[|' P(x;) 3 ] ¢ ( )

Buradada i, j =1,2,3,...,N degerlerini alir. Bert ve arkadaglar1 tarafindan (Bert ve
dig.,1993) yukarida (5.46) formiilii ile verilen fonksiyon;

N-1 N-1
X, COS

uy (X) =[1,sin nx,cos nx,........ ,SIn X ] (5.57)

olarak secilerek agirlik katsayilari i¢in ilgili formiilasyonlar elde edilmistir.
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5.4 Dinamik Analiz i¢in Harmonik Diferansiyel Quadrature Yonteminin

Gelistirilmesi

Bundan 6nceki béliimde temel kavramlar: ve bagntilan ile verilen tek veya ¢ok
serbestlik dereceli sistemlerin dinamik analizi i¢in 6nerilen diferansiyel quadrature
y6nteminin, meveut hareket denklemine uygulanmasi ve ¢oziimiin elde edilmesi i¢in
temel formiilasyonlar bu béliimde ¢ikartilacaktir. Calismada harmonik diferansiyel
quadrature kullanilip, tek veya ¢ok serbestlik dereceli sistemlerin lineer ve lineer
olmayan analizi sunulacaktir. Bu agidan ¢aligmada elde edilecek formiilasyonlar igin
HDQ prensipleri kullamlacak ve bu bagmtilar yapi dinamigi alaminda genis bir
spektrumda uygulama alam olan tek veya ¢ok serbestlik dereceli sistemlerin analizi
amactyla ilk defa kullanilmis olacaktir. Cézlimii yapilacak olan temel denklem daha

6nce verilmis olan

a*{u} o diu) -
M S+ IO + Kl = {Foo) (5.58)

seklinde tanimli ikinci mertebeden diferansiyel denklemdir. Baslangi¢ kosullar
t=0}=fue}  ve —fu} | =fuo} (5:59)
t

olarak tamimlanir. Tek serbestlik dereceli bir sistem igin bu denklem, baslangig

kosullar ile birlikte agagidaki gibi yazilir:

d?u du

—+2b0—+@2u=F(t 5.60

1 20y ratu=T( (5.60)
d

ut) =up ve —| vo=ig (5.61)
dtl

Bu denklem boyutsuz olarak
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2
__I___.d_u.+2€m_l__dll.+m2u = F(’ET) (562)
T dr

(T) 2 d TZ
olup denklem diizenlenirse
i +2E(THa + 2 T2u = F(xT) T2 (5.63)

elde edilir. Bu denklemde 7=t/ T boyutsuz zaman degiskeni, £ s6niim orani, ®

agisal frekansi, T stireyi gostermektedir. Hiz ile yer degistirme arasindaki baginti

dd Tdr T :
ve baglangic kosullart
ut=0)=uyy ve u(t=0)=v,T (5.64b)

olur. Baglangi¢ kosullant DQ y6nteminde uygun test fonksiyonlarinin kullanilmas: ile
dogrudan denklemlere dahil edilir. Fung (2001) (5.65) denkleminin ¢6ziimiiniin

u(t) = ugR1(T) + vgAtRE(T) +u RI(E) + oo+ u RA () (5.65)

olarak verilebilecegini gostermigtir. Denklemdeki R1 (1), R%(%), R} (1) ,...... RE (7)
fonksiyonlar

Ri(tg) =1, Ry(19) =0, R}(79)=0, R}(x¢) =0 (5.66a)

RE(T[)=R9(T|)=O; i= 1,2,...,11 (5.66b)
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RRE(1)=8y=0; i=1.2,..n ve k=1,2,.,n (5.66¢)

Ri(1o)=0; k=12,..n (5.664)

olarak tanimlanir. Burada §; yaygn olarak bilinen ve kullamlan kronoker delta

operatdrit olup
d=1 1=k icin

dix =0 diger durumlarda

seklinde tammhdir. Eger R} (), R$(z), R](r) fonksiyonlart n+1 inci dereceden

polinomlardan olusturulursa
R =[1-1L5(to)T—7o)ILJ (D) (5.67)
RY(®=(t—1o)LL(D) (5.68)
neey . E7T0) oo _ ..
RE(T) = ———=Li(1); k=12,...,n igin (5.69)
(1~ 10)

Burada [7(7) ifadesi n. ci dereceden Lagrange polinomu olup

L= [

(5.70)
i=0jxk (Tk=T3)

ifadesi ile tammlidir. Boylece daha oOnce verilen diferansiyel quadrature

formiilasyonu i¢in gerekli agurlik katsayilart



AP ———L“(r) I
dtf

‘C=ti

B() = R“(T) |
dot

T T 1

Bm = ‘d—d—Rv(T) |

T .
‘ll'—‘]:l

veE

ng—dd RI) |

1.'=1:]
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(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

olarak elde edilir. Denklem (5.72), (5.73) ve (5.74) boylelikle daha agik olarak

B =[1-(r;~10) AR IAG -t AR ALY i=12,...0 (5.75)

B =(1;—to) AP +rAf~Y ; i=12,..n (5.76)

B(«r)“~————Agf)+———A§3"‘) ; ij=12,..,n (5.77)
Ti— 10 Ti— 70

seklinde yazilabilir. Sonug olarak hareket denkleminde birinci ve ikinci mertebeden

tiirevler mevcut oldugundan bunlarmn her biri i¢in diferansiyel quadrature formunda

ilgili ifadeler
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. i ]
arf |BfY BfY Bf Bf - BR|lw
1) 1 1)
= ug+ V0T+ Bgl B‘{Zg Bgn (578)
un) B BYY (B& B{ - BR[lun
. B T
il 1B{ Bf? BfY BfY .. BfR||w
2) 2) 2)
=< ug+ : V0T+ BS[ B&Z B&n (5.79)
i) (8@) (%) (B9 B® . B@/lun
olarak yazilir. Boylece (5.63) denklemi asagidaki gibi yazilir:
iy U ug F(1,At)
+280Ty b+ 2(D)2 b= CHD)? (5.80)
iin lp up) (FlzpAt)

Ancak bilinen baglangi¢ kosullart ¢éziime dahil edilerek denklemler diizenlenmelidir.
Tek veya c¢ok serbestlik dereceli sistemlerin analizinde birinci mertebe ve ikinci

mertebeden tiirevler gerektiginden bu ifadeler sirasiyla

. B 7

do |Af AR - ARR|[uwo

ol _|Af AR - AR (5.81)
un) (Al AR .. AQlun

ol AR AR - ARR||uo

izl _(AfR A -~ ARw (5.82)
in) |AR AR - AR]lun

seklinde yazilir. Yukarida verilen denklemlerde baslangig kosullart ; vy=v,T
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ifadesi

n
Ug= VOT =2 Ag)uj (583)
i=0

olarak yazilir. Bu denklemden hareket ederek

1 n
ul=—;—t—A8‘8u0+voT— h) Agju; (5.84)
Af} i=2

yazilir. Boylece bilinen bu degerler dikkate alinarak (5.80) denklemi tekrar yazilirsa

iip iy uy F(z,T)
F(’E3T)

U3

+260T] B bt 22y W3t = (T)? (5.85)

ﬁn ﬁn un F('CnT)

ifadesi bulunur. Mevcut denklemler (5.84) ve (5.85) kullamlarak » adet uj, us,...,u,

bilinmeyenleri bulunur. Bu degerler bulunduktan sonra 4,,5;,...,2,, degerleri (5.81)

denklemi kullanilarak hesaplanir. Yer degistirme ve hiz i¢in

u® = YL @uy (5.86)
k=0
V@ =i@T=T LI ()i, (5.87)
k=20

ifadeleri elde edilir. Diferansiyel quadrature ydntemiyle 0 < ¢ < T zaman aralifn

lizerinden ( 0 < 1 <1) yaklagik ¢6ziim bulunur. Fung (Fung,2001) yukarida (5.58)

denklemi ile verilen ikinci mertebeden diferansiyel denklemi
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d

;i;{y}+[BJ{y}={fa>} (5.88)

olarak yazip birinci mertebeye doniistiirmiis ve bu denklem i¢in ¢6ziimler Snermistir.
Bu ddniigiime gore baslangi¢ kosullan

e =0)}={y; (5.89)

ile verilir. Bu denklemlerdeki yeni degiskenler

_Ju 0 -1
{y}-{v}, [B]=[M_IK M_IC] (5.908)

- 0 _Juo
O {M*IF(t)} ve {y,f= {VO} (5.90b)

olur. Birinci mertebeden tiirev igin verilen (5.81) denklemi

o Al A AR o AR

] 1 D AQ 1)

Uzl _ A% ug+ Al AR . AR |2 (5.91a)
un) (AR [AR AQ) - AR]lun
yada

{u =l[Aaoluo+[Akuj (5.91b)

seklinde yazilabilir. Burada
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- . T -1
1 T 1(1 T 1712 T{l
1 Ty o 1;3—1 2 T2 ’C% 1:51
[Al=|. . . . oo . (5.92a)
11, '] njt, 1 Tn |
1
[ao]=-[ak" (5.92b)
1

gostermektedir. Boylece (5.91a) denkleminde baglangic kosullar1 kolayca ¢6ziime
dahil edilir. Sistem diferansiyel denklemi, t), T3,...,Ts Ornek diiglim noktalarinda

tamumli 7 adet analog denkleme doniisiir ve kapali formda

y@ = Ty, (5.93)
k=0

olur. Bu ifade n. ci dereceden artan bir polinom geklinde ifade edilirse
Y@=y, +Y T+ Y, 2+ Yo" (5.94)

yazilir. Burada Yy,...,Y, polinom katsayilar1 olup (Fung, 2001a)

[v4] (1\ L i |[Y4)
Yz 1 T2 ’l?% 13 Yz
S }=y0<:}+ I P # (5.95)
Y ) g T, T2 . Th] [Yn)

olur.
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Benzer olarak doniistiiriilmiis kuvvet ifadesi f(zT)T ifadesi Fy, Fy,...,Fy cinsinden
ifade edilerek

£1) 1] |w f | [F]
fz 1 T2 ’E% ’Cg F2

{£}=1 " t=Fpi t+ £ (5.96)
gfn) Ll; —'L-n 'Cn fcgJ {Fnl

olur. Yada bu denklem
€] [t w - <)
fal |1 2« 3||F

{f}:T = 1t (5.97)
Lfl'b _1 ’Cn B0 ’[’g- LFnJ

seklinde yazilabilir. Boylece daha 6nce verilen birinci mertebeden agirlik katsayilars

L'N(Xi) .. . . . .
Ai= i#, 0<1 ve N igin (5.98)
v (Xi"Xj)L'N(Xj)
L"(x;) .
b ——— = 5.99
i,j=1,2,..,N
olup buradaki tiirev ifadeleri

Lt)=1"*1-7Z11-Zy12 = 7313 — .= Z 1"
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L'@=@+)"*1-7,-27,t-3Z31%..-nZ, " !

L'(t)=n+1)1"~1-279-6Z31—..—n(a-1) 7, 1" 2

olmaktadir. Bu polinomsal ifadede de bulunan Z degerleri 1, 12, ..., T, ile ilgili olup

aralarimda
I -1r 7
(Zl 1 Ty e 1:{1 T
ZZ ]. ’Cz "or ’Clél ’C]él
Zh=< "= BRI (5.100)
\ZHJ _1 Tn - 1:2_ \’ng

seklinde bir matematiksel iliski vardir. Yani T, 13, ..., T, degerleri alternatif olarak

agagida taniml1 polinomun kokleri olarak ta diigiiniilebilir.
t“—21—221—2312—...—~an“‘1=0 (5.101)
Boylece yukaridaki (5.94) denkleminin ¢6ztimii (5.100) de dikkate alinarak

B (-1 *nin!(n+k-2)! 2(n +pk — 1))
Ck-DIk-D!m+1-K)!ICn)n+k-2)!  l+p

Zy (5.102)

seklinde elde edilir. Ornek olarak

n=1 i¢in (5.101) denklemi 7t-1/(1+p)=0 sekline indirgenir. Buradan
7= /(1+p) =0 elde edilir.

n=2 i¢in ise
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_ 2+p—yl+p+p?

3(1+ 1)

=2+p+wll+u+p2 (5.103)

3A+p

T) € 1

olup (5.91) ve (5.92) denklemleri ile verilen agirlik katsay: matrisleri

1 2pu?-p-1 1(—2&—5“—5
—| =t 4+2 ——| ————=+4+2u
2 Yl+p+p? 2{ Yl+p+u?
[A]l= (5.104)
s
2 942
._%. M.’.L]._}.zu _é_ M—l-+4+2p.
I Yl+p+p? L y1+p+p?
ve

{Aot=241+p+ uz{—ll} (5.105)

Boylece (5.86) ve (5.87) denklemlerinin ¢6ziimii

~(1+w?(T) ug+ 1+w2vyT ]
1+ +2(1 + pEeT + 2(At)

(5.106)

u(t) =ug+

—[(1+u)mT+2(1+u)Z?EJwTVo*(l+ﬂ)2uo®2TT (5.107)
(14w +2( + WET + 2(T)

v(t) = vot
olarak yazlir. Dikkat edilmelidir ki u(7) ve wv(7 ifadeleri t'nin lineer
fonksiyonlaridir.

Ikinci mertebe tiirev ifadeleri yukaridaki doniisiimle birinci mertebeye

indirgenince yeni denklemler bu yeni degisken y cinsinden
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(1] |AB AR AR .. AR|[v]
Vol |AY AN AY . AR Y,
{ P= ) ¥y0+ ' . TR } (5.108)

Un) (a8  [AQ AY .. AR]Un
yada kapali matris formda
3} = [Aglug +[AKu} (5.109)

olur. Ikinci mertebeden tiirev ifadesi ise

r 3 r 3
o

e8] fll
iy Uy
37 r={agvoT+[AR "} (5.110)
\ﬁn1 Lﬁna

olur. Bu ifade agilarak ve bazi matris iglemlerden sonra denklem (Fung,2001);

{5 = {Ao}vo T +[ARAotuo +[AT {u) (5.111)

formunda ifade edilir. Bu sekilde ayrintili iglem yapmaktan amag, diferansiyel
quadrature ¢dziimlerinin en zor kismim teskil eden agirhik katsayilarinin hesab: ve
baslangi¢ kosullarinin ¢6ziime dahil edilmesini islemlerinin basit ve bilinen formlara
indirgemektir. Yukaridaki (5.65) denkleminin kesin ¢dzlimii asagida sunulmustur
(Clough ve Penzien, 1993).

U(t) = uge~ 5T [cos(m 47T+ o sin(qg ‘CT)] +voe~ 5T |:—1— sin(g ':T):l (5.112)
(OF] (OF:]
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v&):%%% (5.113)

Burada ¢ ,, soniimlii agisal frekansi gostermekte olup asagidaki gibi yazilir:

wg=V1-&%0 (5.114)
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5.5 Cok Serbestlik Dereceli Sistemler I¢in HDQ Yontemi

Cok serbestlik dereceli bir sistem i¢in genel hareket denklemi

L% RO E 1A} % ST (o1 MR (VAC) 38 SR 14 ISR {{SFIC) T NS X (P

i=123,...,N (5.115)
seklinde yazilabilir. Burada; [M],[C],[K] swrasiyla kiitle, sdniim ve rijitlik olup
{U},{U},{U} ve {F} ile tammlanan vektorler sirasiyla, yer degistirme, hiz, ivme ve
dis ylik vektorleridir.
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(5.118)

(5.119)

(5.120)

i=1,23,. N sistem serbestlik derecesi i¢in, j=1,2,3,....R ise hesap siiresi i¢in

gerekli iteratif

indislerdir.

Bu denklemlerdeki birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerin DQ formu ©=t/T igin

zaman degiskeninin boyutsuzlastirilmasi ile
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{Ui(t.i)} = %

R
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ve benzer olarak
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Ple=t, Tit=qg, i=t (5.1222)
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j (5.122b)

i=123,..N, j=123,..,R, k=123,..R
elde edilir. Boylece hareket denklemi matris formda
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i=123,..N (5.123)

olarak elde edilir. Bu denklem agik olarak
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Ornek olarak birinci kiitle igin ( #=1) bu tiirevler
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(5.126)

boylece birinci ve ikinci mertebeden tiirev ifadeleri 6rnegin i. Nci serbestlik derecesi

igin

{v}, =AW},

(5.127)
{6}, = [Bale, Ui}y (5.128)
1=123,..N

olur. Bu ifadeler ilgili denklemlerde yazilirsa
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i=123,...N (5.129)

elde edilir. Bu denklemdeki [M], [C], [K], [A], [B] ve [F] matrislerinin her bir
elemam bilinen bir sabit deger oldugundan her bir serbestlik derecesi
dogrultusundaki U degerleri g6z ¢niine alinan hesap stiresinin (T) her bir adimi igin
(tjt) bulunur. Bagka bir ifadeyle
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islemleri yapilir. Daha genel olarak [M], [C] ve [K] matrislerine ait elemanlarin

yanlarindaki vektorler ile ¢carpilmasiyla
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seklinde sadece ilgili zaman adimlan igin bilinmeyen yer degistirmeler, Uiz 1)

ifadeleri elde edilir. Daha sonra hiz degerleri
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ve benzer sekilde ivme,
00D}, = 12[Bal, (Ui}, ifadesiile
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i=123,..N ve j=123,..N

seklinde hesaplamr.
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BOLUM ALTI
SAYISAL UYGULAMALAR

Onceki boliimlerde anlatilan yéntem kullamilarak sayisal 6rnekler verilmistir. Tek
ve ¢ok serbestlik dereceli olarak gdz Gniine alinan sistemlere ait rnekler, literatiirde
verilen orneklerden secilmistir. Karsilagtirma amaciyla ele alinan drnekler adim adim
integrasyon, Wilson, sonlu farklar, trapez, ortalama ivme ve lineer ivme gibi
metotlarin biri veya birkagi kullamlarak da hesaplanmistir. Elde edilen sonuglar
geligtirilen bilgisayar programi kullanilarak iiretilen ¢izelge ve grafik geklinde
verilmigtir. Baz1 problemler i¢in kargilagtirmanin daha kolay yapilabilmesi agisindan
sonuclar hem grafik ve hem de cizelge halinde sunulmustur. Once tek serbestlik
dereceli sistemlere ait lineer ve lineer olmayan analiz 6rnekleri verilmis takip eden

alt boliimde ise gok serbestlik dereceli sistemler ¢6ziilmiistiir.

6.1 Tek Serbestlik Dereceli (TSD) Sistemler
6.1.1. Lineer TSD Sistemler

Omnek 1 : Soniimlii tek serbestlik dereceli bir sistemin serbest titresiminin hesabi
g6z Oniine almmsin. Sistemin hareket denklemi ve baglangi¢ kosullart asagidaki gibi

alinmistir:

......

= 16 kg/cm. Hesap zaman arali1 Ar = 0.1sn olarak segilip ilk 2 saniye i¢in HDQ ile
hesaplanan yer degistirme, iz ve ivme degerleri Wilson-Teta ve DQ ile hesaplanan
degerler ile kiyaslamal olarak Tablo 6.1°de ve A4t = 0.025 sn hesap zaman aralifz ve
ilk 2 saniye hesaplanan yer degistirme degerleri sonlu farklar, Wilson, trapez,
Newmark ve DQ ile kiyaslamals olarak Sekil 6.1 *de gosterilmistir.
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Ornek 2: Tek serbestlik dereceli séniimlii lineer sistem bir sistemin serbest titresim

hesabr1 yapilmugtir. Bu sistemin hareket denklemi
mii+ca+ku=0

ve baslangi¢ kosullan #(0) =1cm ve u(0)=0 seklindedir. Sistem parametrelerine
ait sayisal degerler; m = 1 kg.sn*/cm, c= 0.2 kg.sn/em, k =1 kg/cm olarak secilmistir.
Sayisal ¢oziim ilk 15 sn i¢in yapilacaktir. Islemlerde zaman adimi Az =0.75sn
alinmstir. Yontemlere gore hesaplanan yer degistirme, hiz ve ivme degerleri Tablo
6.2 ve Tablo 6.3 ile Sekil 6.2, 6.3 ve 6.4 ‘da kargilagtirmal1 olarak verilmistir. Bu
6rmek de DQ ve HDQ metotlarinin performansim kargilastirmak amaciyla hata
analizi yapilmigstir. Bu amagla ¢dziim hassasiyeti {izerinde biiyiik etkisi olan zaman
aralin (At) farkli degerlerde alinarak ¢6ziim yapilmistir. Hesaplanan hata degerleri
Sekil 6.5 ve 6.6’da sunulmugtur. Bilindigi gibi sayisal integrasyon yontemlerinde
¢oziim hassasiyetini etkileyen en 6nemli parametre hesap i¢in dikkate alinan zaman
adim1 veya zaman aralifidir (Az). Hesap yapilan siire boyunca daha kiigiik
araliklarda sonuca gidilmesi daha dogru sonuglar vermekte, ancak daha fazla diigiim
kullamildigindan hesap siiresi artmaktadir. Ornek olarak bu uygulamada Af = 0.75 sn
i¢in ilk 15 sn islem yapilmig yani 0-15 sn igin 21 adet diiiim noktasi kullanilmugtir.
Hesap adim araligt Ar=0.75sn i¢cin HDQ metodu Newmark yéntemi referans
alinirsa ¢ok yiiksek dogrulukta sonuglar vermistir. Ancak DQ metodu ile bulunan
degerlerde biiyiik sapmalar g6riilmiigtiic. Hesap aralify ancak Ar=0.5sn olarak
alininca DQ yontemiyle yeter dogrulukta sonuglar elde edilmistir. Bu durumda ise
¢0ziim igin gerekli denklem sayisi ve dolayist ile ¢6ziim siiresi artmaktadir. Egit
olmayan diiiim noktas: i¢in denklem 5.28 kullamlarak hesaplanan degerler, esit
aralikli denklem 5.26 kullamlarak hesaplanan degerlerden daha hassas oldugu Sekil
6.5 ve Sekil 6.6’ da agikga goriilmektedir. Benzer bulgular sonlu farklar igin yapilan
karsilagtirmada da goriilmistiir. Sonlu farklar i¢in DQ ve 6zellikle HDQ metotlar: ile
karsilagtinhinca daha bilyilk hata degerleri hesaplanmigtir. Esit olmayan diiZiim
noktasi dagilimimin dinamik problemlerde daha iyi sonug verdigi diger arastirmacilar

tarafindan kirig ve plaklarin titresim analizi ile ilgili ¢calismalarda da vurgulanmigtir
( Fung,2001; Bert and Malik, 1996; Du ve dig., 1995).
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Ornek 3 : Yiik fonksiyonu Sekil 6.7°de verilmis olan tek serbestlik dereceli bir
sisteme ait kiitle m = 2 kg.sn® / cm, s6niim katsayist ¢=0 (s6niimsiiz), yay rijitligi
k=16 kg/cm, F; = 5 kg, sisteme ait baglangi¢ kosullart #(0)=0 ve #(0)=0
olarak verilmigtir. Hesap zaman adimi At = 0.25 snolarak secilip 0<¢<4sn
alinarak ilk 4 saniye i¢in islem yapilmigtir. Yer degistirme ve ivme i¢in Trapez,
Newmark, Wilson-Teta, DQ ve HDQ ydntemleri kullanilarak bulunan sonuglar Sekil
6.8 ve Sekil 6.9°da verilmigtir. Sonuglardan gériilecegi lizere zellikle Trapez
yontemi ile elde edilen sonuglar diger yontemlere gore biiyiikk sapma g6stermistir.
Yine At = 0.2 sn zaman adimi i¢in ortalama ivme, lineer ivme, Wilson-Teta, HDQ ile
elde edilen yer degistirme degerleri karsilastirmali olarak Sekil 6.10°da
goriilmektedir. Sekil 6.10°dan goriilecedi lizere zaman aralig: kiigtildikge HDQ ile
elde edilen sonuglar analitik sonuclar ile aymdir. Sekil 6.14°de c¢esitli zaman
araliklar igin HDQ, DQ, Newmark ve Wilson metotlar1 ile hesaplanan en biiyiik hata
degerleri gorillmektedir. Zaman adimi 0.25sn igin HDQ ile hesaplanan hata %2’nin
altina diigmiistiir. Zaman adimi 0.2sn i¢in HDQ ile bulunan sonu¢ analitik sonugtan
%0.9 mertebesinde farklilik gdstermektedir. Yeterli hassas sonuglar HDQ metodu ile
zaman adimimin 0.2sn (Af = 0.2 sn ) olmasi durumunda elde edilitken Newmark i¢in

zaman aralifinin 0.15sn, Wilson metodu i¢in ise 0.1sn alinmas: gerekmektedir.

>

FQ@®

Fo

Sekil 6.7 TSD sistem ve etki eden sabit dis yiik fonksiyonu

Bu probleme ait; yer degistirme, iz ve ivme i¢in analitik sonuclar (Paz, 1998)

sirasiyla

u(t) = —1;—0(1 —cosot), u(t)= w%(sin ot), ul)= wz%q(cos ot)

olarak tamimlidir.
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Ornek 4: Sekil 6.12°de sunulan tek serbestlik dereceli sistem agagida tanimlanan yiik

fonksiyonu ile zorlanmaktadir.
F(t) = Fo-sin(22)
" 0.6

Burada #p = 10 kg olarak verilmigtir. Yiik fonksiyonunun zamana gére degisimi
Sekil 6.13’de sunulmustur. Kiitle, m¥ 0.2533 kg.sn® /om, sonim katsayist,
c = 0.1592 kg.sn/cm, yay katsayisi, k = 10 kg/cm olarak verilmigtir. Chopra
(Chopra,1995) tarafindan verilen bu sistemde 0<¢<1 zaman aralif1 boyunca ve
At=0.1sn  zaman adimi i¢in deplasmanlar, baslangic kosullar1 #(0)=0  ve
u(0)=0 almarak trapez, Newmark, Wilson-Teta, DQ ve HDQ ydntemleri
kullanilarak hesaplanmig ve sonuglar Sekil 6.14’de sunulmustur. Elde edilen degerler
Newmark ve Wilson yontemleri ile hesaplanan degerler ile cakigmistir. HDQ ve
Newmark yontemleri igin zaman adim Af = 0.1sn, Wilson ve Trapez yontemleri i¢in
At =0.05sn segilmistir. HDQ yontemi ile hesaplanan degerler, zaman adimi daha

biiyiik se¢ildigi halde Newmark y6ntemi ile hesaplanan degerler ile uyum i¢indedir.

E(t)

Sekil 6.12 Tek serbestlik dereceli séniimlii zorlanmis sistem



F@

10 sin (107 t / 6)

0 01 02 03

-

04 05 0.6

t(sn)

0.2
0.3
0.4
0.5
0.6

F(t) [Kg]

8.66
10
8.66

Sekil 6.13 Das yiik fonksiyonu

97
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Ornek 5: Sekil 6.15°de verilen su kulesi trapez seklinde zorlamaya maruzdur.
Toplam rijitlik k =7 kg / cm, kiitle, m = 3 kg.sn*/ cm ve soniim katsayisi, ¢ = 0.2
kg.sn/cm dir. 0<r<2.1 sn ve At=0.07 sn zaman aralifi i¢in hesap yapilmustir.
Sistem #(0)=0 ve u#(0)=0 ile verilen baslangi¢ kogullarina sahiptir. Harmonik
diferansiyel quadrature, diferansiyel quadrature, Newmark, Wilson metotlar1 ile
hesaplanan deplasman degerlerinin zaman ile degisimi ise Sekil 6.16’da grafik
olarak verilmigtir. Sekil 6.16’dan gériilecegi lizere HDQ yontemiyle hesaplanan yer
degistirme degerleri Newmark ve Wilson yontemleri ile hesaplanan degerleri ile
cakismistir. DQ y6ntemi ile hesaplanan degerler ise Newmark, Wilson ve HDQ ile
hesaplanan degerlerden uzaklagmistir. HDQ yontemi DQ yontemine gére daha dogru

sonuglar vermistir.

F(®) [ke]

> t(sn)
0 0.07 0.14 0.21

Sekil 6.15 TSD olarak modellenen bir su kulesi ve etki eden zorlama kuvveti
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Ornek 6: Tek katl, tek agiklikli Sekil 6.17’de sunulan kayma cercevesinin kiitlesinin
kat seviyesinde topaklandii kabul edilmistir (Paz, 1998). Tek serbestlik dereceli
sistemin kiitlesi m = 0.2 kg.sn’/ cm; soniim katsayis1 ¢ = 0.274 kg.sn/ cm; elastik
yay katsayist k = 12.35 kg / cm; At = 0.1sn olarak alinmus #(0)=0 ve #%#(0)=0
baslangic kosullart altinda sistemin yer degistirme ve ivmeleri Newmark, Wilson,
DQ ve HDQ kullanilarak hesaplanmis ve yer degistirmeler Sekil 6.18°de ivmeler
Sekil 6.19’da sunulmustur. Bulunan yer degistirme ve ivme degerlerinden gériilecegi
tizere HDQ ydntemi ile hesaplanan degerler diger yontemler ile hesaplanan degerler
ile cakigmaktadir.

—» FO

F (0 [ke]
A
20 L """"""""""
1.2 1.4
>
0.45 1.1 t (sn)
T

(b)

Sekil 6.17 (a) Tek kath cerceve, (b) etki eden zorlama kuvveti



(41}

(us1°Q = 3v) 1sewquusepnsiey off QUH WULRERGIp uewseidap off Jo[mraugk NS) 8I'9 IS

OQH —%—

0g—%—

(zv')L =ejel)
B}o] -UOS|IM\ ————

(awin} Joou)
MBLUMON ———

zadel] —»—

(us)3

N

6l

8l

Ll

9l

¥0 €0 20 10

LIS[WAJUQ X WNZQY

L

—_

4

(wo) n




£01

(usy°0 = 3v) IsempLIpsesaey o) QUH UWWHAZP SMAY o[t JO[MUQA IS 61°9 IPIPS

(us)3

OQH —>*—

0a—%—

(ey') =e1e )
B8 -UOSlIM ——— - |
(ewinl Jasuly) 4
sewmaN

.,”./

zodel | ——v—

LI9[UId)NQ X WRZO) 09

(usmuo)

"




104

6.1.2 Lineer Olmayan TSD Sistemler

Ornek 7 : Ornek 4’de lineer davranis icin ¢oziillen (Chopra,1995) tek serbestlik
dereceli sistemin bu kez lineer olmayan zorlanmig titresim davramg1 dikkate alinarak
ivme ve yer degistirmeler hesaplanmistir. Sisteme etkiyen yilkk Sekil 6.20°de
verilmigtir. Tek serbestlik dereceli sistemin kiitlesi m= 0.2533 kg.sn® / cm, yay
katsayis1 k = 10 kg / cm ve sonlim katsayis: ¢=0.1592 kg.sn/cm olarak verilmektedir.
Sistemin dogrusal olmayan yik-yer degistirme iligkisi Sekil 6.21°de goriilmektedir.
Sekil 6.21°de uy akmanmn basladig1 andaki yer degistirme ve Fgy akma kuvvetini
gostermektedir. Sayisal uygulamalarda zaman adimlar At= 0.1sn seklinde alinmis ve
hesap ilk 1 sn i¢in yapilmistir. Elde edilen yer degistirme, iz ve ivme degerleri DQ,
HDQ, adim adim integrasyon ve Newmark’in ortalama ivme yontemleri ile
karsilagtirmali olarak Tablo 6.4’de ve yer degistirme degerlerinin zamana gore
degisimi Sekil 6.22°de sunulmugtur. At= 0.1sn i¢in HDQ yontemi ile elde edilen
degerler, At= 0.05sn i¢in Newmark yontemi ile elde edilen degerler ile uyum
igindedir. HDQ i¢in zaman adimi (At= 0.1sn) Newmark yonteminde kullamlan (At=
0.05sn ) zaman adimimn iki kati daha biiytik secildigi halde elde edilen degerler
yeter dogruluktadir.

Fy

10 sin (10n t / 6)

0 01 02 03 04 05 06

t (sn) F(t) [kg]

0 0

0.1 5

0.2 8.66

0.3 10

04 8.66

0.5 5

0.6 0

Sekil 6.20 Sisteme etkiyen yiik fon}(siyomn ve her bir zaman i¢in yiik degerleri
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u (cm)
uy =0.75

1.5 peemeee-

Sekil 6.21 Sisteme etkiyen elasto-plastik yiik fonksiyonu
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Ornek 8 : Bir kayma cercevesinin yiik gecmisi ve elasto-plastik yay rijitligi
Sekil 6.23°de sunulmustur (Clough ve Penzien, 1992). Cergevenin topaklanmig
kiitlesi m = 0.1 kg.sn® / cm, sOniim katsay1si, ¢ =0.2 kg.sn/cm ve yay katsayist
k=5 kg/cm dir. Baslangi¢c kogullar1 u(0) =0 ve 1(0) = 0olarak verilmistir. Sayisal
¢oziim, At = 0.1sn hesap adimi ve ilk 1 sn i¢in yapilacaktir. Yer degistirme, hiz ve
ivme degerlerinin g¢aligmada kullanilan HDQ ydntemi ve diger ydntemler ile
hesaplanan degerleri Tablo 6.5°de yer degistirme degerleri ise karsilastirmali olarak
Sekil 6.24’de sunulmustur. Tablo 6.5’de ve Sekil 6.24’den goriilecegi iizere HDQ
yontemi ile elde edilen degerler adim adim integrasyon sonuglar ile hemen hemen
cakismaktadir. Newmark i¢in bulunan degerler ise kabul edilebilir olmakla birlikte
HDQ yodntemi kadar hassas degildir.

m F (@ kel ¢ F(t)
4 0 0
0.1 5
8 0.2 8
0.3 7
04 5
0.5 3
0.6 2
0.7 1
0.8 0
0 0.8
(b)
F, (k
(kg b
6 A > .
a -
12 u (em)
-6 d
(c)

Sekil 6.23 (a) TSD sistem; (b) Yiik fonksiyonu; (c) Nonlineer yiik-deplasman

egrisi
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Ornek 9: Tek serbestlik dereceli bir sistemin dogrusal olmayan dinamik hesabina ait
bu uygulamada Paz tarafindan (Paz, 1998) verilen sayisal ornek dikkate alinmigtir.
Mevcut sistem, etki eden yiik fonksiyonu ve Elasto-plastik yiik-yer degistirme
davrang: Sekil 6.25a ve Sekil 6.25b’de verilmistir. Kat seviyesinde toplanmis kiitle

see ga e

Bu sisteme ait lineer dinamik analiz Ornek 6’da sunulmustur. Baslangi¢ kosullar
u(0)=0 ve %#(0)=0 hesap stiresi 0<¢#<1.5 sn ve hesap aralif1 At = 0.1sn olarak
alinmugtir. HDQ, DQ, Newmark ve Adim adim integrasyon ydntemleri ile hesaplanan
deplasman degerlerinin zamana gore degisimi Sekil 6.26’da sunulmugtur. Sekil
6.27°de ise HDQ ile Newmark metotlarinda farkli zaman araliklar1 (At) i¢in elde
edilen hata degerleri gosterilmistir. At = 0.05sn i¢in hesaplanan hata degeri HDQ
metodu i¢in % 1°den daha azdir. Bu durumda Newmark ile hesaplanan hata degeri

%2 dir . HDQ ile daha biiyiik zaman adimu i¢in daha hassas sonuglar elde edilmigtir.

m F (0 [ke]

A

: >
0.45 1.1 ; t (sn)
|
A0 frmmmmmmemmm e nmee

15

-15

(b)

Sekil 6.25 (a) TSD sistem ve yiik fonksiyonu
(b) Elasto-plastik yiik-deplasman egrisi

A 4
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Ormmek 10: Asagida verilen Tek Serbestlik Dereceli sistemin soniimlii serbest titresim
analizi sistemin kuvvet-yer degistirme iligkisinin bi-lineer olmas1 igin
hesaplanacaktir (Sekil 6.28). Sistem parametreleri agagida verilmistir. Bu 6rnek
Newmark’in sabit ivme y&ntemi kullanilarak At = 0.025 sn zaman adimu igin Hart
ve Wong tarafindan (Hart ve Wong, 2000) ¢6ziilmiigtiir. Sistem parametreleri Sekil
6.28a’ da verilmigtir (Hart ve Wong, 2000). HDQ metodu ile elde edilen sonuglar At
= (.05 sn igin ve egit olmayan digiim nokta dagilimi denklem 5.28 kullanilarak elde
edilmigtir. Daha bliyiik zaman aralig1 ile daha az diigiim kullamlmis ve ¢dziim siiresi
kisalmugtir. ki kati zaman adimi igin bulunan sonuglar yeter hassasiyete sahiptir.
Deplasman igin hesaplanan sonuglar karsilagtirmali olarak Sekil 6.29’da verilmistir.
Zaman araliinin ¢esitli degerleri igin elde edilen hata degerleri sekil 6.30a ve Sekil
6.30b’de goriilmektedir. Bu kargilagtirma At = 0.001sn igin Newmark ile hesaplanan
deger esas alinarak yapilmustir. Goriilecegi tizere HDQ metodunda ¢6ziim hassasiyeti
diigiim nokta tipi secimi ve sayisina baglidir. Esit olmayan diigiim nokta dagilimi her

zaman daha hassas sonuglar vermektedir.

§—> u(t) m = 1.0 kg sn?/ cm

uy, = 1.0 cm

ki =631.65 kg /cm
ks =126.33 kg /cm
c; =2.513 kg*sn/cm
c; =1.124 kg*sn/cm
Upg = 0

e = 40 cm/sn

—»  F(1)

(®)

u (cm)

Sekil 6.28 (a) Bi-lineer TSD bir sistem; (b) Kuvvet-deplasman iliskisi
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Sistem bi-lineer kuvvet-yer degistirme egrisine sahip oldugundan her bir bdlgedeki
kuvvet, soniim ve yay katsayist farklidir. $ekil 6.28 de Fy; ilk bolge igin akma
kuvvetini, Fy; ikinci bolge i¢in akma kuvvetini, c; birinci bélgedeki séniim, ¢, ikinci
bolgedeki sontim katsayisimi, uy akma yer degistirmesini, un maksimum yer
degistirme degerini belirtmektedir. Yani hesaplanan yer degistirme uy den biylik
olunca sistem ikinci bélgeye gecmis olur. Her bir bolgedeki rijitlik k| ve kj olarak

tanimlanir. Her bir bélge i¢in kuvvet ifadeleri (Hart ve Wong, 200)

Fau=kixuy, ve Fyp=kixuy+ kyx(um-uy)

olarak verilmigtir.
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6.2 Cok Serbestlik Dereceli (CSD) Sistemler
6.2.1 Lineer CSD Sistemler

Ornek 11 : Sekil 6.31°de verilen iki serbestlik dereceli sistemin zorlanmis
titresim altinda yer degistirmeleri hesaplanacaktir. Kiitleler m; = 2 kg.sn’/cm,
my=1 kg.sn*/cm ; yay kuvvetleri k=2 kg/em; k=4 kg/cm, dig zorlamalar Fy(t) = 0,
F(t) = 10 kg olarak verilmistir. Baglangic sartlar;  u;(0)=u,(0)=0 ve

13(0) =11, (0) = 0 seklindedir. Boylece sisteme ait hareket denklemi

i} + K Hu} = {F}

olarak yazilir. Burada

[M]{ﬁ (1)] [K]=[_62 ﬂ, {F}={1%}kg

olmak tizere baslangi¢ kosullar
{u} =0 ve {u} =0

seklinde tamimhidir. Her bir kiitle igin HDQ metodu ile egit olmayan diigiim nokta
dagilim i¢in elde edilen yer degistirmeler diger yontemler ile hesaplanan degerler
ile kargilagtirmali olarak Sekil 6.32 ve 6.33’de verilmistir. Sonuglardan goriilecegi
tizere HDQ ile bulunan sonuglar kesin deger (Senjanovic, 1984) ile biiyiikk uyum
i¢indedir. Sonlu farklar ile hesaplanan degerler (Senjanovic, 1984) diger yontemlere
gore kesin degerlerden daha ¢ok sapma gdstermistir. Farkli zaman adimlan icin
HDQ yontemi ile elde edilen 1. kiitle yer degistirme degerleri (u-1) ile kesin
sonuglar arasindaki hata degerleri Sekil 6.34°de goriilmektedir. Sekil 6.34den
gortilecegi tizere HDQ yontemi ile At = 0.28sn i¢in Senjanovic tarafindan verilen
kesin degerler dikkate alinarak elde edilen hata %0.9 mertebesine diismiistiir. Bu
durumda sonlu farklar ile hesaplanan maksimum hata yaklagik % 3 mertebesindedir.
Wilson ydntemi ise yaklagik %1.9 hata vermektedir. At = 0.1sn igin HDQ ile elde

edilen degerler ile kesin degerler arasindaki hata %0.02 mertebesindedir.
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Sekil 6.31 Iki serbestlik dereceli soniimsiiz zorlanmis sistem
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Omek 12: Iki serbestlik dereceli kiitle-yay sisteminin (Sekil 6.35) verilen baslangic
kosullan altinda serbest titresim hesab: yapilmusgtir. Baglangi¢ kosullart

1;(0)=0 ve q;(0)=0, 1,(0)=0 ve u,(0)=1cm

olarak verilmistir.  Sistem kiitle ve rijitlik degerleri; m; = 4090 kg.sn*/cm;
my=1024 kg.sn*/cm ; k;=102.4 kg /cm, k;=20.48 kg /em, k3= 51.2 kg /cm seklinde

tammbhdir.

— -

my

O 0O ° U 0

Sekil 6.35 iki serbestlik dereceli kiitle-yay sistemi

Sistem i¢in kiitle ve rijitlik matrisleri ve yiik vektdrii Boliim 5°de verilen denklem
(5.116), denklem (5.117) ve denklem (5.120) kullamlarak

4090 0 1024 2048 0
[M]:[ 0 1024}’ [K]z[—2048 71.68 ]’{F}={o}

olarak hesaplamir. HDQ ile elde edilen her bir kiitleye ait deplasmanlar Sun
tarafindan (Sun ve dig., 1991) verilen kesin sonuglar ile kargilagtirmal: olarak Sekil
6.36 ve Sekil 6.37°de sunulmustur. Bu problemin HDQ ile ¢6ziimii i¢in zaman adimi
At = 0.25 sn alinmugtir. Problemin literatiirde mevcut ¢oziimleri At = 0.20 sn igin
yapumugtrr. Ik 5 saniye igin elde edilen degerler ¢akismaktadir. HDQ ile daha biiyitk

zaman adim1 segilmesi daha az bilgisayar islemi gerektirmektedir.



174!

1$1w3e8 wemez muLepuemsedop e JUISIPINY TuX UTHA)SIS ZNSTWNUQS [[33.19P HIPSIQIAS D] 9€°9 MAS

STI-

(us) 3

- SL'O

OaH —-- \
1661“8ipeaung —— M

- ST1

LIS[WIAUQ X UINZQD)

SL'1

(o)




1741

1$1m5e3 wenrez urnugpuemse[dop 31 SUISAINY] TUI UIS)SIS ZNSWNUQS [[3024P HIPSIGISS BI] LE'9 [PRS

ge'y-
+G1'0-
2o
- G2'o-
1 Gy 14 g'e ‘T 4 g'L l g'o
AﬂMvU— . n ; : ; L n FAY L
JAURY®
- G40
OaH -
16618tp oA ung ——
[o[WaluQ X Wz sZ't
(ud) n




126

Ornek 13: Sekil 6.38°de verilen tek agiklikli ve ti¢ kath kayma cergevesinin serbest
titresim hesab1 yapilacaktir. Islemler siiresince At= 0.2 alimp islem ilk 2.2 sn igin
yapilacaktir. Bu 6rnek ait analitik sonu¢ Hart ve Wong’in (Hart ve Wong,2000)
kitabinda verilmistir. Kargilagtirma amaciyla verilen sistem parametreleri; m; = m,=
m3=m =1; k=1 olarak Hart ve Wong tarafindan verildigi gibi birimsiz alinmmstir.
Fiziksel sistem olarak kat cergevesi ve matematik model i¢in kat hizalarinda

toplanmus kiitle modeli $ekil 6.38a ve Sekil 38b’de sunulmustur.

U3

85

W

Sekil 6.38 (a) Uc katli cerceve sistem; (b) Kat seviyesinde topaklanms kiitle

modeli

Sistem rijitlik ve kiitle matrisleri agagida sunulmusgtur.

3k -k O m 0 O
K={-k 2k -k|, M=|0 m 0
0 -k k 0 00 m

Baslangi¢ kosullar1 agagidaki gibi verilmistir
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w(@®| |0 w(®] [0
uw(0)p=40p  ve Ju2(0)p=40
u3(0) 1 @] {0

Sistemin 1. 2. ve 3. agisal frekanslan |K-m2Ml =0 denkleminin ¢6ziimiinden

agagidaki gibi elde edilmigtir (Hart ve Wong, 2000)

o? (2-&)%:(,,1:1.034

il

©3 (2)% = @, =2.828

m§=(2+\/§)£:>m3=3.864
m

Cercevenin HDQ yontemi kullanilarak hesaplanan yer degistirme ve hiz degerleri
Hart ve Wong (Hart ve Wong, 2000) tarafindan verilen sonuglar ile karsilagtirmaly
olarak Sekil 6.39 ve Sekil 6.40°de sunulmustur. Sekillerden goriilecegi tizere HDQ
yontemi kullanilarak hesaplanan degerler Hart ve Wong (Hart ve Wong, 2000)
tarafindan elde edilen analitik sonuglara yeter derecede yakindir. Bu 6rnege ait
sonuglardan goriilecedi tizere gok serbestlik dereceli sistemler i¢in de HDQ metodu

yeter dogrulukta sonuglar vermektedir.
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6.2.1 Lineer Olmayan CSD Ornekler

Ornek 14: Sekil 6.41°de verilen gergili sistemin gergilerine ait malzeme gerilme-
sekil degistirme bagintisi nonlineerdir. Gergili sistem 6zellikleri ve malzeme
davrams: $ekil 6.41b’de verilmistir. Hart ve Wong (Hart ve Wong,2000) u; ve u; yer
degistirmelerini ortalama ivme yontemi ile ¢oziilmiistiir. HDQ yéntemi kullanilarak
ayn1 6rnegin u; ve up deplasmanlari At = 0.25sn zaman adimi ve 0 <t < 3.0 sn i¢in

hesaplanacaktir.

Uz

E, A,

i) >

h

Ez=aE| m=m;= 1 kg.snzlcm

A[ = Az =25 sz
E, = 37500 kg / cm?
B, = 7500 kg / cm?
o, =175 kg fem®
g, =0.002
L=400cm

E, h=300cm
=020

v
o

()
Sekil 6.41 (a) Iki kath gergili cergeve; (b) Nonlineer gerilme-gekil degistirme

egrisi
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Sistem kiitle, rijitlik ve sonilim matrisleri ile baslangi¢ kosullar asagida 6zetlenmisgtir.

Kiitle matrisi Boliim 5’de verilen denklem (5.116) kullanilarak

iy 1

elde edilir. Rijitlik matrisleri ise gergili sisteme ait rijitlik matrisleri oldugundan

problemin alindi: referanstan direkt olarak alinmugtir (Hart ve Wong, 2000). Bu

matrislerin ¢ikartilmasi bu ¢aligma kapsami diginda olup yap: analizi kitaplarinda

bulunmaktadir. Baslangic rijitlik matrisi (Hart ve Wong, 2000):

AE
2Tc0329

2 numarali gergide akma baslayinca K;

(1+oc)§§icosze

K1=
AE

~——cos“0

L

5 numarali gergide akma baslayinca K,

(1+a)i’;:FicosZe

;
——co0s%6 200 -100
~100 100
AE
——-L—00329 120 -100
AE
AE 20 | |-100 100
L
AE
—OL—Ij—cos26 120 —20
oBAE 29| [-20 20



2 ve 5 numaral gergilerde akma baslayinca K,

AE AE
200——cos20 —0——c0s28
L cos L coS 40
Fo= AE AE 3
—0t—"cos%0 o —cos20 ~20
[ cos cos

Baglangi¢ kosullar

fomo) b * oo
20 (0) 0 ﬁzo(o)

I

30
cm/sn
o)

-20

20
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olarak verilmektedir. HDQ y6ntemi kullanilarak hesaplanan kat yer degistirmeleri

degerleri ile Hart ve Wong tarafindan (Hart ve Wong, 2000) ortalama ivme yontemi

kullamlarak hesaplanmis kat deplasmanlari degerlerinin zamana gore degisimleri

Sekil 6.42°de sunulmugtur. Lineer olmayan dinamik analizin yap11d1g1 bu Srnekte

HDQ yo6ntemi i¢in zaman adimu At = 0.25sn alinmugtir. Hart ve Wong tarafindan

(Hart ve Wong, 2000) ortalama ivme yontemi igin verilen sonuglar yeter

dogruluktadir. Zaman adimi efer daha kiigiik alinursa dogal olarak sonuclar daha

hassas olacakfir. Ancak At = 0.25sn igin bile sonuglar literatiirdeki degerler ile

cakigmaktadir.



£l

ran$iSap 2108 vuenrez WULIB[UBWSE[dIp DIPULIS[IAIAIS JBY" 9A |

s v

e uIWISONN) UEARUI[O JIUI| NIINUQS WITIISIS UIUIAISIAS I[I3103 [Py DI TH'9 [PIOS

(us)3 € G6L'¢C g'c gz'e [4 GlL'1 gl T l SL°0 G0 gc'o 0

Zn-0002'Buop\ oA LeH —¥—

Ln-OdH—%—

1N-000Z 'BUO AN O HEH ——

LS[WoUQ X WNzo)

0L

(wd) n



134

Ornek 15: Iki serbestlik dereceli bir sistemin lineer olmayan titresimine ait hareket
denklemi

0 [ k -k -1 F t
my 111 4 5 1 |{jwm + S(ul —u2)3 _ cos(ot)
0 mylia) |[~ki kitk,|lu, 1 0
olarak verilmistir (Sun ve dig., 1991). Baslangi¢ kosullar1 agagidaki gibi alinmgtir.

{ul(o)}r.{ I }cm ve {?1(0)}={0}cm/sn
0, ~ 0.6667 a,] ™o

Kiitleler m=8 kg.sn*cm, m, = 24 kg.sn’cm, yay rijitlikleri k;=1.224 kg/cm,
k2=1.836 kg/cm, € = 800, F=34.01 kg, ® = 6.01 rad/sn. Birinci ve ikinci kiitle i¢in
HDQ metodu ile At= 0.05sn igin hesaplanan yer degistirme degerleri, diizeltilmig
sayisal integrasyon (Sun ve di§., 1991) yontemi ile At= 0.03 sn i¢in elde edilen
sonuglar ile birlikte Sekil 6.43 ve Sekil 6.44’de verilmistir. HDQ metodunda daha
biiyiik zaman aralig1 (At= 0.05sn) kullanildig: halde sonuglar Sun tarafindan (Sun ve
dig., 1991) verilen (At= 0.03sn) degerler ile uyum igindedir. Lineer olmayan
dinamik analiz iginde HDQ y6ntemi daha biiyitk zaman adimi igin yeter dogrulukta

sonuglar vermektedir.
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BOLUM YEDI
SONUC

Miihendislik problemleri genel bir yaklasimla siireksiz ve siirekli ortam
problemleri olmak fizere iki simfa ayrilir. Bu tarz bir siniflandirma genel oldugu
kadar neredeyse biitiin gergek fiziksel sistemleri kapsayacak kadar genis bir evrensel
problem kiimesine sahiptir. Serbestlik derecesi sonsuz biiyiik olan siirekli ortam
problemlerinin ¢6ziimi bir diferansiyel denklem, integral denklem veya denklem
sisteminin ¢dzlimiini gerektirdigi halde, serbestlik derecesi sonlu olan siireksiz ortam
problemlerinin ¢éziimii lineer denklem takiminin ¢éziimiiyle elde edilebilmektedir.
Sonsuz serbestlik dereceli sistemlerinin ¢oziimiinde c¢esitli matematik giicliikler
ortaya ¢ikmakta buna karsin stireksiz ortam problemlerinin ¢dziimiinde gerekli olan

hesaplayici kapasitesi ve hesap siiresi artmaktadir.

Yapilarin lineer olmayan analizi son yirmi yildir {izerinden pek ¢ok aragtirmacinin
caligtign bir konu olmugtur. Yeni malzeme tekniklerinin bulunusu, artan ihtiyaclan
karsilamak amaciyla tasarlanan sistemlerin karmagiklifi, ekonomik kisitlamalar
altinda yap1 elemanlarmnin limit durumlarina gore boyutlandirilmalart nedeniyle
biiyiik yer degistirmelere miisaade edilmesi ve farkli biinye veya davramsa sahip
sivi-yapr yada sivi-zemin-yapr gibi etkilesimler lineer olmayan analizi zorunlu
kilmaktadir. Bahsedilen bu etkilerden ilki malzeme davramigmin lineer olmamasi,
ikincisi geometrik nonlineerite ve sonuncusu da temas problemlerinde ortaya ¢ikan

sinir kogullarinin lineer olmamasidir.

Giiniimiize kadar lineer olmayan statik ve dinamik analiz amaciyla gesitli
yontemler gelistirilmistir. Bu yontemler; Sonlu elemanlar, sonlu farklar, en kigiik
kareler, Newton-Raphson, Wilson, Newmark, Houbolt, Runge-Kutta, lineer ivme
veya ortalama ivme gibi iteratif yontemler olup ardigik yaklagimlarla ¢oziime
ulagmaktadir. Bunlardan bagka sonlu elemanlar ve &zellikle temas problemlerinde
sinir kogullarinin lineer olmamasim dikkate alan sinir elemanlar yéntemi gibi daha

kapsamli yontemler de mevcuttur. Ancak bahsedilen bu yéntemlerin ilk grubunda
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denklemlerin ¢6ziimti bakimindan ¢esitli stabilite ve yaklagim sorunlar ortaya
citkmakta ve cok bliylik sayida iterasyona ihtiyag duyulmaktadir. Diger grup
yontemlerde ise yliksek sayida diiftim noktas: kullanilmasi ile yeter dogrulukta
sonuglar elde edilebilmektedir. Bu ise gerek bilgisayarin hafiza kapasitesini ve
gerekse ¢6ziim i¢in gereken siireyi bazi durumlarda tahmin edilmeyecek miktarlarda

arttirmaktadir.

Yukarida bahsedilen bu olumsuzluklan ortadan kaldirdigi pek ¢ok calisma ile
ortaya konulmus olan diferansiyel quadrature yéntemi son on yildir yap1 mekanigi
problemlerinde kullanilmaktadir. Bu yoéntemin; bilinmeyen afirhk katsayilarinin
hesaplanmasi igin Onerilen test fonksiyonlarimin veya polinom fonksiyonlarinin
cinsine gore genellestirilmis diferansiyel quadrature ve 1995 yilinda dnerilen (Striz
ve dig., 1995) ve aslinda agirlik katsayilarimin verilmesiyle tam anlamiyla literatiire
1997 yilinda tamtilan (Shu and Xue,1997) harmonik diferansiyel quadrature olarak
iki farkli tiirli mevecuttur. Harmonik diferansiyel quadrature yontemi ile tek ve gok
serbestlik dereceli sistemlerin dinamik analizinin yapildif1 bu ¢aligmada gz Oniine
alinan yapilarin kuvvet-yer degistirme iligkilerinin elastik ve elasto-plastik olmalar:
seklinde dikkate alinmugtir. Yani, hem dogrusal veya lineer hem de dogrusal
olmayan(non-lineer) sistemler ¢aligma kapsami dahilindedir. Onerilen yontem tek
serbestlik dereceli ve ¢ok serbestlik dereceli sistemlere uygulanmistir. Yontemin
etkinligini vurgulamak agisindan genis bir spektrumda yayilmis birkag ¢esit problem
secilmigtir. Farkli diifim nokta sayilari icin yapilan ¢oziimler yine bu ¢alisma
kapsaminda literatiirde yaygin olarak bilinen sonlu farklar, Wilson, Newmark,
Houbolt, Taylor, ve dig. benzeri yontemler ile kargilagtirmak amaciyla ¢éziilmiistiir.
Bu y6ntemlerin her biri igin bir alt program yazilmis ve problem tiiriine ve mevcut
veri yani problem igin bilinen baglangig degerleri dikkate alinarak en uygun olani ile
¢Ozlilmistiir. Elde edilen sonuglarin hassasiyetini vurgulamak agisindan, agirlik
katsayilarmin hesaplanmasinda kuvvet polinomlarimi veya Legendre polinomlarini
kullanan diferansiyel quadrature yontemi kullamlarak da bulunmugtur. Elde edilen
sonuglardan goriilmiistiir ki, harmonik diferansiyel quadrature (HDQ) yontemi ile
daba az sayida diifitm noktas:  kullamlarak diferansiyel quadrature (DQ)

yonteminden daha hassas sonuglar elde edilmistir. Esit sayida diigiim noktas:
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kullanilinca harmonik diferansiyel quadrature (HDQ) yontemi, ile bulunan sonug
analitik sonuglardan en fazla %1 mertebesinde uzaklagirken, diferansiyel quadrature
(DQ) ydntemi ile %3 mertebesine varan sapmalar goriilmiistiir. Yine harmonik
diferansiyel quadrature (HDQ) yontemi ile bulunan sonuglar pek ¢ok durumda sonlu
farklar ve Wilson yontemlerinden daha hassas sonuglar vermis, Newmark’n
ortalama ivme yontemiyle ise hemen hemen aymi olup ¢ok az da olsa daha kisa
stirede sonuca ulagilmigtir. Ancak bu siire agisindan degerlendirme dogal olarak daha
biiyiik ¢apli ve komplike problemlerde ve ¢ok daha kiigiik zaman adimlar dikkate
aliminca kendisini gosterir. Esit olmayan diifiim nokta dagilimi i¢in elde edilen

sonuglar esit diigiim nokta dagilimi igin hesaplanan degerlerden daha da hassastir.

Sonug olarak sOylenebilir ki; Harmonik Diferansiyel Quadrature (HDQ) y6ntemi
statik yiikler altindaki sistemlerin yapisal analizinde oldugu gibi yap1 dinamigi
problemlerinde de etkin bir yontem olup daha az bilgisayar kapasitesi ve islem say1si,
kismen daha az hesap siiresi ve problemi ¢6ziime hazirlamak igin daha az 6n islem
gerektirmektedir. Daha Once higbir c¢aligmada burada kullamilan Harmonik
Diferansiyel Quadrature(HDQ), Diferansiyel Quadrature(DQ) veya bu c¢alisma
kapsaminda olmayan Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature(GDQ) yontemlerinin
hig biri ile yapilmamis olan tek ve ¢ok serbestlik dereceli yap: sistemlerinin lineer ve
lineer olmayan dinamik analizi biiylik bir dogrulukta basanimistir. Bu amagla
Microsoft dahili Visual Basic 6.0 derleyicisi ve Excell ile gelistirilen program
benzer veya farkli 6zellikteki problemleri baz:i kiigiik diizenlemeler ile ¢6zebilecek
kapasitededir. Visual Basic programlama dili ile hazirlanan programin akig
diyagrami ve programa ait veri girisi vb. sayfalardan bazi 6rnekler Ek-1 ve Ek-2’ de
sunulmustur. Bu c¢alijma kapsamunda gelistirilen program bazi  kiigik
diizenlemelerden sonra; deprem riskine maruz c¢esitli yapilarin frekans kisitlayicisi
alinda optimum boyutlandirilmas: ve 6n-dizaynlarimi yapmak amaciyla da
kullanilabilir. Yer degistirme degerleri bulunduktan sonra yap: analizi kapsaminda

gerekli diger i¢ kuvvetlerin bulunmasi1 miimkiindiir.
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EK : Bu kisimda ¢alisma kapsaminda gelistirilen Non-SAP-HDQ adli programin
akis diyagrami ve program editor sayfalarindan bazi goriintimler verilecektir.

Ek-1 : AKIS DIYAGRAMI

Sistem Serbestlik
Derec&sinin(S.S.D)sec;ilmesi

Segilen S.8.D’ne gore [M], [C],
[K] gibi katle, sonam ve rijitlik
matrislerinin tammlanmas)
Her bir kotle (i) igin  5;(0) ve
41;(0) baslangig kogullarinim girilmesi
Hesap sitresinin ve hesap
adiminin segilmesi
Her bir kutleye etkiyen di§ yitk
vektoriindn Tammlanmas) {F(i)}

Lineer
analiz

Non-Lineer
analiz

Analiz tironin
segilmesi

Non-lineer analiz i¢in

Her bir hesap adimt igin gerekli datanmin girilmesi

HDQ, DQ ve kargilagtirma

amaciyla diger yontemler T
ile deplasman, hiz ve
ivmeleri hesapla Her bir hesap adim igin HDQ,
DQ ve karsilastirma amaciyla
diger yontemler ile ile
deplasman, hiz ve ivmeleri
hesapla

Sonuglar Sonuglan
Hassas m1? yazdir ve I—Isaz::sclr:"
grafikleri giz. '




Ek-2 : PROGRAM MENULERINDEN GORUNUSLER

Tek serbestlik dereceli sistemin lineer serbest titresim analizi i¢in veri giris sayfasi.




Tek serbestlik dereceli sistemin lineer zorlannus dinamik analizi i¢in veri giris

sayfasi.

S0 v TGO Sistemletio




Cok serbestlik dereceli sistemin analizi igin her bir kiitleye ait yiik ve baslangi¢
kosullarinin girildigi opsiyondan goriintim. Yiikler kayit edildikten sonra bu

moniiniin sag altindaki Yiikleri Kaydet tusuna basilir.




Gergili gergeve icin gerekli datanin girildigi sayfa.
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Cok serbestlik dereceli sistemin lineer analizi i¢in veri giris sayfasi. Yiikler igin sag

alttaki CSDS i¢in yiik tamimlama tusuna basilir.




Tek serbestlik dereceli sistemin lineer olmayan zorlanmig dinamik analizi opsiyonu

secili iken program sayfasi gériiniimii.




Tek serbestlik dereceli sistemin bi-lineer zorlanmis dinamik analizi opsiyonu segili

iken program sayfasi gériiniimil.




Cok serbestlik dereceli sistemin lineer serbest dinamik hesabr i¢in veri giris sayfast.

€50 ve T80 Sistemierin HDQ He N




Cok serbestlik dereceli sistemin bi-lineer zorlanmis dinamik analizi opsiyonu segili

iken program sayfasi gériintimii.

€S ve TSO Sistemlerin UDQIle N




