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TESEKKUR

Bu bilim yolculuguna 2002 yilinda basladim. Bu yoldaki zorluklarla
miicadele etmek icin azim ve c¢alismak gerektigini 6grendim. Her zaman igin
basaracagina inanmak aslinda basarinin ta kendisidir. Azim ve ¢alismak kisinin kendi
elinde olmasina ragmen elinde olmayan ve basariy1 tetikleyen bence en Onemli
faktorlerden birisi de belli bir potansiyele sahip olabilmektir. Belli bir potansiyele
sahip oldugunu kisinin kendisi fark edemez ama cevresinde bunu fark eden ve
kendisine bunu hissettiren insanlarin olmasi o kisi i¢in en biiylik sanstir. Bu anlamda
bana inanan ve beni destekleyen tiim boliim hocalarima danigmanim sayin Prof. Dr.

Selahattin KACIRANLAR nezninde tesekkiirlerimi sunuyorum.

Calismalarim sirasinda hep yanimda olan ve aldigim kararlar1 hi¢cbir zaman

irdelemeksizin beni destekleyen aileme de tesekkiirlerimi sunuyorum.
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1.GIRIS Mahmude Revan OZKALE

1. GIRIS
1.1. Coklu I¢ iliskinin Tanimlanmasi
y=Xp+e (1.1)

seklinde bir ¢oklu lineer modelimizin oldugunu varsayalim. Burada y (nxl) yanit
degiskenlerin vektorii, X (nxp) stokhastik olmayan agiklayici degiskenlerin

gbzlenen matrisi, £ (pxl) bilinmeyen parametreler vektorii ve € sifir ortalamali,

o’ varyanshi rasgele hatalarm (nx1) vektoriidiir. Bir ¢oklu lineer model yeni

gbzlemlerin 6n tahmini (prediction), regresyon katsayilarinin tahmini (estimation),
Ongorii (forecasting) gibi amaglar nedeniyle pek ¢ok alanda kullanilmaktadir.

Coklu lineer regresyon modelinde, genellikle agiklayici degiskenlerin
bagimsiz oldugu varsayilir. Fakat uygulamada, lineer iligki olabilir. Bu durumda
aciklayict degiskenler arasinda bagimsizlik varsayimi gecerli olmaz ve bu, ¢oklu i¢
iliski problemine neden olur.

X > X matrisinin j -inci kolon vektorii olsun: X = [Xl,..., X 0 J

(1.2)

M-
i
_><

Il
()

olacak sekilde hepsi sifir olmayan t,t,,...,t  sabitler kiimesi varsa X,, X,,..., X

p p
vektorleri lineer bagimlidir. X in kolonlariin bir kiimesi i¢in (1.2) tam olarak
saglantyorsa “tam coklu i¢ iliski vardir” (Silvey, 1969). Bu durumda X matrisinin

rankit p den kiiciik olur ve X'X matrisi tekildir. Fakat (1.2) X in kolonlarinin bazi

alt kiimeleri i¢in yaklasik olarak dogru ise “yaklasik coklu i¢ iliski” vardir. Eger
aciklayict degiskenler arasinda bir lineer iliski yoksa, aciklayict degiskenler
ortogonaldir denir. X'X =1 iken X matrisi ortogonal aciklayic1 degiskenleri igerir.

Coklu i¢ iliskinin pek ¢ok nedeni olabilir (Judge ve ark., 1985; Montgomery
ve Peck, 1992). Bunlardan bazilari:
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1. Uygulanan veri toplama metodu: Analizci (1.2) ile taniml1 bir bdlgenin alt
uzayindan 6rneklem almis ise ¢oklu i iliski problemi ile karsilasacaktir.

2. Modeldeki veya kitledeki zorunluluklar: Kitledeki zorunluluklar daha ¢ok,
aciklayict degiskenlerin kimyasal veya iiretim proseslerinde ortaya ¢ikar. Ornegin,
bir kimyasal reaksiyonun gerceklesmesi icin belli igeriklerin sabit oranlarda olmasi
gibi.

3. Modelin belirlenmesi: X degiskenlerinin degisim aralig1 kiiciik iken bir
regresyon modeline polinom terimin eklenmesi ¢oklu i¢ iliskiye neden olabilir.

4. Modelin agir1 tamimlanmasi (overdefined): Goézlemlerden ¢ok agiklayici
degiskenlerin oldugu modellere asir1 tanimlanmis model denir. Daha c¢ok tibbi
arastirmalarda ve ekonometrik modellerde ortaya ¢ikar. Bu gibi durumlarda
aciklayict degiskenlerden bazilarini atmak gerekmektedir.

Coklu i¢ iliskiyi ii¢ ana baslik altinda inceleyecegiz. Bunlar ¢oklu i¢ iliskinin
belirlenmesi, ¢oklu i¢ iliskinin istatistiksel sonuclar1 ve ¢o6ziim yontemleri

seklindedir.
1.2. Coklu i¢ iliskinin Belirlenmesi

Coklu i¢ iliskinin belirlenmesi i¢in c¢esitli yontemler vardir. Bunlardan
bazilarini su sekilde verebiliriz.
1. Korelasyon matrisinin incelenmesi: X'X in kosegen disi elemanlarinin

(1;) incelenmesi ¢oklu ig iligkinin belirlenmesini saglar. Geometrik olarak r;, X; ve

i
X; arasindaki aginin kosiinisiidiir (Farrar ve Glauber, 1967). X; ve X; agiklayici

degiskenleri lineer bagimli ise ‘rij‘ bire yakin olur.
2. Varyans Sisirme Faktori (VIF): (X'X)™ matrisinin j-inci kdsegen
elemanina j-inci varyans sisirme faktorii (VIF;) denir. Ik olarak Farrar ve Glauber

(1967) tarafindan ¢oklu ig iligkiyi belirlemek i¢in kullanilmig fakat Marquardt (1970)

2

tarafindan VIF olarak adlandirilmistir. R7,

X; nin diger p -1 aciklayici degisken

lizerine olan modelinden ¢oklu belirleyicilik katsayisi olmak tizere VIF; =(1- Rj2 )
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olarak ifade edilir (Theil, 1971). X; diger agiklayici degiskenlerin bazilarina yaklagik

olarak lineer bagimli iken Rj2 bire yakinlasir ve VIF; biyir. Herhangi bir VIF
degeri 10 dan biiyiikse ¢oklu i¢ iliski vardir. VIF lerin bir diger ilgin¢ yorumu ise su
sekildedir. ,[§ =(X'X)"' X'y, S ortalama vektorli ve o’(X'X)™" varyansh
dagilima sahip oldugundan j-inci regresyon katsayisi lizerindeki giiven araliginin

uzunlugu L, :2(\/|Fj6'2)1/2t olarak yazilabilir. Dolayisiyla, VIF; nin

a/2,n-p-1
karekokii ¢oklu ig iliskiden dolay1 j-inci regresyon katsayi igin giiven araliginin ne

kadar biiyiik oldugunu gdsterir.

3. X'X matrisinin 6zdegerlerinin analizi: Coklu i¢ iliski problemini ciddi
anlamda c¢alisan ilk aragtirmaci Ragnar Frisch’dir. Frisch (1934) c¢oklu i¢ iliskiyi
Ozdegerlerle iliskilendirmistir. Fakat bilgisayar kullaniminin kisith olmasi nedeniyle
X'X in 6zdegerlerinin niimerik analizi desteklenememistir (Vinod ve Ullah, 1981).
Eger veride bir veya daha fazla lineer bagimlilik varsa, bir veya daha fazla 6zdeger
kiigiik olacaktir. Kiigiik 6zdeger, X in kolonlar1 arasindaki yaklasik lineer

bagimliligi gosterir. A . ve A X'X matrisinin minimum ve maksimum

‘min 'maks »

maks

Ozdegerleri olmak lizere K = olarak tanimlanan kosul sayist ¢oklu ig¢ iligkiyi

belirlemek i¢in kullanilir. K, 100 den biiyilikse siddetli bir ¢oklu i¢ iligki vardir.
4. Diger tanilama (diagnostics) metotlari: Coklu i¢ iliski pek ¢ok teknikle

belirlenebilir. Bunlardan birisi X'X in determinantidir. Standartlastirilmis formda
0< |X ' X| <1 dir. |X ' X| =1 ise agiklayict degiskenler ortogonaldir aksine |X ' X| =0
iken tam c¢oklu i¢ iliski vardir. |X'X| sifira yaklastikca ¢oklu i¢ iliskinin siddeti
artacaktir (Farrar ve Glauber, 1967).

Regresyon katsayilarinin isaretlerinin veya biiyiikliiklerinin beklenenden
farkl1 olmasi, aciklayic1 degiskenlerin eklenmesi veya cikarilmasi ile regresyon

katsayilarinin tahminlerinde biiyiik degisikliklere neden olmasi ¢oklu i¢ iliskinin

gostergesi olabilir.
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1.3. Coklu I¢ iliskinin Istatistiksel Sonuclar:

(1.2) seklindeki bir lineer iligskinin varhgi, ¢'#=c g, +...+c, B, gibi lineer
fonksiyonlarin lineer yansiz tahmin edicilerinin olamayacagi anlamina gelir (Silvey,
1969). Ancak c¢', X in satirlarinin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilirse ¢' S
nin bir lineer yansiz tahmin edicisi bulunabilir. Fakat X tam rankli degilken c' bu
sekilde ifade edilemez. ¢'f nin tahmin edilebilir olmasi i¢in bir diger kosul C
vektoriiniin X' X in kolonlarinin bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilmesidir.
Silvey (1969) c'# nin tahmin edilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun X'X in
sifirdan farkli 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektdrlerin bir lineer kombinasyonu
olarak yazilmasi oldugunu belirtmistir.

Farrar ve Glauber (1967) c¢oklu i¢ iliskiyi X in kolonlarinin ortogonallikten
uzaklagmasi1 olarak tanimlamistir. Bu sekilde tanimlamalarinin temel sebebi
istatistiksel sonuglarin daha kolay elde edebilmesidir. Silvey (1969) bu tanim
dogrultusunda ¢oklu i¢ iliskinin istatistiksel sonuglarini su sekilde incelemistir. (1.1)
modelini yeniden parametreleme yaparak ortogonal formda yazabiliriz: V matrisi,
XV nin kolonlar1 ortogonal olacak sekilde bir tekil olmayan matris olsun. Bu

durumda (1.1) modelini

y=XB+e=(XV)V ' B)+e (1.3)

formunda yazabiliriz. V matrisinin pek cok se¢imi vardir. Ozel olarak kolonlar:
X'X matrisinin ortonormal 6zvektorleri olan T ortogonal matrisi olsun. Bdylece

Z=XT ve a=T'p olmak iizere (1.3) modelini

y=Za+e (1.4)

olarak yazabiliriz. 4,,...,4, X'X matrisinin 6zdeZerleri olmak iizere
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Z'Z=T'X'XT = A=diag(4,,...,4,) (1.5)

oldugundan Z nin kolonlar1 ortogonaldir. X'X in J tane 6zdegeri sifir ise X in

ranki p —J olacaktir ve XT nin J tane kolonu sifir olacaktir. Bu ise @ nin son J

bileseni «, ,;,...,, nin tahmin edilemeyecegi anlamina gelir. Diger yandan ilk

p—J bilesen, Qysees Xy 5, VE bunlarin herhangi bir lineer kombinasyonu tahmin
edilebilir. Bu nedenle 'S, «,,...,a, ; nin lineer kombinasyonu olarak yazilabilirse
tahmin edilebilirdir. ¢'#=c'TT'#=(T'Cc)'e¢ oldugundan c'f nin tahmin edilebilir
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T'C nin son J bileseninin sifir olmasidir. t sifirdan
farkli 4 0Ozdegerine karsilik gelen X'X in ortonormal bir 6zvektorii olsun. Bu
durumda t'g tahmin edilebilirdir ve b", X'Xb = X'y normal denklemlerinin
herhangi bir ¢6ziimii olmak {izere t'f nin minimum varyans lineer tahmin edicisi
t'h” dir. t'X'X=At" kullanarak t'X'y=t'X'Xb" =At'b" elde edilir ve
A var(t'b”) =t' X'var(y) Xt = c*t' X' Xt = Ao oldugundan t'b" 1n varyansi 62//1
dir. t, ve t, X'X in sifirdan farkli iki ortogonal 6zvektorii ise cov(t', b",t',b")=0

dir. Boylece c'f tahmin edilebilir ise yani K; ler sabitler, t; ler sifirdan farkl

Apsees Ay O0zdegerlerine  karsililk  gelen  6zvektorler  olmak  {izere

c=kt, +...+k, ;t, ; iken c'b" tahmin edicisinin varyansi

k2 ko
ch’)=c?| L ...+ 22 1.6
Var( ) o (/11 P J (1.6)

dir. (1.6) ifadesi tahmin edilebilen ve edilemeyen fonksiyonlar arasindaki farki agik
bir sekilde gostermektedir, tahmin edilebilir olanlar X'X in biiylik 6zdegerlerine
karsilik gelen Ozvektorler yoniinde olacaktir ve tahmini miimkiin olmayanlar ise
kiigiik 6zvektorlere karsilik gelen 6zvektorler yoniinde olacaktir. Yani, Judge ve

ark.’nin (1985) belirttigi gibi, eger € kiiciik 6zdegerlere karsilik gelen biiyik K;
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agirliklarina sahipse tahmin edicinin varyansi biiyiik olacaktir ve ¢'f giivenilebilir

bir tahmine sahip olmayacaktir. Bu yaklasim X in kolonlar1 arasinda tam lineer
kombinasyon olmadig1 durumda da gecerlidir. Bu nedenle,

c'B=(kt, +...+k,t))B formundaki tim fonksiyonlar tahmin edilebilirdir ve
,[’? :(X'X)f1 X'y en kiiglik kareler (EKK) tahmin edicisi olmak iizere minimum
varyans tahmin edicisi C' ,[’;\? olup varyanst

var(c' ,B) = azc'(X 'X )71C = azc'[zp: At }C =0’ Zp:i—'z (1.7)

dir. (1.7) ifadesi (1.6) ya benzer sekilde yorumlanabilir yani, coklu i¢ iliski olmasi

durumunda neden bir modelin kotii bir tahmin edici oldugunu gostermektedir.

Regresyon katsayilarinin varyansinin biiyiik olmasi genellikle H,: /5, =0

hipotezinin kabul edilmesinin uygun olacagi anlamina gelir.

Coklu i¢ iliski EKK tahminlerinin mutlak degerce biiylik olmasina neden

olacaktir (Montgomery ve Peck, 1992). Bunu gérmek igin ,B ile f arasindaki

uzakligin karesini, 6rnegin L* = ( ,B - B)'( ,B — /) yi1inceleyelim.

E(L)=E(B-B)(B-P)

=2 E(B; - B))
j=1
p 1.8
=Z,var(ﬂ,) ()
P ]
=c’tr(X'X)™ =JZZ/1—

]

oldugundan eger X'X ¢oklu i¢ iliskiden dolay1 kotii kosullu ise en az bir 4; kiigiik

olacaktir ve (1.8) ﬁ dan g ya olan uzakligin biiyiik olacagi anlamina gelir. Denk

olarak
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E(L)=E(B-B)(B-P)
=E(B'B-28B+P P
veya

E(B B)=p B+c’tr(X'X)"

olur. Yani, B vektorii genellikle g vektoriinden biiyiiktiir. Bu ise EKK metodunun

regresyon katsayilarinin mutlak degerce biiyiik tahminlerini {irettigi anlamina gelir.
Tam c¢oklu i¢ iliski varken, EKK metodunun model parametrelerinin k&tii bir

tahminini vermesi uydurulan (fitted) modelin kotii bir tahmin edici oldugu anlamina

gelmez. Eger 6n tahminler ¢oklu i¢ iliskinin yaklagik olarak gegerli oldugu X-

uzaymin bdlgesinde smurlt ise uydurulan model ¢ogu kez uygun on tahminler

p
tretecektir. Bunun sebebi, f; tahminleri kotii olsa bile Z B;X; lineer
i=1

kombinasyonunun gercekten iyi tahmin edilebilmesidir. Yani, eger orijinal veri (1.2)
ile taniml1 hiperdiizlemde tanimli ise model parametrelerinin yetersiz tahminlerine
ragmen sonraki (future) gozlemler, hiperdiizlemin yakinina diisse bile, ¢ogu kez tam

tahmin edilebilir.
1.4. Coziim Yontemleri

Coklu i¢ iliskiyi ortadan kaldirmak icin kullanilan metotlardan bazilar1 su
sekilde 6zetlenebilir:

1. Ek verinin toplanmasi: Farrar ve Glauber (1967) ve Silvey (1969) ¢oklu i¢
iliskiyi ortadan kaldiracak sekilde ek verinin toplanmasin1 6nermislerdir. Fakat bu,
modeldeki veya kitledeki kisitlamalardan dolay1 her zaman miimkiin olmayabilir.

(1.1) ile tanimladigimiz modelde ¢oklu ic¢ iliski varsa, X'Xq =0 olacak sekilde bir g
vektori vardir ve '/ tahmin edilemez. X'Xq =0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Xq=0 dir, X in her bir satir1 q ye ortogonal ise ¢oklu ig iligki problemi vardir. Bu

nedenle ( ye ortogonal olmayan yeni bir gozlem almamiz gerekir. Uygun
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segimlerden birisi, | bir sabit olmak iizere X,,, =Iq dir. Benzer bir yaklasim X'X

in Ozdegeri sifir degilken fakat cok kiigiikken de gecerlidir. X'X in bir kiigiik

0zdegeri A ve karsihk gelen 6zvektorii g olsun. Bu durumda X, =Ilq de y,,,

gdzlemini alabiliriz. Bdylece yeni model

R

veya VY.=X.f+e. olur. Buradan X.'X,=X'X+Xx_,X

q+1 q+l: X'X +|2qq' ve
X' X,.q=X"'Xq+1’q0'q=Aq+1’°qg=(A+1*)q dir. Yani g, X'. X, m I1*+21
0zdegerine karsilik gelen 6zvektordiir. Boylece q yoniinde yeni bir gozlem secgerek

belirsiz yondeki tahmin gelismis olur. Birden fazla ¢ok kiiciik 6zdeger olmasi
durumunda da bu durum gegerlidir.

2. Modelin yeniden belirlenmesi: Coklu i¢ iliskinin nedeni model se¢iminden
kaynaklanabilir, 6rnegin iliskili aciklayici degiskenlerin kullanilmas1 gibi. Bu
durumda ya agiklayict degiskenler yeniden tamimlanir ya da iliskili acgiklayici
degiskenlerin biri cikartilir. Fakat agiklayic1 degiskenlerin c¢ikartilmast modelin
etkinligini azaltabilir. Ciinkii Lipovetsky ve Conklin’in (2001) belirttigi gibi ¢oklu i¢
iligki olsa bile degiskenler birbirini tam olarak temsil etmeyebilirler. Agiklayici
degiskenlerin her biri uyumda (fitting) ve bagimli degiskenin yapisimi agiklamada
0zel bir role sahip olabilir.

3. Alternatif regresyon analizinin kullanilmasi: Regresyon analizinde asil
olarak regresyon katsayilari ile ilgileniyorsak EKK en ¢ok kullanilan yontemdir.

Bilindigi gibi (1.1) modeli i¢in EKK tahmin edici,
B=(X'X)"X"y (1.9)

dir. ,B tahmin edicisi rezidii kareler toplam1 minimum olacak sekilde bulunur:
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S(B)=(y=XB)(y = Xp).
S(f) nin B ya gore tiirevini aldigimiz da
X' Xpg=X"y (1.10)

normal denklemlerini buluruz. X tam kolon rankli, rank(X)=p, ise X'X tekil
degildir ve (1.10) un ¢6ziimii (1.9) ile verilen EKK tahmin edicidir.
,B nin bazi 6zelliklerini su sekilde verebiliriz:

1. Yansiz bir tahmin edicidir. E(e) =0 oldugundan

E(B)=E[X'X)" X'y|=E[X"X)" X' (X8 + )]
= B+ (X'X)'X'E(e)=23.

2. Gauss-Markov teoremi geregince £, £ nin tiim lineer yansiz tahmin edicileri

arasinda minimum varyansa sahiptir (BLUE):
Var(B) =Var[(X'X)" X'y|]=c? (X' X)". (1.11)

Gauss-Markov teoreminin en Onemli Ozelligi dagilimsal genellestirilebilirligidir.
(1.1) modeli i¢in hatalarin normal dagildig1 varsayimi da yapilirsa £ nin maksimum
olabilirlik (likelihood) tahmin edicisi yine (1.9) ile verilen ,B dir. Maksimum
olabilirlik tahmin edicisi £ nin yansiz tahmin edicileri igerisinde minimum varyansa
sahiptir.

o’ nin EKK tahmini ise dyledir.

e=y-XB=[I, - X(X'X)" X'y (1.12)
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olup (1.1) modeli g6z 6niinde bulundurulursa (1.12) yeniden
e=[1, = X(X'X) " X[ XB+e)=[I, - X(X'X)" X p=Me

seklinde yazilabilir. M =1 — X(X'X)™" X' simetrik, idempotent bir matris

oldugundan
€'é=e'Me (1.13)
dir. iz operatérii kullanilirsa ve (1.13) in beklenen degeri alinirsa

E(&'6) = E(e'Me) = E(tr(e' Me)) = E(tr(Mee")) = tr(ME (ee"))
—o’tr[l, - X (X' X)X |= o [tr(1,) ~tr(1,)]= 07 (n - p)

A A

bulunur. Sonug olarak E[ ¢e J= o’ oldugundan

4o _ 88 :ylln—X(x'X)-lx'Jy' (114)
n-p n-p
dir ve 6°, o? nin yansiz tahmin edicisidir.

I¢ iliski olmas1 durumunda en kiigiik kareler hala yansizdir fakat varyansi ¢ok
biiyliktiir. Bu nedenle, gercek degerinden uzaklasir. Bu problemi ortadan kaldirmak
icin Onerilen tahmin prosediirleri yanli tahmin edicilerin ortaya c¢ikmasina ve
bunlarin incelenmesine neden olmustur. Burada bu tahmin edicilerden bazilarina kisa
bir girig yapabiliriz.

Pek cok tahmin edici olmasi nedeniyle bunlarin karsilagtirmasi ile ilgileniriz.

Gauss 1809°da tahmin edicilerin se¢imi i¢in en uygun kriteri hata kareler ortalamasi

(HKO) olarak 6nermistir. # nin herhangi bir E tahmin edicisi icin HKO matrisi

10
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MMSE(B, 8) = E(B - B)(B - B)' (1.15)

olarak tanimlanir. ,E nin kovaryans matrisini Var(ﬁ) ile ve g ile E(ﬁ) arasindaki

farki Bias(f) ile gosterirsek (1.15)

MMSE( S, B) =Var(5) + Bias(3)Bias(3)' (1.16)

olur. ﬁ nin skaler HKO su, MMSE nin izi olarak tanimlanir:

SMSE(B, B)=E(f - ) (B - B) =trVar(p) + Bias(5) Bias(f).

SMSE(ﬁ, f) nin temel kriter olarak alinmasi MMSE(ﬁ, f) nin kosegen disi

elemanlarin1 g6z ardi etmemiz ve ( ,Ei — ;)7 lerin tamamni esit agirliklandirmamiz

anlamima gelir. Bu nedenle MMSE daha iyi bir kriterdir fakat hesaplanmasi daha

zordur.

11
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2. BAZI YANLI TAHMIN EDIiCIiLER
2.1. Ridge Tahmin Edici

Ridge regresyon X'X matrisinin kdsegen elemanlarina pozitif kiigiik k
degerleri ekleyerek kosul sayisini kiiciiltmeyi amaglar. Hoerl ve Kennard'in (1970)

onerdigi ridge tahmin edici,
AK)=(X'X +kI)"' X'y, k=0 (2.1)

dir. Ridge tahmin edici k yanlilik parametresine baglidir ve k nin se¢imi tahmin

edicinin performansini etkiler.
Hoerl ve Kennard (1970) ridge tahmin ediciyi su sekilde elde etmislerdir. B

herhangi bir tahmin edici olmak iizere B nin hata kareler toplama, ,3 nin optimallik

ozelligine gore,

S(B)=(y - XB)'(y - XB)
=(y=XB)(y = XB)+ (B~ B) X' X(B - P)
=S(f) +D(B)

olarak yazilabilir. Burada ( ,3 - ,E ) X' X( ,@ - ,E ), ,@ yerine ﬁ nin kullanilmasindan
dolay1 kaynaklanan yanliligin karesidir. X'X kotii kosullu iken ,3 ile S arasindaki

uzaklik artmaktadir. Bu nedenle ﬁ' E tahmin edicisinin uzakliginin karesini

minimum yapmak isteriz. Fakat minimumlastirma keyfi degildir. Rezidii kareler
toplaminin verilen belli bir seviyesi i¢in uzakligin karesini minimum yapmak isteriz
(ayn1 rezidii kareler toplamina sahip pek cok tahmin edici olabilir, fakat bunlar

icerisinden en kiiciik uzaklikli olan1 segmek istiyoruz). @, >0 hata kareler toplami

icin verilen bir sabit olsun. Bu durumda S(ﬁ)zS(,B)+<I)0 kosulunu saglayan

12
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tahmin edicilerin bir {B } kiimesi vardir. Bu kiime igerisinde en kii¢iik uzunluklu B

tahminini bulmak isteriz. Yani 1/k Lagrange ¢arpani olmak tizere
H N' P 1 [ P n ' ' P n ]
Min ﬂﬂ+E(ﬂ—ﬂ)X X(B-p)-D, (2.2)
ifadesini arastiririz. (2.2) nin ﬁ ve 1/k ya gore tiirevleri

~ 1 ~ .

ﬁ+E(X'X)(ﬂ—ﬁ)=0 (2.3)
ve

O, =(f~B)X'X(B~P) (2:4)
normal denklemlerini verir. Boylece (2.2) nin ¢6ziimii, (2.1) ile verilen ridge tahmin
edicidir. k yanlilik parametresi ise (2.4) esitligini saglayacak sekilde segilmelidir

(Rao ve Toutenburg, 1995).

Benzer sekilde r? sabit olmak iizere
- ~ ] ~ 1 N' ~ 2
Mﬁm{(y = XBY(y = XB)+- | B -1 ]}
ifadesi ile de (2.1) bulunabilir.

2.1.1. Ridge Tahmin Edicinin Baz1 Ozellikleri

1. ﬁ(k), yarigapi ,B(k) nin uzunlugu olan orijin merkezli kiire tlizerindeki rezidii

kareler toplamini minimum yapar.

2. Rezidii kareler toplam1 k nin artan bir fonksiyonudur.

3. k) Bk)< B B ve k > iken B(k) A(k)— 0 dur.

13
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4. A, 2...24,, X'X in Ozdegerleri olmak ilizere X'X +kl nm en biyik

p’
ozdegerinin en kiigik 6zdegere oram (A, + k)/(/lp + k) olup k nin azalan bir

fonksiyonudur. Bu oranin karekokiine X in kosul sayist denir (Judge ve ark., 1985).
5. Ridge tahmin edici k =0 i¢in EKK tahmin edicisini vermektedir. Ayrica ridge

tahmin edici EKK tahmin edicinin bir lineer doniisiimii olarak da yazilabilmektedir:
B)=(X"X +k)X'XA.

6. Hoerl ve Kennard (1970) ridge tahmin edicinin toplam varyansinin k nin stirekli,
monoton azalan bir fonksiyonu ve yanliligin karesinin k nin siirekli, monoton artan
bir fonksiyonu oldugunu gostermistir. Bu nedenle varyanstaki azalma yanliligin
karesindeki artigtan fazla oldugu siirece ridge tahmin edicinin iyi bir teknik oldugu

soylenebilir (Sekil 2.1). S, = X' X +klI olsun. Bu durumda

E(B(k) =S, X'XB
Bias(A(k), B) =—kS,' B
Var(B(k)) =c?S,' X' XS,

oldugundan ridge tahmin edicinin matris hata kareler ortalamasi
MMSE(B(K), 8) =S, (c* X' X + K’ 58")S, "

olur. 4,...,4,, X"'X in 6zdegerleri olmak tizere skaler hata kareler ortalamasi

SMSE(B(K), B) =tr(MMSE(A(K), B))
Ay (2.5)
=2

3 (/I+k2+k 2B (X' X +kl)? B

14
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veya

; 5 2 2,1 k
SMSE(A(K), ) =tr(MMSE(B(k), B) = >~ * )ﬂ

olarak elde edilir. (2.5) teki ilk terim toplam varyans, ikinci terim yanliligin karesi

toplamudir.

Yanhhgin karez

Varpans

f
k

Sekil 2.1. ﬁ(k) ve ,B nin SMSE sinin k ya baglh grafigi (Hoerl ve Kennard, 1970)

7. Sabit k igin ﬂl,‘/jm MMSE(,B(k), f) =0 oldugundan ﬁ(k) siirsiz riske sahip
degildir.
8. /}(k) nin HKO s1 ,3 dan daha iyi olacak sekilde her zaman bir k >0 vardir. Hoerl

ve Kennard (1970) karesel kayip fonksiyonu altinda 8. 6zelligin ger¢eklesmesi igin

bir yeter kosulu k <o / a olarak vermislerdir. Burada, o, (1.4) modeli ile

maks maks

verilen a=T'f nin en biiylik elemanidir. Theobald (1974) bu sonucu agirlikli
karesel kayip fonksiyonuna genisletmis ve yeter kosulu k <2c’ / p' P olarak
bulmustur.

(8) Ozelligi baz1 ridge tahmin edicilerin EKK’dan daha iyi oldugunun bir

gostergesidir. Fakat ﬁ(k) nin ,5’ tizerindeki Ustiinliigli sadece parametre uzaymnin

2

siirli bir bolgesinde gegerlidir ve bu bolge bilinmeyen £ ve o~ tahminlerine

15
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baglhdir. Sonug olarak pratik amagcla (8) 6zelligi kullanigsizdir. Fakat EKK’dan daha
iyi olacak sekilde bir k y1 veriye bagl olarak segmek miimkiindiir. Bu gibi bir
tahmin ediciyi yani farkli verilerde farkli K nin uygun oldugu tahmin ediciyi Judge

ve ark. (1985) “uyarlamac1 (adaptive) ridge tahmin edici* olarak adlandirmiglardar.
2.1.2. k Yanhhk Parametresinin Se¢cimi

Ridge regresyonda k mnin se¢imi igin pek ¢ok prosediir regresyon
katsayilarinin tahmininde 6nemli bir gelisme olacak sekilde Onerilir. k stokhastik
iken bunlardan bazilar1 su sekildedir:

1. Ridge Trace: Hoerl ve Kennard (1970), k nin se¢imi i¢in ridge trace metodunu

Onermigtir. Ridge trace k ya karsi ,B(k) nin elemanlarmin grafigidir. k arttikca

tahminler kii¢iiliir ve belli bir k degerinden sonra duragan (stable) olurlar. ,3 (k) nin

duragan oldugu en kiigiik k degeri uygun bir deger olarak alinir. Hoerl ve Kennard
(1970) 0<k <1 araligmm1 Onermislerdir. Fakat her veri i¢in bu aralik gegerli
olmayabilir (Vinod ve Ullah, 1981).

Ridge trace-in degiskenligi (instability) c¢oklu i¢ iliskiden kaynaklanan
aciklayici degiskenler arasi i¢ iligkiyi gosterir. Ornegin, Sekil 2.2 de zit yonde
hareket eden iki aciklayici degisken goriilmektedir. Bunun sebebi bu iki agiklayici
degisken arasindaki negatif iliskidir. Buradan da goriildigi gibi ridge trace-in

degisken oldugu bolge ¢oklu i¢ iliskiden etkilenmektedir.

Sekil 2.2. Negatif iligkili regresyon katsayilarinin ridge trace-i (Vinod ve
Ullah, 1981)

16
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Hoerl ve Kennard (1970) farkli birimlerdeki regresyon katsayilarini
karsilagtirabilmek amaciyla veriyi standartlagtirdiktan sonra ridge trace-i
grafiklendirmeyi 6nermistir.

2. Hoerl ve Kennard (1970) ridge tahmin edicinin EKK’dan daha kiiciik HKO ya

A2

sahip yanlilik parametresinin tahminini kAHK = olarak vermistir. Burada &

) maks »

@ maks
kanonik formda regresyon katsayisinin tahmininin maksimum degeridir.

3. Theobald (1974) her W igin E|(3(k)— YW (B(K) - B)|. E[B- AW (B-p)|

A2
dan daha kiigiik olacak sekildeki yanlilik parametresinin tahminini k; = 2AUA olarak

B'p

vermistir.

4. Hoerl, Kennard ve Baldwin (1975) ridge tahmin edicinin HKO degerini minimum

o’ ~ 6*
yapan Kk; =—- degerlerinin harmonik ortalamast K,,; =—— y1 Onermistir.
a; p'p
1

Simiilasyon ¢aligmasi1 yaparak IQHKB icin ridge tahmin edicinin EKK dan daha iyi

HKO ya sahip oldugunu gostermislerdir.

A2
5. Lawless ve Wang (1976) bayesian yaklagimla K, =% tahminini

vermislerdir. Monte Carlo simiilasyon caligmas1 yaparak IQ,_W icin ridge tahmin

edicinin IQHKB den ve EKK den daha iyi bir performans sergiledigini géstermislerdir.

6. McDonald ve Galarneau (1975) B'(k)B(k)= ' 8 — &tr(X' X)™" olacak sekildeki
k y1 segmeyi onermislerdir.

Hatanin normal dagildig1 varsayimi altinda, k stokhastik degil iken Rubio ve
Firinguetti (2002) IZHK , IQHKB , IQLW i¢in olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlarini

belirlemisler ve bu stokhastik yanlilik parametrelerinin olasilik  yogunluk

fonksiyonlarini bir 6rnek tlizerinde karsilastirmislardir.

2 2

igin olasilik yogunluk fonksiyonu 8, = — 5

o

~ O
k. =

: - olmak tizere

2

@

17
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e—é’i/z(n_ p)(n—p)/z (l/ﬂi)(”—p*'l)ﬂ (l/k‘i)3/2
B12,(1- P)/2) ((n— p)/A + 1K)

5 o./2k | r(n-p+1/2+ Hra/2)
(n—p)/ A +1/k. | T(1+ DI p+ 120 +1)/2)

f(lzi):

=0

seklindedir. Dagilim fonksiyonu ise B, (a,b)= j t*'(1-t)*"'dt eksik (incomplete)
0

——  olmak tizere
X;(N—p)+ 4

beta fonksiyonu ve r, =

. j -0./2
F(Xi)=1—z (6;/2)'e

~ j1B(1/2+ j,(n— p)/2) B, (j+1)/2,(n-p)/2)

dir.

A~

K. icin olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlar: ise sirasiyla asagidaki

gibidir. A, |Ci|=|l—A/hi|<1 i=1,...,p olacak sekilde bir say1 ve h,

M, = X(X'X)? X" in kdsegen elemani olmak iizere |2HKB >0 icin

- C(i+n/2)3, [0 p)/p]" ™ Kige
HKB) Z

FOT((n— p)/2)T(p/2+ AP [(n — D)Ko /P + 1/A]"”"/2>

ve A, = A" ((p/(n - PNA) " ve r = [(n— p)/p]AX olmak iizere

0 ia T(j+(/2)B, (n-p)/2, j +(p/2)

, X>0
i=0 I((n=p)/2T((p/2) + ))

dir.

18



2. BAZI YANLI TAHMIN EDICILER Mahmude Revan OZKALE

A

kK, icin ise olasilik yogunluk ve dagilim fonksiyonlar ise sirastyla asagidaki

gibidir. € = ﬁ" X! X,[i / o’ olmak iizere

e—e/z D p/2 (n _ p)(n—p)/z KLW ((n-p)/2)-1
B(p/2,(n=p)/2) (K, (n=p)+p)"?

«( po2 ) T2+ hrp2)
Ky (= p)+p) TC(i+DOM/2)0(p/2+ j)

f(lsz):

X

j=0

ve y=p/[(n—p)x+p] ile B, (p/2+ j,(n—p)/2) eksik beta fonksiyonu olmak

lzere
) (9/2)ie—6’/2 F(ﬂ/2+ J) |
F(x)=1- B 24 i p)/2
(X) JZ(; T(j+1) T(p/2+ )HT(p/2+ HL((n - p)/2) ,(p/2+],(n=p)/2)
seklindedir.

2.2. Genellestirilmis Ridge Tahmin Edici

Hoerl ve Kennard (1970) genellestirilmis ridge tahmin ediciyi K =diag(k,),

k; >0 olmak iizere
BEK)=(X'X +K)"' X'y

olarak tamimlamigtir. Tiim K; degerleri esit iken (2.1) ile verilen ridge tahmin edici

elde edilir. «; kanonik formda regresyon katsayilarinin tahmini olmak {izere

02
ki =—2
a;

i=L...,p genellestirilmis ridge tahmin edicinin HKO degerini minimum
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yapar. Hoerl ve Kennard (1970), k; degerlerinin ardisik se¢im yontemini vermistir.

k; nin ilk tahmini i¢in EKK ile baslanir:

k! kullamlarak K = diag(klo,...,kg) olmak {lizere baslangic genellestirilmis ridge

tahmin edici (&, ) hesaplanir ve bunun yardimiyla bir sonraki k; degeri bulunur:

Bu sekilde duragan parametre tahminleri elde edilene kadar iterasyona devam edilir.
Duraganligin bir dl¢iisii olarak regresyon katsayilarinin tahminlerinin uzunluklarinin
karesi kullanilir. Eger i—1 den i adimma gegerken parametre tahminlerinin
boylarmin karesinde herhangi bir degisiklik olmuyorsa iterasyon sonlandirilir. Aksi
halde devam edilir.

Genellestirilmis ridge tahmin edicide farkli k; degerleri oldugundan k; lerin

secimi i¢in ridge trace kullanilamaz.

2.3. Temel Bilesenler Tahmin Edici

Coklu i¢ iliskiyi gidermek i¢in ileri siiriilen yanli tahmin edicilerden birisi de
temel bilesenler tahmin edicidir. Ilk olarak Hotelling (1933) tarafindan ele alinnmustir.
Bu metotta, korelasyon matrisinin temel bilesenleri olarak adlandirilan yapay
(artificial) degiskenlerin bir kiimesi lizerinde EKK tahmini uygulanir. Varyansta

onemli bir azalma olacak sekilde temel bilesenlerin belli bir sayisi atilir.
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(1.4) ile verilen modeli ele alalim. Bu model i¢in Z = XT ve a=T'/f olarak

verilmisti. X;, X in j-inci kolonu ve t;;, T nin i-inci kolonunun elemanlari olmak

i

tizere Z = XT den dolay1 Z nin I-inci kolonu

Z, =3, 2.6)

j=1

dir. Agiklayict degiskenlerin ortogonal kiimesi olan Z nin kolonlarina,
Z=|z,,...,Z,], temel bilesenler denir. Z,'Z, =t'; (X' X)t, =4, oldugundan X'X
in A, 0zdegeri Z, temel bilesenindeki degisimi dlger. A, =0 ise Z, temel bileseni
model iizerinde kiiciik bir etkiye sahiptir. A, lerin tamamu bir ise (1.5) ten dolay1
aciklayict degiskenler ortogonal olur fakat X matrisi kotii kosullu iken
Ozdegerlerden bazilar1 ¢ok kiiciik olacaktir. Genelligi kaybetmeksizin 4,,, =0,...,

A, =0 olsun. Bu durumda (2.6) dan dolay: Z Z, ler yaklagik olarak sabittir.

r+19°° s
Dolayisiyla modelden atilabilirler. Bu, grafiksel olarak p=2 igin Sekil 2.3 ile

aciklanabilir.

Z1

wl

£2

Sekil 2.3. p=2 i¢in temel bilesenler (Myers, 1990)

X, ve X, nin bagimli oldugu bir veriyi ele alalim. Sekil 2.3 ten dolay1 A4, biytik, 4,

kiigiik 6zdegerdir. @, nin varyansi, kanonik form igin (1.11) den dolay1, o*(1/4,)
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dir. Dolayisiyla Z, yoniindeki kiigiik degisimin nedeni ¢, nin biiyiik varyansa sahip
olmasidir. Verideki degiskenligin ¢ogu Z, ekseni yoniindedir. Bu nedenle biiytik 4,,
Var(¢,) in X, ve X, deki bagimliliktan etkilenmemesine neden olmustur. Sekil 2.3
ten de goriildiigii gibi veri Z, yoniindedir ve Z, temel bileseni model iizerinde bir

etkiye sahip degildir. Bu nedenle modelden atilabilir.
(1.4) modeli i¢in

A= ' 0 A o= ' (04 1
= L IXr = :rxX
0 A _r ’ ' ’ a,_. »oT ’

p p

z=(z,,2,,), 2, :mxr, T=(T,,T, ), T, : pxr
pargalanislarini yapalim. Bu durumda (1.4) modelini

y=2Z.a, +Z, ,a, +e

formunda yazabiliriz. Coklu i¢ iliskinin olmasi durumunda Z, «, , modelden

r

atilmalidir. Bunun anlami a,., tahmini i¢in a?p_r =0 m kullanilmas1 demektir. Tlk r

katsay1 ise EKK ile tahmin edilir, &, =A'Z', y. f=Ta oldugundan S nin tahmin
. a
edicisi  focg = (Tr,Tpr{ Of]:Trdr =T.A'Z'.y olur. Z=TX oldugundan

Z' =T' X" olur, X'X=TAT'=T AT +T, A, T , ve T ortonormal

Ozvektorleri icerdiginden ﬁ (1.9) ile verilen EKK tahmin edici olmak {izere temel

bilesenler tahmin edicisi
BPCR :TrA;lT'r X'y:TrT'r ﬁ (27)

dir.
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Temel bilesenlerin atilmasi regresyon katsayilarinin varyansinda bir azalmaya

neden olacaktir.

Var(BPCR ) =0 TAT,
%~

Var(B) = o> (X' X) " = o T, AT +0°T, A T',

oldugundan temel bilesenler ile EKK nin varyans-kovaryans matrisleri arasindaki

fark T, A, T' . dir. Bu matrisin kosegen elemanlari atilan temel bilesenlere

karsilik gelen Ozdegerlerin terslerinin agirlikli toplamidir. Sonug¢ olarak, kiigiik
O0zdegerlere karsilik gelen temel bilesenler atilirsa varyansta 6nemli bir azalma olur.

Temel bilesenler tahmin edicisi ¢, , =0 alinarak elde edildi. Dolayisiyla
T',. #=0 kisitlamasi altinda (1.1) modelinin kisith EKK tahmin edicisinin

bulunmasi ile de (2.7) elde edilebilir.
2.4. Kisith En Kiiciik Kareler Tahmin Edicisi

X matrisinin tam kolon rankli olmadig1 yani modelin ¢oklu i¢ iliskili oldugu

(1.1) modeli i¢in A nin tahmin problemini ele alalm. rank(X)=p—-J olsun. g

tizerinde J lineer kisitlamanin oldugunu varsayalim:
RE=r (2.8)

burada r Jxl tipinde verilen bir vektéor, R Jxp tipinde J rankli bilinen bir
. X
matristir. Ayrica rank(R) = p oldugunu varsayalim. Bu durumda (2.8) kisitlamasi

verilmisken (1.1) modelindeki £ nin tahmini ile ilgileniriz.
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EKK tahmin edicinin elde edilmesine benzer mantikla RS =r kisitlamasi

altinda hata kareler toplamini minimum yapmak isteriz. Yani A Lagrange carpani

olmak lizere
S(B,A)=(y = Xp)'(y—Xp)=24'(RE —T)
yi minimum yapmak isteriz. S(f, 1) nin S ve A ya gore tiirevlerini aldigimiz da

X'XB—X'y—R'A=0 (2.9)
RB-r=0 (2.10)

normal denklemlerini elde ederiz. (2.9) ve (2.10) denklemlerinin ¢oziilmesi ile ﬁ . ile

verilen kisitli en kiigiik kareler tahmin edicisi elde edilir:

B =B - (X" X)"RRX"X)'R]"(RE-T). @2.11)

(2.11) den de goriildiigii gibi kisith EKK tahmin edicisi, EKK tahmin edicisi ile (2.8)
kisitlamasini tam olarak saglayacak sekildeki bir diizeltme teriminin toplami olarak

yazilmaktadir:
RB, =RB-RX"X)'RRX'X)"'R]"(RE-1)=r.
Rp =r kisitlamasi dogru iken ﬁr tahmin edicisi yansizdir aksi halde yanlhdir:

E(B)=B-(X"X)"R[RX"X)'R]'(RB-1).

Yanli olmasina ragmen kisitlama koyulmasinin sebebi varyansi kiiciiltmektir.
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Var(,)=c>(X'X)" o (X' X) ' RIR(X'X) "R 'R(X'X)""
olup (1.11) den dolay1
Var(B)-Var(8,)=o>(X'X)'R[R(X'X) 'R 'R(X'X)"! 2.12)

olmaktadir. (2.12) esitliginin sagindaki ifade negatif olmayan tanimli (non-negative
definite) bir matris oldugundan lineer kisitlamalarin kullanilmasi varyansta azalmaya

neden olmustur diyebiliriz.

A

B, nin yansizhgimi H, :RA =r hipotezini test ederek inceleyebiliriz. H,
hipotezi dogru ise ﬁr yansizdir. H, hipotezi icin test istatistigi ise (1.1) modeli i¢in

e ~N(0,5°1) varsayimi altinda

w_n=Pp (RB-1)[RX'X)'R]'(RE-1)
J y'(I=X(X'X) " X"y

dir.
2.5. Modified Ridge Tahmin Edici

Swindel (1976) ridge tahmin edici ile 6n (prior) bilgiyi birlestirerek modified

ridge tahmin ediciyi onermistir:

Bk, by=(X"X +k)(X'y+kb), k>0 (2.13)

burada b, p boyutlu stokhastik olmayan bir vektor olup f tizerindeki 6n bilgiyi

oy

temsil edecek sekilde secilmelidir. F(k,b) nin bazi 6zelliklerini ise su sekilde

vermistir:
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1) ,5’ (k,b), ayn1 rezidii kareler toplamina sahip £ nin tahmin ediciler sinifi igerisinde
b ye en yakin olandir. Yani (y — Xﬁ)'(y - Xﬁ) =C olacak sekilde (ﬁ —-b)' (,E -hb)

yi minimum yapmak isteriz. 1/k Lagrange ¢arpani olmak iizere
L 1 < ~
¥, = (B-b) (B -0+ [y = XBY (y - XB) ]

nin ﬁ ya gore tlirevini alip sifira esitlersek (2.13) ile verilen ,5’(k, b) yi elde ederiz.
i) ﬁ(k,b), b ye esit uzakliktaki £ nin tahmin ediciler sinifi igerisinde en kii¢iik
rezidii kareler toplamna sahiptir. Yani A(k,b), ( ,5 —b)'( B —b)=c olacak sekilde

(y- XE )'(y — X,E) y1 minimum yapan ﬁ tahmin edicisidir.
W, = (y - XB)'(y - XB) + k|(B ~b) (B ~b) ~c]

nin B ya gore tlirevini alip sifira esitlersek (2.13) ile verilen ﬂ(k, b) y1 elde ederiz.

iii) 4(0,b)=f dir ve Lim Bk,b)=b oldugundan k arttikca S(k,b), B dan b ye

bir egri ¢izer. Bu egri rezidii kareler toplaminda kiigiik bir atis oldugunda ﬁ (k,b) nin
b ye olan uzakliginda biiyiik bir azalma olacak sekilde tek tiirlii belirlenir.

Swindel (1976) ,6A’(k,b) nin EKK dan daha kiiciik HKO ya sahip olacak
sekilde bir k nin varligin1 gostermistir. Ayrica b, ,3 dan bagimsiz bir rasgele vektor

iken de boyle bir k nin var oldugunu ispatlamistir. b, ,B dan bagimsiz degilse boyle

bir K nin varlig1 ise garanti degildir.

26



2. BAZI YANLI TAHMIN EDICILER Mahmude Revan OZKALE

2.6. Yansiz Ridge Tahmin Edici

Crouse, Jin ve Hanumara (1995) EKK ile 6n bilginin konveks kombinasyonu
olarak yansiz ridge tahmin ediciyi k >0 i¢in J, J ~ N( ,B,"TZI) dagilimina sahip bir

rasgele vektor olmak tizere
Bk, =(X'X +kD)(X'y +kJ) (2.14)

olarak onermistir. k yanlilik parametresinin bilinmemesi durumunda (2.14) pratikte

kullanigsizdir. Crouse, Jin ve Hanumara (1995) k yanlilik parametresinin bir

e e ) . . 2 . . e e .
tahminini ise o, (1.14) ile verilen o~ nin yansiz tahmin edicisi olmak {izere

pé*

K. = (B-3)(B-3)=6r(X'X)™
cjh p6-2

(B-3)(B-9)

L (B-0)(B-3)-&tr(X'X)" >0
(2.15)
, aksi halde

olarak vermislerdir ve chh nin Hoerl, Kennard ve Baldwin’in (1975) o6nerdigi

A2
Kiiks =% nin genel hali oldugunu belirtmislerdir. Hoerl ve Kennard’in (1981)

tirettigi veriyi kullanarak ve simiilasyon yaparak yansiz ridge tahmin edicinin ridge

ve EKK tahmin edicilerden daha kii¢ciik HKO ya sahip oldugunu gostermisler.
2.7. Kisith Ridge Tahmin Edici

Sarkar (1992) ridge tahmin edici ile kisith EKK tahmin edicilerini

birlestirerek

LK) =Wa,, W=(I, +k(X"X)™")™", k>0 (2.16)
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ile verilen kisithi ridge tahmin ediciyi tanimlamistir. Burada ,Br (2.11) ile verilen
kisith EKK tahmin edicidir ve (2.8) ile verilen kisitlamalar gegerlidir. A" (k) nm

baz1 dzellikleri ise 4" (0) = f3, Lim " (k) =0 ve

E(B" (k) =WB+W (X' X) 'R [R(X'X)"' R (r =RA) 2.17)

seklindedir. (2.17) dikkate alinirsa k=0 ve R =r olmadig: siirece kisith ridge

tahmin edici yanli bir tahmin edicidir. Sarkar (1992) kisitlamalar hem tam olarak
saglaniyor iken hem de saglanmiyorken HKO anlaminda kisitli ridge tahmin edicinin

ridge ve kisith EKK dan iyi olmasi i¢in gerekli kosullar1 vermistir.

Gross (2003) S (k) nin y nin her sonucu i¢in RA (k) =r kisitlamasini
saglamadigini ve bu nedenle R =r kisitlamasina gore bir kisitl ridge tahmin edici
olmadigini belirtmistir. Dolayistyla S°(K), RA=r esitligi ile iiretilen alt uzaymn
disinda degerler alabilir. Bu diisiinceler Gross’un (2003) £ i¢in yeni bir ridge-tipi

tahmin edici vermesine neden olmugtur. Bu tahmin ediciyi S, = X'X +kI,

B, =R'(RR")'r ve ,B(k,ﬂo):Sk‘I(X'y+ kR'(RR')'r) olmak iizere

£ = Bk, ) - S RIRSTRT (RA(K, )~ 7), k=0 (2.18)

olarak vermis ve kisith ridge tahmin edici olarak adlandirmistir. Burada B(k, Bo),
(2.13) ile verilen modified ridge tahmin edicide b= g, alinarak elde edilmistir.
Ik_im ﬁr(k):,b’o ve IEIr(r; ,Br(k):ﬁr oldugundan k arttik¢a ,Br(k), ,Br den g, abir

egri ¢izmektedir. Gross (2003) onerdigi kisith ridge tahmin edicinin kisithh EKK

tahmin ediciden matris HKO anlaminda {istiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar

vermigtir. Ayrica Q=1 ~R'(RR")'R olmak iizere QX'XQ=Q iken ,Br(k) yi
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(p=3)0”
#QB

minimum yapan K degerini olarak bulmustur. QX'XQ=0Q

(y - XB,)(y - XB,)
n-(p-J)

o . . . e e e e A2 .
saglanmasa bile k nin bir tahmin edicisini &, = olmak iizere

1\ A2
k‘:(p ‘])O-r

— (2.19)
B QB,

olarak 6nermistir. Herhangi bir kisitlama yoksa (2.19) Hoerl, Kennard ve Baldwin’in

A2

(1975) nerdigi K, :ZL[)’ ye esit olmaktadir. Gross (2003), (2.19) da A", QB

yerine ,Br (k)’Qﬁr(k) alarak K nm iteratif yontemle belirlenmesini de 6nermistir.

2.8. r —k Simif Tahmin Edici

Lineer regresyon modelinde coklu i¢ iligki problemi ve onun istatistiksel
sonugclar iizerindeki etkisi ¢ok iyi bilinmektedir. Bu problemi ortadan kaldirmak i¢in
farkli ¢caligsmalar Onerilmistir. Baye ve Parker (1984) ridge ve temel bilesenler tahmin
edicilerini birlestirerek r—k sinif tahmin ediciyi 6nermistir. 4, i=1...,p X'X
matrisinin 6zdegerleri olmak flizere A = diag(/ll,/lz,...,/lp) ve T= [tl,tz,...,th
T'X'XT = A olacak sekilde ortogonal bir matris olsun. Ayrica T, = [tl,tz,...,tr],
r<pverT,, =[tr+1,tr+2,...,th srrastyla T.'X'XT, = A, =diag(4,,4,,...,4,) ve

T, X'XT,, =A,, =diag(ﬂr+l,/1r+2,...,/1p) olacak sekilde matrisler olsun. Bu

durumda r —k sinif tahmin edici
B (K)=T (T, X'XT, +kI,)'T.'X"'y, k=0 (2.20)

olarak tanimlanmigtir. Baye ve Parker (1984) bu tahmin edicinin EKK, temel

bilesenler ve ridge tahmin edicilerin genel hali oldugunu belirtmislerdir:
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oy

£,(0)=4=(X"X)"X'y EKK tahmin edicisi,

£.(0)=p4, =T,(T,'X'XT,)'T,'X"y temel bilesenler tahmin edicisi,

B, ()= B(k)=(X"X +ki )] X'y ridge tahmin edici.
Baye ve Parker (1984) skaler HKO anlaminda r —k sinif tahmin edicinin temel
bilesenler tahmin ediciden iyi oldugunu gostermistir. Nomura ve Ohkubo (1985)
r —k simif tahmin ediciyi EKK ve ridge tahmin ediciler ile skaler HKO anlaminda

karsilagtirmistir. Sarkar (1996) ise r —k smif tahmin ediciyi EKK, ridge ve temel

bilesenler tahmin ediciler ile matris HKO anlaminda karsilagtirmistir.
2.9. Liu Tahmin Edici

Coklu ig iligki olmast durumunda EKK nin olumsuz yanlar1 bilinmektedir. Bu
olumsuzluklar1 gidermek icin pek c¢ok tahmin edici Onerilmistir. Ridge ve Stein
( ﬁ’s = Cﬁ’ , 0 <c<1) tahmin ediciler bunlardan ikisidir. Fakat her iki tahmin edicinin
de olumsuz yanlar1 vardir.

,B(k), k nin karmasik bir fonksiyonudur. Bu nedenle k nin se¢imi igin
Onerilen metotlarda karmasik denklemlerle karsilasabiliriz. Ridge tahmin metodu
X'X matrisinin aksine X'X +kl, k>0 matrisine bagli oldugundan EKK deki
zorluklar 6nlenmis olunur. X'X + Kl nin kosul sayis1 kK nin azalan bir fonksiyonu
oldugundan yeteri kadar biiyiik k igin X'X + Kkl nin kosul sayis1 kii¢iik seviyeye
distiriilebilir. Fakat uygulamada k nin kiigiik olmasi 6nerilir. Bu nedenle X'X + Kl
nin kosul sayisini kiigiiltebilecek bir k bulunamayabilir. Bu durumda, ridge
regresyon hala duragan degildir. k yanlilik parametresinin farkli se¢cim yontemleri
vardir ve se¢imi analizciye baglidir. k nin nasil segilecegi ile ilgili bir uzlagmanin
olmamasindan dolay1 ¢oklu i¢ iliski olmas1 durumunda yeni metotlar arastirilmistir.

Stein tahmin edicinin avantaji C nin bir lineer fonksiyonu olmasidir. Fakat

Y

B, nin her elemaninin biiziilmesi aynidir. Bu da uygulamada 1yi sonug¢ vermez.

Iki tahmin edicinin kombinasyonunun bu iki tahmin edicinin avantajlarini

birlestirecegi diisiincesi Liu’yu (1993) yeni bir tahmin edici 6nermeye sevk etmistir.
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Coklu i¢ iligki problemini ortadan kaldirmak i¢in Liu (1993), Stein (1956) tahmin

edici ile ridge tahmin ediciyi birlestirmis ve
By =(X'X +1)'(X'y+dB), 0<d<1 2.21)

tahmin edicisini 6nermistir. Bu tahmin edici Akdeniz ve Kaciranlar (1995) ve Gruber
(1998) tarafindan Liu tahmin edici olarak adlandirilmus. ,@d nin ,5’ (k) tizerindeki

avantaji d nin bir lineer fonksiyonu olmasidir. Dolayisiyla d nin se¢gimi K nin

seciminden daha kolaydir.

12

(2.1) ile verilen ridge tahmin edici (1.1) modeline 0=k’ +¢' esitliginin

ilave edilip EKK yénteminin kullanilmasi ile elde edilebilir. k biiyiidiikge k"? ile 0
arasindaki uzaklik artar, boylece ridge tahmin edicinin yanlilig1 da artar. Bu problemi
ortadan kaldirmak igin (1.1) modeline d ,5’ = +¢' esitliginin ilave edilip EKK
yonteminin kullanilmasi ile (2.21) ile verilen Liu tahmin edici elde edilir.

Liu tahmin edicinin bazi1 6zellikleri ise su sekildedir:

1. d=1 iken ,bA’d = ,5’ dir. Ayrica Liu tahmin edici EKK tahmin edicinin bir lineer
doniisiimii olarak da yazilabilmektedir: £, = (X'X + )™'(X'X +dI)23.

2. || <[] ar

3. E(,Bd Y=(X'X + 1) (X' X +dl)A olup yanl bir tahmin edicidir.

4. ﬁd nin HKO s1 ,5’ dan daha iyi olacak sekilde bir 0 <d <1 vardir.

5. (1.4) modeli i¢in

)2

. > (4 +d
SMSE(2, ,ﬂ)=022%+(d -1)?)

(4, +1)°

2
P a
=1 i

dir ve Liu (1993) SMSE(,@d,,B) yi minimum yapan d yanlilik parametresinin

tahminini
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Ay =1- 67 Zp: 1 Zp: & (2.22)
" oA+ T+’

olarak vermistir.
2.10. r —d Simf Tahmin Edici

r —k smif tahmin ediciye alternatif olarak, Kagiranlar ve Sakallioglu (2001)
Liu ve temel bilesenler tahmin edicileri birlestirerek r—d smif tahmin ediciyi

Oonermislerdir:
B, (d)=T,(T, X XT, +1, ) (T, X'y +dT,'3,), 0<d<1. (2.23)

r—d smif tahmin edici de EKK, temel bilesenler ve Liu tahmin edicilerin genel
halidir:

A

B, (1) = ﬁ = (X 'X )_l X'y EKK tahmin edicisi,

B.()=p4 =T (T.'X'XT.)'T.'X'y temel bilesenler tahmin edicisi,

A

Bo(d)=4, =(X'X +1, )" (X'X +dI,)3 Liu tahmin edicidir.
Kagiranlar ve Sakallioglu (2001) bu yeni tahmin ediciyi EKK, temel bilesenler ve

Liu tahmin edicilerle skaler HKO anlaminda karsilagtirmiglardir.
2.11. Liu-Tipi Tahmin Edici

Kosul sayist ¢oklu ig¢ iligkiyi belirleme yontemlerinden birisidir. X'X kotii
kosullu iken X'X in kosul sayis1 biiylik olacaktir. Ridge regresyonda X'X in
kosegen elemanlarina pozitif kiiciik Kk sabitleri eklenerek X'X in kosul sayisi
kiigtltilmeye caligilir. Fakat X'X + Kkl nin kosul sayisi k nin azalan bir
fonksiyonudur, dolayisiyla uygulamada X'X +KkI nmn kosul sayisimi kiigiiltecek

sekilde yeterince biiylik bir k segilmelidir. Fakat uygulamada k nin kii¢iik olmasi
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onerilir, bu durumda ise X'X +kl kot kosullu olup ridge regresyon duragan
degildir.

0=k"?p+e esitliginin kullanilmas ile ridge tahmin edicinin elde edildigini
Bolim 2.9 da belirtmistik. Liu (2003), kotii kosulluluk problemini ortadan kaldirmak
igin (1.1) modeline (—d/k")B=k" g +e' esitligini ilave edip EKK tahmin

yontemini kullanarak E , f nin herhangi bir tahmin edicisi olmak tizere
Pra=(X' X +kD)(X'y=df), k>0, —o<d <o (2.24)

tahmin edicisini Onermistir. k yanlilik parametresi X'X + k|l nin kosul sayisini
uygun bir seviyeye diisiirmek i¢in kullanilir, d yanlilik parametresi ise tahmin

edicinin istatistiksel 6zelliklerini gelistirmek i¢in kullanilir.

Liu (2003) ﬁ yerine EKK ve ridge tahmin edicilerini almis ve her iki
durumda da ,Bk’d nin ridge tahmin ediciden daha iyi HKO ya sahip olacak sekilde k

ve d tahminlerini vermistir.

2. Boliimde ele aldigimiz tahmin edicileri homojen lineer tahmin ediciler ve
heterojen lineer tahmin ediciler olarak iki farkli simifa koyabiliriz. C,, pxn tipinde
bir matris olmak iizere E =C,y formundaki tahmin edicilere homojen lineer tahmin
ediciler denir. Ridge, temel bilesenler, r —k smif, Liu ve r —d sinif tahmin ediciler
bu smifa girmektedir. C,;, pxn tipinde bir matris ve C,, pXl tipinde bir vektor
olmak {izere E =C,y+c, formundaki tahmin edicilere heterojen lineer tahmin
ediciler denir. Kisith EKK, modified ridge, yansiz ridge ve kisith ridge tahmin
ediciler ise bu sinifa girmektedir. (2.24) ile verilen Liu-tipi tahmin edici ise ,E nin

durumuna gore her iki siifa da girebilir.
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3. BAZI YANLI TAHMIN EDiCILERIN KARSILASTIRILMASI

Istatistik¢iler EKK ile yanli tahmin edici veya iki yanli tahmin edicinin se¢imi

ile ilgilenirler. Gauss ise tahmin edicilerin se¢imi i¢in en iyi kriteri HKO olarak
belirlemistir. £ nin herhangi bir ,E tahmin edicisi icin HKO matrisi (1.15) ile
verilmistir. Var( ﬁ) ve Bias( ﬁ ) terimleri cinsinden ise (1.16) ile ifade edilmistir.

,El ve ,52, f nm  herhangi iki tahmin edicisi  olsun.

MMSE(,EI,,B)—MMSE(ﬁz,,B) farki negatif olmayan tanimli bir matris ise Ez

tahmin edicisi ,51 tahmin edicisinden matris HKO anlaminda iyidir denir.
Bir tahmin edicinin 1yiligi ile ilgili bir diger kriter ise genellestirilmis HKO
dir. B negatif olmayan tanimli bir matris olmak iizere ,E tahmin edicisinin

genellestirilmis HKO su
GMSE(B, #)=E(B - pYB(B - )

olarak tanimlanir. B=1 olmasi durumunda GMSE(,E,ﬂ), SMSE(ﬁ,ﬂ) ye

doniisiir:
SMSE(B, B)=E(B - B) (B - B). (3.1)

Iz operatériiniin uygulanmasi ile SMSE(E , ) =tr(MMSE(ﬁ ,)) elde ederiz
(Bolim 1). MMSE(S,, 8) — MMSE(f3,, ) negatif olmayan tammli bir matris ise
SMSE(f,, B) > SMSE(f3,, 8) dir. Fakat tersi genellikle dogru degildir. Ayrica
Theobald’a (1974) gore GMSE(ﬁl,ﬂ) >GMSE(,EZ,ﬁ) olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul MMSE( El , ) — MMSE( ,52, f) matrisinin negatif olmayan tanimli bir matris

olmasidir. Bu nedenle, matris HKO kriteri skaler HKO ve genellestirilmis HKO
kriterlerinden daha iyi bir kriterdir (Toutenburg, 1982; Rao ve Toutenburg, 1995).
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Ayrica, skaler HKO nin temel kriter olarak se¢ilmesi demek matris HKO nin
kosegen dis1 elemanlarinin goz ardi edilmesi demek anlamina gelir. Sonug olarak, iki
tahmin edicinin matris HKO anlaminda karsilastirilmasi daha uygun bir kriterdir.
Fakat matris HKO nun uygulanmasi zordur bu nedenle bazi durumlarda diger iki
kriter uygulanir.

Boliim 2 de ele aldigimiz tahmin ediciler arasindaki bazi karsilastirmalar pek
¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Bunlardan bazilarini burada vermemiz
yararli olacaktir. Hoerl ve Kennard (1970) ridge ile EKK tahmin edicilerini skaler
HKO anlaminda karsilastirmis, ridge tahmin edicinin EKK dan daha iyi olacak
sekilde bir k >0 m var oldugunu gérmiistiir. Matris HKO kriterine gore ridge tahmin
edicinin EKK dan iyi olacak sekildeki gerek ve yeter kosulun k <20 / £' [ oldugu
pek ¢ok kaynaktan goriilebilir (6rnegin, Rao ve Toutenburg, 1995; Theobald, 1974).
Swindel (1976) modified ridge ile EKK tahmin edicilerini matris HKO kriterine
gore, Pliskin (1987) modified ridge ile ridge tahmin edicilerini matris HKO kriterine
gore, Baye ve Parker (1984) r —k smif ile temel bilesenler tahmin edicilerini skaler
HKO kriterine goére, Nomura ve Ohkubo (1985) r —k smif ile ridge ve EKK tahmin
edicilerini skaler HKO kriterine gore, Sarkar (1996) r —k simif ile EKK, ridge ve
temel bilesenleri matris HKO kriterine gore, Sarkar (1992) kisith ridge ile kisith
EKK ve ridge tahmin edicileri skaler HKO kriterine gore karsilagtirmistir. Yapilan

bu caligmalara paralel olarak bazi yeni karsilagtirmalar yapilacaktir.

3.1. r —d Simif Tahmin Edicinin Matris HKO Kriterine Gore Baz1 Tahmin
Ediciler Uzerindeki Ustiinliigii

Kagiranlar ve Sakallioglu (2001) r—d smif tahmin ediciyi EKK, temel
bilesenler ve Liu tahmin edicilerle skaler HKO anlaminda karsilastirmislardir. Fakat,
bu karsilastirmalart matris HKO kriterine gére yapmamislardir. Bu nedenle burada
r—d smif tahmin edici EKK, Liu ve temel bilesenler ile matris HKO kriterine gore

karsilastirilacaktir.
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(1.1) modeli ve (2.23) ile verilen r —d smif tahmin ediciyi ele alalim. Bu

durumda S,(d)=A, +dl, olmak ilizere
Var(B,(d))=c’T.S, (1) 'AT'S, (d)A, S, (d)AT'S, ()T,
dir. E(B.(d)=T,S, ()" A}'S, (d)A,T', B ve
TS M'AT —1,=T" T, -T.S,O)'T" =1, =T, T +T,S,)"'T",)
esitliklerini kullanirsak
Bias(4, (d)) = [d - TS, ()" T", T, T' . |
elde ederiz. Bdylece ,Br (d) i¢in matris HKO

MMSE(B, (), 8) = 0°T,S, (1) A,'S, (A, S, ()A,'S, ()T,
+ld-vT,s, 01,1, T, I8 (3.2)
X ﬂ'[(d _I)Trsr(l)ilT'r_Tp—rT'p—r]

seklinde olur.

3.1.1. r —d Sumif Tahmin Edici ile EKK Tahmin Edicinin Matris HKO

Kriterine Gore Karsilastirilmasi

Teorem 3.1 : r —d smif tahmin edicinin EKK tahmin ediciden iistiin olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul

BT, (A-d)a-d), +A=dHA'T, g+ BT, A, T, f<c?
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olmasidir.

ispat : EKK i¢in S=X'X olmak iizere MMSE(S,8)=0c2S™" dir. Eger

0 A

p-r

A, O
A :( J ve T = (Tr ,Tp_r) yazarsak

ST =TAT'=T,AT 4T, AT . (3.3)
elde ederiz. (3.3) i kullanirsak MMSE (3, 8) — MMSE(3, (d), ) farkimi

MMSE (3, B) - MMSE(A, (d), 8) = °T,S, ()2 = d)1, + (1= d*)A; ]
xS ()T,
+T, [O-ZA_pl—r -T' ﬂlB'Tp—r]T'p—r
—(d =TS, ()T, BAT.S. ()T,
+(d =TS, ()T, BBT,.T',,
A d-DT, T, BFT.S, ()T,

(3.4)

olarak yazabiliriz. S™(d) ve A"(d)™ y1

S ()
S(d)=| (1-d)
OY

p-r
Ve

1
A" =[ (1-d)

21-d), +1-dHA!| 0
[ ]
0 A7

olarak tanimlarsak (3.4)

MMSE(, #) - MMSE(5, (), §) =TS " (d) ' [0 A" (@) =T' BT 8" (d) ' T
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ifadesine esit olur. MMSE(,B, p) - MMSE(,&A’r (d), ) nin negatif olmayan taniml
olmasi igin gerek ve yeter kosul o>A"(d)™ —=T'BB'T nin negatif olmayan taniml
bir matris olmasidir. ¢>A"(d)™ —=T'BA'T negatif tamml degildir ancak ve ancak
LTA(A)T'B<o? ise (Rao ve Toutenburg, 1995 syf. 308). A"(d) ifadesini yerine

yazar ve gerekli kisaltmalar1 yaparsak ispati tamamlamis oluruz.

3.1.2. r —d Smmf Tahmin Edicinin Temel Bilesenler Tahmin Edicisi ile Matris

HKO Kriterine Gore Karsilastirilmasi

MMSE(S,, B) - MMSE(. (d), 8) farkim incelemek igin Trenkler ve
Toutenburg’deki (1990), Rao ve Toutenburg’deki (1995) gibi farkli teoremler

kullanilabilir. Biz burada Baksalary ve Trenkler (1991) tarafindan verilen ve Sarkar
(1996) tarafindan 6nerilen asagidaki teoremi kullanacagiz.

Teorem : £ nxp tipinde kompleks matrisler kiimesi ve H, Hermityen matrisleri

nxp

igeren ¢, nin alt kiimesi olsun. Ayrica, Led,, verilsin, L', R(L), ¢(L)

gosterimleri sirasiyla L nin eslenik transpozu, kolon uzayi ve genellestirilmis

terslerin kiimesi olsun. Simdi, Ae H_, a, ve a, €¢,,, lineer bagimsiz, A~ € ¢(A)

n» nx1
icin s=[a’(1, - AA)'(I, - AA ), J/]al (1, - AA) (1, - AA )a, | ve
f,=a;Aa;, i, j=12 olsunve a, ¢ R(A) saglansin. Bu durumda, A+a,a, —a,a,
negatif taniml1 degildir ancak ve ancak asagidaki kosullardan biri saglanirsa:

a) A negatif tanimli olmasin, a, e R(A), a, € R(A) ve

2 .
3

(fll +1)(f22 _1)S|f12

b) A negatif tanimli olmasin, a, ¢ R(A), a, e R(A:a,) ve

*

(a, —sa,) A (a, —sa,)<1-s| ;

b
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©) A=UAU" =", a, eR(A), a, e R(A), V'a, #0 ve
(f, +1<0, (f,, D=0, (f, +1)(f, 1) 2|f,[

burada (U :V) altuniter matris, A pozitif kdsegen bir matris (U varken ortaya ¢ikan)

ve & pozitif bir skalerdir. Ustelik, (a)-(c) kosullarmin tamami A~ eg(A)
seciminden bagimsizdir.

Teorem 3.2 : MMSE(S,, 8) — MMSE(/, (d), ) nin negatif olmayan tammli bir

matris olmast i¢cin gerek ve yeter kosul NW,),
1-d 2 o1 2, ..
W, = —= 2a-d)1, +1=d>)A; [T, nin sifir uzayr olmak iizere /e N(W,)
o

olmasidir.

Ispat : d =1 iken ,Br , ﬁr (d) nin 6zel durumu oldugundan (3.2) de d =1 alarak

MMSE (8., B) y1 elde ederiz:

MMSE(B,, 8) = o’ T, A T' +(T,T' =1 )BT T' -1 ). (3.5)
Boylece

MMSE(3,, B) - MMSE(A, (d), 8) = °T,S, ()21 = )1, + (1= d*)A;' ]
xS, ()T,
F (1T, =1 ) BB T 1) (3.6)
“l@d-vr,s, 01,1, T, B
x Bld-nT,s, 0T, T, T ]

dir. Baksalary ve Trenkler’in (1991) teoremini uygulayabilmek i¢in

B=S,(1)'[20-d)I, + 1-d*)A}' s, ()",
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olmak izere  A=o>T,BT',, a,=|d-DT,S,O)'T,-T, T, |8 ve
a, =(T,T'.—1,)B alahm. A mn Moore-Penrose tersi A" =oc T B™'T' dir ve
ayrica AA" =T, T'., olup a, e R(A) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a, =0

olmasidir. Bu nedenle Teoremin (a) ve (c) kisimlarini uygulayamayiz. Fakat (b)

kismini uygulayabiliriz. S nin tanimindan s =1 elde ederiz. Ustelik,
d _1 2 -1 —1
= IS, 0Ra-d)1, +a-dHa?['T, 8
o

olmak tlizere a, —a, = An, dir ki bu, a, e R(A:a,) olmasi anlamina gelir. Ayrica
(a,—a,)A (a, —a,)=7', An, dir. Boylece, r—d smif tahmin edicinin temel
bilesenler tahmin ediciden daha iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
-N? _
7 A =90 a7 ba—dy, +a-a)a T, p<o (3.7)
o

2

olmasidir. Fakat, her zaman (a, —a,)A (a, —a,)=0 oldugu aciktir. 0<d <1
< 1-d 25 A -1 Y2+, . .
oldugundan W, =| —— [2(1 —d)I, +(1-d"H)A, ] T', olmak tlizere Q, =W,/ ise
o

MMSE(,@r ,P)— MMSE(,@r (d), #) nin negatif olmayan tanimli olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul Q, =0 olmasidir. Q, =W, =0 olmas1 N(W,), W, nin sifir uzay1 olmak

tizere e N(W,) anlamina gelir.

3.1.3. r —d Simf Tahmin Edici ile Liu Tahmin Edicinin Matris HKO Kriterine

Gore Karsilastirilmasi

Teorem 3.3 : r —d sif tahmin edicinin Liu tahmin ediciden daha iyi olmast i¢in

. nin sifir uzayr olmak {lizere

gerek ve yeter kosul N(W,), W, =0_1A1{)2_,T'p_

P NW,) olmasidir.
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Ispat: (3.2) de r = p alirsak MMSE(,Bd , ) yielde ederiz:

MMSE(4,, )= o >TS(1) "' S(d)A™'S(d)S(1) ' T (3.8)
+(d =1)>TS)'T' BB TS() ' T '

burada S(d)=A +dl dir. (3.2) ve (3.8) in bir sonucu olarak

MMSE(4, , ) - MMSE(, (d), £) = o2TS (1) S(d)A™'S(d)S (1) ' T"
- o’T,S,(D7'S, (d)A]'S, (S, ()T,
L (d —DATS)T' BB TS() T (3.9)
~ld-nTs,0"T T, T B
x gld-nT.s, T, T, T ]

elde ederiz. Boliim 3.1.2 de oldugu gibi Baksalary ve Trenkler’in (1991) teoremini
kullanahm. &, =(d -DTS()"'T'B, a, =|@d DT, S, (O)'T,-T, . T' |8 ve

B:Sp_r(1)_1Sp_r(d)A_pl_rSp_r(d)Sp_r(l)_l olmak {izere Azasz_rBT'p_r alirsak

teoremin  (b) kismmi uygulayabiliriz. A nin  Moore-Penrose  tersi

A" =c7T BT' , olup AA" =T T'  dir. Boylece a ¢R(A)dir ve s=1

r r

oldugundan a, e R(A:a,) dir.

—1 . '
m :?Tp—rsp—r (I)Sp—r (d) lAp—rT p-r ﬂ

olmak iizere a, —a, =Ap, dir. Ayrca, (a,—-4a,)A (a,—-a,)=7n', An, dr.
Boylece r —d sinif tahmin edicinin Liu tahmin ediciden iistiin olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul

1
77'2 A772 :?ﬂ'TpfrAp—rT'pfr ﬂSO
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olmasidir. Fakat her zaman 7', Anp, >0 oldugundan gerek ve yeter kosul

n',An,=0 olur. W, :oflAl/pzfrT'pfr olmak {izere Q, =W, alirsak

7', An, =Q', Q, elde ederiz. Boylece MMSE(A,, ) — MMSE(S,(d), f) nin
negatif olmayan tanimli olmas: i¢in gerek ve yeter kosul Q, =0 olmasidir.
Q, =W, =0 olmast N(W,), W, nin sifir uzay1 olmak iizere < N(W,) anlamina

gelmektedir.

3.1.4. r —d Smif Tahmin Edicinin Temel Bilesenler ve Liu Tahmin Edicilerinin

Her Ikisinden Matris HKO Anlaminda Iyi Olmas i¢in Kriter

Teorem 3.4 : r —d sif tahmin edicinin temel bilesenler ve Liu tahmin edicilerinin
her ikisinden iyi olmasi igin gerek ve yeter kosul N(W,), W, =c~'A’ (d)”*T' nin

sifir uzay1 olmak tizere S € N(W,) olmasidir.

. W . .

Ispat : W3:[ 1] tammlarsak W, = 'A"(d)"*T' olur. W, i g ile sagdan
2/ pxp

carparsak W, # =0 elde ederiz. Boylece ispat tamamlanr.

Bolim 3.1.1-3.1.4 { ozetleyecek olursak r—d simif tahmin edicinin EKK,

temel bilesenler ve Liu tahmin edicilerden iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar
verilmistir. Bu kosullar B, o° bilinmeyen parametrelerine ve d yanlihk
parametresinin  se¢cimine baglhidir. Bunlarin  bilinmedigini  dikkate alirsak
teoremlerdeki kosullar gecerli olmayabilir. Yani baz1 3, o, d degerleri i¢in r —d

siif tahmin edici diger tahmin edicilerden iistiinken £, o, d nin diger degerleri

i¢in daha kotii bir tahmin edici olabilir. Bu nedenle, # ve &’ nin yerine yansiz

tahmin edicilerini ve d nin yerine uygun bir tahminini kullanarak veya parametreler

hakindaki 6n bilgileri kullanarak uygulanabilir sonuclar elde edebiliriz.
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3.1.5. Kosullar i¢in Hipotez Testleri

Teorem 3.1-3.4 de elde edilen gerek ve yeter kosullar S ve o’ bilinmeyen

parametrelerine baglidir. Bir arastirmacinin bu kosullara inanmasi i¢in nedenlerinin
olmas1 gerekir. Bu anlamda hipotez testleri ile ilgilenilebilinir. Yani bir test
prosediirii verilen bir durumda kosullarin saglanip saglanmadigini incelemek icin iyi
bir metottur.

e nin N(0,5°1,) dagilimina sahip olmasi varsayimi altinda (1.1) modeli igin

testler verilebilir:
H,:W, =0, i=123. (3.10)
Genellestirilmis olabilirlik orant

maks [L(,B, o’: y)]

wdaki (8,0%)

maks 2)[L(,B,O'2 : y)J

Qdaki (8,0

v(y) =

ile verilir. Burada L(3,c” :Y) olabilirlik fonksiyonu, Q = {( p,0?): peE 0> 62} ve
W= {(ﬂ,az) pe Ep,Wi,B:O,J2 > 0,1 =1,2,3} dir. @ nn W,, i=123 nin sifir

uzay1 oldugunu da goriiyoruz.

W, ogxp tipinde g rankli bir matris olsun. (3.10) u test etmek icin

genellestirilmis olabilirlik oran test istatistigi

" {n_ p](\Ni/})vﬁNi(x'X)‘l\/_viTl(\Niﬁ) (3.11)
9 ylr, = XX~y

dir. W, g ve n—p serbestlik dereceli merkezi olmayan F dagilimima sahiptir.

Merkezi olmama parametresi ise
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1 , v sohoag o H
W) W, (X)W, T w, 8)

A=

ile verilir. H, hipotezi altinda W, F(g,n — p) dagilimina sahiptir (Graybill, 1976).
(3.10) daki hipotez W, =0, i =1,2,3 iliskisinin saglanip saglanmadigin test

etmek i¢in kullanilir. Bir baska deyisle, (3.10) daki test r —d sinif tahmin edicinin

temel bilesenler ve Liu tahmin edicilerinden ve her ikisinden sirasiyla i =1,2,3 igin

matris HKO anlaminda iyi oldugunu ifade eder. Theorem 3.2 deki gerek ve yeter

kosul
(ﬂ]b(l—d)lr +A-dHAT =0 (3.12)
o

anlammma gelen FeN(W,) olarak ifade edilmistir 0<d<1 i¢in
]. - d 2 -1 —1/2 o . o, .. .
—_— [2(1 -d)l, +(1-d A, ] matrisi pozitif tanmimli (positive definite)
o

oldugundan (3.12) kosulu T', f =0 adenktir. T'. =0 ise ,@r(d) nin veya ﬁr nin
kullanilmasina karar vermek i¢in bir temel teskil eder. Benzer sekilde Teorem 3.3 de

verilen gerek ve yeter kosul

o' AT B=0 (3.13)

anlamina gelen feN(W,) olarak ifade edilmistir. O'"IAI{f_r pozitif tanimli bir

matris oldugundan (3.13) kosulu T'  S=0 a denktir. T'  S=0 ise ﬁr (d) nmin
veya ,ﬁ’d nin kullanilmasina karar vermek i¢in bir temel teskil eder. Boylece Teorem
3.2 ve 3.3 de elde edilen gerek ve yeter kosullar sirasiyla T', f=0 ve T', =0

olarak da ifade edilebilir. Bu durumda
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H,:T', =0 (3.14a)
ve
HO:T'p_rﬂzo (3.14b)

hipotez testleri (3.10) un 6zel hali olur. Normallik varsayim: altinda T', ,Br (d)
S.()7'A'S, (d)A,T', B beklenen degerli ve &S, (1) A}'S, (d)A,S, (d)A'S, (1)
kovaryans matrisli normal dagilima sahiptir. Benzer sekilde T' ﬁp_r (d),

S, ()'ALLS, (DA, T B beklenen degerli ve

p-r=p-r

oS oot 'A S (DA orS, (d )A"pl_r S (D™"  kovaryans matrisli normal

p—r™~ p-r
dagilima sahiptir. Boylece e'e = y'[l .= XX ‘]y olmak tizere (3.14a) ve (3.14b) igin

test istatistikleri sirasiyla

F :(n B pjﬁ'r (d)TrArT'r Br(d) ~FElrn= p ﬁ'TrArT'r ﬂ
: r e'e ’ © 207

Ve

F _(n_ pJB'p—r (d)Tp—rAp—rT'p—r ﬁp—r(d)

p-r e'e

T AT
~F(p—r,n—p,ﬁ p-r**p-r p—rﬁ}

202

ile verilir ki bunlar (3.11) in 6zel halleridir.
Bu hipotez testlerine ilave olarak Teorem 3.1 i¢in de hipotez testi verilebilir.

r—d smif tahmin edicinin EKK dan istiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
o 2B TA (d)T'B<1 e denktir. Bu nedenle, S3,(d) nin B dan matris HKO

anlaminda iyi olup olmadigmni test etmek istersek H,:o0B'TA (DT'S<I

hipotezinin test edebiliriz. Normallik varsayimi altinda o 'A"(d)’T'B ~

N(oc'A"(d)T'B,A (d)A™) dir. Boylece H, : o> B'TA (d)T' B <1 hipotezini

45



3. BAZI YANLI TAHMIN EDICILERIN
KARSILASTIRILMASI Mahmude Revan OZKALE

. :(n ~ pjﬁ'TAT'ﬁ ~ F(p’n - ,B'TAT',BJ

P e'e 207

test istatistigi ile test edebiliriz.

Sonug¢ olarak, H, hipotezleri kabul edilirse Teorem 3.1-3.4 deki kosullar

gegerli olur, yani r—d smif tahmin edici diger tahmin edicilerden matris HKO

anlaminda daha iyidir.

3.1.6. r —d ve r — k Simif Tahmin Edicilerin Matris HKO Kriterine Gore

Karsilastirilmasi

Amacimiz, iki tahmin edicinin TUstlinliglinii matris HKO anlaminda
karsilagtirmaktir. Baye ve Parker (1984) tarafindan ileri siiriilen ve (2.20) ile verilen

r —k smif tahmin ediciyi ele alalim. Bu tahmin edici

MMSE(B, (k), 8)=c’T,S, (K)'A,S, (k)" T,
+ (TrSr(k)ArT'r_I p)ﬂﬂ'(—rrsr(k)ArT'r_l p)

matris HKO ya ve r —d simif tahmin edici, ﬁr (d), (3.2) ile verilen matris HKO ya

sahiptir. MMSE(,@,(k), p)— MMSE(,@’r (d), p) farkinin negatif olmayan tanimli bir

matris olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar Baksalary ve Trenkler’in (1991) verdigi

teorem ile bulunabilir.

Teorem 3.5 : MMSE(ﬁ,(k),ﬂ)— MMSE(,@,(d),,B) nin negatif olmayan tanimli
olmast igin gerek ve yeter kosul (1-k —d)4, —kd<0 ve (1+k+d)>—8kd <0
esitsizliklerinin ayn1 anda gerceklesmesidir.

ispat: a, =(T.S,(K)'A, T, =1,)8, & =|d -DT,5, )T, =T, T, |8 ve
B=S,(k)"'A. S, (K)"' =S, (1D)'AS, (d)A,S, (d)A]S, (1) olmak lizere

A=c?T.BT'. alirsak  MMSE(A, (k), 8) — MMSE(S, (d), 8) = A+ a,a',—a,a’,
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yazabiliriz. Bu  kisaltmalarla  birlikte, n,=c"T,B7'DT', B ve
D= [(d -DS, (1) +kS, (k)*l] iken teoremin (b) kismu i¢in kosullarin uygulanabilir

oldugunu goriiyoruz. (a, —a,)'A"(a, —a,) <0 esitsizligi
c”B'T,D'B'DT', f<0 (3.15)

a denktir ve bu, MMSE(,[’E'r k), B - MMSE(,@r (d), #) farkinin negatif olmayan
tanimli olmasini saglar. (3.15) in sifira esit ve kiiciik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

B~' <0 olmasidir.
C=S,(KA,S, (K)S, (D'AYS, (A,S, (d)AYS, (1)

yazarsak B~ =[l, —C]'S, (k)A}'S, (k) olur. S, (K)A,'S, (k) her zaman pozitif
oldugundan, B™' <0 olmasi igin gerek ve yeter kosul C nin &zdegerlerinin (y,

olsun) bire esit veya biiyiik olmasidir:

2
y = 4 + k)4, +d) 51 (3.16)
(4 + DA,
7 karesel bir fonksiyon oldugundan, (3.16) iki esitsizlik gosterir:
2
2/1i+(k+d+1)/1i+kd£0 (3.17)
A (A4 +1)
ve
1-k-d)4 -k
( )4 —kd <0 (3.18)

A (4 +1)
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(3.17) nin paydast daima pozitiftir ve paym f(4,) ile gosterelim. f(4,), A, nin
negatif olan karesel bir fonksiyonu oldugundan f(4,) nin diskriminanti sifira esit

veya kiiciiktiir. Bu sebeple, (3.17) ve (3.18) swrasiyla (1+k+d)*> —8kd<0 ve
(1-k—d)4, —kd <0 a esittir. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.5 teki gerek ve yeter kosullar ridge tahmin edicideki k yanlilik
parametresinin ve Liu tahmin edicideki d yanlilik parametresinin se¢imine baglidir.
Bu kosullarin uygulanabilir olmasi i¢in k ve d nin yerine uygun tahminleri

koyulmalidir.

3.2. Yansiz Ridge Tahmin Edicinin Diger Tahmin Edicilerle Karsilastirilmasi

Coklu i¢ iligki olmast durumunda EKK nin yetersiz oldugunu ve buna
alternatif bazi1 tahmin edicilerin ileri siiriildiigiinii belirtmistik. Crouse, Jin ve
Hanumara (1995) EKK ile 6n bilginin konveks kombinasyonu olarak (2.14) ile
verdigimiz yansiz ridge tahmin ediciyi 6nermislerdir ve Hoerl ve Kennard'in (1981)
trettigi veriyi kullanarak ve simiilasyon c¢alismasi yaparak yansiz ridge tahmin
ediciyi EKK ve ridge tahmin edicilerle karsilastirmislar, her iki durumda da yansiz
ridge tahmin edicinin ridge ve EKK den daha kii¢iik hata kareler ortalamasina sahip
oldugunu goérmiislerdir. Fakat, yansiz ridge tahmin edici ile ridge ve EKK tahmin
edicilerini teorik olarak matris HKO anlaminda karsilagtirmamiglardir.

Varsayilan model ile gozlenen veri arasindaki uyumu 6lgmek icin ¢cogu kez
rezidiiler kullanilir. Hatalarin durumu model varsayimlarii gosterir ve rezidiiler
hatalarin davranislarini gozlemlemek i¢in yararlidir. Bu nedenle varsayimlardan
sapmalart belirlemek icin rezidiiler incelenir. Karmasik olan varyans kovaryans
yapilarina ragmen, rezidiiler yararl olabilecek bilgiyi igerebilir.

Burada, yansiz ridge tahmin edici Farebrother (1984) ve Troskie ve ark.’nin
(1994) calismalarindan iki farkl sekilde elde edilecek. Yansiz ridge tahmin edicinin
bazi 6zellikleri incelenecek, EKK, ridge ve r —k simif tahmin edicilerle matris HKO
ve rezidii anlaminda karsilagtirilmasi yapilacaktir. Ayrica sonuglarimiz Hoerl ve

Kennard’in (1981) iirettigi veri kullanilarak 6rneklendirilecektir.
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3.2.1. Yansiz Ridge Tahmin Edicinin Ridge Tahmin Edici ile Matris HKO

Kriterine Gore Karsilastirilmasi

(2.14) ile verilen A(kl,J), A(k1,J)=S.'SA+kS;'J olarak da yazlabilir,

burada ﬁ EKK tahmin edici, S, = XX +kl ve S=XX dir. Crouse, Jin ve

A

Hanumara (1995), ,5’~ N(B,c*(XX)") ve J ~ N(,B,"Tzl) olmak lizere J nin S

dan bagimsiz iken ,5’ (kl ,J ) nin yansiz bir tahmin edici oldugunu gostermistir.

Troskie ve ark. (1994) stokhastik 6n bilgi olmast durumunda (1.1)

modelindeki £ nin tahminini vermislerdir. h Ix1 tipinde rasgele bir vektér, H Ixp

tipinde tasarim matrisi, U IXI tipinde & ortalamali ve o ile R bilinmemek iizere

o’R varyansh normal dagilima sahip rasgele vektor olmak iizere on bilgi
h=Hp+u (3.19)
dir. (3.19) a bagli (1.1) in tahmini,
B=(XX+HR'H)"'(Xy+HR'h) (3.20)

dir. Troskie ve ark. (1994) ridge, genellestirilmis ridge, temel bilesenler ve Sclove-
Stein shrunken tahmin ediciler gibi ¢ok iyi bilinen tahmin edicileri de (3.20) nin 6zel
durumu olarak iiretmistir. Benzer sonuglar Belsley, Kuh ve Welsch’den (1980) de
goriilebilir. Troskie ve ark. (1994) ve Belsley, Kuh ve Welsch’de (1980) verilen

benzer sonuglar1 kullanarak yansiz ridge tahmin ediciyi elde edecegiz.

h rasgele bir vektor olsun. ,E nin beklenen degeri ve kovaryans matrisi
E(B)=L+(XX+HR'H)'HRS

\(

Var(f)=c*(XX +HR'H)™
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dir. h=J, H=1, R=11 ve 6 =0 alirsak, (3.20) yansiz ridge tahmin edici olur.

%

Farebrother (1984), (1.1) ve (3.19) modellerini h rasgele, 6=0 ve R=11 iken

K

birlestirmis boylece ridge tahmin edicinin bir genellestirilmesini elde etmistir:

B, (K)= (XX +kHH )" (XX +kHHS;) (3.21)
burada ,@ ve ﬁR strastyla (1.9) ile verilen EKK ve (3.19) modeli igin

Pe =B = (XX HIHXX)H) (HE - h)

ile verecegimiz kisitli EKK'dir. Farebrother (1984) ayrica ,Bg (0): ﬁ ve ,5’9 (oo): ﬁR

oldugunu da gostermistir. HH =1 ise ve (3.19) her zaman dogru ise, (3.21) J = ﬁR
0zel durumu ile bir yansiz ridge tahmin edicidir. (2.14) ten yaklasimlar incelersek

IEirp Ak1,3)=f ve Ik_im B(k1,3)=J elde ederiz ki bu sonuglar Farebrother'in

(1984) sonuglarina denktir.
A(k1,3) yansiz oldugundan, MMSE(3(kl, ), ) =Var(A(kl,J)) olup

MMSE(B(kI,J), ) =M, = 5?S,'SS; " + koS, (3.22)
1 k k k

dir ve (2.1) ile verilen ridge tahmin edici i¢in Var(f(k))=o’S;'SS.' ve

Bias(f(k)) = —kS;'# oldugundan

MMSE(B(K), B) =M, = 625,'SS. ! + kS, ' BB'S, ! (3.23)
olur.

Ak) mn Akl J) den iyi olacak kosullar ile ilgilendigimizden

A= MMSE(,@(kI ,J),0)— MMSE(ﬁ(k), p) farkin1 incelememiz gerekmektedir. A
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negatif olmayan tanimli bir matris iken ,5’ k), ﬁ (kl1,J) ye tercih edilir.
(322) ve (3.23) u goz oniinde bulundurursak, A =S,'[ko’l —k>Ap]s;’
yazabiliriz. Pozitif yar1 tanimli matrislerin 6zelliklerini (Rao and Toutenburg, 1995

incelenebilir), kullanirsak agagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.6 : £ nin ridge tahmin edicisinin matris HKO kriterine gore yansiz ridge

tahmin ediciden iistiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(3.24)

olmasidir.

(3.24) deki k, o* ve B bilinmeyen parametrelerine baglidir. ﬁ(k), ﬁ(kI,J)
den daha kiigiik matris HKO ya sahip olacak sekilde uygun o> >0 ve fS
parametreleri i¢in bir K vardir.

ﬁ(k) nin ,5’ dan matris HKO kriterine gore iyi olmasi icin gerek ve yeter

kosul

(3.25)

olmasidir (Rao ve Toutenburg, 1995 incelenebilir). (3.24) ve (3.25) kosullar
karsilagtirildiginda ridge tahmin edici yansiz ridge tahmin ediciden matris HKO
anlaminda istiinken, ridge tahmin edicinin matris HKO kriterine gére EKK tahmin
ediciden ayn1 kK igin stiin oldugunu goriiyoruz. Fakat, tersi dogru olmayabilir. Bu
noktada, hangi kosullar altinda yansiz ridge tahmin edicinin EKK tahmin edicisine

istiin oldugunu merak edebiliriz.
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3.2.2. Yansiz Ridge ve EKK Tahmin Edicilerinin Matris HKO Kriterine Gore

Karsilastirilmasi

(1.1) den, (1.9) ile verilen EKK tahmin edici igin
MMSE(3,8)=M, = ¢?S™!

oldugunu biliyoruz. (3.22) yi dikkate alirsak k > 0 i¢in daima pozitif tanimli olan
MMSE (8, ) — MMSE(A(kI, J), B) = ko?S;'S™

farkini elde ederiz. Bu sonucu asagidaki teoremle ifade edebiliriz.
Teorem 3.7 : Yansiz ridge tahmin edici EKK tahmin ediciden matris HKO

anlaminda k > 0 i¢in her zaman daha iyidir.

3.2.3. Yansiz Ridge Tahmin Edici ile r —k Simif Tahmin Edicinin Matris HKO

Kriterine Gore Karsilastirilmasi

Sarkar (1996), (2.20) ile verilen r —k smif tahmin edici i¢in EKK, ridge ve
temel bilesenler tahmin edicilerinden matris HKO kriterine gére daha iyi olacak
sekildeki gerek ve yeter kosullart vermistir. Sarkar (1996) r —k smif tahmin edicinin

matris hata kareler ortalamasinit S, (k) = A, +Kkl, olmak iizere

MMSE(f,(k), ) = M, = o°T,S, (k) ' A, S, (K)'T,

AT T kTS 07T AR, T +KTS, (07T

p-r - p-r

A 0
olarak vermistir. A = ( O’r J oldugundan

p-r
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Ak [Ar+klr 0 j (Sr(k) 0 j
=+ = , = ,
P 0 Ay +Kl 0 S,k

dir. Béylece, S, = XX +kl / =T(A+KkI )T’ den

S =TS 0T TS, (07T (3.26)

p-r=p-r

yazabiliriz. (3.22) esitligini MMSE(ﬁ(kI ,3),8) =0c’S," olarak sadelestirir ve (3.26)

yi bu yeni formda yerine yazarsak

MMSE(B(KI,J), B) = °T.S, (k) 'T, +&°T )T,

p-— " p-r
elde ederiz. Bu nedenle, MMSE(,B(kI ,J9),0)— MMSE(,@r(k),ﬂ) farki igin
M, —M, =T,8, (k)" ko1, —k°T, BAT, |S, (k)T
] [0'28 LK) =T T I (3.27)

pr prﬁﬁTrSr( ) '_kTrS( ) Tﬂﬂ'.rp r!p-r

yazabiliriz. Simdi S*(k) ve A"(K)™" iasagidaki gibi tammlayalim:

(k) 0 Lo (™, 0
S (k) = ( v jveA(k) =[ v s (k)'lj'

Boylece (3.27) deki ifade
M, —M, =TS"(K)'|o*A" () =T BBT |5 (k)" T’

farkina esit olur. Bu durumda, MMSE(,@'(kI,J),[)’)—MMSE(ﬂr(k),ﬂ) farkinin
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negatif olmayan tanimli olmasi igin gerek ve yeter kosul A'TA(K)T'B <o’

olmasidir. A"(k) igin ifadeyi yerine yazarsak, bu kosul daha da basitlesir ve

asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.8 : f nin r —k smif tahmin edicisinin yansiz ridge tahmin ediciye matris

hata kareler ortalamasina gore {istiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

0-2 - ﬂ’Tp—rAp—rT;;—rﬂ
BB

k < (3.28)

olmasidir.

r=p iken r —k smiftahmin edici ridge tahmin ediciye esit olur ve (3.24) ile
(3.28) 1in denk oldugunu da goriiriiz.

(3.28) ve (3.24) kosullar1 karsilagtirildiginda, r—k smif tahmin edicinin
matris HKO kriterine gore yansiz ridge tahmin ediciden iistiin olmasi i¢in bir kK var
ise ridge tahmin edici matris HKO kriterine gore yansiz ridge tahmin ediciden iistiin

olacak sekilde bir k her zaman vardir sonucuna variriz.
3.2.4. Rezidiilerin Incelenmesi ve Analizi

Regresyon analizi ile ilgilendigimizde hatalar hakkinda bazi varsayimlar
yapariz. Hatalar (e) gozlenemediginden, model dogru ise rezidiiler (€) gozlenen
hatalar olarak ele alinir. Bu nedenle, rezidiiler varsayimlarin dogrulugu ile ilgili

bilgileri tagimasi anlaminda 6nemlidir.
EKK igin rezidii vektori é=|I—-X(XX)'X'|e dir, skaler formda ise

i=12,...,n icin H=(h)= X(X'X)"'X" sapka matrisi olmak iizere

A

€ =e — ) _hse, olarak ifade edilir. Bu esitlik € ve e arasindaki iliskiyi gosterir.
j=1

(I -H ) ~ | ise yani, tim h; ler yeteri derecede kiigiik ve eZer kdsegen elemanlart

h,, ler aymi biiyiikliikte ise €, € nin iyi bir tahmin edicisidir.
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Regresyon ¢alismasinda hatalarin ikiserli olarak iliskisiz oldugunu varsayariz.
Fakat, hatalarin iliskili oldugu pek ¢ok durum vardir. Bu nedenle rezidiilerin varyans
kovaryans yaplarini incelemek yararli olabilir.

Iki tahmin ediciyi hata kareler ortalamasina gére karsilastirmak istatistikte
sikca kullanilan bir yontemdir. Rezidiileri hatalarin birer tahmin edicisi olarak
aldigimizdan, rezidiiler lizerinde HKO kriterini uygulayabiliriz. Akdeniz (2001), Liu
(1993) tarafindan Onerilen Liu tahmin edici ve Akdeniz ve Kagiranlar (1995)
tarafindan ileri stiriilen hemen hemen yansiz Liu tahmin edicilerin rezidiileri ile EKK

tahmin edicisinin rezidiisiinii hata kareler ortalamasi kriterine gore karsilagtirmistir.

3.2.5. Yansiz Ridge ve Ridge Rezidiilerinin Kovaryans Yapilarinin

Karsilastirilmasi

(2.1) den ridge rezidii ve kovaryans matrisini sirasiyla

8 = (1-X,'X")y
ve

Var(é,)= o> (1 —2XS,' X"+ XS,'SS'X") (3.29)

olarak buluruz.

(2.14) den yansiz ridge rezidiiyii
€ = (1 = XS,'X")y—kXS,'J (3.30)

olarak yazabiliriz. J, A dan bagimsiz oldugundan Cov(3,J) =0 dir. Cov(3,J) nin

tanimindan yani Cov(4,3) = E[(3— E(#)(J ~E(3)) | dan

E(R)) = pp' (3.31)
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oldugu gorilir. (1.1), EKK tahmin edicide yazilirsa, EKK nin yeni formu
B=p+ (XX )" X seklinde olacaktir. Bu yeni formla, (3.31) i

E(A))=E(B))+(X'X) " XE(@d") = A

olarak yeniden yazabiliriz ki bu E(eJ’)=0 sonucuna gétiirir.
(3.30) dikkate alinirsa E(éUR ) =0 oldugu gorilir. Simdi tanimdan

yararlanarak Var(é ) yi bulalim:
Var(6ye) = E[(6.r ~ E(6ur ) (6n — E(6r)) | = El6unin ) (3:32)
€ur ve €, yi carparsak

€rbr = (1 = XS, ' X ) yy' (I = XS ' X) = k(1 = XS, 'X") yJ'S, ' X' (3.33)
—kXS 1y (1= XS X )+ k2XS, 135X '
elde ederiz. yy', yJ' ve JJ’ i¢in (1.1) modelini kullanirsak asagidaki denklemleri

elde ederiz:

yy'= XBBX'+ Xpe' +ef'X' +ee (3.34)

yJ'= X[l +ed’ (3.35)
Ve

W' =[0-p+ Bl -+ 4] (3.36)

= -P-B) +IB'-pp + B

(3.34), (3.35) ve (3.36) esitliklerini (3.33) de yazarsak,
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&,bm = (1 = XS, X)X BBX (I - XS,'X)
{1 = x5, x")xBe(1 — X, 'X ")
1= xs7X )esx (1 - X5 %)
(1= x5, X" Jee'(1 - Xs;'X’)
k(1= XS X)X BIS X — k(1 - XS X )ed 5. X’
kXS, 3e(1 = XS, X )~ kxS, 138X (1 = XS, 'X)
+k2XS1(3 = B) (3 - BY S X! + kXS, IBS, X!
kXS, BBS X+ KPXS, BISX

olur. E(€)=0, E(ee)=c’l, E() =4, E[J-BU-B)]=21 ve E(ed)=0
oldugundan (3.32) den

Var(6,: )= (1 - XS, X )X8BX (1 - XS, X )
+o? (1= xsX")(1 = xs,'x")
k(1= XS X )XBBS X — kxS BBX (1 - XS X )
+ka? XS 2 X'+ k> XS, BB'S,' X'

(3.37)

yazabiliriz. Parantez i¢indeki ifadeleri ¢arparak (3.37) {i yeniden diizenlersek

Var(8,, )= XBBX' = XBB'SS, X' — XS, 'SAAX" + XS, 'SBB'SS, ' X'
+021 =202 XS X+ 0 XS 1SS X —kXBB'S X!
+kXS.'SBB'S X' —kXS, ' BBX "+ kXS, BB'SS, X'
+ka? XS 72X+ K2 XS pBS X!

olur. Ayrica S =S, — kI yazar ve sadelestirmeleri yaparak bu esitligi

Var(é,;) = o1 — o> XS, ' X' (3.38)

seklinde ifade edebiliriz. Bu durumda Var(é,;)—Var(é;) farki i¢in
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Var(8,,)-Var(é,) = ko> XS, > X’ (3.39)

elde ederiz. k>0 igin (3.39) pozitif tanimli oldugundan asagidaki teoremi

verebiliriz.
Teorem 3.9 : €ur ve €r sirasiyla yansiz ridge ve ridge rezidii vektorleri olsun. Bu
durumda, €,; k >0 i¢in her zaman €r den daha biiyiik varyansa sahiptir.

Teorem 3.9 o’ nin tahmininde ridge rezidiiniin tercih edilmesi gerektigini

vurgulamaktadir.

3.2.6. é; ve é; nin Matris HKO Kriterine Gore Karsilastirilmasi

Var(é,;) nin hesaplanmasinda gordiik ki rezidiilerin kovaryansini analiz
etmek zordur. Biz ayni zamanda € ,; nin e ye olan uzakliginin, €; nin e ye olan

uzakligindan daha kisa oldugu durumlarla veya tam tersi durumlarla ilgileniriz. Bir
tahmin edicinin performansinmi1 6l¢gmek icin, rezidiileri hatalarin tahmin edicisi olarak

aldigimizdan, matris HKO kriteri sik¢a kullanilir.
XA yi XB(k) ile tahmin ettigimizden, &, =y—XA(k) rezidiisiinii

inceleyebiliriz. Boylece,
&, —e=(y—XB(K)—(y—XB) ==X (BK)- )

elde ederiz. MMSE(é,)= E[(éR —e)(é, —e)'J oldugundan M, (3.23) de verilen
sekilde =~ olmak  {izere MMSE(&;) = XM, X' dir.  Benzer  sekilde,

6 —e=-X(BKI,)-B) ve M, (3.22) ile verilmek iizere
MMSE(8,5) = XM X' (3.40)

dir. Boylece,
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MMSE (6,5 )~ MMSE(&; ) = X[M, =M, ]X" = XS, '[ko1 —k*8B’]S; ' X’

elde ederiz. Bolim 3.2.1 de verilen benzer diislinceleri kullanarak, karsilagtirmay1

asagidaki teoremle sonuglandirabiliriz.

Teorem 3.10 : €ur ve €r sirasiyla yansiz ridge rezidii ve ridge rezidii vektorleri

olsun. Bu durumda, MMSE(€;)—MMSE(é;) nin pozitif yar1 tanimli olmas1 i¢in

gerek ve yeter kosul k < ;—; olmasidir.

3.2.7. Yansiz Ridge ve EKK Rezidiilerinin Kovaryans Yapilarinin

Karsilastirilmasi

(1.9) dan EKK rezidiiyi ~ve kovaryans matrisini sirasiyla

e=[1-X(XX)"'X'ly ve
Var(é) =o” (I - X(X'X)™"' X") (3.41)
olarak buluruz. (3.38) ve (3.41) i kullanarak, Var(é,;)—Var(€) farkini yazabiliriz:
Var(é,,)-Var(é) = ko> XS, 'S X". (3.42)

(3.42) dikkate alinirsa asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.11 : €ur ve € sirasiyla yansiz ridge ve EKK rezidii vektorleri olsun. Bu

durumda, k > 0 i¢in Var(é ;) —Var(é) daima pozitif tanimli bir matristir.
Teorem 3.11 in bir sonucu olarak € nin varyans: €, nin varyansindan daha

kiigiiktiir diyebiliriz. Bu, o’ nm tahmininde EKK rezidiiniin tercih edilmesi

gerektigini gosterir. Bu sonu¢ Gauss-Markov teoreminin de bir sonucudur.
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3.2.8. €ur ve € nin Matris HKO Kriterine Gore Karsilastirllmasi

é=y—Xf oldugundan é—e=-X(B-p) ve M,=MMSE(f,f) olmak
tizere MMSE(é) = XM, X" dir. (3.40) ile verilen MMSE(€ ;) den

MMSE(8) - MMSE(6,5) = X[M; —M,|X’ = ka?XS.'S "X’ (3.43)

elde ederiz. k>0 igin (3.43) daima pozitif taniml1 oldugu i¢in asagidaki teoremi
verebiliriz.

Teorem 3.12 : €, ve € sirastyla yansiz ridge ve EKK rezidii vektorleri olsun. Bu
durumda, k >0 icin e nin €,; tahmin edicisi matris HKO anlaminda € tahmin

edicisinden daha iyidir.

Teorem 3.12, € ; nin e ye olan uzakliginin € nin e ye olan uzakligindan

daha yakin oldugunu soyler.

3.2.9. Yansiz Ridge ve r —k Sinmif Rezidiilerin Kovaryans Yapilarinin

Karsilastirilmasi

(2.20) den, r —k simnif rezidiiyii ve kovaryans matrisini sirastyla

&y = (I, = XT, (T, XXT, +kI)"T/X )y = (1, - XT, S, (k) 'T/X")y
Ve
Var(é, ) =01 -c’XT,S,(k)'T,X'—ka*XT,S, (k) T, X’ (3.44)

olarak yazabiliriz. (3.26) yi (3.38) de yazarsak, Val’(éUR)

Var(§z)= 0’1 =0’ XT,S,(K)'T, X" = XT,, S, (K)'T,_ X’ (3.45)

p-r=p-r
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olur. (3.44) ve (3.45) esitliklerini kullanarak, Var(é, ,)—Var(é ;) farkini

Var(é, ,)-Var(&,) = o> X[T )T, —KT,S. (k)T X’ (3.46)

p-rSpr

olarak yazabiliriz. Simdi S™ (k) y1

50 :(— ks, (k)? 0 ]

0 S,k
olarak tanimlayalim. Bu durumda, (3.46) ile verilen ifade
Var(é, ,)-Var(é,;) = o’ XTS™ (k) TX'

yeesitolur. 4 >...>24 >4, 2...24 >0 oldugundan ve ilk r 6zdeger ¢ok biiyiik,

son p—r dzdeger gok kiigiik ise —kS, (k)7 ¢ok kiigiik elemanlar1 (yaklasik sifir) ve
Sp_r(k)_1 cok biiyiik pozitif elemanlar1 igerir. Bu durumda Var(€, ,)—Var(é,)

pozitif yar1 tanimli olacaktir, bdylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.13 : &« ve €ur swrasiyla r—k smf rezidii ve yansiz ridge rezidii

vektorler olsun ve A4,, i=1,...,p XX matrisinin dzdegerleri olsun. Eger ilk r
ozdeger ¢ok biiyiik ve son p—r ozdeger ¢ok kiigiikse, €, , nin varyanst €,; nin

varyansindan daha biiyiik olacaktir.

3.2.10. éur ve &rx nin Matris HKO Kriterine Gore Karsilastirllmasi

& . =y—XB.(K) oldugundan, 6 —e=—X(B.(KK)-pB) ve
M, = MMSE(,@’r(k),ﬂ) olmak tizere MMSE(é, ,)= XM X" dir. (3.40) ile verilen
MMSE(é;) den
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MMSE(é,,) -~ MMSE(€,_, ) = X[M, =M, ]X’

yazabiliriz. (3.47) nin negatif olmayan tanimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

M, —M, iin negatif olmayan tanimli olmasidir. Boliim 3.2.3 deki sonuglardan

asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.14 : &4 ve €ur sirasiyla r—k smf rezidii ve yansiz ridge rezidii

vektorler olsun. Bu durumda, e nin € _, smf tahmin edicisini €, tahmin

edicisinden matris HKO anlaminda daha iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

) .
BT, Ay T
k<“ p-r N p-r'p-r
- BB

3.2.11. Sayisal Ornek

Bu boéliimde Hoerl ve Kennard'in (1981, Tablo1) {irettigi veri analiz edilecektir. Veri

kiimesi A4 =300 kisitlamasi altinda g, 5,, B, B,, PBs y1rasgele secerek ve e yi

o’ =1 varyansh sifir ortalamali normal dagilima sahip varsayarak iiretilmistir. Veri

Tablo 3.1 de verilmistir. Model y = X +¢€ olup e, N(0,5°1) dagilimina sahiptir.

olmasidir.

Tablo 3.1. Veri kiimesi

X, X, X, X, X y
-0.4239 | -0.2943 | -0.1829 | -0.2857 | -0.3571 | -12.3061
-0.3912 | -0.2943 | -0.2815 | -0.2993 | -0.3135 | -9.8269
-0.1867 | -0.1723 | -0.3800 | -0.2452 | -0.1176 | -6.5725
-0.1704 | -0.1501 | -0.2158 | -0.2722 | -0.2482 | -6.8947
-0.1581 | -0.1057 | -0.3307 | -0.1235 | -0.1829 | -6.1596
-0.1009 | -0.1057 | -0.2486 | -0.1505 | -0.2047 | -2.6332
-0.0559 | -0.2943 | 0.0306 | -0.1776 | -0.1611 | -5.7948
-0.0232 | -0.2277 | 0.0471 | -0.1100 | -0.1611 | -5.9351
-0.0232 | -0.0170 | 0.0142 | 0.0117 | 0.0131 | -0.5752
0.0177 | -0.0059 | 0.0799 | -0.0288 | 0.2961 | 5.0592
0.0586 | 0.1826 | 0.0964 | 0.1875 | 0.1872 | 5.9096
0.2549 | 0.2714 | 0.2442 | 0.2957 | 0.4267 | 10.4006
0.3080 | 0.3157 | 0.2771 | 0.3498 | 0.2961 | 9.6367
0.4266 | 0.4044 | 0.3592 | 0.3633 | 0.1219 | 11.2918
0.4675 | 0.4932 | 0.4906 | 0.4850 | 0.4050 | 14.4004
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Crouse, Jin ve Hanumara (1995) EKK, ridge ve yansiz ridge tahmin edicilerin HKO
performanslarin1 karsilastirmak icin bu veriyi analiz etmislerdir. Bizim buradaki
hesaplamalarimiz Matlab 6.5 kullanilarak yapilmistir. Bu nedenle Crouse, Jin ve
Hanumara'nin (1995) hesaplamalar1 ile Matlab 6.5 hesaplamalar arasinda makul
farkliliklar olabilecektir.

XX matrisinin 6zdegerleri 4.5792, 0.1940, 0.1549, 0.0584, 0.0138 dur.
Kosul sayist 331.1251 olup veri kiimesinde ¢oklu i¢ iliskinin oldugunu gosterir.
Coklu ig¢ iliski olmast durumunda, EKK tahmin edicinin regresyon katsayilar1 Tablo
3.2 de goriildiigi gibi yanlis isarete sahip olacaktir. Bu nedenle, EKK tahmin
edicisine giivenemeyiz. Alternatif olarak burada ridge, yansiz ridge ve r—k smif

tahmin edicileri kullanacagz.

Tablo 3.2. SMSE, ve SMSE, sirasiyla tahmin ediciler ve rezidiiler i¢in SMSE yi

gostermek tlizere kAhkb =0.0133 ve kAth =0.0436 i¢in SMSE ve tahminlerin degerleri

b b B b B SMSE; | SMSE,
Kitle 9.0269 | 8.3384 | 3.0903 | 3.3411 | 11.3258
EKK 7.9567 | 16.6563 | 2.6446 | -5.9090 | 12.3692 | 144.6341 | 7.1404

/é(lzhkb) 7.4966 |12.5610 | 1.4810 | 0.0517 |11.8267 | 111.7236 | 6.0336

B(kAh) 6.9439 | 10.2121 | 1.4999 | 3.4230 | 11.0095 | 157.6149 | 6.2852
cj

"@(th“ j) 7.5058 | 12.6224 | 1.5332 | -0.0062 | 11.8634 | 88.1927 | 5.9648

'HA(Q“ J_) 6.9812 | 10.3265 | 1.6252 | 3.3621 |11.1187 | 52.3663 | 4.8554
cjh s

:é(kAhkb) 6.6963 | 6.6401 | 6.4407 | 6.8108 | 6.3897 | 314.1622 | 20.7492
v

ﬁA(Rh) 6.7405 | 6.6839 | 6.4832 | 6.8558 | 6.4318 | 314.1483 | 20.6856
r \Ngj

Tablo 3.2 de EKK, yansiz ridge, ridge ve r—k smif tahmin ediciler arasindaki

A

karsilagtirmalar gorilmektedir. Kk, ile ridge yanlis isaret problemini ortadan

kaldirmaktadir. Fakat, SMSE(B,8) ve SMSE(B(k),) veya SMSE(€) ve
SMSE(é;) arasindaki karsilastirmalar biiziilme (shrinkage) miktarinin yeterli

olmadigini1 gostermektedir (Sekil 3.1). Yanli ve yansiz tahmin ediciler varken yansiz

tahmin ediciyi tercih ederiz. Crouse, Jin ve Hanumara (1995) 1,, birlerden olusan
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- [ 4
vektor olmak lizere J = [Z B/ 5}15X1 1 ger¢cege uygun bir deneysel 6n bilgi olarak
i-1

Onermislerdir. kAhkb ile yansiz ridge daha kiiglik hata kareler ortalamasma sahiptir
fakat yanlis isaret probleminin ortadan kaldirmamaktadir. Yanlis isareti ortadan

kaldirmak i¢in K yeterli olmaktadir. Tablo 3.2 den goriiyoruz ki,

cjh
J= (6.7437 6.7437 6.7437 6.7437 6.7437)’ ile yansiz ridge tahmin edici diger
tahmin edicilerden daha kii¢iik hata kareler ortalamasina sahip olmasi anlaminda
daha iyidir.

Tablo 3.2 06zel k degerleri i¢in tahmin edicilerin performanslarini
Ozetlemektedir. Farkli k degerleri i¢in yansiz ridge tahmin edicinin diger tahmin
ediciler iizerindeki HKO anlamindaki iistiinliigiinii inceleyebilmek i¢in Sekil 3.1 ve

Sekil 3.2 incelenebilir.

250

SMSE®B (kI,J)
—————— SMSE® (k) ===
SMSE®) | =TT

200

-—
-
=
-
-
P
-
-

50

(o]

o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
Kk

Sekil 3.1. k ya kars1 EKK, ridge ve yansiz ridge tahmin edicilerin SMSE grafikleri

SMSE(RB(kI,3))
______ SMSE® (k)

250} - SMSE®R)

o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
k

Sekil 3.2. k ya kars1 EKK, yansiz ridge ve r —k smif tahmin edicilerin SMSE
grafikleri
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Teorem 3.6 da belirtildigi gibi, 0.0033 den kiigiik (k < ﬁ) k degerleri i¢in ridge

tahmin edicinin yansiz ridge tahmin ediciden daha iyi oldugu Sekil 3.1 de
goriilmektedir. Ornegin, k, =&/ ,é ,é =0.0027 alirsak ridge tahmin edicinin yansiz
ridge ve EKK tahmin edicilerinin her ikisinden de HKO anlaminda daha iyi oldugu

goriiliir (Tablo 3.3).

Tablo 3.3. SMSE, ve SMSE, sirastyla tahmin ediciler ve rezidiiler icin SMSE yi

gostermek tizere k; =0.0027 i¢in SMSE ve tahminlerin degerleri

By 5, B B, Bs SMSE; | SMSE,

EKK 7.9567 16.6563 2.6446 -5.9090 12.3692 | 144.6341 | 7.1404
Ié(kl) 7.8463 15.3118 2.1963 -3.9619 12.2385 | 117.1793 | 6.5907
Ig(kl 1.J ) 7.8479 15.3307 2.2099 -3.9831 12.2463 | 126.6180 | 6.8029

(3.28) esitliginin sayisal degeri k nin —0.0198 (k <+=%212) den kiigiik
degerleri igin r—k simif tahmin edicinin yansiz ridge tahmin ediciden daha iyi

oldugunu belirtir. Fakat, kK > 0 oldugundan —0.0198 den kiiciik bir k degeri yoktur.

Ayrica, Sekil 3.3 de goriiliigi gibi ,Br(k) K nin artan bir fonksiyonudur. Bu nedenle,

AB(kI,J) nin her zaman 2, (k) dan iyi oldugunu Sekil 3.2 den gorebiliriz.

314.55

314.5F

314.45F

314.4}F

314.35}

3143}

SMVSE®B (K)

314.25¢

314.2F

314.15

314.1 . -
0.1 0.15 0.2
k

Sekil 3.3. k yakars1 r —k sinif tahmin edicinin SMSE grafigi

o 0.05

Boliim 3.3.4-.3.3.10 da rezidiileri de inceledik. Rezidiilerden elde edilen sonuglarin
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tahmin edicilerden elde edilen sonuglara benzer oldugu Sekil 3.1 ve Sekil 3.2 nin

Sekil 3.4 ve Sekil 3.5 ile karsilastirilmasindan goriilmektedir.

11

SMSE(e ) L

-
10}| ===== SMSEeg |
SMSE(e) e

3 N N N N N N N N L
o] 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
k

Sekil 3.4. k ya kars1 EKK, yansiz ve ridge rezidii i¢in SMSE grafikleri

25

20

SMSE(e
______ SMSE(e, )
+  SMSE(@e)

15

SMSE

10

[o]

[o] 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
k

Sekil 3.5. k ya kars1 EKK, yansiz ve r —k sinif rezidiilerin SMSE grafikleri

Sonug olarak, teorik sonuglar yansiz ridge tahmin edicinin diger tahmin
edicilerden HKO anlaminda her zaman iyi olmadigin gostermektedir. Hangi tahmin
edicinin daha iyi oldugu bilinmeyen S ve o’ parametrelerine ve de k nin segimine
baglidir. Bu parametrelerin uygun secimleri ile yansiz ridge tahmin edici HKO
anlaminda iyi tahmin edicilerden biri olarak ele alinabilir. Ayrica, yansiz ridge
rezidiisii daha kiiglik hata kareler ortalamasina sahip olmasi anlaminda diger

rezidiilerden daha i1yi performans sergiler.
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4. LIU TAHMINDE YANLILIK PARAMETRESININ SECIMI iCIN ON
TAHMIN AMACLI BiR KRITER

4.1. Kalite Kontrolde Coklu I¢ Tliski Problemleri

Coklu i¢ iliski problemi lineer regresyonda siklikla meydana gelen ciddi
problemlerden biridir. Lineer regresyon analizinin mihendislerinde ¢ok sik
kullandig: istatistiksel tekniklerden biri olmasi nedeniyle bu boliimde miihendislik
alan1 olan kalite kontrolde ¢oklu i¢ iliski problemine deginecegiz.

Bir kalite karakteristigi veya proses ¢ikt1 degiskeni ile ilgileniyorsak tek
olabilir. Bu durumda tek degiskenli metotlar yerine c¢ok degiskenli metotlar
kullanilir. Kontrol grafikleri ¢ok kullanigli proses kontrol teknikleridir. Giliniimiizde
otomatik denetleme prosediirlerin {iretilen {iriiniinii her bir birimi lizerinde pek ¢ok
parametreyi dlgmesi nedeniyle ¢cok degiskenli kontrol grafiklerinin kullanimi 6nem
kazanmaktadir. Bu kontrol grafikleri proses degiskenlerinin sayisi ¢ok degilken (10
veya daha az) kullamislidir. Degiskenlerin sayis1 arttikca ¢ok degiskenli kontrol
grafikleri degisimi (shift) belirlemede etkinliklerini kaybederler. Bu gibi durumlarda
en sik kullanilan yaklagimlar temel bilesenler (principal components) analizi gibi
boyut indirgeme teknikleridir.

En sik kullanilan ¢ok degiskenli kontrol grafigi Hotelling T*’dir (Hotelling,
1947). Bu grafik ¢ok degiskenli normallik varsayimi altinda

T =n(X-u) X" (X=p) (4.1)

istatistigine dayanmaktadir. Burada g her bir kalite karakteristigi igin kontrol
altindaki ortalama vektorii ve Y, kovaryans matrisidir. T istatistigi kontrol

smirlarini astign zaman proses sinyal verecektir. T> kontrol grafigi igin kontrol

sinirlart Alt (1985), Tracy, Young ve Mason (1992) ve Ozkale (2004) gibi pek ¢ok

kaynaktan incelenebilir. Hotelling T sik kullanilan bir yontem olmasina ragmen
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olumsuz yanlart vardir. Bunlardan birincisi T? grafigi verinin ortalama ve

varyansindaki degisimlerin her ikisine de duyarhidir. Dolayisiyla T? grafigi bir

degisim gosterdigin de bunun ortalamadan mi varyanstan mi kaynaklandigini
bilemeyiz. ikinci olarak, T? grafigi prosesin kontrol digma ciktigini belirlemesine
ragmen bunun hangi degiskenden veya degiskenlerden kaynaklandigini
belirleyemez. Bu olumsuzluklar1 gidermek i¢in pek ¢ok arastirmaci farkli yontemler
Onermislerdir.

Murphy (1987) diskriminant analizine dayali bir yontem onermistir. Murphy
(1987) degiskenlerin kiimesini iki alt kiimeye ayirmis ve hangi alt kiimenin kontrol
dis1 sinyale neden oldugunu belirlemeye ¢alismustir. (4.1) de verilen T? istatistiginin

sinyal verdigini varsayalim. Amacimiz p degiskenden hangisinin veya hangi alt
kiimenin sinyal verdigini belirlemektir. p, alt kiimesinin sinyale neden oldugundan
siiphelendigimizi kabul edelim. Veri kiimesini X =(X"",X”) olarak pargalayalim
oyle ki X" sinyal verdiginden siiphelendigimiz p degiskenin alt kiimesi ve X'* geri

kalan p, degiskeni (p=p, + p,) olsun.

T2 =n(x-w (- )
Ve

To =n(x" a2 (X0 - )

olmak iizere (x" ve X', X nin parcalamsinda p, degiskenine karsihk gelen
ortalama ve kovaryans matrisidir) D =T, —T," ile ilgileniriz. Murphy (1987) D nin
Z;Z dagilimina sahip oldugunu gostermistir ve D biiylikse p, alt kiimesinin sinyale

neden oldugu hipotezinin red edilecegini, kiiciikse kabul edilecegini belirtmistir.
Mason, Tracy ve Young (1995) T? istatistigini bagimsiz bilesenlere ayirmay1

onermistir. Boylece her bir bilesenin T> ye katkis1 belirlenebilir. Bu sekildeki

ayristirma ile degisken veya degiskenlerin sinyale katkist belirlenmis olacaktir.

Mason, Tracy ve Young (1995) T? istatistigini
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p-1
T =T + ZT? . (4.2)
j=1

JHLL]

olarak pargalamiglardir. Burada T,” ilk degisken i¢in T istatistigi

7 \2
T2 = (Xn — X1)
o 2
Sl
ve
tva 2
T2 3 X o0 = Xy )
j+LLL T 2
sj+1,1 ,,,,, j
istatistigi X, ...,X; verilmigken X;,, in dagiliminin ortalama ve standart sapmasi ile

diizeltilmis x, vektorliniin (] +1)-inci bilesenidir (ayrintili bilgi icin Mason, Tracy
ve Young, 1995; Mason ve Young, 2002; Ozkale, 2004 incelenebilir).
T? nin (4.2) ile verilen parcasi tek tiirlii olmayip p! sekilde pargalanabilir.

7250

] a,ln-
n

, ise kontrol dis1 durumun X; degiskeninden kaynaklandigini ve k

2 S (n+1)(n-1) =

kosullu terim sayisi olmak tizere T, ; (n—k_1)
el n(n=k -

1 1se kontrol dist

durumun X,,...,X; degiskenleri arasindaki iligkiden kaynaklandigini sdyleriz.

Mandel (1969) regresyon kontrol grafigini onermistir. Regresyon kontrol
grafigindeki temel fikir regresyon diizeltmesidir (regression adjustment). Verileri
dogrudan grafiklendirmek yerine ¢oklu i¢ iliski ortadan kardirildiktan sonra
grafiklendirmeye regresyon diizeltmesi denir. Montgomery’ye (2005) gore regresyon
kontrol grafigi lineer regresyonu ve kontrol grafigini birlestiren bir teknik olup EKK
tahmin yontemine dayalidir ve EKK yonteminin bir ¢ok bilgisayar programinda
bulunmasi nedeniyle genis bir kullanim alanina sahiptir.

Hawkins (1991) regresyon diizeltmesi fikrini ¢ok degiskenli kalite kontrole
uygulamigtir. Genel diislince bir degiskenin diger degiskenler {izerindeki

regresyonundan elde edilen rezidiilerin tek degiskenli Shewhart ve kiimiilatif toplam
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(Cumulative Sum-CUSUM) kontrol grafiklerinin ¢izimi seklindedir. Rezidiler
birbiri ile iliskisiz oldugundan coklu i¢ iligski problemi ortadan kalkmis olacak ve tek
degiskenli kontrol grafikleri kullanilabilecektir. Hawkins (1993) yontemini daha da
gelistirmis ve girdi degiskenlerini (input process variables veya upstream
observations) bagimsiz degiskenler, ¢ikti degiskenlerini (output variables) bagimli
degiskenler alarak selale (cascade) proseslere uygulamistir. Degisime maruz kalan
bir dl¢ciim kendinden sonra gelen Olglimlerin bir kismini veya tamamini etkiliyor
fakat kendinden onceki Slgtimleri etkilemiyorsa bu tip proseslere selale proses denir.
Houshmand ve Javaheri (1998), cok degiskenli ridge rezidii grafikleri
(multivariate ridge residual charts-MRRC) olarak adlandirdiklar1 yeni bir
grafiklendirme yontemi dnermislerdir. Bu yontemde bir degiskenin diger degiskenler
tizerine olan regresyonundan elde edilen ridge rezidiilerin Shewhart ve tistel agirlikli
hareketli ortalama (exponentially weighted moving average-EWMA) grafiklerinin
herhangi birinde kontrol dis1 sinyalin ortaya ¢ikmasi karsilik gelen bagimlh
degiskenin sinyale neden oldugu seklinde yorumlanir. Houshmand ve Javaheri
(1998) veriyi ilk olarak standartlagtirmay1 dnermislerdir. Ridge yanlilik parametreleri
ki’ler (i=1,...,p) Onceden belirlendikten sonra MRRC asagidaki dort adimla
Onerilmistir;
1. adim: Girdi degiskenlerinin elde edilmesi,

2. adim: Onceden belirlenen k; parametrelerinin kullamlmas ile bir degiskenin diger

degiskenler lizerindeki regresyonundan ridge rezidiilerin elde edilmesi,
3. adim: Rezidiilerin Shewhart ve EWMA grafiklerinin olusturulmasi,
4. adim: Kontrol dis1 durum olmas1 durumunda diizeltmelerin yapilip 1. adima tekrar
doniilmesi.
Degisken sayisi arttikca yontemin uygulanmasi zor olacaktir fakat degiskenlerdeki
trendler belirlenebilir. Houshmand ve Javaheri’ye (1998) gore MRRC nin etkinligi
yanlilik parametresinin se¢imine baglidir.

Literatiirde regresyon Kkatsayilariin duraganhigini gelistirecek sekilde k
yanlilik parametresinin se¢imi i¢in pek c¢ok kaynak vardir. Alternatif bir diger

yaklagim da modelin 6n tahmin performansini gelistirecek sekilde k y1 segmektir.
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Houshmand ve Javaheri (1998) 6n tahmin hata kareler toplamini (prediction error

sum of squares-PRESS) minimum yapacak sekilde k nin se¢imini 6nermislerdir.
4.2. On Tahmin Amach Kriterler

Yanli tahmin edicilerdeki yanlilik parametreleri, ya tahminler daha duragan
olacak sekilde ya da oOn tahminlerde bir ilerleme olacak sekildedir. Ridge
regresyonda k daha ¢ok katsayilarin tahmininde bir gelisme olacak sekilde segilir.
Fakat model 6n tahmin amaglh kullaniliyorsa k nin se¢imi i¢in 6n tahmin amagl

kriterler kullanilir. Bu kriterler kavramsal 6n tahmin (conceptual predictive-C,),

genellestirilmis ¢apraz gecerlilik (generalized cross-validation-GCV) ve 6n tahmin
hata kareler toplam1 (PRESS) kriterleridir.

C, istatistigi uydurulan modelin hata kareler ortalamast ile ilgilidir. Ornegin,

x. noktasindaki Y(x;) nin yani bir model i¢in 6n tahminin hata kareler ortalamasi

MSE[9(x;)]=Var[y(x)]+[Bias(9(x))I

ile verilir. Eger standartlastirilmis hata kareler ortalamasini

Z“:MSE[)”/(Xi)]: ", var(§(x,)) +[Bias(9(x )

i=1 o i o

(4.3)

olarak tamimlarsak ve eger o biliniyorsa (4.3) deki ifade EKK tahmin edici igin C,
istatistigi olarak adlandirilir (Montgomery ve Peck, 1992; Myers, 1990);

SS Res

Cp :7—n+2p.

Burada SS EKK kullanildiginda elde edilen rezidii kareler toplamudir. Kii¢iik C

Res *
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degerleri kugiik HKO anlamina geldiginden kiigiik C degerleri tercih edilir.
Mallows (1973) k y1 belirlemek igin C, istatistigini ridge tahmin edici i¢in C,
istatistigine

SS
Rl n+2+2tr[H, ]

~2
o

C. =

olarak uyarlamustir. Burada H, = X(XX +kI )" X’ dir ve SS res,x Tidge regresyon
kullanildiginda elde edilen rezidii kareler toplamidir. C, y1 minimum yapacak
sekilde k nin se¢imi Onerilir. Prosediir olarak k ya kars1 C, nin grafigi ¢izilerek C,

y1 minimum yapan K degeri belirlenir.

Bir modelin 6n tahmin performansini 6lgmek i¢in bir diger kriter de PRESS
istatistigini minimum yapmaktir. Montgomery ve Friedman’in (1993) belirttigi gibi
bu prosediir Allen (1974) tarafindan 6nerilmis ve Golub, Heath ve Wahba (1979)
tarafindan gelistirilmigtir. PRESS istatistiginin kiiciik degerleri, kiiciik degerli toplam
hata kareler ortalamasina sahip modeli temsil eder yani regresyon modeli yeni
gozlemlerde iyi 6n tahminler saglar.

Golub, Heath ve Wahba (1979) k nin se¢imi igin genellestirilmis capraz
gecerlilik (GCV) istatistigini

GCV — in:lééi (k)

in—[1+tr(H,)Jf

olarak Gnermistir. Burada é.,(k) belli bir k degeri i¢in i-inci rezididir. GCV yi

minimum yapacak sekildeki k nin segimi Onerilir. Prosediir olarak k ya karsi1 GCV
nin grafigi k y1 belirlemede yararl olacaktir.

Myers (1990) ve Montgomery ve Peck (1992) bu 6n tahmin amagli kriterlerin
benzer k degerlerini iiretmeyebilecegini belirtmislerdir.

Liu (1993) k mnin tahminlerine paralel olarak d nin bazi tahminlerini
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vermistir. Skaler HKO yu minimum yapan d nin tahminini (2.22) ile vermistik. Liu

(1993) ayni zamanda Liu tahmin edici i¢in 6n tahmin amagh kriterler olan C, ve

GCV istatistiklerini de

C, = 55 reng +2tr[ﬁd]—(n -2)

)
(o}
veE

SS
GCVd _ Res,d

{n - [1 +tr(H~d )]}2

olarak vermistir. Burada SS  , Liu tahmin edici i¢in rezidi kareler toplami ve

HNd = X(X'X+ D) (X' X +d)(X'X)"' X" dir. Bu istatistikleri minimum yapan d

nin tahmin edicisini (her iki durumda da ayni1 tahmin ediciyi bulmus)

i=1 i=1

b1/ zi&fj

T _1_ a2
Jo =1 G[Zﬂiﬂ 20,41y

olarak vermistir. Fakat on tahmin amach bir kriter olan PRESS istatistigini Liu
tahmin edici i¢in tanimlamamis ve bunu minimum yapan d nin tahminini

vermemistir.
4.2.1. Liu Tahmin Edicide d nin Se¢imi Icin PRESS Istatistigi

Regresyon denklemleri yeni gozlemlerin 6n tahmini i¢in veya ortalama yanitin
(mean response) tahmini i¢in siklikla kullanilirlar. Genel olarak, bir analizci 6n
tahminin hata kareler ortalamasi minimum olacak sekildeki aciklayict degiskenleri
se¢mek ister. Bu ise kii¢iik etkiye sahip agiklayic1 degiskenlerin modelden atilmasi
anlamina gelmektedir. Bu anlamda PRESS istatistigi kullanilabilir (Montgomery ve
Peck, 1992).

Allen (1971, 1974) tarafindan onerilen PRESS istatistigi
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€ =Yi—Yu,1=12,....n (“4-4)

olarak tanimlanan PRESS rezidiilere baghdir. Burada Y, i-inci gozlem atilarak
diger n—1 gozleme uydurulan regresyon modeli ile elde edilen y; nin 6n tahminidir.

PRESS rezidii EKK rezidiiden de hesaplanabilir. $oyleki, y; —¥; EKK rezidii ve h;

H=X (X X )71 X' sapka matrisinin i-inci kogegen elemani olmak tizere

(4.5)

dir. Boylece PRESS istatistik n PRESS rezidiiniin kareleri toplami1 olarak

_n yi_yizzn yi_yi 2
PRESS_Z[1—hJ Z[l—x'i(X'X)‘lxij (40

i=1 ii i=1

seklinde hesaplanir. Burada X, X in i-inci satiridir. PRESS n—1 gdzlemin her alt

kiimesini tahmin kiimesi olarak kullanir ve diger gozlemi de 6n tahmin kiimesini
olusturmak icin kullanir. PRESS istatistigi yeni gozlemlerin iyi bir 6n tahmini olan
modeli belirler. En iyi modelin se¢imi i¢in kii¢iik degerli PRESS tercih edilir. PRESS
istatistigi uydurulmus c¢esitli modellerin duraganligi hakkinda ¢ok fazla bilgi
saglamasi ve etkili (influential) gdzlemlerin belirlenmesin de yararl bir istatistiktir.

PRESS istatistigi ridge tahmin ediciye

e e[ wximk |
PRESSR(k)_;L—hKJ _;L—x'i(x'x +k|)‘1xi} “.7)

olarak uyarlanmis olup €, (k) belli bir k degeri iin i-inci rezidii ve h i H, nmi-

inci kosegen elemanidir. PRESS modelin 6n tahmin performansinin bir Slgiisii
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oldugundan PRESSR(k) y1 minimum yapacak sekildeki kK y1 segmek onerilir. Fakat
PRESS, (k) , k nin bir konveks fonksiyonu olmadigindan k y1 se¢mek zordur.
Montgomery ve Friedman (1993), PRESS; (k) nin yaklagik olarak 0<k <2
araliginda minimum oldugunu ve k ya karsi PRESS, (k) nin grafiginin bu minimum

degeri bulmada yararl olabilecegini belirtmislerdir.

Simdi PRESS istatistigini Liu tahmin edici i¢in tanimlayalim. Bu durumda

ﬁd , d nin lineer bir fonksiyonu oldugundan hesaplamalar daha kolay olacaktir.

€ (K)=y; =X, BR(k) (4.8)
ridge rezidiiniin i -inci elemani,
i =X (X' X +k)™"x (4.9)

ridge sapka matrisi H, nin i-inci kdsegen elemani ve

éd(i) =Y _X'i ﬁd(i) (4.10)

I -inci gozlem silindikten sonraki Liu rezidii olsun. Bu durumda asagidaki teoremi
verebiliriz.

Teorem 4.1 : Liu tahmin edici i¢in PRESS istatistik

A 2
n n e . ,\-

PRESS, = Z(éd(i))2 - Z (1-d)—""—+d 5 (4.11)
i=1 i=1 1 — hl—ii 1 — h

dir ve
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_ ii =i T (4.12)

de minimum olur.

Ispat : (4.11) de verilen PRESS, yi tammlayalim. (2.21) ile verilen ﬁd yi

ﬁd =(X'X+ D7 (X'X +dI ),@ olarak da yazabiliriz.
Baoy = (X' Xy + D7 (X', Xy +dDA, (4.13)

I -inci gozlem silindikten sonraki Liu tahmin edici ve ﬁ(i) = (X(li)X(i))_1 XYy i -inci
gozlem silindikten sonraki EKK tahmin edici olsun. X ve Y, , i-inci gdzlem
silindikten sonraki X ve y dir. Sirasiyla B=XX ve B=XX+1,c=x (X in i-

B'cc'B™
+—

—— y1 kullanarak
1-c'B7c

inci kolonu) alarak ve (B—cc')” =B~

(X'X)"xix'i (X' X)™!
1_hii

(X' X)) = (XX =x X)) =(X'X) ™+ (4.14)

Ve
(X' X+ D7 =(X" X +1=xx,)"
(XX + D)7 XX (XX +1)7 (4.15)
1-h

=(X'X+ D)7+

1-ii

elde ederiz. Burada h, =x(XX)'x ve h_ =x(XX+1)"'x dr.

XY, = XY =%y, oldugundan (4.14) den S,
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OO XX (XX
ﬂ(u) {(XX)_ ( )1)1T1_F ) :|(Xy_xiyi)
{ (XX)‘lxx

T }(ﬂ (XX)"%Y;)

olarak yazilabilir. Parantez icerisindeki terimleri carparak ﬁ(i) yi tekrar yazarsak

(XXX B (XX) XX (XX) " Xy,

By = B—(XX) ')y
ﬂ(|) ﬂ ( ) X|y|+ l_hii l—hii

elde ederiz. & =y, — X3 ve h, =x (X X)X, oldugundan son esitlik

,3(.) h (4.16)
seklinde de ifade edilebilir (Montgomery ve Peck, 1992). Ayrica
(X' Xy +dD) = (X" X =x;x;+dl) = (X' X +dI) = x;X; (4.17)

dir. §. =X, 3, Vo =X ﬁd ve ﬁd_ii , H, nin i-inci ksegen elemani olmak tizere
(4.15), (4.16), (4.17) y1 kullanarak ve parantez i¢indeki ifadeleri sadelestirirsek
(4.13) deki B, vi

A < (XX +D)7TxY (XX + D)X Y
=0 - +
Paw =P I1-h 1-h;

A

1-ii

(XX + D)7 (XX +dD(X X)X

h (X'X+D7'x éh,_ (X'X+1)7"x,
1—hii 1-h - h 1-h

1-ii 1-ii
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olarak yazabiliriz. Son esitligi soldan X; ile arparsak sadelestirmelerden sonra

1 J hl i é. -
- —ii 4 i h o —h .
1- hl—ii a 1- h1_ii 4 (1 - hl—ii )(] — hii ) ( 1-ii d—ii )

Xiﬂd(i) =

elde edilir. Boylece €5 =y, — ¥, olmak lizere €, =Y, — X, B, () ifadesinin

) 6, 6 .
€4y = - ' h_. —h, 4.18
R TR R (19

ifadesine esit oldugu goriilebilir.
XX+ (XX +1)=1 oldugundan (XX +1)7'=1-(XX+1)"' XX

olarak yazilabilir. Bu son esitligi sagdan (X X)™' ile ¢arparsak

XX+ D)7 XX = (XX) ! = (XX + 1) (4.19)

elde ederiz. (4.19) u kullanarak, ﬁd_ii asagidaki formda yazilabilir

hyi =X, (XX + DX X +dD(X'X) ',
=X, (X'X+ D71 +d(X' X)X,
=X, (X' X+ D)7 % +dx, (XX + DT (XX) X (4.20)
=X, (XX + D)7 % +dx (XX) T —dx! (XX + D)7
=(1-d)h,_; +dh,.

Ayrica
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6 —dé = (y; =X B,)—d(y, =X, )
=(1-d)y, + X, (dB- By
= (1=d)y, + X, [dl = (X' X + D)7 (X' X +d1)3
= (1=d)y; +(d =X (X' X+ 1) (X' X) A
=(1-d)y, +(d-Dx, (X' X + I)‘IX'y
= (1=d)(Y; — Y (1) = (1= d)ég (1)

oldugundan

8, = (1—d)éy (1) +dé (4.21)

A

dir. (4.20) ve (4.21) yi kullanarak (4.18), a = % ve b=—3_ olmak iizere

1-ii ii

A € (1) é
g =(1=d) = +d = =(1-d)a+db (4.22)

1—ii i

olarak da yazilabilir. Béylece (4.11) ile verilen PRESS, yi elde ederiz.

(4.22) yi dikkate alirsak PRESS, =3, [(1—d)a+db[| yazabiliriz. PRESS, ,
d d

d nin karesel bir fonksiyonu oldugundan PRESS, nin tiirevini alip,

dPRESS, <

=>"2(-a+b)[(1-d)a+db]

dd =

= 2Zn:[d(a2 ~2ab+b?)-a’ +ab]

i=1

=23 [d(a-b)* ~a(a-b)]

i=1

= ZiZ::d(a—b)2 —ZiZ::a(a—b)
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sifira esitleyerek minimum yapan degerini
d="- (4.23)

olarak buluruz. a ve b yi (4.23) de yazarsak ispat tamamlanmis olur.

d'PRESS, _3-( &l & o
dd’ \1-h_, 1-h, )

oldugundan PRESS, konveks bir fonksiyondur, bu nedenle konveks fonksiyonlar
icin gecerli olan asagidaki 6zelliklere sahip olur (Giorgi ve ark., 2004): ¢ : T > R

konveks bir fonksiyon olsun, bu durumda asagidaki 6zellikler gecerli olur;

i) t, <t, <t, olmak iizere Vt,,t,,t, €T icin olt,)< nle (p(tl)+ﬂ(p(t3)

)‘W_(tz).

i) Vt,t, T igin ot,)-olt,)>(t -t o
2

A A 2
pt)=>_| (1-1) leRirfl) +t1 eih } ,t,=0,t, =d vet, =1 alirsak (i) 6zelliginden
i=1 = i i

PRESS, <(1—-d)PRESS,(1)+dPRESS elde ederiz. (ii) 6zelligi igin t, =0, t, =d ve
t =1, t,=d alirsak sirasiyla dPR icin PRESS, < PRESS,(1) ve PRESS, < PRESS

elde ederiz. Sonug olarak d,, i¢cin PRESS, nin PRESS ve k =1 igin PRESS, (k)

nin her ikisinden ve bunlarin konveks kombinasyonundan daha iyi oldugunu
sOyleyebiliriz.
Analizci regresyonun amacina gore bir prosediir takip etmelidir. Onemli olan

tahmin ise ridge trace, HKO gibi metotlar incelenmeli. On tahmin &nemli ise C,,

PRESS ve GCV metotlar1 uygulanmalidir. Belli bir veri kiimesinde c¢oklu i¢ iligki

belirlendigin de bu yontemlerden her hangi birinin digerlerine gore iyi sonug vermesi
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i¢in kesin bir kriter yoktur.

A

d., yi hesaplayabilmek i¢in o’ nin yansiz tahminine gereksinim vardir,

fakat d pr 1¢in yoktur. Bu nedenle d r>» O nin tahminine gerek duyulmadigi

€ri (1)
1-h

durumlarda kullamlabilinir. Ayrica, (4.22) den goriildigii gibi €, ve

1-ii

8. : : 8ri (1
S nin kombinasyonudur. € ()

i T

, k=1 iken ridge sapka matrisinin kdsegen

A

elemanlar1 ile ridge rezidilerin agirliklandirilmasi ve , sapka matrisinin

kosegen elemanlarinin EKK rezidii ile agirliklandirilmas: oldugundan PRESS,,

EKK ve k =1 iken ridge tahmin edicilerden hesaplanabilir.
4.2.2. Sayisal Ornek

Teorikte buldugumuz sonuglart 6rneklendirmek i¢cin Woods, Steinour ve
Starke’nin (1932) literatlire kazandirdigi ve daha sonra Hald (1952), Gorman ve
Toman (1966), Kaciranlar ve ark. (1999), Kaciranlar ve Sakallioglu (2001) gibi
calismalarda pek ¢ok kez analiz edilen Portland ¢imento verisini inceleyecegiz. Bu
veri ¢imentonun olusturulmasit ve sertlestirilmesinde aciga ¢ikan 1s1 miktarini
gostermektedir. Cimentonun bilesenleri olan dort bagimsiz degisken, tricalcium

aluminate (X, ), tetracalcium sillicate (X, ), tetracalcium alumino ferrite (X,) ve

dicalcium silicate (X,) dir. Bagimli degisken (y) ise bir gram ¢imento basina diisen
kalori cinsinden 1s1 miktaridir.

Hesaplamalarimizda Matlab 6.5 programi kullanilmistir, bu nedenle diger
hesaplamalarla arasinda farkliliklar olabilecektir. Hesaplamalara baslamadan 6nce

degiskenler standartlagtirilmigtir. XX matrisinin  6zdegerleri A, =2.235704,

A, =1.576066, A, =0.186606, A, =0.001623 olup kosul sayis1 2 =1376.880621

T —
coklu i¢ iligskinin oldugunu gosterir. Bunun nedeni dort bagimsiz degisken arasindaki

yaklasik lineer iliskidir: X, + X, + X, + X, ®100. Bu nedenle EKK tahmin ediciyi
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kullanamayiz, alternatif olarak ridge ve Liu tahmin edicileri kullanabiliriz.
Montgomery ve Friedman (1993), PRESS, (k) nin minimum degerinin
0 <k <2 aralhg igerisinde elde edildigini belirtmistir. Bu nedenle k degerleri 0 dan
2 ye kadar 0.0001 lik artislarla belirlenmis ve bu degerlere karsilik gelen PRESS, (k)
degerleri hesaplanmistir. PRESS, (k) y1 minimum yapan K degeri 0.0106 olarak

elde edilmistir. Bu degeri gorebilmek i¢in k nin 0.009 dan 0.0119 a kadar olan
degerleri Tablo 4.1 de gosterilmistir. Ayrica Sekil 4.1 de modelin 6n tahmin
yeteneginin azalan K ile birlikte arttigin1 ve yaklasik olarak 0.0106 da en iyi diizeyde

oldugunu gostermektedir.

Tablo 4.1. k gesitli degerleri igin PRESS, (k) degerleri

k PRESS, (k) k PRESS, (k)
0.009 | 0.02765992619505 | 0.0105 0.02764580302603

0.0091 | 0.02765812489628 | 0.0106* | 0.02764574381239
0.0092 | 0.02765645868829 | 0.0107 0.02764578252858
0.0093 | 0.02765492442657 | 0.0108 0.02764591730666
0.0094 | 0.02765351908193 | 0.0109 0.02764614633744
0.0095 | 0.02765223973501 | 0.0110 0.02764646786806
0.0096 | 0.02765108357125 | 0.0111 0.02764688019973
0.0097 | 0.02765004787603 | 0.0112 0.02764738168551
0.0098 | 0.02764913003015 | 0.0113 0.02764797072831
0.0099 | 0.027648327500550 | 0.0114 0.02764864577885

0.01 | 0.02764763786100 | 0.0115 0.02764940533384
0.0101 | 0.02764705873875 | 0.0116 0.02765024793416
0.0102 | 0.02764658786037 | 0.0117 0.02765117216318
0.0103 | 0.02764622302353 | 0.0118 0.02765217664511
0.0104 | 0.02764596209870 | 0.0119 0.02765326004346

Tablo 4.1 de PRESSR(k) nin minimum degerini yliz milyonuncu ondalik
basamaginda aldig1 goriiliiyor. k i¢in kullanilan ondalik say1 da PRESSR(k) nin
performansini etkileyecektir. kK nin 0 dan 2 ye kadar olan degerlerini hesaplamak
icin biiylik ondalikli sayilar kullandigimiz da PRESSR(k) nin minimum degerinin
degistigini gordiik. Bu nedenle kiiciik ondalikli sayilar kullanmak daha uygun
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sonuglar verecektir, fakat bu defa hesaplamalar zaman alic1 olabilmektedir. Sonug
olarak 0 <k <2 aralig1 PRESSR(k) nin minimum degerini hesaplamak i¢in genis bir

araliktir.

0.034

0.033

0.032

0.031

0.03

PRE$R(k)

0.029

0.028

0.027

0.026

I I I I I
(0] 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
k

Sekil 4.1. k ya kars1 PRESSR(k) nin grafigi

k =0.0106 i¢in ridge tahmin ediciyi kullandigimiz da XX +kl nmn kosul
sayist 183.765605 e diistii. Fakat hala ¢oklu i¢ iliskinin varligini gériiyoruz. Coklu i¢
iligkinin var olma nedeni kosul sayisini uygun seviyeye diisiirecek kadar k nin
yeterince biiyiik olmamasidir. Hala ¢oklu ig iliski oldugundan k = 0.0106 iken ridge
tahmin ediciye giivenemeyiz. Alternatif olarak Liu tahmin ediciyi kullanabiliriz.

Simdi Liu tahmin ediciyi 6n tahmin amagli olarak kullanalim. (4.12) yi
kullandigimiz da PRESS, nin d pr = 0.95403160232377 de
PRESS, =0.03180660516500 degeri ile minimum oldugunu goriiyoruz. Ayrica
PRESS, (1) = 0.16875043046731 ve PRESS =0.03212453820644 oldugundan dPR
icin  PRESS, < PRESSR(I) ve  PRESS, <PRESS  ozellikleri  saglanir.

PRESS, < (1—d)PRESS,(1)+dPRESS ozelligi ise Tablo 4.2 den goriilebilir.
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Tablo 4.2. d nin gesitli degerleri i¢in (1—d)PRESS,(1)+dPRESS degerleri

d

(1-d)PRESS, (1)+ dPRESS

PRESS,

0

0.16875043046731

0.1687504346731

0.1

0.15508784124122

0.14154656984012

0.2

0.14142525201513

0.11735188063541

0.3

0.12776266278905

0.09616636285316

0.4

0.11410007356296

0.07799001649337

0.5

0.10043748433687

0.06282284155605

0.6

0.08677489511079

0.05066483804120

0.7

0.07311230588470

0.04151600594881

0.8

0.05944971665861

0.03537634527889

0.9

0.04578712743253

0.03224585603143

0.94

0.04032209174209

0.03183622833074

0.95

0.03895583281948

0.03180905069112

0.96

0.0375895789687

0.03181196476574

0.03212453820644

0.03212453820644

Sekil 42 k ve d ye karst swrastyla PRESS, (k) ve PRESS,

grafiklerini

gostermektedir. Boylece aldiklart minimum degerler de goriilmektedir. Sekil 4.2 ayni

zamanda bir PRESS

istatistigin  digerinden her zaman

1yi

olmadigimi da

gostermektedir. Tablo 4.3 bu PRESS istatistiklerin hangisinin digerinden daha iyi

oldugunu gosterir. PRESS, (k) nin 0.408 den kiiciik degerler icin daha iyi oldugunu

goriiyoruz. PRESSR(k) ve PRESS, nin minimum degerlerini karsilagtirdigimiz da

PRESS, (k) mn kiigiik bir farkla daha kiigiik oldugu goriilityor. Fakat PRESS (k)

nin hesaplanmasi zordur.

0.25¢

PRESS

PRESS_(K)

Sekil 4.2. k ve d ye kars1 sirastyla PRESS, (k) ve PRESS, grafikleri
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Tablo 4.3. k ve d nin gesitli degerleri icin PRESS, (k) ve PRESS, degerleri

k=d PRESS, (k) PRESS,

0.4077 0.07662444032125 0.07671521161212
0.4078 0.07663912452134 0.07669877306225
0.4079 0.07665380939432 0.07668233752156
0.408* 0.07666849493995 0.07666590499004
0.4081 0.07668318115802 0.07664947546769
0.4082 0.07669786804830 0.07663304895451
0.4083 0.07671255561055 0.07661662545051

Sekil 4.3 de d ye kars1 PRESS, ve PRESS grafikleri goriilmektedir. PRESS, nin
her zaman PRESS den iyi olmadigini goriiyoruz. Fakat CIPR icin PRESS,, PRESS

den iyidir, daha kiigiik degere sahiptir. Bu ise d sk 1¢in PRESS, < PRESS o6zelligini
dogrular.

0.1

oo+ | mmm——— PRESS U

0.08}
0.07}
0.06 ™
0.05}

0.04

~
N
~
~
~.
.
.
~
~.
~
~.
~
~
~~o,
~
~
S

-
-

0.03

0.02+

0.01 I I I I I I
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2

d

Sekil 4.3. d ye kars1i PRESS, ve PRESS grafikleri

Karsilagtirma yapmak amaciyla regresyon katsayilarinin k = 0.0106 igin
ridge, d pr = 0.95403160232377 i¢in Liu ve EKK tahminlerini elde ettik. Tablo 4.4

tahmin prosediirlerini, rezidii kareler toplamin1 (SS ; ), HKO ve ¢oklu belirleyicilik

katsayisini ( R?) 6zetlemektedir.
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Tablo 4.4. Tahmin Ozetleri

oLs PRESS, (k =0.0106) [ PRESS; | .\ @ e
B 0.60651195174781 0.51295957673165 0.58992944855781
B, 0.52770563116372 0.31510630482537 0.51464075570808
B, 0.04338969836570 -0.05613659092619 0.03471734831340
B, -0.16028741596540 -0.38309841449252 -0.16486607558979
SS | 0.0176243795923199 0.01787914389276 0.01784534806967
MSE | 1.21862916628714 0.03501491837107 1.32252582868391
R2 0.98237562040765 0.97669010274632 0.96799158490726

Coklu ig iliski olmasi durumunda bir lineer regresyon modelinin 6n tahmin
performansi i¢in iki yanli tahmin edici (ridge ve Liu) kullandik. Ridge tahmin edici
Montgomery ve Friedman (1993) tarafindan da kullanilmis ve 0 <k <2 araliginda
PRESSR(k) y1 minimum yapan K degerini se¢gmek olarak onerilmistir. Farkli veri
kiimeleri icin k bir degerini alabilir. PRESS; nin Bolim 4.2.1 de verilen
ozelliklerinden dolayr PRESS, (k) y1 minimum yapan K degeri bir veya yaklagik bir

olmas1 durumunda hesaplanmasi kolay oldugu i¢in PRESS; yi kullanabiliriz.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada coklu i¢ iligki problemleri ve onun istatistiksel sonuglar1 ele
almmustir. Coklu i¢ iligski olmasi durumunda modeldeki parametrelerin tamami tam
olarak tahmin edilemez. Verilen bir veri kiimesinde EKK yontemini kullanarak
parametrelerin  hangi lineer kombinasyonlarinin tahmin edilebilir oldugunu
belirlemek i¢in X'X matrisinin 6zdegerlerini ve 0Ozvektdrlerini incelemek
gerekmektedir. Ilgilendigimiz parametrelerin lineer kombinasyonu ¢oklu i¢ iliskiden
etkilenmiyorsa klasik metotlar uygulanabilir. Fakat ilgilendigimiz parametreler ¢oklu
i¢ iligskiden etkileniyorsa alternatif metotlar kullanilmalidir.

Coklu i¢ iliski problemini ortadan kaldirmak i¢in EKK yontemine alternatif
olarak ileri siiriilen tahmin ediciler yanli tahmin edicilere neden olmustur. Burada bu
tahmin edicilerden ridge, genellestirilmis ridge, temel bilesenler, kisitli EKK,
modified ridge, yansiz ridge, kisitli ridge, r —k siif, Liu, r—d smif, Liu-tipi
tahmin ediciler ele alinmis ve bazi 6zellikleri incelenmistir.

Coklu ic¢ iligskinin istatistiksel sonug¢larini ortadan kaldirmak icin pek ¢ok
tahmin edicinin olmasi, bunlardan hangisinin daha iyi bir performans sergilediginin
arasgtirtlmasina neden olmustur. Daha kii¢iilk HKO ya sahip tahmin edicinin daha iyi
olmast nedeniyle literatiirde pek ¢ok yanli tahmin edicinin karsilastirmalari
yapilmistir ve yapilmaya devam edilmektedir. Baz1 arastirmacilar tarafindan yapilan
karsilagtirmalar verilmis ve heniiz yapilmamis olan bazi karsilagtirmalar yapilmastir.

Matris HKO kriterinin skaler HKO ve genellestirilmis HKO kriterlerinden
daha giiclii bir kriter olmast nedeniyle r —d smif tahmin edicinin EKK, ridge ve
temel bilesenlerden matris HKO anlaminda {istiin olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar
verilmigstir. Bu kosullarin bilinmeyen parametrelere bagli oldugu goriilmiis ve bu
kosullar i¢in hipotez testleri olusturulmustur. r —d ve r —k sif tahmin ediciler
matris HKO kriterine gore karsilagtirilmistir.

Coklu i¢ iliski olmasi durumunda Crouse, Jin ve Hanumara’nin (1995)
onerdigi yansiz ridge tahmin edici EKK tahmin ediciye alternatif olarak ileri siiriilen
bir tahmin edicidir. Crouse, Jin ve Hanumara (1995) yansiz ridge tahmin ediciyi

Swindel’in (1976) 6nerdigi modified ridge tahmin edicideki 6n bilginin stokhastik
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olmast durumunda Onermislerdir. Bu calismada ise yansiz ridge tahmin edici
Farebrother (1984) ve Troskie ve ark.’nin (1994) calismalar1 yardimiyla iki farklh
sekilde elde edilmis ve bazi 6zelliklerini incelenmistir. Crouse, Jin ve Hanumara
(1995), Hoerl ve Kennard’in (1981) iirettigi veriyi kullanarak onerdikleri tahmin
ediciyi EKK ve ridge tahmin edici ile karsilastirilmiglardir. Bu ¢alismada ise yansiz
ridge tahmin edici ridge, EKK ve r —k sinif tahmin edicilerle matris HKO kriterine
gore karsilagtirilmistir. Ayrica, yansiz ridge rezidi ile ridge, EKK, r—k smif
rezidiilerin varyans kovaryans yapilari incelenmis ve matris HKO kriterine gore
karsilagtirilmalar1 yapilmistir. Bunlara paralel olarak Hoerl ve Kennard’in (1981)
tirettigi veri kullanilarak teorikte buldugumuz sonuglar 6rneklendirilmistir.

Coklu i¢ iliski probleminin lineer regresyonda siklikla meydana gelen ciddi
problemlerden biri olmasi ve lineer regresyon analizinin miihendislerin de ¢ok sik
kullandig: istatistiksel tekniklerden biri olmasi nedeniyle miihendislik alani olan
kalite kontrolde c¢oklu i¢ iligki problemine deginilmis. Coklu i¢ iliski olmasi
durumunda Hotelling T> kontrol grafigi 6nerilmistir. Fakat bu kontrol grafiginin
bazi olumsuz yanlar1 vardir. Bu olumsuzluklar1 gidermek igin ileri siiriillen ¢éziim
yontemlerinden bahsedilmistir.

Coklu i¢ iligki olmast durumunda oOnerilen ridge ve Liu tahmin edicileri
sirastyla yanlilik parametreleri k ve d ye baghdir. Yanlilik parametreleri, ya
tahminler daha duragan ya da 6n tahminlerde bir ilerleme olacak sekilde secilir.
Ridge regresyonda k daha c¢ok katsayilarin tahmininde bir gelisme olacak sekilde
secilmistir. Fakat model 6n tahmin amagli kullaniliyorsa k nin se¢imi i¢in 6n tahmin
amagh kriterler kullanilir. On tahmin amagh olarak da k nin segimi ile ilgili C,,
GCV, PRESS istatistikleri 6nerilmistir. Liu (1993) 6n tahmin amagli olarak d nin
se¢imi ile ilgili C; ve GCV, istatistiklerini onermis ve bunlari minimum yapan d
nin tahmin edicisini vermistir. Bu calismalara paralel olarak Liu tahmin edici i¢in
PRESS istatistigi tanimlanmis, bazi1 6zellikleri incelenmis ve bunu minimum yapan
d nin tahmin edicisi verilmistir. Teorikte buldugumuz sonuglar1 Portland ¢imento

verisi lizerinde orneklendirilmistir.
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Bu calismada elde edilen sonuglar yanli tahmin edicilerden birinin digerine
her zaman i¢in iistiin olmadigini gostermektedir. Fakat pek ¢ok tahmin ediciyi icerek
sekilde yeni bir tahmin edici verilebilir. Bu yeni tahmin edicinin kendini olusturan
tahmin edicilerden daha iyi bir tahmin ydntemi olmasi beklenir. Bu beklenti
simiilasyon ¢aligsmasi yapilarak gozlemlenebilir. Ayrica, Houshmand ve Javaheri’nin
(1998) calismalarina paralel bir ¢alisma olarak Liu tahmin edici i¢cin PRESS
istatistigi kullanilanilip yeni bir ¢ok degiskenli kontrol grafigi olusturulabilir.
Simiilasyon caligmasi yardimiyla bu yeni kontrol grafiginin etkinligi cok degiskenli

ridge rezidi kontrol grafigi ile karsilagtirilabilir.
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