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Çoklu lineer regresyon modelinde açıklayıcı değişkenler arasındaki lineer 

ilişki olarak tanımlanan çoklu iç ilişkinin varlığı tahmin prosedüründe en küçük 

karelerin kötü bir tahmin edici olmasına neden olmaktadır. Bu nedenle ileri sürülen 

 sınıf tahmin edici en küçük kareler, ridge ve temel bileşenler ve yansız ridge 

tahmin edici ridge, en küçük kareler ve 

dr −

kr −  sınıf tahmin edicilerle matris hata 

kareler ortalaması kriterine göre karşılaştırılmıştır. Çoklu iç ilişkinin kalite kontrol 

çalışmalarındaki etkilerinden dolayı Liu tahmin edici için PRESS istatistiği 

tanımlanmış ve bunu minimum yapan  nin tahmin edicisi verilmiştir. d

Anahtar Kelimeler: Çoklu İç İlişki, Yanlı Tahmin Ediciler, Ön Tahmin Hata Kareler 

Toplamı, Kalite Kontrol 
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Multicolinearity which is defined as the relationship between the explanatory 

variables in the multiple linear regression model causes the least squares estimator to 

be a poor estimator. The dr −  class estimator which is proposed for this reason is 

compared to the least squares, ridge and principal components regresssion and the 

unbiased ridge estimator is compared to the ridge, least squares and  class 

estimators under the matrix mean square error criterion. Due to the effects of 

multicollinearity on quality control PRESS statistic for the Liu estimator is defined 

and the estimator of d  which minimizes this statistic is given.  

kr −
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1.GİRİŞ                                                                               Mahmude Revan ÖZKALE 

1. GİRİŞ 

 

1.1. Çoklu İç İlişkinin Tanımlanması 

 

eXy += β                                                                                                   (1.1) 

 

şeklinde bir çoklu lineer modelimizin olduğunu varsayalım. Burada   yanıt 

değişkenlerin vektörü,   stokhastik olmayan açıklayıcı değişkenlerin 

gözlenen matrisi, 

y )1(nx

X )(nxp

β   bilinmeyen parametreler vektörü ve  sıfır ortalamalı, 

 varyanslı rasgele hataların  vektörüdür. Bir çoklu lineer model yeni 

gözlemlerin ön tahmini (prediction), regresyon katsayılarının tahmini (estimation), 

öngörü (forecasting) gibi amaçlar nedeniyle pek çok alanda kullanılmaktadır. 

)1( px e
2σ )1(nx

Çoklu lineer regresyon modelinde, genellikle açıklayıcı değişkenlerin 

bağımsız olduğu varsayılır. Fakat uygulamada, lineer ilişki olabilir. Bu durumda 

açıklayıcı değişkenler arasında bağımsızlık varsayımı geçerli olmaz ve bu, çoklu iç 

ilişki problemine neden olur. 

 ,  matrisinin jX X j -inci kolon vektörü olsun: [ ]pXXX ,,1 K= .  

 

0
1

=∑
=

p

j
jj Xt                                                                                                  (1.2) 

 

olacak şekilde hepsi sıfır olmayan  sabitler kümesi varsa  

vektörleri lineer bağımlıdır. 

pttt ,,, 21 K pXXX ,,, 21 K

X  in kolonlarının bir kümesi için (1.2) tam olarak 

sağlanıyorsa “tam çoklu iç ilişki vardır” (Silvey, 1969). Bu durumda X  matrisinin 

rankı p  den küçük olur ve  matrisi tekildir. Fakat (1.2)  in kolonlarının bazı 

alt kümeleri için yaklaşık olarak doğru ise “yaklaşık çoklu iç ilişki” vardır. Eğer 

açıklayıcı değişkenler arasında bir lineer ilişki yoksa, açıklayıcı değişkenler 

ortogonaldır denir. 

XX ' X

IXX ='  iken X  matrisi ortogonal açıklayıcı değişkenleri içerir. 

 Çoklu iç ilişkinin pek çok nedeni olabilir (Judge ve ark., 1985; Montgomery 

ve Peck, 1992). Bunlardan bazıları: 

 1
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1. Uygulanan veri toplama metodu: Analizci (1.2) ile tanımlı bir bölgenin alt 

uzayından örneklem almış ise çoklu iç ilişki problemi ile karşılaşacaktır.  

2. Modeldeki veya kitledeki zorunluluklar: Kitledeki zorunluluklar daha çok, 

açıklayıcı değişkenlerin kimyasal veya üretim proseslerinde ortaya çıkar. Örneğin, 

bir kimyasal reaksiyonun gerçekleşmesi için belli içeriklerin sabit oranlarda olması 

gibi. 

3. Modelin belirlenmesi: X  değişkenlerinin değişim aralığı küçük iken bir 

regresyon modeline polinom terimin eklenmesi çoklu iç ilişkiye neden olabilir.  

4. Modelin aşırı tanımlanması (overdefined): Gözlemlerden çok açıklayıcı 

değişkenlerin olduğu modellere aşırı tanımlanmış model denir. Daha çok tıbbi 

araştırmalarda ve ekonometrik modellerde ortaya çıkar. Bu gibi durumlarda 

açıklayıcı değişkenlerden bazılarını atmak gerekmektedir.  

Çoklu iç ilişkiyi üç ana başlık altında inceleyeceğiz. Bunlar çoklu iç ilişkinin 

belirlenmesi, çoklu iç ilişkinin istatistiksel sonuçları ve çözüm yöntemleri 

şeklindedir. 

 

1.2. Çoklu İç İlişkinin Belirlenmesi 

 

Çoklu iç ilişkinin belirlenmesi için çeşitli yöntemler vardır. Bunlardan 

bazılarını şu şekilde verebiliriz.  

1. Korelasyon matrisinin incelenmesi:  in köşegen dışı elemanlarının 

( ) incelenmesi çoklu iç ilişkinin belirlenmesini sağlar. Geometrik olarak ,  ve 

 arasındaki açının kosünüsüdür (Farrar ve Glauber, 1967).  ve  açıklayıcı 

değişkenleri lineer bağımlı ise 

XX '

ijr ijr ix

jx ix jx

ijr  bire yakın olur.  

2. Varyans Şişirme Faktörü ( )VIF :  matrisinin 1)'( −XX j -inci köşegen 

elemanına j -inci varyans şişirme faktörü  denir. İlk olarak Farrar ve Glauber 

(1967) tarafından çoklu iç ilişkiyi belirlemek için kullanılmış fakat Marquardt (1970) 

tarafından  olarak adlandırılmıştır. ,  nin diğer 

)( jVIF

VIF 2
jR jx 1−p  açıklayıcı değişken 

üzerine olan modelinden çoklu belirleyicilik katsayısı olmak üzere  12 )1( −−= jj RVIF

 2
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olarak ifade edilir (Theil, 1971).  diğer açıklayıcı değişkenlerin bazılarına yaklaşık 

olarak lineer bağımlı iken  bire yakınlaşır ve  büyür. Herhangi bir VIF  

değeri 10 dan büyükse çoklu iç ilişki vardır. VIF  lerin bir diğer ilginç yorumu ise şu 

şekildedir. , 

jx

2
jR jVIF

yXXX ')'(ˆ 1−=β β  ortalama vektörlü ve  varyanslı 

dağılıma sahip olduğundan 

12 )'( −XXσ

j -inci regresyon katsayısı üzerindeki güven aralığının 

uzunluğu 1,2
212 )ˆ(2 −−= pnjj tVIFL ασ  olarak yazılabilir. Dolayısıyla,  nin 

karekökü çoklu iç ilişkiden dolayı 

jVIF

j -inci regresyon katsayı için güven aralığının ne 

kadar büyük olduğunu gösterir. 

3.  matrisinin özdeğerlerinin analizi: Çoklu iç ilişki problemini ciddi 

anlamda çalışan ilk araştırmacı Ragnar Frisch’dır. Frisch (1934) çoklu iç ilişkiyi 

özdeğerlerle ilişkilendirmiştir. Fakat bilgisayar kullanımının kısıtlı olması nedeniyle 

 in özdeğerlerinin nümerik analizi desteklenememiştir (Vinod ve Ullah, 1981). 

Eğer veride bir veya daha fazla lineer bağımlılık varsa, bir veya daha fazla özdeğer 

küçük olacaktır. Küçük özdeğer,  in kolonları arasındaki yaklaşık lineer 

bağımlılığı gösterir. 

XX '

XX '

X

minλ  ve maksλ ,  matrisinin minimum ve maksimum 

özdeğerleri olmak üzere 

XX '

minλ
λmaksK =  olarak tanımlanan koşul sayısı çoklu iç ilişkiyi 

belirlemek için kullanılır. , 100 den büyükse şiddetli bir çoklu iç ilişki vardır.  K

4. Diğer tanılama (diagnostics) metotları: Çoklu iç ilişki pek çok teknikle 

belirlenebilir. Bunlardan birisi  in determinantıdır. Standartlaştırılmış formda XX '

1'0 ≤≤ XX  dir. 1' =XX  ise açıklayıcı değişkenler ortogonaldir aksine ' XX 0=  

iken tam çoklu iç ilişki vardır. XX '  sıfıra yaklaştıkça çoklu iç ilişkinin şiddeti 

artacaktır (Farrar ve Glauber, 1967). 

Regresyon katsayılarının işaretlerinin veya büyüklüklerinin beklenenden 

farklı olması, açıklayıcı değişkenlerin eklenmesi veya çıkarılması ile regresyon 

katsayılarının tahminlerinde büyük değişikliklere neden olması çoklu iç ilişkinin 

göstergesi olabilir. 
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1.3. Çoklu İç İlişkinin İstatistiksel Sonuçları 

 

(1.2) şeklindeki bir lineer ilişkinin varlığı, ppccc βββ ++= K11'  gibi lineer 

fonksiyonların lineer yansız tahmin edicilerinin olamayacağı anlamına gelir (Silvey, 

1969). Ancak , 'c X  in satırlarının bir lineer kombinasyonu olarak yazılabilirse β'c  

nın bir lineer yansız tahmin edicisi bulunabilir. Fakat  tam ranklı değilken  bu 

şekilde ifade edilemez. 

X 'c

β'c  nın tahmin edilebilir olması için bir diğer koşul  

vektörünün  in kolonlarının bir lineer kombinasyonu olarak yazılabilmesidir. 

Silvey (1969) 

c

XX '

β'c  nın tahmin edilebilir olması için gerek ve yeter koşulun  in 

sıfırdan farklı özdeğerlerine karşılık gelen özvektörlerin bir lineer kombinasyonu 

olarak yazılması olduğunu belirtmiştir. 

XX '

 Farrar ve Glauber (1967) çoklu iç ilişkiyi  in kolonlarının ortogonallikten 

uzaklaşması olarak tanımlamıştır. Bu şekilde tanımlamalarının temel sebebi 

istatistiksel sonuçların daha kolay elde edebilmesidir. Silvey (1969) bu tanım 

doğrultusunda çoklu iç ilişkinin istatistiksel sonuçlarını şu şekilde incelemiştir. (1.1) 

modelini yeniden parametreleme yaparak ortogonal formda yazabiliriz: V  matrisi, 

 nin kolonları ortogonal olacak şekilde bir tekil olmayan matris olsun. Bu 

durumda (1.1) modelini  

X

XV

 

eVXVeXy +=+= − ))(( 1ββ                                                                     (1.3) 

 

formunda yazabiliriz. V  matrisinin pek çok seçimi vardır. Özel olarak kolonları 

 matrisinin ortonormal özvektörleri olan T  ortogonal matrisi olsun. Böylece XX '

XTZ =  ve βα 'T=  olmak üzere (1.3) modelini  

 

eZy += α                                                                                                   (1.4) 

 

olarak yazabiliriz. pλλ ,,1 K   matrisinin özdeğerleri olmak üzere  XX '
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),,(''' 1 pdiagXTXTZZ λλ K=Λ==                                                        (1.5) 

 

olduğundan Z  nin kolonları ortogonaldir.  in  tane özdeğeri sıfır ise  in 

rankı  olacaktır ve  nin  tane kolonu sıfır olacaktır. Bu ise 

XX ' J X

Jp − XT J α  nın son  

bileşeni 

J

pJp αα ,,1 K+−  nin tahmin edilemeyeceği anlamına gelir. Diğer yandan ilk 

 bileşen, Jp − Jp−αα ,,1 K , ve bunların herhangi bir lineer kombinasyonu tahmin 

edilebilir. Bu nedenle β'c , Jp−αα ,,1 K  nin lineer kombinasyonu olarak yazılabilirse 

tahmin edilebilirdir. αββ )''(''' cTTTcc ==  olduğundan β'c  nın tahmin edilebilir 

olması için gerek ve yeter koşul  nin son  bileşeninin sıfır olmasıdır. t  sıfırdan 

farklı 

cT ' J

λ  özdeğerine karşılık gelen  in ortonormal bir özvektörü olsun. Bu 

durumda 

XX '

β't  tahmin edilebilirdir ve ,  normal denklemlerinin 

herhangi bir çözümü olmak üzere 

*b yXXbX '' * =

β't  nın minimum varyans lineer tahmin edicisi 

 dır. *'bt ''' tXXt λ=  kullanarak  elde edilir ve 

 olduğundan  ın varyansı 

** ''''' btXbXtyXt λ==

22*2 '')var('')'var( λσσλ === XtXtXtyXtbt *'bt λσ 2  

dır.  ve  1t 2t XX '  in sıfırdan farklı iki ortogonal özvektörü ise  

dır. Böylece 

0)'2t,'cov( **
1 =bbt

β'c  tahmin edilebilir ise yani  ler sabitler,  ler sıfırdan farklı ik it

Jp−λλ ,,1 K  özdeğerlerine karşılık gelen özvektörler olmak üzere 

JpJp tktkc −−++= K11  iken  tahmin edicisinin varyansı  *'bc

 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++=

−

−

Jp

Jpkk
bc

λλ
σ

2

1

2
12*'var K                                                                 (1.6) 

 

dır. (1.6) ifadesi tahmin edilebilen ve edilemeyen fonksiyonlar arasındaki farkı açık 

bir şekilde göstermektedir, tahmin edilebilir olanlar  in büyük özdeğerlerine 

karşılık gelen özvektörler yönünde olacaktır ve tahmini mümkün olmayanlar ise 

küçük özvektörlere karşılık gelen özvektörler yönünde olacaktır. Yani, Judge ve 

ark.’nın (1985) belirttiği gibi, eğer  küçük özdeğerlere karşılık gelen büyük  

XX '

c ik
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ağırlıklarına sahipse tahmin edicinin varyansı büyük olacaktır ve β'c  güvenilebilir 

bir tahmine sahip olmayacaktır. Bu yaklaşım X  in kolonları arasında tam lineer 

kombinasyon olmadığı durumda da geçerlidir. Bu nedenle, 

ββ )'(' 11 pptktkc ++= K  formundaki tüm fonksiyonlar tahmin edilebilirdir ve 

 en küçük kareler (EKK) tahmin edicisi olmak üzere minimum 

varyans tahmin edicisi  olup varyansı  

( ) yXXX ''ˆ 1−=β

β̂'c

 

( ) ∑∑
==

−− =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

p

i i

i
p

i
iii

k
cttccXXcc

1

2
2

1

1212 '''')ˆ'var(
λ

σλσσβ                         (1.7) 

 

dır. (1.7) ifadesi (1.6) ya benzer şekilde yorumlanabilir yani, çoklu iç ilişki olması 

durumunda neden bir modelin kötü bir tahmin edici olduğunu göstermektedir.  

 Regresyon katsayılarının varyansının büyük olması genellikle 0:0 =iH β  

hipotezinin kabul edilmesinin uygun olacağı anlamına gelir. 

 Çoklu iç ilişki EKK tahminlerinin mutlak değerce büyük olmasına neden 

olacaktır (Montgomery ve Peck, 1992). Bunu görmek için  ile β̂ β  arasındaki 

uzaklığın karesini, örneğin  yı inceleyelim.  )ˆ()'ˆ(2 ββββ −−=L

 

∑

∑

∑

=

−

=

=

==

=

−=

−−=

p

j j

p

j
j

p

j
jj

XXtr

E

ELE

1

212

1

1

2

2

1)'(

)ˆvar(

)ˆ(

)ˆ()'ˆ()(

λ
σσ

β

ββ

ββββ

                                                             (1.8) 

 

olduğundan eğer XX '  çoklu iç ilişkiden dolayı kötü koşullu ise en az bir jλ  küçük 

olacaktır ve (1.8)  dan β̂ β  ya olan uzaklığın büyük olacağı anlamına gelir. Denk 

olarak  
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)''ˆ2ˆ'ˆ(

)ˆ()'ˆ()( 2

ββββββ

ββββ

+−=

−−=

E

ELE
 

veya  
12 )'(')ˆ'ˆ( −+= XXtrE σββββ  

 

olur. Yani,  vektörü genellikle β̂ β  vektöründen büyüktür. Bu ise EKK metodunun 

regresyon katsayılarının mutlak değerce büyük tahminlerini ürettiği anlamına gelir.  

 Tam çoklu iç ilişki varken, EKK metodunun model parametrelerinin kötü bir 

tahminini vermesi uydurulan (fitted) modelin kötü bir tahmin edici olduğu anlamına 

gelmez. Eğer ön tahminler çoklu iç ilişkinin yaklaşık olarak geçerli olduğu x -

uzayının bölgesinde sınırlı ise uydurulan model çoğu kez uygun ön tahminler 

üretecektir. Bunun sebebi, jβ  tahminleri kötü olsa bile  lineer 

kombinasyonunun gerçekten iyi tahmin edilebilmesidir. Yani, eğer orijinal veri (1.2) 

ile tanımlı hiperdüzlemde tanımlı ise model parametrelerinin yetersiz tahminlerine 

rağmen sonraki (future) gözlemler, hiperdüzlemin yakınına düşse bile, çoğu kez tam 

tahmin edilebilir.  

∑
=

p

j
ijj x

1

β

 

1.4. Çözüm Yöntemleri 

 

Çoklu iç ilişkiyi ortadan kaldırmak için kullanılan metotlardan bazıları şu 

şekilde özetlenebilir: 

1. Ek verinin toplanması: Farrar ve Glauber (1967) ve Silvey (1969) çoklu iç 

ilişkiyi ortadan kaldıracak şekilde ek verinin toplanmasını önermişlerdir. Fakat bu, 

modeldeki veya kitledeki kısıtlamalardan dolayı her zaman mümkün olmayabilir. 

(1.1) ile tanımladığımız modelde çoklu iç ilişki varsa, 0' =XqX  olacak şekilde bir  

vektörü vardır ve 

q

β'q  tahmin edilemez. 0' =XqX  olması için gerek ve yeter koşul 

 dır,  in her bir satırı  ye ortogonal ise çoklu iç ilişki problemi vardır. Bu 

nedenle  ye ortogonal olmayan yeni bir gözlem almamız gerekir. Uygun 

0=Xq X q

q
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seçimlerden birisi, l  bir sabit olmak üzere lqxq =+1  dır. Benzer bir yaklaşım XX '  

in özdeğeri sıfır değilken fakat çok küçükken de geçerlidir.  in bir küçük 

özdeğeri 

XX '

λ  ve karşılık gelen özvektörü  olsun. Bu durumda  de  

gözlemini alabiliriz. Böylece yeni model  

q lqxq =+1 1+qy

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++1'q+ 11 qq e
e

x
X

y
y

β  

 

veya *** eXy += β  olur. Buradan '  ve 

 dır. Yani ,  ın  

özdeğerine karşılık gelen özvektördür. Böylece q  yönünde yeni bir gözlem seçerek 

belirsiz yöndeki tahmin gelişmiş olur. Birden fazla çok küçük özdeğer olması 

durumunda da bu durum geçerlidir.  

'''' 2
11** qqlXXxxXXXX qq +=+= ++

qlqlqqqqlXqXqXX )(''' 222
** +=+=+= λλ q **' XX λ+2l

2. Modelin yeniden belirlenmesi: Çoklu iç ilişkinin nedeni model seçiminden 

kaynaklanabilir, örneğin ilişkili açıklayıcı değişkenlerin kullanılması gibi. Bu 

durumda ya açıklayıcı değişkenler yeniden tanımlanır ya da ilişkili açıklayıcı 

değişkenlerin biri çıkartılır. Fakat açıklayıcı değişkenlerin çıkartılması modelin 

etkinliğini azaltabilir. Çünkü Lipovetsky ve Conklin’in (2001) belirttiği gibi çoklu iç 

ilişki olsa bile değişkenler birbirini tam olarak temsil etmeyebilirler. Açıklayıcı 

değişkenlerin her biri uyumda (fitting) ve bağımlı değişkenin yapısını açıklamada 

özel bir role sahip olabilir.  

3. Alternatif regresyon analizinin kullanılması: Regresyon analizinde asıl 

olarak regresyon katsayıları ile ilgileniyorsak EKK en çok kullanılan yöntemdir. 

Bilindiği gibi (1.1) modeli için EKK tahmin edici, 

 

( ) yXXX ''ˆ 1−=β                                                                                         (1.9) 

 

dır.  tahmin edicisi rezidü kareler toplamı minimum olacak şekilde bulunur:  β̂
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)()'()( βββ XyXyS −−= . 

 

)(βS  nın β  ya göre türevini aldığımız da  

 

yXXX '' =β                                                                                              (1.10) 

 

normal denklemlerini buluruz.  tam kolon ranklı, , ise  tekil 

değildir ve (1.10) un çözümü (1.9) ile verilen EKK tahmin edicidir.  

X pXrank =)( XX '

  nın bazı özelliklerini şu şekilde verebiliriz: β̂

1. Yansız bir tahmin edicidir. 0)( =eE  olduğundan 

 

 [ ] [ ])(')'(')'()ˆ( 11 eXXXXEyXXXEE +== −− ββ  

             . ββ =+= − )(')'( 1 eEXXX

 

2. Gauss-Markov teoremi gereğince , β̂ β  nın tüm lineer yansız tahmin edicileri 

arasında minimum varyansa sahiptir (BLUE): 

 

[ ] 121 )'(')'()ˆ( −− == XXyXXXVarVar σβ .                                              (1.11) 

 

Gauss-Markov teoreminin en önemli özelliği dağılımsal genelleştirilebilirliğidir. 

(1.1) modeli için hataların normal dağıldığı varsayımı da yapılırsa β  nın maksimum 

olabilirlik (likelihood) tahmin edicisi yine (1.9) ile verilen  dır. Maksimum 

olabilirlik tahmin edicisi 

β̂

β  nın yansız tahmin edicileri içerisinde minimum varyansa 

sahiptir.  

  nin EKK tahmini ise şöyledir. 2σ

 

[ yXXXXIXye n ')'(ˆˆ 1−−=−= β ]                                                           (1.12) 
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olup (1.1) modeli göz önünde bulundurulursa (1.12) yeniden  

 

[ ] [ ] MeeXXXXIeXXXXXIe nn =−=+−= −− 11 )'()()'(ˆ β  

 

şeklinde yazılabilir.  simetrik, idempotent bir matris 

olduğundan 

')'( 1 XXXXIM n
−−=

 

Meeee 'ˆ'ˆ =                                                                                                  (1.13) 

 

dır. İz operatörü kullanılırsa ve (1.13) in beklenen değeri alınırsa 

 

( ) ( ) ( )
[ ] [ ] )()()(')'(

)'()'()'()'()ˆ'ˆ(
2212 pnItrItrXXXXItr

eeMEtrMeetrEMeetrEMeeEeeE

pnn −=−=−=

====
− σσσ

 

 

bulunur. Sonuç olarak 2ˆ'ˆ σ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− pn
eeE  olduğundan  

 

 
[ ]

pn
yXXXXIy

pn
ee n

−
−

=
−

=
− '')'(ˆ'ˆˆ

1
2σ                                                        (1.14) 

 

dır ve ,  nin yansız tahmin edicisidir.  2σ̂ 2σ

İç ilişki olması durumunda en küçük kareler hala yansızdır fakat varyansı çok 

büyüktür. Bu nedenle, gerçek değerinden uzaklaşır. Bu problemi ortadan kaldırmak 

için önerilen tahmin prosedürleri yanlı tahmin edicilerin ortaya çıkmasına ve 

bunların incelenmesine neden olmuştur. Burada bu tahmin edicilerden bazılarına kısa 

bir giriş yapabiliriz.  

 Pek çok tahmin edici olması nedeniyle bunların karşılaştırması ile ilgileniriz. 

Gauss 1809’da tahmin edicilerin seçimi için en uygun kriteri hata kareler ortalaması 

(HKO) olarak önermiştir. β  nın herhangi bir β~  tahmin edicisi için HKO matrisi  
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 )'~)(~(),~( ββββββ −−= EMMSE                                                            (1.15) 

 

olarak tanımlanır. β~  nın kovaryans matrisini )~(βVar  ile ve β  ile )~(βE  arasındaki 

farkı )~(βBias  ile gösterirsek (1.15)  

 

)'~()~()~(),~( βββββ BiasBiasVarMMSE +=                                              (1.16) 

 

olur. β~  nın skaler HKO su, MMSE nin izi olarak tanımlanır:  

 

)~()'~()~()~()'~(),~( βββββββββ BiasBiastrVarESMSE +=−−= . 

 

),~( ββSMSE  nin temel kriter olarak alınması ),~( ββMMSE  nin köşegen dışı 

elemanlarını göz ardı etmemiz ve 2)~( ii ββ −  lerin tamamını eşit ağırlıklandırmamız 

anlamına gelir. Bu nedenle  daha iyi bir kriterdir fakat hesaplanması daha 

zordur.  

MMSE
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2. BAZI YANLI TAHMİN EDİCİLER 

 

2.1. Ridge Tahmin Edici 

 

Ridge regresyon XX '  matrisinin köşegen elemanlarına pozitif küçük k  

değerleri ekleyerek koşul sayısını küçültmeyi amaçlar. Hoerl ve Kennard'ın (1970) 

önerdiği ridge tahmin edici, 

 

( ) ( ) yXkIXXk ''ˆ 1−+=β ,   0≥k                                                                (2.1) 

 

dır. Ridge tahmin edici k  yanlılık parametresine bağlıdır ve k  nın seçimi tahmin 

edicinin performansını etkiler. 

 Hoerl ve Kennard (1970) ridge tahmin ediciyi şu şekilde elde etmişlerdir. β~  

herhangi bir tahmin edici olmak üzere β~  nın hata kareler toplamı, β̂  nın optimallik 

özelliğine göre,  

 

)~()ˆ(

)~ˆ(')'~ˆ()ˆ()'ˆ(

)~()'~()~(

ββ

ββββββ

βββ

Φ+=

−−+−−=

−−=

S

XXXyXy

XyXyS

 

 

olarak yazılabilir. Burada )~ˆ(')'~ˆ( ββββ −− XX , β̂  yerine β~  nın kullanılmasından 

dolayı kaynaklanan yanlılığın karesidir. XX '  kötü koşullu iken β̂  ile β  arasındaki 

uzaklık artmaktadır. Bu nedenle ββ ~'~  tahmin edicisinin uzaklığının karesini 

minimum yapmak isteriz. Fakat minimumlaştırma keyfi değildir. Rezidü kareler 

toplamının verilen belli bir seviyesi için uzaklığın karesini minimum yapmak isteriz 

(aynı rezidü kareler toplamına sahip pek çok tahmin edici olabilir, fakat bunlar 

içerisinden en küçük uzaklıklı olanı seçmek istiyoruz). 00 >Φ  hata kareler toplamı 

için verilen bir sabit olsun. Bu durumda 0)ˆ()~( Φ+= ββ SS  koşulunu sağlayan 
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tahmin edicilerin bir { }β~  kümesi vardır. Bu küme içerisinde en küçük uzunluklu β~  

tahminini bulmak isteriz. Yani k1  Lagrange çarpanı olmak üzere 

 

[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ Φ−−−+ 0~ )~ˆ(')'~ˆ(1~'~ ββββββ

β
XX

k
Min                                              (2.2) 

 

ifadesini araştırırız. (2.2) nin β~  ve k1  ya göre türevleri  

 

0)ˆ~)('(1~
=−+ βββ XX

k
                                                                            (2.3) 

ve 

)~ˆ(')'~ˆ(0 ββββ −−=Φ XX                                                                         (2.4) 

 

normal denklemlerini verir. Böylece (2.2) nin çözümü, (2.1) ile verilen ridge tahmin 

edicidir. k  yanlılık parametresi ise (2.4) eşitliğini sağlayacak şekilde seçilmelidir 

(Rao ve Toutenburg, 1995).  

 Benzer şekilde 2r  sabit olmak üzere  

 

[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+−− 2

~
~'~1)~()'~( r

k
XyXyMin ββββ

β
 

 

ifadesi ile de (2.1) bulunabilir. 

 

2.1.1. Ridge Tahmin Edicinin Bazı Özellikleri 

 

1. ( )kβ̂ , yarıçapı ( )kβ̂  nın uzunluğu olan orijin merkezli küre üzerindeki rezidü 

kareler toplamını minimum yapar. 

2. Rezidü kareler toplamı k  nın artan bir fonksiyonudur. 

3. ( ) ( ) ββββ ˆ'ˆˆ'ˆ <kk  ve ∞→k  iken ( ) ( ) 0ˆ'ˆ →kk ββ  dır. 
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4. pλλ ≥≥…1 , XX '  in özdeğerleri olmak üzere kIXX +'  nın en büyük 

özdeğerinin en küçük özdeğere oranı ( ) ( )kk p ++ λλ1  olup k  nın azalan bir 

fonksiyonudur. Bu oranın kareköküne X  in koşul sayısı denir (Judge ve ark., 1985).  

5. Ridge tahmin edici 0=k  için EKK tahmin edicisini vermektedir. Ayrıca ridge 

tahmin edici EKK tahmin edicinin bir lineer dönüşümü olarak da yazılabilmektedir:  

 

ββ ˆ')'()(ˆ 1 XXkIXXk −+= . 

 

6. Hoerl ve Kennard (1970) ridge tahmin edicinin toplam varyansının k  nın sürekli, 

monoton azalan bir fonksiyonu ve yanlılığın karesinin k  nın sürekli, monoton artan 

bir fonksiyonu olduğunu göstermiştir. Bu nedenle varyanstaki azalma yanlılığın 

karesindeki artıştan fazla olduğu sürece ridge tahmin edicinin iyi bir teknik olduğu 

söylenebilir (Şekil 2.1). kIXXSk += '  olsun. Bu durumda 

 

 ββ XXSkE k '))(ˆ( 1−=  

 βββ 1)),(ˆ( −−= kkSkBias  

 112 '))(ˆ( −−= kk XSXSkVar σβ  

 

olduğundan ridge tahmin edicinin matris hata kareler ortalaması  

 

 1221 )''()),(ˆ( −− += kk SkXXSkMMSE ββσββ  

 

olur. pλλ ,,1 … , XX '  in özdeğerleri olmak üzere skaler hata kareler ortalaması  

 

 
( ) ββ

λ
λσ

ββββ

∑
=

−++
+

=

=
p

i i

i kIXXk
k

kMMSEtrkSMSE

1

22
2

2

''
)(

))),(ˆ(()),(ˆ(
                               (2.5) 
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veya  

 ∑
= +

+
==

p

i i

ii

k
k

kMMSEtrkSMSE
1

2

222

)(
))),(ˆ(()),(ˆ(

λ
βλσ

ββββ  

 

olarak elde edilir. (2.5) teki ilk terim toplam varyans, ikinci terim yanlılığın karesi 

toplamıdır. 

 

 

Şekil 2.1. ( )kβ̂  ve β̂  nın SMSE sinin k  ya bağlı grafiği (Hoerl ve Kennard, 1970) 

 
7. Sabit k  için ∞=

∞→
)),(ˆ(

'
ββ

ββ
kMMSELim  olduğundan )(ˆ kβ  sınırsız riske sahip 

değildir. 

8. ( )kβ̂  nın HKO sı β̂  dan daha iyi olacak şekilde her zaman bir 0>k  vardır. Hoerl 

ve Kennard (1970) karesel kayıp fonksiyonu altında 8. özelliğin gerçekleşmesi için 

bir yeter koşulu 22
maksk ασ<  olarak vermişlerdir. Burada, 2

maksα  (1.4) modeli ile 

verilen βα 'T=  nın en büyük elemanıdır. Theobald (1974) bu sonucu ağırlıklı 

karesel kayıp fonksiyonuna genişletmiş ve yeter koşulu ββσ '2 2<k  olarak 

bulmuştur.  

 (8) özelliği bazı ridge tahmin edicilerin EKK’dan daha iyi olduğunun bir 

göstergesidir. Fakat ( )kβ̂  nın β̂  üzerindeki üstünlüğü sadece parametre uzayının 

sınırlı bir bölgesinde geçerlidir ve bu bölge bilinmeyen β  ve 2σ  tahminlerine 
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bağlıdır. Sonuç olarak pratik amaçla (8) özelliği kullanışsızdır. Fakat EKK’dan daha 

iyi olacak şekilde bir k  yı veriye bağlı olarak seçmek mümkündür. Bu gibi bir 

tahmin ediciyi yani farklı verilerde farklı k  nın uygun olduğu tahmin ediciyi Judge 

ve ark. (1985) “uyarlamacı (adaptive) ridge tahmin edici“ olarak adlandırmışlardır.  

 

2.1.2. k Yanlılık Parametresinin Seçimi  

 

Ridge regresyonda k  nın seçimi için pek çok prosedür regresyon 

katsayılarının tahmininde önemli bir gelişme olacak şekilde önerilir. k  stokhastik 

iken bunlardan bazıları şu şekildedir: 

1. Ridge Trace: Hoerl ve Kennard (1970), k  nın seçimi için ridge trace metodunu 

önermiştir. Ridge trace k  ya karşı )(ˆ kβ  nın elemanlarının grafiğidir. k  arttıkça 

tahminler küçülür ve belli bir k  değerinden sonra durağan (stable) olurlar. )(ˆ kβ  nın 

durağan olduğu en küçük k  değeri uygun bir değer olarak alınır. Hoerl ve Kennard 

(1970) 10 ≤≤ k  aralığını önermişlerdir. Fakat her veri için bu aralık geçerli 

olmayabilir (Vinod ve Ullah, 1981). 

Ridge trace-in değişkenliği (instability) çoklu iç ilişkiden kaynaklanan 

açıklayıcı değişkenler arası iç ilişkiyi gösterir. Örneğin, Şekil 2.2 de zıt yönde 

hareket eden iki açıklayıcı değişken görülmektedir. Bunun sebebi bu iki açıklayıcı 

değişken arasındaki negatif ilişkidir. Buradan da görüldüğü gibi ridge trace-in 

değişken olduğu bölge çoklu iç ilişkiden etkilenmektedir.  

 

 
Şekil 2.2. Negatif ilişkili regresyon katsayılarının ridge trace-i (Vinod ve  

Ullah, 1981) 
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Hoerl ve Kennard (1970) farklı birimlerdeki regresyon katsayılarını 

karşılaştırabilmek amacıyla veriyi standartlaştırdıktan sonra ridge trace-i 

grafiklendirmeyi önermiştir. 

2. Hoerl ve Kennard (1970) ridge tahmin edicinin EKK’dan daha küçük HKO ya 

sahip yanlılık parametresinin tahminini 2

2

ˆ
ˆˆ
maks

HKk
α
σ

=  olarak vermiştir. Burada maksα̂ , 

kanonik formda regresyon katsayısının tahmininin maksimum değeridir. 

3. Theobald (1974) her W  için [ ]))(ˆ()')(ˆ( ββββ −− kWkE , [ ])ˆ()'ˆ( ββββ −− WE  

dan daha küçük olacak şekildeki yanlılık parametresinin tahminini 
ββ

σ
ˆ'ˆ

ˆ2ˆ
2

=Tk  olarak 

vermiştir.  

4. Hoerl, Kennard ve Baldwin (1975) ridge tahmin edicinin HKO değerini minimum 

yapan 2

2

i
ik

α
σ

=  değerlerinin harmonik ortalaması 
ββ
σ

ˆ'ˆ
ˆˆ

2pkHKB =  yı önermiştir. 

Simülasyon çalışması yaparak HKBk̂  için ridge tahmin edicinin EKK dan daha iyi 

HKO ya sahip olduğunu göstermişlerdir. 

5. Lawless ve Wang (1976) bayesian yaklaşımla 
ββ

σ
ˆ''ˆ

ˆˆ
2

XX
pkLW =  tahminini 

vermişlerdir. Monte Carlo simülasyon çalışması yaparak LWk̂  için ridge tahmin 

edicinin HKBk̂  den ve EKK den daha iyi bir performans sergilediğini göstermişlerdir.  

6. McDonald ve Galarneau (1975) 12 )'(ˆˆ'ˆ)(ˆ)('ˆ −−= XXtrkk σββββ  olacak şekildeki 

k  yı seçmeyi önermişlerdir.  

Hatanın normal dağıldığı varsayımı altında, k  stokhastik değil iken Rubio ve 

Firinguetti (2002) HKk̂ , HKBk̂ , LWk̂  için olasılık yoğunluk ve dağılım fonksiyonlarını 

belirlemişler ve bu stokhastik yanlılık parametrelerinin olasılık yoğunluk 

fonksiyonlarını bir örnek üzerinde karşılaştırmışlardır.  

2

2

ˆ
ˆˆ

i
ik

α
σ

=  için olasılık yoğunluk fonksiyonu 2

2

σ
λα

θ ii
i =  olmak üzere  
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∑
∞

=

+−

+−−−

+Γ+−Γ+Γ
Γ++−Γ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+−
Χ

+−−
−

=

0

2)1(

232)1(2)(2

)2)1(()2)1(()1(
)21()2)1((

ˆ1)(

ˆ2

)ˆ1)((
)ˆ1()1(

)2)(,21(
)()ˆ(

j

j

ii

ii

pn
ii

i
pn

i
pn

i

jpnj
jpn

kpn
k

kpn
k

pnB
pnekf

i

λ
θ

λ
λθ

 

 

şeklindedir. Dağılım fonksiyonu ise ∫ −− −=
r

ba
r dtttbaB

0

11 )1(),(  eksik (incomplete) 

beta fonksiyonu ve 
ii

i
i pnx

r
λ

λ
+−

=
)(

 olmak üzere 

 

∑
∞

=

−

−+
−+

−=
0

2

)2)(,2)1((
)2)(,21(!

)2(
1)(

j
r

j
i

i pnjB
pnjBj

e
xF

i

iθθ
 

 

dır.  

 HKBk̂  için olasılık yoğunluk ve dağılım fonksiyonları ise sırasıyla aşağıdaki 

gibidir. Δ , 11 <Δ−= ii hc  pi ,,1…=  olacak şekilde bir sayı ve ih , 

')'( 2
1 XXXXM −=  in köşegen elemanı olmak üzere 0ˆ >HKBk  için  

 

[ ] ( )

[ ]∑
∞

=
++

−−−

Δ+−Δ+Γ−Γ

−+Γ
=

0
)2()2(

12)(2)(

1ˆ)()2()2)((

ˆ)()2(
)ˆ(

j
nj

HKB
jp

pn
HKB

pn
j

HKB
pkpnjppn

kppnanj
kf  

 

ve 2)()2(
* )))((( pnnj pnp −+ Δ−Δ=Δ  ve [ ] xppnr Δ−= )(  olmak üzere 

 

∑
∞

= +Γ−Γ

+−+Γ
=

0 ))2(()2)((
))2(,2)(())2((

)(
j

rj

jppn
pjpnBnja

xF , 0>x  

 

dır. 
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 LWk̂  için ise olasılık yoğunluk ve dağılım fonksiyonları ise sırasıyla aşağıdaki 

gibidir. 2ˆ''ˆ σββθ XX=  olmak üzere  

 

∑
∞

=

−−−−

+ΓΓ+Γ
Γ+Γ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+−
Χ

+−−
−

=

0

2

1)2)((2)(22

)2()2()1(
)2()2(

)(ˆ
2

))(ˆ(

ˆ

)2)(,2(
)()ˆ(

j

j

LW

n
LW

pn
LW

pnp

KW

jpnj
pjn

ppnk
p

ppnk
k

pnpB
pnpekf

θ

θ

 

 

ve [ ]pxpnp +−= )(γ  ile )2)(,2( pnjpB −+γ  eksik beta fonksiyonu olmak 

üzere  

 

∑
∞

=

−

−+
−Γ+Γ+Γ

+Γ
+Γ

−=
0

2

)2)(,2(
)2)(()2()2(

)2(
)1(

)2(
1)(

j

j

pnjpB
pnjpjp

jn
j

e
xF γ

θθ
 

 

şeklindedir. 

 

2.2. Genelleştirilmiş Ridge Tahmin Edici 

 

 Hoerl ve Kennard (1970) genelleştirilmiş ridge tahmin ediciyi )( ikdiagK = , 

0≥ik  olmak üzere  

 

yXKXXK ')'()(ˆ 1−+=β  

 

olarak tanımlamıştır. Tüm ik  değerleri eşit iken (2.1) ile verilen ridge tahmin edici 

elde edilir. iα  kanonik formda regresyon katsayılarının tahmini olmak üzere 

2

2

i
ik

α
σ

=  pi ,,1…=  genelleştirilmiş ridge tahmin edicinin HKO değerini minimum 
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yapar. Hoerl ve Kennard (1970), ik  değerlerinin ardışık seçim yöntemini vermiştir. 

ik  nin ilk tahmini için EKK ile başlanır:  

 

 2

2
0

ˆ
ˆ

i
ik

α
σ

= , pi ,,1…= . 

 
0
ik  kullanılarak ),,( 00

1 pkkdiagK …=  olmak üzere başlangıç genelleştirilmiş ridge 

tahmin edici ( 0ˆ iα ) hesaplanır ve bunun yardımıyla bir sonraki ik  değeri bulunur: 

 

20

2
1

)ˆ(
ˆ

i
ik

α
σ

= , pi ,,1…= . 

 

Bu şekilde durağan parametre tahminleri elde edilene kadar iterasyona devam edilir. 

Durağanlığın bir ölçüsü olarak regresyon katsayılarının tahminlerinin uzunluklarının 

karesi kullanılır. Eğer 1−i  den i  adımına geçerken parametre tahminlerinin 

boylarının karesinde herhangi bir değişiklik olmuyorsa iterasyon sonlandırılır. Aksi 

halde devam edilir.  

 Genelleştirilmiş ridge tahmin edicide farklı ik  değerleri olduğundan ik  lerin 

seçimi için ridge trace kullanılamaz.  

 

2.3. Temel Bileşenler Tahmin Edici 

 

 Çoklu iç ilişkiyi gidermek için ileri sürülen yanlı tahmin edicilerden birisi de 

temel bileşenler tahmin edicidir. İlk olarak Hotelling (1933) tarafından ele alınmıştır. 

Bu metotta, korelasyon matrisinin temel bileşenleri olarak adlandırılan yapay 

(artificial) değişkenlerin bir kümesi üzerinde EKK tahmini uygulanır. Varyansta 

önemli bir azalma olacak şekilde temel bileşenlerin belli bir sayısı atılır.  
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 (1.4) ile verilen modeli ele alalım. Bu model için XTZ =  ve βα 'T=  olarak 

verilmişti. jX , X  in j -inci kolonu ve jit , T  nin i-inci kolonunun elemanları olmak 

üzere XTZ =  den dolayı Z  nin i-inci kolonu  

 

∑
=

=
p

j
jjii XtZ

1
                                                                                              (2.6) 

 

dır. Açıklayıcı değişkenlerin ortogonal kümesi olan Z  nin kolonlarına, 

[ ]pZZZ ,,1 …= , temel bileşenler denir. iiiii tXXtZZ λ== )'(''  olduğundan XX '  

in iλ  özdeğeri iZ  temel bileşenindeki değişimi ölçer. 0≈iλ  ise iZ  temel bileşeni 

model üzerinde küçük bir etkiye sahiptir. iλ  lerin tamamı bir ise (1.5) ten dolayı 

açıklayıcı değişkenler ortogonal olur fakat X  matrisi kötü koşullu iken 

özdeğerlerden bazıları çok küçük olacaktır. Genelliği kaybetmeksizin 01 ≈+rλ ,…, 

0≈pλ  olsun. Bu durumda (2.6) dan dolayı 1+rZ ,…, pZ  ler yaklaşık olarak sabittir. 

Dolayısıyla modelden atılabilirler. Bu, grafiksel olarak 2=p  için Şekil 2.3 ile 

açıklanabilir.  

 

 
Şekil 2.3. 2=p  için temel bileşenler (Myers, 1990) 

 

1x  ve 2x  nin bağımlı olduğu bir veriyi ele alalım. Şekil 2.3 ten dolayı 1λ  büyük, 2λ  

küçük özdeğerdir. 2α̂  nin varyansı, kanonik form için (1.11) den dolayı, )1( 2
2 λσ  
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dır. Dolayısıyla 2Z  yönündeki küçük değişimin nedeni 2α̂  nin büyük varyansa sahip 

olmasıdır. Verideki değişkenliğin çoğu 1Z  ekseni yönündedir. Bu nedenle büyük 1λ , 

)ˆ( 1αVar  in 1x  ve 2x  deki bağımlılıktan etkilenmemesine neden olmuştur. Şekil 2.3 

ten de görüldüğü gibi veri 1Z  yönündedir ve 2Z  temel bileşeni model üzerinde bir 

etkiye sahip değildir. Bu nedenle modelden atılabilir. 

 (1.4) modeli için  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Λ

Λ
=Λ

−rp

r

'0
0

, rxrr :Λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−rp

r

α
α

α , 1: rxrα ,  

( )rpr ZZZ −= , , nxrZ r : , ( )rpr TTT −= , , pxrTr :  

 

parçalanışlarını yapalım. Bu durumda (1.4) modelini 

 

eZZy rprprr ++= −− αα  

 

formunda yazabiliriz. Çoklu iç ilişkinin olması durumunda rprpZ −− α  modelden 

atılmalıdır. Bunun anlamı rp−α  tahmini için 0ˆ =−rpα  ın kullanılması demektir. İlk r  

katsayı ise EKK ile tahmin edilir, yZ rrr 'ˆ 1−Λ=α . αβ T=  olduğundan β  nın tahmin 

edicisi ( ) yZTTTT rrrrr
r

rprPCR 'ˆ
0
ˆ

,ˆ 1−
− Λ==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= α

α
β  olur. TXZ =  olduğundan 

''' XTZ rr =  olur, rprprprrr TTTTTTXX −−− Λ+Λ=Λ= ''''  ve T  ortonormal 

özvektörleri içerdiğinden β̂  (1.9) ile verilen EKK tahmin edici olmak üzere temel 

bileşenler tahmin edicisi  

 

ββ ˆ'''ˆ 1
rrrrrPCR TTyXTT =Λ= −                                                                   (2.7) 

 

dır.  
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Temel bileşenlerin atılması regresyon katsayılarının varyansında bir azalmaya 

neden olacaktır.  

 

rrrPCR TTVar ')ˆ( 12 −Λ=σβ   

ve  

rprprprrr TTTTXXVar −
−
−−

−− Λ+Λ== '')'()ˆ( 121212 σσσβ  

 

olduğundan temel bileşenler ile EKK nın varyans-kovaryans matrisleri arasındaki 

fark rprprp TT −
−
−− Λ '1  dır. Bu matrisin köşegen elemanları atılan temel bileşenlere 

karşılık gelen özdeğerlerin terslerinin ağırlıklı toplamıdır. Sonuç olarak, küçük 

özdeğerlere karşılık gelen temel bileşenler atılırsa varyansta önemli bir azalma olur.  

 Temel bileşenler tahmin edicisi 0ˆ =−rpα  alınarak elde edildi. Dolayısıyla 

0' =− βrpT  kısıtlaması altında (1.1) modelinin kısıtlı EKK tahmin edicisinin 

bulunması ile de (2.7) elde edilebilir.  

 

2.4. Kısıtlı En Küçük Kareler Tahmin Edicisi 

 

 X  matrisinin tam kolon ranklı olmadığı yani modelin çoklu iç ilişkili olduğu 

(1.1) modeli için β  nın tahmin problemini ele alalım. JpXrank −=)(  olsun. β  

üzerinde J  lineer kısıtlamanın olduğunu varsayalım: 

 

rR =β                                                                                                          (2.8) 

 

burada r  1Jx  tipinde verilen bir vektör, R  Jxp  tipinde J  ranklı bilinen bir 

matristir. Ayrıca p
R
X

rank =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 olduğunu varsayalım. Bu durumda (2.8) kısıtlaması 

verilmişken (1.1) modelindeki β  nın tahmini ile ilgileniriz.  
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 EKK tahmin edicinin elde edilmesine benzer mantıkla rR =β  kısıtlaması 

altında hata kareler toplamını minimum yapmak isteriz. Yani λ  Lagrange çarpanı 

olmak üzere  

 

 )('2)()'(),( rRXyXyS −−−−= βλββλβ  

 

yi minimum yapmak isteriz. ),( λβS  nın β  ve λ  ya göre türevlerini aldığımız da  

 

 0''' =−− λβ RyXXX                                                                               (2.9) 

 0=− rRβ                                                                                                  (2.10) 

 

normal denklemlerini elde ederiz. (2.9) ve (2.10) denklemlerinin çözülmesi ile rβ̂  ile 

verilen kısıtlı en küçük kareler tahmin edicisi elde edilir:  

 

[ ] )ˆ(')'(')'(ˆˆ 111 rRRXXRRXXr −−=
−−− βββ .                                        (2.11) 

 

(2.11) den de görüldüğü gibi kısıtlı EKK tahmin edicisi, EKK tahmin edicisi ile (2.8) 

kısıtlamasını tam olarak sağlayacak şekildeki bir düzeltme teriminin toplamı olarak 

yazılmaktadır:  

 

 [ ] rrRRXXRRXXRRR r =−−=
−−− )ˆ(')'(')'(ˆˆ 111 βββ .  

 

rR =β  kısıtlaması doğru iken rβ̂  tahmin edicisi yansızdır aksi halde yanlıdır: 

 

[ ] )(')'(')'()ˆ( 111 rRRXXRRXXE r −−=
−−− βββ .  

 

Yanlı olmasına rağmen kısıtlama koyulmasının sebebi varyansı küçültmektir.  
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[ ] 1111212 )'(')'(')'()'()ˆ( −−−−− −= XXRRXXRRXXXXVar r σσβ  

 

olup (1.11) den dolayı 

 

[ ] 11112 )'(')'(')'()ˆ()ˆ( −−−−=− XXRRXXRRXXVarVar r σββ                    (2.12) 

 

olmaktadır. (2.12) eşitliğinin sağındaki ifade negatif olmayan tanımlı (non-negative 

definite) bir matris olduğundan lineer kısıtlamaların kullanılması varyansta azalmaya 

neden olmuştur diyebiliriz. 

 rβ̂  nin yansızlığını rRH =β:0  hipotezini test ederek inceleyebiliriz. 0H  

hipotezi doğru ise rβ̂  yansızdır. 0H  hipotezi için test istatistiği ise (1.1) modeli için 

),0(~e 2 IN σ  varsayımı altında  

 

[ ]
yXXXXIy

rRRXXRrR
J

pnW
)')'(('

)ˆ(')'()'ˆ(
1

11

−

−−

−
−−−

=
ββ  

 

dır. 

 

2.5. Modified Ridge Tahmin Edici 

 

 Swindel (1976) ridge tahmin edici ile ön (prior) bilgiyi birleştirerek modified 

ridge tahmin ediciyi önermiştir: 

 

0),'()'(),(ˆ 1 ≥++= − kkbyXkIXXbkβ                                                 (2.13) 

 

burada b , p  boyutlu stokhastik olmayan bir vektör olup β  üzerindeki ön bilgiyi 

temsil edecek şekilde seçilmelidir. ),(ˆ bkβ  nın bazı özelliklerini ise şu şekilde 

vermiştir: 
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i) ),(ˆ bkβ , aynı rezidü kareler toplamına sahip β  nın tahmin ediciler sınıfı içerisinde 

b  ye en yakın olandır. Yani cXyXy =−− )~()'~( ββ  olacak şekilde )~()'~( bb −− ββ  

yi minimum yapmak isteriz. k1  Lagrange çarpanı olmak üzere  

 

[ ]cXyXy
k

bb −−−+−−=Ψ )~()'~(1)~()'~(1 ββββ  

 

nın β~  ya göre türevini alıp sıfıra eşitlersek (2.13) ile verilen ),(ˆ bkβ  yi elde ederiz. 

ii) ),(ˆ bkβ , b  ye eşit uzaklıktaki β  nın tahmin ediciler sınıfı içerisinde en küçük 

rezidü kareler toplamına sahiptir. Yani ),(ˆ bkβ , cbb =−− )~()'~( ββ  olacak şekilde 

)~()'~( ββ XyXy −−  yı minimum yapan β~  tahmin edicisidir.  

 

[ ]cbbkXyXy −−−+−−=Ψ )~()'~()~()'~(2 ββββ  

 

nın β~  ya göre türevini alıp sıfıra eşitlersek (2.13) ile verilen ),(ˆ bkβ  yı elde ederiz. 

iii) ββ ˆ),0(ˆ =b  dır ve bbkLim
k

=
∞→

),(β̂  olduğundan k  arttıkça ),(ˆ bkβ , β̂  dan b  ye 

bir eğri çizer. Bu eğri rezidü kareler toplamında küçük bir atış olduğunda ),(ˆ bkβ  nin 

b  ye olan uzaklığında büyük bir azalma olacak şekilde tek türlü belirlenir. 

 Swindel (1976) ),(ˆ bkβ  nin EKK dan daha küçük HKO ya sahip olacak 

şekilde bir k  nın varlığını göstermiştir. Ayrıca b , β̂  dan bağımsız bir rasgele vektör 

iken de böyle bir k  nın var olduğunu ispatlamıştır. b , β̂  dan bağımsız değilse böyle 

bir k  nın varlığı ise garanti değildir.  
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2.6. Yansız Ridge Tahmin Edici 

 

 Crouse, Jin ve Hanumara (1995) EKK ile ön bilginin konveks kombinasyonu 

olarak yansız ridge tahmin ediciyi 0>k  için J , I),N(~ 2

kJ σβ  dağılımına sahip bir 

rasgele vektör olmak üzere  

 

 )'()'(),(ˆ 1 kJyXkIXXJkI ++= −β                                                          (2.14) 

 

olarak önermiştir. k  yanlılık parametresinin bilinmemesi durumunda (2.14) pratikte 

kullanışsızdır. Crouse, Jin ve Hanumara (1995) k  yanlılık parametresinin bir 

tahminini ise 2σ̂ , (1.14) ile verilen 2σ  nin yansız tahmin edicisi olmak üzere 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−

>−−−
−−−

=

−

−

haldeaksi
JJ

p

XXtrJJ
XXtrJJ

p

kcjh

,
)ˆ()'ˆ(

ˆ

0)'(ˆ)ˆ()'ˆ(,
)'(ˆ)ˆ()'ˆ(

ˆ

ˆ
2

12
12

2

ββ
σ

σββ
σββ

σ

   (2.15) 

 

olarak vermişlerdir ve cjhk̂  nin Hoerl, Kennard ve Baldwin’in (1975) önerdiği 

ββ
σ

ˆ'ˆ
ˆˆ

2pkHKB =  nin genel hali olduğunu belirtmişlerdir. Hoerl ve Kennard’ın (1981) 

ürettiği veriyi kullanarak ve simülasyon yaparak yansız ridge tahmin edicinin ridge 

ve EKK tahmin edicilerden daha küçük HKO ya sahip olduğunu göstermişler. 

 

2.7. Kısıtlı Ridge Tahmin Edici 

 

 Sarkar (1992) ridge tahmin edici ile kısıtlı EKK tahmin edicilerini 

birleştirerek  

 

 rWk ββ ˆ)(* = , 11 ))'(( −−+= XXkIW p , 0≥k                                          (2.16) 



2. BAZI YANLI TAHMİN EDİCİLER                             Mahmude Revan ÖZKALE 

 28

ile verilen kısıtlı ridge tahmin ediciyi tanımlamıştır. Burada rβ̂  (2.11) ile verilen 

kısıtlı EKK tahmin edicidir ve (2.8) ile verilen kısıtlamalar geçerlidir. )(* kβ  nın 

bazı özellikleri ise rββ ˆ)0(* = , 0)(* =
∞→

kLim
k

β  ve  

 

 [ ] )(')'(')'())(( 111* βββ RrRXXRRXXWWkE −+=
−−−                         (2.17) 

 

şeklindedir. (2.17) dikkate alınırsa 0=k  ve rR =β  olmadığı sürece kısıtlı ridge 

tahmin edici yanlı bir tahmin edicidir. Sarkar (1992) kısıtlamalar hem tam olarak 

sağlanıyor iken hem de sağlanmıyorken HKO anlamında kısıtlı ridge tahmin edicinin 

ridge ve kısıtlı EKK dan iyi olması için gerekli koşulları vermiştir.  

 Gross (2003) )(* kβ  nın y  nin her sonucu için rkR =)(*β  kısıtlamasını 

sağlamadığını ve bu nedenle rR =β  kısıtlamasına göre bir kısıtlı ridge tahmin edici 

olmadığını belirtmiştir. Dolayısıyla )(* kβ , rR =β  eşitliği ile üretilen alt uzayın 

dışında değerler alabilir. Bu düşünceler Gross’un (2003) β  için yeni bir ridge-tipi 

tahmin edici vermesine neden olmuştur. Bu tahmin ediciyi pk kIXXS += ' , 

rRRR 1
0 )'(' −=β  ve ))'(''(),(ˆ 11

0 rRRkRyXSk k
−− +=ββ  olmak üzere 

 

 [ ] ( )rkRRRSRSkk kkr −−=
−−− ),(ˆ''),(ˆ)(ˆ

0
111

0 βββββ , 0≥k                       (2.18) 

 

olarak vermiş ve kısıtlı ridge tahmin edici olarak adlandırmıştır. Burada ),(ˆ
0ββ k , 

(2.13) ile verilen modified ridge tahmin edicide 0β=b  alınarak elde edilmiştir. 

0)(ˆ ββ =
∞→

kLim rk
 ve rrk

kLim ββ ˆ)(ˆ
0

=
→

 olduğundan k  arttıkça )(ˆ krβ , rβ̂  den 0β  a bir 

eğri çizmektedir. Gross (2003) önerdiği kısıtlı ridge tahmin edicinin kısıtlı EKK 

tahmin ediciden matris HKO anlamında üstün olması için gerek ve yeter koşulları 

vermiştir. Ayrıca RRRRIQ p
1)'(' −−=  olmak üzere QXQQX ='  iken )(ˆ krβ  yi 
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minimum yapan k  değerini 
ββ
σ

Q
Jpk

'
)( 2−

=  olarak bulmuştur. QXQQX ='  

sağlanmasa bile k  nın bir tahmin edicisini 
)(

)ˆ()'ˆ(ˆ 2

Jpn
XyXy rr

r −−
−−

=
ββ

σ  olmak üzere  

 

 
rr

r

Q
Jp

k
ββ
σ
ˆ'ˆ
ˆ)(ˆ

2−
=                                                                                           (2.19) 

 

olarak önermiştir. Herhangi bir kısıtlama yoksa (2.19) Hoerl, Kennard ve Baldwin’in 

(1975) önerdiği 
ββ
σ

ˆ'ˆ
ˆˆ

2pkHKB =  ye eşit olmaktadır. Gross (2003), (2.19) da rr Qββ ˆ'ˆ  

yerine )(ˆ)'(ˆ kQk rr ββ  alarak k̂  nın iteratif yöntemle belirlenmesini de önermiştir.  

 

2.8. kr −  Sınıf Tahmin Edici 

 

Lineer regresyon modelinde çoklu iç ilişki problemi ve onun istatistiksel 

sonuçlar üzerindeki etkisi çok iyi bilinmektedir. Bu problemi ortadan kaldırmak için 

farklı çalışmalar önerilmiştir. Baye ve Parker (1984) ridge ve temel bileşenler tahmin 

edicilerini birleştirerek kr −  sınıf tahmin ediciyi önermiştir. iλ , pi ,,1…=  XX '  

matrisinin özdeğerleri olmak üzere ( )pdiag λλλ ,,, 21 …=Λ  ve [ ]ptttT ,,, 21 …=  

Λ=XTXT ''  olacak şekilde ortogonal bir matris olsun. Ayrıca [ ]rr tttT ,,, 21 …= , 

pr ≤  ve [ ]prrrp tttT ,,, 21 …++− =  sırasıyla ( )rrrr diagXTXT λλλ ,,,'' 21 …=Λ=  ve 

( )prrrprprp diagXTXT λλλ ,,,'' 21 …++−−− =Λ=  olacak şekilde matrisler olsun. Bu 

durumda kr −  sınıf tahmin edici 

 

 ( ) ( ) yXTkIXTXTTk rrrrrr ''''ˆ 1−+=β ,  0≥k                                            (2.20) 

 

olarak tanımlanmıştır. Baye ve Parker (1984) bu tahmin edicinin EKK, temel 

bileşenler ve ridge tahmin edicilerin genel hali olduğunu belirtmişlerdir: 



2. BAZI YANLI TAHMİN EDİCİLER                             Mahmude Revan ÖZKALE 

 30

    ( ) ( ) yXXXp ''ˆ0ˆ 1−== ββ    EKK tahmin edicisi, 

    ( ) ( ) yXTXTXTT rrrrrr ''''ˆ0ˆ 1−== ββ    temel bileşenler tahmin edicisi, 

    ( ) ( ) ( ) yXkIXXkk pp ''ˆˆ 1−+== ββ    ridge tahmin edici. 

Baye ve Parker (1984) skaler HKO anlamında kr −  sınıf tahmin edicinin temel 

bileşenler tahmin ediciden iyi olduğunu göstermiştir. Nomura ve Ohkubo (1985) 

kr −  sınıf tahmin ediciyi EKK ve ridge tahmin ediciler ile skaler HKO anlamında 

karşılaştırmıştır. Sarkar (1996) ise kr −  sınıf tahmin ediciyi EKK, ridge ve temel 

bileşenler tahmin ediciler ile matris HKO anlamında karşılaştırmıştır. 

 

2.9. Liu Tahmin Edici 

 

Çoklu iç ilişki olması durumunda EKK nın olumsuz yanları bilinmektedir. Bu 

olumsuzlukları gidermek için pek çok tahmin edici önerilmiştir. Ridge ve Stein 

( ββ ˆˆ cs = , 10 << c ) tahmin ediciler bunlardan ikisidir. Fakat her iki tahmin edicinin 

de olumsuz yanları vardır.  

( )kβ̂ , k  nın karmaşık bir fonksiyonudur. Bu nedenle k  nın seçimi için 

önerilen metotlarda karmaşık denklemlerle karşılaşabiliriz. Ridge tahmin metodu 

XX '  matrisinin aksine kIXX +' , 0≥k  matrisine bağlı olduğundan EKK deki 

zorluklar önlenmiş olunur. kIXX +'  nın koşul sayısı k  nın azalan bir fonksiyonu 

olduğundan yeteri kadar büyük k  için kIXX +'  nın koşul sayısı küçük seviyeye 

düşürülebilir. Fakat uygulamada k  nın küçük olması önerilir. Bu nedenle kIXX +'  

nın koşul sayısını küçültebilecek bir k  bulunamayabilir. Bu durumda, ridge 

regresyon hala durağan değildir. k  yanlılık parametresinin farklı seçim yöntemleri 

vardır ve seçimi analizciye bağlıdır. k  nın nasıl seçileceği ile ilgili bir uzlaşmanın 

olmamasından dolayı çoklu iç ilişki olması durumunda yeni metotlar araştırılmıştır.  

Stein tahmin edicinin avantajı c  nin bir lineer fonksiyonu olmasıdır. Fakat 

sβ̂  nin her elemanının büzülmesi aynıdır. Bu da uygulamada iyi sonuç vermez. 

İki tahmin edicinin kombinasyonunun bu iki tahmin edicinin avantajlarını 

birleştireceği düşüncesi Liu’yu (1993) yeni bir tahmin edici önermeye sevk etmiştir. 
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Çoklu iç ilişki problemini ortadan kaldırmak için Liu (1993), Stein (1956) tahmin 

edici ile ridge tahmin ediciyi birleştirmiş ve 

 

 ( ) ( )ββ ˆ''ˆ 1 dyXIXXd ++= − ,   10 << d                                                 (2.21) 

 

tahmin edicisini önermiştir. Bu tahmin edici Akdeniz ve Kaçıranlar (1995) ve Gruber 

(1998) tarafından Liu tahmin edici olarak adlandırılmış. dβ̂  nın ( )kβ̂  üzerindeki 

avantajı d  nin bir lineer fonksiyonu olmasıdır. Dolayısıyla d  nin seçimi k  nın 

seçiminden daha kolaydır.  

(2.1) ile verilen ridge tahmin edici (1.1) modeline '0 21 ek += β  eşitliğinin 

ilave edilip EKK yönteminin kullanılması ile elde edilebilir. k  büyüdükçe 21k  ile 0 

arasındaki uzaklık artar, böylece ridge tahmin edicinin yanlılığı da artar. Bu problemi 

ortadan kaldırmak için (1.1) modeline 'ˆ ed += ββ  eşitliğinin ilave edilip EKK 

yönteminin kullanılması ile (2.21) ile verilen Liu tahmin edici elde edilir.  

 Liu tahmin edicinin bazı özellikleri ise şu şekildedir:  

1. 1=d  iken ββ ˆˆ =d  dır. Ayrıca Liu tahmin edici EKK tahmin edicinin bir lineer 

dönüşümü olarak da yazılabilmektedir: ββ ˆ)'()'(ˆ 1 dIXXIXXd ++= − .  

2. ββ ˆˆ <d  dır. 

3. ββ )'()'()ˆ( 1 dIXXIXXE d ++= −  olup yanlı bir tahmin edicidir.  

4. dβ̂  nın HKO sı β̂  dan daha iyi olacak şekilde bir 10 << d  vardır.  

5. (1.4) modeli için  

 

 ∑∑
== +

−+
+

+
=

p

i i

i
p

i ii

i
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d
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2
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2
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dır ve Liu (1993) ),ˆ( ββ dSMSE  yi minimum yapan d  yanlılık parametresinin 

tahminini 
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olarak vermiştir. 

 

2.10. dr −  Sınıf Tahmin Edici 

 

kr −  sınıf tahmin ediciye alternatif olarak, Kaçıranlar ve Sakallıoğlu (2001) 

Liu ve temel bileşenler tahmin edicileri birleştirerek dr −  sınıf tahmin ediciyi 

önermişlerdir: 

 

 ( ) ( ) ( )rrrrrrrr dTyXTIXTXTTd ββ ˆ'''''ˆ 1 ++= − ,  10 << d .                    (2.23) 

 

dr −  sınıf tahmin edici de EKK, temel bileşenler ve Liu tahmin edicilerin genel 

halidir: 

    ( ) ( ) yXXXp ''ˆ1ˆ 1−== ββ    EKK tahmin edicisi, 

    ( ) ( ) yXTXTXTT rrrrrr ''''ˆ1ˆ 1−== ββ    temel bileşenler tahmin edicisi, 

    ( ) ( ) ( )βββ ˆ''ˆˆ 1
ppdp dIXXIXXd ++== −    Liu tahmin edicidir. 

Kaçıranlar ve Sakallıoğlu (2001) bu yeni tahmin ediciyi EKK, temel bileşenler ve 

Liu tahmin edicilerle skaler HKO anlamında karşılaştırmışlardır.  

 

2.11. Liu-Tipi Tahmin Edici  

 

 Koşul sayısı çoklu iç ilişkiyi belirleme yöntemlerinden birisidir. XX '  kötü 

koşullu iken XX '  in koşul sayısı büyük olacaktır. Ridge regresyonda XX '  in 

köşegen elemanlarına pozitif küçük k  sabitleri eklenerek XX '  in koşul sayısı 

küçültülmeye çalışılır. Fakat kIXX +'  nın koşul sayısı k  nın azalan bir 

fonksiyonudur, dolayısıyla uygulamada kIXX +'  nın koşul sayısını küçültecek 

şekilde yeterince büyük bir k  seçilmelidir. Fakat uygulamada k  nın küçük olması 
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önerilir, bu durumda ise kIXX +'  kötü koşullu olup ridge regresyon durağan 

değildir.  

 '0 21 ek += β  eşitliğinin kullanılması ile ridge tahmin edicinin elde edildiğini 

Bölüm 2.9 da belirtmiştik. Liu (2003), kötü koşulluluk problemini ortadan kaldırmak 

için (1.1) modeline 'ˆ)( 2121 ekkd +=− ββ  eşitliğini ilave edip EKK tahmin 

yöntemini kullanarak β~ , β  nın herhangi bir tahmin edicisi olmak üzere 

 

)~'()'(ˆ 1
, ββ dyXkIXXdk −+= − , 0>k , ∞<<∞− d                              (2.24) 

 

tahmin edicisini önermiştir. k  yanlılık parametresi kIXX +'  nın koşul sayısını 

uygun bir seviyeye düşürmek için kullanılır, d  yanlılık parametresi ise tahmin 

edicinin istatistiksel özelliklerini geliştirmek için kullanılır.  

Liu (2003) β~  yerine EKK ve ridge tahmin edicilerini almış ve her iki 

durumda da dk ,β̂  nın ridge tahmin ediciden daha iyi HKO ya sahip olacak şekilde k  

ve d  tahminlerini vermiştir.  

 2. Bölümde ele aldığımız tahmin edicileri homojen lineer tahmin ediciler ve 

heterojen lineer tahmin ediciler olarak iki farklı sınıfa koyabiliriz. 1C , pxn  tipinde 

bir matris olmak üzere yC1
~
=β  formundaki tahmin edicilere homojen lineer tahmin 

ediciler denir. Ridge, temel bileşenler, kr −  sınıf, Liu ve dr −  sınıf tahmin ediciler 

bu sınıfa girmektedir. 1C , pxn  tipinde bir matris ve 2c , 1px  tipinde bir vektör 

olmak üzere 21
~ cyC +=β  formundaki tahmin edicilere heterojen lineer tahmin 

ediciler denir. Kısıtlı EKK, modified ridge, yansız ridge ve kısıtlı ridge tahmin 

ediciler ise bu sınıfa girmektedir. (2.24) ile verilen Liu-tipi tahmin edici ise β~  nın 

durumuna göre her iki sınıfa da girebilir.  
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3. BAZI YANLI TAHMİN EDİCİLERİN KARŞILAŞTIRILMASI  

 

 İstatistikçiler EKK ile yanlı tahmin edici veya iki yanlı tahmin edicinin seçimi 

ile ilgilenirler. Gauss ise tahmin edicilerin seçimi için en iyi kriteri HKO olarak 

belirlemiştir. β  nın herhangi bir β~  tahmin edicisi için HKO matrisi (1.15) ile 

verilmiştir. )~(βVar  ve )~(βBias  terimleri cinsinden ise (1.16) ile ifade edilmiştir.  

 1
~β  ve 2

~β , β  nın herhangi iki tahmin edicisi olsun. 

),~(),~( 21 ββββ MMSEMMSE −  farkı negatif olmayan tanımlı bir matris ise 2
~β  

tahmin edicisi 1
~β  tahmin edicisinden matris HKO anlamında iyidir denir.  

 Bir tahmin edicinin iyiliği ile ilgili bir diğer kriter ise genelleştirilmiş HKO 

dır. B  negatif olmayan tanımlı bir matris olmak üzere β~  tahmin edicisinin 

genelleştirilmiş HKO su  

 

 ( ) )~()'~(,~ ββββββ −−= BEGMSE  

 

olarak tanımlanır. IB =  olması durumunda ),~( ββGMSE , ),~( ββSMSE  ye 

dönüşür: 

 

 )~()'~(),~( ββββββ −−= ESMSE .                                                             (3.1) 

 

İz operatörünün uygulanması ile )),~((),~( ββββ MMSEtrSMSE =  elde ederiz 

(Bölüm 1). ),~(),~( 21 ββββ MMSEMMSE −  negatif olmayan tanımlı bir matris ise 

),~(),~( 21 ββββ SMSESMSE ≥  dır. Fakat tersi genellikle doğru değildir. Ayrıca 

Theobald’a (1974) göre ),~(),~( 21 ββββ GMSEGMSE >  olması için gerek ve yeter 

koşul ),~(),~( 21 ββββ MMSEMMSE −  matrisinin negatif olmayan tanımlı bir matris 

olmasıdır. Bu nedenle, matris HKO kriteri skaler HKO ve genelleştirilmiş HKO 

kriterlerinden daha iyi bir kriterdir (Toutenburg, 1982; Rao ve Toutenburg, 1995). 
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Ayrıca, skaler HKO nın temel kriter olarak seçilmesi demek matris HKO nın 

köşegen dışı elemanlarının göz ardı edilmesi demek anlamına gelir. Sonuç olarak, iki 

tahmin edicinin matris HKO anlamında karşılaştırılması daha uygun bir kriterdir. 

Fakat matris HKO nun uygulanması zordur bu nedenle bazı durumlarda diğer iki 

kriter uygulanır.  

 Bölüm 2 de ele aldığımız tahmin ediciler arasındaki bazı karşılaştırmalar pek 

çok araştırmacı tarafından incelenmiştir. Bunlardan bazılarını burada vermemiz 

yararlı olacaktır. Hoerl ve Kennard (1970) ridge ile EKK tahmin edicilerini skaler 

HKO anlamında karşılaştırmış, ridge tahmin edicinin EKK dan daha iyi olacak 

şekilde bir 0>k  ın var olduğunu görmüştür. Matris HKO kriterine göre ridge tahmin 

edicinin EKK dan iyi olacak şekildeki gerek ve yeter koşulun ββσ '2 2≤k  olduğu 

pek çok kaynaktan görülebilir (örneğin, Rao ve Toutenburg, 1995; Theobald, 1974). 

Swindel (1976) modified ridge ile EKK tahmin edicilerini matris HKO kriterine 

göre, Pliskin (1987) modified ridge ile ridge tahmin edicilerini matris HKO kriterine 

göre, Baye ve Parker (1984) kr −  sınıf ile temel bileşenler tahmin edicilerini skaler 

HKO kriterine göre, Nomura ve Ohkubo (1985) kr −  sınıf ile ridge ve EKK tahmin 

edicilerini skaler HKO kriterine göre, Sarkar (1996) kr −  sınıf ile EKK, ridge ve 

temel bileşenleri matris HKO kriterine göre, Sarkar (1992) kısıtlı ridge ile kısıtlı 

EKK ve ridge tahmin edicileri skaler HKO kriterine göre karşılaştırmıştır. Yapılan 

bu çalışmalara paralel olarak bazı yeni karşılaştırmalar yapılacaktır. 

 

3.1. dr −  Sınıf Tahmin Edicinin Matris HKO Kriterine Göre Bazı Tahmin  

Ediciler Üzerindeki Üstünlüğü 

 

Kaçıranlar ve Sakallıoğlu (2001) dr −  sınıf tahmin ediciyi EKK, temel 

bileşenler ve Liu tahmin edicilerle skaler HKO anlamında karşılaştırmışlardır. Fakat, 

bu karşılaştırmaları matris HKO kriterine göre yapmamışlardır. Bu nedenle burada 

dr −  sınıf tahmin edici EKK, Liu ve temel bileşenler ile matris HKO kriterine göre 

karşılaştırılacaktır. 
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(1.1) modeli ve (2.23) ile verilen dr −  sınıf tahmin ediciyi ele alalım. Bu 

durumda rrr dIdS +Λ=)(  olmak üzere 

 

 rrrrrrrrrr TSdSdSSTdVar ')1()()()1())(ˆ( 11112 −−−− ΛΛΛ=σβ  

 

dır. ββ rrrrrrr TdSSTdE ')()1())(ˆ( 11 ΛΛ= −−  ve  

 

)')1('(')1('')1( 111
rrrrprpprrrrrprrrr TSTTTITSTTTITST −

−−
−− +−=−−=−Λ   

 

eşitliklerini kullanırsak  

 

 [ ]ββ rprprrrr TTTSTddBias −−
− −−= '')1()1())(ˆ( 1  

 

elde ederiz. Böylece )(ˆ drβ  için matris HKO  

 

 [ ]
[ ]rprprrr

rprprrr

rrrrrrrrtr

TTTSTd

TTTSTd

TSdSdSSTdMMSE

−−
−

−−
−

−−−−

−−×

−−+

ΛΛΛ=

'')1()1('

'')1()1(

')1()()()1()),(ˆ(

1

1

11112

β

β

σββ

              (3.2) 

 

şeklinde olur.  

 

3.1.1. dr −  Sınıf Tahmin Edici ile EKK Tahmin Edicinin Matris HKO  

Kriterine Göre Karşılaştırılması 

 

Teorem 3.1 : dr −  sınıf tahmin edicinin EKK tahmin ediciden üstün olması için 

gerek ve yeter koşul  

 

 [ ] 21122 ''')1()1(2)1(' σββββ ≤Λ+Λ−+−− −−−

−−
rprprprrrr TTTdIddT  
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olmasıdır. 

İspat : EKK için XXS '=  olmak üzere 12),ˆ( −= SMMSE σββ  dır. Eğer 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Λ

Λ
=Λ

−rp

r

'0
0

 ve ( )rpr TTT −= ,  yazarsak  

 

 rprprprrr TTTTTTS −
−
−−

−−− Λ+Λ=Λ= ''' 1111 .                                                    (3.3) 

 

elde ederiz. (3.3) ü kullanırsak )),(ˆ(),ˆ( ββββ dMMSEMMSE r−  farkını 

 

[ ]

[ ]

rrrrprp

rprprrr

rrrrrr

rprprprprp

rr

rrrrr

TSTTTd

TTTSTd

TSTTSTd

TTTT

TS

dIdSTdMMSEMMSE

')1('')1(

''')1()1(

')1('')1()1(

'''

')1(

)1()1(2)1()),(ˆ(),ˆ(

1

1

112

12

1

1212

−
−−

−−
−

−−

−−−
−
−−

−

−−

−+

−+

−−

−Λ+

×

Λ−+−=−

ββ

ββ

ββ

ββσ

σββββ

          (3.4) 

 

olarak yazabiliriz. )(* dS  ve 1* )( −Λ d  yı 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

−rp

r

I
d

S
dS

'0

0
)1(

)1(
)(*   

ve  

[ ]
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Λ

Λ−+−
−=Λ

−
−

−
−

1

12
21*

'0

0)1()1(2
)1(

1
)(

rp

rr dId
dd   

 

olarak tanımlarsak (3.4)  

 

[ ] ')('')()()),(ˆ(),ˆ( 1*1*21* TdSTTddTSdMMSEMMSE r
−−− −Λ=− ββσββββ
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ifadesine eşit olur. )),(ˆ(),ˆ( ββββ dMMSEMMSE r−  nin negatif olmayan tanımlı 

olması için gerek ve yeter koşul TTd '')( 1*2 ββσ −Λ −  nın negatif olmayan tanımlı 

bir matris olmasıdır. TTd '')( 1*2 ββσ −Λ −  negatif tanımlı değildir ancak ve ancak 
2* ')(' σββ ≤Λ TdT  ise (Rao ve Toutenburg, 1995 syf. 308). )(* dΛ  ifadesini yerine 

yazar ve gerekli kısaltmaları yaparsak ispatı tamamlamış oluruz.  

 

3.1.2. dr −  Sınıf Tahmin Edicinin Temel Bileşenler Tahmin Edicisi ile Matris  

HKO Kriterine Göre Karşılaştırılması 

 

)),(ˆ(),ˆ( ββββ dMMSEMMSE rr −  farkını incelemek için Trenkler ve 

Toutenburg’deki (1990), Rao ve Toutenburg’deki (1995) gibi farklı teoremler 

kullanılabilir. Biz burada Baksalary ve Trenkler (1991) tarafından verilen ve Sarkar 

(1996) tarafından önerilen aşağıdaki teoremi kullanacağız. 

Teorem : nxpζ  nxp  tipinde kompleks matrisler kümesi ve nH  Hermityen matrisleri 

içeren nxnζ  nin alt kümesi olsun. Ayrıca, nxpL ζ∈  verilsin, *L , )(Lℜ , )(Lς  

gösterimleri sırasıyla L  nin eşlenik transpozu, kolon uzayı ve genelleştirilmiş 

terslerin kümesi olsun. Şimdi, nHA∈ , 1a  ve 12 nxa ζ∈  lineer bağımsız, )(AA ς∈−  

için [ ] [ ]1
**

12
**

1 )()()()( aAAIAAIaaAAIAAIas nnnn
−−−− −−−−=  ve 

jiij aAaf −= * , 2,1, =ji  olsun ve )(1 Aa ℜ∉  sağlansın. Bu durumda, *
22

*
11 aaaaA −+  

negatif tanımlı değildir ancak ve ancak aşağıdaki koşullardan biri sağlanırsa: 

a) A  negatif tanımlı olmasın, )(1 Aa ℜ∈ , )(2 Aa ℜ∈  ve 

 

 2
122211 )1)(1( fff ≤−+ ; 

 

b) A  negatif tanımlı olmasın, )(1 Aa ℜ∉ , ):( 12 aAa ℜ∈  ve 

 

 *
12

*
12 1)()( ssaaAsaa −≤−− − ;  
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c) ** vvUUA δ−Δ= , )(1 Aa ℜ∈ , )(2 Aa ℜ∈ , 01
* ≠av  ve 

 

 0)1( 11 ≤+f , 0)1( 22 ≤−f , 2
122211 )1)(1( fff ≥−+   

 

burada ):( vU  altuniter matris, Δ  pozitif köşegen bir matris (U  varken ortaya çıkan) 

ve δ  pozitif bir skalerdir. Üstelik, (a)-(c) koşullarının tamamı )(AA ς∈−  

seçiminden bağımsızdır.  

Teorem 3.2 : )),(ˆ(),ˆ( ββββ dMMSEMMSE rr −  nın negatif olmayan tanımlı bir 

matris olması için gerek ve yeter koşul )( 1WN , 

[ ] rrr TdIddW ')1()1(21 2112
1

−Λ−+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
σ

 nın sıfır uzayı olmak üzere )( 1WN∈β  

olmasıdır. 

İspat : 1=d  iken rβ̂ , )(ˆ drβ  nin özel durumu olduğundan (3.2) de 1=d  alarak 

),ˆ( ββ rMMSE  yı elde ederiz: 

 

 )'(')'('),ˆ( 12
prrprrrrrr ITTITTTTMMSE −−+Λ= − ββσββ .                         (3.5) 

 

Böylece 

 

[ ]

[ ]
[ ].'')1()1('

'')1()1(

)'(')'(
')1(

)1()1(2)1()),(ˆ(),ˆ(

1

1

1

1212

rprprrr

rprprrr

prrprr

rr

rrrrrr

TTTSTd

TTTSTd

ITTITT
TS

dIdSTdMMSEMMSE

−−
−

−−
−

−

−−

−−×

−−−

−−+
×

Λ−+−=−

β

β

ββ

σββββ

         (3.6) 

 

dır. Baksalary ve Trenkler’in (1991) teoremini uygulayabilmek için 

 

 [ ] 1121 )1()1()1(2)1( −−− Λ−+−= rrrr SdIdSB , 
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olmak üzere rr BTTA '2σ= , [ ]βrprprrr TTTSTda −−
− −−= '')1()1( 1

2  ve 

β)'(1 prr ITTa −=  alalım. A  nın Moore-Penrose tersi rr TBTA '12 −−+ =σ  dır ve 

ayrıca rrTTAA '=+  olup )(1 Aa ℜ∈  olması için gerek ve yeter koşul 01 =a  

olmasıdır. Bu nedenle Teoremin (a) ve (c) kısımlarını uygulayamayız. Fakat (b) 

kısmını uygulayabiliriz. s  nin tanımından 1=s  elde ederiz. Üstelik, 

 

 [ ] β
σ

η rrrrr TdIdSTd ')1()1(2)1(1 112
21

−−Λ−+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=  

 

olmak üzere 112 ηAaa =−  dır ki bu, ):( 12 aAa ℜ∈  olması anlamına gelir. Ayrıca 

111212 ')()'( ηη AaaAaa =−− −  dır. Böylece, dr −  sınıf tahmin edicinin temel 

bileşenler tahmin ediciden daha iyi olması için gerek ve yeter koşul  

 

 [ ] 0')1()1(2')1(' 112
2

2

11 ≤Λ−+−
−

=
−− ββ

σ
ηη rrrr TdIdTdA                     (3.7) 

 

olmasıdır. Fakat, her zaman 0)()'( 1212 ≥−− − aaAaa  olduğu açıktır. 10 << d  

olduğundan [ ] rrr TdIddW ')1()1(21 2112
1

−−Λ−+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
σ

 olmak üzere β11 WQ =  ise 

)),(ˆ(),ˆ( ββββ dMMSEMMSE rr −  nın negatif olmayan tanımlı olması için gerek ve 

yeter koşul 01 =Q  olmasıdır. 011 == βWQ  olması )( 1WN , 1W  nın sıfır uzayı olmak 

üzere )( 1WN∈β  anlamına gelir.  

 

3.1.3. dr −  Sınıf Tahmin Edici ile Liu Tahmin Edicinin Matris HKO Kriterine  

Göre Karşılaştırılması 

 

Teorem 3.3 : dr −  sınıf tahmin edicinin Liu tahmin ediciden daha iyi olması için 

gerek ve yeter koşul )( 2WN , rprp TW −−
− Λ= '211

2 σ  nin sıfır uzayı olmak üzere 

)( 2WN∈β  olmasıdır.  
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İspat : (3.2) de pr =  alırsak ),ˆ( ββ dMMSE  yi elde ederiz: 

 

 
')1('')1()1(

')1()()()1(),ˆ(
112

1112

TTSTTSd

TSdSdSTSMMSE d
−−

−−−

−+

Λ=

ββ

σββ
                                      (3.8) 

 

burada pdIdS +Λ=)(  dır. (3.2) ve (3.8) in bir sonucu olarak 

 

[ ]
[ ].'')1()1('

'')1()1(
')1('')1()1(

')1()()()1(

')1()()()1()),(ˆ(),ˆ(

1

1

112

1112

1112

rprprrr

rprprrr

rrrrrrr

rd

TTTSTd

TTTSTd
TTSTTSd

TSdSdSST

TSdSdSTSdMMSEMMSE

−−
−

−−
−

−−

−−−

−−−

−−×

−−−

−+

Λ−

Λ=−

β

β

ββ

σ

σββββ

       (3.9) 

 

elde ederiz. Bölüm 3.1.2 de olduğu gibi Baksalary ve Trenkler’in (1991) teoremini 

kullanalım. β')1()1( 1
1 TTSda −−= , [ ]βrprprrr TTTSTda −−

− −−= '')1()1( 1
2  ve 

111 )1()()()1( −
−−

−
−−

−
− Λ= rprprprprp SdSdSSB  olmak üzere rprp BTTA −−= '2σ  alırsak 

teoremin (b) kısmını uygulayabiliriz. A  nın Moore-Penrose tersi 

rprp TBTA −
−

−
−+ = '12σ  olup rprp TTAA −−

+ = '  dır. Böylece )(1 Aa ℜ∉ dır ve 1=s  

olduğundan ):( 12 aAa ℜ∈  dır.  

 

 β
σ

η rprprprprp TdSST −−
−

−−− Λ
−

= ')()1(1 1
22  

 

olmak üzere 212 ηAaa =−  dır. Ayrıca, 221212 ')()'( ηη AaaAaa =−− −  dır. 

Böylece dr −  sınıf tahmin edicinin Liu tahmin ediciden üstün olması için gerek ve 

yeter koşul  

 

 0''1' 222 ≤Λ= −−− ββ
σ

ηη rprprp TTA  
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olmasıdır. Fakat her zaman 0' 22 ≥ηη A  olduğundan gerek ve yeter koşul 

0' 22 =ηη A  olur. rprp TW −−
− Λ= '211

2 σ  olmak üzere β22 WQ =  alırsak 

2222 '' QQA =ηη  elde ederiz. Böylece )),(ˆ(),ˆ( ββββ dMMSEMMSE rd −  nın 

negatif olmayan tanımlı olması için gerek ve yeter koşul 02 =Q  olmasıdır. 

022 == βWQ  olması )( 2WN , 2W  nin sıfır uzayı olmak üzere )( 2WN∈β  anlamına 

gelmektedir. 

 

3.1.4. dr −  Sınıf Tahmin Edicinin Temel Bileşenler ve Liu Tahmin Edicilerinin  

Her İkisinden Matris HKO Anlamında İyi Olması İçin Kriter 

 

Teorem 3.4 : dr −  sınıf tahmin edicinin temel bileşenler ve Liu tahmin edicilerinin 

her ikisinden iyi olması için gerek ve yeter koşul )( 3WN , ')( 21*1
3 TdW Λ= −σ  nın 

sıfır uzayı olmak üzere )( 3WN∈β  olmasıdır.  

İspat : 
pxpW

W
W ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1
3  tanımlarsak ')( 21*1

3 TdW Λ= −σ  olur. 3W  ü β  ile sağdan 

çarparsak 03 =βW  elde ederiz. Böylece ispat tamamlanır. 

 Bölüm 3.1.1-3.1.4 ü özetleyecek olursak dr −  sınıf tahmin edicinin EKK, 

temel bileşenler ve Liu tahmin edicilerden iyi olması için gerek ve yeter koşullar 

verilmiştir. Bu koşullar β , 2σ  bilinmeyen parametrelerine ve d  yanlılık 

parametresinin seçimine bağlıdır. Bunların bilinmediğini dikkate alırsak 

teoremlerdeki koşullar geçerli olmayabilir. Yani bazı β , 2σ , d  değerleri için dr −  

sınıf tahmin edici diğer tahmin edicilerden üstünken β , 2σ , d  nin diğer değerleri 

için daha kötü bir tahmin edici olabilir. Bu nedenle, β  ve 2σ  nin yerine yansız 

tahmin edicilerini ve d  nin yerine uygun bir tahminini kullanarak veya parametreler 

hakındaki ön bilgileri kullanarak uygulanabilir sonuçlar elde edebiliriz.  
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3.1.5. Koşullar İçin Hipotez Testleri 

 

Teorem 3.1-3.4 de elde edilen gerek ve yeter koşullar β  ve 2σ  bilinmeyen 

parametrelerine bağlıdır. Bir araştırmacının bu koşullara inanması için nedenlerinin 

olması gerekir. Bu anlamda hipotez testleri ile ilgilenilebilinir. Yani bir test 

prosedürü verilen bir durumda koşulların sağlanıp sağlanmadığını incelemek için iyi 

bir metottur. 

e  nın ),0( 2
nIN σ  dağılımına sahip olması varsayımı altında (1.1) modeli için 

testler verilebilir:  

 

 0:0 =βiWH ,   3,2,1=i .                                                                           (3.10) 

 

Genelleştirilmiş olabilirlik oranı 

 

 
[ ]
[ ]):,(

):,(
)( 2

),(

2

),(

2

2

yLmaks

yLmaks
yv

daki

daki

σβ

σβ

σβ

σβω

Ω

=   

 

ile verilir. Burada ):,( 2 yL σβ  olabilirlik fonksiyonu, { }22 ,:),( σβσβ pE∈=Ω  ve 

{ }3,2,1,0,0,:),( 22 =>=∈= iWE ip σββσβω  dır. ω  nın iW , 3,2,1=i  nin sıfır 

uzayı olduğunu da görüyoruz.  

iW  qxp  tipinde q  ranklı bir matris olsun. (3.10) u test etmek için 

genelleştirilmiş olabilirlik oran test istatistiği 

 

 [ ]
[ ]yXXIy

WWXXWW
q

pnW
n

iiii
−

−−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

'
)ˆ(')'()'ˆ( 11 ββ                                            (3.11) 

 

dır. W , q  ve pn −  serbestlik dereceli merkezi olmayan F  dağılımına sahiptir. 

Merkezi olmama parametresi ise  
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 [ ] )(')'()'(
2

1 11
2 ββ

σ
λ iiii WWXXWW −−=   

 

ile verilir. 0H  hipotezi altında W , ),( pnqF −  dağılımına sahiptir (Graybill, 1976).  

(3.10) daki hipotez 0=βiW , 3,2,1=i  ilişkisinin sağlanıp sağlanmadığını test 

etmek için kullanılır. Bir başka deyişle, (3.10) daki test dr −  sınıf tahmin edicinin 

temel bileşenler ve Liu tahmin edicilerinden ve her ikisinden sırasıyla 3,2,1=i  için 

matris HKO anlamında iyi olduğunu ifade eder. Theorem 3.2 deki gerek ve yeter 

koşul  

 

 [ ] 0')1()1(21 2112 =Λ−+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − −− β

σ rrr TdIdd                                           (3.12) 

 

anlamına gelen )( 1WN∈β  olarak ifade edilmiştir. 10 << d  için 

[ ] 2112 )1()1(21 −−Λ−+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

rr dIdd
σ

 matrisi pozitif tanımlı (positive definite) 

olduğundan (3.12) koşulu 0' =βrT  a denktir. 0' =βrT  ise )(ˆ drβ  nın veya rβ̂  nin 

kullanılmasına karar vermek için bir temel teşkil eder. Benzer şekilde Teorem 3.3 de 

verilen gerek ve yeter koşul  

 

 0'211 =Λ −−
− βσ rprp T                                                                                    (3.13) 

 

anlamına gelen )( 2WN∈β  olarak ifade edilmiştir. 211
rp−

− Λσ  pozitif tanımlı bir 

matris olduğundan (3.13) koşulu 0' =− βrpT  a denktir. 0' =− βrpT  ise )(ˆ drβ  nın 

veya dβ̂  nin kullanılmasına karar vermek için bir temel teşkil eder. Böylece Teorem 

3.2 ve 3.3 de elde edilen gerek ve yeter koşullar sırasıyla 0' =βrT  ve 0' =− βrpT  

olarak da ifade edilebilir. Bu durumda  
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 0':0 =βrTH                                                                                           (3.14a) 

ve  

 0':0 =− βrpTH                                                                                       (3.14b) 

 

hipotez testleri (3.10) un özel hali olur. Normallik varsayımı altında )(ˆ' dT rr β  

βrrrrr TdSS ')()1( 11 ΛΛ−−  beklenen değerli ve 11112 )1()()()1( −−−− ΛΛΛ rrrrrrr SdSdSSσ  

kovaryans matrisli normal dağılıma sahiptir. Benzer şekilde )(ˆ' dT rprp −− β , 

βrprprprprp TdSS −−−
−
−

−
− ΛΛ ')()1( 11  beklenen değerli ve 

11112 )1()()()1( −
−

−
−−−−

−
−

−
− ΛΛΛ rprprprprprprp SdSdSSσ  kovaryans matrisli normal 

dağılıma sahiptir. Böylece [ ]yXXIyee n
−−= ''  olmak üzere (3.14a) ve (3.14b) için 

test istatistikleri sırasıyla 

 

 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ Λ
−

Λ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

= 21 2
''

,,~
'

)(ˆ')('ˆ

σ
ββββ rrrrrrrr TT

pnrF
ee

dTTd
r

pnF  

ve 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Λ
−−

Λ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

= −−−−−−−−

22 2
''

,,~
'

)(ˆ')('ˆ

σ

ββββ rprprprprprprprp TT
pnrpF

ee
dTTd

rp
pnF  

 

ile verilir ki bunlar (3.11) in özel halleridir. 

Bu hipotez testlerine ilave olarak Teorem 3.1 için de hipotez testi verilebilir. 

dr −  sınıf tahmin edicinin EKK dan üstün olması için gerek ve yeter koşul 

1')(' *2 ≤Λ− ββσ TdT  e denktir. Bu nedenle, )(ˆ drβ  nın β̂  dan matris HKO 

anlamında iyi olup olmadığını test etmek istersek 1')(': *2
0 ≤Λ− ββσ TdTH  

hipotezinin test edebiliriz. Normallik varsayımı altında βσ ˆ')( 21*1 TdΛ−  ~ 

))(,')(( 1**1 −− ΛΛΛ dTdN βσ  dır. Böylece 1')(': *2
0 ≤Λ− ββσ TdTH  hipotezini 
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 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Λ

−
Λ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= 23 2

'',,~
'

ˆ''ˆ

σ
ββββ TTpnpF

ee
TT

p
pnF  

 

test istatistiği ile test edebiliriz.  

 Sonuç olarak, 0H  hipotezleri kabul edilirse Teorem 3.1-3.4 deki koşullar 

geçerli olur, yani dr −  sınıf tahmin edici diğer tahmin edicilerden matris HKO 

anlamında daha iyidir. 

 

3.1.6. dr −  ve kr −  Sınıf Tahmin Edicilerin Matris HKO Kriterine Göre  

Karşılaştırılması 

 

Amacımız, iki tahmin edicinin üstünlüğünü matris HKO anlamında 

karşılaştırmaktır. Baye ve Parker (1984) tarafından ileri sürülen ve (2.20) ile verilen 

kr −  sınıf tahmin ediciyi ele alalım. Bu tahmin edici 

 

 
)')((')')((

')()()),(ˆ( 112

prrrrprrrr

rrrrrr

ITkSTITkST
TkSkSTkMMSE

−Λ−Λ+
Λ= −−

ββ
σββ

 

 

matris HKO ya ve dr −  sınıf tahmin edici, )(ˆ drβ , (3.2) ile verilen matris HKO ya 

sahiptir. )),(ˆ()),(ˆ( ββββ dMMSEkMMSE rr −  farkının negatif olmayan tanımlı bir 

matris olması için gerek ve yeter koşullar Baksalary ve Trenkler’in (1991) verdiği 

teorem ile bulunabilir. 

Teorem 3.5 : )),(ˆ()),(ˆ( ββββ dMMSEkMMSE rr −  nin negatif olmayan tanımlı 

olması için gerek ve yeter koşul 0)1( ≤−−− kddk iλ  ve 08)1( 2 ≤−++ kddk  

eşitsizliklerinin aynı anda gerçekleşmesidir. 

İspat : β)')(( 1
1 prrrr ITkSTa −Λ= − , [ ]βrprprrr TTTSTda −−

− −−= '')1()1( 1
2  ve  

111111 )1()()()1()()( −−−−−− ΛΛΛ−Λ= rrrrrrrrrr SdSdSSkSkSB  olmak üzere 

rr BTTA '2σ=  alırsak 2211 '')),(ˆ()),(ˆ( aaaaAdMMSEkMMSE rr −+=− ββββ  



3. BAZI YANLI TAHMİN EDİCİLERİN                                                                      
KARŞILAŞTIRILMASI                                                    Mahmude Revan ÖZKALE 

 47

yazabiliriz. Bu kısaltmalarla birlikte, βση rr DTBT '12
3

−−=  ve 

[ ]11 )()1()1( −− +−= kkSSdD rr  iken teoremin (b) kısmı için koşulların uygulanabilir 

olduğunu görüyoruz. 0)()'( 1212 ≤−− − aaAaa  eşitsizliği 

 

 0''' 12 ≤−− ββσ rr DTBDT                                                                          (3.15) 

 

a denktir ve bu, )),(ˆ()),(ˆ( ββββ dMMSEkMMSE rr −  farkının negatif olmayan 

tanımlı olmasını sağlar. (3.15) in sıfıra eşit ve küçük olması için gerek ve yeter koşul 

01 ≤−B  olmasıdır. 

 

 11111 )1()()()1()()( −−−−− ΛΛΛΛ= rrrrrrrrrr SdSdSSkSkSC  

 

yazarsak [ ] )()( 111 kSkSCIB rrrr
−−− Λ−=  olur. )()( 1 kSkS rrr

−Λ  her zaman pozitif 

olduğundan, 01 ≤−B  olması için gerek ve yeter koşul C  nin özdeğerlerinin ( iγ  

olsun) bire eşit veya büyük olmasıdır: 

 

 1
)1(

))((
2

≥⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

++
=

ii

ii
i

dk
λλ

λλ
γ .                                                                    (3.16) 

 

iγ  karesel bir fonksiyon olduğundan, (3.16) iki eşitsizlik gösterir: 

 

 0
)1(
)1(2 2

≤
+

++++

ii

ii kddk
λλ

λλ
                                                                    (3.17) 

ve 

 0
)1(

)1(
≤

+
−−−

ii

i kddk
λλ

λ
.                                                                              (3.18) 
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(3.17) nın paydası daima pozitiftir ve payını )( if λ  ile gösterelim. )( if λ , iλ  nin 

negatif olan karesel bir fonksiyonu olduğundan )( if λ  nın diskriminantı sıfıra eşit 

veya küçüktür. Bu sebeple, (3.17) ve (3.18) sırasıyla 08)1( 2 ≤−++ kddk  ve 

0)1( ≤−−− kddk iλ  a eşittir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

 Teorem 3.5 teki gerek ve yeter koşullar ridge tahmin edicideki k  yanlılık 

parametresinin ve Liu tahmin edicideki d  yanlılık parametresinin seçimine bağlıdır. 

Bu koşulların uygulanabilir olması için k  ve d  nin yerine uygun tahminleri 

koyulmalıdır.  

 

3.2. Yansız Ridge Tahmin Edicinin Diğer Tahmin Edicilerle Karşılaştırılması 

 

 Çoklu iç ilişki olması durumunda EKK nin yetersiz olduğunu ve buna 

alternatif bazı tahmin edicilerin ileri sürüldüğünü belirtmiştik. Crouse, Jin ve 

Hanumara (1995) EKK ile ön bilginin konveks kombinasyonu olarak (2.14) ile 

verdiğimiz yansız ridge tahmin ediciyi önermişlerdir ve Hoerl ve Kennard'ın (1981) 

ürettiği veriyi kullanarak ve simülasyon çalışması yaparak yansız ridge tahmin 

ediciyi EKK ve ridge tahmin edicilerle karşılaştırmışlar, her iki durumda da yansız 

ridge tahmin edicinin ridge ve EKK den daha küçük hata kareler ortalamasına sahip 

olduğunu görmüşlerdir. Fakat, yansız ridge tahmin edici ile ridge ve EKK tahmin 

edicilerini teorik olarak matris HKO anlamında karşılaştırmamışlardır. 

Varsayılan model ile gözlenen veri arasındaki uyumu ölçmek için çoğu kez 

rezidüler kullanılır. Hataların durumu model varsayımlarını gösterir ve rezidüler 

hataların davranışlarını gözlemlemek için yararlıdır. Bu nedenle varsayımlardan 

sapmaları belirlemek için rezidüler incelenir. Karmaşık olan varyans kovaryans 

yapılarına rağmen, rezidüler yararlı olabilecek bilgiyi içerebilir. 

Burada, yansız ridge tahmin edici Farebrother (1984) ve Troskie ve ark.’nın 

(1994) çalışmalarından iki farklı şekilde elde edilecek. Yansız ridge tahmin edicinin 

bazı özellikleri incelenecek, EKK, ridge ve kr −  sınıf tahmin edicilerle matris HKO 

ve rezidü anlamında karşılaştırılması yapılacaktır. Ayrıca sonuçlarımız Hoerl ve 

Kennard’ın (1981) ürettiği veri kullanılarak örneklendirilecektir. 
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3.2.1. Yansız Ridge Tahmin Edicinin Ridge Tahmin Edici ile Matris HKO  

Kriterine Göre Karşılaştırılması 

 

(2.14) ile verilen ( )JkI ,β̂ , ( ) JkSSSJkI kk
11 ˆ,ˆ −− += ββ  olarak da yazılabilir, 

burada β̂  EKK tahmin edici, kIXXSk +′=  ve XXS ′=  dır. Crouse, Jin ve 

Hanumara (1995), ))(,(ˆ 12 −′∼ XXN σββ  ve ),( 2 INJ k
σβ∼  olmak üzere J  nın β̂  

dan bağımsız iken ( )JkI ,β̂  nin yansız bir tahmin edici olduğunu göstermiştir. 

Troskie ve ark. (1994) stokhastik ön bilgi olması durumunda (1.1) 

modelindeki β  nın tahminini vermişlerdir. h  1lx  tipinde rasgele bir vektör, H  lxp  

tipinde tasarım matrisi, u  1lx  tipinde δ  ortalamalı ve 2σ  ile R  bilinmemek üzere 

R2σ  varyanslı normal dağılıma sahip rasgele vektör olmak üzere ön bilgi  

 

uHh += β                                                                                                 (3.19) 

 

dır. (3.19) a bağlı (1.1) in tahmini, 

 

)()(~ 111 hRHyXHRHXX −−− ′+′′+′=β                                                       (3.20) 

 

dır. Troskie ve ark. (1994) ridge, genelleştirilmiş ridge, temel bileşenler ve Sclove-

Stein shrunken tahmin ediciler gibi çok iyi bilinen tahmin edicileri de (3.20) nin özel 

durumu olarak üretmiştir. Benzer sonuçlar Belsley, Kuh ve Welsch’den (1980) de 

görülebilir. Troskie ve ark. (1994) ve Belsley, Kuh ve Welsch’de (1980) verilen 

benzer sonuçları kullanarak yansız ridge tahmin ediciyi elde edeceğiz. 

h  rasgele bir vektör olsun. β~  nın beklenen değeri ve kovaryans matrisi  

 

δββ 111 )()~( −−− ′′+′+= RHHRHXXE  

ve  
112 )()~( −−′+′= HRHXXVar σβ  
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dır. Jh = , IH = , IR k
1=  ve 0=δ  alırsak, (3.20) yansız ridge tahmin edici olur. 

Farebrother (1984), (1.1) ve (3.19) modellerini h  rasgele, 0=δ  ve IR k
1=  iken 

birleştirmiş böylece ridge tahmin edicinin bir genelleştirilmesini elde etmiştir: 

 

( ) ( ) )ˆˆ(ˆ 1
Rg HHkXXHHkXXk βββ ′+′′+′= −                                                 (3.21) 

 

burada β̂  ve Rβ̂  sırasıyla (1.9) ile verilen EKK ve (3.19) modeli için  

 

)ˆ())'(()'(ˆˆ 111 hHHXXHHXXR −′′−= −−− βββ  

 

ile vereceğimiz kısıtlı EKK'dir. Farebrother (1984) ayrıca ( ) ββ ˆ0ˆ =g  ve ( ) Rg ββ ˆˆ =∞  

olduğunu da göstermiştir. IHH =′  ise ve (3.19) her zaman doğru ise, (3.21) RJ β̂=  

özel durumu ile bir yansız ridge tahmin edicidir. (2.14) ten yaklaşımları incelersek 

( ) ββ ˆ,ˆ
0

=
→

JkILim
k

 ve ( ) JJkILim
k

=
→∞

,β̂  elde ederiz ki bu sonuçlar Farebrother'ın 

(1984) sonuçlarına denktir. 

( )JkI ,β̂  yansız olduğundan, )),(ˆ()),,(ˆ( JkIVarJkIMMSE βββ =  olup 

 
22112

1)),,(ˆ( −−− +== kkk SkSSSMJkIMMSE σσββ                                      (3.22) 

 

dır ve (2.1) ile verilen ridge tahmin edici için 112))(ˆ( −−= kk SSSkVar σβ  ve 

ββ 1))(ˆ( −−= kkSkBias  olduğundan  

 
112112

2)),(ˆ( −−−− ′+== kkkk SSkSSSMkMMSE ββσββ                                    (3.23) 

 

olur. 

( )kβ̂  nın ),(ˆ JkIβ  den iyi olacak koşullar ile ilgilendiğimizden 

( ) ),ˆ()),,(ˆ( ββββ kMMSEJkIMMSE −=Δ  farkını incelememiz gerekmektedir. Δ  
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negatif olmayan tanımlı bir matris iken )(ˆ kβ , ),(ˆ JkIβ  ye tercih edilir. 

(3.22) ve (3.23) u göz önünde bulundurursak, [ ] 1221 −− ′−=Δ kk SkIkS ββσ  

yazabiliriz. Pozitif yarı tanımlı matrislerin özelliklerini (Rao and Toutenburg, 1995 

incelenebilir), kullanırsak aşağıdaki teoremi elde ederiz. 

Teorem 3.6 : β  nın ridge tahmin edicisinin matris HKO kriterine göre yansız ridge 

tahmin ediciden üstün olması için gerek ve yeter koşul  

 

ββ
σ
′

≤
2

k                                                                                                      (3.24) 

 

olmasıdır. 

(3.24) deki k , 2σ  ve β  bilinmeyen parametrelerine bağlıdır. )(ˆ kβ , ),(ˆ JkIβ  

den daha küçük matris HKO ya sahip olacak şekilde uygun 02 >σ  ve β  

parametreleri için bir k  vardır. 

)(ˆ kβ  nın β̂  dan matris HKO kriterine göre iyi olması için gerek ve yeter 

koşul  

 

ββ
σ
′

≤
22k                                                                                                     (3.25) 

 

olmasıdır (Rao ve Toutenburg, 1995 incelenebilir). (3.24) ve (3.25) koşulları 

karşılaştırıldığında ridge tahmin edici yansız ridge tahmin ediciden matris HKO 

anlamında üstünken, ridge tahmin edicinin matris HKO kriterine göre EKK tahmin 

ediciden aynı k  için üstün olduğunu görüyoruz. Fakat, tersi doğru olmayabilir. Bu 

noktada, hangi koşullar altında yansız ridge tahmin edicinin EKK tahmin edicisine 

üstün olduğunu merak edebiliriz. 
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3.2.2. Yansız Ridge ve EKK Tahmin Edicilerinin Matris HKO Kriterine Göre  

Karşılaştırılması 

 

(1.1) den, (1.9) ile verilen EKK tahmin edici için 

 
12

3),ˆ( −== SMMMSE σββ  

 

olduğunu biliyoruz. (3.22) yi dikkate alırsak 0>k  için daima pozitif tanımlı olan 

 
112)),,(ˆ(),ˆ( −−=− SSkJkIMMSEMMSE kσββββ  

 

farkını elde ederiz. Bu sonucu aşağıdaki teoremle ifade edebiliriz. 

Teorem 3.7 : Yansız ridge tahmin edici EKK tahmin ediciden matris HKO 

anlamında 0>k  için her zaman daha iyidir. 

 

3.2.3. Yansız Ridge Tahmin Edici ile kr −  Sınıf Tahmin Edicinin Matris HKO  

Kriterine Göre Karşılaştırılması 

 

Sarkar (1996), (2.20) ile verilen kr −  sınıf tahmin edici için EKK, ridge ve 

temel bileşenler tahmin edicilerinden matris HKO kriterine göre daha iyi olacak 

şekildeki gerek ve yeter koşulları vermiştir. Sarkar (1996) kr −  sınıf tahmin edicinin 

matris hata kareler ortalamasını ( ) rrr kIkS +Λ=  olmak üzere  

 

[ ] [ ]′−′
−−

′−′
−−

′−−

+′++

Λ==

rrrrprprrrrprp

rrrrrr

TkSkTTTTkSkTTT

TkSkSTMkMMSE
11

112
4

)()(

)()()),(ˆ(

ββ

σββ
 

 

olarak vermiştir. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Λ′

Λ
=Λ

−rp

r

0
0

 olduğundan 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Λ′

+Λ
=+Λ

−−− )(0
0)(

0
0

kS
kS

kI
kI

kI
rp

r

rprp

rr
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dır. Böylece, TkITkIXXS ppk ′+Λ=+′= )(  den 

 
′
−

−
−−

′−− += rprprprrrk TkSTTkSTS 111 )()(                                                         (3.26) 

 

yazabiliriz. (3.22) eşitliğini 12)),,(ˆ( −= kSJkIMMSE σββ  olarak sadeleştirir ve (3.26) 

yi bu yeni formda yerine yazarsak  

 
′
−

−
−−

′− += rprprprrr TkSTTkSTJkIMMSE 1212 )()()),,(ˆ( σσββ  

 

elde ederiz. Bu nedenle, )),(ˆ()),,(ˆ( ββββ kMMSEJkIMMSE r−  farkı için 

 

( ) [ ] ( )
( )[ ]

( ) ( ) ′
−−

′−′−′
−−

′
−−

′
−

−
−−

′−′−

′−′−

′−+

′−=−

rprprrrrrrrprp

rprprprprp

rrrrrrr

TTTkSkTTkSTTkT

TTTkST

TkSTTkIkkSTMM

ββββ

ββσ

ββσ

11

12

1221
41

                (3.27) 

 

yazabiliriz. Şimdi )(kS ∗  ve 1)( −∗Λ k  i aşağıdaki gibi tanımlayalım: 

 

 
0

0)(
)(

1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

=
−

∗

rp

rk

I
kS

kS  ve ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′

=Λ −
−

−
−∗

1

1
1

)(0
0

)(
kS

Ik
k

rp

r .  

 

Böylece (3.27) deki ifade  

 

[ ] TkSTTkkTSMM ′′′−Λ=− −∗−∗−∗ 1121
41 )()()( ββσ  

 

farkına eşit olur. Bu durumda, )),(()),,(ˆ( ββββ kMMSEJkIMMSE r−  farkının 
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negatif olmayan tanımlı olması için gerek ve yeter koşul 2* ')(' σββ ≤Λ TkT  

olmasıdır. )(k∗Λ  için ifadeyi yerine yazarsak, bu koşul daha da basitleşir ve 

aşağıdaki teoremi elde ederiz. 

Teorem 3.8 : β  nın kr −  sınıf tahmin edicisinin yansız ridge tahmin ediciye matris 

hata kareler ortalamasına göre üstün olması için gerek ve yeter koşul 

 

ββ
ββσ

′
Λ′−

≤
′
−−− rprprp TT

k
2

                                                                         (3.28) 

 

olmasıdır. 

pr =  iken kr −  sınıf tahmin edici ridge tahmin ediciye eşit olur ve (3.24) ile 

(3.28) ün denk olduğunu da görürüz. 

(3.28) ve (3.24) koşulları karşılaştırıldığında, kr −  sınıf tahmin edicinin 

matris HKO kriterine göre yansız ridge tahmin ediciden üstün olması için bir k  var 

ise ridge tahmin edici matris HKO kriterine göre yansız ridge tahmin ediciden üstün 

olacak şekilde bir k  her zaman vardır sonucuna varırız.  

 

3.2.4. Rezidülerin İncelenmesi ve Analizi 

 

Regresyon analizi ile ilgilendiğimizde hatalar hakkında bazı varsayımlar 

yaparız. Hatalar ( e ) gözlenemediğinden, model doğru ise rezidüler ( ê ) gözlenen 

hatalar olarak ele alınır. Bu nedenle, rezidüler varsayımların doğruluğu ile ilgili 

bilgileri taşıması anlamında önemlidir. 

EKK için rezidü vektörü ( )[ ]eXXXXIe ′′−= −1ˆ  dir, skaler formda ise 

ni ,,2,1 …=  için XXXXhH ij ′== −1)'()(  şapka matrisi olmak üzere 

jij

n

j
ii ehee ∑

=

−=
1

ˆ  olarak ifade edilir. Bu eşitlik ê  ve e  arasındaki ilişkiyi gösterir. 

( ) IHI ≈−  ise yani, tüm ijh  ler yeteri derecede küçük ve eğer köşegen elemanları 

iih  ler aynı büyüklükte ise ê , e  nin iyi bir tahmin edicisidir. 
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Regresyon çalışmasında hataların ikişerli olarak ilişkisiz olduğunu varsayarız. 

Fakat, hataların ilişkili olduğu pek çok durum vardır. Bu nedenle rezidülerin varyans 

kovaryans yaplarını incelemek yararlı olabilir. 

İki tahmin ediciyi hata kareler ortalamasına göre karşılaştırmak istatistikte 

sıkça kullanılan bir yöntemdir. Rezidüleri hataların birer tahmin edicisi olarak 

aldığımızdan, rezidüler üzerinde HKO kriterini uygulayabiliriz. Akdeniz (2001), Liu 

(1993) tarafından önerilen Liu tahmin edici ve Akdeniz ve Kaçıranlar (1995) 

tarafından ileri sürülen hemen hemen yansız Liu tahmin edicilerin rezidüleri ile EKK 

tahmin edicisinin rezidüsünü hata kareler ortalaması kriterine göre karşılaştırmıştır. 

 

3.2.5. Yansız Ridge ve Ridge Rezidülerinin Kovaryans Yapılarının  

Karşılaştırılması 

 

(2.1) den ridge rezidü ve kovaryans matrisini sırasıyla  

 

yXXSIe kR )(ˆ 1 ′−= −  

ve  

( ) )2(ˆ 1112 XSSXSXXSIeVar kkkR ′+′−= −−−σ                                                 (3.29) 

 

olarak buluruz. 

(2.14) den yansız ridge rezidüyü  

 

JkXSyXXSIe kkUR
11 )(ˆ −− −′−=                                                                   (3.30) 

 

olarak yazabiliriz. J , β̂  dan bağımsız olduğundan 0),ˆ( =JCov β  dır. ),ˆ( JCov β  nin 

tanımından yani [ ]′−−= ))(())ˆ(ˆ(),ˆ( JEJEEJCov βββ  dan  

 

βββ ′=′)ˆ( JE                                                                                             (3.31) 
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olduğu görülür. (1.1), EKK tahmin edicide yazılırsa, EKK nin yeni formu 

( ) eXXX ′′+= −1ˆ ββ  şeklinde olacaktır. Bu yeni formla, (3.31) i  

 

ββββ ′=′′+′=′ − )()'()()ˆ( 1 JeEXXXJEJE  

 

olarak yeniden yazabiliriz ki bu ( ) 0=′JeE  sonucuna götürür. 

(3.30) dikkate alınırsa ( ) 0ˆ =UReE  olduğu görülür. Şimdi tanımdan 

yararlanarak )ˆ( UReVar  yi bulalım: 

 

( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( ).ˆˆˆˆˆˆˆ ′′ =−−= URURURURURURUR eeEeEeeEeEeVar                             (3.32) 

 

êUR  ve ′
URê  yi çarparsak  

 

XSJJXSkXXSIJykXS

XSJyXXSIkXXSIyyXXSIee

kkkk

kkkkURUR

′′+′−−

′′′−−′−′−=
−−−−

−−−−′

11211

1111

)('

)()(')(ˆˆ
             (3.33) 

 

elde ederiz. 'yy , Jy ′  ve JJ ′  için (1.1) modelini kullanırsak aşağıdaki denklemleri 

elde ederiz:  

 

eeXeeXXXyy ′+′′+′+′′= ββββ'                                                               (3.34) 

 

JeJXJy ′+′=′ β                                                                                         (3.35) 

ve 

[ ][ ]
.))((

)()(
JJJJ

JJJJ
′+′−′+−−=

+−+−=′
′

′

ββββββ

ββββ
                                                    (3.36) 

 

(3.34), (3.35) ve (3.36) eşitliklerini (3.33) de yazarsak,  
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( )

XSJXSkXSXSk

XSJXSkXSJJXSk

XXSIXJkXSXXSIeJkXS

XSJeXXSIkXSJXXXSIk

XXSIeeXXSI

XXSIXeXXSI

XXSIeXXXSI

XXSIXXXXSIee

kkkk

kkkk

kkkk

kkkk

kk

kk

kk

kkURUR

′′+′′−

′′+′−−+

′−′′−′−′−

′′′−−′′′−−

′−′′−+

′−′′′−+

′−′′−+

′−′′′−=

−−−−

−−−′−

−−−−

−−−−

−−

−−

−−

−−′

112112

112112

1111

1111

11

11

11

11ˆˆ

βββ

βββ

β

β

β

β

ββ

 

 

olur. 0)( =eE , IeeE 2)( σ=′ , β=)(JE , [ ] IJJE k
2))(( σββ =−− ′  ve ( ) 0=′JeE  

olduğundan (3.32) den 

 

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )
XSXSkXXSk

XXSIXkXSXSXXXSIk

XXSIXXSI

XXSIXXXXSIeVar

kkk

kkkk

kk

kkUR

′′+′+

′−′′−′′′−−

′−′−+

′−′′′−=

−−−

−−−−

−−

−−

11222

1111

112

11ˆ

ββσ

ββββ

σ

ββ

            (3.37) 

 

yazabiliriz. Parantez içindeki ifadeleri çarparak (3.37) ü yeniden düzenlersek  

 

( )

XSXSkXXSk

XSSkXSXkXSXSSkXS

XSkXXSSXSXXSI

XSSSXSXSXSXSSXXXeVar

kkk

kkkkk

kkkk

kkkkUR

′′+′+

′′+′′−′′+

′′−′+′−+

′′+′′−′′−′′=

−−−

−−−−−

−−−−

−−−−

11222

11111

1112122

1111

2

ˆ

ββσ

ββββββ

ββσσσ

ββββββββ

 

 

olur. Ayrıca kISS k −=  yazar ve sadeleştirmeleri yaparak bu eşitliği  

 

XXSIeVar kUR ′−= −122)ˆ( σσ                                                                       (3.38) 

 

şeklinde ifade edebiliriz. Bu durumda )ˆ()ˆ( RUR eVareVar −  farkı için 
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XXSkeVareVar kRUR ′=− −22)ˆ()ˆ( σ                                                               (3.39) 

 

elde ederiz. 0>k  için (3.39) pozitif tanımlı olduğundan aşağıdaki teoremi 

verebiliriz. 

Teorem 3.9 : êUR  ve êR  sırasıyla yansız ridge ve ridge rezidü vektörleri olsun. Bu 

durumda, URê  0>k  için her zaman êR  den daha büyük varyansa sahiptir. 

Teorem 3.9 2σ  nin tahmininde ridge rezidünün tercih edilmesi gerektiğini 

vurgulamaktadır. 

 

3.2.6. URê  ve Rê  nin Matris HKO Kriterine Göre Karşılaştırılması 

 

)ˆ( UReVar  nın hesaplanmasında gördük ki rezidülerin kovaryansını analiz 

etmek zordur. Biz aynı zamanda URê  nin e  ye olan uzaklığının, Rê  nin e  ye olan 

uzaklığından daha kısa olduğu durumlarla veya tam tersi durumlarla ilgileniriz. Bir 

tahmin edicinin performansını ölçmek için, rezidüleri hataların tahmin edicisi olarak 

aldığımızdan, matris HKO kriteri sıkça kullanılır. 

βX  yı )(ˆ kXβ  ile tahmin ettiğimizden, )(ˆˆ kXyeR β−=  rezidüsünü 

inceleyebiliriz. Böylece, 

 

))(ˆ()())(ˆ(ˆ ββββ −−=−−−=− kXXykXyeeR  

 

elde ederiz. ( ) ( )( )[ ]′−−= eeeeEeMMSE RRR ˆˆˆ  olduğundan 2M  (3.23) de verilen 

şekilde olmak üzere XXMeMMSE R ′= 2)ˆ(  dır. Benzer şekilde, 

)),(ˆ(ˆ ββ −−=− JkIXeeUR  ve 1M  (3.22) ile verilmek üzere  

 

XXMeMMSE UR ′= 1)ˆ(                                                                                (3.40) 

 

dır. Böylece,  



3. BAZI YANLI TAHMİN EDİCİLERİN                                                                      
KARŞILAŞTIRILMASI                                                    Mahmude Revan ÖZKALE 

 59

( ) ( ) [ ] [ ] XSkIkXSXMMXeMMSEeMMSE kkRUR ′′−=′−=− −− 1221
21ˆˆ ββσ  

 

elde ederiz. Bölüm 3.2.1 de verilen benzer düşünceleri kullanarak, karşılaştırmayı 

aşağıdaki teoremle sonuçlandırabiliriz. 

Teorem 3.10 : êUR  ve êR  sırasıyla yansız ridge rezidü ve ridge rezidü vektörleri 

olsun. Bu durumda, )ˆ()ˆ( RUR eMMSEeMMSE −  nin pozitif yarı tanımlı olması için 

gerek ve yeter koşul ββ
σ
′≤
2k  olmasıdır. 

 

3.2.7. Yansız Ridge ve EKK Rezidülerinin Kovaryans Yapılarının  

Karşılaştırılması 

 

(1.9) dan EKK rezidüyü ve kovaryans matrisini sırasıyla 

( )[ ]yXXXXIe ′′−= −1ˆ  ve  

 

))'(()ˆ( 12 XXXXIeVar ′−= −σ                                                                 (3.41) 

 

olarak buluruz. (3.38) ve (3.41) i kullanarak, )ˆ()ˆ( eVareVar UR −  farkını yazabiliriz: 

 

.)ˆ()ˆ( 112 XSXSkeVareVar kUR ′=− −−σ                                                           (3.42) 

 

(3.42) dikkate alınırsa aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

Teorem 3.11 : êUR  ve ê  sırasıyla yansız ridge ve EKK rezidü vektörleri olsun. Bu 

durumda, 0>k  için )ˆ()ˆ( eVareVar UR −  daima pozitif tanımlı bir matristir. 

Teorem 3.11 in bir sonucu olarak ê  nin varyansı URê  nin varyansından daha 

küçüktür diyebiliriz. Bu, 2σ  nın tahmininde EKK rezidünün tercih edilmesi 

gerektiğini gösterir. Bu sonuç Gauss-Markov teoreminin de bir sonucudur. 
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3.2.8. êUR  ve ê  nin Matris HKO Kriterine Göre Karşılaştırılması 

 

β̂ˆ Xye −=  olduğundan )ˆ(ˆ ββ −−=− Xee  ve ),ˆ(3 ββMMSEM =  olmak 

üzere XXMeMMSE ′= 3)ˆ(  dır. (3.40) ile verilen )ˆ( UReMMSE  den 

 

[ ] XSXSkXMMXeMMSEeMMSE kUR ′=′−=− −− 112
13)ˆ()ˆ( σ                    (3.43) 

 

elde ederiz. 0>k  için (3.43) daima pozitif tanımlı olduğu için aşağıdaki teoremi 

verebiliriz. 

Teorem 3.12 : URê  ve ê  sırasıyla yansız ridge ve EKK rezidü vektörleri olsun. Bu 

durumda, 0>k  için e  nin URê  tahmin edicisi matris HKO anlamında ê  tahmin 

edicisinden daha iyidir. 

Teorem 3.12, URê  nin e  ye olan uzaklığının ê  nin e  ye olan uzaklığından 

daha yakın olduğunu söyler. 

 

3.2.9. Yansız Ridge ve kr −  Sınıf Rezidülerin Kovaryans Yapılarının  

Karşılaştırılması 

 

(2.20) den, kr −  sınıf rezidüyü ve kovaryans matrisini sırasıyla 

 

( ) yXTkSXTIyXTkIXTXTXTIe rrrprrrrrpkr )())((ˆ 11 ′−=′+′−= ′−′−′
−  

ve  

XTkSXTkXTkSXTIeVar rrrrrrkr ′−′−= ′−′−
−

22122 )()()ˆ( σσσ                      (3.44) 

 

olarak yazabiliriz. (3.26) yi (3.38) de yazarsak, ( )UReVar ˆ   

 

( ) XTkSXTXTkSXTIeVar rprprprrrUR ′−′−= ′
−

−
−−

′− 12122 )()(ˆ σσσ                 (3.45) 
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olur. (3.44) ve (3.45) eşitliklerini kullanarak, )ˆ()ˆ( URkr eVareVar −−  farkını 

 

[ ]XTkSkTTkSTXeVareVar rrrrprprpURkr ′−=− ′−′
−

−
−−−

212 )()()ˆ()ˆ( σ               (3.46) 

 

olarak yazabiliriz. Şimdi )(kS ∗∗  yı 

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′

−
= −

−

−
∗∗

1

2

)(0
0)(

)(
kS

kkS
kS

rp

r  

 

olarak tanımlayalım. Bu durumda, (3.46) ile verilen ifade 

 

XTkXTSeVareVar URkr ′′=− ∗∗
− )()ˆ()ˆ( 2σ  

 

ye eşit olur. 011 ≥≥≥≥≥≥ + prr λλλλ ……  olduğundan ve ilk r  özdeğer çok büyük, 

son rp −  özdeğer çok küçük ise 2)( −− kkSr  çok küçük elemanları (yaklaşık sıfır) ve 
1)( −

− kS rp  çok büyük pozitif elemanları içerir. Bu durumda )ˆ()ˆ( URkr eVareVar −−  

pozitif yarı tanımlı olacaktır, böylece aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

Teorem 3.13 : êr k  ve êUR  sırasıyla kr −  sınıf rezidü ve yansız ridge rezidü 

vektörler olsun ve iλ , pi ,,1…=  XX ′  matrisinin özdeğerleri olsun. Eğer ilk r  

özdeğer çok büyük ve son rp −  özdeğer çok küçükse, kre −ˆ  nın varyansı URê  nın 

varyansından daha büyük olacaktır. 

 

3.2.10. êUR  ve êr k  nin Matris HKO Kriterine Göre Karşılaştırılması 

 

)(ˆˆ kXye rkr β−=−  olduğundan, ))(ˆ(ˆ ββ −−=−− kXee rkr  ve 

)),(ˆ(4 ββ kMMSEM r=  olmak üzere XXMeMMSE kr ′=− 4)ˆ(  dır. (3.40) ile verilen 

)ˆ( UReMMSE  den 
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[ ]XMMXeMMSEeMMSE krUR ′−=− − 41)ˆ()ˆ(                                            (3.47) 

 

yazabiliriz. (3.47) nin negatif olmayan tanımlı olması için gerek ve yeter koşul 

41 MM −  ün negatif olmayan tanımlı olmasıdır. Bölüm 3.2.3 deki sonuçlardan 

aşağıdaki teoremi elde ederiz. 

Teorem 3.14 : êr k  ve êUR  sırasıyla kr −  sınıf rezidü ve yansız ridge rezidü 

vektörler olsun. Bu durumda, e  nin kre −ˆ  sınıf tahmin edicisini URê  tahmin 

edicisinden matris HKO anlamında daha iyi olması için gerek ve yeter koşul 

ββ
ββσ

′
Λ′− ′

−−−≤ rprprp TTk
2

 olmasıdır. 

 

3.2.11. Sayısal Örnek 

 

Bu bölümde Hoerl ve Kennard'ın (1981, Tablo1) ürettiği veri analiz edilecektir. Veri 

kümesi 300=′ββ  kısıtlaması altında 1β , 2β , 3β , 4β , 5β  yı rasgele seçerek ve e  yi 

12 =σ  varyanslı sıfır ortalamalı normal dağılıma sahip varsayarak üretilmiştir. Veri 

Tablo 3.1 de verilmiştir. Model eXy += β  olup e , ),0( 2IN σ  dağılımına sahiptir.  

 

Tablo 3.1. Veri kümesi 

1X  2X 3X 4X 5X y  

-0.4239 -0.2943 -0.1829 -0.2857 -0.3571 -12.3061 
-0.3912 -0.2943 -0.2815 -0.2993 -0.3135 -9.8269 
-0.1867 -0.1723 -0.3800 -0.2452 -0.1176 -6.5725 
-0.1704 -0.1501 -0.2158 -0.2722 -0.2482 -6.8947 
-0.1581 -0.1057 -0.3307 -0.1235 -0.1829 -6.1596 
-0.1009 -0.1057 -0.2486 -0.1505 -0.2047 -2.6332 
-0.0559 -0.2943 0.0306 -0.1776 -0.1611 -5.7948 
-0.0232 -0.2277 0.0471 -0.1100 -0.1611 -5.9351 
-0.0232 -0.0170 0.0142 0.0117 0.0131 -0.5752 
0.0177 -0.0059 0.0799 -0.0288 0.2961 5.0592 
0.0586 0.1826 0.0964 0.1875 0.1872 5.9096 
0.2549 0.2714 0.2442 0.2957 0.4267 10.4006 
0.3080 0.3157 0.2771 0.3498 0.2961 9.6367 
0.4266 0.4044 0.3592 0.3633 0.1219 11.2918 
0.4675 0.4932 0.4906 0.4850 0.4050 14.4004 
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Crouse, Jin ve Hanumara (1995) EKK, ridge ve yansız ridge tahmin edicilerin HKO 

performanslarını karşılaştırmak için bu veriyi analiz etmişlerdir. Bizim buradaki 

hesaplamalarımız Matlab 6.5 kullanılarak yapılmıştır. Bu nedenle Crouse, Jin ve 

Hanumara'nın (1995) hesaplamaları ile Matlab 6.5 hesaplamalar arasında makul 

farklılıklar olabilecektir. 

XX ′  matrisinin özdeğerleri 5792.4 , 1940.0 , 1549.0 , 0584.0 , 0138.0  dır. 

Koşul sayısı 1251.331  olup veri kümesinde çoklu iç ilişkinin olduğunu gösterir. 

Çoklu iç ilişki olması durumunda, EKK tahmin edicinin regresyon katsayıları Tablo 

3.2 de görüldüğü gibi yanlış işarete sahip olacaktır. Bu nedenle, EKK tahmin 

edicisine güvenemeyiz. Alternatif olarak burada ridge, yansız ridge ve kr −  sınıf 

tahmin edicileri kullanacağz.  

 

Tablo 3.2. 1SMSE  ve 2SMSE sırasıyla tahmin ediciler ve rezidüler için SMSE  yi 

göstermek üzere 0133.0ˆ =hkbk  ve 0436.0ˆ =cjhk  için SMSE ve tahminlerin değerleri 

 
1β  2β  3β  4β  5β  SMSE1  SMSE2

Kitle 9.0269 8.3384 3.0903 3.3411 11.3258   

EKK 7.9567 16.6563 2.6446 -5.9090 12.3692 144.6341 7.1404 

)ˆ(ˆ
hkbkβ  7.4966 12.5610 1.4810 0.0517 11.8267 111.7236 6.0336 

)ˆ(ˆ
cjhkβ  6.9439 10.2121 1.4999 3.4230 11.0095 157.6149 6.2852 

),ˆ(ˆ JIkhkbβ  7.5058 12.6224 1.5332 -0.0062 11.8634 88.1927 5.9648 

),ˆ(ˆ JIkcjhβ 6.9812 10.3265 1.6252 3.3621 11.1187 52.3663 4.8554 

)ˆ(ˆ
hkbr kβ  6.6963 6.6401 6.4407 6.8108 6.3897 314.1622 20.7492

)ˆ(ˆ
cjhr kβ  6.7405 6.6839 6.4832 6.8558 6.4318 314.1483 20.6856

 

Tablo 3.2 de EKK, yansız ridge, ridge ve kr −  sınıf tahmin ediciler arasındaki 

karşılaştırmalar görülmektedir. hkbk̂  ile ridge yanlış işaret problemini ortadan 

kaldırmaktadır. Fakat, ),ˆ( ββSMSE  ve )),(ˆ( ββ kSMSE  veya )ˆ(eSMSE  ve 

)ˆ( ReSMSE  arasındaki karşılaştırmalar büzülme (shrinkage) miktarının yeterli 

olmadığını göstermektedir (Şekil 3.1). Yanlı ve yansız tahmin ediciler varken yansız 

tahmin ediciyi tercih ederiz. Crouse, Jin ve Hanumara (1995) 151 x  birlerden oluşan 
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vektör olmak üzere 15

5

1
15/ˆ

xi
i

J ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∑=
=
β  i gerçeğe uygun bir deneysel ön bilgi olarak 

önermişlerdir. hkbk̂  ile yansız ridge daha küçük hata kareler ortalamasına sahiptir 

fakat yanlış işaret probleminin ortadan kaldırmamaktadır. Yanlış işareti ortadan 

kaldırmak için cjhk̂  yeterli olmaktadır. Tablo 3.2 den görüyoruz ki, 

( )′= 7437.67437.67437.67437.67437.6J  ile yansız ridge tahmin edici diğer 

tahmin edicilerden daha küçük hata kareler ortalamasına sahip olması anlamında 

daha iyidir. 

Tablo 3.2 özel k  değerleri için tahmin edicilerin performanslarını 

özetlemektedir. Farklı k  değerleri için yansız ridge tahmin edicinin diğer tahmin 

ediciler üzerindeki HKO anlamındaki üstünlüğünü inceleyebilmek için Şekil 3.1 ve 

Şekil 3.2 incelenebilir. 
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Şekil 3.1. k  ya karşı EKK, ridge ve yansız ridge tahmin edicilerin SMSE grafikleri 
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Şekil 3.2. k  ya karşı EKK, yansız ridge ve kr −  sınıf tahmin edicilerin SMSE  

 grafikleri 
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Teorem 3.6 da belirtildiği gibi, 0.0033 den küçük (
300
1

<k ) k  değerleri için ridge 

tahmin edicinin yansız ridge tahmin ediciden daha iyi olduğu Şekil 3.1 de 

görülmektedir. Örneğin, 0027.0ˆˆ/ˆ 2
1 == ′ββσk  alırsak ridge tahmin edicinin yansız 

ridge ve EKK tahmin edicilerinin her ikisinden de HKO anlamında daha iyi olduğu 

görülür (Tablo 3.3). 

 

Tablo 3.3. 1SMSE  ve 2SMSE  sırasıyla tahmin ediciler ve rezidüler için SMSE  yi 

göstermek üzere 0027.01 =k  için SMSE ve tahminlerin değerleri 

 
1β  2β  3β  4β  5β  SMSE1  SMSE2

EKK 7.9567 16.6563 2.6446 -5.9090 12.3692 144.6341 7.1404 

)(ˆ
1kβ  7.8463 15.3118 2.1963 -3.9619 12.2385 117.1793 6.5907 

),(ˆ
1 JIkβ  7.8479 15.3307 2.2099 -3.9831 12.2463 126.6180 6.8029 

 

(3.28) eşitliğinin sayısal değeri k  nın 0198.0−  ( 300
9512.61−<k ) den küçük 

değerleri için kr −  sınıf tahmin edicinin yansız ridge tahmin ediciden daha iyi 

olduğunu belirtir. Fakat, 0>k  olduğundan 0198.0−  den küçük bir k  değeri yoktur. 

Ayrıca, Şekil 3.3 de görülüğü gibi )(ˆ krβ  k  nın artan bir fonksiyonudur. Bu nedenle, 

),(ˆ JkIβ  nin her zaman )(ˆ krβ  dan iyi olduğunu Şekil 3.2 den görebiliriz. 
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Şekil 3.3. k  ya karşı kr −  sınıf tahmin edicinin SMSE grafiği 

 

Bölüm 3.3.4-.3.3.10 da rezidüleri de inceledik. Rezidülerden elde edilen sonuçların 



3. BAZI YANLI TAHMİN EDİCİLERİN                                                                      
KARŞILAŞTIRILMASI                                                    Mahmude Revan ÖZKALE 

 66

tahmin edicilerden elde edilen sonuçlara benzer olduğu Şekil 3.1 ve Şekil 3.2 nin 

Şekil 3.4 ve Şekil 3.5 ile karşılaştırılmasından görülmektedir. 
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Şekil 3.4. k  ya karşı EKK, yansız ve ridge rezidü için SMSE grafikleri 
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Şekil 3.5. k  ya karşı EKK, yansız ve kr −  sınıf rezidülerin SMSE grafikleri 

 

Sonuç olarak, teorik sonuçlar yansız ridge tahmin edicinin diğer tahmin 

edicilerden HKO anlamında her zaman iyi olmadığını göstermektedir. Hangi tahmin 

edicinin daha iyi olduğu bilinmeyen β  ve 2σ  parametrelerine ve de k  nın seçimine 

bağlıdır. Bu parametrelerin uygun seçimleri ile yansız ridge tahmin edici HKO 

anlamında iyi tahmin edicilerden biri olarak ele alınabilir. Ayrıca, yansız ridge 

rezidüsü daha küçük hata kareler ortalamasına sahip olması anlamında diğer 

rezidülerden daha iyi performans sergiler. 

 



4. LİU TAHMİNDE YANLILIK PARAMETRESİNİN SEÇİMİ İÇİN ÖN TAHMİN 
AMAÇLI BİR KRİTER                                                     Mahmude Revan ÖZKALE 

 67

4. LİU TAHMİNDE YANLILIK PARAMETRESİNİN SEÇİMİ İÇİN ÖN  

TAHMİN AMAÇLI BİR KRİTER 

 

4.1. Kalite Kontrolde Çoklu İç İlişki Problemleri 

 

Çoklu iç ilişki problemi lineer regresyonda sıklıkla meydana gelen ciddi 

problemlerden biridir. Lineer regresyon analizinin mühendislerinde çok sık 

kullandığı istatistiksel tekniklerden biri olması nedeniyle bu bölümde mühendislik 

alanı olan kalite kontrolde çoklu iç ilişki problemine değineceğiz. 

Bir kalite karakteristiği veya proses çıktı değişkeni ile ilgileniyorsak tek 

değişkenli metotlar kullanılır. Fakat uygulamada biribiri ile ilişkili pek çok değişken 

olabilir. Bu durumda tek değişkenli metotlar yerine çok değişkenli metotlar 

kullanılır. Kontrol grafikleri çok kullanışlı proses kontrol teknikleridir. Günümüzde 

otomatik denetleme prosedürlerin üretilen ürününü her bir birimi üzerinde pek çok 

parametreyi ölçmesi nedeniyle çok değişkenli kontrol grafiklerinin kullanımı önem 

kazanmaktadır. Bu kontrol grafikleri proses değişkenlerinin sayısı çok değilken (10 

veya daha az) kullanışlıdır. Değişkenlerin sayısı arttıkça çok değişkenli kontrol 

grafikleri değişimi (shift) belirlemede etkinliklerini kaybederler. Bu gibi durumlarda 

en sık kullanılan yaklaşımlar temel bileşenler (principal components) analizi gibi 

boyut indirgeme teknikleridir.  

En sık kullanılan çok değişkenli kontrol grafiği Hotelling 2T ’dir (Hotelling, 

1947). Bu grafik çok değişkenli normallik varsayımı altında  

 

)()'( 12 μμ −∑−= − xxnT                                                                             (4.1) 

 

istatistiğine dayanmaktadır. Burada μ  her bir kalite karakteristiği için kontrol 

altındaki ortalama vektörü ve ∑  kovaryans matrisidir. 2T  istatistiği kontrol 

sınırlarını aştığı zaman proses sinyal verecektir. 2T  kontrol grafiği için kontrol 

sınırları Alt (1985), Tracy, Young ve Mason (1992) ve Özkale (2004) gibi pek çok 

kaynaktan incelenebilir. Hotelling 2T  sık kullanılan bir yöntem olmasına rağmen 
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olumsuz yanları vardır. Bunlardan birincisi 2T  grafiği verinin ortalama ve 

varyansındaki değişimlerin her ikisine de duyarlıdır. Dolayısıyla 2T  grafiği bir 

değişim gösterdiğin de bunun ortalamadan mı varyanstan mı kaynaklandığını 

bilemeyiz. İkinci olarak, 2T  grafiği prosesin kontrol dışına çıktığını belirlemesine 

rağmen bunun hangi değişkenden veya değişkenlerden kaynaklandığını 

belirleyemez. Bu olumsuzlukları gidermek için pek çok araştırmacı farklı yöntemler 

önermişlerdir. 

 Murphy (1987) diskriminant analizine dayalı bir yöntem önermiştir. Murphy 

(1987) değişkenlerin kümesini iki alt kümeye ayırmış ve hangi alt kümenin kontrol 

dışı sinyale neden olduğunu belirlemeye çalışmıştır. (4.1) de verilen 2T  istatistiğinin 

sinyal verdiğini varsayalım. Amacımız p  değişkenden hangisinin veya hangi alt 

kümenin sinyal verdiğini belirlemektir. 1p  alt kümesinin sinyale neden olduğundan 

şüphelendiğimizi kabul edelim. Veri kümesini ),( )2()1( xxx =  olarak parçalayalım 

öyle ki )1(x  sinyal verdiğinden şüphelendiğimiz p  değişkenin alt kümesi ve )2(x  geri 

kalan 2p  değişkeni ( 21 ppp += ) olsun.  

 

 )()'( 12 μμ −∑−= − xxnTp  

ve 

 )()'( )1()1(1
11

)1()1(2
1

μμ −∑−= − xxnTp  

 

olmak üzere ( )1(μ  ve 1
11
−∑ , x  nin parçalanışında 1p  değişkenine karşılık gelen 

ortalama ve kovaryans matrisidir) 22
1pp TTD −=  ile ilgileniriz. Murphy (1987) D  nin 

2
2pχ  dağılımına sahip olduğunu göstermiştir ve D  büyükse 1p  alt kümesinin sinyale 

neden olduğu hipotezinin red edileceğini, küçükse kabul edileceğini belirtmiştir. 

 Mason, Tracy ve Young (1995) 2T  istatistiğini bağımsız bileşenlere ayırmayı 

önermiştir. Böylece her bir bileşenin 2T  ye katkısı belirlenebilir. Bu şekildeki 

ayrıştırma ile değişken veya değişkenlerin sinyale katkısı belirlenmiş olacaktır. 

Mason, Tracy ve Young (1995) 2T  istatistiğini  
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olarak parçalamışlardır. Burada 2
1T  ilk değişken için 2T  istatistiği  
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istatistiği jxx ,,1 …  verilmişken 1+jx  in dağılımının ortalama ve standart sapması ile 

düzeltilmiş ix  vektörünün )1( +j -inci bileşenidir (ayrıntılı bilgi için Mason, Tracy 

ve Young, 1995; Mason ve Young, 2002; Özkale, 2004 incelenebilir).  

 2T  nin (4.2) ile verilen parçası tek türlü olmayıp !p  şekilde parçalanabilir. 

1,1,
2 1

−
+

> nj F
n

nT α  ise kontrol dışı durumun jx  değişkeninden kaynaklandığını ve k  

koşullu terim sayısı olmak üzere 1,1,
2

,,1,1 )1(
)1)(1(

−+ −−
−+

> njj F
knn
nnT α…  ise kontrol dışı 

durumun jxx ,,1 …  değişkenleri arasındaki ilişkiden kaynaklandığını söyleriz. 

 Mandel (1969) regresyon kontrol grafiğini önermiştir. Regresyon kontrol 

grafiğindeki temel fikir regresyon düzeltmesidir (regression adjustment). Verileri 

doğrudan grafiklendirmek yerine çoklu iç ilişki ortadan kardırıldıktan sonra 

grafiklendirmeye regresyon düzeltmesi denir. Montgomery’ye (2005) göre regresyon 

kontrol grafiği lineer regresyonu ve kontrol grafiğini birleştiren bir teknik olup EKK 

tahmin yöntemine dayalıdır ve EKK yönteminin bir çok bilgisayar programında 

bulunması nedeniyle geniş bir kullanım alanına sahiptir. 

 Hawkins (1991) regresyon düzeltmesi fikrini çok değişkenli kalite kontrole 

uygulamıştır. Genel düşünce bir değişkenin diğer değişkenler üzerindeki 

regresyonundan elde edilen rezidülerin tek değişkenli Shewhart ve kümülatif toplam 
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(Cumulative Sum-CUSUM) kontrol grafiklerinin çizimi şeklindedir. Rezidüler 

birbiri ile ilişkisiz olduğundan çoklu iç ilişki problemi ortadan kalkmış olacak ve tek 

değişkenli kontrol grafikleri kullanılabilecektir. Hawkins (1993) yöntemini daha da 

geliştirmiş ve girdi değişkenlerini (input process variables veya upstream 

observations) bağımsız değişkenler, çıktı değişkenlerini (output variables) bağımlı 

değişkenler alarak şelale (cascade) proseslere uygulamıştır. Değişime maruz kalan 

bir ölçüm kendinden sonra gelen ölçümlerin bir kısmını veya tamamını etkiliyor 

fakat kendinden önceki ölçümleri etkilemiyorsa bu tip proseslere şelale proses denir.  

 Houshmand ve Javaheri (1998), çok değişkenli ridge rezidü grafikleri 

(multivariate ridge residual charts-MRRC) olarak adlandırdıkları yeni bir 

grafiklendirme yöntemi önermişlerdir. Bu yöntemde bir değişkenin diğer değişkenler 

üzerine olan regresyonundan elde edilen ridge rezidülerin Shewhart ve üstel ağırlıklı 

hareketli ortalama (exponentially weighted moving average-EWMA) grafiklerinin 

herhangi birinde kontrol dışı sinyalin ortaya çıkması karşılık gelen bağımlı 

değişkenin sinyale neden olduğu şeklinde yorumlanır. Houshmand ve Javaheri 

(1998) veriyi ilk olarak standartlaştırmayı önermişlerdir. Ridge yanlılık parametreleri 

ik ’ler ( pi ,,1…= ) önceden belirlendikten sonra MRRC aşağıdaki dört adımla 

önerilmiştir; 

1. adım: Girdi değişkenlerinin elde edilmesi, 

2. adım: Önceden belirlenen ik  parametrelerinin kullanılması ile bir değişkenin diğer 

değişkenler üzerindeki regresyonundan ridge rezidülerin elde edilmesi, 

3. adım: Rezidülerin Shewhart ve EWMA grafiklerinin oluşturulması, 

4. adım: Kontrol dışı durum olması durumunda düzeltmelerin yapılıp 1. adıma tekrar 

dönülmesi. 

Değişken sayısı arttıkça yöntemin uygulanması zor olacaktır fakat değişkenlerdeki 

trendler belirlenebilir. Houshmand ve Javaheri’ye (1998) göre MRRC nin etkinliği 

yanlılık parametresinin seçimine bağlıdır.  

 Literatürde regresyon katsayılarının durağanlığını geliştirecek şekilde k  

yanlılık parametresinin seçimi için pek çok kaynak vardır. Alternatif bir diğer 

yaklaşım da modelin ön tahmin performansını geliştirecek şekilde k  yı seçmektir. 
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Houshmand ve Javaheri (1998) ön tahmin hata kareler toplamını (prediction error 

sum of squares-PRESS) minimum yapacak şekilde k  nın seçimini önermişlerdir. 

 

4.2. Ön Tahmin Amaçlı Kriterler 

 

Yanlı tahmin edicilerdeki yanlılık parametreleri, ya tahminler daha durağan 

olacak şekilde ya da ön tahminlerde bir ilerleme olacak şekildedir. Ridge 

regresyonda k  daha çok katsayıların tahmininde bir gelişme olacak şekilde seçilir. 

Fakat model ön tahmin amaçlı kullanılıyorsa k  nın seçimi için ön tahmin amaçlı 

kriterler kullanılır. Bu kriterler kavramsal ön tahmin (conceptual predictive- pC ), 

genelleştirilmiş çapraz geçerlilik (generalized cross-validation-GCV) ve ön tahmin 

hata kareler toplamı (PRESS) kriterleridir. 

pC  istatistiği uydurulan modelin hata kareler ortalaması ile ilgilidir. Örneğin, 

ix  noktasındaki )(ˆ ixy  nin yani bir model için ön tahminin hata kareler ortalaması  

 

[ ] [ ] ( )[ ]2)(ˆ)(ˆ)(ˆ iii xyBiasxyVarxyMSE +=  

 

ile verilir. Eğer standartlaştırılmış hata kareler ortalamasını  

 

 [ ] [ ]∑∑
==

+
=

n

i

ii
n

i

i xyBiasxyxyMSE
1

2

2

1
2

))(ˆ())(ˆvar()(ˆ
σσ

                                         (4.3) 

 

olarak tanımlarsak ve eğer 2σ  biliniyorsa (4.3) deki ifade EKK tahmin edici için pC  

istatistiği olarak adlandırılır (Montgomery ve Peck, 1992; Myers, 1990); 

 

pnSSCp 2
ˆ 2

Res +−=
σ

. 

 

Burada Res SS , EKK kullanıldığında elde edilen rezidü kareler toplamıdır. Küçük pC  
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değerleri küçük HKO anlamına geldiğinden küçük pC  değerleri tercih edilir. 

Mallows (1973) k  yı belirlemek için pC  istatistiğini ridge tahmin edici için kC  

istatistiğine  

 

[ ]k
k

k Htrn
SS

C 22
ˆ 2

,Res ++−=
σ

 

 

olarak uyarlamıştır. Burada ( ) XkIXXXHk ′+′= −1  dır ve kSS ,Res  ridge regresyon 

kullanıldığında elde edilen rezidü kareler toplamıdır. kC  yı minimum yapacak 

şekilde k  nın seçimi önerilir. Prosedür olarak k  ya karşı kC  nın grafiği çizilerek kC  

yı minimum yapan k  değeri belirlenir.  

Bir modelin ön tahmin performansını ölçmek için bir diğer kriter de PRESS 

istatistiğini minimum yapmaktır. Montgomery ve Friedman’ın (1993) belirttiği gibi 

bu prosedür Allen (1974) tarafından önerilmiş ve Golub, Heath ve Wahba (1979) 

tarafından geliştirilmiştir. PRESS istatistiğinin küçük değerleri, küçük değerli toplam 

hata kareler ortalamasına sahip modeli temsil eder yani regresyon modeli yeni 

gözlemlerde iyi ön tahminler sağlar. 

Golub, Heath ve Wahba (1979) k  nın seçimi için genelleştirilmiş çapraz 

geçerlilik (GCV) istatistiğini  

 

( )
( )[ ]{ }2

2
1

1
ˆ

k

Ri
n
i

Htrn
keGCV
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∑= =  

 

olarak önermiştir. Burada ( )keRiˆ  belli bir k  değeri için i -inci rezidüdür. GCV  yi 

minimum yapacak şekildeki k  nın seçimi önerilir. Prosedür olarak k  ya karşı GCV  

nın grafiği k  yı belirlemede yararlı olacaktır. 

Myers (1990) ve Montgomery ve Peck (1992) bu ön tahmin amaçlı kriterlerin 

benzer k  değerlerini üretmeyebileceğini belirtmişlerdir.  

Liu (1993) k  nın tahminlerine paralel olarak d  nin bazı tahminlerini 
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vermiştir. Skaler HKO yu minimum yapan d  nin tahminini (2.22) ile vermiştik. Liu 

(1993) aynı zamanda Liu tahmin edici için ön tahmin amaçlı kriterler olan pC  ve 

GCV  istatistiklerini de  
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olarak vermiştir. Burada dSS ,Res  Liu tahmin edici için rezidü kareler toplamı ve 

')')('()'(~ 11 XXXdIXXIXXXHd
−− ++=  dır. Bu istatistikleri minimum yapan d  

nin tahmin edicisini (her iki durumda da aynı tahmin ediciyi bulmuş)  
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olarak vermiştir. Fakat ön tahmin amaçlı bir kriter olan PRESS istatistiğini Liu 

tahmin edici için tanımlamamış ve bunu minimum yapan d  nin tahminini 

vermemiştir. 

 

4.2.1. Liu Tahmin Edicide d nin Seçimi İçin PRESS İstatistiği 

 

Regresyon denklemleri yeni gözlemlerin ön tahmini için veya ortalama yanıtın 

(mean response) tahmini için sıklıkla kullanılırlar. Genel olarak, bir analizci ön 

tahminin hata kareler ortalaması minimum olacak şekildeki açıklayıcı değişkenleri 

seçmek ister. Bu ise küçük etkiye sahip açıklayıcı değişkenlerin modelden atılması 

anlamına gelmektedir. Bu anlamda PRESS istatistiği kullanılabilir (Montgomery ve 

Peck, 1992). 

Allen (1971, 1974) tarafından önerilen PRESS istatistiği  
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)()( ˆˆ iii yye −= , ni ,,2,1 …=                                                                           (4.4) 

 

olarak tanımlanan PRESS rezidülere bağlıdır. Burada )(ˆ iy , i -inci gözlem atılarak 

diğer 1−n  gözleme uydurulan regresyon modeli ile elde edilen iy  nin ön tahminidir. 

PRESS rezidü EKK rezidüden de hesaplanabilir. Şöyleki, ii yy ˆ−  EKK rezidü ve iih  

( ) XXXXH ′′= −1  şapka matrisinin i -inci köşegen elemanı olmak üzere  

 

ii

ii
i h

yye
−
−

=
1

ˆˆ )(                                                                                                 (4.5) 

 

dır. Böylece PRESS istatistik n  PRESS rezidünün kareleri toplamı olarak  
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şeklinde hesaplanır. Burada ′
ix , X  in i -inci satırıdır. PRESS 1−n  gözlemin her alt 

kümesini tahmin kümesi olarak kullanır ve diğer gözlemi de ön tahmin kümesini 

oluşturmak için kullanır. PRESS istatistiği yeni gözlemlerin iyi bir ön tahmini olan 

modeli belirler. En iyi modelin seçimi için küçük değerli PRESS tercih edilir. PRESS 

istatistiği uydurulmuş çeşitli modellerin durağanlığı hakkında çok fazla bilgi 

sağlaması ve etkili (influential) gözlemlerin belirlenmesin de yararlı bir istatistiktir. 

PRESS istatistiği ridge tahmin ediciye  
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olarak uyarlanmış olup ( )keRiˆ  belli bir k  değeri için i -inci rezidü ve iikh ,  kH  nın i -

inci köşegen elemanıdır. PRESS modelin ön tahmin performansının bir ölçüsü 
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olduğundan ( )kPRESSR  yı minimum yapacak şekildeki k  yı seçmek önerilir. Fakat 

( )kPRESSR , k  nın bir konveks fonksiyonu olmadığından k  yı seçmek zordur. 

Montgomery ve Friedman (1993), ( )kPRESSR  nın yaklaşık olarak 20 ≤≤ k  

aralığında minimum olduğunu ve k  ya karşı ( )kPRESSR  nın grafiğinin bu minimum 

değeri bulmada yararlı olabileceğini belirtmişlerdir.  

Şimdi PRESS istatistiğini Liu tahmin edici için tanımlayalım. Bu durumda 

dβ̂ , d  nin lineer bir fonksiyonu olduğundan hesaplamalar daha kolay olacaktır. 

 

)(ˆ')(ˆ kxyke RiiRi β−=                                                                                  (4.8) 

 

ridge rezidünün i -inci elemanı,  

 

iiiik xkIXXxh 1)'(' −
− +=                                                                              (4.9) 

 

ridge şapka matrisi kH  nın i -inci köşegen elemanı ve  

 

)()(
ˆ'ˆ idiiid xye β−=                                                                                      (4.10) 

 

i -inci gözlem silindikten sonraki Liu rezidü olsun. Bu durumda aşağıdaki teoremi 

verebiliriz. 

Teorem 4.1 : Liu tahmin edici için PRESS istatistik  
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dır ve  
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de minimum olur.  

İspat : (4.11) de verilen dPRESS  yi tanımlayalım. (2.21) ile verilen dβ̂  yi 

ββ ˆ)'()'(ˆ 1 dIXXIXXd ++= −  olarak da yazabiliriz.  

 

)()()(
1

)()()(
ˆ)'()'(ˆ

iiiiiid dIXXIXX ββ ++= −                                                 (4.13) 

 

i -inci gözlem silindikten sonraki Liu tahmin edici ve ( ) )()(
1

)()()(
ˆ

iiiii yXXX ′−′=β , i -inci 

gözlem silindikten sonraki EKK tahmin edici olsun. )(iX  ve )(iy , i -inci gözlem 

silindikten sonraki X  ve y  dir. Sırasıyla XXB ′=  ve IXXB +′= , ixc =  ( X  in i -

inci kolonu) alarak ve ( )
cBc

BccBBccB 1

11
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1 −

−−
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′−
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+=′−  yı kullanarak 
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ve 
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elde ederiz. Burada iiii xXXxh 1)( −′ ′=  ve iiii xIXXxh 1
1 )( −′
− +′=  dır. 

iiii yxyXyX −′=′
)()(  olduğundan (4.14) den )(

ˆ
iβ   
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olarak yazılabilir. Parantez içerisindeki terimleri çarparak )(
ˆ

iβ  yi tekrar yazarsak 
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elde ederiz. β̂ˆ ′−= iii xye  ve iiii xXXxh 1)( −′ ′=  olduğundan son eşitlik  
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şeklinde de ifade edilebilir (Montgomery ve Peck, 1992). Ayrıca 

 

iiiiii xxdIXXdIxxXXdIXX ')'()''()'( )()( −+=+−=+                           (4.17) 

 

dır. β̂'ˆ ii xy = , didi xy β̂'ˆ =  ve iidh −
~ , dH~  nin i -inci köşegen elemanı olmak üzere  

(4.15), (4.16), (4.17) yı kullanarak ve parantez içindeki ifadeleri sadeleştirirsek 

(4.13) deki )(
ˆ

idβ  yi  
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olarak yazabiliriz. Son eşitliği soldan ′
ix  ile çarparsak sadeleştirmelerden sonra 
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elde edilir. Böylece diidi yye ˆˆ −=  olmak üzere )()(
ˆ'ˆ idiiid xye β−=  ifadesinin 
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ifadesine eşit olduğu görülebilir.  

IIXXIXX =+′+′ − )()( 1  olduğundan XXIXXIIXX ′+′−=+′ −− 11 )()(  

olarak yazılabilir. Bu son eşitliği sağdan 1)( −′XX  ile çarparsak 

 

 1111 )'()'()'()'( −−−− +−=+ IXXXXXXIXX                                          (4.19) 

 

elde ederiz. (4.19) u kullanarak, iidh −
~  aşağıdaki formda yazılabilir  
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Ayrıca 
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olduğundan  
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olarak da yazılabilir. Böylece (4.11) ile verilen dPRESS  yi elde ederiz. 

(4.22) yi dikkate alırsak ( )[ ]21 1 dbadPRESS n
id +−∑= =  yazabiliriz. dPRESS  , 

d  nin karesel bir fonksiyonu olduğundan dPRESS  nin türevini alıp,  
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sıfıra eşitleyerek minimum yapan değerini  
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olarak buluruz. a  ve b  yi (4.23) de yazarsak ispat tamamlanmış olur. 
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olduğundan dPRESS  konveks bir fonksiyondur, bu nedenle konveks fonksiyonlar 

için geçerli olan aşağıdaki özelliklere sahip olur (Giorgi ve ark., 2004): RT →:ϕ  

konveks bir fonksiyon olsun, bu durumda aşağıdaki özellikler geçerli olur;  

i) 321 ttt <<  olmak üzere Tttt ∈∀ 321 ,,  için ( ) ( ) ( )3
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)1()(ϕ , 01 =t , dt =2  ve 13 =t  alırsak (i) özelliğinden  

( ) ( ) dPRESSPRESSdPRESS Rd +−≤ 11  elde ederiz. (ii) özelliği için 01 =t , dt =2  ve 

11 =t , dt =2  alırsak sırasıyla PRd̂  için ( )1Rd PRESSPRESS ≤  ve PRESSPRESSd ≤  

elde ederiz. Sonuç olarak PRd̂  için dPRESS  nin PRESS  ve 1=k  için ( )kPRESSR  

nın her ikisinden ve bunların konveks kombinasyonundan daha iyi olduğunu 

söyleyebiliriz.  

Analizci regresyonun amacına göre bir prosedür takip etmelidir. Önemli olan 

tahmin ise ridge trace, HKO gibi metotlar incelenmeli. Ön tahmin önemli ise pC , 

PRESS ve GCV metotları uygulanmalıdır. Belli bir veri kümesinde çoklu iç ilişki 

belirlendiğin de bu yöntemlerden her hangi birinin diğerlerine göre iyi sonuç vermesi 
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için kesin bir kriter yoktur.  

CLd̂  yi hesaplayabilmek için 2σ  nin yansız tahminine gereksinim vardır, 

fakat PRd̂  için yoktur. Bu nedenle PRd̂ , 2σ  nin tahminine gerek duyulmadığı 

durumlarda kullanılabilinir. Ayrıca, (4.22) den görüldüğü gibi )(ˆ ide , 
ii

Ri

h
e

−− 11
)1(ˆ

 ve 

ii

i

h
e
−1
ˆ

 nin kombinasyonudur. 
ii

Ri

h
e

−− 11
)1(ˆ

, 1=k  iken ridge şapka matrisinin köşegen 

elemanları ile ridge rezidülerin ağırlıklandırılması ve 
ii

i

h
e
−1
ˆ

, şapka matrisinin 

köşegen elemanlarının EKK rezidü ile ağırlıklandırılması olduğundan dPRESS , 

EKK ve 1=k  iken ridge tahmin edicilerden hesaplanabilir. 

 

4.2.2. Sayısal Örnek 

 

Teorikte bulduğumuz sonuçları örneklendirmek için Woods, Steinour ve 

Starke’nin (1932) literatüre kazandırdığı ve daha sonra Hald (1952), Gorman ve 

Toman (1966), Kaçıranlar ve ark. (1999), Kaçıranlar ve Sakallıoğlu (2001) gibi 

çalışmalarda pek çok kez analiz edilen Portland çimento verisini inceleyeceğiz. Bu 

veri çimentonun oluşturulması ve sertleştirilmesinde açığa çıkan ısı miktarını 

göstermektedir. Çimentonun bileşenleri olan dört bağımsız değişken, tricalcium 

aluminate ( )1X , tetracalcium sillicate ( )2X , tetracalcium alumino ferrite ( )3X  ve 

dicalcium silicate ( )4X  dır. Bağımlı değişken ( )y  ise bir gram çimento başına düşen 

kalori cinsinden ısı miktarıdır.  

Hesaplamalarımızda Matlab 6.5 programı kullanılmıştır, bu nedenle diğer 

hesaplamalarla arasında farklılıklar olabilecektir. Hesaplamalara başlamadan önce 

değişkenler standartlaştırılmıştır. XX ′  matrisinin özdeğerleri 235704.21 =λ , 

576066.12 =λ , 186606.03 =λ , 001623.04 =λ  olup koşul sayısı 880621.1376
4

1 ≅λ
λ  

çoklu iç ilişkinin olduğunu gösterir. Bunun nedeni dört bağımsız değişken arasındaki 

yaklaşık lineer ilişkidir: 1004321 ≈+++ XXXX . Bu nedenle EKK tahmin ediciyi 



4. LİU TAHMİNDE YANLILIK PARAMETRESİNİN SEÇİMİ İÇİN ÖN TAHMİN 
AMAÇLI BİR KRİTER                                                     Mahmude Revan ÖZKALE 

 82

kullanamayız, alternatif olarak ridge ve Liu tahmin edicileri kullanabiliriz. 

 Montgomery ve Friedman (1993), ( )kPRESSR  nın minimum değerinin 

20 ≤≤ k  aralığı içerisinde elde edildiğini belirtmiştir. Bu nedenle k  değerleri 0 dan 

2 ye kadar 0.0001 lik artışlarla belirlenmiş ve bu değerlere karşılık gelen ( )kPRESSR  

değerleri hesaplanmıştır. ( )kPRESSR  yı minimum yapan k  değeri 0.0106 olarak 

elde edilmiştir. Bu değeri görebilmek için k  nın 0.009 dan 0.0119 a kadar olan 

değerleri Tablo 4.1 de gösterilmiştir. Ayrıca Şekil 4.1 de modelin ön tahmin 

yeteneğinin azalan k  ile birlikte arttığını ve yaklaşık olarak 0.0106 da en iyi düzeyde 

olduğunu göstermektedir.  

 

Tablo 4.1. k  çeşitli değerleri için ( )kPRESSR  değerleri 

k  ( )kPRESSR  k  )(kPRESSR  
0.009 0.02765992619505 0.0105 0.02764580302603 

0.0091 0.02765812489628 0.0106* 0.02764574381239 

0.0092 0.02765645868829 0.0107 0.02764578252858 

0.0093 0.02765492442657 0.0108 0.02764591730666 

0.0094 0.02765351908193 0.0109 0.02764614633744 

0.0095 0.02765223973501 0.0110 0.02764646786806 

0.0096 0.02765108357125 0.0111 0.02764688019973 

0.0097 0.02765004787603 0.0112 0.02764738168551 

0.0098 0.02764913003015 0.0113 0.02764797072831 

0.0099 0.027648327500550 0.0114 0.02764864577885 

0.01 0.02764763786100 0.0115 0.02764940533384 

0.0101 0.02764705873875 0.0116 0.02765024793416 

0.0102 0.02764658786037 0.0117 0.02765117216318 

0.0103 0.02764622302353 0.0118 0.02765217664511 

0.0104 0.02764596209870 0.0119 0.02765326004346 

 

Tablo 4.1 de ( )kPRESSR  nın minimum değerini yüz milyonuncu ondalık 

basamağında aldığı görülüyor. k  için kullanılan ondalık sayı da ( )kPRESSR  nın 

performansını etkileyecektir. k  nın 0 dan 2 ye kadar olan değerlerini hesaplamak 

için büyük ondalıklı sayılar kullandığımız da ( )kPRESSR  nın minimum değerinin 

değiştiğini gördük. Bu nedenle küçük ondalıklı sayılar kullanmak daha uygun 
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sonuçlar verecektir, fakat bu defa hesaplamalar zaman alıcı olabilmektedir. Sonuç 

olarak 20 ≤≤ k  aralığı ( )kPRESSR  nın minimum değerini hesaplamak için geniş bir 

aralıktır.  
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Şekil 4.1. k  ya karşı ( )kPRESSR  nın grafiği 

 

0106.0=k  için ridge tahmin ediciyi kullandığımız da kIXX +′  nın koşul 

sayısı 183.765605 e düştü. Fakat hala çoklu iç ilişkinin varlığını görüyoruz. Çoklu iç 

ilişkinin var olma nedeni koşul sayısını uygun seviyeye düşürecek kadar k  nın 

yeterince büyük olmamasıdır. Hala çoklu iç ilişki olduğundan 0106.0=k  iken ridge 

tahmin ediciye güvenemeyiz. Alternatif olarak Liu tahmin ediciyi kullanabiliriz. 

Şimdi Liu tahmin ediciyi ön tahmin amaçlı olarak kullanalım. (4.12) yi 

kullandığımız da dPRESS  nin 23779540316023.0ˆ =PRd  de 

65000318066051.0=dPRESS  değeri ile minimum olduğunu görüyoruz. Ayrıca 

( ) 67311687504304.01 =RPRESS  ve 06440321245382.0=PRESS  olduğundan PRd̂  

için ( )1Rd PRESSPRESS <  ve PRESSPRESSd <  özellikleri sağlanır. 

( ) ( ) dPRESSPRESSdPRESS Rd +−≤ 11  özelliği ise Tablo 4.2 den görülebilir. 
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Tablo 4.2. d  nin çeşitli değerleri için ( ) ( ) dPRESSPRESSd R +− 11  değerleri 

d  ( ) ( ) dPRESSPRESSd R +− 11  dPRESS  
0 0.16875043046731 0.1687504346731 

0.1 0.15508784124122 0.14154656984012 
0.2 0.14142525201513 0.11735188063541 
0.3 0.12776266278905 0.09616636285316 
0.4 0.11410007356296 0.07799001649337 
0.5 0.10043748433687 0.06282284155605 
0.6 0.08677489511079 0.05066483804120 
0.7 0.07311230588470 0.04151600594881 
0.8 0.05944971665861 0.03537634527889 
0.9 0.04578712743253 0.03224585603143 
0.94 0.04032209174209 0.03183622833074 
0.95 0.03895583281948 0.03180905069112 
0.96 0.0375895789687 0.03181196476574 

1 0.03212453820644 0.03212453820644 

 

Şekil 4.2 k  ve d  ye karşı sırasıyla )(kPRESSR  ve dPRESS  grafiklerini 

göstermektedir. Böylece aldıkları minimum değerler de görülmektedir. Şekil 4.2 aynı 

zamanda bir PRESS istatistiğin diğerinden her zaman iyi olmadığını da 

göstermektedir. Tablo 4.3 bu PRESS istatistiklerin hangisinin diğerinden daha iyi 

olduğunu gösterir. ( )kPRESSR  nın 0.408 den küçük değerler için daha iyi olduğunu 

görüyoruz. ( )kPRESSR  ve dPRESS  nin minimum değerlerini karşılaştırdığımız da 

( )kPRESSR  nın küçük bir farkla daha küçük olduğu görülüyor. Fakat ( )kPRESSR  

nın hesaplanması zordur. 
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Şekil 4.2. k  ve d  ye karşı sırasıyla )(kPRESSR  ve dPRESS  grafikleri 
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Tablo 4.3. k  ve d  nin çeşitli değerleri için ( )kPRESSR  ve dPRESS  değerleri 

dk =  ( )kPRESSR  dPRESS  
0.4077 0.07662444032125 0.07671521161212 

0.4078 0.07663912452134 0.07669877306225 

0.4079 0.07665380939432 0.07668233752156 

0.408* 0.07666849493995 0.07666590499004 

0.4081 0.07668318115802 0.07664947546769 

0.4082 0.07669786804830 0.07663304895451 

0.4083 0.07671255561055 0.07661662545051 

 

Şekil 4.3 de d  ye karşı dPRESS  ve PRESS  grafikleri görülmektedir. dPRESS  nin 

her zaman PRESS  den iyi olmadığını görüyoruz. Fakat PRd̂  için dPRESS , PRESS  

den iyidir, daha küçük değere sahiptir. Bu ise PRd̂  için PRESSPRESSd <  özelliğini 

doğrular. 

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2
0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

d

PRESS
PRESSd

 
Şekil 4.3. d  ye karşı dPRESS  ve PRESS  grafikleri 

 

Karşılaştırma yapmak amacıyla regresyon katsayılarının 0106.0=k  için 

ridge, 23779540316023.0ˆ =PRd  için Liu ve EKK tahminlerini elde ettik. Tablo 4.4 

tahmin prosedürlerini, rezidü kareler toplamını ( Res SS ), HKO ve çoklu belirleyicilik 

katsayısını ( 2R ) özetlemektedir.  
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Tablo 4.4. Tahmin özetleri 

 OLS )0106.0( =kPRESSR  
23779540316023.0ˆ =PRd

PRESS  

1β  0.60651195174781 0.51295957673165 0.58992944855781 

2β  0.52770563116372 0.31510630482537 0.51464075570808 

3β  0.04338969836570 -0.05613659092619 0.03471734831340 

4β  -0.16028741596540 -0.38309841449252 -0.16486607558979 

SS  0.0176243795923199 0.01787914389276 0.01784534806967 

MSE 1.21862916628714 0.03501491837107 1.32252582868391 

R2  0.98237562040765 0.97669010274632 0.96799158490726 

 

Çoklu iç ilişki olması durumunda bir lineer regresyon modelinin ön tahmin 

performansı için iki yanlı tahmin edici (ridge ve Liu) kullandık. Ridge tahmin edici 

Montgomery ve Friedman (1993) tarafından da kullanılmış ve 20 ≤≤ k  aralığında 

( )kPRESSR  yı minimum yapan k  değerini seçmek olarak önerilmiştir. Farklı veri 

kümeleri için k  bir değerini alabilir. dPRESS  nin Bölüm 4.2.1 de verilen 

özelliklerinden dolayı ( )kPRESSR  yı minimum yapan k  değeri bir veya yaklaşık bir 

olması durumunda hesaplanması kolay olduğu için dPRESS  yi kullanabiliriz. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

 Bu çalışmada çoklu iç ilişki problemleri ve onun istatistiksel sonuçları ele 

alınmıştır. Çoklu iç ilişki olması durumunda modeldeki parametrelerin tamamı tam 

olarak tahmin edilemez. Verilen bir veri kümesinde EKK yöntemini kullanarak 

parametrelerin hangi lineer kombinasyonlarının tahmin edilebilir olduğunu 

belirlemek için XX '  matrisinin özdeğerlerini ve özvektörlerini incelemek 

gerekmektedir. İlgilendiğimiz parametrelerin lineer kombinasyonu çoklu iç ilişkiden 

etkilenmiyorsa klasik metotlar uygulanabilir. Fakat ilgilendiğimiz parametreler çoklu 

iç ilişkiden etkileniyorsa alternatif metotlar kullanılmalıdır.  

 Çoklu iç ilişki problemini ortadan kaldırmak için EKK yöntemine alternatif 

olarak ileri sürülen tahmin ediciler yanlı tahmin edicilere neden olmuştur. Burada bu 

tahmin edicilerden ridge, genelleştirilmiş ridge, temel bileşenler, kısıtlı EKK, 

modified ridge, yansız ridge, kısıtlı ridge, kr −  sınıf, Liu,  sınıf, Liu-tipi 

tahmin ediciler ele alınmış ve bazı özellikleri incelenmiştir.  

dr −

 Çoklu iç ilişkinin istatistiksel sonuçlarını ortadan kaldırmak için pek çok 

tahmin edicinin olması, bunlardan hangisinin daha iyi bir performans sergilediğinin 

araştırılmasına neden olmuştur. Daha küçük HKO ya sahip tahmin edicinin daha iyi 

olması nedeniyle literatürde pek çok yanlı tahmin edicinin karşılaştırmaları 

yapılmıştır ve yapılmaya devam edilmektedir. Bazı araştırmacılar tarafından yapılan 

karşılaştırmalar verilmiş ve henüz yapılmamış olan bazı karşılaştırmalar yapılmıştır. 

Matris HKO kriterinin skaler HKO ve genelleştirilmiş HKO kriterlerinden 

daha güçlü bir kriter olması nedeniyle dr −  sınıf tahmin edicinin EKK, ridge ve 

temel bileşenlerden matris HKO anlamında üstün olması için gerek ve yeter koşullar 

verilmiştir. Bu koşulların bilinmeyen parametrelere bağlı olduğu görülmüş ve bu 

koşullar için hipotez testleri oluşturulmuştur. dr −  ve kr −  sınıf tahmin ediciler 

matris HKO kriterine göre karşılaştırılmıştır.  

Çoklu iç ilişki olması durumunda Crouse, Jin ve Hanumara’nın (1995) 

önerdiği yansız ridge tahmin edici EKK tahmin ediciye alternatif olarak ileri sürülen 

bir tahmin edicidir. Crouse, Jin ve Hanumara (1995) yansız ridge tahmin ediciyi 

Swindel’ın (1976) önerdiği modified ridge tahmin edicideki ön bilginin stokhastik 
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olması durumunda önermişlerdir. Bu çalışmada ise yansız ridge tahmin edici 

Farebrother (1984) ve Troskie ve ark.’nın (1994) çalışmaları yardımıyla iki farklı 

şekilde elde edilmiş ve bazı özelliklerini incelenmiştir. Crouse, Jin ve Hanumara 

(1995), Hoerl ve Kennard’ın (1981) ürettiği veriyi kullanarak önerdikleri tahmin 

ediciyi EKK ve ridge tahmin edici ile karşılaştırılmışlardır. Bu çalışmada ise yansız 

ridge tahmin edici ridge, EKK ve kr −  sınıf tahmin edicilerle matris HKO kriterine 

göre karşılaştırılmıştır. Ayrıca, yansız ridge rezidü ile ridge, EKK, kr −  sınıf 

rezidülerin varyans kovaryans yapıları incelenmiş ve matris HKO kriterine göre 

karşılaştırılmaları yapılmıştır. Bunlara paralel olarak Hoerl ve Kennard’ın (1981) 

ürettiği veri kullanılarak teorikte bulduğumuz sonuçlar örneklendirilmiştir.

Çoklu iç ilişki probleminin lineer regresyonda sıklıkla meydana gelen ciddi 

problemlerden biri olması ve lineer regresyon analizinin mühendislerin de çok sık 

kullandığı istatistiksel tekniklerden biri olması nedeniyle mühendislik alanı olan 

kalite kontrolde çoklu iç ilişki problemine değinilmiş. Çoklu iç ilişki olması 

durumunda Hotelling 2T  kontrol grafiği önerilmiştir. Fakat bu kontrol grafiğinin 

bazı olumsuz yanları vardır. Bu olumsuzlukları gidermek için ileri sürülen çözüm 

yöntemlerinden bahsedilmiştir. 

Çoklu iç ilişki olması durumunda önerilen ridge ve Liu tahmin edicileri 

sırasıyla yanlılık parametreleri  ve  ye bağlıdır. Yk d anlılık parametreleri, ya 

tahminler daha durağan ya da ön tahminlerde bir ilerleme olacak şekilde seçilir. 

Ridge regresyonda  daha çok katsayıların tahmininde bir gelişme olacak şekilde 

seçilmiştir. Fakat model ön tahmin amaçlı kullanılıyorsa  nın seçimi için ön tahmin 

amaçlı kriterler kullanılır.

k

k

 Ön tahmin amaçlı olarak da  nın seçimi ile ilgili , 

GCV, PRESS istatistikleri önerilmiştir. Liu (1993) ön tahmin amaçlı olarak d  nin 

seçimi ile ilgili  ve  istatistiklerini önermiş ve bunları minimum yapan d  

nin tahmin edicisini vermiştir. Bu çalışmalara paralel olarak Liu tahmin edici için 

PRESS istatistiği tanımlanmış, bazı özellikleri incelenmiş ve bunu minimum yapan 

 nin tahmin edicisi verilmiştir. Teorikte bulduğumuz sonuçları Portland çimento 

verisi üzerinde örneklendirilmiştir. 

k kC

dC dGCV

d
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Bu çalışmada elde edilen sonuçlar yanlı tahmin edicilerden birinin diğerine 

her zaman için üstün olmadığını göstermektedir. Fakat pek çok tahmin ediciyi içerek 

şekilde yeni bir tahmin edici verilebilir. Bu yeni tahmin edicinin kendini oluşturan 

tahmin edicilerden daha iyi bir tahmin yöntemi olması beklenir. Bu beklenti 

simülasyon çalışması yapılarak gözlemlenebilir. Ayrıca, Houshmand ve Javaheri’nin 

(1998) çalışmalarına paralel bir çalışma olarak Liu tahmin edici için PRESS 

istatistiği kullanılanılıp yeni bir çok değişkenli kontrol grafiği oluşturulabilir. 

Simülasyon çalışması yardımıyla bu yeni kontrol grafiğinin etkinliği çok değişkenli 

ridge rezidü kontrol grafiği ile karşılaştırılabilir. 
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