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OZET

KONTAKT RIEMANN SUBMERSIYONLARI
YUKSEK LiSANS TEZi

Nebi YILMAZ

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2019

Bu tez ¢alismasi bes boliimden meydana gelmektedir.
Birinci boliimii giris kismidir ve bolimde genel bir literatlr taramasi yapilmastir.

Ikinci boliim sonraki boliimlerde kullamlacak tamim ve kavramlara yer
verilmigtir.

Ugtincii bolimde Riemann submersiyonlar konusu ile ilgili tanimlar ve 6zellikler
verilmistir. Kontakt manifoldlar1 tanimlanmustir.

Dordincu  bolimde, hemen hemen kontakt Riemann submersiyonlar ve
Ozelliklerine g¢alisilmistir. Bununla birlikte kontakt Riemann submersiyon igin egrilik
iliskilerine ¢alisilmustir.

Besinci boliimde sonug ve oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Riemann submersiyon, Hemen hemen kontakt metrik manifold,
kosimpektik manifold, kontakt Riemann submersiyon.



ABSTRACT

CONTACT RIEMANNIAN SUBMERSIONS

MASTER THESIS
Nebi YILMAZ

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2019

This thesis consist of five chapters.

The first chapter deals with the introduction and the literature review.

The second chapter gives the definitions of the terms and the concepts used in
the following chapters.

In the third chapter, definitions and characteristice related to Riemannian
submersions are given. Besides, contact manifolds have been identified.

In the fourth chapter, almost contact Riemannian submersions and their
attributes have been studied. In addition, curvature relationships are studied for contact
Riemannian submersions.

In the fifth chapter, discussions and conclusions are given.

Keywords: Riemannian submersion, almost the contact metric manifolds,cosymplectic
manifolds, contact Riemannian submersiyon.



KISALTMA VE SIMGELER

R : Riemann Egrilik Tensorii
g : Metrik Tensor

\% : Riemann Konneksiyonu
M : Manifold

4 ( M ) : M Manifoldunun Vektér Alanlarinin Uzay1
M ‘Tanjant Uzay1

[] : Lie Braketi

A : Yatay Tensor Alani

T - Dikey Tensor Alani

D : Distribusyon

cekF, : Dikey Distribiisyon
((;ekF*)L : Yatay Distribiisyon

() : Temel 2-form
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1. GIRIS

Manifoldlar teorisi diferansiyel geometrinin en 6nemli calisma alanlarindan biridir.
Bu alanda c¢aligma yapilirken izlenilen yontem, bir manifolddan digerine uygun bir
doniigiim tanimlamaktir. Izlenilen bu yontemde, hem doniisiim hemde diger mani-
foldun 6zelliklerinden yararlanilarak ele alinan manifoldun geometrisi caligilir. Im-
mersiyon ve submersiyon bu doéniisiimler icerisinde en ¢nemlileri arasindadir.

Immersiyonlar kiiciik boyuttan yiiksek boyuta, submersiyonlar ise yiiksek boyut-
tan kiiciik boyuta tanimlanan déniistimlerdir. Izometrik immersiyonlarin submersiy-
onlardaki kargiligi olan Riemann submersiyonlar 1966 yilinda O’Neill ve 1967 yilinda
da Gray tarafindan bagimsiz olarak soyle tanimland.

M; ve M, birer Riemann manifoldlar1 ve F': M; — Ms bir submersiyon olsun.
Eger, (geklﬂk)L tizerinde F, bir izometri ise F' ye bir Riemann submersiyonu denir.

Buna gore, her U, U, € T’ ((gekF*)L) i¢in

91 (U1, Uz) = ga (Fy (Uh), Fi (U2))

dir (Falcitelli ve ark. 2004).

O’Neill immersiyondaki ikinci temel form ve sekil operatoriine karsilik, Riemann
submersiyonlar i¢in iki tane tensor alani tanimladi ve bunlarin temel 6zelliklerini
inceledi. Bu temel tensorler, giiniimiizde O’Neill tensorleri olarak adlandirilmakta
ve Riemann submersiyonlar i¢in énemli araglar olarak goriilmektedir (Falcitelli ve
ark. 2004).

Manifold teorisinde hemen hemen kontakt Riemann manifoldlar1 oldukca énemli
bir yere sahiptir. Hemen hemen kontakt yapi; M, (2n + 1) —boyutlu manifold,
(p,&,m) da M iizerinde sirasiyla, (1,1) —tipinde bir tensor alan, bir vektor alani ve

bir 1-form olsun. M iizerinde herhangi bir vektor alan1 X olmak {izere;

n(€) =1ve X = -X +1n(X)¢

esitlikleri saglanir. Bunun ardinda, (¢, &,n) -iicliisii hemen hemen kontakt yapisi
iizerinde agsagidaki egitliklerin yardimiyla bir ¢ metrigi tanimlanarak hemen hemen

kontakt metrik yapi

n(X) = g(X,),
g(pX,0Y) = g(X,Y)—=n(X)n(Y)
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sekilde tanimlanir.

Watson 1984 yilinda, Chinea 1985 yilinda hemen hemen kontakt metrik manifold-
lar arasinda Riemann submersiyonlarin diferansiyel geometrisini galigmaya bagladi
(Falcitelli ve ark. 2004). M**! ve MZ™' manifoldlar sirasiyla (¢q,&;,7,,91)
ve (¢9,&5,M5,92) hemen hemen kontakt yapilardan meydana gelsin. Buna gore,
F': My, — M, Riemann submersiyonu agagidaki kogullar1 gerceklestirdigi taktirde F'

ye bir kontakt Riemann submersiyonu denir:

F*fl = 52

F.op, = @py0F,.

Chinea kontakt submersiyonlarin geometrisini ve bu ¢esit doniistimlerin baz man-
ifoldu tizerindeki hemen hemen kontakt yapiya olan etkisine ¢aligti.

Bu caligmalarin 1s181nda hemen hemen kontakt Riemann submersiyonlar ve 6zel-
likleri tanimlanarak ¢rnekler verilmistir. Daha sonra O’Neill tensorlerin temel 6zel-
liklerine deyinilerek yapilar arasindaki doéniigiimler inga edildi. Son olarak bir kon-

takt Riemann submersiyonlar i¢in egrilik iligkileri tanimland.
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2. KAYNAK OZETLERI

Bu boliimde, sonraki boliimlerde gerekli olan bazi temel tanimlar ve teoremler

verilecektir.
2.1.Tanim ve Kavramlar

Tanim 2.1.1 M, n-boyutlu, diferansiyellenebilir manifold olsun. M {izerindeki
C* vektor alanlarimin uzayi x (M) ve M den R ye C*° fonksiyonlarim uzay1 C* (M, R)

olmak tizere;

g:x (M) xx(M)— C*(M,R) (2.1.1)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik ve 2-lineer Riemann metrigi g ile birlikte M
ye bir Riemann manifoldu adi verilir ve (M, g) seklinde gosterilir (Kobayashi, S.,
Nomizo.,1996).

Tanmim 2.1.2 M, n-boyutlu, diferansiyellenebilir bir manifold ve M iizerindeki

Vix(M)xx (M) — x(M), (2.1.2)
(X,Y) — V(X,Y)=V,V

doniistimii;
@M VxY+2)=VxY+VxZ ; VXY, Z € x (M)
(II) VyxigwZ = fVxZ+gVyZ ; VXY, Z € x (M) veVf,ge C™®(M,R)
(III) Vx(fY)=fVxY+X (/)Y ; VX, Y € x (M) veVfeC®(M,R)
esitlikleri saglanmiyor ise V ya M iizerinde bir afin (lineer) konneksiyon adi verilir

(Sahin, B., 2012).

Tanim 2.1.3 M diferansiyellenebilir bir manifoldu olsun. Her X3, X5 € x (M),
f e C> (M, R) igin

[ x (M) x x (M) — x (M),
(Xl,XQ) - [Xl, XQ] f == X1 (ng ) - X2 (le ) (219)

seklinde tamimlanan [,] doniigtimiine X; ve X, vektor alanlarima Parantez (Lie)
Operatori denir.

Lie operatorii f,g € C* (M;) ve X1, X2, X3 € x (M;) kosulunda agagidaki 6zel-
likleri gerceklestirir (Do Carmo 1992).
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(D) [X1, Xo] = — [Xp, X4

(IT) [t X7 + 2 X5, X3] = t1 [ X1, X3] + 12 [ X, X3, ti,ts € R

(IIT) [[ X1, Xao], X3 + [[ X2, X3, X1] + [ X5, X3], Xa] =0

(IV) [fX1,9Xo] = fg[X0, Xo] + [ (X1g) Xo — g (Xof) Xy du.

Tanim 2.1.4 (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde
tanimlanan bir afin konneksiyonu olmak iizere;

(I) VxY -VyX=[XY]; VXY € x (M)

D) Xg(Y,2) = g(VxY.Z) + g(Y,VxZ) ; VXY, Z € x(M)
sartlarin sagladiginda V da M {izerinde sifir torsiyonlu Riemann konneksiyon veya

M nin Levi-Civita Konneksiyonu adi verilir (Hacisalihoglu,H.H,1980).

Tamim 2.1.5 (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve V da M {izerinde
tanimlanan bir M nin Levi-Civita Konneksiyonu olmak iizere VX,Y, Z € y (M) igin;

20(VxY,Z) = Xg(Y,2)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y)
ile tanimlanan ifadeye Kozsul formiili adi verilir (O’Neill 1966).
Tanim 2.1.6 (M, g) bir Riemann manifoldu V da Levi-Civita Konneksiyonu ve

VX,Y,Z € x (M) olmak iizere

R:x (M) x x (M) xx (M) — x(M),
(X.Y,Z) — R(X.Y,Z)=R(X,Y)Z
R(X,Y)Z = VyVwZ-VyVxZ-VixyZ (2.1.6)

olarak tanimlanan tensor alanma V konneksiyonunun egrilik tensori denir (Yano,

K. and Kon, M., 1984).

Tanim 2.1.7 M; ve M, iki Riemann manifoldu olsun,

F: M, — M,
b — F(p)a pEMl

tiirevlenebilir bir doniigiim i¢in

F*pZTle — TF(p)MQ,

v, — Fy (Up)

4
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doniigtimiine M; in p € M; noktasidaki tirev donigimi denir (O’Neill 1983).

Tanim 2.1.8 M; ve M, Riemann manifoldlar: ve
F: M, — M,
doniistimii tiirevlenebilir bir déniisiimii oldugunu farzedelim. Her p € M; i¢in
F (Ep) = Gr)

oluyorsa E ve G, F'—baglidir denir (O’Neill 1983)

Burada E, M, iizerindeki vektor alan1 G de Ms iizerindeki vektor alanidir.

Tanim 2.1.9 F': M; — M, doniisiimii C*° da olsun. F doniisiimiiniin tiirev
dontigiimii F, (7,M;) nin boyutu m ise F' doniistimiiniin rankida m dir (O’Neill

1983).

Tanim 2.1.10 (M, ¢;) n—boyutlu Riemann manifoldu ve M; manifoldunun bir
p noktasindaki tanjant uzay1 7, M; olsun.T,M; uzaymin 2—boyutlu bir alt uzay1 P
olsun.

P diizlemini geren vektorler X ve Y olmak iizere,

K (P) = g (R(X,)Y)Y, X) i
91 (X, X) ¢ (Y> Y)—g1(X,Y)

degerine M manifoldunun P diizlemine gore kesit egriligi denir (Falcitelli ve ark.

2004).
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, sonraki boliimlerde gerekli olan bazi tanimlar ve teoremler verile-

cektir.
3.1 Riemann Submersiyonlar ve Temel Tensorler

Tamim 3.1.1 (M, g1), n-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak iizere

D: M, — T,M,
x — D, CT, M

seklinde tanimlanmig D doniigiimiine distribiisyon denir. X € x (My) i¢in p € M,
noktasinda X, € D, oluyor ise X vektor alan1 D ye ait olur denir. Vp noktasi
icin D ye ait r—tane diferansiyellenebilir lineer bagimsiz vektor alan var ise D ye

diferansiyellenebilirdir ve boyD, = r dir denir (Sahin 1996).

Tamim 3.1.2 (M, g1) ve (M, g2) sirasiyla m ve n boyutlu birer Riemann man-
ifoldlar1 olmak tizere

F:(Mbgl) > (M2,92)

bir érten C'*° doniigiimii igin
rankF,, = boyM,

oluyor ise F' ye x € M; noktasinda submersiyon adi verilir. VX € M; i¢in F'
submersiyon ise F' ye M, iizerinde bir submersiyon denir.

Herhangi bir x € M, alindiginda F, = F~' () tizerindeki lif, (M, g;) mani-
foldunun (m — n) —boyutlu bir alt manifoldudur denir. F~!(z) altmanifoldlarina
submersiyonun lifleri denir.

Herhangi bir p € M; i¢in (M, ¢1) tizerindeki V' integrallenebilir distribiisyonu
Vp = Cek (Fip)

bi¢iminde tanimlanir. V, ye submersiyonun dikey distribiisyonu denilir. Submersiy-

onun yatay distribiisyonu da

H), = (Vp)J—

bigiminde tanimlanir (Falcitelli ve ark. 2004).
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Tanim 3.1.3 (M, g1) ve (Ma, g2) Riemann manifoldular: olsun.
F: (M, g1) — (M2, 92)

bir C*° doniistimiinde = € M; noktasia T, M; nin sirasiyla V,, ve H, alt uzaylarina
karsilik getiren

x—V, ve x — H,

dontigiimleri V =V (F) ve H = H (F) ile gosterilen C* distribiisyonlar1 tanimlar.
V =V (F) ye F nin dikey distribiisyonu veya dikey alt demeti, H = H (F') ye ise F’
nin yatay distribiisyonu veya yatay alt demeti denir (Falcitelli ve ark. 2004).

Tanim 3.1.4 (My,g1) ve (Ma, go) Riemann manifoldlar ve
F: (M, g1) — (Ma,g2)
bir C'*° doniisiimii olmak iizere, her x € M; ve U,,V, € T, M; i¢in
91 (Uz, Vi) = g2 (Fi (Us) , Fi (Va) (3.1.4)

oluyorsa F' ye My den My ye bir izometri denir (Hacisalihoglu 2003).

Tanim 3.1.5 (M, 1) ve (Ms, g2) Riemann manifoldlar: ve
F: (M, g1) — (Ma, g2)

bir C'*° submersiyonu asagidaki sartlar1 gerceklestiriyor ise F' ye bir Riemann sub-
mersiyonu denir.

(I) F doniistimii maksimal ranka sahiptir. Yani Vp € M, icin F\, tiirev doniistimii
ortendir.

(IT) Her p € M, noktasinda, F, doniisiimii yatay vektorlerinin uzunlugunu
korur. Yani

Gip (U, 0) = gip) (Fipu, Fipv) , w,v € H, | p € M (3.1.5)

dir. Bu ise, bir p € M; noktasinda F} tiirev doniigtimiiniin f, yatay uzaymdan
Tp(pyM> tizerine bir lineer izometri oldugunu soyler (O’Neill, Falcitelli ve ark. 1966,

2004).
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Onerme 3.1.1 (M, g1) ve (My,g5) Riemann manifoldlar
F: (M, g1) — (Ma, g2)

bir Riemann submersiyonu, V; ve Vs sirasiyla M; ve M, nin Levi-Civita konnek-
siyonu olsun. M; iizerindeki X1, Y] temel vektor alanlart X,, Y7, vektor alanlarina
F—bagh olsun.

(1) g1 (X1, Y1) = g1 (X1, Vi) o F

(IT) h[Xy,Y:] temel vektor alam, [Xi,, Yi,] vektor alam F'—baghdir.

(IIT) A (Vix,Y1) temel vektor alam ve Vax,, Y1, F—baghdir.

(IV) Herhangi bir V; € XV (M) i¢in, [ X7, V;] dikey vektor alamdir (Falcitelli ve
ark. 2004).

Tanim 3.1.6 (M7, ¢1) ve (Ms, g2) Riemann manifoldlar verilmis olsun. V, M,

tizerinde bir Riemann konneksiyon olsun. E, G € x (M) i¢in T tensor alam

T:x (M) x x (M) — x (M),
(B,G) — T(B,G)=TpG = h(VysvG) + v (VophG) (3.1.6)

seklinde tanimlanir (O’Neill 1966).

Tanim 3.1.7 (M7, ¢1) ve (Ms, g2) Riemann manifoldlar: verilmis olsun. V, M,

iizerinde bir Riemann konneksiyon olsun. F,G € x (M;) i¢in A tensor alan

Arx (M) x x (My) — x (M),
(E, G) — A (E, G) =ApG=h (thUG) + v (thhG) (317)

seklinde tanimlanir (O’Neill 1966).

Lemma 3.1.1 (My, ¢g1) ve (Mz, g2) Riemann manifoldlar:
F: (M, g1) — (Ma,g0)

bir Riemann submersiyonu olsun. Herhangi bir E, F, G € x (T'M) i¢in,

n (TeF,G) = —q (TG, F), (3.1.8)
91 (AgF,G) = —g1(ApG,F) (3.1.9)
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dir (Falcitelli ve ark. 2004).

Onerme 3.1.2 (M, g;) ve (M,, g5) Riemann manifoldlar ve
F: (M, g1) — (Ma, o)

bir Riemann submersiyonu olmak iizere, A ve T' tensor alanlar1 agagidaki 6zellikleri

saglar (O’Neill 1966).

I TuW =Ty, U W € x" (M),
(1) AxY = —AyX, X, Y ex" (M),
(III) AxY =1v[X, Y], X, Y € x" (M) di.

Teorem 3.1.1 (M, g1) ve (M, g2) Riemann manifoldlar: ve
F: (M, g1) — (Ma,g2)

bir Riemann submersiyonu verilsin. (M, g;) lizerindeki yatay distribiisyonu H
olarak verilsin. Burada, H yatay distribiisyonu integrallenebilir olabilmesi i¢in

gerek ve yeter sart A = 0 olmasidir (O’Neill 1966).

Lemma 3.1.2 (M, g1) ve (Ma, g2) Riemann manifoldlar1 ve
F: (M, g1) — (Mz,g2)

bir Riemann submersiyonu, V, W dikey vektor alanlar1 X ve Y yatay vektor alanlar
verilsin.

1) VoW =Ty W +VyW

(II) Vy X =hVyX+Ty X

(III) VxV =AxV +0VxV

(IV) VxY =hVxY +AxY dir. Ayrica, X temel vektor alam ise [X, V] dikey
vektor alan1 oldugundan

Wy X = hVxV = AxV (3.1.10)

dir (O’Neill 1966). Burada V, (M, g1) Riemann manifoldunun Levi-Civita konnek-

siyonudur.

Teorem 3.1.2 (M, g1) ve (M, g2) Riemann manifoldlar: ve

FZ(M1u91) - (M2792)

10
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bir Riemann submersiyonu ve My, My ve (F~1, g,) liftinin Riemann egrilik tensorleri
sirasiyla R, R* ve R verilmis olsun.
Bu durumda, herhangi bir X,Y,Z ve H € x" (M,) ve Uy,Us, U3, Uy € X" (M)

icin

~

R(Uy,Us, U3, Uy) = R(Uy,Us,Us,Uy) + g (T, Us, Ty, Us) — g (T, Us, Ty(B4).11)
R(X,)Y,Z,H) = R*"(X,Y,Z,H)+2g(AxY,AzH) —g(AyZ, AxH)
+9(AxZ, Ay H) (3.1.12)
R(X,Y,U3,Us) = g((Vir,A) Y, Us) — g(AxUs, AyUs) — g (AxUs, Ay Us)
+9(AxZ, AyH) g (Vu, A)x Y, U2) + g (Tv, X, Ty, Y)
-9 (Ty, X, Ty, Y) (3.1.13)

dir (O’Neill 1966).

Teorem 3.1.3 (My, g1) ve (M, go) Riemann manifoldlar: ve

F: (M1791) a (M2;92)

bir Riemann submersiyonu ve My, M, ve (F~!, g,) liftinin Riemann egrilik tensorleri
sirasiyla R, R* ve R verilmis olsun.

Bu durumda, herhangi bir X,Y, Z ve H € x" (M;) ve U,V,D,W € x" (M;) i¢in

~

K(@U,V) = R(UV,W,D)+g(TyW,TyD) — g (IyW, Ty D) ,
K(X,V) = g((VxT)y V., X) = ITvX|* + [ Ax V|?
K(X,)Y) = K*(X,Y)oF —3||AxY|?

dir (O’Neill ve Falcitelli ve ark. 1966, 2004).
Burada K kesit egriligidir.

11
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3.2. Kontakt Manifoldlar
3.2.1. Hemen Hemen Kontakt Manifoldlar

Tamim 3.2.1.1 M, (2n + 1) —boyutlu manifold, (¢, £, n) da M iizerinde sirasiyla,
(1,1) — tipinde bir tensor alan, bir vektoér alani ve bir 1-form olsun. Eger (¢,&,7n)

icin M {iizerinde herhangi bir vektor alan1 X olmak iizere;

(I 7€) =1
(I1) *X = —X+7(X)¢
likleri saglaniyorsa o zaman (p, &, n) ya M iizerinde bir hemen hemen kontakt yapist

denir. M bu yapi ile bir hemen hemen kontakt manifold olarak adlandirihr (Yano,

K., and Kon, M.,1984).

Teorem 3.2.1.1 (¢,&,n) hemen hemen kontakt yapist igin;
(I pE=0

(I1) n(eX)=0

(III) ranky = 2n dir (Yano, K., and Kon, M.,1984).

Tanim 3.2.1.2 M hemen hemen kontakt manifoldu ve M iizerinde g Riemann
metrigi;

(1) 7 (X) = g(X,€)

(I1) g (X, 9Y) = g (X, Y)—n (X)n(Y)
likleri saglaniyor ise g metrigine M {izerinde hemen hemen kontakt metrik, (¢,&,n, 9)
yapist ile M ye de hemen hemen kontakt metrik manifold denir(Yano, K., and Kon,

M.,1984).

Tanim 3.2.1.3 V' bir reel vektor uzayi olsun.
J: V-V

lineer doniigiimii;

JP =1

sartini sagliyor ise J ye V {izeride bir kompleks yapr denir. M, 2n + 1—boyutlu
manifold iizerinde hemen hemen kontakt yapisi (¢, £, n) olsun. Reel sayilar kiimesini

R temsil etmek iizere M x R carpim manifoldunu gozoniine alalim. O halde M x R

(% 75)

12
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bi¢imindedir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alani, R reel dogrunun
bir noktasinin koordinati ¢ ve M X R carpim iizerinde f bir fonksiyondur. M x R

¢arpimiminin tanjant uzayinda,

J (X, f%) _ (sz — fen(X) %)

J lineer doniigtimiine M X R ¢arpim {izerinde bir hemen hemen kompleks yap: denir

(Yano and Kon, 1984).

Tanim 3.2.1.4 Eger M x R ¢arpim iizerindeki bir J hemen hemen kompleks

yapist integrallenebilir ise (i, &, n7) hemen hemen kontakt yapisi normaldir denir

(Yano and Kon, 1984).
Tanmim 3.2.1.5 (M?*"* ¢ £ 1, g) hemen hemen kontakt metrik manifold oldugunu
diigiinelim. VX3, X5 € x (M) igin
P (X1, X2) = g (X1, pXo)
ile tanimh ® doniigiimiine M manifoldunun temel 2- formu denir (Yano and Kon,
1984).

Tamim 3.2.1.6 (M?***! [, £, m, g), hemen hemen kontakt metrik manifoldu icin
asagidaki sartlar gerceklesiyorsa ise, M?"*! manifolduna hemen hemen kosimplektik

manifolddur denir.

d® = 0,
dn = 0.

Eger hemen hemen kosimplektik manifold normal ise bu manifolda kosimplektik
manifold denir(Olszak 1981).

Tamim 3.2.1.7 M, kontakt metrik yapisi (¢, &, 7, g) olan (2n + 1)-boyutlu bir
kontakt metrik manifold olsun. Eger M nin kontakt metrik yapisi normal ise, M
Sasakian yapiya sahiptir denir. Bazen Sasakian manifold normal kontakt metrik

manifold olarak da adlandirilir (Yano and Kon,1984)

Teorem 3.2.1.2 M, kontakt metrik yapisi (p, &, 7, g) bir Sasakian yapidir <
VXY € x (M) icin;

(Vxp)Y = —g(X,)Y)E+n(Y)X

13
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dir (Yano and Kon,1984).
Burada;

Vx (¢Y) = (Vxe)Y +¢VxY
dir.

Onerme 3.2.1.1 2n + I-boyutlu bir kontakt metrik manifoldu M olsun. Bu
durumda M bir K-kontakt manifoldudur<

Vx§=—pX, X e x (M)

dir (Yano, K., and Kon, M.,1984).

Tanim 3.2.1.8 (M2 ¢ & 1, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold
oldugunu varsayalim. Her X, Y € x (M) igin agagidaki sart1 sagliyor ise M ye bir

Kenmotsu manifoldu denir:

(Vxo)Y =g (X, Y)E—n(Y)pX

Bir M Kenmotsu manifoldu iizerinde VX,Y € x (M) icin asagidaki esitlikler

dogrudur:

Vx§ = X —n(X)¢
(Vxm)Y = g(X,Y)=n(X)n(Y)
dir (Dileo, G., Pastore A.M., 2007).

Tanim 3.2.1.9 (M?" ¢ & 7, g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold
oldugunu varsayalim. Eger M normal ve temel 2-form kapal (d® = 0) ise bu

manifolda quasi-Sasakian denir (Blair,1967).

Teorem 3.2.1.3 (M?" ™! p, £, n, g) manifoldunun her X,Y € x (M) i¢in nearly-
K-kosimplektik manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki esitliklerin gercek-

lestirmesi gerekir.

(Vxo) (Y) + (Vye) (X) = 0,
Vx¢ = 0.

dir (Falcitelli, M., Ianus, S. and Pastore, A.M. 2004).

14
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Teorem 3.2.1.4 (M?** ¢ & 1, g) manifoldunun her X,Y € y (M) icin quasi-
K-kosimplektik manifold olmasi icin gerek ve yeter sart asagidaki egitligin gercek-

legtirmesi gerekir.

(Vxe) (V) + (Vyow) (0 (V) =n(Y) Vb
dir (Falcitelli, M., Tanus, S. and Pastore, A.M. 2004).

Tanim 3.2.1.10 (M?"™! p, £, 1, g) manifoldunun her X,Y € x (M) igin nearly-
K-Sasakian manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki esitlikler gercek-

lestirmesi gerekir:

(Vxp)(X) = g(X, X){—n(X) X,
Vx{ = —pX

(Falcitelli, M., Tanus, S. and Pastore, A.M. 2004).

15
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliim dort alt boliimden olusmaktadir. Birinci alt boliimde hemem hemen
kontakt Riemann submersiyonlar ve ozelliklerine deginilip bu tip submersiyonlara

bir 6rnek verilecektir. Ikinci alt boliimde O’Neill tensorlerin temel 6zellikleri in-

celenecektir. Uclincii alt boliimde yapilar arasindaki doniisiimler inga edilecektir.
Doérdiincii boliimde ise kontakt Riemann submersiyonlar igin egrilik iligkileri sunula-

caktir.
4.1 Hemen Hemen Kontakt Riemann Submersiyonlar ve Ozellikleri
Tanim 4.1.1 (M, g1,91,1m1,&1) ve (Ma, g2, 99,M5,&5) hemen hemen kontakt

metrik manifoldlar olsun. Bu durumda,
F: M, — M,

doniigiimii i¢in agagidaki sart saglaniyorsa F' ye bir (¢, p5) —holomorfik donisgim
denir:

Fiopy =py0F,

(Falcitelli ve ark. 2004).
Tanim 4.1.2. (M, g1, 91,1m1,&1) ve (Ma, ga, 99,15, €5) hemen hemen kontakt

metrik manifoldlar olsun. Bu durumda,
F: M 1 MQ

doniigtimii,
(I) F bir Riemann submersiyondur.
(II) F.& =6
(III) F.op, = py0F,
larim1 sagliyorsa F' ye bir kontakt Riemann submersiyon denir (Falcitelli ve ark.

2004).

Ornek 4.1.1 R® Oklidyen uzay: tizerindeki kartezyen koordinatlar (zy, zo, 3, 24, 2)

olsun. 1-form 7 = dz, karekteristik vektor alanm & = dilz, Riemann metrigi
grs = (dz1)® + (dw2)? + (d3)? + (dwa)? + (d2)?

17
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ve ) )
0 -10 0 O

1 0 0 0 O

=10 0 0 -1 0

0 0 1 0 O

00 0 0 0

ile verilsin. Bu durumda, (R®, ggs, @, 1, &) —beslisi bir hemen hemen kontakt metrik

manifolddur.
Ornek 4.1.2 R° ve R® standart Riemann metrikleri ile verilen Oklidyen uzaylar

olsun.

F: (R5agl) - (R3792)

r, + T3 To + 24
F(I1,$2,$3,x4,2) = ) y 2

V2 V2

doniisiimii verilmis olsun. Bu durumda dogrudan hesaplamalarla

1 1
L0 & 0 0
— 1 1
Fo=(0 £ 0 % 0
0 0 0 0 1

olur. Dikey ve yatay uzay1 geren vektorler

CekF, = span{U; =(-1,0,1,0,0), Uy = (0,—1,0,1,0)},
(CekF): = span{X, = (1,0,1,0,0), X, = (0,1,0,1,0), £ = (0,0,0,0,1)}

bi¢iminde hesaplanir. Buradan

2
X, = (—2,0,0) :

2
X, = (0, —2,0)

g1 (X1,X1) = g2 (F*Xl, F*Xl) =2

elde edilir.

ve

9 (X27X2) = 092 (F*XQ; F*X2> =2

18



Nebi YILMAZ

olur. Boylece F' bir Riemann submersiyondur.

Fop Xi = pF Xy ve Fop, Xo = @ Fiu Xo

Fiop, = @0k,

sartlarinida saglar. O halde F' bir kontakt Riemann submersiyondur.

Onerme 4.1.1 (M, g1, 0,,1,,&,) ve (My, g, 09,15, &,) hemen hemen kontakt
metrik manifold ve F': M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger X
ve Y, M; iizerinde temel vektor alanlari ise, M, iizerinde X', Y’ ne F—baghdir. Bu
durumda agagidaki iddalar gecerlidir.

(@) ¢, X, p, X' ne F—baghdur.

(A1) 2 (Vxp,) Y, (Vb)Y ne F—baghdir.

(III) F.h[X,Y] = [X', Y] (Falcitelli ve ark. 2004).

ispat.
(I) X ve X’ F bagh oldugundan

FX=X
dir. Tanmim 4.1.2 (iii) den
Fopy X = gy o X = p, X'

elde edilir. Dolayisiyla M iizerindeki ¢, X temel vektor alani M, iizerindeki ¢, X’
ne F'—baghdir.

(IT)
(VX901> Y =Vxp Y —pVxY

dir.
X=X

ve

FY =Y’
dir. Dogrudan hesaplamayla
F(h(Vxp)Y) = F(hWxeY — hpVyY)
= F.(hVxpY)—F. (hp,VxY)

19
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dir. F' bir holomorfik déniigsiim oldugundan

F.(h(Vxp)Y)=F.h(Vxp,Y)— Fip,hVxY

olur. Onerme 4.1.1 (II) den

F. (h(VX%)Y) = ,)(/902Y,_902 ;('Y/
= /)(902)Y,

olur. Boylece ispat tamamlanir.

(I1I1)
FX=Xve F.,Y =Y’
dir.
F.h[X)Y])=[FX,FY]= [X’,Y’]
olur.

Onerme 4.1.2 M, ve M, hemen hemen kontakt metrik manifoldlar ve F': M; —
M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Bu durumda yatay ve dikey distribiisy-

onlar o, —invaryanttir (Kon M., Yano K. 2004).

Ispat. U bir dikey vektor alani olsun. F holomorfik déniisiim oldugundan,
Fop,U=p, F,U=0

dir. U dikey vektor alan ve [’ bir Riemann submersiyon oldugundan F,U = 0 dir.
Boylece F,p U = 0 dir. Yani ¢,U = 0 dikeydir. X yatay vektor alanin ele alalim.

M bir hemen hemen kontakt metrik manifold oldugundan
g1 (X, U) = =91 (X, 0,U) =0
dir. Burada p,U dikey X yatay vektor alamidir. Boylece
91 (P X, U) =0

dir. O halde ¢, X yatay vektor alamdir.

Onerme 4.1.3 (M, g1, ¢,,1,,&,) ve (Ma, g, 09,19, &,) hemen hemen kontakt

20
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metrik manifoldlar ve F' : M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. O
halde agagidaki iddalar gegerlidir (Falcitelli ve ark. 2004).

(I) F.®y = ®, sadece yatay distribisyon iizerinde saglanir.

(II) Finy =my

ispat.
(I) M; iizerindeki X ve Y yatay vektor alanlarini temel vektor alanlar: oldugunu

varsayalim. F' kontakt Riemann submersiyon oldugundan tanimadan,

F.®,(X,Y) = & (F.X,FEY)
= g2 (F.X, 0, F.Y)

dir. F' holomorfik déniisiim oldugundan,
F*CI)Q (X, Y) = g2 (F*X, F*Q01Y>

dir. ' Riemann submesiyon oldugundan,

F*(I)Z (Xv Y) =0 (X7 901Y>

olur. Boylece temel 2—formun tanimi kullanilirsa

F.0,(X,Y)=®, (X,Y)

olur. Bu esitlik her X, Y € x" (M) i¢in dogru oldugundan F,®, = ®; dir. Boylece
ispat tamamlanir.
(IT) M, tizerindeki X yatay vektor alanimi temel vektor alani oldugunu varsay-

alim.

Fing (X) = ny (FL.X)

dir.
Finy (X) = g2 (F.X, F*fl)

olur. Riemann submersiyon tanimi kullanilirsa,

Finy (X) = g1 (X, &)

elde edilir. Her X € x" (M;) igin dogru oldugundan F,n, = 7, dir.
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Onerme 4.1.4 F: (M7 g1, 00,m1,&1) — (M3™F, g, 05,1, &) bir kontakt

Riemann submersiyon olsun. Bu durumda

(I) Reeb (karakteristik) vektor alani &, yataydir. Gergekten,

§1 = v + h&;

yazilabilir

n (hEy) = g2 (Fi&y, FLh&y)

= 92 (527 §2>
= 1.

Diger taraftan

m (RE;) +mp (v€;) =1

dir. O zaman v¢; = 0 dur.

(ITI) Her U € x" (M) igin &, yatay oldugundan

mU) = a(U¢&)
=0

dir.
(IIT) Bir kontakt Riemann submersiyon lifi ! olsun.

boyF™' = (2m+1)—(2n+1)
= 2(m—n)
= 2k

dir.
(7))

tizerinde J = p ve ¢\, = g olsun.
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(J,9) — hemen hemen Hermityen yapisidir. Kontakt yapimin tanimi kullanmilirsa,

PU = Q2U
= -U+n U)§

dir. Diger taraftan,

g (JV,JU) = —g (V,J?U)
= —q(V,-U)
= 0 (VvU)

dir. Bu ise bir kontakt Riemann submersiyonun lifleri hemen hemen Hermityen

manifold oldugunu gosterir (Falcitelli ve ark. 2004).

Tanim 4.1.3. (M 2L o1y, & 1) bir hemen hemen kontakt metrik manifold
olsun. O halde bir X € x (T'M;) i¢in,

(Lxp;) = 0 ise X vektor alanina ¢, —tensor alanimn infinitezimal otomorfizmi
denir (Falcitelli ve ark. 2004).

Lx , X vektor alanina gore Lie tiirevidir.

Teorem 4.1.1 M; bir hemen hemen kosimplektik manifold, My de hemen hemen
kontakt metrik manifold ve F': M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun.
Bu durumda, X yatay vektor alaninin infinitezimal otomorfizmi ise o zaman lifler

total jeodeziktir (Falcitelli ve ark. 2004).

Ispat. M, iizerindeki Vi ve V; dikey vektor alanlarimi, X yatay vektor alanin

olsun. M; bir hemen hemen kosimplektik manifold oldugundan,
d®, =0
olmalidir. Yani,

0 = d(I)l (‘/17901‘/%)()
_q)l ([‘/17()01‘/2] 7X> + q)l ([VvluX} 7901‘/2) - q)l ([901‘/27)(] 7‘/1>
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dir. Temel 2-formun tamimindan,

0 = Vi(g1(e1Va,01X)) — o1Va (g1 (Vi,0,.X)) + X (91 (V1, p1V2))
—g1 (Vi,0.V2] 1. X) + g1 ((Vi, X1, 0iVa) — a1 ([p1 Vo, XT, 01 VA1)

dir. [V, ¢, V5] dikey ve iki distribiisyon ¢, —invaryant oldugundan,

X (g1 (Vi,03V2)) + g1 (V1, X1, 901Va) — g1 ([0 Vo, X], 0, V4) = 0

dir. Burada kontakt yapi kullanilirsa,

Xg1 (Vi, =Va+n1 (V2) &) + g1 ([Vi, X, =Va + 11 (V) §&1) — g1 ([ Vo, XT, 01 VA)
Xgl (‘/17 ‘/2) + g1 ([‘/1>X] 9 ‘/2) + [ ([@1‘/27)(] 7%01‘/1)

olur. Burada

0 = g (VxVo, Vi) + 1 (Vx V1, V2) + 91 (Vi X, Va)
—91 (VxV1,Va) — g1 (1 [ Vo, X], V1)

olur. X € x" (M) vektor alam ¢, in infinitezimal otomorfizm oldugundan,

(Lxp)Va = 0
[X7901V2] — ¥ [X,Vg] =0
[X> 901‘/2] = ¥ [X, ‘/2]

dir. Her iki tarafim1 ¢, ile isleme alalim.

¥1 [X:(Pl‘/?] = 90% [X’ VQ]?
= —[X, o] + 11 ([X, 02]) &1
- —[X, 902]

olur. Lie parantezi ve 4.1 i 4.2 ye uygularsak

g1 (VVQX + [X7 ‘/2] 7‘/1) +gl (VV1X7 ‘/2) + qn (VV1X7 ‘/'2) — 01 ([X’ ‘/2] 7‘/1> =
an (VV2X7 ‘/1> + 0 ([Xv V2] ) Vl) + 0 (VV1X> ‘/2> — g ([X7 VQ] 7‘/1> =
qn (VV2X7 ‘/1) + 0 (VV1X7 ‘/2) =

24
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olur. Lemma 3.1.2 (II) kullanilirsa,

o (T, X, Vi) + 1 (11, X, V2) =0

olur. T" anti-simetrik operator oldugundan,

—01 (TVQ‘/I7X) — 01 (TV}V%X) =0

dir. T simetrik operator oldugundan,

291 (TVQ‘/laX) =0

dir. X # 0 oldugundan,

TVQ‘/l =0

dir. Her V3, V5 € x (M) igin dogru oldugundan 7' = 0 dir.

Eger T' = 0 ise lifler total jeodeziktir.

T = 0 ise lifler total jeodeziktir gerek ve yeter kosul lifler minimaldir. Yani
H =0 dir.

Teorem 4.1.1 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.1 F': M; — M, kontakt Riemann submersiyonunda M; bir quasi-
Sasakian veya hemen hemen kosimplektik manifold olsun. Bu taktirde X yatay
vektor alani p; —tensor alaninin infinitezimal otomorfizmi ise o zaman liflerde total

jeodeziktir (Falcitelli ve ark. 2004).
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4.2. O’Neill Tensorleri ve Ozellikleri

Lemma 4.2.1 F': M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger, M,

nearly K- kosimplektik manifold ise agagidaki ifadeler dogrudur (Chinea, D. 1984).

X € x" (M) igin,
(I)  Axp X = pAxX
(II) A, xX = ¢ AxX
() Axp X = A, xX
(IV) Ax§ =0

ispat.
(I) M, bir nearly K- kosimplektik manifold oldugundan, X € x" (M;) i¢in,

(Vxp) X =0ve Vx& =0
dir.

(Vxe) X = 0
VXQOIX— gplva =0

lemma 3.1.2 (IV) kullanilirsa,
thgOIX + AXg01X — ¥ (thX + AxX) =0
olur. Esitligin saglanmasi icin dikey ve yatay terimler ayr1 ayri sifira esitlenir.

AXgOIX— QpleX =0

dir.

(II) A alterleyen oldugundan (I) den

AleX = —A_XgOIX

dir.
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(III) (I) ve (IT) den (III) elde edilir.

(IV) M; bir nearly K- kosimplektik manifold oldugundan,
Vxé =0
dir. Lemma 3.1.2 (IV) kullanilirsa,
hVx& +AxE, =0

dir. Buradan Ax¢; = 0 ve hVx&, = 0 dir. Boylece ispat tamamlanir.

Benzer olarak asagidaki lemma elde edilir.

Lemma 4.2.2 F': M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger, M,
nearly K- kosimplektik manifold ise agagidaki ifadeler dogrudur (Chinea, D. 1984).

U € x* (M) igin,

@) TvpU = o, TyU

(II) T,,,0U = ¢, TyU

(IIT) Ty U = T,,0U

(IV) Ty& = 0

Teorem 4.2.1 F': M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger,
M quasi-K- kosimplektik manifold ise,

Vi, Vo € XV (M), X1, Xy € X" (M) igin agsagidaki esitlikler dogrudur (Chinea,
D. 1984).

@ TonVa= Ty Xy

(II) Ax,, Xi=0

(IIT) Ax, X1 = —Ax, 01 X0

ispat .

ey

g1 (T X1,Va) = —g1 (X1, T, Va)
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olur.

g1 (Tcpllela‘/Z) +gl (SOITVIXh‘/Q) =0
9 (Tou X1+ 0T X1,V2) = 0

dir. V5 # 0 oldugundan,

T¢1V1X1+g01TV1X1 = 0,
TonXi = —p Ty Xy

elde edilir.
(IT) M, quasi-K- kosimplektik manifold oldugundan, X; € x" (M,) icin

(Vxie1) X1+ (Vo x,01) 01X =11 (X1) Vi .6
dir (Chinea 1984).

m (X)) Vex,&1 = Ve Xi— e Vx, X1+ Vo, x 91 X1

_Splvsale Splea

dir. Tamim 3.2.1.1 (II) kullanilirsa,

m (X)) Ve &t = Vo Xi =9V Xi + Vg x (=X + ny (X1) &)
—¢1 Ve, x101X1,
m(X1)Vexi&s = Vo Xi =V, X1 — Vo x, Xi + 1 (X1) Ve, x, §
_901V¢1X1901X17
0 = VxoXi =9 Vx, X1 = Vo 0, Xo — 01V x990 X0

olur. Lemma 3.1.2 (IV) denklemini kullanip dikey bilegenleri alinirsa,

Ax 1 Xy — Ap x, X1 = 01 Ax, X1+ 0144, 5,01 X1 = 0
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elde edilir.

Ax,00 X1 —Ap,x, X1 = 0
Ax, o X1+ Ax,00 X1 = 0
2Ax,00X1 = 0
Ax;pr X1 = 0
olur.
(I11)

(IT) de X; yerine X; + X3 yazalm.

A xite X1+ X2 = 0
A 901X1X1 + A ¢1X1X2 + A ¢1X2X1 + A ¢1X2X2 =0

olur.

(IT) den

A¢1X1X2—|—A¢,1X2X1 = O
ApxiXa = —AyxX

elde edilir.

Teorem 4.2.2 F': M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger,
M nearly- kosimplektik manifold ise,

Vi,Vo € x° (My), X € x"(M,) icin asagidaki esitlikler dogrudur (Chinea, D.
1984).

(I) 20,7, Vo = Ty Vo + Ty 1, Vo

(D) 2Tv, 0. X = 01TV, Ve = Ty, X

ispat .
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(I) Lemma 3.1.2 (IV) kullanilirsa

VieiVi = TueVi+ Vg Vi

TvosVi = ViueVi— Vi Vi

Tv,oVi = (Vi) Vit o (Vi) — (61/1901) Vo — ¢y <§V1V1>
Troi = 0 (Vi) — o (Vi)

Tugi = ¢ (VuVi-Vuhi)

TV1<P1V1 = <P1TV1V1

olur. Burada V; yerine V; + V5 yazalm,

TvirveptVi+e Vo = oTviinVi + Vs
TviptVi + Ty, 01V + T,V +TvoVa = 01Ty, Vi+ o1 Ty Va+ Ty, Vi
+§01TV2‘/2
Tvip1 Vo + Ty, V1 = o TvVa+ 1Ty, V1
T simetrik oldugundan,
Tvip1Va + TvioiVa = o1 Tv,\Va+ Ty, Vo
TV1 e + TV1 o = 2¢1TV1‘/2
(IT)
g1 (ZTV1§01X7 ‘/2) = g1 (X7 TV1 @1‘/2 + Tgolvl ‘/2)

= g X, TveVa)+ g1 (X, T, 1, Vo)

= —g(TvX,0,Va) — g1 (T, X, Va)
= g (@TnX,Va) = g1 (Tpn X, V2)

= g (1T, X =T, 1, X, Va)

olur. Buradan,

2TV1901X = 901TV1X - TgolV1X

elde edilir.

Teorem 4.2.3 F': M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger,
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M; kosimplektik manifold ise,
E,F € x (M) igin agagidaki egitlikler dogrudur (Chinea, D. 1984).
(D) Tre B =17 E
(I1) App B = ¢, ApE

ispat .

(I) T nin tanimim kullanihirsa,

Tro B = hVypvp E +oV,pho B
= ©h(Vorp) vE + hpy (VopvE) + v (Vopey) RE +vey (VophE)
= hey (VopvE) + v, (VophE)
= @1 [h(VorvE) + v (VyphE))
= ¢ IrE

olur.

(IT) A nin tammim kullanilirsa,

ArpE = vViphoE 4+ AVirve B
= v (Virpy) hE + vy (VaphE) +h (Vipe,) vE + hoy (VipvE)
= v, (VarhE) + hoy (VipvE)
= 1[0 (VarhE) + h(VipvE))
= P ArE

olur.

Sonug 4.2.1 F': M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger, M;
kosimplektik manifold ise,

V,W € x¥ (M), X € x"(M,) i¢in asagidaki esitlikler dogrudur (Chinea, D.
1984).

D Ty, W = o, TvW

(II) Ty, X =Ty X

ispat.
(I) Teorem 4.2.3 (I) de F yerine V, E yerine W yazilirsa
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olur.

(IT) Teorem 4.2.3 (I) de E yerine X , F' yerine V yazilirsa
Tvp X = o Ty X
elde edilir.

4.3. Yapilarin Transferi

Teorem 4.3.1 (My, g1,01,11,&1) ve (Ma, g2, 09,19, &,) hemen hemen kontakt
metrik manifoldlar ve F': M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Bu
durumda, M; in hemen hemen kontakt yapisi normal ise M5 nin de hemen hemen

kontakt yapist normaldir (Falcitelli ve ark. 2004).

Ispat. M iizerindeki X ve Y yatay vektor alanlarimi temel vektor alanlari

oldugunu varsayalim. Bu durumda,
FX=XveEFY=Y'
dir. M; in hemen hemen kontakt yapisi normal oldugundan,
N® (X,Y) = [, 1] (X, Y) + 2dn, (X,Y) &,
dir. F' bir Riemann submersiyon oldugundan

ENY(X)Y) = F. (o1, (X,Y)+2dn, (X,Y)E,),
2
FN® (X,Y) = F. 1 [X Y]+ [p1 X 0] = [0 X, Y]
—¥1 [X7 <P1Y] + 2dm, (Xa Y) &1

olur. N | ¢, min Nijenhuis tensor alamdur.

Fiopy = pyFi

ve

F*Sl :fz
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esitlikleri kullanilirsa,

—[X, YT+ ([X,Y]) & + [0 X, 0 Y] = [p, X, Y]

—p1 [ X, Y]
= = [F*X7 F*Y] + 51 ([X7 Y] 751) F*él + [F*le, F*£1Y]

[, e (XSY) = F

—Fopy [p1 X, Y] = Fopy [X, 0, Y]

= —[X\ Y4 g2 (FL[X Y], Fu6) & + [ 50X LY
—py [Fup X, BY | — ¢y [BX, Fop, Y]

= —[X YT+ g (X, Y'],&) & + [ X, Y]
— 03 [P X, Y] — 0 [ X', FappY']

= [pa, o] (X'Y7) (4.3.1)

elde edilir. Diger taraftan

F2dn, (X,Y)& = Fo (X (V) =Y (X) =y ([X,Y]&))
= FXg (Y.&) - EYq (X, &) —a (X, Y], &) B
= X'go (Y, F.&§) =Yg (F.X, F&)
=92 ([F.X, Y], F&) &
= X', (V') = Y'ny (X') =y (X", Y']) &,
= 2dn, (X', Y") &, (4.3.2)

(4.3.1) ve (4.3.2) den
ENVD(X)Y)=ND (X' Y)=0

dir. O halde,
M, manifoldunun kontakt yapisi normal ise M, manifoldununda kontakt yapisi

normaldir.

Onerme 4.3.1. F: M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger,
M; manifoldu hemen hemen kosimplektik manifold ise M; manifoldu da hemen

hemen kosimplektik manifolddur (Falcitelli ve ark. 2004).

Ispat. M iizerindeki X , Y ve Z vektor alanlarini temel vektor alanlar: oldugu

varsayalim. Bu durumda,

FX=X veFY =Y’
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dir. M; bir hemen hemen kosimplektik manifold oldugundan,
dg; =0, dn =0
dir.

0 = do,(X,Y,2)
0 = X(,(V,2) =Y (91 (X,2)) + 2%, (X,Y)
_¢1([X’Y]’Z)+(I)l([X7Z]’Y)_(I)l([Y>Z]aX)

dir. Temel 2— formun tanmimi kullanilirsa,

0 = XY, Z)=Yaq (X, 01 Z) + Zg1 (X, 0,Y)
—g1 ([X7 Y] ?SDIZ) +gl ([X7 Z],CP1Y) — 01 ([Y7 Z] 7%01X)

elde edilir.

bir Riemann submersiyonu oldugundan,

0 = X'go(Y',0,2") = Y'g2 (X', 052") + Z'g2 (X', 05Y")
—02 (X' Y], 002') + 02 (X', 2], 02Y") = g2 ([Y', 2], 02 XT)

dir. Buradan,

0 = X&Y', 2)=Y'®y (X, Z')+ Z'®y (X', Y
—®, (X', Y], Z') + & (X', 2], Y) = s (Y, 2], X')

olur. Boylece

dd, (X',Y',2) =0 (4.3.3)

dir. Diger taraftan,

0 = 2dn, (X,Y)
0 = Xn (Y)=Yn (X)—n ([X,Y]&)
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olur. Esitligin her iki tarafina F, uygulanirsa,

FoXg (V&) - FYq (X, 6) =g ([X,Y],6) F.§, =0

dir. F' bir Riemann submersiyon oldugundan,

X'g2 (RY, F.&) =Yg (FX, F.6) — g2 ([RX, Y] F&)E = 0
X'gy (Y',61) = Y'g2 (X', €1)) = 2 (X Y], €1) &, = 0
X'y (Y1) = Yy (X') = ([ Y& = 0
2dn2(X Y) = 0
dir. Boylece
dny, =10 (4.3.4)

dir. 4.3.3 ve 4.3.4 den M5 manifoldunun hemen hemen kosimplektik manifold oldugu
goriiliir.

Teorem 4.3.1 ve Onerme 4.1.4 in uygulamalarindan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug. 4.3.1 F': M; — M> bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger, M;
manifoldu kosimplektik manifold veya quasi-Sasakian manifold ise M, manifoldu da

kosimplektik manifold veya quasi-Sasakian manifoldudur (Falcitelli ve ark. 2004).

Onerme 4.3.2 F: M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger, M,
manifoldu Sasakian manifold ise M, manifoldu da Sasakian manifoldudur (Falcitelli

ve ark. 2004).

Ispat. Bir hemen hemen kontakt metrik manifoldun Sasakian manifold olmasi

icin gerek ve yeter kogul X, Y € y (M;) olmak iizere,

(Vxp) Y =1 (X, Y) & —m (V) X

dir.

X veY yatay vektor alanlarinin temel vektor alanlarini varsayalim. Bu durumda,

F.X =X veF,Y =Y’

dir.
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Onerme 4.1.1.(II) ve Riemann submersiyon tanim kullanihirsa

F*h(VX%)Y = 0 )F*§1—91 (Yagl)F*XJ

(X,Y

(Vi)Y' = g2 (F.X, FY)& — g2 (FY, F6) X'
(
(

X,> Y/) 2= 92 (Y’, 52) X'

£
= X Y) &G - (V)X

elde edilir.

O halde, M; bir Sasakian manifold ise M5 manifoldu da Sasakian manifoldudur.

Onerme 4.3.3. F: M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger,
Mj manifoldu nearly-K-kosimplektik manifold ise M5 manifoldu da ayni sinifa aittir

(Falcitelli ve ark. 2004).

Ispat. M; manifoldu nearly-K-kosimplektik manifold oldugundan,
(Vxp) X =0ve Vx& =0
dir. Onerme 4.1.1.(II) den,
(Viipa) X' =0 ve Vi.§, =0

olur.

Onerme 4.3.3 iin uygulamalarindan asagidaki sonuc elde edilir.

Onerme 4.3.4. F: M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger,
M; manifoldu Kenmatsu veya nearly-K-Sasakian manifold ise M5 manifoldu da ayni

siifa aittir (Falcitelli ve ark. 2004).

Onerme 4.3.5. F: M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger,
M; bir kosimplektik manifold ise yatay distribiisyonu integrallenebilirdir (Falcitelli
ve ark. 2004).

ispat. M bir kosimplektik manifold oldugundan d®; = 0 dir.

X; ve X, yatay vektor alanlarina temel varsayalim. U dikey vektor alani olsun.
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Dogrudan hesaplamalarla

0 = dq)l(Xl,XQ,U)
0 = X1 (0, (Xa,U)) = X (D1 (X1,U)) + U (D (X, Xa)) — By ([X1, Xs], U)
O, (X0, U], Xo) — @y ([Xs, U], X))

dir. Temel-2 formun tanimi kullanilirsa,

0 = Xi(91(Xp,0U)) = X (g1 (X1, 0,0)) + U (g1 (X1, 01 X2))
—g1 ([X1, Xa] ,0.U) + g1 ([X1, U], 01 Xa) — g1 ([X2, U], 01 X1)

olur.
Dikey ve yatay distribiisyonlar invaryant oldugundan,

Onerme 3.1.1 (IV) kullamlirsa,

U (g1 (X1, X2)) — g1 ([X1, Xa] ,0,U) =0

elde edilir.

Eger X, temel ise,
h(VuX1) =h(Vx,U)=Ax,U
dir. Lemma 3.1.1 in (3.1.9) esitligi kullanihirsa,

U (91 (X17 %01X2)) = 0 (thX17<P1X2) + 0 (th%Xz,Xl)
= 01 (AX1U> 901X2) + 0 (AnpleUa Xl)

dir. A antisimetrik operator oldugundan lemma 3.1.1 in (3.1.9) denkleminden

U(g1 (X1,1X2)) = =1 (Ax, 01 X5,U) = g1 (A, x, X1, U)

dir. A alterleyen operator oldugundan dnerme 3.1.2 (II) den

U(gi (X1,01X2)) = g1 (A, x, X2, U) — g1 (A, x, X1, U) =0
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dir. Buradan,

g1 ([X1,X0],0,U) = 0
g]. (leXZ - VXQX:[, SOIU) = O

dir. ¢,U # 0 oldugundan,
leXQ - VX2X1 - O

dir. Lemma 3.1.2 (IV) kullanilirsa,

AX1X2 —|— hVX1X2 - AX2X1 —|— hVX2X1 - O

dir. Dikey ve yatay bilegenler ayr1 ayr1 sifira egitlenirse,

AX]_X2 - AXzXl =

AX1X2 + AXle =

2AX1X2 =
Ax, Xo =

c o o o o

A B

dir. O halde yatay distribiisyon integrallenebilirdir. Onerme 4.3.5 den asagidaki

sonug elde edilir.

Sonug 4.3.2 F': M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger,
M; manifoldu hemen hemen kosimplektik manifold veya quasi-Sasakian manifold

ise yatay distribiisyon integrallenebilir (Falcitelli ve ark. 2004).
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4.4. Bir Kontakt Riemann Submersiyon I¢in Egrilik iligkileri

Tanim 4.4.1 (M, g1,1,m1,&;) ve (Ma, g2, 99,15, &5) hemen hemen kontakt
metrik manifold ve F' : M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. ¢;-
holomorfik bi-kesit egriligini B ile ifade edelim. M, {izerinde £, e ortogonal sifirdan

farkli X; ve X5 vektorleri igin o, —holomorfik bi-kesit egriligi;

R1 (Xl, §01X17 X27 901X2)
11 1 X2

Bl <X17 X2> =

dir (Gundmundson, S. 2006).

M, iizerinde £, e ortogonal sifirdan farkli X; vektor alan icin ¢, —holomorfik bi-
kesit egriligi H; (X;) = B; (X3, X3) ile tammmlamir. M, nin ¢,—holomorfik bi-kesit
egriligi, kesit egriligini sirasiyla By ve Ha, lifin J— holomorfik bi-kesit egriligi, kesit

egriligini sirasiyla B ve H ile gosterelim.

Onerme 4.4.1 F : M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. V ve
U birim dikey vektorler, X; ve X, birm yatay vektor alanlari £, e ortogonal olsun.
Buna gore agagidaki egitlikler dogrudur. (Falcitelli ve ark. 2004).
(1) B, (V,U) = B(V.U) + g (Tve,U, Ty wU) — g1 (TvU, Ty w0, U)
(1) By (X1,V) = g1 (VvA) (X1, 0. X1), V) — 91 (Ax, 0.V, A x, V)
+01 (Axl‘ﬂ A%Xl%v) — 0 ((V%VA) (X1, 01X1), V)
—01 (TVX17T<,01V§01X1) + a0 (T%VXlaTV901X1)
(IIT) B; (X1, X3) = By (FL.X1, Fi Xo) — 291 (Ax, 01 X1, Ax, 01X32)
+g1 (Ap, x, X2, Ax, 01 X2) — g1 (Ax, X, Ay, x,01.X5)
IV) Hy (V) = Hy (V) + [Ty, VP = g1 (TVV. Tpvi, V)
(V) Hy(X1) = Hy (F.X1) = 3| Ax, 0. X0

ispat.

(I) Teorem 3.1.2 nin (3.1.11) esitliginden kolayca goriiliir.
(IT) Teorem 3.1.2 nin (3.1.12) esitliginden kolayca goriiliir.
(IIT) Teorem 3.1.2 nin (3.1.12) esitliginden kolayca goriiliir.
(IV) Teorem 3.1.2 nin (3.1.11) esitliginden kolayca goriiliir.
(V) Teorem 3.1.2 nin (3.1.12) esitliginden kolayca goriiliir.

Teorem 4.4.1 F': M; — M, bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Eger,
M kosimplektik manifold ise, X, Y yatay birim vektor alanlari, V' dikey vektor alam
icin agagidaki esitlikler dogrudur (Falcitelli ve ark. 2004).

() B (X,V) =2 TvX|”
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(I1) B, (X,Y) = By (F.X,E.Y)
(III) Hy (X) = B (Fi.X)

ispat.
(I) Bir kosimplektik submersiyonda A = 0 oldugundan Onerme 4.4.1 (IT) den

B (X,V) = - (v X, Tp,vr X) + g1 (T v X, Ty, X)
olur.

(Vvp) X = 0
VVSOlX - Solva - 0

dir.

T nin ozellikleri kullanilirsa,

Ty X = p Ty X

olur.

Benzer olarak,

bulunur.

Tover X = ¢iTvX
= Ty X+n (IvX)¢
— _TyX

olur. Buradan
B (X,V) =g (Ty X, Ty X) + g1 (01 Tv X, 0, Ty X))
olur. Diger taraftan,

a (e Tv X, o0 TvX) = g (Iv X, Ty X) —ny (Tv X) (Tv X)
= 01 (TVX7TVX)
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olur. Boylece,

By (X,V) =2¢, (Ty X, Ty X) = 2|| Ty X||?

elde edilir.
(IT) Bir kosimplektik submersiyonda A = 0 oldugundan énerme 4.4.1 (III) ten,

By (X,Y) = By (F,X,F.Y)

olur.

(IIT) Bir kosimplektik submersiyonda A = 0 oldugundan 6nerme 4.4.1 (V) ten,
Hy (X) = Hy (F.X)

olur.

Sonug 4.4.1 F': M; — M, bir kosimplektik submersiyon olsun. Bu durumda
M in bi-kesit egriligi M, in bi-kesit egriligine esittir (Falcitelli ve ark. 2004).
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5. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada Riemann submersiyonlar: iizerine insa edilen temel tensorler ve
yapilar ile hemen hemen kontakt metrik manifoldlar arasinda tanmimlanan kontakt
Riemann submersiyonlar incelenmigtir. Ayrica bir kontakt Riemann submersiyon
icin egrilik iligkileri incelenmistir. Kontakt Riemann submersiyondan yararlanarak

kontakt geometride farkli isimlerde submersiyonlar caligilabilir.
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