
T.C. 

DİCLE ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

 

 

 

 

KONTAKT RİEMANN SUBMERSİYONLAR 

 

 

 

 

 

 

Nebi YILMAZ 

 

 

 

 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

 

 

 

 

DİYARBAKIR 

Ekim - 2019 





   

I 

 

TEŞEKKÜR 

 

Yüksek lisans eğitimim boyunca bana yol gösterip destek olan, akademik 

bilgileri ve tecrübesi ile tezimin hazırlanmasında yardımcı olan ayrıca bana her türlü 

olanağı sağlayan, çok değerli hocam ve tez danışmanım Sayın Doç. Dr. Yılmaz 

GÜNDÜZALP’a en içten duygularımla teşekkürlerimi sunarım. 

Ayrıca her zaman yanımda olan, her türlü desteğini benden esirgemeyen değerli 

aileme sonsuz sevgilerimi ve teşekkürlerimi sunarım. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



   

II 

 

İÇİNDEKİLER 

 

 

ÖZGEÇMİŞ………………………………………………………………………….47 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                    Sayfa 

TEŞEKKÜR……………...……………………………………..……........................ I 

İÇİNDEKİLER………………………...………………………................................. II 

ÖZET…………………………………..…………....................................................... III 

ABSTRACT……………………...…………………................................................... IV 

KISALTMA VE SİMGELER…………..…………................................................... V 

1. GİRİŞ……………………………..………………..………………………… 1 

2. KAYNAK ÖZETLERİ……………………………..……………...……….. 3 

2.1          Tanım ve Kavramlar………………………………………………………….. 3 

3. MATERYAL VE METOT…………………………………………………. 7 

3.1. Riemann Submersiyonlar ve Temel Tensörler……………..………..……...... 7 

3.2. Kontakt Manifoldlar……….……………...………….………………………. 12 

3.2.1 Hemen Hemen Kontak Manifoldlar ………….……………………………… 12 

4. BULGULAR VE TARTIŞMA……………………………………………... 17 

4.1. Hemen Hemen Kontakt Riemann Submersiyonlar ve Özellikleri……..…….. 17 

4.2. O’Neill Tensörleri……………………………………………………………. 26 

4.3. Yapıların Transferi…………………………………………………………… 32 

4.4. Bir Kontakt Riemann Submersiyonlar İçin Eğrilik İlişkileri………………… 39 

5. SONUÇ VE ÖNERİLER………………………………………………….... 43 

6. KAYNAKLAR……………………….…………………................................ 45 



   

III 

 

ÖZET 

 

KONTAKT RİEMANN SUBMERSİYONLARI 
YÜKSEK LİSANS TEZİ 

 

Nebi  YILMAZ 

 

DİCLE ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

2019 

 

 

Bu tez çalışması beş bölümden meydana gelmektedir.  

Birinci bölümü giriş kısmıdır ve bölümde genel bir literatür taraması yapılmıştır.  

İkinci bölüm sonraki bölümlerde kullanılacak tanım ve kavramlara yer 

verilmiştir.  

Üçüncü bölümde Riemann submersiyonlar konusu ile ilgili tanımlar ve özellikler 

verilmiştir. Kontakt  manifoldları tanımlanmıştır.  

Dördüncü bölümde, hemen hemen kontakt Riemann submersiyonlar ve 

özelliklerine çalışılmıştır. Bununla birlikte kontakt Riemann submersiyon için eğrilik 

ilişkilerine çalışılmıştır. 

   Beşinci bölümde sonuç ve öneriler verilmiştir. 
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  This thesis consist of five chapters.  

The first chapter deals with the introduction and the literature review. 

    The second chapter gives the definitions of the terms and the concepts used in 

the following chapters. 

In the third chapter, definitions and characteristice related to Riemannian 

submersions are given. Besides, contact manifolds have been identified. 

In the fourth chapter, almost contact Riemannian submersions and their 

attributes have been studied. In addition, curvature relationships are studied for contact 

Riemannian submersions. 

In the fifth chapter, discussions and conclusions are given. 
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Nebi YILMAZ

1. G·IR·IŞ

Manifoldlar teorisi diferansiyel geometrinin en önemli çal¬̧sma alanlar¬ndan biridir.

Bu alanda çal¬̧sma yap¬l¬rken izlenilen yöntem, bir manifolddan di¼gerine uygun bir

dönüşüm tan¬mlamakt¬r. ·Izlenilen bu yöntemde, hem dönüşüm hemde di¼ger mani-

foldun özelliklerinden yararlan¬larak ele al¬nan manifoldun geometrisi çal¬̧s¬l¬r. ·Im-

mersiyon ve submersiyon bu dönüşümler içerisinde en önemlileri aras¬ndad¬r.

·Immersiyonlar küçük boyuttan yüksek boyuta, submersiyonlar¬ise yüksek boyut-

tan küçük boyuta tan¬mlanan dönüşümlerdir. ·Izometrik immersiyonlar¬n submersiy-

onlardaki kaŗs¬l¬¼g¬olan Riemann submersiyonlar 1966 y¬l¬nda O�Neill ve 1967 y¬l¬nda

da Gray taraf¬ndan ba¼g¬ms¬z olarak şöyle tan¬mland¬.

M1 ve M2 birer Riemann manifoldlar¬ve F : M1 ! M2 bir submersiyon olsun.

E¼ger, (çekF�)
? üzerinde F� bir izometri ise F ye bir Riemann submersiyonu denir.

Buna göre, her U1; U2 2 �
�
(çekF�)

?
�
için

g1 (U1; U2) = g2 (F� (U1) ; F� (U2))

d¬r (Falcitelli ve ark. 2004).

O�Neill immersiyondaki ikinci temel form ve şekil operatörüne kaŗs¬l¬k, Riemann

submersiyonlar için iki tane tensör alan¬ tan¬mlad¬ve bunlar¬n temel özelliklerini

inceledi. Bu temel tensörler, günümüzde O�Neill tensörleri olarak adland¬r¬lmakta

ve Riemann submersiyonlar için önemli araçlar olarak görülmektedir (Falcitelli ve

ark. 2004).

Manifold teorisinde hemen hemen kontakt Riemann manifoldlar¬oldukça önemli

bir yere sahiptir. Hemen hemen kontakt yap¬; M; (2n+ 1)�boyutlu manifold,
('; �; �) da M üzerinde s¬ras¬yla, (1; 1)�tipinde bir tensör alan, bir vektör alan¬ve
bir 1-form olsun. M üzerinde herhangi bir vektör alan¬X olmak üzere;

� (�) = 1 ve '2X = �X + � (X) �

eşitlikleri sa¼glan¬r. Bunun ard¬nda, ('; �; �) -üçlüsü hemen hemen kontakt yap¬s¬

üzerinde aşa¼g¬daki eşitliklerin yard¬m¬yla bir g metri¼gi tan¬mlanarak hemen hemen

kontakt metrik yap¬

� (X) = g (X; �) ;

g ('X;'Y ) = g (X; Y )� � (X) � (Y )

1



1. G·IR·IŞ

şekilde tan¬mlan¬r.

Watson 1984 y¬l¬nda, Chinea 1985 y¬l¬nda hemen hemen kontakt metrik manifold-

lar aras¬nda Riemann submersiyonlar¬n diferansiyel geometrisini çal¬̧smaya başlad¬

(Falcitelli ve ark. 2004). M2k+1
1 ve M2m+1

2 manifoldlar¬ s¬ras¬yla ('1; �1; �1; g1)

ve ('2; �2; �2; g2) hemen hemen kontakt yap¬lardan meydana gelsin. Buna göre,

F : M1 ! M2 Riemann submersiyonu aşa¼g¬daki koşullar¬gerçekleştirdi¼gi taktirde F

ye bir kontakt Riemann submersiyonu denir:

F��1 = �2

F� � '1 = '2 � F� :

Chinea kontakt submersiyonlar¬n geometrisini ve bu çeşit dönüşümlerin baz man-

ifoldu üzerindeki hemen hemen kontakt yap¬ya olan etkisine çal¬̧st¬.

Bu çal¬̧smalar¬n ¬̧s¬¼g¬nda hemen hemen kontakt Riemann submersiyonlar ve özel-

likleri tan¬mlanarak örnekler verilmi̧stir. Daha sonra O�Neill tensörlerin temel özel-

liklerine deyinilerek yap¬lar aras¬ndaki dönüşümler inşa edildi. Son olarak bir kon-

takt Riemann submersiyonlar için e¼grilik ili̧skileri tan¬mland¬.

2



Nebi YILMAZ

2. KAYNAK ÖZETLER·I

Bu bölümde, sonraki bölümlerde gerekli olan baz¬temel tan¬mlar ve teoremler

verilecektir.

2.1.Tan¬m ve Kavramlar

Tan¬m 2.1.1 M , n-boyutlu, diferansiyellenebilir manifold olsun. M üzerindeki

C1 vektör alanlar¬n¬n uzay¬� (M) veM denR yeC1 fonksiyonlar¬n uzay¬C1 (M;R)

olmak üzere;

g : � (M)� � (M)! C1 (M;R) (2.1.1)

şeklinde tan¬mlanan pozitif, simetrik ve 2-lineer Riemann metri¼gi g ile birlikte M

ye bir Riemann manifoldu ad¬verilir ve (M; g) şeklinde gösterilir (Kobayashi, S.,

Nomizo.,1996).

Tan¬m 2.1.2 M , n-boyutlu, diferansiyellenebilir bir manifold ve M üzerindeki

r : � (M)� � (M) ! � (M) ; (2.1.2)

(X; Y ) ! r (X; Y ) = rXY

dönüşümü;

(I) rX (Y + Z) = rXY +rXZ ; 8X; Y; Z 2 � (M)
(II) rfX+gYZ = frXZ+grYZ ; 8X; Y; Z 2 � (M) ve 8f; g 2 C1 (M;R)
(III) rX (fY ) = frXY +X (f)Y ; 8X; Y 2 � (M) ve 8f 2 C1 (M;R)

eşitlikleri sa¼glan¬yor ise r ya M üzerinde bir a�n (lineer) konneksiyon ad¬verilir

(Şahin, B., 2012).

Tan¬m 2.1.3 M1 diferansiyellenebilir bir manifoldu olsun. HerX1; X2 2 � (M1),

f 2 C1 (M1; R) için

[; ] : � (M1)� � (M1) ! � (M1) ;

(X1; X2) ! [X1; X2] f = X1 (X2f ) �X2 (X1f ) (2.1.9)

şeklinde tan¬mlanan [; ] dönüşümüne X1 ve X2 vektör alanlar¬na Parantez (Lie)

Operatörü denir.

Lie operatörü f; g 2 C1 (M1) ve X1; X2; X3 2 � (M1) koşulunda aşa¼g¬daki özel-

likleri gerçekleştirir (Do Carmo 1992).

3



2.KAYNAK ÖZETLER·I

(I) [X1; X2] = � [X2; X1]

(II) [t1X1 + t2X2; X3] = t1 [X1; X3] + t2 [X2; X3] ; t1; t2 2 R
(III) [[X1; X2] ; X3] + [[X2; X3] ; X1] + [[X3; X1] ; X2] = 0

(IV) [fX1; gX2] = fg [X1; X2] + f (X1g)X2 � g (X2f)X1 d¬r.

Tan¬m 2.1.4 (M; g), n�boyutlu bir Riemann manifoldu ve r da M üzerinde

tan¬mlanan bir a�n konneksiyonu olmak üzere;

(I) rXY �rYX = [X; Y ] ; 8X; Y 2 � (M)
(II) Xg (Y; Z) = g (rXY; Z) + g (Y;rXZ) ; 8X; Y; Z 2 � (M)

şartlar¬n¬sa¼glad¬¼g¬nda r daM üzerinde s¬f¬r torsiyonlu Riemann konneksiyon veya

M nin Levi-Civita Konneksiyonu ad¬verilir (Hac¬saliho¼glu,H.H,1980).

Tan¬m 2.1.5 (M; g), n�boyutlu bir Riemann manifoldu ve r da M üzerinde

tan¬mlanan birM nin Levi-Civita Konneksiyonu olmak üzere 8X; Y; Z 2 � (M) için;

2g (rXY; Z) = Xg (Y; Z) + Y g (Z;X)� Zg (X; Y )

�g (X; [Y; Z]) + g (Y; [Z;X]) + g (Z; [X;Y ]) (2.1.5)

ile tan¬mlanan ifadeye Kozsul formülü ad¬verilir (O�Neill 1966).

Tan¬m 2.1.6 (M; g) bir Riemann manifoldu r da Levi-Civita Konneksiyonu ve

8X;Y; Z 2 � (M) olmak üzere

R : � (M)� � (M)� � (M) ! � (M) ;

(X; Y; Z) ! R (X;Y; Z) = R (X;Y )Z;

R (X; Y )Z = rXrYZ �rY rXZ �r[X;Y ]Z (2.1.6)

olarak tan¬mlanan tensör alan¬na r konneksiyonunun e¼grilik tensörü denir (Yano,

K. and Kon, M., 1984).

Tan¬m 2.1.7 M1 ve M2 iki Riemann manifoldu olsun,

F : M1 ! M2;

p ! F (p) ; p 2M1

türevlenebilir bir dönüşüm için

F�p : TpM1 ! TF (p)M2;

vp ! F�p (vp)

4
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dönüşümüne M1 in p 2M1 noktas¬ndaki türev dönüşümü denir (O�Neill 1983).

Tan¬m 2.1.8 M1 ve M2 Riemann manifoldlar¬ve

F : M1 !M2

dönüşümü türevlenebilir bir dönüşümü oldu¼gunu farzedelim. Her p 2M1 için

F� (Ep) = GF (p)

oluyorsa E ve G; F�ba¼gl¬d¬r denir (O�Neill 1983)
Burada E; M1 üzerindeki vektör alan¬G de M2 üzerindeki vektör alan¬d¬r.

Tan¬m 2.1.9 F : M1 ! M2 dönüşümü C1 da olsun. F dönüşümünün türev

dönüşümü F� (TpM1) nin boyutu m ise F dönüşümünün rank¬da m dir (O�Neill

1983).

Tan¬m 2.1.10 (M1; g1) n�boyutlu Riemann manifoldu veM1 manifoldunun bir

p noktas¬ndaki tanjant uzay¬TpM1 olsun.TpM1 uzay¬n¬n 2�boyutlu bir alt uzay¬P
olsun.

P düzlemini geren vektörler X ve Y olmak üzere,

K (P ) =
g1 (R (X; Y )Y;X)

g1 (X;X) g1 (Y; Y )� g1 (X; Y )2

de¼gerine M1 manifoldunun P düzlemine göre kesit e¼grili¼gi denir (Falcitelli ve ark.

2004).
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Nebi YILMAZ

3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde, sonraki bölümlerde gerekli olan baz¬tan¬mlar ve teoremler verile-

cektir.

3.1 Riemann Submersiyonlar ve Temel Tensörler

Tan¬m 3.1.1 (M1; g1) ; n-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak üzere

D : M1 ! TxM1;

x ! Dx � TxM1

şeklinde tan¬mlanm¬̧s D dönüşümüne distribüsyon denir. X 2 � (M1) için p 2 M1

noktas¬nda Xp 2 Dp oluyor ise X vektör alan¬D ye ait olur denir. 8p noktas¬
için D ye ait r�tane diferansiyellenebilir lineer ba¼g¬ms¬z vektör alan¬var ise D ye

diferansiyellenebilirdir ve boyDp = r d¬r denir (Şahin 1996).

Tan¬m 3.1.2 (M1; g1) ve (M2; g2) s¬ras¬yla m ve n boyutlu birer Riemann man-

ifoldlar¬olmak üzere

F : (M1; g1) ! (M2; g2)

bir örten C1 dönüşümü için

rankF�x = boyM2

oluyor ise F ye x 2 M1 noktas¬nda submersiyon ad¬ verilir. 8X 2 M1 için F

submersiyon ise F ye M1 üzerinde bir submersiyon denir.

Herhangi bir x 2 M2 al¬nd¬¼g¬nda Fy = F�1 (x) üzerindeki lif, (M1; g1) mani-

foldunun (m� n)�boyutlu bir alt manifoldudur denir. F�1 (x) altmanifoldlar¬na
submersiyonun li�eri denir.

Herhangi bir p 2M1 için (M1; g1) üzerindeki V integrallenebilir distribüsyonu

Vp = Çek (F�p)

biçiminde tan¬mlan¬r. Vp ye submersiyonun dikey distribüsyonu denilir. Submersiy-

onun yatay distribüsyonu da

Hp = (Vp)
?

biçiminde tan¬mlan¬r (Falcitelli ve ark. 2004).

7



3. MATERYAL VE METOT

Tan¬m 3.1.3 (M1; g1) ve (M2; g2) Riemann manifoldular¬olsun.

F : (M1; g1) ! (M2; g2)

bir C1 dönüşümünde x 2M1 noktas¬na TxM1 nin s¬ras¬yla Vx ve Hx alt uzaylar¬na

kaŗs¬l¬k getiren

x! Vx ve x! Hx

dönüşümleri V = V (F ) ve H = H (F ) ile gösterilen C1 distribüsyonlar¬tan¬mlar.

V = V (F ) ye F nin dikey distribüsyonu veya dikey alt demeti, H = H (F ) ye ise F

nin yatay distribüsyonu veya yatay alt demeti denir (Falcitelli ve ark. 2004).

Tan¬m 3.1.4 (M1; g1) ve (M2; g2) Riemann manifoldlar¬ve

F : (M1; g1) ! (M2; g2)

bir C1 dönüşümü olmak üzere, her x 2M1 ve Ux; Vx 2 TxM1 için

g1 (Ux; Vx) = g2 (F� (Ux) ; F� (Vx)) (3.1.4)

oluyorsa F ye M1 den M2 ye bir izometri denir (Hac¬saliho¼glu 2003).

Tan¬m 3.1.5 (M1; g1) ve (M2; g2) Riemann manifoldlar¬ve

F : (M1; g1) ! (M2; g2)

bir C1 submersiyonu aşa¼g¬daki şartlar¬gerçekleştiriyor ise F ye bir Riemann sub-

mersiyonu denir.

(I) F dönüşümü maksimal ranka sahiptir.Yani 8p 2M1 için F�p türev dönüşümü

örtendir.

(II) Her p 2 M1 noktas¬nda, F�p dönüşümü yatay vektörlerinin uzunlu¼gunu

korur. Yani

g1p (u; v) = g1(p) (F�pu; F�pv) ; u; v 2 Hp ; p 2M1 (3.1.5)

d¬r. Bu ise, bir p 2 M1 noktas¬nda F� türev dönüşümünün Hp yatay uzay¬ndan

TF (p)M2 üzerine bir lineer izometri oldu¼gunu söyler (O�Neill, Falcitelli ve ark. 1966,

2004).

8
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Önerme 3.1.1 (M1; g1) ve (M2; g2) Riemann manifoldlar¬

F : (M1; g1) ! (M2; g2)

bir Riemann submersiyonu, r1 ve r2 s¬ras¬yla M1 ve M2 nin Levi-Civita konnek-

siyonu olsun. M1 üzerindeki X1, Y1 temel vektör alanlar¬X1�, Y1� vektör alanlar¬na

F�ba¼gl¬olsun.
(I) g1 (X1; Y1) = g1 (X1�; Y1�) � F
(II) h [X1; Y1] temel vektör alan¬, [X1�; Y1�] vektör alan¬F�ba¼gl¬d¬r.
(III) h (r1X1Y1) temel vektör alan¬ve r2X1�Y1� F�ba¼gl¬d¬r.
(IV) Herhangi bir V1 2 Xv (M1) için, [X1; V1] dikey vektör alan¬d¬r (Falcitelli ve

ark. 2004).

Tan¬m 3.1.6 (M1; g1) ve (M2; g2) Riemann manifoldlar¬verilmi̧s olsun. r; M1

üzerinde bir Riemann konneksiyon olsun. E;G 2 � (M1) için T tensör alan¬

T : � (M1)� � (M1) ! � (M1) ;

(E;G) ! T (E;G) = TEG = h (rvEvG) + v (rvEhG) (3.1.6)

şeklinde tan¬mlan¬r (O�Neill 1966).

Tan¬m 3.1.7 (M1; g1) ve (M2; g2) Riemann manifoldlar¬verilmi̧s olsun. r; M1

üzerinde bir Riemann konneksiyon olsun. E;G 2 � (M1) için A tensör alan¬

A : � (M1)� � (M1) ! � (M1) ;

(E;G) ! A (E;G) = AEG = h (rhEvG) + v (rhEhG)(3.1.7)

şeklinde tan¬mlan¬r (O�Neill 1966).

Lemma 3.1.1 (M1; g1) ve (M2; g2) Riemann manifoldlar¬

F : (M1; g1) ! (M2; g2)

bir Riemann submersiyonu olsun. Herhangi bir E;F;G 2 � (TM) için,

g1 (TEF;G) = �g1 (TEG;F ) ; (3.1.8)

g1 (AEF;G) = �g1 (AEG;F ) (3.1.9)

9



3. MATERYAL VE METOT

d¬r (Falcitelli ve ark. 2004).

Önerme 3.1.2 (M1; g1) ve (M2; g2) Riemann manifoldlar¬ve

F : (M1; g1) ! (M2; g2)

bir Riemann submersiyonu olmak üzere, A ve T tensör alanlar¬aşa¼g¬daki özellikleri

sa¼glar (O�Neill 1966).

(I) TUW = TWU; U;W 2 �v (M1) ;

(II) AXY = �AYX; X; Y 2 �h (M1) ;

(III) AXY =
1
2
v [X; Y ] ; X; Y 2 �h (M1) d¬r.

Teorem 3.1.1 (M1; g1) ve (M2; g2) Riemann manifoldlar¬ve

F : (M1; g1) ! (M2; g2)

bir Riemann submersiyonu verilsin. (M1; g1) üzerindeki yatay distribüsyonu H

olarak verilsin. Burada, H yatay distribüsyonu integrallenebilir olabilmesi için

gerek ve yeter şart A = 0 olmas¬d¬r (O�Neill 1966).

Lemma 3.1.2 (M1; g1) ve (M2; g2) Riemann manifoldlar¬ ve

F : (M1; g1) ! (M2; g2)

bir Riemann submersiyonu, V;W dikey vektör alanlar¬X ve Y yatay vektör alanlar¬

verilsin.

(I) rVW = TVW + brVW

(II) rVX = hrVX + TVX

(III) rXV = AXV + vrXV

(IV) rXY = hrXY +AXY d¬r. Ayr¬ca, X temel vektör alan¬ise [X;V ] dikey

vektör alan¬oldu¼gundan

hrVX = hrXV = AXV (3.1.10)

d¬r (O�Neill 1966). Burada r, (M1; g1) Riemann manifoldunun Levi-Civita konnek-

siyonudur.

Teorem 3.1.2 (M1; g1) ve (M2; g2) Riemann manifoldlar¬ve

F : (M1; g1) ! (M2; g2)

10
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bir Riemann submersiyonu veM1;M2 ve (F�1; ĝx) liftinin Riemann e¼grilik tensörleri

s¬ras¬yla R; R� ve bR verilmi̧s olsun.
Bu durumda, herhangi bir X;Y; Z ve H 2 �h (M1) ve U1; U2; U3; U4 2 �v (M1)

için

R (U1; U2; U3; U4) = bR (U1; U2; U3; U4) + g (TU1U3; TU1U4)� g (TU2U3; TU1U4) ;(3.1.11)

R (X; Y; Z;H) = R� (X;Y; Z;H) + 2g (AXY;AZH)� g (AYZ;AXH)

+g (AXZ;AYH) (3.1.12)

R (X; Y; U2; U3) = g ((rU2A)X Y; U3)� g (AXU3; AYU2)� g (AXU2; AYU3)

+g (AXZ;AYH) g ((rU3A)X Y; U2) + g (TU3X;TU2Y )

�g (TU2X;TU3Y ) (3.1.13)

d¬r (O�Neill 1966).

Teorem 3.1.3 (M1; g1) ve (M2; g2) Riemann manifoldlar¬ve

F : (M1; g1) ! (M2; g2)

bir Riemann submersiyonu veM1;M2 ve (F�1; ĝx) liftinin Riemann e¼grilik tensörleri

s¬ras¬yla R; R� ve bR verilmi̧s olsun.
Bu durumda, herhangi bir X;Y; Z ve H 2 �h (M1) ve U; V;D;W 2 �v (M1) için

K (U; V ) = bR (U; V;W;D) + g (TUW;TUD)� g (TVW;TUD) ;
K (X;V ) = g ((rXT )V V;X)� kTVXk

2 + kAXV k2

K (X; Y ) = K� (X; Y ) � F � 3 kAXY k2

d¬r (O�Neill ve Falcitelli ve ark. 1966, 2004).

Burada K kesit e¼grili¼gidir.

11
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3.2. Kontakt Manifoldlar

3.2.1. Hemen Hemen Kontakt Manifoldlar

Tan¬m 3.2.1.1M; (2n+ 1)�boyutlu manifold, ('; �; �) daM üzerinde s¬ras¬yla,

(1; 1) � tipinde bir tensör alan, bir vektör alan¬ ve bir 1-form olsun. E¼ger (�; �; �)

için M üzerinde herhangi bir vektör alan¬X olmak üzere;

(I) � (�) = 1

(II) '2X = �X+� (X) � özel-

likleri sa¼glan¬yorsa o zaman ('; �; �) yaM üzerinde bir hemen hemen kontakt yap¬s¬

denir. M bu yap¬ile bir hemen hemen kontakt manifold olarak adland¬r¬l¬r (Yano,

K., and Kon, M.,1984).

Teorem 3.2.1.1 ('; �; �) hemen hemen kontakt yap¬s¬için;

(I) '� = 0

(II) � ('X) = 0

(III) rank' = 2n dir (Yano, K., and Kon, M.,1984).

Tan¬m 3.2.1.2 M hemen hemen kontakt manifoldu ve M üzerinde g Riemann

metri¼gi;

(I) � (X) = g (X; �)

(II) g ('X;'Y ) = g (X; Y )�� (X) � (Y ) eşit-

likleri sa¼glan¬yor ise g metri¼gineM üzerinde hemen hemen kontakt metrik, ('; �; �; g)

yap¬s¬ileM ye de hemen hemen kontakt metrik manifold denir(Yano, K., and Kon,

M.,1984).

Tan¬m 3.2.1.3 V bir reel vektör uzay¬olsun.

J : V ! V

lineer dönüşümü;

J2 = �I

şart¬n¬ sa¼gl¬yor ise J ye V üzeride bir kompleks yap¬ denir. M , 2n + 1�boyutlu
manifold üzerinde hemen hemen kontakt yap¬s¬('; �; �) olsun. Reel say¬lar kümesini

R temsil etmek üzere M �R çarp¬m manifoldunu gözönüne alal¬m. O halde M �R
üzerinde her bir vektör alan¬; �

X; f
d

dt

�

12
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biçimindedir. Burada X; M manifolduna te¼get bir vektör alan¬, R reel do¼grunun

bir noktas¬n¬n koordinat¬t ve M � R çarp¬m üzerinde f bir fonksiyondur. M � R
çarp¬m¬m¬n¬n tanjant uzay¬nda,

J

�
X; f

d

dt

�
=

�
'X � f�; � (X) d

dt

�
J lineer dönüşümüneM �R çarp¬m üzerinde bir hemen hemen kompleks yap¬denir
(Yano and Kon, 1984).

Tan¬m 3.2.1.4 E¼ger M � R çarp¬m¬üzerindeki bir J hemen hemen kompleks

yap¬s¬ integrallenebilir ise ('; �; �) hemen hemen kontakt yap¬s¬ normaldir denir

(Yano and Kon, 1984).

Tan¬m 3.2.1.5 (M2n+1 ; '; �; �; g) hemen hemen kontakt metrik manifold oldu¼gunu

düşünelim. 8X1; X2 2 � (M) için

� (X1; X2) = g (X1; 'X2)

ile tan¬ml¬� dönüşümüne M manifoldunun temel 2- formu denir (Yano and Kon,

1984).

Tan¬m 3.2.1.6 (M2n+1 ; '; �; �; g), hemen hemen kontakt metrik manifoldu için

aşa¼g¬daki şartlar¬gerçekleşiyorsa ise,M2n+1 manifolduna hemen hemen kosimplektik

manifolddur denir.

d� = 0,

d� = 0.

E¼ger hemen hemen kosimplektik manifold normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir(Olszak 1981).

Tan¬m 3.2.1.7 M , kontakt metrik yap¬s¬('; �; �; g) olan (2n+ 1)-boyutlu bir

kontakt metrik manifold olsun. E¼ger M nin kontakt metrik yap¬s¬normal ise, M

Sasakian yap¬ya sahiptir denir. Bazen Sasakian manifold normal kontakt metrik

manifold olarak da adland¬r¬l¬r (Yano and Kon,1984)

Teorem 3.2.1.2 M; kontakt metrik yap¬s¬ ('; �; �; g) bir Sasakian yap¬d¬r ,
8X; Y 2 � (M) için;

(rX')Y = �g (X; Y ) � + � (Y )X

13
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dir (Yano and Kon,1984).

Burada;

rX ('Y ) = (rX')Y + 'rXY

dir.

Önerme 3.2.1.1 2n + 1-boyutlu bir kontakt metrik manifoldu M olsun. Bu

durumda M bir K -kontakt manifoldudur,

rX� = �'X , X 2 � (M)

dir (Yano, K., and Kon, M.,1984).

Tan¬m 3.2.1.8 (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold

oldu¼gunu varsayal¬m. Her X; Y 2 � (M) için aşa¼g¬daki şart¬sa¼gl¬yor ise M ye bir

Kenmotsu manifoldu denir:

(rX')Y = g ('X; Y ) � � � (Y )'X

Bir M Kenmotsu manifoldu üzerinde 8X; Y 2 � (M) için aşa¼g¬daki eşitlikler

do¼grudur:

rX� = X � � (X) �

(rX�)Y = g (X; Y )� � (X) � (Y )

d¬r (Dileo, G., Pastore A.M., 2007).

Tan¬m 3.2.1.9 (M2n+1; '; �; �; g) bir hemen hemen kontakt metrik manifold

oldu¼gunu varsayal¬m. E¼ger M normal ve temel 2-form kapal¬ (d� = 0) ise bu

manifolda quasi-Sasakian denir (Blair,1967).

Teorem 3.2.1.3 (M2n+1; '; �; �; g) manifoldunun her X;Y 2 � (M) için nearly-
K-kosimplektik manifold olmas¬için gerek ve yeter koşul aşa¼g¬daki eşitliklerin gerçek-

leştirmesi gerekir.

(rX') (Y ) + (rY ') (X) = 0;

rX� = 0:

d¬r (Falcitelli, M., Ianus, S. and Pastore, A.M. 2004).

14
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Teorem 3.2.1.4 (M2n+1; '; �; �; g) manifoldunun her X; Y 2 � (M) için quasi-
K-kosimplektik manifold olmas¬için gerek ve yeter şart aşa¼g¬daki eşitli¼gin gerçek-

leştirmesi gerekir.

(rX') (Y ) +
�
rY (X)'

�
(' (Y )) = � (Y )r'(X)�

d¬r (Falcitelli, M., Ianus, S. and Pastore, A.M. 2004).

Tan¬m 3.2.1.10 (M2n+1; '; �; �; g) manifoldunun her X; Y 2 � (M) için nearly-
K-Sasakian manifold olmas¬ için gerek ve yeter şart aşa¼g¬daki eşitlikler gerçek-

leştirmesi gerekir:

(rX') (X) = g (X;X) � � � (X)X;

rX� = �'X

(Falcitelli, M., Ianus, S. and Pastore, A.M. 2004).
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu bölüm dört alt bölümden oluşmaktad¬r. Birinci alt bölümde hemem hemen

kontakt Riemann submersiyonlar ve özelliklerine de¼ginilip bu tip submersiyonlara

bir örnek verilecektir. ·Ikinci alt bölümde O�Neill tensörlerin temel özellikleri in-

celenecektir. Üçüncü alt bölümde yap¬lar aras¬ndaki dönüşümler inşa edilecektir.

Dördüncü bölümde ise kontakt Riemann submersiyonlar için e¼grilik ili̧skileri sunula-

cakt¬r.

4.1 Hemen Hemen Kontakt Riemann Submersiyonlar ve Özellikleri

Tan¬m 4.1.1 (M1; g1; '1; �1; �1) ve (M2; g2; '2; �2; �2) hemen hemen kontakt

metrik manifoldlar olsun. Bu durumda,

F : M1 !M2

dönüşümü için aşa¼g¬daki şart sa¼glan¬yorsa F ye bir ('1; '2)�holomor�k dönüşüm
denir:

F� � '1 = '2 � F�

(Falcitelli ve ark. 2004).

Tan¬m 4.1.2. (M1; g1; '1; �1; �1) ve (M2; g2; '2; �2; �2) hemen hemen kontakt

metrik manifoldlar olsun. Bu durumda,

F : M1 !M2

dönüşümü,

(I) F bir Riemann submersiyondur.

(II) F��1 = �2
(III) F��'1 = '2�F� şart-

lar¬n¬ sa¼gl¬yorsa F ye bir kontakt Riemann submersiyon denir (Falcitelli ve ark.

2004).

Örnek 4.1.1 R5 Öklidyen uzay¬üzerindeki kartezyen koordinatlar (x1; x2; x3; x4; z)

olsun. 1-form � = dz; karekteristik vektör alan¬� = d
dz
; Riemann metri¼gi

gR5 = (dx1)
2 + (dx2)

2 + (dx3)
2 + (dx4)

2 + (dz)2

17
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ve

' =

2666666664

0 �1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 �1 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

3777777775
ile verilsin. Bu durumda, (R5; gR5 ; '; �; �)�beşlisi bir hemen hemen kontakt metrik
manifolddur.

Örnek 4.1.2 R5 ve R3 standart Riemann metrikleri ile verilen Öklidyen uzaylar

olsun.

F :
�
R5; g1

�
!

�
R3; g2

�
F (x1; x2; x3; x4; z) =

�
x1 + x3p

2
;
x2 + x4p

2
; z

�
dönüşümü verilmi̧s olsun. Bu durumda do¼grudan hesaplamalarla

F� =

2664
1p
2

0 1p
2

0 0

0 1p
2

0 1p
2
0

0 0 0 0 1

3775
olur. Dikey ve yatay uzay¬geren vektörler

ÇekF� = span fU1 = (�1; 0; 1; 0; 0) ; U2 = (0;�1; 0; 1; 0)g ;

(ÇekF�)
? = span fX1 = (1; 0; 1; 0; 0) ; X2 = (0; 1; 0; 1; 0) ; � = (0; 0; 0; 0; 1)g

biçiminde hesaplan¬r. Buradan

F�X1 =

�
2p
2
; 0; 0

�
;

F�X2 =

�
0;
2p
2
; 0

�
elde edilir.

g1 (X1; X1) = g2 (F�X1; F�X1) = 2

ve

g1 (X2; X2) = g2 (F�X2; F�X2) = 2

18



Nebi YILMAZ

olur. Böylece F bir Riemann submersiyondur.

F�'1X1 = '2F�X1 ve F�'1X2 = '2F�X2

F� � '1 = '2 � F�

şartlar¬n¬da sa¼glar. O halde F bir kontakt Riemann submersiyondur.

Önerme 4.1.1 (M1; g1; '1; �1; �1) ve (M2; g2; '2; �2; �2) hemen hemen kontakt

metrik manifold ve F :M1 !M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger X

ve Y , M1 üzerinde temel vektör alanlar¬ise, M2 üzerinde X 0; Y 0 ne F�ba¼gl¬d¬r. Bu
durumda aşa¼g¬daki iddalar geçerlidir.

(I) '1X, '2X 0 ne F�ba¼gl¬d¬r.
(II) h (rX'1)Y , (r0

X0'02)Y
0 ne F�ba¼gl¬d¬r.

(III) F�h [X; Y ] = [X 0; Y 0] (Falcitelli ve ark. 2004).

·Ispat.

(I) X ve X 0 F ba¼gl¬oldu¼gundan

F�X = X 0

d¬r. Tan¬m 4.1.2 (iii) den

F�'1X = '2 � F�X = '2X
0

elde edilir. Dolay¬s¬yla M1 üzerindeki '1X temel vektör alan¬M2 üzerindeki '2X
0

ne F�ba¼gl¬d¬r.

(II)

(rX'1)Y = rX'1Y � '1rXY

d¬r.

F�X = X 0

ve

F�Y = Y
0

d¬r. Do¼grudan hesaplamayla

F� (h (rX'1)Y ) = F� (hrX'1Y � h'1rXY )

= F� (hrX'1Y )� F� (h'1rXY )
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d¬r. F bir holomor�k dönüşüm oldu¼gundan

F� (h (rX'1)Y ) = F�h (rX'1Y )� F�'1hrXY

olur. Önerme 4.1.1 (III) den

F� (h (rX'1)Y ) = r0
X0'2Y

0 � '2r0
X0Y 0

= (r0
X'2)Y

0

olur. Böylece ispat tamamlan¬r.

(III)

F�X = X 0 ve F�Y = Y 0

d¬r.

F�h [X; Y ] = [F�X;F�Y ] = [X
0; Y 0]

olur.

Önerme 4.1.2M1 veM2 hemen hemen kontakt metrik manifoldlar ve F : M1 !
M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Bu durumda yatay ve dikey distribüsy-

onlar '1�invaryantt¬r (Kon M., Yano K. 2004).

·Ispat. U bir dikey vektör alan¬olsun. F holomor�k dönüşüm oldu¼gundan,

F�'1U = '1F�U = 0

d¬r. U dikey vektör alan¬ve F bir Riemann submersiyon oldu¼gundan F�U = 0 d¬r.

Böylece F�'1U = 0 d¬r. Yani '1U = 0 dikeydir. X yatay vektör alan¬n¬ele alal¬m.

M1 bir hemen hemen kontakt metrik manifold oldu¼gundan

g1 ('1X;U) = �g1 (X;'1U) = 0

d¬r. Burada '1U dikey X yatay vektör alan¬d¬r. Böylece

g1 ('1X;U) = 0

d¬r. O halde '1X yatay vektör alan¬d¬r.

Önerme 4.1.3 (M1; g1; '1; �1; �1) ve (M2; g2; '2; �2; �2) hemen hemen kontakt

20
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metrik manifoldlar ve F : M1 ! M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. O

halde aşa¼g¬daki iddalar geçerlidir (Falcitelli ve ark. 2004).

(I) F��2 = �1 sadece yatay distribisyon üzerinde sa¼glan¬r.

(II) F��2 = �1

·Ispat.

(I) M1 üzerindekiX ve Y yatay vektör alanlar¬n¬temel vektör alanlar¬oldu¼gunu

varsayal¬m. F kontakt Riemann submersiyon oldu¼gundan tan¬madan,

F��2 (X; Y ) = �2 (F�X;F�Y )

= g2 (F�X;'2F�Y )

d¬r. F holomor�k dönüşüm oldu¼gundan,

F��2 (X; Y ) = g2 (F�X;F�'1Y )

d¬r. F Riemann submesiyon oldu¼gundan,

F��2 (X; Y ) = g1 (X;'1Y )

olur. Böylece temel 2�formun tan¬m¬kullan¬l¬rsa

F��2 (X; Y ) = �1 (X;Y )

olur. Bu eşitlik her X; Y 2 �h (M1) için do¼gru oldu¼gundan F��2 = �1 d¬r. Böylece

ispat tamamlan¬r.

(II) M1 üzerindeki X yatay vektör alan¬n¬temel vektör alan¬oldu¼gunu varsay-

al¬m.

F��2 (X) = �2 (F�X)

d¬r.

F��2 (X) = g2 (F�X;F��1)

olur. Riemann submersiyon tan¬m¬kullan¬l¬rsa,

F��2 (X) = g1 (X; �1)

elde edilir. Her X 2 �h (M1) için do¼gru oldu¼gundan F��2 = �1 d¬r.
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Önerme 4.1.4 F :
�
M2m+1
1 ; g1; '1; �1; �1

�
!
�
M2m+1
2 ; g2; '2; �2; �2

�
bir kontakt

Riemann submersiyon olsun. Bu durumda

(I) Reeb (karakteristik) vektör alan¬�1 yatayd¬r. Gerçekten,

�1 = v�1 + h�1

yaz¬labilir

�1 (h�1) = g2 (F��1; F�h�1)

= g2 (�2; �2)

= 1:

Di¼ger taraftan

�1 (h�1) + �1 (v�1) = 1

d¬r. O zaman v�1 = 0 d¬r.

(II) Her U 2 �v (M1) için �1 yatay oldu¼gundan

�1 (U) = g1 (U; �1)

= 0

d¬r.

(III) Bir kontakt Riemann submersiyon li�F�1 olsun.

boyF�1 = (2m+ 1)� (2n+ 1)

= 2 (m� n)

= 2k

d¬r. ��
F�1

�k
; bg�

üzerinde J = b' ve g1n� = bg olsun.
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(J; bg)� hemen hemen Hermityen yap¬s¬d¬r. Kontakt yap¬n¬n tan¬m¬kullan¬l¬rsa,
J2U = '21U

= �U + �1 (U) �1
= �U; U 2 � (M1)

d¬r. Di¼ger taraftan,

g1 (JV; JU) = �g1
�
V; J2U

�
= �g1 (V;�U)

= g1 (V; U)

d¬r. Bu ise bir kontakt Riemann submersiyonun li�eri hemen hemen Hermityen

manifold oldu¼gunu gösterir (Falcitelli ve ark. 2004).

Tan¬m 4.1.3.
�
M2mu1
1 ; g1; '1; �1; �1

�
bir hemen hemen kontakt metrik manifold

olsun. O halde bir X 2 � (TM1) için,

(LX'1) = 0 ise X vektör alan¬na '1�tensör alan¬n¬n in�nitezimal otomor�zmi
denir (Falcitelli ve ark. 2004).

LX , X vektör alan¬na göre Lie türevidir.

Teorem 4.1.1M1 bir hemen hemen kosimplektik manifold,M2 de hemen hemen

kontakt metrik manifold ve F :M1 !M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun.

Bu durumda, X yatay vektör alan¬n¬n in�nitezimal otomor�zmi ise o zaman li�er

total jeodeziktir (Falcitelli ve ark. 2004).

·Ispat. M1 üzerindeki V1 ve V2 dikey vektör alanlar¬n¬, X yatay vektör alan¬n

olsun. M1 bir hemen hemen kosimplektik manifold oldu¼gundan,

d�1 = 0

olmal¬d¬r. Yani,

0 = d�1 (V1; '1V2; X)

0 = V1 (�1 ('1V2; X))� '1V2 (�1 (V1; X)) +X (�1 (V1; '1V2))

��1 ([V1; '1V2] ; X) + �1 ([V1; X] ; '1V2)� �1 (['1V2; X] ; V1)
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d¬r. Temel 2-formun tan¬m¬ndan,

0 = V1 (g1 ('1V2; '1X))� '1V2 (g1 (V1; '1X)) +X
�
g1
�
V1; '

2
1V2
��

�g1 ([V1; '1V2] ; '1X) + g1
�
[V1; X] ; '

2
1V2
�
� g1 (['1V2; X] ; '1V1)

d¬r. [V1; '1V2] dikey ve iki distribüsyon '1�invaryant oldu¼gundan,

X
�
g1
�
V1; '

2
1V2
��
+ g1

�
[V1; X] ; '

2
1V2
�
� g1 (['1V2; X] ; '1V1) = 0

d¬r. Burada kontakt yap¬kullan¬l¬rsa,

Xg1 (V1;�V2 + �1 (V2) �1) + g1 ([V1; X] ;�V2 + �1 (V2) �1)� g1 (['1V2; X] ; '1V1) = 0

Xg1 (V1; V2) + g1 ([V1; X] ; V2) + g1 (['1V2; X] ; '1V1) = 0

olur. Burada

0 = g1 (rXV2; V1) + g1 (rXV1; V2) + g1 (rV1X;V2)

�g1 (rXV1; V2)� g1 ('1 ['1V2; X] ; V1) (4.1)

olur. X 2 �h (M1) vektör alan¬'1 in in�nitezimal otomor�zm oldu¼gundan,

(LX'1)V2 = 0

[X;'1V2]� '1 [X;V2] = 0

[X;'1V2] = '1 [X;V2]

d¬r. Her iki taraf¬n¬'1 ile i̧sleme alal¬m.

'1 [X;'1V2] = '21 [X;V2] ;

= � [X;'2] + �1 ([X;'2]) �1
= � [X;'2] (4.2)

olur. Lie parantezi ve 4.1 i 4.2 ye uygularsak

g1 (rV2X + [X;V2] ; V1) + g1 (rV1X;V2) + g1 (rV1X;V2)� g1 ([X;V2] ; V1) = 0;

g1 (rV2X;V1) + g1 ([X;V2] ; V1) + g1 (rV1X;V2)� g1 ([X;V2] ; V1) = 0;

g1 (rV2X;V1) + g1 (rV1X;V2) = 0:
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olur. Lemma 3.1.2 (II) kullan¬l¬rsa,

g1 (TV2X;V1) + g1 (TV1X;V2) = 0

olur. T anti-simetrik operatör oldu¼gundan,

�g1 (TV2V1; X)� g1 (TV1V2; X) = 0

d¬r. T simetrik operatör oldu¼gundan,

2g1 (TV2V1; X) = 0

d¬r. X 6= 0 oldu¼gundan,

TV2V1 = 0

d¬r. Her V1; V2 2 � (M1) için do¼gru oldu¼gundan T = 0 d¬r.

E¼ger T = 0 ise li�er total jeodeziktir.

T = 0 ise li�er total jeodeziktir gerek ve yeter koşul li�er minimald¬r. Yani

H = 0 d¬r.

Teorem 4.1.1 den aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 4.1.1 F : M1 ! M2 kontakt Riemann submersiyonunda M1 bir quasi-

Sasakian veya hemen hemen kosimplektik manifold olsun. Bu taktirde X yatay

vektör alan¬'1�tensör alan¬n¬n in�nitezimal otomor�zmi ise o zaman li�erde total
jeodeziktir (Falcitelli ve ark. 2004).
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4.2. O�Neill Tensörleri ve Özellikleri

Lemma 4.2.1 F : M1 !M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger,M1

nearly K- kosimplektik manifold ise aşa¼g¬daki ifadeler do¼grudur (Chinea, D. 1984).

X 2 �h (M1) için,

(I) AX'1X = '1AXX

(II) A'1XX = '1AXX

(III) AX'1X = A'1XX

(IV) AX�1 = 0

·Ispat.

(I) M1 bir nearly K- kosimplektik manifold oldu¼gundan, X 2 �h (M1) için,

(rX'1)X = 0 ve rX�1 = 0

d¬r.

(rX'1)X = 0

rX'1X � '1rXX = 0

lemma 3.1.2 (IV) kullan¬l¬rsa,

hrX'1X + AX'1X � '1 (hrXX + AXX) = 0

olur. Eşitli¼gin sa¼glanmas¬için dikey ve yatay terimler ayr¬ayr¬s¬f¬ra eşitlenir.

AX'1X � '1AXX = 0

AX'1X = '1AXX

d¬r.

(II) A alterleyen oldu¼gundan (I) den

A'1XX = �AX'1X

= �'1AXX

= '1AXX

d¬r.
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(III) (I) ve (II) den (III) elde edilir.

(IV) M1 bir nearly K- kosimplektik manifold oldu¼gundan,

rX�1 = 0

d¬r. Lemma 3.1.2 (IV) kullan¬l¬rsa,

hrX�1 + AX�1 = 0

d¬r. Buradan AX�1 = 0 ve hrX�1 = 0 d¬r. Böylece ispat tamamlan¬r.

Benzer olarak aşa¼g¬daki lemma elde edilir.

Lemma 4.2.2 F : M1 !M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger,M1

nearly K- kosimplektik manifold ise aşa¼g¬daki ifadeler do¼grudur (Chinea, D. 1984).

U 2 �v (M1) için,

(I) TU'1U = '1TUU

(II) T'1UU = '1TUU

(III) TU'1U = T'1UU

(IV) TU�1 = 0

Teorem 4.2.1 F : M1 ! M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger,

M1 quasi-K- kosimplektik manifold ise,

V1; V2 2 �v (M1) ; X1; X2 2 �h (M1) için aşa¼g¬daki eşitlikler do¼grudur (Chinea,

D. 1984).

(I) T'1V1V2 = '1TV1X1

(II) AX1'1X1 = 0

(III) AX1'1X1 = �AX2'1X1

·Ispat.

(I)

g1
�
T'1V1X1; V2

�
= �g1

�
X1; T'1V1V2

�
= �g1 (X1; TV1'1V2)

= �g1 (TV1X1; '1V2)

= �g1 ('1TV1X1; V2)

27



4. BULGULAR VE TARTIŞMA

olur.

g1
�
T'1V1X1; V2

�
+ g1 ('1TV1X1; V2) = 0

g1
�
T'1V1X1 + '1TV1X1; V2

�
= 0

d¬r. V2 6= 0 oldu¼gundan,

T'1V1X1 + '1TV1X1 = 0;

T'1V1X1 = �'1TV1X1

elde edilir.

(II) M1 quasi-K- kosimplektik manifold oldu¼gundan, X1 2 �h (M1) için

(rX1'1)X1 +
�
r'1X1'1

�
'1X1 = �1 (X1)r'1X1�1

d¬r (Chinea 1984).

�1 (X1)r'1X1�1 = rX1'1X1 � '1rX1X1 +r'1X1'
2
1X1

�'1r'1X1'1X1;

d¬r. Tan¬m 3.2.1.1 (II) kullan¬l¬rsa,

�1 (X1)r'1X1�1 = rX1'1X1 � '1rX1X1 +r'1X1 (�X1 + �1 (X1) �1)

�'1r'1X1'1X1;

�1 (X1)r'1X1�1 = rX1'1X1 � '1rX1X1 �r'1X1X1 + �1 (X1)r'1X1 �1

�'1r'1X1'1X1;

0 = rX1'1X1 � '1rX1X1 �r'1X1X1 � '1r'1X1'1X1

olur. Lemma 3.1.2 (IV) denklemini kullan¬p dikey bileşenleri al¬n¬rsa,

AX1'1X1 � A'1X1X1 = '1AX1X1 + '1A'1X1'1X1 = 0

28



Nebi YILMAZ

elde edilir.

AX1'1X1 � A'1X1X1 = 0

AX1'1X1 + AX1'1X1 = 0

2AX1'1X1 = 0

AX1'1X1 = 0

olur.

(III)

(II) de X1 yerine X1 +X2 yazal¬m.

A '1X1+'1X2X1 +X2 = 0

A '1X1X1 + A '1X1X2 + A '1X2X1 + A '1X2X2 = 0

olur.

(II) den

A '1X1X2 + A '1X2X1 = 0

A '1X1X2 = �A '1X2X1

elde edilir.

Teorem 4.2.2 F : M1 ! M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger,

M1 nearly- kosimplektik manifold ise,

V1; V2 2 �v (M1) ; X 2 �h (M1) için aşa¼g¬daki eşitlikler do¼grudur (Chinea, D.

1984).

(I) 2'1TV1V2 = TV1'1V2 + T'1V1V2

(II) 2TV1'1X = '1TV1V2 � T'1V1X

·Ispat.
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(I) Lemma 3.1.2 (IV) kullan¬l¬rsa

rV1'1V1 = TV1'1V1 + brV1'1 V1

TV1'1V1 = rV1'1V1 � brV1'1 V1

TV1'1V1 = (rV1'1)V1 + '1 (rV1V1)�
�brV1'1

�
V2 � '1

�brV1V1

�
TV1'1V1 = '1 (rV1V1)� '1

�brV1V1

�
TV1'1V1 = '1

�
rV1V1 � brV1V1

�
TV1'1V1 = '1TV1V1

olur. Burada V1 yerine V1 + V2 yazal¬m,

TV1+V2'1V1 + '1V2 = '1TV1+V2V1 + V2

TV1'1V1 + TV1 '1V2 + TV2'1V1 + TV2'1V2 = '1TV1 V1 + '1TV1V2 + '1TV2 V1

+'1TV2V2

TV1'1V2 + TV2'1V1 = '1TV1V2 + '1TV2V1

T simetrik oldu¼gundan,

TV1'1V2 + TV1'1V1 = '1TV1V2 + '1TV1V2

T
'1V2

V1
+ T

'1V1
V1

= 2'1TV1V2

(II)

g1 (2TV1'1X;V2) = g1
�
X;TV1 '1V2 + T'1V1 V2

�
= g1 (X;TV1'1V2) + g1

�
X;T'1V1V2

�
= � g1 (TV1X;'1V2)� g1

�
T'1V1X;V2

�
= g1 ('1TV1X;V2)� g1

�
T'1V1X;V2

�
= g1

�
'1TV1X � T'1V1X;V2

�
olur. Buradan,

2TV1'1X = '1TV1X � T'1V1X

elde edilir.

Teorem 4.2.3 F : M1 ! M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger,
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M1 kosimplektik manifold ise,

E;F 2 � (M1) için aşa¼g¬daki eşitlikler do¼grudur (Chinea, D. 1984).

(I) TF'1E = '1TF E

(II) AF'1E = '1AFE

·Ispat.

(I) T nin tan¬m¬n¬kullan¬l¬rsa,

TF'1E = hrvFv'1E + vrvFh'1E

= h (rvF'1) vE + h'1 (rvFvE) + v (rvF'1)hE + v'1 (rvFhE)

= h'1 (rvFvE) + v'1 (rvFhE)

= '1 [h (rvFvE) + v (rvFhE)]

= '1TFE

olur.

(II) A nin tan¬m¬n¬kullan¬l¬rsa,

AF'1E = vrhFh'1E + hrhFv'1E

= v (rhF'1)hE + v'1 (rhFhE) + h (rhF'1) vE + h'1 (rhFvE)

= v'1 (rhFhE) + h'1 (rhFvE)

= '1 [v (rhFhE) + h (rhFvE)]

= '1AFE

olur.

Sonuç 4.2.1 F : M1 ! M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger, M1

kosimplektik manifold ise,

V;W 2 �v (M1), X 2 �h (M1) için aşa¼g¬daki eşitlikler do¼grudur (Chinea, D.

1984).

(I) TV '1W = '1TVW

(II) TV '1X = '1TVX

·Ispat.

(I) Teorem 4.2.3 (I) de F yerine V , E yerine W yaz¬l¬rsa

TV '1W = '1TVW
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olur.

(II) Teorem 4.2.3 (I) de E yerine X , F yerine V yaz¬l¬rsa

TV '1X = '1TVX

elde edilir.

4.3. Yap¬lar¬n Transferi

Teorem 4.3.1 (M1; g1; '1; �1; �1) ve (M2; g2; '2; �2; �2) hemen hemen kontakt

metrik manifoldlar ve F : M1 ! M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. Bu

durumda, M1 in hemen hemen kontakt yap¬s¬normal ise M2 nin de hemen hemen

kontakt yap¬s¬normaldir (Falcitelli ve ark. 2004).

·Ispat. M1 üzerindeki X ve Y yatay vektör alanlar¬n¬ temel vektör alanlar¬

oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda,

F�X = X 0 ve F�Y = Y 0

d¬r. M1 in hemen hemen kontakt yap¬s¬normal oldu¼gundan,

N (1) (X;Y ) = ['1; '1] (X; Y ) + 2d�1 (X;Y ) �1

d¬r. F bir Riemann submersiyon oldu¼gundan

F�N
(1) (X; Y ) = F� (['1; '1] (X; Y ) + 2d�1 (X; Y ) �1) ;

F�N
(1) (X; Y ) = F�

0@ '21 [X; Y ] + ['1X;'1Y ]� ['1X;Y ]
�'1 [X;'1Y ] + 2d�1 (X; Y ) �1

1A
olur. N (1) , '1 n¬n Nijenhuis tensör alan¬d¬r.

F�'1 = '2F�

ve

F��1 = �2
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eşitlikleri kullan¬l¬rsa,

['1; '1] (X; Y ) = F�

0@ � [X; Y ] + �1 ([X; Y ]) �1 + ['1X;'1Y ]� ['1X; Y ]
�'1 [X;'1Y ]

1A
= � [F�X;F�Y ] + g1 ([X; Y ] ; �1)F��1 + [F��1X;F��1Y ]

�F�'1 ['1X; Y ]� F�'1 [X;'1Y ]

= � [X 0; Y 0] + g2 (F� [X; Y ] ; F��1) �2 + [�2F�X; �2F�Y ]

�'2 [F�'1X;F�Y ]� '2 [F�X;F�'1Y ]

= � [X 0; Y 0] + g2 ([X
0; Y 0] ; �2) �2 + ['2X

0; '2Y
0]

�'2 ['2X 0; Y 0]� '2 [X 0; F�'2Y
0]

= ['2; '2] (X
0; Y 0) (4.3.1)

elde edilir. Di¼ger taraftan

F�2d�1 (X; Y ) �1 = F� (X�1 (Y )� Y �1 (X)� �1 ([X; Y ] �1))

= F�Xg1 (Y; �1)� F�Y g1 (X; �1)� g1 ([X; Y ] ; �1)F��1
= X 0g2 (F�Y; F��1)� Y 0g2 (F�X;F��1)

�g2 ([F�X;F�Y ] ; F��1) �2
= X 0�2 (Y

0)� Y 0�2 (X 0)� �2 ([X 0; Y 0]) �2

= 2d�2 (X
0; Y 0) �2 (4.3.2)

(4.3.1) ve (4.3.2) den

F�N
(1) (X;Y ) = N 0(1) (X 0; Y 0) = 0

d¬r. O halde,

M1 manifoldunun kontakt yap¬s¬normal ise M2 manifoldununda kontakt yap¬s¬

normaldir.

Önerme 4.3.1. F : M1 ! M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger,

M1 manifoldu hemen hemen kosimplektik manifold ise M2 manifoldu da hemen

hemen kosimplektik manifolddur (Falcitelli ve ark. 2004).

·Ispat. M1 üzerindeki X , Y ve Z vektör alanlar¬n¬temel vektör alanlar¬oldu¼gu

varsayal¬m. Bu durumda,

F�X = X 0 ve F�Y = Y 0
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d¬r. M1 bir hemen hemen kosimplektik manifold oldu¼gundan,

d�1 = 0; d�1 = 0

d¬r.

0 = d�1 (X; Y; Z)

0 = X (�1 (Y; Z))� Y (�1 (X;Z)) + Z�1 (X; Y )

��1 ([X;Y ] ; Z) + �1 ([X;Z] ; Y )� �1 ([Y; Z] ; X)

d¬r. Temel 2� formun tan¬m¬kullan¬l¬rsa,

0 = Xg1 (Y; '1Z)� Y g1 (X;'1Z) + Zg1 (X;'1Y )

�g1 ([X; Y ] ; '1Z) + g1 ([X;Z] ; '1Y )� g1 ([Y; Z] ; '1X)

elde edilir.

F�'1 = '2F� ve F

bir Riemann submersiyonu oldu¼gundan,

0 = X 0g2 (Y
0; '2Z

0)� Y 0g2 (X 0; '2Z
0) + Z 0g2 (X

0; '2Y
0)

�g2 ([X 0; Y 0] ; '2Z
0) + g2 ([X

0; Z 0] ; '2Y
0)� g2 ([Y 0; Z 0] ; '2X 0)

d¬r. Buradan,

0 = X 0�2 (Y
0; Z 0)� Y 0�2 (X 0; Z 0) + Z 0�2 (X

0; Y 0)

��2 ([X 0; Y 0] ; Z 0) + �2 ([X
0; Z 0] ; Y 0)� �2 ([Y 0; Z 0] ; X 0)

olur. Böylece

d�2 (X
0; Y 0; Z 0) = 0 (4.3.3)

d¬r. Di¼ger taraftan,

0 = 2d�1 (X;Y )

0 = X�1 (Y )� Y �1 (X)� �1 ([X;Y ] �1)
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olur. Eşitli¼gin her iki taraf¬na F� uygulan¬rsa,

F�Xg1 (Y; �1)� F�Y g1 (X; �1)� g1 ([X; Y ] ; �1)F��1 = 0

d¬r. F bir Riemann submersiyon oldu¼gundan,

X 0g2 (F�Y; F��1)� Y 0g2 (F�X;F��1)� g2 ([F�X;F�Y ] ; F��1) �2 = 0

X 0g2 (Y
0; �01)� Y 0g2 ((X 0; �01))� g2 ([X 0; Y 0] ; �01) �2 = 0

X 0�2 (Y
0)� Y 0�2 (X 0)� �2 ([X 0; Y 0]) �2 = 0

2d�2 (X
0; Y 0) = 0

d¬r. Böylece

d�2 = 0 (4.3.4)

d¬r. 4.3.3 ve 4.3.4 denM2 manifoldunun hemen hemen kosimplektik manifold oldu¼gu

görülür.

Teorem 4.3.1 ve Önerme 4.1.4 in uygulamalar¬ndan aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç. 4.3.1 F : M1 !M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger,M1

manifoldu kosimplektik manifold veya quasi-Sasakian manifold iseM2 manifoldu da

kosimplektik manifold veya quasi-Sasakian manifoldudur (Falcitelli ve ark. 2004).

Önerme 4.3.2 F : M1 !M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger,M1

manifoldu Sasakian manifold iseM2 manifoldu da Sasakian manifoldudur (Falcitelli

ve ark. 2004).

·Ispat. Bir hemen hemen kontakt metrik manifoldun Sasakian manifold olmas¬

için gerek ve yeter koşul X; Y 2 � (M1) olmak üzere,

(rX'1)Y = g1 (X; Y ) �1 � �1 (Y )X

d¬r.

X ve Y yatay vektör alanlar¬n¬n temel vektör alanlar¬n¬varsayal¬m. Bu durumda,

F�X = X 0 veF�Y = Y
0

d¬r.
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Önerme 4.1.1.(II) ve Riemann submersiyon tan¬m¬kullan¬l¬rsa

F�h (rX'1)Y = g1 (X; Y )F��1 � g1 (Y; �1)F�X;

(r0
X0'2)Y

0 = g2 (F�X;F�Y ) �2 � g2 (F�Y; F��1)X 0

= g2 (X
0; Y 0) �2 � g2 (Y 0; �2)X 0

= g2 (X
0; Y 0) �2 � �2 (Y 0)X 0

elde edilir.

O halde, M1 bir Sasakian manifold ise M2 manifoldu da Sasakian manifoldudur.

Önerme 4.3.3. F : M1 ! M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger,

M1 manifoldu nearly-K-kosimplektik manifold iseM2 manifoldu da ayn¬s¬n¬fa aittir

(Falcitelli ve ark. 2004).

·Ispat. M1 manifoldu nearly-K-kosimplektik manifold oldu¼gundan,

(rX'1)X = 0 ve rX�1 = 0

d¬r. Önerme 4.1.1.(II) den,

(r0
X0'2)X

0 = 0 ve r0
X0�2 = 0

olur.

Önerme 4.3.3 ün uygulamalar¬ndan aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Önerme 4.3.4. F : M1 ! M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger,

M1 manifoldu Kenmatsu veya nearly-K-Sasakian manifold iseM2 manifoldu da ayn¬

s¬n¬fa aittir (Falcitelli ve ark. 2004).

Önerme 4.3.5. F : M1 ! M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger,

M1 bir kosimplektik manifold ise yatay distribüsyonu integrallenebilirdir (Falcitelli

ve ark. 2004).

·Ispat. M1 bir kosimplektik manifold oldu¼gundan d�1 = 0 d¬r.

X1 ve X2 yatay vektör alanlar¬na temel varsayal¬m. U dikey vektör alan¬olsun.
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Do¼grudan hesaplamalarla

0 = d�1 (X1; X2; U)

0 = X1 (�1 (X2; U))�X2 (�1 (X1; U)) + U (�1 (X1; X2))� �1 ([X1; X2] ; U)

+�1 ([X1; U ] ; X2)� �1 ([X2; U ] ; X1)

d¬r. Temel-2 formun tan¬m¬kullan¬l¬rsa,

0 = X1 (g1 (X2; '1U))�X2 (g1 (X1; '1U)) + U (g1 (X1; '1X2))

�g1 ([X1; X2] ; '1U) + g1 ([X1; U ] ; '1X2)� g1 ([X2; U ] ; '1X1)

olur.

Dikey ve yatay distribüsyonlar invaryant oldu¼gundan,

Önerme 3.1.1 (IV) kullan¬l¬rsa,

U (g1 (X1; '1X2))� g1 ([X1; X2] ; '1U) = 0

elde edilir.

E¼ger X1 temel ise,

h (rUX1) = h (rX1U) = AX1U

d¬r. Lemma 3.1.1 in (3.1.9) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

U (g1 (X1; '1X2)) = g1 (hrUX1; '1X2) + g1 (hrU'1X2; X1)

= g1 (AX1U;'1X2) + g1
�
A'1X2U;X1

�
d¬r. A antisimetrik operatör oldu¼gundan lemma 3.1.1 in (3.1.9) denkleminden

U (g1 (X1; '1X2)) = �g1 (AX1'1X2; U)� g1
�
A'1X2X1; U

�
d¬r. A alterleyen operatör oldu¼gundan önerme 3.1.2 (II) den

U (g1 (X1; '1X2)) = g1
�
A'1X1X2; U

�
� g1

�
A'1X2X1; U

�
= 0

37



4. BULGULAR VE TARTIŞMA

d¬r. Buradan,

g1 ([X1; X2] ; '1U) = 0

g1 (rX1X2 �rX2X1; '1U) = 0

d¬r. '1U 6= 0 oldu¼gundan,

rX1X2 �rX2X1 = 0

d¬r. Lemma 3.1.2 (IV) kullan¬l¬rsa,

AX1X2 + hrX1X2 � AX2X1 + hrX2X1 = 0

d¬r. Dikey ve yatay bileşenler ayr¬ayr¬s¬f¬ra eşitlenirse,

AX1X2 � AX2X1 = 0;

AX1X2 + AX1X2 = 0;

2AX1X2 = 0;

AX1X2 = 0;

A = 0

d¬r. O halde yatay distribüsyon integrallenebilirdir. Önerme 4.3.5 den aşa¼g¬daki

sonuç elde edilir.

Sonuç 4.3.2 F : M1 ! M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger,

M1 manifoldu hemen hemen kosimplektik manifold veya quasi-Sasakian manifold

ise yatay distribüsyon integrallenebilir (Falcitelli ve ark. 2004).
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4.4. Bir Kontakt Riemann Submersiyon ·Için E¼grilik ·Ili̧skileri

Tan¬m 4.4.1 (M1; g1; '1; �1; �1) ve (M2; g2; '2; �2; �2) hemen hemen kontakt

metrik manifold ve F : M1 ! M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. '1-

holomor�k bi-kesit e¼grili¼gini B1 ile ifade edelim. M1 üzerinde �1 e ortogonal s¬f¬rdan

farkl¬X1 ve X2 vektörleri için '1�holomor�k bi-kesit e¼grili¼gi;

B1 (X1; X2) =
R1 (X1; '1X1; X2; '1X2)

kX1k2 kX2k2

d¬r (Gundmundson, S. 2006).

M1 üzerinde �1 e ortogonal s¬f¬rdan farkl¬X1 vektör alan¬için '1�holomor�k bi-
kesit e¼grili¼gi H1 (X1) = B1 (X1; X2) ile tan¬mlan¬r. M2 nin '2�holomor�k bi-kesit
e¼grili¼gi, kesit e¼grili¼gini s¬ras¬yla B2 ve H2, li�n J� holomor�k bi-kesit e¼grili¼gi, kesit

e¼grili¼gini s¬ras¬yla bB ve bH ile gösterelim.

Önerme 4.4.1 F : M1 ! M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. V ve

U birim dikey vektörler, X1 ve X2 birm yatay vektör alanlar¬�1 e ortogonal olsun.

Buna göre aşa¼g¬daki eşitlikler do¼grudur. (Falcitelli ve ark. 2004).

(I) B1 (V; U) = bB (V; U) + g1 �TV '1U; T'1VU�� g1 �TVU; T'1V '1U�
(II) B1 (X1; V ) = g1 ((rVA) (X1; '1X1) ; '1V )� g1

�
AX1'1V;A'1X1V

�
+g1

�
AX1V;A'1X1'1V

�
� g1

��
r'1VA

�
(X1; '1X1) ; V

�
�g1

�
TVX1; T'1V '1X1

�
+ g1

�
T'1VX1; TV '1X1

�
(III) B1 (X1; X2) = B2 (F�X1; F�X2)� 2g1 (AX1'1X1; AX2 '1X2)

+g1
�
A'1X1X2; AX1'1X2

�
� g1

�
AX1X2; A'1X1'1X2

�
(IV) H1 (V ) = H2 (V ) + kTV '1V k

2 � g1
�
TV V; T'1V '1V

�
(V) H1 (X1) = H2 (F�X1)� 3 kAX1'1X1k2

·Ispat.

(I) Teorem 3.1.2 nin (3.1.11) eşitli¼ginden kolayca görülür.

(II) Teorem 3.1.2 nin (3.1.12) eşitli¼ginden kolayca görülür.

(III) Teorem 3.1.2 nin (3.1.12) eşitli¼ginden kolayca görülür.

(IV) Teorem 3.1.2 nin (3.1.11) eşitli¼ginden kolayca görülür.

(V) Teorem 3.1.2 nin (3.1.12) eşitli¼ginden kolayca görülür.

Teorem 4.4.1 F : M1 ! M2 bir kontakt Riemann submersiyon olsun. E¼ger,

M1 kosimplektik manifold ise, X;Y yatay birim vektör alanlar¬, V dikey vektör alan¬

için aşa¼g¬daki eşitlikler do¼grudur (Falcitelli ve ark. 2004).

(I) B1 (X;V ) = 2 kTVXk2
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(II) B1 (X; Y ) = B2 (F�X;F�Y )

(III) H1 (X) = B2 (F�X)

·Ispat.

(I) Bir kosimplektik submersiyonda A = 0 oldu¼gundan Önerme 4.4.1 (II) den

B1 (X;V ) = �g1
�
TVX;T'1V '1X

�
+ g1

�
T'1VX;TV '1X

�
olur.

(rV '1)X = 0

rV '1X � '1rVX = 0

d¬r.

T nin özellikleri kullan¬l¬rsa,

TV '1X = '1TVX

olur.

Benzer olarak,

TV '1X = '1TVX

bulunur.

T'1V '1X = '21TVX

= �TVX + �1 (TVX) �1
= �TVX

olur. Buradan

B1 (X;V ) = g1 (TVX;TVX) + g1 ('1TVX;'1TVX)

olur. Di¼ger taraftan,

g1 ('1TVX;'1TVX) = g1 (TVX;TVX)� �1 (TVX) (TVX)

= g1 (TVX;TVX)
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olur. Böylece,

B1 (X;V ) = 2g1 (TVX;TVX) = 2 kTVXk2

elde edilir.

(II) Bir kosimplektik submersiyonda A = 0 oldu¼gundan önerme 4.4.1 (III) ten,

B1 (X;Y ) = B2 (F�X;F�Y )

olur.

(III) Bir kosimplektik submersiyonda A = 0 oldu¼gundan önerme 4.4.1 (V) ten,

H1 (X) = H2 (F�X)

olur.

Sonuç 4.4.1 F : M1 ! M2 bir kosimplektik submersiyon olsun. Bu durumda

M1 in bi-kesit e¼grili¼gi M2 in bi-kesit e¼grili¼gine eşittir (Falcitelli ve ark. 2004).
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5. SONUÇ VE ÖNER·ILER

Bu çal¬̧smada Riemann submersiyonlar¬üzerine inşa edilen temel tensörler ve

yap¬lar ile hemen hemen kontakt metrik manifoldlar aras¬nda tan¬mlanan kontakt

Riemann submersiyonlar incelenmi̧stir. Ayr¬ca bir kontakt Riemann submersiyon

için e¼grilik ili̧skileri incelenmi̧stir. Kontakt Riemann submersiyondan yararlanarak

kontakt geometride farkl¬isimlerde submersiyonlar çal¬̧s¬labilir.
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Şahin, B. 2012. Manifoldlar¬n Diferansiyel Geometrisi. Nobel Akedemik

Yay¬nc¬l¬k.
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