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1. GIRIS

Kesirli tiirev ve integral, Leibniz ve Newton tarafindan ayrintili olarak
incelenen klasik tiirev ve integral kavramlarinin genellestirilmis halidir. Kesirli
tirev ile aslinda anlatilmak istenen herhangi bir mertebeden tiirevdir. Kesirli
mertebeden tiirev ve integral kavramlari klasik tiirev ve integral kavramlar1 kadar
eski olup kesirli tiirev ifadesi birgok kaynakta belirtildigi gibi ilk defa 1965 yilinda
Leibniz’in L’Hospital’a yazdig1 bir mektupta ge¢cmektedir (Dalir and Bashour
2010). Leibniz’in mektubunda L’Hospital’a yonelttigi “ Tamsayr basamaktan
tirevler kesirli basamaktan tiirevlere genisletilebilir mi?” sorusu kesirli
diferensiyel kavraminin ilk ortaya c¢ikigi olarak gosterilebilir. Leibniz diginda
Rimemann, Liouville, Lagrange, Laplace, Fourier, Weyl ve Abel gibi bircok iinlii
matematik¢i de aymi konu lizerinde ilerleyen zamanlarda benzer g¢aligmalar

yapmislardir (Loverro 2004).

Kesirli tiirev ve kesirli integral i¢in literatiirde c¢esitli tanimlar verilmistir.
Bunlardan bazilarn Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov, Wely, Riezs
kesirli tiirevleridir. Kesirli mertebeden tiirev nasil tanimlanirsa tanimlansin tiirev,
mertebesi tamsayiya esit olacak sekilde segildiginde ortaya cikan ifade tam say1
mertebeden tiirev ifadesi ile ayn1 olmaktadir(Oldham 1974; Podlubny 1999; Miller
1993; Hilfer 2000). Yapilan bazi1 ¢alismalarda belirli sartlar altinda bu tanimlarin
esdeger oldugu gosterilmistir. Birbirileri arasinda gecis olmasina ragmen
tanimlarin fiziksel yorumlar1 farklilik gosterebilir. Kesirli analizde birden fazla
tiirev taniminin olmasisin bize sagladigi yarar problemin tiiriine gbre en uygun
olanimin kullanilmas1 ve bdylece en iyi problem ¢dziimiiniin elde edilmis olmasidir

(Oldham,1974;Miller 1993;Podlubny 1999; Hilfer 2000).

Caputu kesirli tiirev tanimi, Riemann-Liouville tanimiin Laplace doniigiimii
uygulamalarinda ortaya ¢ikan baslangic degerlerinin hesaplanmasi veya deneysel
yolla &lgiilmesi problemini ortadan kaldirmak igin 1960’11 yillarda Italyan
matematik¢i M. Caputo tarafindan oOnerilmistir. Caputo yaklagiminin temel
avantaj1, Caputo tlirevli kesirli diferensiyel denklemler i¢in tanimlanan baslangig
kosullar ile tamsay1 mertebeli diferensiyel denklemler i¢in tanimlanan baslangic

kosullarmin ayni olmasidir. Bu yiizden literatiirde yer alan son g¢alismalarda,



kesirli diferensiyel denklemlerin analitik ve niimerik ¢oziimlerinde Riemann-
Liouville kesirli tiirev operatdrii yerine kesirli tiirev operatdrii daha ¢ok tercih
edilmelidir. Son yillarda kesirli adi ve kismi diferensiyel denklemler ile kesirli
integral denklemlerinin ¢éziimlerinin elde edilmesine yonelik caligsmalar giderek
artmigtir. Kesirli diferensiyel denklemlerin pek c¢ogunun analitik ¢oziimii
bulunamadigindan yaklasik ya da sayisal ¢oziimlerinin bulunmasi igin cesitli ve
daha pratik yontemler ortaya konulmustur. Bu ydntemlerin kesirli diferensiyel
denklemlere uygulamalarinda, kesirli tiirev ve integral operatorleri etkili bir

sekilde kullanilmaktadir ( Momani et al. 2006).

Literatiirde, Riemann-Liouville kesirli tiirevi ile kastedilen sol tiirevdir. Keyfi
bir [a,b] araliginda tanimlanan fiziksel sistem siirecini ifade eden f(t)
fonksiyonunu ele alalim. Sag tiirev f fonksiyonun gelecekteki durumunu ifade
eder. Ancak f siirecinin simdiki durumu gelecekteki durumuna bagli degildir. Bu
yiizden fiziksel bir problemin tanimlanmasinda sag tiirev genellikle ihmal edilir(

Podlubny 1999).

Caputo ve Caputo-Hadamard’in genellestirilmis yeni bir kesirli islemi olan
kesirli tiirev islemi ele alinmustir. Bu calismada islemin bazi 0Ozellikleri
incelenmistir. Yani iglemin genellestirilmis kesirli integralin tersine (evrik) islemi
oldugu kanitlanmistir. Bu islem ile Riemann-Liouville arasinda bagimnti
kurulmustur.  Calisma  kesirli  diferensiyel denklemlerin  ¢6ziimlerinin
karsilastirmasi i¢in faydali olan kesirli bir Gronwall esitsizlik tiirii ile devam

etmistir ( Almeida 2017).

Kesirli tiirev ve integrale deginirken en Onemli kavramlardan bazilari ele
alimmistir. U. Katugampola, p = 1 oldugunda Riemann-Liouville kesirli iglemini
elde ettigimiz ve Hadamard Kesirli islemini p — 0% alarak elde ettigimiz yeni bir
p < 0 parametresi sunarak genel bir kesirli islem One slirmiistiir. Sonrasinda
Caputo kesirli integrali 6ne slirmiigtiir ve bunun bazi 6zellikleri kanitlanmigtir. Bu
caligmaya rastgele gercek siralamali @ € (0,1)’nin Caputo-Katugampola kesirli

tiirevinin tanimi yapilarak devam edilmistir ve gortildiigi tizere bu Katugampola



kesirli integralinin tersine islemidir. Daha sonra yeni kesirli tiirev isleminin

birtakim 6zellikleri iizerinde durulmustur (Katugampola 2011).

Tez bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.
Temel kavramlar olan ikinci boliimde, onbilgiler ve diger boliimlerde kullanilacak
temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Materyal ve Yontem olan {igiincii
boliimde; Riemann-Liouville kesirli tiirev ve integral, Caputo-Katugampola kesirli
tirev ve Caputo-Katugampola kesirli integral tanimlarina yer verilmistir.
Arastirma ve Bulgulari olan dordiincii béliimde ise daha 6nce iki ve ii¢ fonksiyon
icin yapilan ¢aligma n tane fonksiyon i¢in genellestirilmistir. Beginci boliim ise

tartisma ve sonug¢ boliimiine ayrilmigtir.



2.TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez calismasinin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak bazi

temel bilgiler verilecektir
2.1 Gamma Fonksiyonu

Gama fonksiyonunu ifade etmek i¢in
Fu) = e dt == (2.1)

integrali ile tamimlanan fonksiyonu ele alalim. Bu integral ¢ > 0 olmak {izere
herc < u < dsonlu araliginda % degerine diizglin yakimsaktir (Altin 2011). (2.1)
esitliginde u degiskenine tiirevler alirsak:

® 1
—F'(w) = f te ' dt = —
A u

" @ 2!
F'(w = f t?edt = —
0 u

" ® 3!
—F"(uw) = f tle™dt = —
0 u

devam edilirse n. mertebeden tiirevi i¢in

& !
(—D"F™ (u) =f teutds =

0

un+1

esitligi elde edilir. Bu son esitlikte u = 1 alimirsa
f t"etdt = n!
0

olur. Burada n degerleri pozitif tamsayilar olarak alinmistir. Halbuki n degerinin
herhangi bir reel say1 olmasi halinde de bu genellestirilmis integral tanimlidir.

x > 0 olan herhangi bir reel say1 {izere;



I(x) = [t e tdt(2.2)

Genellestirilmis fonksiyon yardimiyla tanimlanan fonksiyona Gama fonksiyonu

denir

Gama fonksiyonun tanimindan

I'x+1)= f t e tdt
0

= x!

yazilabilir. Buradan goriiliiyor ki, —1 degerinden biiyiik tiim reel sayilarin
faktoriyel degerlerini sonlu bir reel say1 olarak tanimlamak miimkiindiir. Bundan

dolay1 Gama fonksiyonuna genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da denir.

x = 0 oldugu zaman faktoriyel fonksiyonun degeri
0! = f etdt =1
0

olur. Bu ayn1 zaman da 0! degerinin 1 oldugunu bize ispat eder.
Matematikte n faktoriyel;
n! =nn - 1)(n-2)...3.2.1

seklinde ifade edilir. Burada n! = n(n — 1)! esitligi oldugundan eger x = n bir

tamsy1 ise;
I'n+1)=n!'=nn-1) =nl(n)

seklinde ifade edilebilir. Eger x bir tam say1 degilse, yani herhangi bir reel say1 ise

0 b ®
F(x+1)=f twe_tdt=ll)in:f t e tdt
*Jo

0 —>

[ee)

=1i o—t*e ) |5 + xf t*"le~tdt
-0 0



= xI'(x)
oldugundan I" fonksiyonu,
I'x+1)=xI(x) (2.3)
esitligi tiim x > 0 reel sayilari i¢in saglanmis olur (Andrews 1995).

Bu (2.3) esitligi yardimiyla gama fonksiyonu i¢in herhangi iki tamsayi
arasindaki sonuglarin bilinmesi halinde diger araliklardaki fonksiyon degerleri de

kolayca bulunabilir.

Daha 6nce pozitif x degerleri i¢in tanimlanan I" fonksiyonu ayn1 zamanda negatif x

degerleri i¢in de tanimlanabilir. Yani tiim reel sayilara genisletebilir.
Gama fonksiyonundzellikleri su sekilde siralanabilir:
I.I'n+1)=nl(n),n>o0

I'M=1,712)=113)=2,14)=3,..I'n+1)=n,n=1,2,..
seklindedir.

3. I'(n) = F(n:l),n <0

A

4. I'(pI'1—p) = o<p<l1

simpr’

5. 2271rCor (x+%) =+/mI(2x) bu formiile ayn1 zamanda Gamma icin

cogalma formiilii de denir.
6. y, Euler sabiti olmak iizere F/(l) = fgoe_xl m dx = —y’dir.

2.2 Beta Fonksiyonu

B(x,y) ile gosterilen Beta fonksiyonu,



B(x,y) = [, t*"'(1 — t)’"'dt, Re(x) >0, Re(y) >0 (2.4)

genellestirilmis integral yardimiyla tanimlanan iki degiskenli bir fonksiyon olup

Bx,y) = Zf(?(si 18)?*"1(cos9)?’~1do (2.5)
Be,y) = [ %du (2.6)
BGry) == 2.7)

bigimlerinde de ifade edilebilir. Bu dort tamim es anlamlidir (Altin 2011). (2.4)

tamminda t = si A6 alinirsa dt = 2si 1 cosd olup

1

B(x,y) :f t*"1(1 — )Y dt

0

T

= fz(si 710)* (1 —si h0)Y 1si ROAO
0

= zfz(si 9)%*1(c 089)2¥~1d#
0

bulunur. Boylelikle (2.5) tanimi elde edilir. Bu (2.5) taniminda t = ﬁ alinirsa;

1

B(x,y) = f 101 — 1)t

0

“u u du
- [ Epra-—p
o utl1 u+1 (1+uw)?
0 ux—l
- fo A+

boylece (2.6) elde edilmis olur.

Beta fonksiyonun Gamma fonksiyonu cinsinden ifade edildigi (2.7) taniminda ve

(2.2) taniminda t = s2 doniisiimii yapilirsa:



o0 o0

t* le~tdt = 2[ s2x=1o=s(g
0

) = fo

bulunur. Benzer sekilde

o0

I'(y) =f t2v-lg=t*qt
0

yazilir. Buradan
rGOre) = 4 f f §25-1429=1-(C+7) s
o Jo

bulunur. Burada s =rcosft=rcosf doniisimleri ile kutupsal koordinatlara

gecilirse;

I'(x)I(y) = 4f2f r2Ct9)=2(c 050)2*~1 (si 9)2Y" L e " rdrdo
0 Jo

[2 f r2Gety)=1p-12 dr]
0

=B,y (x +y)

= [2fz(c 0s9) %1 (si 9)2~1 do
0

elde edilir. Boylelikle (2.7) tanimu elde edilir. Ayrica Gamma Beta fonksiyonun

ozelligini veren (2.7) esitliginde;

Bx,y) = By, x)

oldugu asikardir. Bu esitlige ayn1 zamanda Beta fonksiyonunun simetri 6zelligi de

denilmektedir.
2.3 Genellestirilmis Gama ve Beta Fonksiyonlari

Ozel fonksiyonlarin tanim kiimesi genisletilerek elde edilen fonksiyonlardan,bu

ozel fonksiyonlarin 6nemli 6zelliklerini saglamasi beklenir.



Euler faktoriyel fonksiyonunun, dogal sayilardan kompleks diizlemin Sag yarisi

lizerinde
Ia) = [, t*e~tdt, Re(a)>0 (2.8)
seklinde tanimli Gama fonksiyonuna genellemistir.

Legendre (2.8) integralini parcalayip sirasiyla {ist ve alt sinirlarim1 alarak Gama

fonksiyonunu

X

y(a,x) =f t* le~tdt
0

I'(a,x) =f t* le~tdt
X

seklinde y(a,x)I'(a,x) pargalayarak tam olmayan Gama fonksiyonlarimi

tanimlamistir (Andrews 1985;Chaudhry 1994).

-p
Chaudhry ve Zubair, (2.8) integraline diizenleyici bir e ¢ ¢arpan1 x alarak Gama

fonksiyonunu
Ip@ = [t ™ dt, R(p) >0 (2.9)

seklinde tanimlamig ve Gama fonksiyonunun tanim kiimesini tiim kompleks

diizleme genisletmislerdir (Qadir2007).

Bu ¢arpan R(p) > 0 i¢in t = 0 limitinden gelen tekilligi kaldirir ve p = 0 i¢in

genellestirilmis fonksiyonu orijinal Gamma fonksiyonuna indirgenir.
Bu 77, genellestirilmis Gama fonksiyonunun Macdonald fonksiyonu K, (2\/5 ile

Ip(@) = ftle 5 dt = 2p2K,(2,/p), Re(p) > 0 (2.10)

seklinde bir iliski vardir. (Ozarslan2010). Aym zamanda genellestirilmis Gamma

fonksiyonu indirgeme bagintisin1 ve yansima formiiliinii de saglar. Soyle ki:



Iy(a+1) =aly(a) +plpla—1)
Ip(—a) = p™*Iy(a)
seklinde elde edilir.

Literatiir tarandiginda genellestirilmis Gama fonksiyonunun ¢esitli miithendislik ve

fiziksel problemlerde oldukga etkili oldugu goriilmiistiir.
Euler’in Beta fonksiyonu
1

Bx,y) = f t*~1(1 —t)¥"1dt, Re(x) >0, Re(y) >0
0

seklinde bir gosterime sahiptir ve Gamma fonksiyonu ile arasinda

I)I(y)

Bx,y) =L, x) = Tty

seklinde bir iligki vardir (Andrews 1985;Chaudhry1994).

Beta fonksiyonu iginde benzer sekilde genelleme diisiiniiliirse, Gamma

-p
fonksiyonu i¢in kullanilan et ¢arpaninin Beta fonksiyonu i¢in ¢ok 6nemli simetri

0zelligini bozacag1 goriiliir. Bu simetrinin korunmasi i¢in t ve 1 —t integrandi

simetri olmalidir. Bu ylizden Beta fonksiyonunaet@-t ¢arpani eklenmesiyle;

_—p_
Bp(x,y) = [ t*"1(1 — )L ef-Ddt, Re(x) > 0,Re(y) > 0(2.11)
seklinde tanimlaniyor (Ozarslan 2010).

Genellestirilmis Beta fonksiyonu, Beta fonksiyonun birgok 6zelligini saglar. Hata
ve Whittaker fonksiyonlari ile olan iligkilerini gerceklestirir. Agikar goriiliir ki
Betafonksiyonup = 0 durumunda orijinal Beta fonksiyonuna doniisiir (Ozarslan

2010).
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2.4 Hipergeometrik Fonksiyonlar
a,f vey reel ya da kompleks sabitler olmak tizere

apx | alerDFB+H >

L+ y 1 y(y+1) 2!

(2.12)

bu sekilde ifade edilen seri matematikte dnemli bir yere sahiptir. Bu seri

0
1+x+x2+---=2x"
n=0

Geometrik serinin bir genellestirilmesi oldugundan hipergeometrik seri adimi alir.
(2.12)  tamimindan goriliir ki, y degeri sifir ya da negatif bir tam sayi
olmamalidir.(2.12) hipergeometrik serisi | x 1< 1 icin yakinsak | x [> 1 i¢in ise
wraksaktir. | x |=1 icin eger y > a + f ise seri mutlak yakinsaktir. Ayrica

x =—1likeny > a + [ — 1 ise seri yakinsaktir (Altin 2011 and Andrews 1985).
a reel ya da kompleks bir say1 ve n sifir ya da pozitif bir say1 olmak tizere
(@p=ale+D(a+2)..(a+n—-1) (2.13)
(@)o =1, a+0

seklinde tanmimlanan ifadeye Pochhammer sembolii denir (Altin 2011).
pochhammer semboliiniin (2.13) gosterimi dikkate alinarak (2.12) hipergeometrik
serisi

o0 ‘nﬁnn
2Fi(@ By, %) = Bimg TR (2.14)

seklinde yazilabilir. (2.14) esitliginde goriilen F fonksiyonunun her iki yanindaki
2 ve 1 alt indisleri yapisinda biri a ve f§ digeriy olmak tizere iki tip parametre

kullandigimi ifade eder. (2.14) esitligin genellestirilmis ifadesi

C (@) (@) - (@) X"
pryuer Yn2)n - (yp)n n!

qu (aln Az Ap, Y1, V2, Vg5 .X') =

11



seklindedir.Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden oF; gosterimi yerine

genellikle sadece F kullanilir. Yani,

2F1(Q,B,)/;X) = F(“:B'Y;x)

olup bu fonksiyon Gauss hipergeometrik fonksiyonu olarak tanimlanir. Ayrica

hipergometrik fonksiyonun a ve f degiskenlerine gore simetrik oldugu goriiliir.

Hipergeometrik fonksiyonun birinci mertebeden tiirevi

d O @B
EF(“‘ﬁ’y’x)‘znzl OS]

=y DneiBnss 1
=0 e @)

_Zoo a(“"'l)nﬁ(ﬁ"'l)ni
oAM=y, !

_%Zoo (a+1)n(ﬁ+1)ni
I A 2= M OO T

=0;/—3F(a+1,ﬁ+1,y+1;x)

seklinde bulunur. Benzer sekilde m. mertebeden tiirevi,

;{—m(a,[)’,y;x)=%F(d+m,ﬁ+m,y+m;x) (2.15)

seklinde bulunur (Anderws 1985; Altin 2011).
Asagidaki teorem integral ve toplam sembollerinin yer degistirmesi ile ilgilidir

Teorem 2.1.1} f,, [a, bliizerinde smurli, reel degerli ve integrallenebilir

fonksiyonlarin bir serisi olsun. Y, f;, serisi diizgiin yakinsak ise,
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f (anm) =§( [ hias)

n=1

seklinde olur (Balc12005).

Lemma 2.1.1F (o, B, y; x) fonksiyonu,

F(a,B,y;x) = f tP~1(1 — )y P11 — xt)dt (2.16)

B(Bv g) -0

seklinde bir integral gosterimine sahiptir (Anderws 1985; Altin 2011).

Ispat: Beta fonksiyonunun,

1
B(x,v) :f t*71(1 — )Y dt
0

tanimindan ve Pochhammer semboliiniin 6zelliklerinden

B)n _BE+1Y—F)
WMn  BBY—B)

= 5y ﬁ)f (B =1(1 — t)YB-14dt (2.17)

yazilabilir. Buradan (2.17) ifadesi (2.14) ifadesinde yerine yazilirsa;

F(a,B,y;x) =

By~ mZ( T f OFa o

olur. Seri diizgiin yakinsak oldugundan toplam ile integrasyon isleminin sirasi

desgistirilse, F(a, B8,7; x) = Jy P11 — tyr-B-t g O pyn gy

B(ﬁ y-p)-0

elde edilir. Diger yandan (1 — xt)~% ifadesinin binom agilimindan,

(a)n

Ms

(xt)n =(1—-xt)¢

=
1l
(=)

13



oldugu dikkate alinirsa istenilen sonug;

F(a,B,v;x) = V11 — )V P11 — xt)"%dt

1 1
B(B.V—B)fo (¢

seklinde elde edilir. Hipergeometrik fonksiyonun bir integral gosterimini veren bu

formiil | x |[< 1 ve 0 < B <y i¢in gegerlidir (Yusuf 2012).
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1Kesirli Tiirev Ve Integraller

Burada ilk olarak kesirli tiirev ve integralle ilgili bazi tanim ve teoremlere yer

verilmistir

Keyfi mertebeden diferansiyel ve integral kavramlari, tam say1 mertebeli tiirev ve
integralin tam olmayan (keyfi) mertebelere genisletilmis seklidir. Bu kavramlar
17. Yiizyildan itibaren Liouville, Leibniz, Euler, Abel, Caputo ve diger bir¢ok
matematik¢i tarafindan calisilmigtir. Son yillarda matematik, fizik, biyoloji ve
miihendislik alanlarinda olduk¢a genis uygulama alani bulmustur (Giona

1992;Distefano 1995; Mainardi1997;Magin 2004).

Literatiirde kesirli tiirevin bir¢ok tanimi mevcuttur. Birden fazla taniminin olmasi
problemin tiiriine goére en uygun olanin kullanilmasi ve boylece en iyi ¢dziimiin
bulmasini saglamis olur. Bu tamimlardan bazilar1 Griinwald-Letnikov, Wely,
Riesz, Rimemann-Liouville ve Caputo kesirli integralleridir (Miller 1993;

Podlubny 1999;Hilfer 2000).

Bu boliimde ilk olarak Rimemann-Liouville kesirli tiirev ve integral tanimini,
kesirli tiirev ve integralin ortak gdsterimini, genellestirilmis Rimemann-Liouville
kesirli tiirevini ele alacagiz. Daha sonra klasik Caputo kesirli tiirev ve Caputo

kesirli integral tanimina deginecegiz.
Tanim 3.1.1a = 0 ve f, [a, b] € Rolmak iizere

1

Igf(Z)=m

fzf(t)(z — )% dt

I f(2) = f(2)

Integraline a. mertebeden Rieman-Liouville kesirli integrali denir (Podlubny

1999; Kilbas 2006).
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Tamm 3.1.2f fonksiyonu her sonlu (a,x) aralifinda siirekli ve integrallenebilir
olsun m € Z*,m — 1 < a < m olmak lizere x > a i¢in reel bir f fonksiyonunun
a. mertebeden Riemann-Liouvlle kesirli tiirevi;

1 am
'(m-a) dx™

Dyf(x) =

JZ O — ™ e 1de(3.1.1)
seklindedir (Podlubny 1999).

3.2Caputo Kesirli Tiirevi

Riemann-Liouville (3.1.1) kesirli tiirev tanimi, kesirli tiirev ve integral teorisinin

gelismesinde ve bunlarin matematikteki uygulamalarinda 6nemli bir rol oynar.

Uygulama problemleri, baslangi¢ kosullar fiziksel olarak yorumlanabilir kesirli
tirev tanmimlart  gerektirir. Bu acidan bakildigimda, Riemann-Liouville
yaklagiminin problemlerin yorumlanmasinda yetersiz kaldigi ortaya konmustur.
Ciinkii Riemann-Liouville yaklasimi t = a noktasinda, Riemann-Liouville kesirli
tiirevinin limit degerleri bi¢iminde tamimlanan baslangic kosullarina sahiptir

(Podlubny 1999). 6rnegin; b4, by, ..., by, keyfi sabitler olmak {izere
1i mDEf(2) = by
t—a
i mDf~*f(2) = b,
t—a

L i mDE3f(z) = bs
t-a

Li mDE™f(2) = b
-a

Bigimindetanimlanan baslangi¢c kosulart meydana gelir. Bu tipteki baglangi¢

kosullarina sahip baslangi¢c-deger problemleri matematiksel olarak basarili bir
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sekilde ¢ozlilmesine ragmen, bunlarin sonuclari kullamigh degildir. Ciinkii bu

tipteki baslangi¢ kosullarinin bilinen fiziksel yorumlar1 yoktur.

Kesirli diferansiyel tekniginde baslangic kosullarii fiziksel yorumlara en uygun
sekilde veren M. Caputo olmustur. Caputo’nun tanimi; m bir tamsay1 olmak iizere
m—1<a<migin

1
'(m-a)

DFf(2) = Lz = ym=e1fmde3.0.1)

seklindedir(Podlubny1999; Kilbas 2006).

f(z) fonksiyonunun normal kosullar altinda @ - m i¢in Caputo tiirevi, f(2)

fonksiyonunun m. basamaktan klasik tiirevine esittir.
3.3Genellestirilmis Caputo Kesirli Tiirevi

Tammm 3.3.1 m pozitif bir tamsay1 ve m — 1 < Re(u) < m olmak iizere f(x)

fonksiyonun u. mertebeden klasik Caputo kesirli tiirevi

1
r(m—u)

Df(2) = Jiz - m et S p ) dea

seklinde tanimlanmistir ( Podlubny 1999; Kilbas 2006)
3.4 Genel Caputo Kesirli islemi i¢in Bir Gronwall Esitsizligi

Bu calismada Caputo ve Caputo-Hadamard’in genellestirilmis yeni bir kesirli
islem olan kesirli tiirev islemi ele alinmigtir. Calismada bazi ozellikleri ele
almmigtir. Yani islemin genellestirilmis kesirli integralin tersine (evrik) islemi
oldugu kanitlanmistir. Bu islem ile Riemann-Liouville arasinda bagmnti
kurulmustur.  Calisma  kesirli  diferansiyel denklemlerin  ¢6ziimlerinin
karsilastirmas1 i¢in faydali olan kesirli bir Gronwall esitsizlik tiri ile

sonuglanmistir (Ricardo 2010).

Simdi bu béliim ile ilgili tanim ve teoremleri yazalim.
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x:[a,b] = R integrallenebilen bir fonksiyon olsun. N-fold (egrisel) bir integral

icin Cauchy’in formiilii ile baslarsak;

41 -1 t

fdrlf dr, .. f x(r)dr, = ﬁf(t — )" x(r)dr

a < 0 rastgele gercek siral1 integraller icin direkt genellestirme elde ederiz. X’ in a

daki Riemann-Liouville kesirli integrali sdyle tanimlanabilir:

18x(t) = Ma )f(t — 1) x(r)dr

seklindedir. Sonrasinda su formiilii g6z 6niinde bulundurarak

t L&t Tn—-1
Jld fld fl()d Jl nlx(r)
. 2 . T . rnx T, rn— 1)| (Im)
a a a

Hadamard kesirli integrali olarak bilinen yeni bir kesirli islem tlirii tanimlamigtir

(Hadamard 1892).

12,%(6) = % [a 120

Kesirli tiirevler kesirli integral islemleri kullanarak tanimlanir. Riemann-Liouville

kesirli integrali ile baslarsak, kesirli tiirevler i¢in en 6nemli tanimlar elde edilir.

Tanim 3.4.1a > 0 osun ve n € N,a € (n — 1,n) olsun. x fonksiyonu i¢in a’nin

siralt Riemann-Liouville kesirli tiirevi s0yle tanimlanabilir:

1

d —a _ a.
Da+x(t) = (E) Ioy x(t) = T(n—a) (dt

t
n f(t — )% 1 x(r)dr

seklindedir. Caputo kesirli tiirevi ise sOyle tanimlanir:
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Cpa, x(t) = I"=@ (%)n x(t) = F(n—l_a) f (t — ryn-a-1 (%)n x(r)dr

seklindedir. Hadamard kesirli tiirevi ile boliimde ise su formiile ulagilir.

oz =) e = el [ (8o

seklinde ifade edilebilir. Son olarak Caputo-Hadamard tiirevi su sekilde

tanimlanabilir:

t

CHpa x(t) = [77@ (t%)”x(t) = ﬁf (1 n;)n—a-l (r%)”x(r)g

a

dir (Ricardo 2010).

Katugampola, Riemann-Liouville tiiriiniin p = 1 oldugu ve Hadamard integralinin

p = 07 oldugu yeni bir kesirli integral tiirii ileri stirmiistiir.

Tamm3.4.2a,b > 0 olmak {iizere iki gercek sayr olsun. x:[a,b] > R
integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Sol tarafli ve sag tarafli Katugampola kesirli

integralinin a > 0 dizini ve p > 0 parametresi sirasiyla s0yle tanimlanmistir:

pl-@ 2
a.p — p=1r+p _ .pYa—1
17 x(t) F(a)fr (tP —rP)* Ix(r)dr
a
ve
b
a.p pl—a 1(.-P pya—1 d
) — p— _ -
1,7 x(t) F(a)fr (rP — tP)* Ix(r)dr
t

seklindedir (Katugampola 2014). Ayrica a > 0i¢in dizinin diferansiyel islemi

p > 0 parametresine bagli olarak soyle tanimlanmustir:
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n

d
DIPx(t) = (tl P%) %" x(t)

pl n+a d n
=—  (¢1-p _) f p=1(tp _ ppyn—a-1 d
['(n - a)( dt i ) x(rydr

a

sol tarafli ve sag tarafli kesirli tiirev i¢in su elde edilir:

n

d
Dyex(®) = (-7 ) 120

b

pl n+a d n

e _4l-p = p=1(,.p _ +pyn—a—1

F(n—a)( t dt) fr (rP —tP) x(r)dr
t

seklindedir (Ricardo 2010).

3.5 Caputo-Katugampola Kesirli Tiirevi ve integrali

Kesirli islemlerin farkli tanimlar1 g6z Oniinde bulunduruldugunda Caputo-

Katugampola kesirli tiirevin tanimi su sekilde yapilir:

Tanmm 3.5.10 < a < b < o olmak iizere iki reel say1 olsun, p pozitif reel say1
olsun, @ € R* olsun, n € N olmak lizere @ € (n — 1,n) olsun ve x:[a,b] -
R C™ smifinin bir fonksiyonu olsun. Sol tarafli ve sag tarafli Caputo-
Katugampola kesirli tiirevinin a dizini i¢in ve p parametresi i¢in tanimlar1 soyledir
(Ricardo 2010).

n

DIfx() =17 ‘”’(tl P d) x(t)

t
1-n+a n

d
p rP=1(tP — rp)n-a-1 (rl_p E) x(r)dr

- 'n—a)

veE
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_ d\"
CDEPx(t) = I17% (—tl-p E) NO)

b
1-n+a n

P | e1gee — ppynmat (_ 1-p i)
e, rP~1(rP —tP) T x(r)dr
t

seklindedir. Ayrica Katugompola kesirli integralleri smirli dogrusal islemler
oldugu icin sol tarafli ve sag tarafli Caputo-Katugampola kesirli tiirevlerinin
[a, b]kapali araliginda siirekli oldugu agiktir. Bu tamimdan hareketle, sabit bir
sayinin kesirli tlirevinin sifir oldugu da agiktir. Sunu sadelestirmek i¢in su formiil

ortaya ¢ikar (Ricardo 2010).

Xy (1) = (tl‘p %)n x(t)

C™[a, b], x'in bir fonksiyonu olsun, dyle ki x™ mevcuttur ve [a, b] kapali

araliginda siireklidir. Normlar1 C™[a, b] lizerinde tanimlariz:

n

b _ (n)
IxliZ = ) mmx [x ()]

ve

Ixlle = mx [x(0]

seklindetanimlanir (Ricardo 2010).
Teorem 3.5.1Asagidaki iliskiler kurulmustur:

. Coap _
al_)lngn g x(8) = x(y (0,

lim CDgfx(t) = x(n—l)(t) — X(n-1(@)

a—-(n-1)*

1i meD, P x(t) = (—1)™xy(0),
a-n

Lim, “DPx(t) = (—1)" (X(n-1)(B) = X(n-1) (1)),

a—-(n-1)*
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Ispat: ifadeleri birlikte diisiinerek:

pl—n+a’ t
CDfo(t) = —F(n o f rP=1(tP — rp)"_“_lx(n)(r)dr
a
p—n+a
“Tari-g T @

-n+a
p

t
d
| (tp —ypyna d
+I‘(n+1—a)f( ) drx(n)(r) r
a
olur. Boylece
11 m D x(t) = xn)(@) + [x () = xn (@] = 2y (£

tanimdan hareketle, ikinci formiil i¢in direkt olarak agagidaki ifade elde edilir.

a—-(n-1)*

t
d
lim CDgfx(t) =fax(n_1)(r)dr
a

= X(n-1)(£) — X(n-1)(@)

bdylece ispat tamamlanir. Diger iki formiilde benzer yoldan ispatlanmigtir

(Ricardo 2010).
Teorem 3.5.2x € C"[a, b] fonksiyonunda t € [a, b] oldugunda sunu elde edilir:

a-n
CnHap p n—-a
DY x(t)| < —— —1m tP — aP
| a+ X( )| — F(Tl +1— a) re[a§]|x(n)r| ( a )

veE

a—mn
CHap <P p _ tpyn-a
|“D7x(0)] = r(n+1-a) o lxer| (0 — )

ayrica
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CDgfx(a) =0, CDZ"_px(b) =0
dir.

Teorem 3.5.3 CDZf ve CD;:'_’O kesirli tirevleri C™[a, b]’ den Cla,b ] ‘a smrh

islemidir.

| el = Kl ve || DEx], < Kzl

iken

a—n

p

- m+1-a) (b =Py

Ispat:t € [a,b] ve x € C"[a, b] oldugu goz oniinde bulundurulursa |x(y)(t)| <
||x||‘C)n oldugunda teorem 3.5.2°deki sonug sdyledir(Ricardo 2010).
Lemma 3.5.1x, y: [a, b] — R fonksiyonu goz 6niine alinirsa,

x(t) = (tP —aP)’, y@t) =B —tP)’, v>n—-1

Oyleyse
“Tw+1)
cnpa.p _Pp v-a
D t)=——"———-({tP —0a”
at X(D F(v—a+1)( a")
ve
“Tw+1)
cna.p _ p v—a
D t) = bP —tP
b= (6) I‘(v—a+1)( )
Olur.

Ispat: Yalnizca ilk ifadeyi ispat etmek igin:

p*T(v+1)

X(n) (t) = m (tp — ap)v—a

yazilr. Oyleyse
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“DIPx(t)

t

(tP — gP)"—1-¢ f rP-1 (1 _

a

n-l-a

atip(p 4+ 1
pT(w+1) (r?

- [(m—a)f[v—m+1)

rP — qP
tP — ap)

—aP)’"dr

Degiskenlerin degistirilmesiyle u = (r? — a”)/(t? — a”) ve Beta fonksiyonunun

ozelliginden
1
B(x,y) = fu"‘l(l —uw) tdu, x,y>0
0
su elde edilir:
Tv+ 1) b
Cpap _ P CH®p v
D t) = D tP — gP B(n — _
at X(6) F(n—a)F(v—n+1)( at ( a”)") (n—av-n
+1)

bu kullanigh 6zellikten faydalanarak:

FGr(y)
B(x,y) = ———=
(x,y) T +9)
formiilii ispatlanir.
“Tw+1)
Cnpa.p v o_ P v-a
D tP — qP — tP — qP
at ( a) F(v—a+1)( a)

bu bagmntilar1 kullanarak Mittag-Leffler fonksiyonun kesirli tlirevi ortaya
cikarilabilir.

E,(t) = —, tEeER
«() kZOF(ak+1)'

biitiin 4 € R i¢in asagidaki ifade elde edilir:
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vE

Siradaki iki sonu¢ 3.5.1 Tamimdaki sonuglari dogrulamaktadir. Ciinkii Caputo-

Katugampola kesirli tiirevi Katugampola kesirli integralinin tersine islemidir

“DELEL (A — aP)) = ZF( oD D~

Capp pyak
Zr( ki) Dot & =)

( P _ ap)ak—a

- p*T(ak + 1)
Z F(ak + DT (ak+1—a)

= Ap“Eq(A(t* — a”)?)

Dy Eq(A(bP — tP)) = Ap“Eq(A(bP — t°)")

(Ricardo 2010).

Teorem 3.5.4 x € C™[a, b] fonksiyonu g6z oniinde bulunduruldugunda asagidaki

ifade elde edilir:

ve

“PCD“px(t) =x(t) — En 1p (tp—ap) X (@)

n—1 n—k(_1\k
apCDapx(t)—x(t) Z 1p ( D (bp—tp)kx(k)(b)

Ispat: Daha 6nceki teoremleri goz 6niinde bulunduralim.

IZPDIPx(t) = I 1 P x oy ()

= I:zlfx(n) ®
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_p'T ot D pyn-14
—_(n—1)!fa(t —rP) ;x(n_l)(r)dr

bu ifadelerin integrali alinirsa;

P C )
lgt “Day x(t) =

d
e 2),f(tp =T Xy (P dr

1-n

p
(n—1)!

(tP — aP)" xn-1y (@)

bulunur. Tekrar integralini alarak asagidaki ifadeye ulasilir:

157 CDIPx(t) =

d
f (t° = 1P)" —x(uoa ()

- 3)!
n-—1 p_k k
=D G =@

siireci n — 3 defa tekrar edilirse;

t

157 CDSPx(t) = f%x(r)dr—zz_lp (P — aP)ex gy (@)

a

n—-1
=x(t) — z '0 (tp — ap)kx(k)(a)

bulunur. ikinci formiilde benzer bigimde ispatlanmistir (Katugampola2011).

p = 1 alirsak formiil (5.4) Caputo halini alir (Kilbas 2006).

2P CDIPx(t) = x(t) — Zn 1—(t — a)kx® (a)

ve p— 0% iken 1im,+(t? —af)/p =11{t/a) oldugu diisiiniildiigiinde;
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Cra, CHpa x(t) = x(t) — Zn_:;'( t) [(t%)kx(t)

elde edilir (Ricardo 2010).
Teorem 3.5.5 x € C'[a,b] gbz 6niinde bulunduruldugunda;
DEPICPx(t) = x(t)

at+ “a+

ve
DL Px(t) = x(¢)
dir.
Ispat: Tamim itibariyle;
CDELIEE () = 125 P Y (0, Yy (O = (617 2) 198 x(2)

dogrudan hesaplandiginda ve a € (n — 1, n) igin:

y(t) = F( ) TP~ (tP —rP)* Ix(r)dr

rP~L(tP — rP)*2x(r)dr

"7 )

yazilir. Siireci tekrarladigimizda su ifadeye ulasilir:

t

t=a

(3.5.2)

pn—a—l
Yn-1)(8) = Ta—n+D prP=t (P —rP)* "x(r)dr
a
pn—a—l t d
— p _ opYa—n+1 p _ »pYa—n+1 ___
Ta—ntd (tP — a”) x(a) + f(t rP) drx(r)dr

a

ve par¢alarin tiirevini ayr1 ayri hesaplanirsa;
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d
Y(n)(t) = tl_pEY(n—l)(t)

n—-a

p

t
= m (tP — a?)* "x(a) + f(tp — T'D)a—n%X(T)dr

olur. Sonrasinda bu son ifadeyi (3.5.2) denkleminde yerine yazar ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa;

CHap ;a.p
Dy 1, x(t)

_ p
" Tn—a)l(a—n+1)

¢
x(a)frp_l(tp — P (P — gP)E gy
a

t r
o
+ffrp‘1(tp —rP)n-a-1(yp —sp)“‘n%x(s)dsdr
a a

elde edilir. Degisken degistirmesiyle u = (r? — a?)/(t" — a”)

t
frp_l(tp —rP)a1(yP — gP)* Ny

a

t

= frp‘l(tp — gp)n—a-1 (1 _

a

n-a-1
(rP — aP)*"dr

rP — P
tP — ap)

1
— E (1 _ u)n—a—lua—ndu

1
=;B(n—a,a—n+1)

_Th—a)l(@a—n+1)
- p
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[fadesine ulasilir. Benzer yoldan ve Dirichlet formiiliinii kullanarak:

t r
d
f frp—l(tp — rP)nal(ypp sp)a_"%x(s)dsdr
a a

t r
d
=ffsp‘1(tp — sP)yn-a-l(gp —rp)“‘nﬂx(r)dsdr
a a

t
f d F(n—a)[‘(a—n+1)
— dr
dr” p
a

_Th—a)l(@a—n+1)

(x(®) —x(a))

bulunur kibu durumda

a+ a+

p [()F(n—a)f‘(a—n+1)+F(n—a)F(a—n+1)(x(t)

:F(n—a)F(a—n+1)xa p

- x(a))] =x(t)

olur. Burada tekrardan p = 1 i¢in p = 0% iken klasik formiiller yeniden elde edilir

(Kilbas 2006).
D I%. x(t) = D&, €12 x(t) = x(t)

boylelikle Katugampola ve Caputo-Katugampola tiirevleri arasinda baginti

kurulmus olur (Ricardo 2010).

Teorem 3.5.6x € C"[a, b] bir fonksiyon olsun. Bu durumda

n-1
CD“px(t) = [x(t) - Z L pk| (tP — aP)"x(k)(a)

veE
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kr_1\k
“Dgex(0) = D sy~ ) L b9 - ) exgo )

dir.

Ispat:Katugampola kesirli tiirevinin tanimiyla baslayarak ve pargalarm integralini

alarak:

t

N n—-1
(tl pa> frp—l (tP — rP)-a-1 [x(r) —Zk opk' (P —ap)kx(k)(a)]

a

t
_dN\" [rPTI(tP —rP)@
= (tl p E) f = [x(l)(r)

n-1 1-k

- Zk=1 (kp— 11 7 — @) e (a)] dr

(61 Y om0 — poynmamt [ () - SREEEE (0 — 0P g (@)] dr

yazilir. Benzer sekilde siireci n — 2 defa tekrarlandiginda;

t
X (r)dr = frp_l (P —rP)* Ly (r)dr

a

oo d fr”‘%tp — oy
dt p(n—a)

olur ve ilk formiil ispatlanmis olur. Ikincisini de benzer yoldan ulasilir

(Ricardo2010).

Teorem 5.3.6’da ulagilan formiil iki tiir kesirli tiirev islemi arasinda dogrudan
iliski kurmamiz1 saglar. Aslinda daha o6nce yapildigr iizere bu yolla asagidaki

sonug ortaya ¢ikar:

Dg-'l-p (tP — aP)k =

p—n+ak! d\"
(&

tl—p_) tP — aP n—-a+k
Im—a+k+1) ( a’)
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vE

d\" Tm—a+k+1)
tl—p _) tP — qP n-a+k — ,n tP — P k—a

( a) @) P Thriog )

Buradan da
a -k

“Dyfx(t) = D3P x(t) - Z Om(t‘o — aP)* "% x (@)

bulunur ve benzer olarak:
p pk(-1
D%Px(t) = DEPx(t) - Zk = )(bp — tP)k x4y (b)

elde edilir.

Asagidaki sonug pargalarin integrallenmesi formiiliinii olusturur ve (3.5.2) de ispatlanan

a > 0 rastgele reel bir say1 olmak lizere formiilii genellestirir (Ricardo, 2010)

Teorem 3.5.7 x € C[a,b] ve y € C"[a, b] olmak lizere iki fonksiyon olsun.

Oyleyse;
b b
fx(t) ‘DIfy(t)dt = fDl‘j"_”(tl‘Px(t))tP‘ly(t)dt
a a
n-1 t=b
+ ( tr ) ;=P (1P x () Yn-i-1)(£)
k=0 t=a
ve
b b
f x(t) Dy Py(t)dt = f DIP (At =Px())tP Ly (t)dt
a a

t=b
d
—1)n-k (tl_pE> Ig: “P (7P x(6)) Yinok-1) ()

t=a
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dir.

Ispat: ikisi de benzer oldugu igin ilkini ispatlamak yeterlidir. Dirichlet uygulayip

kismi integrasyon uygulanirsa:

b 1 -n+a t d
[ %@ oty - f [ #©@ = royer Sy @
a a
1 n+a t d
p_ gpyn—a-1g,. =
F(n ffx(r)(r tP) dr dty("_l)(t)dt
a
=b
pl—n+a ‘
“To—o fx(r)(rp — P dr Yy (@)

¢ t=a

b b
& [xaeo = eoymemtar oo Sy @
—o) ) ac\ ] Y 4 dp /=2
a

I'(n
t

= [P (P x(©) Y- O]

b

d B d

+f—t1 P$1{]_“"(t1 px(t))ay(n_z)(t)dt
a

elde edilir. Parcalarin birer kez daha integrali alindiginda ve yeniden diizenleme

yapilirsa asagidaki sonug elde edilir:

b t=b

f x(t) Dy fy(©)dt = [Z 1:1 P— L~ "P(t1Px(0) Ynk-1)(t)

a

b
+ f —t'” ” A (e Px(t))—y<n 5 (t)dt
a

benzer sekilde parcalarin n-3 defa integrali alindiginda asagidaki ve yeniden

diizenlenirse:
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b n—2 d k t=b
f x(t) ‘DIFy(t)dt = [ (—tl—P E) =P (7P x () Ynor—1) (£)
a k=0 t=a
; d\"*! d
—tl-p — n=ap il-p —
+f( t dt) IL_"P (7 Px(t)) dty(t)dt
a

olur. Formiil son integralin {izerine parcalarin integralinin alinmasiyla devam eder

(Ricardo 2010).

Teorem 3.5.8 u, v integrallenebilen iki fonksiyon olsun ve g siirekli bir fonksiyon

olsun. [a, b] tanim kiimesi olsun. Varsayalim ki

1. u,v negatif olmayan iki fonksiyon olsun.

2. g negatif olmayan ve azalmayan bir fonksiyon olsun.

Eger
t
u(t) <v() + g(t)pl‘“frp‘l(tp —rP)* Yy(r)dr, Vt € [a,b]
Oyleyse
t o
p (g (@) o
u(®) < (o) + f kz o A = oy,
Vvt € [a, b]

Ayrica, eger v azalmiyorsa, bu durumda

tP —

u(®) < v(t)E, [g(t)[‘(a)( ap) ],w € [a, b]

olur.

Ispat: Fonksiyonun tanimmdan
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t
Yx = g(t)pl=@ f rP=1(tP — rP)* 1x(r)dr

a

yazilir. Oyleyse  u(t) < v(t) + Qu(t) benzer sekilde islem arka arkaya
tekrarlayincan € N igin:

n-1
u(t) < ) Ykv@) + Y u(t)

olur. Matematiksel bir c¢ikarimla kanitlamak gerekirse x negatif olmayan bir

fonksiyon ise, bu durumda

t
va [[(@@OT(@)" PP1(¢p _ ppyka-1

k() < p'- Fka)

x(r)dr

k =1 igin formiiliin dogru oldugu agiktir. k € N i¢in formiiliin gecerli oldugunu

kabul edelim, dyleyse

U (t) < Ygkx(e)

t

- k
< g(®p*™ f A D L %SHW

a
— sPYka=1x(s)dsdr
g azalmadig icin, 7 < t iken g(r) < g(t)dir. Oyleyse

lIJk+1X(t)

(T(a))"

< (g(t))k+1p2—(k+1)a F(ka)

tr
f f rp_l(tp —_ rp)a_lsp_l(rp
a a
— sPYka=1x(s)dsdr

Dirichlet formiiliini kullanarak ve gerekli diizenlemeri yaparak:

lIJk+1X(t)
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Ca)* [

t
< c9(t>)k+1p2-<k+1”*(r(ka> o) [P 50) e

—rP)ke=lgsqr

elde edilir. Teorem 3.5.5’in ispatlanmasindaki benzer yolla su sonuca ulasilir:

t
fsp‘l(tp — §P)a (5P — pP)ka=1qy

T

_ T(@)I'(ka)

=2 > (¢p — pP)(ktDa-1
pl'(ka + @) ( )

Oyleyse,

lIJk+1X(t)

e [ GO@)"

=f [((k + Da)

rP=L1(tP — rP) K+ D=1y () dr

bdylece ispat tamamlanmistir(Ricardo 2010).

Sunu kamtlamak gerekirse Y"u(t) - 0 ve n — oo igin 6ncelikle g’nin [a,b]
araliginda siirekliligini kullanarak M > 0 olmak iizere g(t) < M’in sabit say1

oldugunu ve t € [a, b] oldugunun saglamasi yapilmis olur. Oyleyse,

t

(MT'(a))"
< < pl-na p=1(sp _ .pyna-—-1
0<y™u(t)<p f T rP71(tP —rP) u(r)dr
a
su seri diisiiniildiiglinde;

- (MT(@)"
I'(na)

n=1
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Oran testini seriye uygularsak ve asimptotik yaklasimi uygularsak,

. T'(na)(na)*
li =

=1
n-co ['(na + a)

['(na)
n—}oo i (na + a) B

boylece seri yakinsanir ve Y™ u(t) — 0 oldugunda n — oo i¢in sonug olarak:

u(t) < Z () < v(t)
k=0

rP=1(tP — rP)ke=1y()dr

t
p' (g (a))*
+afk=1 I'(ka)

elde edilir. Tkinci durum icin v’nin azalmadigim farzedelim. Oyleyse her r €

[a,t] ve v(r) < v(t) i¢in:

t

ke (g(O)r(a))* f FP1(tP — pPYka=1gy

['(ka)

o p
u®) < v |1+

p~*((g(OT(@)(tP —rP)®)"

1+ T(ka + 1)

=v(t)

tP —aP\%
= v()Eq [g(t)rcoo( ) ]

seklinde elde edilir (Ricardo 2010).

Teorem 3.5.9 wu,v integrallenebilen iki fonksiyon olsun ve g [a,b] tamim

kiimesinde siirekli bir fonksiyon olsun. Varsayalim ki

1. u,v negatif olmayan iki fonksiyon olsun.

2. g negatif olmayan ve artmayan bir fonksiyon olsun.
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Eger

b

u(t) <v(t) + g(t)pl_“frp_l(rp —tP)* lu(r)dr, VtE€E [a,b]
t

Oyleyse bu durumda

b

u(t) < v(t) +f

t k=1

€ [a, b]

pl"‘“(g(t)l“(a))"

p=1c..p _ tpYka—1
rka) rP~1(rP —tP) v(r)dr,

ayrica v artmayan bir fonksiyon oldugundan bu durumda

bP — tP

u(t) < v(t)E, [u(t)[‘(a)( ) ], vt € [a, b]

Gronwall esitsizligini kullanarak, iki kesirli diferansiyel denklem arasindaki

sonuglar arasinda bagint1 kurabilir.

Asagidaki kesirli diferansiyel denklemi géz 6niinde bulundurulursa,

{ cp& px(t)dt = f(t,x(t)) (3.5.3)

xD@)=xt, i=01,..,n—1

buruda f:[a, b]xR - R siirekli bir fonksiyon iken, i =0,1,..,n—1 igin
a € (n—1,n)vex; reel sayilardir I, kesirli integral islemini denklem

(3.5.3)’deki kesirli diferansiyel denklemi her iki tarafa da uygulayarak ve Teorem
3.5.4’1 kullanarak:

3

x(0) = 2 02 (69 =)o @) + 526 x(0)
k=0

= 22;3"% (tP — aP)expy(@)  (3.5.4)
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t
';_),za) f rP (P — rP)e L f(r,x(r))dr

+

elde edilir. Buna karsilik diger taraftan, eger x denklem (3.5.4) yi saglarsa bu
durumda x denklem (3.5.3) i saglar. Bu durum ©DJ? kesirli tiirev isleminin
denklem (3.5.4) inin her iki tarafina uygulanmasiyla, Teorem 3.5.5’in

kullanilmasiyla ve
PP —af) =0, Vvke{01,..,n—1}
ve formiiliiniin kullanilmasiyla ispatlanmistir (Ricardo 2010)

Teorem 3.5.10 f,g:[a, b]xR —» R olmak iizere iki siirekli fonksiyon olsun ve

x,y asagidaki sistemlerin ¢éztimii olsun.

{ DIPx(t)dt = f(t, x(t))

xD@)=xt, i=01,..,n—1
ve

{ “Dify()dt = f(t,y(t))
xD(@) =yl i=01,..,n—1

farz edelim ki

1. C pozitif bir say1 olsun oyle ki

lg(t,y1) — g(t,y)| < Clys — yal, Vt € [a,b]Vy;,y, ER

2. U:la,b] » R* olmak iizere siirekli bir fonksiyon olsun, dyle ki

v:[a, b] = R fonksiyonunu tanimlayalim.
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vm=2%whwwmm)nmm
k=0

1-

t
+?(a)afrp_1(tp —rP)* Iy (r)dr

bu durumda Vt € [a, b] igin

1-kark
p

D) rP71(tP — rP)* Yu(r)dr

() — ﬂm<vw+f
b

=1
dir.

Ispat:Tanimdan u(t) = |x(t) — y(t)| dir. Oyleyse

n-l _k
u(t) < Z pk—! (tP — aP)*|xgey (@) — yo (@)
k=0

1_

t
+?(a) af rP—l(tP — rp)a—l |f(r,x(r)) — g y()|dr

n-1
Pt

k!
k=0

(tP — aP)¥|xgo (@) — ygo (@)

1_

t
+ Il_),(a) afrp_l(tp —rP)e-t (f(r,x(r)) — g(r,x(r)|

+g@r,x(r) — g(r,y(r)Ddr

olur. Baglantilar kullanarak

|f(r,x(1) = g(r,x(r)| < W(r)

ve
lg(r,x(r)) = g(r,y()| < Clx(r) — y ()
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ve Gronwall esitsizligini kullanarak sonug kanitlanir.

Ozellikle g = f oldugunda daha basit bir formiil olan:

n-1 Kk

X(® = YO Y 2 (07 = @) 0 (@) = y0 @)
k=0

[e9) n-1

L pl-kack pk
+ f Z rP=1(tP — rp)ke-1 ?(tp — aP)*|xgy (@) — o (@)|dr
a

k=1 F(kOC) k=0

seklinde elde edilir. Bu bize (3.5.3) sisteminin 6zgiin oldugunu gosterir (Ricardo

2010).

Teorem 3.511 a > 0,m = [a], f,g,h € AC™([a,b]) olmak iizere f*(b) =
gk() =h*(b) =0, k=12,..,m—1ve DI f,Df_g,Dih € Lo([a,b])

olsun. Bu durumda

b
3 f ()9 (ORG)
b
- f FB)gERG) + F)gBIRGE) + F()gCORD)]dx

< ID5_fllwlg**1g(b)h (D)
+ID5_gllwlg *HIf (BR(D)I (3.5.5)

+ID§_hlloIg* | f (D) g (b)|
dir.

Ispat:x € [a, b]olsun. O halde:
fO) = fb) = yia 2t = x)@ DD f(t)dt (3.5.6)

gx) —g(b) = yia [ (& = x)@DDg g(t)de (3.5.7)
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h(x) — h(b) = yia J2 (& = x)@DDg p(t)dt (3.5.8)

olur. Bu ti¢ denklemi sirasiyla g(x)h(x), h(x)f(x) ve f(x)g(x) ile garpip ve

bunlar taraf tarafa toplayarak:

3f(x)g(x)h(x) = f(b)g(x)h(x) — f(x)g(b)h(x) — f (x)g(x)h(b)

b
_ g(x)h(x) f(t _ x)(“_l)DS_f(t)dt
+h(9;zf)(x)f (t — )(a—l)Dg_g(t)dt (3.5.9)

b
ACLIC) f (t — )@ DDL R(t)dt

elde edilir.(3.5.8) in her tarafin1 x’e gore integralini alarak ve yukaridaki denklemi

yeniden yazarak:

b

b
3 f f)g(x)h(x) — f [f(D)g(x)h(x) + f(x)gb)h(x) + f(x)g(x)h(b)]dx

9 s
f o (f (t-) 1Dbf(t)dt>

b h(x)f(x)
+J, = (f (¢t — )@ DD g(t)dt) (3.5.10)

b b
f(9)9() .
+f X)) (f = DDbh(t)dt)

bulunur. (3.5.9) i ve modiiliin 6zelliklerini kullanarak:
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b
~ [ ®g@h@ + F@g®IRC + g RBIdx

[ lgehCol S
s (f( ) waawﬂ>

a

i |h(x)f(x)|(f (t — x)@D|pa_ g(t)dﬂ) (3.5.11)

a TI(y)
|f (x)g ()| ;
X)g\x _ A\ (a-1) a
f o) (f(t x) ||Dbh(t)dtl|>

seklinde elde edilir. Artik sunu gézlemlemek kolaydir.

b b
3ff(x)g(X)h(x) —f[f(b)g(x)h(x) + f(x)g(b)h(x) + f(x)g(x)h(b)]dx

b b
Df flleo
< I byi” flg(x)h(xﬂ (f(t —x)(“l)dt> dx
D} ‘ 3
n | b):fllmflh(x)f(x)l (f(t _ x)(al)dt) dx

_ 198y 3
M(a+D) [, (b = )%|gGOh(x)ldx (3.5.12)
D& gl [
F((I;—f 130 f(b —x)*|h(x)f(x)|dx

42



ID5-hllo

T(a+1) f(b —x)*|f () g(x)ldx

= ID5_flloo1&**1g (bR (D)

+ID5-gllolg ™ R(B) f (D)

+HID_hlloIg* If (B)g (D)
seklinde ispat tamamlanir (Pachpatte 2012).

Remark3.5.11 Teorem 3.5.11’de h(t) =1,g(t) =1 ahnwsa |[Df_hll, =
0,/IDF-glle =0 elde edilir ve bu sonugtan baska teoremlerde elde edilir

(Pachpatte 2012).

Teorem 3.512 a >0,m = [a], f,g,h € AC™([a,b]) olmak iizere f*(b) =
gk() =h*b) =0, k=12,..,m—1ve DZ_f,D% g, D& h € L,([a,b])

olsun. Bu durumda

b
~ [ ®g@h@ + F@g®IRC + g IRBIdx

< IDy_fllL,qapnl&+1g(BIR(D)]
+IDp—-gllL, qapn e+ 1 (D) g (b)]
+IDp—hllL, qapplé+ f(B)g(b)]

Ispat: (3.5.10)’dan:

b b
3ff(X)g(X)h(X) - f[f(b)g(X)h(X) + f()g(b)h(x) + f(x)g(x)h(b)]dx

|g(x)h(X)| f(t )@D|DE_F(t)de| | dx

<
S T(@
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f|h(x)f(x)|<f(t x)(@- 1)|D“ gt)dt| |dx

b
If(;z§§x)|<f(t x)@ VD& h(t)dt| |dx

I'(a)

b
h
+f| ()lfzgx)l(b—x)“_l( |Dp_g(©)dt|

a

I'(a)

b b
_ flowneor, . ( e f@dﬂ)

b
n |f(x)g(x)|( x)@1 (_leb h(t)dt| | dx

a

FlgGORG)]

= IDy—fl1, e W(b —x)* tdx
a

b
h
+1Dg—-gl, (a6 %(

a

b —x)* ldx

b
|f (gl

+IDy_hllL, (ap1) W(b —x)* tdx
a

yazilir ve devaminda
< IDp-fllz, (apnla+|g(B)R(D)]
+HIDp-9 Iz, appla+ |R(B)f (b)]
+1I1Dg_hllL, (apple+1f (D) g(b)]

boylelikle ispat tamamlanmis olur (Pachpatte 2012).
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Remark 3.5.12 Teorem 3.5.12’de h(t) =1,g(t) = lalinirsa ||D{_h|l, =
0,/IDf_gllc =0 elde edilir ve bu sonucgtan baska teoremlerde elde edilir

(Pachpatte 2012).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde daha dnce 3 tane fonksiyon i¢in yapilan Teorem 3.5.11 teoremini n

tane fonksiyona genisletilmistir.

Teorem 4.1.1a > 0,m = [a], fi, f2, -, fa € AC™([a, b]) olmak iizere ff(b) =
fXb)=fkm)=-=fkb)=0, k=12,...,m—1 ve
Dy fi,Df_f5, ..., Df_fn € Ly, ([a, b]) olsun. Bu durumda

b
nfﬁ@ﬂﬁ@)@&&wx

b
—fmwﬁwmmm+ﬁmg@mnm+m

+ () f(0) ... fu(B)] dx

< D5 fillolg ™ 12 (D) f3(D) .. fu (D)
+HID5-follol& 1 (D) f3(B) ... fu (D)

HIDp_falloolE A D) (D) fu (D) ... £ (B)]

HIDF flloI&H f1(B) f2(B) ... frn—1 (D)
dir.

Ispat:x € [a, b]olsun. O halde:
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b
A0 = £0) = o [ (€= 0D fi 00t
00 = f,(0) = — [ (¢ = )@ VDg_f,(©)de(4.1.1)

b
1
Fi0) = folb) = — f (¢ — )@ DDE_fy(Ddt

b
1) — fu(b) = yia [ @0y @

elde edilir.Simdi bu denklemlersirasiyla

20 f3(0) . (), f1(0)f300) .. fo (X)),

vy [1(0) f2(x) ... fmq1(x) carpilip taraf tarafa toplanirsa;

nfi(x)f,(x) ... fp()dx — f1(B) /(%) ... f(x) — [ f2(b) ... frn(x) — -+
— () f2(x) ... fn (D)

_ fz(x)fs(x) .y
I'(y)

b
() f (¢t —x) @ VDL f(D)de

_ 0. ) b N(a-1)pa
=T [, t—x) DZ_f,(t)dt 4.1.2)
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_ i) - fra ()
r

b
f (¢ — )@ DDE_f,(D)dt

elde edilir. Simdi (4.1.2) denkleminin her iki tarafinin x’e gore integralini alip

denklem yeniden yazildiginda:

b
n f L0 fo() . fu(0)dx

b
- f GO o fo) + £ (B) o fu () +

+ () f2(0) ... fu(B)] dx

b b

r)
b ~fn b _
— fa f1(x)f3r((xy)) fn(x) (fx (t _ x)(a' 1)Dg_f2 (t)dt) 4.1.3)

b b
— ff1(x)fz(?zy")' fa-1(x) (f(t — x)(“_l)D{f-fn(t)dt>

elde eldir. Simdi denklem (4.1.3) ‘4 ve modiiliin 6zelliklerini kullanarak

yeniden diizenlenirse:
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b
n [ A0S0 - fuCedax

b
- f V0O o fo) + £ fo(B) o fu () +

+ 1) f2(x) ... fu(b)] dx

? b
_ |f2(0) f3(x) - frn ()] e
. ! r) <xf (t =) |Dbf1(t)dt|>

b |1 () f3(x)..fa()| (D -
_ fa |f1 xfgr(J;) fn(x I(fx (t _x)(a 1)|Dg_f2(t)dt|) (4.1.4)

b b
_ |f1(x)f2(x) ---fn—l(x)l . A(e-Dpa
_ f T ( f (t - %) |Db_fn(t)dt|>

elde edilir. Artik sunu kolaylikla:

b
n [ A0S0 - fuledax

b
- f D00 o fo) + £ COfo(B) o fu () +

+ () f(0) ... fu(D)] dx
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b b
< ”Db}:C]:l”oo f|f2(x)f3(x) fn(x)l (f(t _ x)(dﬂdt) dx

b b
n ”Db;Z:Z”oo flfl(x)f?;(x) fn(x)l (f(t _ x)(aﬂdt) dx

D b
Da— nilloo
n byi I f AEOf(0) - fnl(x)|< f (t_x)m_l)dt) o

yazilabilir ve devaminda

b
Da— 1lloo
- ”rél f: g) f (b =000 - fu (D) dx

b
D¢ frllw
+ "1“(2 f!) f (b =0 L) f(x) . fu()ldx

b
Df_fullwo
+ “F(l:x i !) (b =0 Ll f5(x) . fuo1 (1) dx

olur. Buradan

= ”ch)l—fllloolgi-lle (b)f3(b) fn(b)l
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HID5-falloolgE 1 f1(B) f3(D) ... fu (D)

+HIDp_ fullo &L fr (D) f5(B) .. fo—1 ()]
oldugu goriiliir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Remark 4.1.1 Teorem 4.1.1 de f,(t) =1,f@) =1,..,f @) =1 alinirsa
IDF_f2llo = 0, IDF—f5lleo = O, oo, IDF_frlleo = O elde edilir ve bu sonugtan

bagka teoremlerde elde edilir.

Simdi Teorem 3.5.12 “yi n tane fonksiyon i¢in genisletilecektir.

Teorem 4.1.2a > 0,m = [a], fi, fo, ., [ € AC™([a, b]) olmak iizeref* (b) =
X)) =fkm)=-=fk)=0, k=12,...m—1 ve
Df_f1,Df_f5, ..., D¢ fy € L1([a, b]) olsun. Bu durumda

b
n f £ fo() . fo(0)dx
b
- f V00 o fo) + £ fo(B) o fu () +
L ARG  fuB)] dx

< 1DEfilliy gy 6 o B (B) . S ()]

+IDp—1> WLy qappla+! fi (D) f5(D) ... fn(B)]
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FUDE Fullz, gy [ i BV Fo (B) . frma ()]
dir.

Ispat:Teorem 4.1.1 “deki (4.1.4) “ii kullanarak:

b
n [ A0 A -

b
- f B0 o fol) + GO fo(B) o fu () +

+ () f(0) ... fu(B)] dx

b b
< f |f2(x)f3[€?;)fn(x)| (f(t — x)(“1)|Dg—f1(t)dt|> dx

X

b b
o Ay F(;c;)---fn(x)' ( [ -y g, (t)du) dx

X

b b
+f |f1(x)f2(?2a) fn—l(x)l <f (t - X)(a_l)ng—fn(t)dd) dx
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b b
B f JEICI)E F(g)...fn(xﬂ (b —x)*? ( f |D§f1(t)dt|> dx

b b
N f JAC)2 F(zc;)---fn(x” (b — x)a-1 ( f IDE_f, (t)dtl> dx

. b
N f JACE (;cgo;-)- Fra @l _ syt ( f ID,‘,‘_fn(t)dﬂ) dx

yazilir ve daha sonra

b
= ”Dlgl—fl”lq([a,b]) f le(x)figzco)!)fn(x)l (b - x)a_ldx
b
+”Dg_f2||L1([a,bD f |f1(x)f3lfzcc)l)fn(x)| (b _ x)a—ldx
b
+||Dl(;1—fn”L1([a,b]) f |f1(x)f2(?2a) fn—l(x)l (b - X)a_ldx

bulunur. Buradan

= D8 filloy g 15| o B (B) .. f ()]
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HIDp—fall i, gy la+ 1 f1 (D) f3(D) ... fn (D)

+||Dll)l—fn ||L1([a,b])lg+ |f1(b)f2 (b) e fn—l(b)l
olur ki bdylelikle ispat tamamlanir.

Remark 4.1.2Teorem 4.1.1 de f,(t) =1,f3(t) =1,..., f(t) =1 alinirsa
IDE_follo = 0, [IDF-f5llee = 0, .., IDF_frllwo = O elde edilir ve bu sonugtan

bagka teoremlerde elde edilir.
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5.TARTISMA ve SONUC

Bu calismada oncelikle Caputo kesirli tiirev ve Caputo kesirli integral ile ilgili
tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica Caputu Katugampola kesirli tiirevi ile

Caputo Katugampola arisindaki iliskiye deginilmistir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar Yorum 3.5.11 ve Yorum 3.5.12’den esinlenerek

yeni integral 6zdeslikleri elde edebilirler.
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