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Dort boliimden olusan bu tez galigmasinda, Crank-Nicolson sonlu fark yontemine bagli Strang
parcalama (splitting) metodu ile 1-boyutlu Burgers’ denkleminin sayisal ¢6ziimleri incelenmistir.

Birinci boliimde 1-boyutlu Burgers’ denklemi hakkinda literatiiriin bir 6zeti verilmistir.

Ikinci boliimde sonlu fark yéntemleri ve Taylor seri acilimi incelendi. Taylor seri acilimin
kullanarak sonlu fark formiilleri sunuldu. Burgers’ denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi
verildi. Hopf-Cole doniistimii kullanarak 1-boyutlu Burgers’ denkleminin iki model problem i¢in analitik
¢Oziimleri sunuldu.

Uciincii boliimde pargalama (splitting) yontemi hakkinda bilgi verildi. Buna bagli Lie-Trotter ve
Strang parcalama (splitting) metotlar1 agiklanmig ve bu yontemlerin yerel hatalari sunulmustur. Sonlu
fark yontemleri i¢in lineerlestirme teknikleri sunulmustur.

Dérdiincii bolimde farkli lineerlestirme teknikleri ile Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimina
bagli Strang par¢alama yontemi kullanilarak model problemlerin sayisal ¢oziimleri elde edildi. Sayisal
¢Oziimler analitik ¢oziimlerle karsilastirild.

Anahtar Kelimeler: Burgers senklemi, Crank-Nicolson sonlu fark yontemi, Strang pargalama
(Splitting) metodu, Taylor seri agilimu.
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In this thesis, the numerical solutions of the 1-dimensional Burgers’ equation obtained by Strang
splitting method based on Crank-Nicolson finite difference scheme have been analyzed in four chapter.

In the first chapter, a summary of the literature about 1-dimensional Burgers’ equation has been
given.

In the second chapter, finite difference methods and Taylor series expansion are examined. Using
the Taylor series expansion, the finite difference formulations are presented. Crank-Nicolson finite
difference approach of the Burgers equation has been given. The analytical solution of the 1-dimensional
Burgers’ equation for two model problems has been obtained by using Hopf-Cole transformation.

In the third chapter, the Lie-Trotter and Strang splitting methods have been explained and their
local errors have been presented. Differen lineerization technique has been presented for finite difference
methods.

In the fourth chapter, the numerical solutions of the model problems have been obtained by using
Strang splitting method based on the Crank-Nicolson finite difference method and different lineerization
technique. The numerical solutions have been compared with analytical solutions.
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1. GIRIS

Bu calismada sayisal ¢oziimlerini inceleyecegimiz Burgers’ denklemi

2

ou ou o'u
—+U—=v—-— ,0<x<1,t>0 (1.2)
ot OX OX

ilk olarak Burgers’ tarafindan tiirbiilansin matematiksel modellemesi igin Onerilmistir
(Burger, 1948). Bu denklem non-lineer konveksiyon ve viskoziteli difiizyon terimi
icerdiginden Navier-Stokes denkleminin basit bir formudur. Ses ve sok dalga teorisi,
elastik dalgalar, sayi teorisi, gaz dinamigi, 1s1 iletimi gibi bir¢ok alanda bu denklem
kullanilmigtir. Hopf ve Cole ayni donemlerde fakat birbirinden bagimsiz olarak (1.1)
denklemini baz1 baslangig¢ kosullar1 igin Hopf-Cole doniisiimii olarak adlandirilan bir
yontem ile 1s1 iletim denklemine dondistiiriip analitik ¢6ziimiinii sundular (Hopf, 1950;
Cole, 1951).

Analitik ¢6ziimii bilinen Burgers’ denklemi, niimerik ¢oziimiin analitik ¢6ziime
ne kadar yakin oldugunu test edebilen bir non-lineer kismi diferansiyel denklemdir. Bu
yiizden (1.1) Burgers’ denkleminin yaklasik ¢oziimleri birgok arastirmaci tarafindan
calisilmugtir.

Hon ve Maon (1998) c¢alismasinda uzay ayriklastirma metodu olarak
multikuadrik ve zaman ayriklastirmasi icin diisiik mertebeden agik sonlu fark yaklasimi
kullanilarak Burgers’ denkleminin yaklasik ¢6ziimlerini sunmuslardir. Kutluay ve ark.
(2004) calismasinda en kiigiik kareler kuadratik B-spline sonlu eleman metodu
kullanilarak Burgers’ denkleminin niimerik ¢6ziimlerini elde etmislerdir. Burgers’
denkleminin yaklasik ¢6ziimlerini bulmak igin Kutluay ve Essen (2004) ¢alismasinda
lineerlestirilmis kapali sonlu fark metodunu oOnermislerdir. Ozis ve ark. (2005)
caligmasinda Hopf-Cole doniisiimii ile indirgenmis Burgers’ denklemini yaklasik olarak
¢ozmek i¢in Galerkin kuadratik B-spline sonlu eleman metodunu kullanmislar. Giilsu ve
Ozis (2005) arastirmasinda Burgers’ denkleminin niimerik ¢oziimlerini elde etmek icin
kisitlanmis Taylor yaklagimi metodunu uygulamiglardir. Burgers’ denklemini Aksan
(2005) galismasinda Galerkin sonlu eleman yontemi ile yaklasik olarak ¢ozmiistiir.
Kadalbajoo ve Awasthi (2006) ¢alismasinda Burgers’ denkleminin Crank-Nicolson
sonlu fark metodu ile elde edilmis ¢6ziimlerini sunmuslardir. Saka ve Dag, Kuartik B-

spline kollokasyon metodunu kullanilarak Burgers’ denkleminin yaklasik ¢oziimlerini



sunmuglardir (Saka ve Dag, 2007). Burgers’ denkleminin sayisal ¢oziimii i¢in dordiincii
ve altinct mertebe kompakt sonlu fark metodu sirasi ile (Lao, 2008; Sari ve Giirarslan,
2009) calismalarinda Onerilmistir. Pandey ve ark. (2009) calismasinda Burgers’
denklemini 1s1 denklemine indirgeyerek Douglas sonlu fark yontemi ile ¢ozmiislerdir.
Burgers’ denkleminin yaklasik ¢oziimleri ongérme-diizeltme yontemi kullanilarak
Zhang ve Wang (2012) yaptiklar1 ¢calismada elde etmislerdir. Jiwari (2012) ¢alismasinda
Haar dalgacik yari-linecer yaklasimi ile Burgers’ denkleminin niimerik ¢oziimlerini
sunmustur. Inan ve Bahadir (2013) yaptiklari ¢alismada Burgers’ denkleminin yaklasik
¢ozliimleri igin kapali ve full kapali iissel yontemlerini Onermiglerdir. Burgers’
denkleminin sayisal ¢6ziimii i¢in Jiwari (2015) c¢alismasinda yazar Euler kapali
metoduna, yar1 lineerlestirmeye ve diizglin Haar dalgaciklarina bagli bir karma yaklasik
sema sunmustur. Jiwari ve Alshomraniv ( 2017) yaptiklar1 ¢alismada modifiye edilmis
trigonometrik kiibik B-spline fonksiyonlarin1 kullanarak Burgers’ denkleminin yaklasik
¢oziimil i¢in yeni bir algoritma oOnermislerdir. Seydaoglu (2019) calismasinda uzay
ayriklastirmasi i¢in multikuadrik radyal baz fonksiyonu ve zaman integrasyonu igin
Lie—Grup semasini kullanilarak Burgers’ denkleminin sayisal ¢oztimlerini sunmustur.
Marchuk (1968) calismasinda matematiksel fizik problemlerinin ¢oziimii i¢in
parcalama metotlarinin bazi uygulamalarini vermistir. Strang (1968) ¢alismasinda iKi
uzay degiskenli lineer olamayan baslangi¢ deger problemlerinin yaklasik ¢coziimleri igin
pargalama teknigini onermistir. Yoshida (1990) makalesinde Hamiltonyan sistemler igin
yiiksek mertebeden parcalama metotlar1 sunmustur. Burgers’ denkleminin pargalama
teknigi ve kiibik spline metodu kullanilarak niimerik ¢oziimlerini Jain ve ark. (1992)
calismasinda elde etmislerdir. Iskandar ve Mohsen (1992) yaptiklar calismada Burgers’
denkleminin yaklasik ¢oziimii igin Crank-Nicolson sonlu fark yontemine ve Picard
yaklagimina bagli birinci mertebe parcalama yontemini Onermislerdir. Shankar ve
Singh (1995) yaptiklar1 ¢alisgmada Homojen olmayan iki boyutlu coupled Burgers’
denkleminin yaklasik ¢oziimlerini kiibik spline fonksiyonlari ile sonlu fark metotlarina
bagli parcalama metodu ile elde etmislerdir. Rouhi ve Wright (1995) yaptiklari
calismada s1g akim, Boussinesq ve KdV denklemlerinin yaklasik ¢oziimii igin tek cift
parcalama olarak adlandirilan yeni bir par¢alama metodunu 6nermislerdir. Holden ve
Karlsen (1999) calismasinda genellestirilmis KdV denklemi igin birinci mertebe
parcalama metodunun yakinsaklik 6zelliklerini incelediler. Bhardwaj ve Shankar (2000)

yazdiklari makalede Kuintik spline teknigini ve pargalama metodunu kullanarak diizenli



uzun dalga (RLW) denklemi i¢in yeni bir sonlu fark metodunu gelistirdiler. Blanes ve
Moan (2000) calismasinda zamana bagli Schrédinger denklemi igin yeni dordiincii
mertebe par¢alama metodunu, Blanes ve Moan (2001) ¢alismasinda otonom olamayan
Hamiltonyan denklemler i¢in par¢alama metotlarini sunmuslardir. Muslu ve Erbay
(2003) makalesinde Kompleks modifiye edilmis KdV denkleminin Fourier doniisiimiine
bagh ti¢ farkli pargalama metodu ile sayisal ¢oziimlerini elde etmislerdir. Blanes ve
Cases (2006) calismasinda otonom olamayan ayrilabilir dinamik sistemler i¢in yeni
dordiincti ve altinci mertebeden parcalama metotlarini sunmuslardir. Lubich (2008)
calismasinda lineer olmayan Schrodinger denklemlerinin Strang par¢alama metoduna
baglh hata analizini vermistir. Hansen ve Osterman akis denklemleri igin yiiksek
mertebeden pargalama metotlarin1 ve yakinsaklik analizlerini sunmuslardir. Bir yil
sonra yine bu aragtirmacilar Lie ve Piceman-Rachford par¢alama metotlarinin lineer
olmayan akis denklemleri i¢in yakinsakli analizini sunmuslardir (Hansen ve Ostermann,
2009; Hansen ve Ostermann, 2010). Kosiniis agilimina bagli diferansiyel tiimleme
metodu ve par¢alama metodu kullanilarak KdV denklemini Saka (2009) c¢aligmasinda
sayisal olarak ¢O6zmiistiir. Seydaoglu (2010) calismasinda pargalanmis Burgers’
denklemini sonlu fark yontemlerini kullanarak sayisal ¢oziimlerini elde etmistir. Blanes
ve Cases (2010) calismasinda diferansiyel denklemler i¢in pozitif reel kisma sahip
altinci mertebe kompleks katsayili pargalama metotlarin1 elde ettiler. Holden ve
ark.(2011) galismasinda KdV denkleminin Godunov ve Strang par¢alama metotlarina
bagh yakinsakligini gostermislerdir. Holden ve Lubich 2013 yilinda Burgers’ non-
lineerligine sahip kismi diferansiyel denklemler i¢in Strang par¢alama metoduna bagl
yakinsaklik 6zelliklerini sundular (Holden ve Lubich, 2013). Blanes ve Seydaoglu
(2013) ¢alismasinda otonom olamayan ayrilabilir parabolik denklemler i¢in pozitif reel
kisma sahip yeni yliksek mertebeden pargcalama metotlarini elde etmislerdir. Seydaoglu
(2015) caligmasinda pertiirbe edilmis sistemler igin {iretilmis yiiksek mertebeden
parcalama (splitting) metotlarin1 kullanarak farkli sinir kosullart altinda 1-Boyutlu
Burgers’ tipi kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini incelemistir. Ayni
aragtirmasinda spektral, WENO (Weighted Essentially Non-oscillatory) sonlu fark
metotlarin1 kullanmistir. Seydaoglu ve ark. (2016) calismasinda Burgers’ denkleminin
farkli sinir kosullar1 i¢in Fourier donilisiimiine, dordiincii mertebe acik ve WENO
(Weighted Essentially Non-oscillatory) sonlu fark metotlarina bagl yiiksek mertebeden

par¢alama metotlari ile yaklasik ¢6ziimleri elde etmistir. Seydaoglu (2018) ¢alismasinda



filtreleme teknigi ile Crank-Nicolson sonlu fark metoduna ve Picard yaklasimina bagl
pertiirbe edilmis denklemler i¢in lretilen ikinci mertebe pozitif katsayili simetrik
parcalama metodu kullanilarak Burgers’ denkleminin sayisal ¢oziimlerini sunmustur.
Celikkaya yaptig1 calismada Burgers’, modifiye edilmis Burgers’ (mBE) ve diizenli
dalga (RLW) denklerinin sayisal ¢oztimlerini kiibik B-spline kollokasyon sonlu eleman
yontemlerine bagli Strang, dordiincii ve altinct mertebe ekstrapolasyon parcalama
yontemleri ile elde etmistir (Celikkaya, 2018).

Bu calismada Burgers’ denkleminin iki farkli baslangi¢c ve sinir kosullari altinda
farkli lineerlestirme teknikleri kullanilarak Crank-Nicolson sonlu fark yontemine bagl
Strang pargalama metodu ile sayisal ¢6ziimleri elde edilecek ve bu ¢6ziimler ile

denklemin analitik ¢oziimleri karsilastirilacaktir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI
2.1. Iki Degiskenli Taylor Seri Acilimm

U(x,t), fonksiyonunun (x + Ax, t + At) noktasindaki Taylor seri agilimi asagidaki
gibidir.

U U
U(x + Ax, t + At) = U(x,t) + [Axa + At;] +

1 2%U K 2%U
_ 2___— 2
T (Ax) 722 + 2AxAt EReT: + (At) T

36U

5] o (A S+

Yukaridaki Taylor seri aciliminda At = 0 olarak alinirsa

22U
UGx+8x,t) = UG, ) + [Ax 2]+ [(ax )2—]+ = | ax )3 =+ |+, olur.
Yukaridaki ifadede birinci tiirev cekilirse

ou Ux+ Ax,t)-U(x,t) (dx) 0°U  (4x)2 93U (Ax)364
ox (4x) 20 9x2 31 9x3 41 oxt

, ifadesi bulunur.

(4x) 02U (4x)? 03U (4x)3 o%U
0(4x)=- - - -... , olarak alinirsa
(4x) 21 9x? 31 9x3 4! 9x*4 g

ou U(x+ Ax,t)=U(x,t)

= + 0(4x) ifadesi elde edilir. Bu ifadede
ox (4x)

Ulx,t)=u ,U(x+ Ax,t) = u ' olacak sekilde yerine yazarsak

+1

o U -uU’
- _ m+1 m +O(AX) (21)

oxX AX
zaman sabit iki nokta ileri fark formiiltiini (tiireve yaklasim formuli) bulmus
oluruz. Benzer sekilde Ax = 0 olarak alinirsa yeni denklem asagidaki gibi olur.

Ulx,t + At) = U(x, t) + [Ataa—lt’] + % [(At)2 atz] + 3‘[ (At)32 ‘3’]+

Yukaridaki ifadeden birinci tiirevi ¢ekersek

oU UQe,t+At)-U(x,t) (At) 02U (4t)? 30  (4t)3 a%Uu _ .
P @0 Tl 9t 3 ar . m ¢k -..., ifadesini buluruz.




(4t) a%U i at)? odu i (4t)3 9*u

0(dt)=- 20 9t2 31 9t3 4l ott

-..., olarak alinirsa

U(x,t+ At)—U(x, . .
L (ot AU 0(A4t) seklinde bulunur. Buldugumuz bu ifadede

ot (4at)

Ulx,t+Ax)=u" , U(x,t)=u olarak yerine yazilirsa

Y Y 7Y 5y (2.2)

iki nokta ileri zaman fark formiilii (tiireve yaklagim formiilii) olusur.

Benzer bir sekilde U(x,t)’nin ( x £Ax ,t £At) ve ( X+ 2Ax ,t +2At) noktalarindaki
iki degigkenli Taylor seri agilimi1 yapilirsa asagidaki konum zaman fark formiilleri diger

bir ifade ile tiireve yaklasim formiilleri bulunur (Ugar, 2005).

ou uU'-u'
- _ m—M+0(AX) , (23)
oX AX
ou Ul -u
S B Y YO (2.4)
ot At
ou U’ -uU'
S Tma T oax?) (2.5)
oX 2AX
6U U n+1 _ n+1
S5 _Zma Tet i ogax?) (2.6)
oX 2AX
aZU U;_ZU;+1+U;+2 2

2 : +0(ax) (2.7)
ox (AX)
GZU Ur:il—ZUr:-i—Umn“ 2

= . + O (Ax") , (2_8)
oX (AX)
o'u_upi-auteunn

= + O (AXx") ’ (2_9)



2.2. Sonlu Fark Yontemleri

Analitik ¢6ztimii bulunamayan denklemlerin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak
amactyla arastirmacilar birgok niimerik yontem gelistirmislerdir. Bu yoOntemler
arasindaki tstiinliik, yontemin hassasiyetine ve hizina baglidir. Son zamanlarda ¢oziimii
analitik olarak bulunamayan diferansiyel denklemler dogruluk hassasiyeti yiiksek olan

bilgisayarlar yardimi ile niimerik yontemlerle ¢oziilmektedir.

Lineer veya lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢éziimlerinin
bulunmasinda sonlu fark yontemleri siklikla kullanilmaktadir. Yaygin olarak kullanilan
sonlu fark yontemleri Acik, Kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemleridir (Ozisik

ve ark., 2017). Bu tezde sadece Crank-Nicolson sonlu fark yontemi ile ilgilenecegiz.

Bir kismi diferansiyel denklemin sonlu fark yaklasimi bulunurken oncelikle
problemin ¢6ziim bolgesi Sekil 2.1°de gosterildigi gibi genellikle dikdortgensel sekiller
iceren kafeslere boliiniir ve problemin yaklasik ¢oziimii her bir kafesin diigiim noktalari
tizerinde hesaplanir. Daha sonra diferansiyel denklemdeki tiirevler ve sinir sartlar
yerine uygun sonlu fark yaklasimlart yazilir. Boylece diferansiyel denklemlerden olusan
problem, klasik sonlu fark denklemlerinden olusan bir cebirsel denklem sistemine

indirgenmis olur.
U, x ve t degiskenlerine bagli bir fonksiyon olsun. [0,[]X[0, ) yar1 agik
bolgesinde (x, ,t, ) olarak ifade edilen diiglim noktasindaax , X yoniinde konum adim

uzunlugu; At, t yoniinde zaman adim uzunlugunu gostersin.



X=X =mAx, m=01)M , | =M .AxX
t=t, =nAt, n=00123,.
U(x,,t,)=Uy olarak ifade edilir.

Sol sinir sart1
<O ile gosterildi
n=0,1,2,3...

Up = UR =S,

Sag sinir sarti
<O ile gosterildi
n=0,1,2,3...

Ui=Uitt = fo

¢ 5 A X
t .Cil) (xm—lﬂtn+1) (xm'tn+1: (xm+1'tn+1) é
tn+1 :
E 71;1_1 Ul Urrrlz+]
tn D &
! X X X
! X1, tn) oo tn) (Xm+1, tn)
i (1, £2) (Xm+1,t2)
e — Q
- D Y Q &
ty
@O @ @@ @
! Xm-1

=
<)
Il
(@]

Bagslangic sarti ‘ ile gosterildi

Sekil 2.1. Diigiim Noktalarinin Gosterimi




2.3. Temel Kavramlar

Bu bolimde konunun ilerleyen kisimlarinda kullanacagimiz kararlilik, von
Neumann kararlilik analizi ve Crout yontemi kavramlarini inceleyecegiz.

2.3.1. Kararhhk

Sonlu fark yontemleri ile ¢dziilen kismi diferansiyel denklemlerin niimerik
¢oziimlerinde meydana gelen hata miktarinda ilerleyen zaman adimlarinda artis

gbzlenmiyorsa kullanilan sonlu fark yontemi kararlidir denir (Ozisik ve ark., 2017).
2.3.2. Fourier seri (von Neumann) Kararhhk Analizi Yontemi

Bu yontem diferansiyel denklemlerin sonlu fark yaklasimlar1 yazildiktan sonra
elde edilen denklemin hata yayilimina bagl kararliligin1 inceler.

t € [0,T] , zaman araliginda, konum adim uzunlugu Ax — 0 ve zaman adim
uzunlugu At -0 , N.At=T olmak iizere N — o icin iki zaman seviyeli
U(x,t)’nin sonlu fark yaklagim denkleminde ¢t = 0 digiim noktasindaki baslangig
degerleri Fourier seri veya von Neumann metodunun baglangi¢ degerini ifade eder.
Kismi diferansiyel denklemi degiskenlere ayrilma metoduna benzer bir yontemle ¢ = 0
icin Fourier serisine indirgenen bir fonksiyon ele alalim. Bu fonksiyon Fourier seri

formunda
¥ [ancos (?) + b, cos (%)] , seklinde yazilabilir.

e™ = cos(nm) +i.sin(nm), i? = —1 esitliginden dolayr yukaridaki denklemi

kolaylik olsun diye

inmx

Y* oA, e T, M.Ax =1, i? = —1, seklinde yazilabilir.

m=0(1)M, M. Ax =1 ve 6, = nTn olarak alinirsa

inmx

Aje T = A,e ™A ifadesi elde edilecektir. t = 0 pivot noktasina ait baslangic

degeri

U(x,0) = U(mAx,0) = U2 =M A, e%m%  m = 0(1)M, olarak tanimlanur.
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M+1 adet denklemin Ay, A4, ..., Ay bilinmeyen katsayilarini belirtsin. Bu katsayilarin
hepsi birer sabit say1 oldugu i¢in ihmal edilebilir. Yani baslangi¢c degeri kompleks iistel

formada yazilabilir. Bunu gosterebilmek i¢in

w , genellikle bir karmagik say1 olmak iizere;

e ifm Ax iom Ax+wt

=e , t =n.At, olur. Bu ifadeyi diizenlersek

eiBmAx_ewt :eiHmAx.eamAt — ei@mAx_ (ewAt)n — eiBmAx. (‘u)n, olarak bulunur.

wAt

Burada |u| = u = e®?* olarak alinir ve giliglendirme faktorii olarak adlandirilir.

Lax-Richtmyer tanimina goére sonlu fark denklemi kararli olabilmesi igin
Ax — 0 ve At — 0 oldugunda n < N i¢in baslangi¢ sartin1 saglayan 6 degerleri i¢in
|U7, | ifadesi sabit olmalidir. Sonlu fark denkleminin analitik ¢6ziimii zamana bagl iistel
bigimde artmiyorsa kararlilik igin yeter sart |u| < 1 dir.

Eger |Uy,| zamana bagh artiyorsa kararlilik i¢in yeter ve gerek sart K > 0
sayist Ax, At ve 6 ‘dan bagimsiz olmak iizere |u| < 1+ KAt = 1+ O(At), olmalidir.
Bu yontem [ periyotlu ve sabit katsayili lineer denklemler i¢in uygulanir.

Von Neumann sarti iki veya daha fazla bagimli degiskene sahip denklemler ile {i¢ veya
daha fazla zaman seviyeli denklemler i¢in gegerlidir ancak yeterli olmayabilir (Smith,
1985).

2.3.3. Crout Yontemi

a1 X1 + a12x2+a13x3 + .. ApnXy = bla

a1 X1 + a22x2+a23x3 + .. Arpn Xy = bz,

A 1X1 + ax+a,3x3 + .. Qpu Xy = by,

denklem sisteminin katsayilar matrisi A olsun. L ve U sirasi ile alt ve iist liggensel
matrisler olmak iizere A = LU olarak yazalim.
Ax = b, denklem sisteminde A = LU olarak yazilirsa LUx = b denklem

sistemi meydana gelir. Ly = b, denklem sistemi ¢oziilerek y bulunur. Daha sonra



Ux =y denklem sistemi ¢o6ziilereck bilinmeyen x’ler bulunur. Simdi

ayriklastirtlmasinin nasil yapildigina bakalim.

aj; A12013414--A1(n-1) Q1n
azqy QaAzy . v e . Aorn
asq . a3z . .. . as,
A= ,
a(n_l)l . . R . a(n_l)n
an1 Ap2Qn3 - "-an(n—l) Ann
[ Ly 0 00000 0 0
L21 L22 0 0 0
L31 . L33 0 : . 0
: . W0 A 0
I = 0 . 0 ;
0o . 0
. 0 0
Lin-1)1 r . 0
Lnl LTLZ Ln3 -Ln(n—l)Lnn
1U;pUiz Uy, Ug-y Um
0 1 Uz Uz : 2n
00 1 Uy . Us,
00 0 1 Ug Usn
y=00 0 o 1 . Usp |
00 0 o 0 1.
o0 o o O O1 . .
00 0 0 0 00 1 Upp
00 0 0O 0 0O O 1
1.adim:
Lll = a1 ,L21 =day, ""Lnl = an1 (L’nin l.sﬁtunu)

__ a2 __ a3 __ Q14 _ Qin
Ujp = T Uiz = T Uiy = T v, U = T (U’nun 1. satir )
11 11 11 11



2.adim:

Ly = az — Ly Usz
L3; = az; — L3 Usz
Ly = a4 — LyyUsz,

an = dupp — Ln1U12 (L’nin 2.Sﬁtunu).

Uz = (az3 — Ly Uy3) /Loy
Uzsa = (ag4 — Lp1Uy4) /Loy ,
Upn = (azn — L21U1,) /Ly, (U’nun 2. satirn ).

3.adim:

L3z = azz — L3 Uz — L3 Ups
Lyz = a43 — LygUiz — LypUss

Lng = ang - Ln1U13 - Ln2U23 (L,nin 3.Sl.itu1'1].l).
Usy = (agq — L31Uys — L3pUsy) /L33,

Uss = (azs — L31Uss — L3pUss)/Lss,

U3Tl = (a3n - L31 Uln - L32 UZn)/L33 (U’nun 3. satir1 )

n. adim:
Ly Uy + LUy + Ly3Usy + o4 Ly Upn = @ (L’nin n.stitunu)
Uy, =1, (Ununn. satirt)

Daha genel bir ifadeyle
Ly =1, Ly = ay — ShoiLw Ui, j=1i+1,i+2,..,n
(]ji =(ai]- - Z;'(_zllLik Ukj)/Lll ) ]:l+1,l+2,,n Lii #=0

seklinde gosterilir (Esen ve Bahadir, 1998).
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2.4. 1-Boyutlu Burgers’ Denkleminin Seri Coziimii

u.+uu, =vU,, , —-o<x<+4o0, t>0

seklindeki Burgers denklemi non-lineer bir denklem olup seri ¢6zliimii vardir.

Burgers’ (1948) calismasinda,

3@ _ X
U="r 2=

dontistimiini kullanarak bu denklemi adi diferansiyel denklem tipi olan
Z—Z = f(x)y? + g(x)y + h(x) Ricatti denklemine indirgemeyi basardi.
Hopf (1950) ise,

U=-2v %" , doniisiimiinii uygulayarak Burgers denklemini

0; = v0,, , seklindeki 1s1 iletim denklemine indirgeyerek ¢ozdii (Hopf, 1950; Cole,
1951).

Bu denklemin hiperbolik tanjant yontemi ile ¢oziimii i¢in bknz. (Malfliet ve
Hereman, 1996), (Mizrak ve Ertas, 2008). Ve gezinen dalga yontemi ile ¢dziimii igin
bknz. Doktora tezi (Aslan, 2007).

2.5. Hopf-Cole Doniisiimii

U, +U0U, =vU,, , —-oo<x<+oo, t>0

U(x,t) = Uy(x)

baslangi¢ deger problemini ele alim. 8, x ve t’ye bagl bir fonksiyon olmak iizere

Burgers’ denklemine

U= —217%" (Hopf-Cole) doniisiimiinii uygulayalim.



Hopf-Cole doniisiimiin uygun tiirevleri:

0y 0,06
Ut = —ZUTt‘F 2179—;,
_ Oxx (62)°
Uy = 202+ 200

0 O:cx ©)°
gz~ Av—5- d.

Upe = =202 + 6v
Bu ifadeler Burgers’ denkleminde yerine yazilirsa

Oxt 0 —v00,yx — 0,0+ 10
Ut+UUx_vax — Zxt xxxg2 x Yt xx

:0’

0;, = 0,; oldugundan

O1x 0—V00,0x — 0,0+ V0, (et—vexx

. 5 ) = ( ifadesi bulunur. Her tarafin x’e gore
X

integrali alinirsa,

Qt—vexx

—=) dx= [0.dx,
) a0

0,—vo
%:CJ c=k(t),

ifadeleri elde edilir. Burada ¢ = 0 alinirsa
0, —vl,, = 0 olur.

Bu denklem bir 1s1 denklemi olup Fourier doniisiimii metodu ile ¢6ziimii mevcuttur.

14



2.6. Model Problemler

Problem 2.1

ou ou a%u .
—+U—=v—— ,0<x<1,t>0 (Burgers' denklemini)
ot oX OX

U (0,t)= f,(t)=0
(0,t) (B ]F ( s1nur sartlar)
Ut)=f,(t)=0]

U(x,0)= f(x)=sin(z.x) ,0<x<1 (baslangig sart1)

baslangi¢ ve sinir sartlarina sahip Burgers’ denklemini Hopf-Cole doniisiimii ile 1s1

iletim denklemine doniistiirelim.

U(x,0) = Uy(x) = —2v % dir. Bunu diizenlersek

0x (x,0) _ 1 . , -
0 Up(x) olur. Bu ifadede x’e gore integral alirsak

6, (x,0) 1
1] ) dx = f—; Uy (x)dx ,

1
In(8(x,0)) = ‘Zfox Uy (s)ds ,
1 x
0(x,0) = e~z ho V&% (paglangic kosulu)
1 (X gin(z.s 1
6(x,0) = e 3w do Vs —pm g (Ceos@Y D) gy Ayrica,

- 0y (x,t) <
U(x,t)=—-2v T oldugundan

_ 5 0200 _ —_
U0, 6)=—2v "= 0 ve U(L, )= ~2v

0,(1,t)

2D 0 olur. Oyleyse

0,(0,t) =0 ve 6,(1,t) =0 (smur kosullarr)

elde edilir (Hopf, 1950), (Cole, 1951). Simdi Burgers’ denklemi



16

00 0°0
— -V =0, 0<x<1 t >0
ot 0X

1
0(x,0) = e 2w COSmITD g < ¥ < 1 (baslangig sartr)
0,(0,t) =0 ve 6,(1,t) =0 (siur sarti)
1s1 denklemi formuna ¢evrilmis oldu. Simdi bu denklemi ¢ozelim. Degisken ayristirma
metoduna gore
0(x,t) = X(x).T(t) olsun. Bu fonksiyonun asagidaki tiirevlerini
0,(x,t) = X ().T(t),
Orex (x,t) = X' (x).T(t),

0, (x,t) = X(x). T (t) , 1s1iletim denkleminde
—— vT = 0 yerine yazarsak

X(x).T' (t) v.X" (x).T(t) =0, olarak bulunur. Bu ifadeyi yeniden diizenlersek

1T X (x)

—. = if iel ilir.
> T X0 ifadesi elde edilir

Esitligin bir tarafi ¢’ ye bagli diger tarafi x’e bagh oldugu i¢in

1T X (x)
vT® T X

olacak sekilde bir k sabiti vardir. Bu iki ifadeyi diizenlersek
T'(t) —kvT() =0 ve X (x) —kX(x) =0
olacak sekilde iki ayr1 adi diferansiyel denklem elde edilir. — k sabit sayis1 pozitif

(=k > 0veya -k = 6%) olmalidir. Ciinkii T (t) ifadesini ¢oziimii iistel bir ifadedir.

k = —52, olarak alindiginda bir ¢dziime sahip
T () 4+ 8%vT(t) =0 ve X (x)+ 82X(x) =0, denklemleri olusur.
Bu iki ifadeyi yeniden diizenleyip her iki tarafin integralini alalim.

f%)dtz [—v8%dt ve X" (x)+ 6% X(x) =0, adi diferansiyel denklemlerin
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T(t) = Ae v ve X (x) = B.sin(8x) + C.cos(6x), seklinde ¢oziimleri bulunur.
0(x,t) = X(x).T(t), oldugundan
0(x,t) = A.e *V[B.sin(8x) + C.cos(6x) ], seklinde bir ¢oziim bulunur.

(A.B=E, A.C =F) olmak iizere yukaridaki ifadenin x’e gore tlirevini alalim.

6, (x,t) = e 3"Vt (E.5.cos(8x) — F. 8. sin(8x))

Ifadesine smir degerlerini yazarsak

0,(0,t) = e *v{(E. 5. cos(0) — F.8.sin(0)) = 0 oldugundan E=0 olur.

0,(1,t) = e~5°Vt(E.§.cos(8) — F.§.sin(8)) = 0 oldugundan sin(8) = 0 olur.
Buradan § = +m, +2m, +3m, ..., oldugu i¢in §,, = +nm, n€ Z olur. Yani;

0(x,t) = F.e5°vt cos(nmx) ,

0,(x,t) = F,.e~®*7 cos(nmx) , n=0,1,2,3,...,

0, (x,t) = Fy.e~ O™t cos5(0.71x) = Fy.e°. cos(0) = F, ,

0(x,t) = By(x,t) + 0;(x,t) + 0,(x,8) + .. = Fy + X2, E,.e" ™ cos(nmx)

olusan denklemde F, ve F, katsayilar1 Fourier katsayilar1 olup

Fy = fol exp{—(2nv)~[1 — cos(mx)]} dx ,

1
E, = Zfexp{—(va)_l[l — cos(mx)]}cos(nmx)dx, n=1,23,..
0

seklindedir (Cole, 1951; Hopf, 1950).

U(x,t) = —2v 2"((;';)) , oldugundan problemin analitik ¢6ziimii

21v. ¥, E,. . e~ (vt sin(nmx)

Fy + ¥_, E,.e~m)*vt_cos(nmx)

U(x,t) = dir.
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Problem 2.2

ou ou o°u , .
—+U —=v—— ,0<x<1,t>0 (Burgers' denklemini)
ot ox 00X

U(,t)y=f =0
0.0=1O ]; ( sinur sartlari)
ULt)=f,(t)=0]

U(x,0)= f(x)=4x1-x) ,0<x<1 (baslangig sart1)

baslangi¢ ve sinir sartlarina sahip problem 2.2’nin ¢6ziimii model problem 2.1’e benzer

sekilde yapilir. Bu probleme Hopf-Cole doniisiimiinii uygularsak

06 0
——vV
ot OX

—Lx2(3—2x)
0(x,0) =e 3 , 0 < x <1 (baslangig sart1)
0,(0,t) =0 ve 0,(1,t) = 0 (sinir sart1)

seklinde 1s1 denklemi formuna cevrilmis olur. Simdi bu denklemi degisken ayristirma

metodu ile ¢ozersek

0(x,t) = Fy+ Y, F,.e"M™ cos(nmx), olarak bulunur.

0,(x,t)

U(x,t) = —2v 005, D

oldugundan problemin analitik ¢oziimii

21v. ¥ E,.n. e~ (%t sin(nmx)

Ulx,t) = dir.
G Fy + ¥_, E,.e~m)*vt_cos(nmx)

Buradaki F, ve F, Fourier katsayilar1 olup,
Fy = fol exp{—x?(3v)7'[3 — 2x]} dx,

E, =2 f01 exp{—x?(3v)"'[3 — 2x]}cos(nmx)dx, n=1,2,3,..., seklindedirler.



2.7. Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi (CNSFY)

2.7.1. 1-Boyutlu Burgers’ Denkleminin CNSFY Yaklasim

ou Ul -u’

ot N

n+1 n+1 n n

UaU:Ur:l Um+1_Um—1+Um+1_Um—l ’

ox 2 2AX 2AX

2 n+1 n+1l n+1 n n n
aU:Um—l_ZUm +Um+1 Um—l_ZUm+Um+l
ox’ 2(Ax)* 2(Ax)?

ifadelerini (1.1)’deki Burgers’ denkleminde yerine yazarsak

- " 1|— Un+1_Un+1 Un _Un ~|
Um —Um+U;;L[ m+1 ml}_’_{ m+1 mlJ|
At

f(upi-203" 40 0 (Un,-2ug+ug )b y
= V| 3 + A | ifadesi elde edilir.
2(AX) 2(AX)

] ]

Bu denklem yeniden diizenlenirse
AXU [+ 2v) (AX)? +vk ) L., AxU D —2v)
1 ez U m-1 + 2 U m + 2 U m+1
4(AX) At.(AX) 4(AX)

L T L, -2ulsul,),
At 4 AX

- U +
m+1 mfl) Z(AX)Z

m=11)M -1, n=0(@)N yaklasimi elde edilir.

At

= 2007 olarak alinirsa

7‘1 =
URHL + rUR (URYY — URE))- ro(URYY — 207 + UPtY) =

Un — 1Up(Upiq — Up_1) +rv(Up_q — 2Up + Upiq)

denklemi elde edilir.

(2.10)

(2.11)
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Kararhlik Analizi

(2.11) denklemine von Neumann kararlilik analizini uygulamak i¢in i = —1

olmak lizere

Ur = eiGmAx (u)n
m .

ifadelerini (2.11) denkleminde yerine yazilim.

eiGmAx. (u)(n+1)+r10[ei9(m+1)Ax. (u)(n—kl)_ eie(m—l)Ax. (H)(n+1)] _

ro[el®m-Dax (;)n+D) _ peibmax (,)n+D) | o (m+DAY (1)n+D)] =
e0mAX (13 _ g ([0 (nFDAX (yn. @i8m=DAX (1] 4

ru[elf Mm—DAx (n - 2eitmdx (yn 4 i@ (m+DAX ()] olarak bulunur.
Uygun diizenleme yapilirsa,
e0mbx (A D[Lay, [ (085 — gi0A%) (o =100% _ 3 4 pi0AY] =
eOmBx (N[1- 1,0 (eD* — e=100%) + py(e~i08% — 2 4 £i08%)] olur.
Buradan p’yii gekersek

1— T'lU (eiHAx _ e—iQAx) + Tv(e—iQAx -2+ eiQAx)

H=7 + 1,0 (e08 — e=108x) _ ypy(e—i0Ax _ D 4 oifAX)

olusur.

e92% = cos(AAx) + isin(AAx),

e 8% = cos(AAx) —isin(0Ax), ifadelerinden

20

e08x — o=0Ax = 2isin(HAx) ve e¥?% + e~ 08% = 2 cos(AAx) bulunur. Bu ifadeleri

yerine yazarsak

_ 1— 7 (U 2isin(6Ax) + rv(2cos(fAx) — 2)
H= 1+ r, U 2isin(0Ax) — rv(2 cos(6Ax) — 2)

olur.
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Diger taraftan
o, OAx L
cos(fAx) = 1 — 2 sin? (T) ifadesini yerine yazarsak

1— 2r,U isin(AAx) — 4 rv sin? (ezﬂ)

U= - OAx olarak bulunur.
1+ 2rU isin(0Ax) + 4rv sin? =)

U = U sabiti olarak almmustir.

7 >0 ve 7> 0 icin |u| <1, ifadesi her zaman dogru olacaktir. Oyleyse Burgers’

denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi sartsiz kararlidir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Parcalama (Splitting) Yontemi

Pargalama metotlar1 denklemlerin farkli fiziksel 6zelliklere sahip alt denklemlere
boliinmesi ve her bir denklemin orijinal denklemden daha kolay c¢o6ziilebilmesi
manti@ina dayanir. Parcalama metotlar1 hiz, hassalik ve kararlilik gibi hesaplamalarda
bir takim avantajlar saglamaktadir. Genellikle acik metotlardir ve uygulanmasi kolaydir
(Strang, 1968). Pargalanmamis denklem yerine par¢alanmis her bir denklemi sayisal
olarak ¢6zmek kismi diferansiyel denklemlerinin sayisal ¢oziimleri i¢in siklikla tercih

edilmektedir (Blanes ve Casas, 2016).

d . —~ —~
1;(;) = W(u(®) = 2 (u(®) + B @®), w0 =uy, te[0,T] -1

problemi asagidaki gibi
du(t)

— =Au(®) , (3.2)
ve

du(t)

— = Bu®) (3.3)

alt denklemlere ayrilsmn. Burada u(t) € R A,B,A + B operatorleri sonlu ya da
sonsuz Banach uzaymda pozitif degerler icin C° yar1 guruplarmi gererler. (1.1)
Burgers’ denkleminin yari ayriklastirma sonucunda elde edilen formu (3.1)’e bir
ornektir. Lineer olmayan (3.1) denklemi Lie operatorleri kullanilarak gériintiste lineer

formda yazilabilir. A ve B operatorleri
- B = 9
A=A (u(t))a ve B = B(u(t))a

seklinde u(t)’ye uygulanan Lie operatorleri olsunlar. O halde (3.1) denklemi

du
i Au(t) + Bu(t) (3.4)
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gibi lineer formada ifade edilebilir. (3.4) denklemi

du
It = Au(t) (3.5)
du
It = Bu(t) (3.6)

iki alt denkleme bolunsiin.

t =ndAt, At — 0,i¢in u, , (3.1) denkleminin ¢6ziimii

u(t) = 1/)%,( Up) “1n yaklagimi olmak tizere,

(3.5) ve (3.6) denklemlerinin yeterince kii¢iik At icin akiglar1 siras1 ile e®*4, e4tB

seklinde tanimlansin. O halde zamana gore birinci mertebe Lie-Trotter parcalama

metodu
— AtA AtB - AtB AtA 3 7
Upq =" (e (u,) ) veya u,pq = e (e (uy) (3.7)

ve ikinci mertebe Strang metodu

2a( a (54 2 aca( 5B
Upyp =€z [e”F (e27(u,) | | veya uyiq =e2” | e | e2” (uy) (3.8)

formlarinda verilirler (Blanes ve Casas, 2016).

Ote yandan lineer olmayan durumlar icin iistel fonksiyon gosterimine denk olan
(3.2), (3.3) denklemlerinin yeterince kiiciik At igin akislar1 sirasi ile wj{t ,wg‘t

dontigiimleri ile de tanimlanabilmektedir. Bu durumda (3.7) metoduna denk
Up+1 = ,%t( %t(un)) veya Up41 = gt( 2t(un))

n=20,1,2,3..,ve (3.8) metoduna denk olan

At At At At
At at af o w
Unpr = Y72 | Pg° (1,1’42 (%)) veya u,.q = p; [ Y7 <1/)§2 (un))

n=0,1,2,3, ..., metotlar1 yazilabilir. (1.1) Burgers’ denklemi i¢in operatdrler

A(u) = vu,, ve B(u) = uu, seklinde olurlar (Holden ve ark., 2013).



3.1.1. Lie-Trotter Parcalama (splitting) Metodu

du
T Wu(t),  u(0) =uy,

t e[t",t"™1], n=0(1)N -1
tN=T ve t°=0
Cauchy probleminde W=A+B olarak alirsa

du — (A _
=@ Bu®,  u0) =u,

24

(3.9)

ifadesi olusur. Bu ifadeyi ayriklastirip yeniden diizenlersek asagidaki denklem sistemi

elde edilir.

duy (t)
dt

= Auy(t), te[tht"]

uy (t") = ug
ve

duy(t)
dt

= Bu,(t), te[tht"]

up (") = up (")

n=0,1,23,..N-1 , t"N =T ve t°=0

(3.10)

(3.11)

Birinci operatorii orijinal problemin baslangi¢ kosulu ile ¢6zdiikten sonra olugan

¢oziim kiimesi ikinci operatdriin baslangig kosulu olarak kabul edilir. Ikinci operatdr

olusan yeni baslangi¢ kosulu ile birlikte ¢6ziilmesi durumunda aslinda orijinal problem

¢Oziilmiis olur.

(3.10) ve (3.11) denklemlerini ardi ardina ¢oziilmesi ile (3.9) denkleminin

¢Oziimii elde eldir.
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3.1.2. Lie-Trotter Parcalama Yonteminde Hata Analizi

Bu kisimda Lie-Trotter par¢calama yonteminin lokal hatasini inceleyecegiz.

i) Orijinal denklemin ¢6ziimii u(t) = e“+Bt dir.
i) Lie-Trotter yontemi ile par¢aladigimiz denklemin ¢oziimii ise

At oBt  (yr,

e
Yukaridaki bu iki ifadenin farki bize hata miktarin1 verir. Yani toplam hata

e(A+B)t _ oAt 0Bt glarak bulunur. (3.12)

t"*t1 — t" = At olmak iizere t — At olarak (3.12) denkleminde yerine yazalim.

Olusan denklemi Taylor seri

e(A+B)At _ AAt BAt

ST

@ Atk @ Atk @ Atk
> Wavny -y Mg N Mgy

formunda yazalim. Buradan da

(o] k 5
Z %(A+B)k = (I+ At(A+B)+A2i(A+B)2+...+ 0(At3)),
k=0 X!

!

[oe]

k 2
ZH% (A)k=(1+ AtA+A2L!A2 + -+ 0(At3)),

® k 2
z = (B)*=(1+ AtB+=_B? + -+ 0(At%)), dr.
k=0 X '
Simdi yukaridaki denklemleri yeniden diizenlersek
At? 2 3 A o 3
(I+ At (A + B)+7 (A+B) +--+0(At%)) — [(I+ AtA+7A + -4+ 0(At?))

At?
(I+ AtB+=B? + -+ 0(At%))],

= (+At(A+ B)+A2L2 (A+B)?+ -+ 0(At?)) —[I+ At (A + B)+

2 2
At (S +BA+) +0(A) ],
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= (I+At(A+ B)+% (A+B)*+ -+ 0(At®)) —

2
2% (4% 4+ 2BA + B%) + 0(A83) ]

[I+ At (A + B)+ =

2
= “~((A+ B)? — (A> + 24B + B?) )+ 0(At)
2
=="[(4? + AB + BA + B?) — (A + 2BA + B?)] + 0(At%)

2
= ATt (AB — BA) + 0(At?) olarak bulunur.

2
[4, B]= AB — BA oldugundan toplam hata % [4, B] +0(At?) olarak bulunur.

H,, lokal hata olmak tizere toplam hata

2
At.H, = % [4, B] +0(At?) olur. Bu ifadeden lokal hatay1 cekersek

H, = = [A,Blu(t") +0(At?) (3.13)

olarak bulunur (Strang, 1968).
3.1.3. Strang Parc¢alama (Splitting) Metodu

Bu yontemde zaman aralig1 iki esit parcaya boliinmiistiir. Bu yontemi uygulamak
icin sirasi ile asagidaki adimlar gerceklestirilir.

i) Birinci zaman araliginda A operatorti ile

i) Tam zaman araliginda B operatorii ile

iii) ikinci zaman araliginda A operatorii ile ¢6ziim yapalir.

Strang parcalanmasi sistematigi asagidaki gibidir.

duy(t)

:A t, t tn’tn+1/2
o= An(), el ]
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du,(t) S
dzt = Bu,(t), te[t", "]
up (") = uy (£"1/%) (3.15)
dus(t
dt
us (" Y2)=uy (7Y (3.16)

At

n=0,1,2,..N-1, t9=0 , tN =T , t"*1 —t" = At ve t"t1/2 —¢n = ~ dr.

(3.14) operatorii orijinal problemin baglangic kosulu ile % icin ¢ozdiikten sonra
olusan ¢6ziim kiimesi (3.15) operatoriin baslangi¢ kosulu olarak kabul edilir.
(3.15) operatorii olusan yeni baslangi¢ kosulu ile At igin ¢oziiliir. Olusan yeni

¢Oziim kiimesi tekrar (3.16) operatoriin baslangi¢ kosulu olarak kabul edilir.
(3.16) operatorii olusan yeni baslangig kosulu ile % i¢in ¢oziilmesi ile olusan

¢Oziim orijinal denklemin yaklasik ¢coziimleridir.
3.1.4. Strang Parcalama Yonteminde Hata Analizi

Daha once kullandigimiz Lie-Trotter hata analizi yontemini burada tekrar

kullanacagiz. Toplam hata

(A+B)At Y BAt . 2At
At.H,= e - ez . e’ft. ez (3.17)
dir. Yerel hata ise;

A
e EAt]

e

A
H, Zi [e@+BIAL | g3t gBAL seklindedir. Simdi bunu diizenleyelim

4 At At? 2 3
eATBIAt — (14 At (A+B)+7(A+B) + -4+ 0(At?)),

A 2
et = (It AT (P + -+ 0(A) |
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eBAt= (I+ At B+—B2 + .-+ 0(At?)) ifadelerini (3.17)de yerine yazarsak
At? A At?
(I+ At (A+B)+—- (A+ B)* + -+ 0(At)) — (I+ A5+ (5 2 4. 4 0(A8)),

(I+ AtB+2- BZ+ + 0(A))(I+ AT+ ()2+ -+ 0(At)) denklemi elde edilir.

Bu ifade diizenlenirse

_At? n At? n 3
H, =—[B.[BA]JJu(t") - —[A[AB]u(t") + O(At*) (3.18)
olarak bulunur (Strang, 1968).

3.2. 1-Boyutlu Burgers’ Denkleminin Parcalamasi

(1.1)’deki Burgers’ denklemi,

YoM, (Viskozitesiz Burgers Denklemi) (3.19)
ot ox

ve

Y V%Y (s fletim Denklemi) (3.20)
ot 00X

gibi iki alt denkleme pargalayalim. Par¢alanmig Burgers’ denkleminin alt denklemleri
art arda ¢oziilir. Boylece orijinal denklemin yaklasik ¢oziimleri elde edilir. Burada

operatorler

au 02U . .
B(u) = UE ve A(u) = Vo= seklindedir.
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3.2.1.Viskozitesiz Burgers’ Denkleminin Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklasim
(CNSFY)

n+1 n+1
ou Um+ _Um—
- = ml T omol g 0 (AX) ,
ox 2AX

n n

ou Um+17Um—1
— =" 4+ 0(Ax)
ox 2AX

yukaridaki iki denklemi taraf tarafa toplarsak

ou _1)u. i -ut  up U
— == : =~ + : =+ 0(Ax) (3.21)
oX 2 2AX 2AX

ifadesi elde edilir. (2.2) ve (3.21) ifadelerini o (at) ve o(ax) ihmal etmek sart1 ile

(3.19)’daki viskozitesiz Burgers' denkleminde yerine yazarsak

m m + U m+1 +
At

Un+1_Un Un+1_Un+1 Un _Un s .
{ — — n-L =0 seklinde fark semasi elde edilir.

Burada r, = 4AA—tx alip, denklemi yeniden diizenleyip yazarsak

urttru! (U v ””):U nmnU, (U na — U mnfl) (3.22)

m+1 m-1

olacak sekilde Crank-Nicolson sonlu fark yontemini bulmus oluruz (Smith, 1985).

Bu denklemi yeniden diizenlersek

UIHl(- r Ur:)+Ur:+l+Un+1(l’1Ur:): u, (rlun:)+umn+ur:+1(- rlun:) (323)

m-1 m+1 m-1

olarak bulunur. Burada m =1(1)M -1, n = 0(1)N alinirsa asagidaki denklem sistemi

olusur.
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m=ligin U (- U )+ U+ U (LUl )= 00 (Rul)+ U+l (-ru)),

m=2i¢in U7 (-, UL)+ U U (RU D)= Ul (Rul) Ul (Ul

1

n+1
2

Crul)+tu+ru(nul)=u(nu)tul+ul(-nuy),

3

m=3i¢in U

m = M-1 i¢in f, f,

1

n+ n n+l n+1 n _ n n n n n
UM—Z(-rluM—1)+UM—1+UM (rluM—l)_UM—Z(rluM—1)+UM—l+UM(-r:LUM—l)'

Burada u " degerlerini elde edilinceye kadar islem devam edilir ve denklem

sistemi ¢oziiliir. Simdi bu denklem sistemini
Ug =0 =fi =0,

UL = ULt = f, = 0, sartina bagh asagidaki gibi matris formunda yazalim.

1 nU? NUPYY 11 —nUp MUt rrf
-nU% 1 nU} U+l nUud 1 —nU% Uy [ 0 ]
: _ . N
—nUh—, 1 nUj_, ||UnS nUy—, 1 —nUyp,||Un— 0 |
| -nUy—y 1 Iugtil | nUy_4 1 NUp_4] [erJ
A U@+ B um b
AU " = BU ™ +b seklindeki matrisi elde edilir. Burada A, B, u ’,b  matrisleri

bilinen ve u """ bilinmeyen degerlerdir.
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Kararhlik Analizi

(3.22) denklemine von Neumann kararlilik analizini uygulamak i¢in i2 = —1
olmak iizere

Ur = eiGmAx (u)n
m .

ifadeleri (3.22) denkleminde yerine yazilirsa

eimAx (N 4 g, [0 DAT (YD) i (m=1)Ax (1) (n+1)] =
elfmax (" - U[el0m+DAx () g m=DAx ()] olur. Buradan
eifmx ()M 4 5 (o005 — o=i80%Y]

= e0mx (;)n[1 — 1, (e — ¢=95%)] olur.

Yukaridaki ifadeyi diizenlersek

,u[l 4+ TlU(ewa - e—iHAx)]:[l _ rlU(eiBAx _ e—i@Ax)] ’

1— rllj(eiBAx _al e—i@Ax)

= —— , bulunur.
1+ rlU(eleAx — e—LBAx)

e8% = cos(AAx) + isin(AAx),

e 8% = cos(AAx) —isin(AAx),

Bilinen esitliklerden

e08x — o=0Ax = 2isin(AAx) ifadesi bulunur.
Bu ifadeyi yerine yazarsak

_1- U 2isin(0Ax)
1+ 1,0 2isin(6Ax)

U ifadesini bulmus oluruz.

71 > 0 igin |u| < 1 ifadesi her zaman dogru olacaktir. Oyleyse viskozitesiz Burgers’

denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklasimi sartsiz kararlidir.
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3.2.2. Is1 fletim Denkleminin Crank-Nicolson Sonlu Fark Yaklasimi (CNSFY)

o' Ul -2ultaull Ul —2ul s
= +

m+1 O A 2
ox’ 2(Ax)? 2(Ax)? ot (3:24)

fark semasin1 yazalim. (2.2) ve (3.24) ifadelerini o (at) ve o (ax*) ihmal etmek sart1

ile (3.20)’deki 1s1 denkleminde yerine yazalim.

Uptt = Uy =
1 vAt 1 vAt
2oz Unth — 2UR* + Upfa) +

22 Um-1 = 2Un + Uny1) (3.25)

. . At . . .
ifadesi olur. Burada r = (Zx)z olarak yeniden diizenlenirse

UM 2ruM o= v @2-2r)u’ U’ (3.26)

m+1

m=11)M -1, n=0()N denklemi elde edilir (Smith, 1985).
Bu denklemde m=1, 2, 3, ...M-1 yerine yazilirsa

f1:0 f1:0
— 4
VI ¢ TR 10 (VR VI ey ¢ B Y3 VISV I )
|
U e @e2nu)t -t = s (2-2n)U) s U, |
US_U;H: fy
n n+1
R ¢ VA VRV R ¢ B 15 (VRN VB I i B

R (VRN 2 10 VA VI (VI

|

|

|

U M_2+(2—2r)u;_1+ry_y;_/,}

f, =0 f,=

2

denklem sistemi bulunur. Denklem sistemi herhangi bir n-inci zaman adimi ig¢in matris
formunda asagidaki gibi yazalim.
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2+42r) —r Ut re-2r) r (U 1 rh
-r (242r) —r U+t r 2-2r) r Uz [ 0 }
e T
—r @+2r) -r ||lupt} r @2-2nr l|lup, [OJ
| —r (2+2r) llyp+t] | r (2-2r) IU}_,] lf&
A Y@+l B um b
veya AU " = BU “ + b olarak bulunur.
Kararhhk Analizi
(3.25) denklemine von Neumann kararlilik analizini uygulamak igin i2 = —1

olmak tizere
U;;Ll — eiGmAx_(’u)n
ifadelerini (3.25) denkleminde yerine yazilirsa
ei@mAx_ (ﬂ)(n+1)_ eiBmAx_ (‘u)n =
% [eie (m—l)Ax_ (‘u)(n+1) . Zeiem Ax_ (‘u)(n+1) . ei@(m+1)Ax_ ('u)(n+1)]+
% [elfm—DAx (yyn _2eimbx (3 4 o (m+DAX ("] Hylunur, Buradan
eiHmAx (#)(n+1)_ﬂ[ei6(m—1)Ax (’u)(n—i-l) _ ZeiBmAx (‘u)(n—i-l) + eiG(m+1)Ax (#)(n+1)]
. > . . .
— % [eie(m—l)Ax_ ('u)n _ ZeiemAx_ ('u)n + eiB(m+1)Ax_ ('u)n] + eiGmAx_ (M)n olur.
Yukaridaki denklemi yeniden diizenlersek
iOm Ax n+0)_ Y ,—ifAx _ i0Ax\] =
€M%, ()12 (T8 — 2 4 ¢104)]
iOm Ax n ™ —ifAx _ i6Ax
e () 1+ (e 2+ e,

n[1- % (e710AY — 2 + M) = [1+ % (e708% — 2 + ¢02)] olur. Buradan da

1+ %(e—iHAx —24 eiHAx)

U= denklemi elde edilir.

1— %(e—imx — 2 + eifAr)
e8% = cos(AAx) + i sin(AAx),

e 08% = cos(AAx) — i sin(6Ax),
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Bilinen bu iki ifadeyi taraf tarafa toplarsak
e08% 4 o=0Ax = 2 cos(AAX),

_ . 2 0Ax
2cos(f8Ax) = 2 —4sin (T) olur.

Buldugumuz bu ifadeleri denklemde uygun yerlerine yazarsak

1 — 2rvsin? (Bzﬂ)
M =
1+ 2rvsin? (Bzﬂ)

olarak bulunur.

7> 0 icin |u| <1 ifadesi her zaman dogru olacaktir. Oyleyse 1s1 iletim denklemi

Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi sartsiz kararlidir.
3.3. Lineerlestirme Teknikleri

3.3.1.Viskozitesiz Burgers’ Denklemi icin Robin-Graves Lineerlestirme Teknigi
(RGSFY)

ou Uttt — Un

Jat At

ve

UO_U — Un+1 (Ur¢z+1_Ur7}1—1) +yUn (U:}l-:-ll_urrrlltll) -yUn (Urrrll+1_Urrrll—1)
dx m 20x m 2Ax m 2Ax

ifadelerini (3.19)’daki viskozitesiz Burgers’ denkleminde yerine yazarsak (Rubin ve
Graves, 1975)

uptt-up n+1 (Um+1—Up—1 n (Unth—upty n (Un+1=Un_1\ _
——+U o Rl )+ Ut (Be—re) -yt (B—222) =0
At m 2Ax m 20x m 2Ax

ifadesi olusur. 1y = % , olmak {izere yukaridaki denklem yeniden diizenlenirse
UnZh (—nUR) + Ut (L + i (Up — Up—) + Un i (nUR) =
Un + Un(r(Upi1 — Upn-1) (3.27)

denklemi meydana gelir. Simdi bu ifadeyi matris formunda asagidaki gibi yazalim.



Up =gt =fi =0,

U = ULt = f, = 0, olmak iizere

Ut +n U7 (U3)
U7 +nU; (U3 = Ur)
U3 +n U3 Uy — U7)

LUpi—1 — 1 Up—1 (Ugg—2)

olarak bulunur.
3.3.2. Viskozitesiz Burgers’ Denkleminin CNSFY1 Yaklasim

ou _Uptt - Un

at At
vl — (Ur'rlr" Ur'rlz+1) 1 I:(U‘r"rlztll_ Ur'rllt11> n (Urrrll+l_ Urrrll—l):l
dx 2 2 2Ax 2Ax

ifadelerini (3.19)’deki viskozitesiz Burgers’ denkleminde yerine yazarsak

Ut - ug + (Ur’rH Ur’ﬁ+1) L I:(U#z-:—ll_ Ur'}fiﬁ) (Urrrll+l_ Ur’h—1)] =0
2

At 2 2 20x 20x
elde edilir (Ugar, 2005).

= % olmak iizere yukaridaki denklemi yeniden diizenlersek

Upti(—r (U + UL 1)) + UL + URA (r (U 4 U 1)

=Un —n(Un + Uni1)Wnsr — Up—g)

[1+ 1, U} nUp 0 0 0 0
—T'lUEl 1+T‘1(U§‘—U{‘) TlUﬁl 0 0 0
0 L 0
0 0 K K
- 1 U3 0
0 0 0 —nUp_, 1+nUj1—Uh3) nUyn—
0 0 0 0 -n Uﬂr/ll_l 1- Tl Uﬁ_z_

- »Uin+1-

n+1
U;

n+1
UM—Z

n+1
_UM_l .
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(3.28)

denklemi meydana gelir. Simdi bu ifadeyi matris formunda asagidaki gibi yazalim.



Up =gt =fi =0,

Ul = ULt = f, =0, olmak iizere

Ut — n (Ut +U3)(U7)
U7 — n (U7 + U5)(U3 = U7)
U3 = (U3 +U3)(Ur = U7)

Uti—2 — 1 (Up—2 + Uy—1)(Utj—1 — Upi—3)
Utp—1 + 11 (Up—1) (Upp—2)

olarak bulunur.

3.3.3. Viskozitesiz Burgers’ Denkleminin CNSFY 2 Yaklagim

ou _Uptt - Un
at At

vl — (Urrrll—1+U71211+ Ur'rll+1> 1 [(Ur'rlltll—U#ztll) (U‘rrrll+1_u‘rrrll—l):|
0x !

3 2 20x 20x

ifadelerini (3.19)’deki viskozitesiz Burgers’ denkleminde yerine yazarsak

Un+1_ un Un _ 4yt 4+ Ut 1 Un+1 _ Untl un —yn_ .
m L ( m—1T"m m+1>_[( m+1 m 1) + ( m+1 m 1)] =0 elde edllll’.
At 3 2 2Ax 2Ax

n = % olmak {izere yukaridaki denklemi yeniden diizenlersek

Upti(—m ULy + UL + UL ) + UL + UR R (r (UL + U 4+ U )

=Up, —m(Upq +UR + U ) WU — Upig)

1 (U + UD) 0 0o 0 0 1[N
~1 (U} + UD) 1 U +UH0 0 0 up+t
0 —n@+UH - 0
0 0
0 .
0 0 0 : 1 r(Up—p + Up—) || UiiEs
0 0 0 —1Up— 1 Hug+i]

36

(3.29)
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denklemi meydana gelir. Simdi bu ifadeyi matris formunda asagidaki gibi yazalim.

U = Up*t = fi =0,

Ul = ULt = £, = 0, olmak iizere

1 n(UR + U 0 0 0
- (Ui + U7 +U3) 1 r(Uf + U7 +U3) 0 0
0 1 0
0 0 Kk
0
0 0 0 1 1 (Uj—3 + Up—2 + Upy—1)
0 0 0 =11 (Up—2 + Upi—1) 1
o Uf ~ (U} + UDOD)

Uy U3 = 74 (Uf + U3 + U3)(US — UD)
UF — (U3 + UJ +UPUF —U3)

Un+1

- Utz — 1(Up—3 + Upj—2 + Up—1)(Ugj—1 — Upi—3)
Uil | Ulp—1 + ri(Up—2 + Uy—1) (Ugy—2)

olarak bulunur.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

4.1. Burgers’ Denkleminin CNSFY ile Niimerik Coziimiiniin Sonuclari

Sayisal ¢oziimlerin analitik ¢oziime ne kadar yaklastigini 6l¢mek i¢in asagidaki

hata normlar1 g6z oniine alindi.

1

o 1
L, = (a0 ‘u (X 1) —u;‘ | (Ortalama hata) (4.1)
R |
ve
L, =max U (x,,t,)-U"| (Maksimum hata) (4.2)

t=0.1, At=0.00001, v=1 iken degisen Ax degerleri igin Problem 2.1’in Crank-
Nicolson sonlu fark yonteminin (2.10) yaklasimini kullanilarak elde edilen sayisal
¢oziimler ve analitik ¢oziimler L, ve L., hata normlar ile birlikte Tablo 4.1’de verildi.
Kiigiilen Ax degerleri igin sayisal ¢6ziim diizenli olarak analitik ¢6ziime yaklastigi ve

L, , Ly, hata miktarlarinin azaldigi tespit edilmistir.
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Tablo 4.1. Problem 2.1’in CNSFY ile t=0.1, At=0.00001, v=1 iken Ax’nin degisen degerleri i¢in
analitik ve niimerik ¢6ziimleri

Niimerik Coziim
Analitik

X Ax = 0.1 Ax = 0.05 | Ax =0.025 | Ax =0.0125 | Coziim
0.1 0.110293 0.109727 0.109585 0.109550 0.109538
0.2 0.211279 0.210164 0.209885 0.209815 0.209792
0.3 0.294057 0.292436 0.292031 0.291930 0.291896
0.4 0.350643 0.348604 0.348094 0.347966 0.347924
0.5 0.374662 0.372348 0.371770 0.371625 0.371577
0.6 0.362211 0.359836 0.359243 0.359095 0.359046
0.7 0.312789 0.310625 0.310085 0.309950 0.309905
0.8 0.230031 0.228370 0.227956 0.227852 0.227817
0.9 0.121892 0.120987 0.120762 0.120706 0.120687
Hata Normu
L, x10° 2.214530 0.553194 0.138221 0.034502

L, x10° 3.165204 0.790918 0.198345 0.049610
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h=0.0125, k=0.00001 iken viskozite parametresi v =1, v =0. 1 ve v = 0.01 igin
cesitli t zaman adimlarinda (t =0.2, t =0.6, t =0.1, t = 1.2, t=2) Problem 2.1’in
Crank-Nicolson sonlu fark yonteminin (2.10) yaklasimi kullanilarak elde edilen sayisal
ve analitik ¢6ziimleri Tablo 4.2°de verildi. Bu tablo incelendiginde niimerik ¢6ziimlerin

analitik ¢oziimler ile uyumlu oldugu goriilmektedir.

Tablo 4.2. Problem 2.1°in CNSFY ile At =0.00001, Ax =0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 i¢in degisken t
degerlerinin analitik ve niimerik ¢oziimleri

v=1 v=0.1 v=0.01
Niimerik | Analitik Niimerik Analitik Niimerik Analitik
X t Coziim ¢Oziim Coziim ¢0ziim Coziim ¢Oziim

0.2 [ 0.096465 | 0.096442 |0.429340 0.429317 0.466607 0.466583

0.6 | 0.001890 : 0.001889 0.240758 0.240739 0.268975 0.268965

0.25 1.0 | 0.000037 |0.000036 0.162587 0.162565 0.188199 0.188194

1.2 | 0.000005 : 0.000005 0.136465 0.136440 0.163590 0.163586

2.0 | 0.000000 0.000000 0.068232 0.068206 0.107383 0.107381

0.2 [ 0.138509 :0.138473 0.753869 0.753811 0.848434 0.848365

0.6 | 0.002674 :0.002672 0.447280 0.447206 0.529448 0.529418

o0 1.0 | 0.000052 |0.000052 0.291999 0.291916 0.374433 0.374420
1.2 | 0.000007 : 0.000007 0.238592 0.238511 0.326066 0.326057
2.0 | 0.000000 0.000000 0.107944 0.107890 0.214562 0.214558
0.2 | 0.099462  0.099435 0.749231 0.749139 0.962061 0.961891
0.6 [ 0.001891 :0.001890 0.487466 0.487215 0.767330 0.767243
0.75

1.0 | 0.000037 | 0.000036 |0.287658 0.287474 0.556078 0.556051

1.2 | 0.000005 : 0.000005 0.222741 0.222595 0.486031 0.486013

2.0 | 0.000000 :0.000000 0.086636 0.086579 0.321293 0.321282
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Problem 2.1’in Crank-Nicolson sonlu fark yonteminin (2.10) yaklagimini
kullanarak elde edilen sayisal ¢ozlimlerinin fiziksel davraniglar1 gorebilmek igin Sekil
4.1, Sekil 4.2 ve Sekil 4.3’teki grafikler verildi. Farkli niimerik ¢6ztim egrileri tek bir
grafikte cizildigi zaman niimerik ¢6ziimlerin Problem 2.1%in fiziksel davranislarini
sergiledigi goriildi. Viskozite parametresi v kiigiildiikge niimerik ¢oziimlerin saga

keskin dontisler yaptig1 goriilmektedir.

Sekil 4.1. Problem 2.1’in CNSFY ile Ax=0.0125, At=0.00001, v=1 iken t’nin degisen degerleri i¢in
¢oziim grafigi
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Sekil 4.2. Problem 2.1’in CNSFY ile Ax=0.0125, At=0.00001, v=0.1 iken t’nin degisen degerleri igin

¢ozlim grafigi
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Sekil 4.3. Problem 2.1’in CNSFY ile Ax=0.0125, At=0.00001, v=0.01 iken t’nin degisen degerleri igin
¢ozlim grafigi
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t=0.1, At=0.00001, v=1 iken degisen Ax degerleri i¢in ’nin Crank-Nicolson
sonlu fark yonteminin (2.10) yaklasimi kullanilarak elde edilen niimerik ve analitik

¢oziimleri L, ve L_ hata normlan ile birlikte Tablo 4.3’de verildi. Kiiciilen Ax

2

degerlerine bakildiginda niimerik ¢oziim analitik ¢oziime yaklastigi ve L, ,L_hata

miktarlarinin azaldigi tespit edildi.

Tablo 4.3. Problem 2.2°in CNSFY ile t=0.1, At=0.00001, v=1 iken Ax’nin degisen degerleri i¢in
analitik ve niimerik ¢6ziimleri

Niimerik Coziim

Analitik
X Ax=0.1 | Ax =0.05 | Ax =0.025 | Ax =0.0125 |Coziim
0.1 0.113664  0.113086  0.112941 0. 112904 0.112892
0.2 0.217772 |0.216634 |0.216347 0. 216276 0.216252
0.3 0.303174  0.301520  0.301104 0. 301000 0.300966
0.4 0.361646  0.359562  0.359038 0. 358906 0.358863
0.5 0.386586  0.384216  0.383621 0. 383472 0.383422
0.6 0.373915  0.371474  0.370862 0. 370709 0.370658
0.7 0.323045 |0.320812 |0.320252 0. 320113 0.320066
0.8 0.237665  0.235945  0.235515 0. 235407 0.235371
0.9 0.125970  0.125031  0.124796 0. 124738 0.124718
Hata
Normu
L,x10° |2276964 |0.570840 |0.142756 |0.035642
L, x10° |3256902 0.816383 | 0.204858  0.051256
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Problem 2.2 Crank-Nicolson sonlu fark yonteminin (2.10) yaklagimi kullanilarak
¢ozilildi. Ax= 0.0125, At=0.00001 iken t =0.2, t =0.6, t =0.1, t = 1.2, t= 2 zaman
adimlarinda v=1, v =0. 1, v =0.01 i¢in elde edilen niimerik ve analitik ¢éziimler Tablo
4.4’de verildi. Bu tabloyu inceledigimizde niimerik ¢éziimlerin analitik ¢oziimlere yakin

degerler oldugu goriilmektedir.

Tablo 4.4. Problem 2.2°in CNSFY ile At=0.00001, Ax =0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 i¢in degisken t
degerlerinin analitik ve niimerik ¢éziimleri

v=1 v=0.1 v=0.01
Niimerik | Analitik | Niimerik Analitik Niimerik Analitik
X t Coziim ¢Oziim Coziim ¢Oziim Coziim ¢0ziim

0.2 |0.099494 | 0.099470 |0.446829 0. 446807 0. 499835 0. 499828

0.6 |0.001951 :0.001949  0.246151 0. 246138 0. 282040 0. 282037

025 1.0 |0.000038 |0.000038 |0.165615 0. 165599 0. 194688 0. 194690

1.2 |0.000005 0.000005 :0.138952 0. 138933 0. 168490 0. 168494

2.0 |0.000000 :0.000000 :0.069536 0. 069514 0. 109475 0. 109482

0.2 |0.142925  0.142888 0.773141 0.773101 0.867170 0. 867136

0.6 |0.002759 :0.002757 : 0.458041 0. 457976 0. 548320 0. 548316

00 1.0 |0.000053 |0.000053 |0.298417 0. 298343 0. 385668 0. 385676
1.2 |0.000007 0.000007 :0.243755 0. 243682 0. 334886 0. 334897
2.0 |0.000000 :0.000000 :0.110248 0. 110199 0. 218574 0. 218588
0.2 ]0.102683 | 0.102655 ;0. 773553 0. 773440 0. 969871 0. 969734
0.6 |0.001952 :0.001950 ' 0.502934 0. 502676 0. 783041 0. 782994
0.75

1.0 |0.000038 | 0.000038 |0.296041 0. 295857 0. 569314 0. 569319

1.2 |0.000005 0.000005 :0.228942 0. 228797 0. 497132 0. 497145

2.0 |0.000000 :0.000000 :0.088734 0. 088680 : 0.326909 0. 326926
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4.2. Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemine(CNSFY) Bagh Strang Parcalama
(Splitting) Metodu ile 1-Boyutlu Burgers Denkleminin Niimerik Coziimleri

4.2.1. Strang BAB (S-BAB) Yaklasimi

(3.23)’deki viskozitesiz Burgers’ denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark

yaklasimi

Uml(- r Ur:)+Ur:+l+Un+1(l’1Ur:): u, (riun:)+umn+ur:+1(- I’1Ur:),

m-1 m+1 m-1

At

a2t _ - n+1/2
e m=1OM -1, n=0(1) t

n =

ile (3.26)’teki 1s1 iletim denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi

- @+ 22Ul U = U

m+1 m-1

n

+(2-2rU’ +ru

m+1 7

vAt

= , m=11)M -1, n=0(1)t"*!

(ax)°
fark semalar1 olusturulur.

Strang pargalama metodu i¢in (3.23) fark semasi % i¢in ¢oziiliir. Elde edilen bu
¢oziim baslangi¢ kosulu alinarak (3.26) fark semas1 At igin ¢ozilir. Elde edilen yeni
¢oziim tekrar (3.23) fark semasinin baslangi¢ kosulu kabul edilir ve (3.23) fark semasi

At . . e
— igin tekrar ¢oziiliir.

4.2.2. S-BAB icin Niimerik Sonuclar

Problem 2.1 CNSFY’ne bagh Strang pargalama metodunun BAB yaklasimi ile
¢oziildi. t=0.1, At=0.00001, v=1 i¢in degisen Ax degerleri i¢in elde edilen niimerik ve
analitik ¢6ztimler L, ve L., hata normlar ile birlikte Tablo 4.5’te verildi. Kiigiilen
Ax degerlerine bakildiginda niimerik ¢6ziim analitik ¢oziimlere yaklastigi ve L,, L,

hata miktarlarinin azaldig: gorildii.



Tablo 4.5. Problem 2.1°in CNSFY ‘ne bagl Strang Par¢alama Metodu BAB’a gore t=0.1,
At=0.00001, v=1 iken Ax’nin degisen degerleri i¢in analitik ve niimerik ¢éziimleri

Niimerik Coziim

Analitik
X Ax = 0.1 | Ax = 0.05 | Ax = 0.025 | Ax = 0.0125 |Coziim
0.1 0.110293  0.109727 | 0.109585 0.109550 0.109538
0.2 0.211279  0.210164 | 0.209885 0.209815 0.209792
0.3 0.294057  0.292437  0.292031 0.291930 0.291896
0.4 0.350643  0.348604 | 0.348094 0.347966 0.347924
0.5 0.374662 |0.372348 |0.371770 0.371625 0.371577
0.6 0.362210  0.359836 | 0.359243 0.359095 0.359046
0.7 0.312789 |0.310624 | 0.310085 0.309950 0.309905
0.8 0.230030  0.228369  0.227955 0.227852 0.227817
0.9 0.121892  0.120987  0.120762 0.120705 0.120687
Hata Normu
L, x10° 2.214524  0.553193 | 0.138221 0. 034501
L, x10° 3.164993  0.790858  0.198214 0. 049480

46
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Problem 2.1’in CNSFY‘ne baghi Strang parcalama metodu BAB’a gore
At=0.00001, Ax=0.0125 iken viskozite parametresi v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri igin
degisken t zaman adimlarinda analitik ve niimerik ¢6ziimleri Tablo 4.6’da verildi. Bu

tablo incelendiginde niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oziimlere yakin oldugu goriiliiyor.

Tablo 4.6. Problem 2.1’in CNSFY ‘ne bagli Strang Par¢alama Metodu BAB’a gére At=0.00001,
Ax =0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri igin degisen t degerlerinin analitik ve niimerik

¢Oziimleri
v=1 v=0.1 v=0.01
Niimerik | Analitik Niimerik | Analitik Niimerik | Analitik
X t Coziim ¢Oziim Coziim ¢oziim Coziim ¢oziim

0.2 | 0.096465 0.096442 :0.429340  0.429317  0.466607  0.466583

0.6 |0.001890 :0.001889 0.240758  0.240739 :0.268975  0.268965

025 1.0 | 0.000037 |0.000036 |0.162588 |0.162565 |0.188199 |0.188194
1.2 |0.000005 :0.000005  0.136465 :0.136440 0.163590  0.163586

2.0 |0.000000 |0.000000 |0.068232 |0.068206 |0.107383 |0.107381

0.2 |0.138509 :0.138473 0.753869  0.753811 :0.848434  0.848365

0.6 |0.002674 :0.002672 0.447280  0.447206 :0.529448  0.529418

050 11.0 [0.000052 |0.000052 |0.291999 |0.291916 |0.374433 |0.374420
1.2 |0.000007 :0.000007  0.238592 :0.238511 :0.326066  0.326057

2.0 |0.000000 |0.000000 |0.107944 |0.107890 |0.214562 |0.214558

0.2 |0.099462 :0.099435 0.749229  0.749139 :0.962061  0.961891

0.6 |0.001891 :0.001890 0.487465 0.487215 :0.767330  0.767243

075 1.0 [0.000037 0.000036 0.287657  0.287474  0.556078 | 0.556051
1.2 |0.000005 :0.000005  0.222740 :0.222595 :0.486031  0.486013

2.0 |0.000000 |0.000000 |0.086635 |0.086579 |0.321293 |0.321282
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Problem 2.1’in Crank-Nicolson sonlu fark yontemine bagli Strang pargalama
metodunu kullanarak elde edilen sayisal ¢oziimlerinin fiziksel davranislar1 gérebilmek
icin Sekil 4.4, Sekil 4.5 ve Sekil 4.6’daki grafikler verildi.

Ax=0.0125, At=0.00001 iken Problem 2.1’in degisen t zaman adimlarindaki
sayisal ¢oziimlerin grafikleri olusturuldu. Farkli niimerik ¢6ziim egrileri tek bir grafikte
cizildigi zaman niimerik ¢oztiimlerin Problem 2.1’in fiziksel davranislarini sergiledigi
goriildii. Viskozite parametresi v kiigiildiik¢e niimerik ¢oziimlerin saga keskin doniisler

yaptig1 Sekil 4.6’da goriilmektedir.
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Sekil 4.4. Ax=0.0125, At=0.00001, v=1 degisken t degerleri i¢in Problem 2.1°in CNSFY ine
bagli Strang parcalama yontemi ile ¢éziimiiniin grafigi
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Sekil 4.5. Ax=0.0125, At =0.00001, v= 0.1 iken degisken t degerleri i¢cin Problem 2.1’in CNSFY’ine

W

bagli Strang parcalama yontemi ile ¢oziimiiniin grafigi
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Sekil 4.6. Ax =0.0125, At=0.00001, v=0.0 1 iken degisken t degerleri i¢in Problem 2.1’in CNSFY ’ine

bagli Strang pargalama yontemi ile ¢6ziimiiniin grafigi
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Problem 2.2 CNSFY’ne bagl Strang par¢calama metodunun BAB yaklagimina
gore ¢ozildi. t=0.1, At =0.00001, v=1 iken degisen Ax degerleri icin elde edilen
niimerik ve analitik ¢ozlimlerr, ve L hata normlar ile birlikte Tablo 4.7 de verildi.
Kiigiilen Ax konum adim uzunlugu degerlerine bakildiginda niimerik ¢oziim analitik
¢coziime yaklastigt ve L, , L, hata miktarlarinin azaldigi goriildii. Tablo 4.7 'deki hata

miktarlarini inceledigimizde diizenli bir azalis oldugu goriilmektedir.

Tablo 4.7. Problem 2.2 CNSFY ‘ne bagli Strang Par¢alama Metodu BAB’a gore t=0.1, At=0.00001,
v=1 iken Ax’nin degisen degerleri i¢in analitik ve niimerik ¢6ziimleri

Niimerik Coziim

Analitik
X Ax =01 | Ax =005 | Ax =0.0.025 | Ax =0.0125 |Céziim
0.1 0.113665 |0.113086 |0.112941 0.112904 0.112892
0.2 0.217773 0216634  0.216348 0.216276 0.216252
0.3 0303175 0.301521  0.301105 0.301001 0.300966
0.4 0.361646 | 0.359562 | 0.359038 0.358907 0.358863
0.5 0.386586 | 0.384216  0.383621 0.383472 0.383422
0.6 0.373915 |0.371474 |0.370862 0.370709 0.370658
0.7 0.323044 0320811  0.320252 0.320112 0.320066
0.8 0.237665 |0.235945 | 0.235514 0.235407 0.235371
0.9 0.125970 | 0.125031 | 0.124796 0.124738 0.124718
Hata
Normu
L,x10° 12276956 0570838  0.142755 0.035639
L, x10° |3256675 |0.816167 |0.204719 0.051113
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Problem 2.2 CNSFY ‘ne bagl Strang par¢calama metodunun BAB yaklagimina
gore ¢oziildii.

At=0.00001, Ax=0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 i¢in t=0.2, t =0.6, t =0.1,
t=1.2, t= 2 degerlerinin analitik ve niimerik ¢dziimleri Tablo 4.8 'de verildi. Bu tablo

incelendiginde niimerik ¢6ziimlerin analitik ¢oztimlerle uyumlu oldugu goriildii.

Tablo 4.8. Problem 2.2’in CNSFY ‘ne bagli Strang Parcalama Metodu BAB’a gore At=0.00001, Ax
=0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri i¢in degisen t degerlerinin analitik ve niimerik ¢6ziimleri

v=1 v=0.1 v=0.01
Niimerik | Analitik | Niimerik Analitik Niimerik Analitik
X t Coziim ¢Oziim Coziim ¢0ziim Coziim ¢0ziim

0.2 |0.099494 : 0.099470 0.446832 0. 446807 0. 499838 0. 499828

0.6 |0.001951 |0.001949 |0.246157 0. 246138 0. 282050 0. 282037

025 1.0 |0.000038  0.000038 :0.165621 0. 165599 0. 194698 0. 194690

1.2 | 0.000005 :0.000005 :0.138958 0. 138933 0. 168500 0. 168494

2.0 10.000000 :0.000000 :0.069541 0. 069514 0. 109485 0. 109482

0.2 |0.142925 ;0.142888 :0.773143 0.773101 0.867171 0. 867136

0.6 |0.002759 |0.002757 |0.458050 0. 457976 0. 548335 0. 548316

00 1.0 |0.000053 ' 0.000053 :0.298427 0. 298343 0. 385687 0. 385676
1.2 |0.000007 | 0.000007 :0.243765 0. 243682 0. 334906 0. 334897
2.0 |0.000000 :0.000000 :0.110255 0. 110199 0. 218593 0. 218588
0.2 ]0.102683 :0.102655 :0.773553 0. 773440 0. 969871 0. 969734
0.6 |0.001952 |0.001950 |0.502938 0. 502676 0. 783054 0. 782994
0.75

1.0 |0.000038 @ 0.000038 :0.296048 0. 295857 0. 569338 0. 569319

1.2 | 0.000005 |0.000005 |0.228948 0. 228797 0. 497158 0. 497145

2.0 |0.000000 0.000000 : 0.088739 0.088680 : 0.326936 0. 326926
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4.2.3. Strang ABA (S-ABA) Yaklasimi

(3.26)’teki 1s1 iletim denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklasimi

n+1 n n

n+1 n+1 n
- S +@+2r)u " -ru =rU  +(2-2r)U  +rU

vAt

r= , m=1U)M -1, n=0(1) t"*1/2

(ax)°
ile (3.23)’deki viskozitesiz Burgers’ denkleminin Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi

U hCrnu)tu o (nu )= v (ru)+us+u (nuy)

m-1 m+1

At

—_— — — n+1
e M=1oM -1, n=0(1) t

n =

fark semalar1 olusturulur.
Strang parcalama metodu igin (3.26) fark semasi % i¢in ¢oziiliir. Elde edilen

bu ¢6ziim baglangi¢ kosulu alinarak (3.23) fark semasi1 At igin ¢oziiliir. Elde edilen bu
¢oziim tekrar (3.26) fark semasinin baslangi¢ kosulu kabul edilir ve (3.26) fark semasi

At .
— igin ¢Oziiliir.
4.2.4. S-ABA i¢in Niimerik Sonuclar

Problem 2.1 Crank-Nikolson sonlu fark yontemine (CNSFY) bagli Strang
pargalama metodunun ABA yaklasimi ile ¢ozildi. t=0.1, At=0.00001, v=1 iken
kiiciilen Ax konum adim uzunlugu degerleri icin elde edilen niimerik ve analitik
¢oziimleri L, ve L, hata normlar ile birlikte Tablo 4.9’'da verildi. Kiiglilen Ax
degerleri i¢in niimerik ¢oziimlerin giderek analitik ¢oziime yaklastigi goriildii. Tablo

4.9°daki hata miktarlarinin diizenli azaldig1 goriilmektedir.
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Tablo 4.9. Problem 2.1°in CNSFY ‘ne bagli Strang Pargalama Metodu ABA’a gore t=0.1, At

=0.00001, v=1 iken Ax’nin degisen degerleri i¢in analitik ve niimerik ¢6ziimleri

Niimerik Coziim

Analitik
X Ax =01 | Ax=0.05 | Ax=0.025 | Ax=0.0125 |Coziim
0.1 0110288  |0.109722  |0.109580  |0.109545 0.109538
0.2 0211271  0.210156  0.209877  0.209807 0.209792
0.3 0.294048  0.292428  0.292023 0.291921 0.291896
0.4 0.350637  0.348598  0.348088  0.347960 0.347924
0.5 0.374661  0.372348  0.371769 0.371624 0.371577
0.6 0.362215 |0.359841  |0.359248  |0.359099 0.359046
0.7 0312798  0.310634  0.310094 0.309958 0.309905
0.8 0.230040  |0.228379  |0.227965  |0.227861 0.227817
0.9 0.121898  0.120993  0.120768  0.120711 0.120687
Hata
Normu
L,x10° |3 214589  0.553262 0.138292 0.034577
L, x10® |3 165469 |0.791066 0.198568 | 0.049852
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Problem 2.1 CNSFY‘ne bagl Strang parcalama metodunun ABA yaklagimina

gore ¢oziildii.
At=0.00001, Ax=0.0125 iken  v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri i¢in degisken t
degerlerinin ( t=0.2, t =0.6, t =0.1, t= 1.2, t= 2) analitik ve nlimerik ¢oziimleri
Tablo 4.10°da verildi. Bu tabloyu inceledigimizde niimerik ¢oziimlerin analitik

¢oziimler ile uyumlu oldugu gorildii.

Tablo 4.10. Problem 2.1°in CNSFY ‘ne bagl Strang Par¢alama Metodu ABA’a gore At = 0.00001,
Ax=0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri i¢in degigen t degerlerinin analitik ve niimerik ¢6ziimleri

v=1 v=0.1 v=0.01

Niimerik | Analitik | Niimerik Analitik Niimerik Analitik

X t Coziim ¢oziim Coziim ¢oziim Coziim ¢0ziim

0.2 {0.096465 | 0.096442 |0.429340 0.429317 |0.466607 0.466583

0.6 1 0.001890 :0.001889  0.240758 0.240739  0.268975 0.268965

025 1.0 |0.000037 0.000036 0.162588 0.162565  0.188199 0.188194

1.2 | 0.000005 :0.000005 :0.136465 0.136440  0.163590 0.163586

2.0 [ 0.000000 :0.000000 :0.068232 0.068206 :0.107383 0.107381

0.2 [ 0.138509 |0.138473 |0.753869 0.753811 |0.848434 0.848365

0.6 | 0.002674 0.002672 0.447280 0.447206 | 0.529448 0.529418

o0 1.0 | 0.000052 : 0.000052 :0.291999 0.291916  0.374433 0.374420
1.2 | 0.000007 :0.000007 :0.238592 0.238511 | 0.326066 0.326057
2.0 [ 0.000000 :0.000000 :0.107944 0.107890 . 0.214562 0.214558
0.2 [ 0.099462 |0.099435 |0.749229 0.749139 |0.962061 0.961891
0.6 [ 0.001891 0.001890 0.487465 0.487215 0.767330 0.767243
0.75

1.0 | 0.000037 | 0.000036 |0.287657 0.287474 |0.556078 0.556051

1.2 | 0.000005 :0.000005 :0.222740 0.222595 | 0.486031 0.486013

2.0 | 0.000000 :0.000000  0.086635 0.086579 | 0.321293 0.321282
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Problem 2.2 CNSFY’ne bagli Strang parcalama (splitting) metodunun ABA
yaklasimina gore ¢oziildi.
L, ve L hata normlan ile birlikte t=0.1, At=0.00001, v=1 iken degisen Ax

degerleri i¢in elde edilen niimerik ve analitik ¢oziimler Tablo 4.11 de verildi. Kiigiilen

Ax degerlerine bakildiginda niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oziimlere yaklastigi ve L, ve

L hata miktarlarinin diizenli azaldig1 goriilmektedir.

Tablo 4.11. Problem 2.2°in CNSFY ‘ne bagl Strang Pargalama Metodu ABA’a gére
t=0.1,At=0.00001, v=1 iken Ax’nin degisen degerleri i¢in analitik ve niimerik ¢dziimleri

Niimerik Coziim
Analitik

X Ax=0.1 | Ax =0.05 | Ax = 0.025| Ax =0.0125 |Coziim
0.1 0.113664 |0.113086 |0.112940 |0.112904  |0.112892
0.2 0217772  0.216633  0.216347 0216275  0.216252
0.3 0303174 0301520  0.301104  0.301000  0.300966
0.4 0361645  0.359561  0.359037  0.358906 0.358863
05 0386586  0.384216  0.383621  0.383472 0.383422
0.6 0373915 |0.371475 |0.370862 |0.370709  |0.370658
0.7 0323045 0320812  0.320253 0320113 0.320066
0.8 0.237666  0.235946  0.235515  0.235408 0.235371
0.9 0125971  0.125031  0.124797  0.124738 0.124718
Hata
Normu
L,x10° 12277028 0570913 0142832  0.035722
L, x10° 3257184 0816688  0.205094  0.051531
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Problem 2.2 CNSFY ‘ne baglh Strang parcalama metodunun ABA yaklasimina
gore ¢oziildii.

At=0.00001, Ax=0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri i¢in t=0.2, t =0.6,
t =0.1, t=1.2, t =2 degerlerinin analitik ve niimerik ¢6ziimleri Tablo 4.12 'de verildi.
Bu tabloyu inceledigimizde niimerik ¢éziimlerin analitik ¢oziimler ile uyumlu oldugu

gorildi.

Tablo 4.12. Problem 2.2°in CNSFY ‘ne bagli Strang Par¢alama Metodu ABA’a gore At =0.00001,
Ax=0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri i¢in degisen t degerlerinin analitik ve niimerik ¢6ziimleri

v=1 v=0.1 v=0.01

Niimerik | Analitik Niimerik | Analitik Niimerik | Analitik

X t Coziim ¢oziim Coziim ¢oziim Coziim ¢0ziim
0.2 {0.099494 : 0.099470  0.446830 0.446807 0.499837 0.499828
0.6 {0.001951 :0.001949 0.246156 0.246138 0.282049 0.282037
0.25 1.0 | 0.000038 : 0.000038 0.165621 0.165599 0.194698 0.194690
1.2 | 0.000005 : 0.000005 0.138958 0.138933 0.168500 0.168494
2.0 {0.000000 |0.000000 0.069540 0.069514 0.109484 0.109482
0.2 {0.142925 :0.142888 0.773142 0.773101 0.867171 0.867136
0.6 {0.002759 |0.002757 0.458049 0.457976 0.548333 0.548316
o0 1.0 | 0.000053 : 0.000053 0.298427 0.298343 0.385686 0.385676
1.2 | 0.000007 :0.000007 0.243765 0.243682 0.334905 0.334897
2.0 {0.000000 :0.000000 0.110255 0.110199 0.218592 0.218588
0.2 {0.102683 :0.102655 0.773555 0.773440 0.969871 0.969734
0.6 {0.001952 |0.001950 0.502940 0.502676 0.783053 0.782994
o 1.0 | 0.000038 : 0.000038  0.296049 0.295857 0.569336 0.569319
1.2 | 0.000005 : 0.000005 0.228949 0.228797 0.497157 0.497145
2.0 {0.000000 0.000000 0.088739 0.088680 0.326935 0.326926
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4.2.5. Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemine Bagh Strang Parc¢alama (Splitting)
Metodunun ABA ve BAB Kaliplarinin Karsilastirilmasi

Problem 2.1 CNSFY’ne bagl Strang parcalama metodunun ABA ve BAB
yaklasimlari ile ¢ozildii.
t=0.1, At =0.00001, v=1, Ax=0.0125 iken Problem 2.1’in ABA ve BAB yaklagimlarini
kullanilarak elde edilen niimerik ve analitik ¢oziimler L, ve L, hata normlar ile
birlikte Tablo 4.13’de verildi. Tabloyu inceledigimizde BAB kalibinin hata miktar1
ABA kalibinin hata miktarindan az oldugu goriiliiyor.

Pargalanmis Burgers’ denklemlerini ¢6zmeye baslarken ilk 6nce non-lineer
(viskozitesiz Burgers’) denklemi ¢6zmek daha sonra lineer (Ist iletim) denklemini

¢ozmenin daha avantajli oldugu goriilmektedir.

Tablo 4.13. t=0.1, At =0.00001, v=1, Ax=0.0125 iken Problem 2.1’in Strang Par¢alama
Metodunun ABA ve BAB ¢6ziimlerinin karsilastiriimast

Analitik
X BAB ABA Coziim
0.1 0.109550 0.109545 0.109538
0.2 0.209815 0.209807 0.209792
0.3 0.291930 0.291921 0.291896
0.4 0.347966 0.347960 0.347924
0.5 0.371625 0.371624 0.371577
0.6 0.359095 0.359099 0.359046
0.7 0.309950 0.309958 0.309905
0.8 0.227852 0.227861 0.227817
0.9 0.120705 0.120711 0.120687
Hata Normu
L, x10° 0. 034501 0.034577
L, x10° 0. 049480 0.049852
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Problem 2.2 CNSFY’ne bagl Strang pargalama metodunun ABA ve BAB
yaklasimlari ile ¢ozildii.

t=0.1, At=0.00001, v=1, Ax =0.0125 iken Problem 2.2’in ABA ve BAB
yaklasimlarimi kullanilarak elde edilen niimerik ve analitik ¢6ziimler L, ve L, hata
normlari ile birlikte Tablo 4.14’de verildi. Tabloyu inceledigimizde BAB kalibinin hata

miktart ABA kalibinin hata miktarindan az oldugu goriilmektedir.

Tablo 4.14. t=0.1, At =0.00001, v=1, Ax=0.0125 iken Problem 2.2’in Strang Par¢alama
Metodunun ABA ve BAB ¢6ziimlerinin kargilagtirilmasi

Analitik
X BAB ABA Coziim
0.1 0.112904 0.112904 0.112892
0.2 0.216276 0.216275 0.216252
0.3 0.301001 0.301000 0.300966
0.4 0.358907 0.358906 0.358863
0.5 0.383472 0.383472 0.383422
0.6 0.370709 0.370709 0.370658
0.7 0.320112 0.320113 0.320066
0.8 0.235407 0.235408 0.235371
0.9 0.124738 0.124738 0.124718
Hata Normu
L,x10° 0.035639 0.035722
L, x10° 0.051113 0.051531
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4.3. RGSFY ’e Bagh Strang Parcalama (Splitting) Metodu ile 1-Boyutlu Burgers

Denkleminin Niimerik Coziimleri

Probleme 6nce (3.27) yaklasimi ve sonra (3.26) yaklasimini uygulamak RGSFY
yaklasimin1 olustursun.

Problem 2.1 RGSFY’e baghh Strang par¢alama yontemi ile ¢oziildi. t=0.1,
At=0.00001, v=I i¢in degisen Ax adim uzunlugu i¢in elde edilen niimerik ve analitik

¢oziimleri L, ve L_ hata normlart ile birlikte Tablo 4.15°de verildi. Kiigiilen Ax

2

degerleri i¢in nlimerik ¢oziimiin analitik ¢oziime yaklastigi ve L, , L, hata

miktarlarinin diizenli azaldig1 goriildii.

Tablo 4.15. Problem 2.1’in RGSFY ile t=0.1, At=0.00001, v=1 iken Ax’nin degisen degerleri i¢in
analitik ve niimerik ¢oziimleri

Niimerik Co6ziim Analitik
X Ax = 0.1 Ax = 0.05 Ax = 0.025 Ax = 0.0125 | Coziim
0.1 0.110293  0.109727  0.109585 0.109550  0.109538
0.2 0.211279 [0.210164 |0.209885 |0.209815 |0.209792
0.3 0.294057  0.292437  0.292031 0.291930  0.291896
0.4 0.350643  0.348604  0.348094  0.347966  0.347924
0.5 0.374662  0.372348 0.371770 0.371626  0.371577
0.6 0.362211  0.359836  0.359243 0.359095  0.359046
0.7 0.312789  0.310625  0.310085 0.309950  0.309905
0.8 0.230030  0.228369  0.227955 0.227852  0.227817
0.9 0.121892 [0.120987 |0.120762 |0.120705 |0.120687
Hata
Normu
L,x10° 12214531  0.553195 | 0.138221  0.034501
L, x10° |3164985 |0.790840 0.198196 | 0. 049461
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Problem 2.1 RGSFY‘e baglh Strang parcalama metoduna gore c¢ozildi.
At=0.00001, Ax=0.0125 iken wv=1, v=0.1, v=0.01 degerleri i¢in t=0.2, t =0.6, t =0.1,
t=1.2, t =2 zaman degerleri i¢in analitik ve niimerik ¢6ziimleri Tablo 4.16 'da verildi.
Bu tabloyu inceledigimizde niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oziimlere yakin degerler

oldugu goriildii.

Tablo 4.16. Problem 2.1°in RGSFY ile At =0.00001, Ax=0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri
i¢in analitik ve niimerik ¢6ziimleri

v=1 v=0.1 v=0.01
Niimerik | Analitik | Niimerik | Analitik Niimerik | Analitik
X t Coziim ¢Oziim Coziim ¢oziim Coziim ¢oziim

0.2 | 0.096466 | 0.096442:0.429342 0.429317 0.466611  0.466583

0.6 |0.001890  0.001889 :0.240759  0.240739  0.268978  0.268965

025 1.0 | 0. 000037 |0.000036 |0.162588 |0.162565 |0.188201 |0.188194
1.2 | 0. 000005 : 0.000005 O0.136465 :0.136440 0.163591  0.163586

2.0 | 0.000000 0.000000 :0.068233 0.068206 :0.107384 0.107381

0.2 |0.138509 ;| 0.138473 {0.753870 0.753811 0.848435  0.848365

0.6 |0.002674 0.002672 :0.447281 0.447206  0.529452  0.529418

0.50 1.0 | 0. 000052 |0.000052 |0.292000 |0.291916 |0.374436 |0.374420
1.2 | 0. 000007 : 0.000007 0.238593 0.238511 :0.326069 @ 0.326057

2.0 | 0.000000 0.000000 :0.107944 0.107890 :0.214563  0.214558

0.2 |0.099462 | 0.099435 {0.749229 0.749139  0.962057  0.961891

0.6 |0.001891 | 0.001890 ;0.487465 0.487215 0.767333 0.767243

075 1.0 | 0. 000037 | 0.000036 | 0.287658 |0.287474 |0.556083 |0.556051
1.2 | 0. 000005 : 0.000005 0.222741 0.222595 0.486035 @ 0.486013

2.0 | 0.000000 |0.000000 |0.086636 |0.086579 |0.321295 |0.321282
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Problem 2.1°e 6nce (3.27) yaklasimi ve sonra (3.26) yaklasimini uygulayarak
(RGSFY) elde edilen niimerik ¢ozlimlerinin fiziksel davraniglart gérebilmek igin Ax=
0.0125, At=0.00001 iken gesitli ¢ zaman adimlarinda v=1 i¢in Sekil 4.7, v=0.1 i¢in
Sekil 4.8 ve v=0.01 igin Sekil 4.9 verildi.

Niimerik ¢oziimlerin problem 2.1’in fiziksel davranislarini sergiledigi gortild.
Viskozite parametresi v kiiciildiik¢e sayisal ¢oziimlerin saga dik inisler yaptigi Sekil

4.9’da goriilmektedir.

1
0.9
0,8
A
0,7
0,6
0,5
0,4

0,3

0,2

0,1

Sekil 4.7. Ax=0.0125, At=10.00001, v=1 iken degisken t degerleri i¢in Problem 2.1’in
RGSFY’ine bagli Strang par¢alama yontemi ile ¢oziimiiniin grafigi
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Sekil 4.8. Ax=0.0125, At=0.00001, v=0. 1 iken degisken t degerleri igin Problem 2.1’in
RGSFY’ine bagl Strang pargalama yontemi ile ¢ozliimiiniin grafigi
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Sekil 4.9. Ax=0.0125, At=0.00001, v=0.0 1 iken degisken t degerleri i¢in Problem 2.1’in
RGSFY’ine bagl Strang parcalama yontemi ile ¢6ziimiiniin grafigi
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Problem 2.2 6nce (3.27) yaklasimi ve sonra (3.26) yaklagimini uygulayarak
(RGSFY ) Strang parcalama metoduna gore ¢ozildi. t=0.1, At=0.00001, v=1 i¢in

degisen Ax konum adim uzunlugu i¢in elde edilen niimerik ve analitik ¢oziimler L, ve
L. hata normlar1 ile birlikte Tablo 4.17’de verildi. Kiigiilen Ax degerlerine
bakildiginda niimerik ¢6ziim analitik ¢oziime yaklastigi ve L,, L _hata miktarlarinin
diizenli azaldig1 goriildii.

Tablo 4.17. Problem 2.2’nin RGSFY ile t=0.1, At=0.00001, v=1 iken Ax’nin degisen degerleri igin
analitik ve niimerik ¢6ziimleri

Niimerik Coziim

Analitik
X Ax =01 | Ax=0.05 | Ax=0.025 | Ax = 0.0125 | Céziim
0.1 0.113665 0.113086  0.112941  0.112904  0.112892
0.2 0.217773  0.216634  0.216348  0.216276  0.216252
0.3 0.303175  0.301521  0.301105  0.301001  0.300966
0.4 0.361646  |0.359562  |0.359038  |0.358907  |0.358863
0.5 0.386586  0.384216  0.383621  0.383472  0.383422
0.6 0.373914  0.371474  0.370862  0.370709 0.370658
0.7 0.323044  0.320811  0.320252  0.320112  0.320066
0.8 0.237665 0.235945  0.235514  0.235407  0.235371
0.9 0.125970  |0.125031  |0.124796  |0.124738  [0.124718
Hata
Normu
L,x10* 12776961 0.570837  0.142753 0.035637
L, x10° |3 256663 0.816147  0.204694  0.051089
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Problem 2.2 RGSFY’¢ bagli Strang pargalama yontemi ile ¢6ziildii. At=0.00001,
Ax=0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri i¢in degisken t zaman degerlerinin
analitik ve niimerik ¢éztiimleri Tablo 4.17de verildi. Bu tablo incelediginde niimerik

¢oztimlerin analitik ¢oziimler ile uyumlu oldugu goriilmektedir.

Tablo 4.18. Problem 2.2’nin RGSFY ile At =0.00001, Ax=0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri
icin analitik ve niimerik ¢ozliimleri

v=1 v=0.1 v=0.01

Niimerik | Analitik Niimerik | Analitik Niimerik | Analitik

X t Coziim ¢Oziim Coziim ¢Oziim Coziim ¢oziim
0.2 {0.099494  0.099470 0.446833 0.446807 0.499841 0.499828
0.6 |0.001951  0.001949 0.246158 0.246138 0.282052 0.282037
025 11.0 |0.000038 |0.000038 0.165622 0.165599 0.194700 0.194690
1.2 |1 0.000005  0.000005 0.138958 0.138933 0.168502 0.168494
2.0 | 0.000000  0.000000 0.069541 0.069514 0.109485 0.109482
0.2 |{0.142925  0.142888 0.773143 0.773101 0.867171 0.867136
0.6 |0.002759  0.002757 0.458051 0.457976 0.548338 | 0.548316
090 1.0 | 0.000053 |0.000053 0.298428 0.298343 0.385690 0.385676
1.2 | 0.000007  0.000007 0.243765 0.243682 0.334908 0.334897
2.0 | 0.000000 |0.000000 0.110255 0.110199 0.218594 0.218588
0.2 |0.102683  0.102655 0.773552 0.773440 0.969867 0.969734
0.6 |0.001952  0.001950 0.502938 0.502676 0.783056 0.782994
o 1.0 | 0.000038 | 0.000038 |0.296048 |0.295857 0.569341 0.569319
1.2 | 0.000005  0.000005 0.228949 0.228797 0.497161 0.497145
2.0 | 0.000000 |0.000000 0.088739 0.088680 0.326938 0.326926
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4.4. CNSFY 1 Bagh Strang Parcalama (Splitting) Metodu ile 1-Boyutlu Burgers
Denkleminin Niimerik Coziimleri

Probleme once (3.28) yaklasimi ve sonra

CNSFY1 yaklasimini olustursun.

(3.26) yaklasimini uygulamak

Problem 2.1 CNSFY1’ye bagl Strang parcalama metodu ile ¢oziildiigiinde

niimerik ¢oziimlerin analitik ¢dziime ne kadar yaklastigini 6lgmek i¢in L, ve L _ hata

normlar1 goz lintine alindu.

t=0.1, At=0.00001, v=1 iken degisen Ax konum adim uzunlugu degerleri igin
elde edilen niimerik ve analitik ¢6ziimleri L, ve L_ hata normlan ile birlikte Tablo

4.19°da verildi. Kiigiilen Ax degerleri i¢in niimerik ¢6ziim analitik ¢dziime yaklastigi ve

L,, L, hata miktarlariin azaldig tespit edildi.

Tablo 4.19. Problem 2.1’nin CNSFY1 ile t=0.1, At=0.00001, v=1 iken Ax’nin degisen degerleri
icin analitik ve niimerik ¢oztiimleri

Niimerik Coziim Analitik

X Ax =0.1 Ax = 0.05 Ax = 0.025 Ax = 0.0125 | Coziim
0.1 0.108531 :0.108792 . 109107 . 109308 0.109538
0.2 0.208375 0.208616 . 209092 . 209415 0.209792
0.3 0.290505 |0.290542 . 291062 .291441 0.291896
0.4 0.346731 0. 346531 . 347038 . 347435 0.347924
05 0.370498  0.370175 . 370672 . 371075 0.371577
0.6 0.357862 . 0.357610 . 358128 . 358538 0.359046
0.7 0.308476 |0.308456 . 309006 . 309413 0.309905
0.8 0.226281 | 0.226506 . 227032 . 227393 0.227817
0.9 0.119545 . 0.119827 . 120187 . 120420 0.120687
Hata
Normu

L,x10% |1.210612  1.195978 . 741261 . 405671

L,x10% |1.536096  1.451069 . 917938 . 507616
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Problem 2.1’in CNSFY1‘ye baghh Strang parcalama metoduna gore
At=0.00001, Ax=0.0125 iken wv=1, v=0.1, v=0.01 degerleri i¢in degisken t zaman
adimlarinda ( t=0.2, t =0.6, t =0.1, t=1.2, t= 2) elde edilen niimerik ve analitik
¢oziimleri Tablo 4.20°de verildi. Bu tabloyu inceledigimizde niimerik ¢6ziimlerin

analitik ¢6ziime yakin oldugu goriilmektedir

Tablo 4.20. Problem 2.1’in CNSFY1 ile At = 0.00001, Ax= 0.0125 iken v=1, v= 0.1, v= 0.01 degerleri
icin analitik ve niimerik ¢6ztimleri

v=1 v=0.1 v=0.01

Niimerik | Analitik | Niimerik Analitik Niimerik Analitik

X t Coziim ¢Oziim Coziim ¢Oziim Coziim ¢0ziim

0.2 | 0. 096244 0.096442 :0.426068  0.429317 0.461801  0.466583

0.6 | 0.099227 $0.001889 :0.237924  0.240739 0.262590  0.268965

025 1.0 | 0. 000036 |0.000036 |0.160452 |0.162565 0.182754 |0.188194

1.2 | 0. 000005 : 0.000005 :0.134589  0.136440 0.158658  0.163586

2.0 | 0.000000 :0.000000 :0.067126  0.068206 0.103993 0.107381

0.2 |0.138203 ;| 0.138473 :0.751963  0.753811 0. 846381 | 0.848365

0.6 | 0. 002667 :0.002672 :0.443567  0.447206 0.523542  0.529418

090 1.0 | 0. 000051 |0.000052 |0.288574 |0.291916 0.368362 |0.374420
1.2 | 0. 000007 ;0.000007 :0.235473  0.238511 0.320251 | 0.326057
2.0 | 0.000000 :0.000000 :0.106139  0.107890 0.210015 0.214558
0.2 | 0. 099227 :0.099435 ' 0.745528  0.749139 0.961079 0.961891
0.6 | 0.001886 0.001890 :0.481738  0.487215 0.763178  0.767243
0.75

1.0 | 0. 000036 | 0.000036 |0.282993 |0.287474 0.550494 | 0.556051

1.2 | 0. 000005 ; 0.000005 :0.218844  0.222595 0.480407  0.486013

2.0 | 0.000000 |0.000000 |0.084943 |0.086579 0. 316407 |0.321282
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Ax = 0.0125, At = 0.00001 iken Problem 2.1 cesitli t zaman adimlarinda
CNSFY1’ye baglh Strang pargalama metodu ile ¢ozdiigimiizde elde edilen niimerik
¢oziimlerin fiziksel davranisini gosterebilmek i¢in v = 1 iken Sekil 4.10, v = 0.1 iken
Sekil 4.11 ve v = 0.01 iken Sekil 4.12 verildi. Farkli niimerik ¢oziim egrileri tek bir
grafikte ¢izildigi zaman nlimerik ¢ozlimlerin Problem 2.1°in fiziksel davranislarini
sergiledigi goriilmektedir. Burgers’ denkleminin fiziksel yapisindan dolay1 viskozite
parametresi v kiigiildiikce niimerik ¢oziimlerin saga keskin doniigler yaptigi Sekil
4.12°de goriilmektedir.

=
L=l
1

o =
-1 [=]
1 1

=
>
1

Sekil 4.10. Ax =0.0125, At= 0.00001, v=1 iken degisken t degerleri i¢in Problem 2.1’in CNSFY1’ine
bagli Strang parcalama yontemi ile ¢dziimiiniin grafigi
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Sekil 4.11. Ax=0.0125, At=0.00001, v=0.1 iken degisken t degerleri i¢cin Problem 2.1’in
CNSFY1’ine bagl Strang pargalama yontemi ile ¢dziimiiniin grafigi
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Sekil 4.12. Ax=0.0125, At=0.00001, v=0.0 1 iken degisken t degerleri i¢in Problem 2.1’in
CNSFYZ1’ine bagl Strang parg¢alama yontemi ile ¢oziimiiniin grafigi



69

Problem 2.2’in CNSFY1‘ye bagh Strang par¢alama metoduna gore t = 0.1, At =
0.00001, v = 1 iken degisen Ax adim uzunlugu i¢in elde edilen niimerik ve analitik

c¢oziimler L, ve L_ hata normlari ile birlikte Tablo 4.21°de verildi. Kiiglilen Ax
degerleri i¢in niimerik ¢Oziimlerin analitik ¢6ziime yaklastigt ve L, , L hata

miktarlarinda azalma oldugu goriildii.

Tablo 4.21. Problem 2.2°nin CNSFY1 ile t=0.1, At=0.00001, v=1 iken Ax’nin degisen degerleri i¢in
analitik ve niimerik ¢6ziimleri

Niimerik Coziim
Analitik

X Ax =0.1 Ax = 0.05 Ax = 0.025 Ax =0.0125 | Coziim
0.1 0.111826 0.112110 0. 112441 0. 112652 0. 112892
0.2 0. 214751 0. 215021 0. 215521 0. 215858 0. 216252
0.3 0. 299488 0. 299551 0. 300097 0. 300492 0. 300966
0.4 0. 357591 0.357411 0. 357942 0. 358355 0. 358863
0.5 0. 382268 0. 381962 0. 382482 0. 382901 0. 383422
0.6 0. 369393 0. 369161 0. 369703 0. 370130 0. 370658
0.7 0. 318543 0. 318550 0. 319127 0. 319553 0. 320066
0.8 0. 233736 0. 233995 0. 234549 0. 234927 0. 235371
0.9 0. 123503 0. 123812 0. 124193 0. 124438 0.124718
Hata
Normu

L,x103 | 1.288220 1. 250113 0. 772776 0. 422558

L,x10% |1. 634859 1. 515668 0. 955463 0. 527612
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Tablo 4.22 'te Problem 2.2 CNSFY1’ye bagh Strang par¢alama yontemi ile At =
0.00001, Ax = 0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri i¢in degisken t zaman
adim degerlerinin analitik ve niimerik ¢oziimleri verildi. Tabloyu inceledigimizde

nliimerik ¢oziimlerin analitik ¢éziimlere yakin oldugu goriildii.

Tablo 4.22. Problem 2.2’in CNSFY 1 ile At=0.00001, Ax=0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri
i¢in analitik ve niimerik ¢éziimleri

v=1 v=0.1 v=0.01

Niimerik | Analitik | Niimerik Analitik Niimerik Analitik

X t Coziim ¢Oziim Coziim ¢Ozilm Coziim ¢0ziim

0.2 ]0.099262 @ 0.099470 ' 0.443423 :0.446807 :0.494864 :0.499828

0.6 |0.001945 0.001949  0.243229 :0.246138 :0.275055 :0.282037

025 1.0 |0.000038 |0.000038 |0.163430 |0.165599 |0.188828 |0.194690

1.2 | 0.000005 :0.000005 :0.137036 0.138933 :0.163224  0.168494

2.0 |0.000000 |0.000000 |0.068406 |0.069514 |0.105929 |0.109482

0.2 |0.142605 0.142888 ' 0.771324 :0.773101 :0.865496 :0.867136

0.6 |0.002752 :0.002757 : 0.454254 :0.457976 :0.542320 :0.548316

090 1.0 |0.000053 :0.000053 :0.294919  0.298343 :0.379272 0.385676
1.2 |0.000007 :0.000007 :0.240567 0.243682 :0.328746  0.334897
2.0 |0.000000 |0.000000 |0.108399 |0.110199 |0.213817 |0.218588
0.2 |0.102436 $0.102655 ' 0.770017 :0.773440 :0.969254 :0.969734
0.6 |0.001947 0.001950 : 0.497091 :0.502676 :0.779206 :0.782994
0.75

1.0 |0.000038 ; 0.000038 0.291229 :0.295857 :0.563679 :0.569319

1.2 | 0.000005 :0.000005 :0.224918 0.228797 :0.491363  0.497145

2.0 |0.000000 |0.000000 |0.086990 |0.088680 |0.321827 |0.326926
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4.5. CNSFY 2 Bagh Strang Parcalama (Splitting) Metodu ile 1-Boyutlu Burgers
Denkleminin Niimerik Coziimleri

Probleme 6nce (3.29) yaklagimi ve sonra (3.26) yaklasimini uygulamak
CNSFY2 yaklasimini olustursun.

Tablo 4.23°de problem 2.1 CNSFY2’e bagh Strang par¢alama yontemi ile t=0.1,
At=0.00001, v=1 iken degisen Ax degerleri i¢in elde edilen niimerik ve analitik
cozlimler L, ve L_ hata normlar1 ile birlikte verildi. Kiigiilen Ax degerlerine
bakildiginda niimerik ¢6ziimlerin analitik ¢6ziimlere yaklastigi goriilmektedir. Tablo
4.23 incelendiginde meydana gelen hata miktarinda diizenli azalis oldugu

anlasilmaktadir.

Tablo 4.23. Problem 2.1’in CNSFY2 ile t=0.1, At=0.00001, v=1 iken Ax’nin degisen degerleri
i¢in analitik ve niimerik ¢éziimleri

Niimerik Coziim

Analitik
X Ax =01 | Ax=0.05 | Ax=0.025 | Ax = 0.0125 |Céziim
0.1 0.110454  0.109766 0. 109595 0. 109552 0.109538
0.2 0.211544 |0.210229  |0. 209901 0. 209819 0.209792
0.3 0.294331  0.292504 | 0.292048 0. 291934 0.291896
0.4 0.350820  0.348647 0. 348105 0. 347969 0.347924
0.5 0.374660  0.372348 | 0.371770 0. 371626 0.371577
0.6 0.362010  0.359787 0. 359231 0. 359092 0.359046
0.7 0.312450 | 0. 310542 0.310064 | 0. 309945 0.309905
0.8 0.229679  0.228284  0.227934 0.227846 0.227817
0.9 0.121669 |0.120933  |0. 120748 0. 120702 0.120687
Hata
Normu
L,x10° |2 177558  0.544161  0.135976 0. 033940
L. x10° |3 082034 0.770080 | 0.192444 0. 048074
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Problem 2.1’in CNSFY2‘e bagli Strang pargalama metoduna goére At=0.00001,
Ax=0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri i¢in degisken t degerlerinin analitik ve
niimerik ¢oziimleri Tablo 4.24te verildi. Tabloyu inceledigimizde niimerik ¢6ziimiin

analitik ¢coziim ile uyumlu oldugu goériilmektedir.

Tablo 4.24. Problem 2.1’in CNSFY?2 ile At=0.00001, Ax=0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri
i¢in analitik ve niimerik ¢éziimleri

v=1 v=0.1 v=0.01

Niimerik | Analitik | Niimerik Analitik Niimerik Analitik

X t Coziim ¢Oziim Coziim ¢0ziim Cozilm ¢Oziim

0.2 | 0. 096466 : 0.096442  0.429379  0.429317 0. 466653 :0.466583

0.6 | 0.001890 : 0.001889 :0.240779 0.240739 0.268998 | 0.268965

0.25 1.0 | 0. 000037 |0.000036 |0.162597 |0.162565 0.188211 |0.188194

1.2 | 0. 000005 :0.000005 0.136470 :0.136440 0.163599  0.163586

2.0 | 0.000000 :0.000000 :0.068230  0.068206 0.107387 0.107381

0.2 |0.138509 : 0.138473 :0.753909  0.753811 0. 848503 :0.848365

0.6 |0.002674 $ 0.002672 :0.447299  0.447206 0.529495 0.529418

090 1.0 | 0. 000052 |0.000052 |0.291994 |0.291916 0.374458 |0.374420
1.2 | 0. 000007 :0.000007 0.238583 :0.238511 0.326085 | 0.326057
2.0 | 0.000000 |0.000000 (0.107935 |0.107890 0.214570 |0.214558
0.2 | 0.099461 : 0.099435  0.749108  0.749139 0.961975 0.961891
0.6 |0.001891 : 0.001890 :0.487340  0.487215 0.767404 :0.767243
0.75

1.0 | 0. 000037 |0.000036 |0.287582 |0.287474 0.556118 |0.556051

1.2 | 0. 000005 :0.000005 0.222685 :0.222595 0.486061  0.486013

2.0 | 0.000000 |0.000000 |0.086620 |0.086579 0.321305 |0.321282
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CNSFY2’¢ bagli Strang pargalama metodu ile Problem 2.1’in niimerik
¢Oziimlerinin fiziksel davraniglarini gérmek i¢in v = 1 i¢in Sekil 4.13, v = 0.1 igin

Sekil 4.14 ve v =0.01 igin Sekil 4.15 verildi.

Ax =0.0125, At = 0.00001 iken Problem 2.1 gesitli t zaman adimlarinda CNSFY?2’mine

bagli Strang par¢calama metodu ile ¢ozildii.

Farkli niimerik ¢oziim egrileri tek bir grafikte ¢izildigi zaman niimerik ¢éziimlerin
Problem 2.1’in fiziksel davranislarini sergiledigi gostermektedir. Viskozite parametresi

v kiigiildiikge grafiklerin keskin dontisler yaptigi gériilmektedir.

=
=]
L

=
-1
1

=
[+
L

Sekil 4.13. Ax=0.0125, At=0.00001, v=1 iken degisken t degerleri i¢in Problem 2.1’in
CNSFY?2’ine bagl Strang parcalama yontemi ile ¢oziimiiniin grafigi
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Sekil 4.14. Ax=0.0125, At=0.00001, v=0.1 iken degisken t degerleri i¢in Problem 2.1°in
CNSFY?2’ine bagl Strang par¢alama yontemi ile ¢oziimiiniin grafigi
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Sekil 4.15. Ax=0.0125, At=0.00001, v=0.0 1 iken degisken t degerleri i¢in Problem 2.1’in
CNSFY2’ine bagl Strang parg¢alama yontemi ile ¢oziimiiniin grafigi
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Tablo 4.25’te problem 2.2’nin CNSFY2’e bagl Strang par¢alama yontemiyle
t=0.1, At=0.00001, v=I i¢in degisen Ax degerleri i¢in niimerik ve analitik ¢6ziimleri L,
ve L_ hata normlan ile birlikte verildi. Bu tablo incelendiginde sayisal ¢oziim ile
analitik ¢6ziim kendi aralarinda uyumlu oldugu goéziikmektedir. Azalan Ax degerleri
icin niimerik ¢oziim ile analitik ¢oziim arasindaki farkin azaldigi gorilmektedir.

Tabloyu inceledigimizde L, ve L hata miktarinin diizenli azaldig1 anlagilmaktadir.

Tablo 4.25. Problem 2.2°nin CNSFY2 ile t=0.1, At=0.00001, v=1 iken Ax’nin degisen degerleri i¢in
analitik ve niimerik ¢6ziimleri

Niimerik Co6ziim

Analitik
X Ax =0.1 Ax = 0.05 Ax = 0.025 Ax = 0.0125 | Coziim
0.1 0.113838 . 0.113129 0. 112951 0. 112907 0.112892
0.2 0.218059 :0.216704 0. 216365 0. 216280 0.216252
0.3 0. 303472 |0.301593 0. 301123 0. 301005 0.300966
0.4 0. 361838 . 0.359609 0. 359050 0. 358910 0.358863
0.5 0. 386586 . 0.384216 0. 383621 0.383472 0.383422
0.6 0.373700 0.371422 0. 370849 0. 370706 0.370658
0.7 0. 322680 |0.320722 0. 320230 0. 320107 0.320066
0.8 0.237286 |0.235852 0. 235492 0. 235401 0.235371
0.9 0.125730 0.124972 0. 124782 0.124734 0.124718
Hata
Normu
L, x10° 2.237810 | 0.561332 0. 140396 0. 035050
L, x10° |3 163118 |0. 793551 0. 198488 0. 049596
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Problem 2.2’in CNSFY2‘e bagli Strang pargalama metoduna gore At=0.00001,
Ax=0.0125 iken v=1, v=0.1, v=0.01 degerleri i¢in degisken t degerlerinin analitik
ve niimerik ¢oziimleri Tablo 4.26°da verildi. Niimerik ¢6ziim ile analitik ¢6zliimiin

uyumlu oldugu goriilmektedir.

Tablo 4.26. Problem 2.2°nin CNSFY2 ile v=1, v=0.1, v=0.01 At=0.00001, Ax=0.0125 iken t’nin
degisen degerleri i¢in analitik ve niimerik ¢oziimleri

X t v=1 v=0.1 v=0.01
Niimerik | Analitik Niimerik Analitik Niimerik Analitik
Coziim ¢oziim Coziim ¢oziim Coziim ¢oziim

0.2 | 0.049596 | 0.099470 : 0.446882 0. 446807  0.499917 0. 499828
0.6 |0.001951 :0.001949 : 0.295969 0.246138  0.282100 0. 282037
025 11.0 [0.000038 |0.000038 |0.165631 0.165599 |0.194725 0. 194690
1.2 | 0. 000005 0.000005 :0.138964 0.138933 0. 168521 0. 168494
2.0 | 0.000000 :0.000000 :0.069539 0. 069514  0.109494 0. 109482
0.2 | 0.142925 1 0.142888  0.773186 0.773101 0.867234 0. 867136
0.6 |0.002759 :0.002757 : 0.458073 0. 457976  0.548403 0. 548316
090 1.0 | 0. 000053 | 0.000053 |0.298424 0.298343 |0.385731 0. 385676
1.2 | 0. 000007 0.000007 :0.243756 0.243682  0.334941 0. 334897
2.0 | 0.000000 |0.000000 |0.110245 0.110199 |0.218610 0. 218588
0.2 |0.102682 :0.102655 : 0.773423 0. 773440 0.969816 0. 969734
0.6 |0.001952 :0.001950 : 0.502808 0.502676  0.783131 0. 782994
o 1.0 | 0. 000038 | 0.000038 |0.295969 0. 295857 |0.569392 0. 569319
1.2 | 0. 000005 0.000005 :0.228891 0.228797 0.497203 0. 497145
2.0 | 0.000000 |0.000000 |0.088724 0. 088680 |0.326959 0. 326926
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4.6. Parcalanmis Burgers’ Denkleminin Degisik Lineerlestirme Teknikleri ile Elde

Edilmis Niimerik Sonu¢larimin Karsilastirilmasi

v=1 , t=0.1, At=0.00001, Ax=0.0125 iken problem 2.1 ve problem 2.2’nin BAB,
RGSFY, CNSFY1, CNSFY?2 yaklasimlarina bagli nlimerik sonuglarinin karsilagtirmasi
sirasi ile Tablo 4.27 ve Tablo 4.28 verildi. Bu tablolar incelendiginde dort yontemin
niimerik sonuglar1 birbirleri ile uyumlu oldugu ve analitik ¢oziime yakin degerler

olduklar1 goriiliiyor.

Tablo 4.27. v=1, t=0.1, At=0.00001, Ax=0.0125 iken problem 2.1’in BAB, RGSFY, CNSFY1,
CNSFY2’in niimerik sonug¢larinin karsilastirmasi

Niimerik Co6ziim

Analitik
X BAB RGSFY CNSFY1 CNSFY2 | Coziim
0.1 0.109550 | 0. 109550 0. 109308 0. 109552 0.109538
0.2 0.209815  0.209815 0. 209415 0. 209819 0.209792
0.3 0.291930  0.291930 0. 291441 0.291934 0.291896
0.4 0.347966  0.347966 0. 347435 0. 347969 0.347924
0.5 0.371625  0.371626 0.371075 0. 371626 0.371577
0.6 0.359095 | 0. 359095 0. 358538 0. 359092 0.359046
0.7 0.309950 0. 309950 0. 309413 0. 309945 0.309905
0.8 0.227852  0.227852 0. 227393 0. 227846 0.227817
0.9 0.120705  0.120705 0. 120420 0. 120702 0.120687
Hata
Normu
L,x10° |0 034501  0.034501 0. 405671 0. 033940
L, x10° 10049480  0.049461 0. 507616 0. 048074
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Tablo 4.28. v=1, t=0.1, At=0.00001, Ax=0.0125 iken problem 2.2’nin BAB, RGSFY, CNSFY1,
CNSFY2’iin niimerik sonuglarinin karsilagtirmasi

Niimerik Coziim

Analitik
X BAB CNSFY1 CNSFY2 CNSFY3 | Céziim
0.1 0.112904  |0.112904 0. 112652 0. 112907 0.112892
0.2 0.216276 0.216276 0.215858 0. 216280 0.216252
0.3 0.301001  0.301001 0..300492 0. 301005 0.300966
0.4 0.358907  0.358907 0. 358355 0. 358910 0.358863
05 0.383472  0.383472 0. 382901 0. 383472 0.383422
0.6 0.370709 | 0.370709 0.370130 0. 370706 0.370658
0.7 0320112 0.320112 0.319553 0. 320107 0.320066
0.8 0.235407 | 0. 235407 0. 234927 0. 235401 0.235371
0.9 0.124738  0.124738 0.124438 0. 124734 0.124718
Hata
Normu
L,x10° 10035639  0.035637 0. 422558 0. 035050
L, x10° 10051113 |0.051089 0. 527612 0. 049596
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Crank-Nicolson sonlu fark yontemlerine bagli olarak Strang par¢alama metodu
ile Burgers’ denklemine degisik lineerlestirme teknikleri uygulandi. Bu yontemlerin
analitik ¢coziime ne kadar yakin oldugunu gorebilmek i¢in Matlab programi yardimi ile
sayisal ¢Oziimleri elde edildi. Bu yontemlere ait sayisal ¢oziimler tablo ve grafikler
cizilerek sunuldu.

Burgers’ denklemini pargalama yontemi ile ¢dzmek i¢in Once Vviskozitesiz
Burgers’ denklemini ¢oziip sonra 1s1 iletim denklemini ¢ozmenin daha iyi sonug verdigi
ooriildil.

Burgers’ denklemi Strang parcalama metoduna bagli CNSFY, RGSFY,
CNSFY1 ve CNSFY2 yaklagimlari ile ¢ozildigiinde sayisal g¢oziimlerin analitik
¢ozlimler ile uyumlu oldugu ve L, ve L, hata miktarinin yeterince kiigiik oldugu
gorildii.

Problem 2.1’i CNSFY, RGSFY, CNSFY1 ve CNSFY2 yaklagimlari ile
¢cozdiiglimiizde elde edilen niimerik ¢oziimlerinin fiziksel davranislari incelemek icin
cesitli t zaman adimlarinda v=1, v=0.1 ve v=0.01 i¢in Matlab program: yardimi ile
nimerik ¢ozimlerin egrileri ¢izildi. Viskozite parametresi v kiigiildiikkge niimerik

¢ozlimlerin saga keskin doniisler yaptigi grafikler ile gosterildi.
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