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Bu tezde ilk olarak cebir tiirlerinin 6nemli temsilcilerinden biri olan BCK-cebirleri
tanitilmistir ve bu cebirsel yapinin bir genellemesi olarak karsimiza ¢ikan d-cebirleri
temel oOzellikleri ile verilmistir. iki farkli tiirev kavrammin d-cebirlerde sagladig
ozellikler siralanmistir. Daha sonra d-cebirlerde genellestirilmis (a, B)-tiirevler, a-ideal,
G-invaryant ideal tanimlanmistir ve bunlarin 6zellikleri incelenmistir. Son olarak da bir

kenar d-cebiri tizerinde verilen sag genellestirilmis (a, §)-tiirevler ile bu ideal tiirleri

arasindaki iligki arastirilmistir.
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1. GIRIS

1. GIRIS

Cebirsel mantik, on dokuzuncu yiizyilda cebirin bir alt disiplini olarak ortaya
cikmistir. Ilerleyen yillarda, Boolean cebirleri, kafes (lattice) sirali gruplar, MV-cebirleri
(multi-value cebirleri) gibi sirali sistemler ve mantik arasindaki iliskiyi inceleyen birgok
calisma yapilmistir. Bu cebir tiirleri kiime teorisi ve matematiksel lojik konularindan
dogmustur. Ornegin, kiimelerdeki kesisim, birlesim ve fark islemleri tanimlanarak bu
islemlerin 6zelliklerinin genellestirilmesiyle Boolean cebiri kavrami calisiimistir.

Birlesim ve kesisim islemleri yardimiyla kafes kavrami tanimlanmustir.

BCK-cebirleri ve BCI-cebirleri, Imai and Iseki (1966) tarafindan tanitilan iki

mantik cebir smifidir. Kiimeler teorisinde bilinen

(A\B)\ (A\C) S C\BveA\ (A\B)CB

bagntilar1 temel alinarak BCK-cebiri kavrami ortaya atilmistir.

p, q Ve rbirer onerme olmak ilizere sadece “=" baglacinin kullanilarak

olusturuldugu B, C ve K aksiyomlar1 asagida verilmistir.

B)p=>q=>(=>p=>0F=>q)
C(p=2@=>n)=(@=>p@=>n)
Kp=>0p

BCI lojik i¢in gerekli I aksiyomu asagidaki sekildedir:

Np=>(@=>p)

[T30%3]
*

“=” baglac1 yerine islemini asagidaki gibi alalim.

p=qg=p*q
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X bir kiime, “*” bu kiime {lizerinde bir ikili islem ve “0” bu kiimenin bir elemant
olsun. Bu durumda her x,y,z € X i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa X kiimesine bir

BCI-cebiri denir ve (X;*,0) ile gosterilir.

(BCI—1) ((x*y) *x (xx2))* (zxy) =0,
(BCI —2) (x* (x*xy)) *xy =0,
(BCI—=3) x * x = 0,

(BCI—4)x =y = 0vey * x = 0isex = ydir.
Bir BCI-cebirinde her x € X i¢in
(BCK=5)0*x =0
kosulu saglaniyorsa X kiimesine bir BCK-cebiri denir.
X kiimesi tizerindeki
“xxy=0ex <y’
bagintis1 diisiiniilerek BCK -cebirinin sartlar1 asagidaki gibi tekrar yazilabilir:

Her x,y,z € X icin,

(BCI—1") (x*xy)*(x*xz) < zxy,
(BCI =2")x*(x*y) <y,
(BCI-3)x < x,
(BCI—4)x<yvey < xisex =y,

(BCI-5)0 < x,



1. GIRIS

BCK-cebirlerinin en iyi bilinen 6rnekleri asagida verilmistir.
X =1{0,1,2, ... } kiimesi lizerinde

. _{x—y, y < x ise
x*y= 0, diger durumda

islemi verilsin. Bu durumda (X;x,0) bir BCK-cebiridir.
X # @ kiime, P(X) kuvvet kiimesi olsun. A, B € P(X) i¢in;

A — B, BcA
o, diger durumda

islemi verilsin. Bu durumda (P(X);*, @) bir BCK-cebiridir.

A herhangi bir bos olmayan kiime ve X, A iizerinde tanimli tiim reel degerli

negatif olmayan fonksiyonlarin kiimesi yani
X ={f|f: A - R* v {0}}
olsun ve her f,g € X i¢in;

_ () — g), g(x) < f(x)ise
(f * o)) = { 0, diger durumda

ile tamimlansin. Bu durumda, (X;=,0) bir BCK-cebiridir.

BCK-cebirlerinin bir¢cok genellestirmesi vardir. Bunlardan biri Neggers and Kim
(1999) tarafindan tanimlanan d-cebirleridir. Neggers et al. (1999) d-alt cebir, d-ideal ve

ilgili bazi kavramlar1 tanimlayarak bunlar arasindaki iliskiyi incelemistir. d-cebirleri
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genis cebir simiflarini igerdiginden (BCK-cebiri olmayan) ve d-cebirlerinin 6zel gesitleri

de farkli yonlere sahip oldugundan bu yapiy1 incelemek gerekli olmustur.

Halka teorisinde tiirev kavrami asal halkalardaki tiirevler {izerine oldukga ilgi
cekici iki sonug¢ sunan Posner (1957) tarafindan verilmistir. Bu ¢alismada herhangi bir

halkada tiirev tanim1 agagidaki sekilde vermistir:

R bir halka ve d, R halkasinin toplamsal bir doniisiimii olmak {izere her x,y € R

i¢in

d(xy) = d(x)y + xd(y)

ise 0 zaman d, R halkasmin bir tirevi olarak adlandirilir.

Yazar bu c¢aligmasinda asal halkalarin yapisini, 6zellikle halkanin degismeli olma

kosullarini tiirev ile iliskilendirerek incelemistir.

Jun and Xin (2004) halka teorisindeki tiirev kavramini BCI-cebirlerine
uygulamistir.  Yazarlar BCl-cebirlerinin tlirevlerini tanimlayarak 6zelliklerini
aragtirmiglardir. Ayrica regiiler tiirev, d-invaryant kavramlarini vererek bir idealin d-
invaryant olmasi igin gerekli kosullar1 vermislerdir. Ilerleyen yillarda bir¢ok arastirmaci

bu caligsmalara farkl tiirev cesitlerini inceleyerek devam etmistir.

d-cebirlerinde tirev kavrami Chandramouleeswaran and Kandaraj (2011)
tarafindan sunulmustur. Son zamanlarda Al-Omary (2019), d-cebirleri tizerinde (a, 8)-

tiirev kavramini sunarak bazi 6zelliklerini arastirmistir.

Bu tez alt1 ana basliktan olusmaktadir. Ik boliim tez konusunun ortaya cikis
noktalarinin bahsedildigi giris bliimiinden olusmaktadir. Ikinci béliimde kaynak dzetleri
hakkinda bilgi verilmis, tigiincii boliimde ¢alismamizda kullanacagimiz temel tanimlara
ve ozelliklere yer verilmistir. Dordiincii boliimde ise d-cebirlerinde tiirev ve (a, f)-

tirevlerin tanimi ve sagladiklar1 temel 6zelliklerden bahsedilmistir. Bu tezin orijinal
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kismini ise d-cebirlerinin genellestirilmis (@, 8)-tiirevlerinin tanimlandig1 ve literatiirde

var olan bazi sonuglarin bu tiirev ¢esidine genellestirildigi besinci boliim olusturmaktadir.

Calismanin sonuglarina altinct béliimde yer verilmistir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Imai and Iseki (1966) iki Onemli cebir tiirii olan BCK-cebirlerini ve BCI-
cebirlerini 1966 yilinda tanimlamistir. Bu kavramlar kiime teorisi ve matematiksel lojik
konularindan ortaya ¢ikmistir. Kiime teorisinde kesigsim, birlesim ve fark islemleri
kullanilarak bu islemlerin ozelliklerinin genellestirilmesi yapilarak Boolean cebiri
kavramu ¢alisilmistir. Matematiksel lojikte B, C ve K aksiyomlar1 temel alinarak BCK -

cebiri tanimlanarak bu konuda bir¢ok ¢alismalar yapilmustir.

Asal halkalarda tiirev kavrami ilk kez Posner (1957) tarafindan 1957 yilinda
calisilmaya baslanmistir. Daha sonra bir¢ok matematik¢i halka teorisindeki tiirev
kavramini gelistirerek pek ¢ok ¢alisma yapmustir. Jun and Xin (2004) halka teorisindeki
tirev kavramimi BCI-cebirlerine uygulamustir. Al-Rogi (2014) BCI-cebirlerinde
genellestirilmis (a, §)-tiirevlerin yapisini incelemistir. Ayn1 yil BCI-cebirlerinin sol
(6, p)-tiirevleri Muhiuddin and Al-Roqi (2014) tarafindan tanitilmastir.

Neggers and Kim (1999) BCK-cebirlerinin bir genellemesi olan d-cebirlerini

asagidaki gibi tanimlamis ve bu cebirsel yapinin bir¢cok 6zel durumlarini incelemislerdir.

Bos kiimeden farkli bir X kiimesi tizerinde “+” ikili islemi ve “0” sabiti verilsin.

Her x,y € X igin asagidaki kosullar saglanirsa (X,*,0) cebirsel yapisina bir d-cebiri

denir.
(D x*xx=0,
(IND0xx =0,

() x+xy=0veys*x = 0isex = ydir.

Kenar d-cebiri kavrami yine Neggers and Kim (1999) tarafindan detayli bir
sekilde incelenmistir. Bizim ¢alismamizda da siklikla kullandigimiz kenar d-cebiri su

sekilde tanimlanmuistir:

X bir d-cebiri ve x € X olsun. Eger herhangi bir x € X igin
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x* X ={0,x}

oluyor ise X e bir kenar d-cebiri denir, burada x * X = {x * y|y € X} seklindedir.

Neggers et al. (1999) d-alt cebir, d-ideal ve ilgili bazi kavramlar1 vererek bunlar

arasindaki iligkiyi incelemistir.

Tirev kavrami d-cebirlerinde Kandaraj and Chandramouleeswaran (2011)

tarafindan verilmis ve bir¢cok temel 6zellikleri incelenmistir.

Al-Omary (2019) calismasinda d-cebirlerinde (a, f)-tiirevleri tanimlamustir.
Halkalarda, BCK /BCI-cebirlerinde verilen bu kavrami ve bazi 6nemli sonuglart d-
cebirleri igin incelemistir. Bu ¢alismada regiiler (a, 8)-tiirevler igin bazi sonuglar elde

edilmistir. Ayrica dq gy- invaryant, a-ideal ve f-ideal kavramlar aralarindaki iliskilerle

aciklanmustir.
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Bu boliimde d-cebirleri i¢in bazi temel tanim ve teoremler verilmistir. Bu cebirsel

yapt ile BCK-cebirleri arasindaki iligkiler 6rneklerle agiklanmigtir.

3.1. d-Cebirleri ve Temel Ozellikleri

9
*

Tanim 3.1.1: Bos kiimeden farkli bir X kiimesi lizerinde ikili iglemi ve “0”

sabiti verilsin. Her x,y € X i¢in asagidaki kosullar saglanirsa (X,*,0) cebirsel yapisina

bir d-cebiri denir.

(D x*xx=0,
(ID0xx =0,

(I x*xy=0vey=*x =0Iisex = ydir.

Bir BCK-cebiri asagida verilen ek aksiyomlar1 saglayan bir (X,*,0) d-cebiridir. Her
x,y,zZ € X igin

V) ((x*y) * (x*2)) * (z* y) =0,

(V) (x * (x xy)) xy = 0 (Neggers and Kim 1999).

Ornek 3.1.2: Her BCK-cebiri bir d-cebiridir (Neggers and Kim 1999).

Ornek 3.1.3: X = {0,1,2} kiimesi iizerinde “*” islemi asagidaki gibi tanimlansin.

N R, O
R, N o o
R, © of R
o N O N

Bu durumda (X,*,0) bir d-cebiridir. Burada
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(2%(2%2))*2=(2%0)*2=1%2=2%0

oldugundan X bir BCK-cebiri degildir (Neggers and Kim 1999).

Uyan 3.1.4: (1) Bir (X,*,0) d-cebiri birlesmeli ise

Oxx=0=(x*xx)*x=x*(x*xx)=xx*0

saglanir. Boylece (I11) 6zelliginden x = 0 olur. Yani d-cebirleri “en birlesmeli olmayan”

cebirlerdir.

(2) (X,*,0) bir d-cebiri olsun. Eger S € X kiimesi “x” islemi altinda kapali ise x € S igin
x *x = 0 € S olur. Dolayisiyla (S,*,0) bir d-cebiridir (Neggers and Kim 1999).

Onerme 3.1.5: X bir d-cebiri olsun. Eger x # y ve x xy = 0 ise y * x # 0 dir
(Neggers et al. 1999).

Tamm 3.1.6: X bir d-cebiri ve S kiimesi X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
Eger her x,y € S igin x * y € S oluyorsa S kiimesine X in bir d-alt cebiri denir (Neggers
et al. 1999).

Tamm 3.1.7: X bir d-cebiri ve @ #1 S X olsun. Eger asagidaki kosullar

saglaniyorsa I kiimesi X in bir BCK-idealidir denir.

(DoEeI,

(2)x*xy€elveyel = xeldr(Neggersetal. 1999).

Tanmm 3.1.8: X bir d-cebiri ve @ #1 € X olsun. Eger asagidaki kosullar

saglantyorsa [ kiimesi X in bir d-idealidir denir.
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(D) x*xyelveyel=>xel,

(2)xelveyeX=>xxy€lyanil X c I dir (Neggers et al. 1999).

Ornek 3.1.9: X = {0, a, b, c, d} kiimesi “+” islemi ile birlikte BCK-cebiri olmayan

bir d-cebiri olsun.

Bu durumda I = {0, a} kiimesi X in bir d-idealidir (Neggers et al. 1999).

Ornek 3.1.10: X = {0, a, b, c} kiimesi “*” islemi ile birlikte BCK-cebiri olmayan

bir d-cebiri olsun.

Bu durumda J = {0, a, c} kiimesi Tanim 3.1.8 de verilen (2) kosulunu saglar. Burada b *
c=0€] ve c€] oldugunda b ¢ ] dir. Yani Tanim 3.1.7 de verilen (2) kosulu

10
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saglanmamaktadir. Dolayisiyla J kiimesi X in bir d-alt cebiri olmasina ragmen bir BCK-

ideali degildir (Neggers et al. 1999).

Uyarni 3.1.11: {0} kiimesi her X d-cebirinin bir d-alt cebiridir. Ayrica X in her d-
ideali bir d-alt cebiridir. Ancak tersi genel olarak dogru degildir (Neggers et al. 1999).

Ornek 3.1.12: X = {0, a, b, c} kiimesi “+” islemi ile birlikte BCK-cebiri olmayan

bir d-cebiri olsun.

Bu durumda I = {0, a} kiimesi X in bir d-alt cebiridir. Fakat a * ¢ = b € I oldugundan
X in bir d-ideali degildir (Neggers et al. 1999).

Lemma 3.1.13: Eger I, X d-cebirinin bir ideali ise 0 € X saglanir (Neggers et
al. 1999).

Onerme 3.1.14: Bir X d-cebirinin her d-ideali bir BCK-idealdir (Neggers et al.
1999).

Uyari 3.1.15: Onerme 3.1.14 iin tersinin her zaman dogru olmadigina asagidaki

ornek verilebilir (Neggers et al. 1999).

Ornek 3.1.16: Ornek 3.1.12 de verilen I = {0, a} kiimesi X in bir BCK-idealidir
fakat X in bir d-ideali degildir (Neggers et al. 1999).

11
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Onerme 3.1.17: I, bir X d-cebirinin d-ideali olsun. Eger x € I ve y * x = 0 ise

y € I saglanir (Neggers et al. 1999).

Tamim 3.1.18: (X,*,0) bir d-cebiri olsun. X tizerinde “<” bagntisi

Vx,yeEX,x<ye=x*xy=0

seklinde tamimlanir. Bu bagiti ile (X, <) bir kismi sirali kiimedir (Neggers and Kim
1999).

3.2. Kenar d-Cebirleri

Tamim 3.2.1: X bir d-cebiri ve x € X olsun. Eger herhangi bir x € X i¢in

x* X ={0,x}

oluyor ise X e bir kenar d-cebiri denir, burada x * X = {x * y|y € X} seklindedir
(Neggers and Kim 1999).

Ornek 3.2.2: Asagidaki tablo ile verilen X d-cebirini ele alalim.

w N = O O
w N O O
w o o O N
S O Rk, O W

w N = O

Burada her x € X i¢in x * X = {x, 0} oldugu kolaylikla gériilebilir. Dolayisiyla X bir
kenar d-cebiridir (Neggers and Kim 1999).

Uyari 3.2.3: (X, <) bir sirali kiime olsun. Bu durumda X kiimesi

12



3. TEMEL KAVRAMLAR

0, X<y

xEY= {X, diger durumlarda

seklinde tanimli “*” iglemi ile bir BCK-cebiridir. Diger taraftan “x” igleminin tanimi
geregi bu BCK-cebiri kenar 6zelligine sahiptir. Kenar d-cebirleri genelde BCK-cebirleri
degildir (Neggers and Kim 1999).

Ornek 3.2.4: X = {0,1,2,3} ve = ikili iglemi asagidaki tablo ile tanimlansin.

w N R O

w N R o o
w R o O -
w o o o N
o N R O W

Burada (X,*,0) bir BCK-cebiridir ancak 2 * 1 = 1 oldugundan kenar d-cebiri degildir
(Neggers and Kim 1999).

Onerme 3.2.5: Eger X bir kenar d-cebiri ise herhangi bir x € X icin

x*x0=x

dir (Neggers and Kim 1999).

Onerme 3.2.6: (X,*,0) bir kenar d-cebiri olsun. Bu durumda

(xxGxxy)*xy=0

esitligi saglanir (Neggers and Kim 1999).

Onerme 3.2.7: (X,*,0) kenar 6zelligi olmayan bir d-cebiri olsun. Bu durumda

13
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_(x x*xy+0
x@y= {0, diger durumda

seklinde tanimli @: X X X — X ikili islemine gore (X, ,0) sistemi bir kenar d-cebiri
olusturur (Neggers and Kim 1999).

Tanmm 3.2.8: (X,*,0) ve (Y,x,0) iki d-cebiri ve 6:X — Y bir doniisim olsun.
Eger her x,y € X i¢in

6(axb) =6(a)*5(b)
esitligi saglaniyorsa & ya bir d-homomorfizma denir (Neggers and Kim 1999).

Onerme 3.2.9: (X,*,0) ve (Y,*,0) d-cebirlerive §:X — Y bir d-homomorfizma
olsun. Bu durumda §(0) = 0 dir (Neggers and Kim 1999).

14
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4. d-CEBIRLERDE TUREVLER

Bu bolimde d-cebirlerinde tiirevler ve (a, B)-tiirevler; tanimlari, 6rnekleri ve
sagladiklar1 6zellikleri ile verilecektir.

4.1. d-Cebirlerde Tiirev

(X,*,0) bir d-cebiri olsun. Bu bolimde herhangi x,y € X iginx xy

islemi xy seklinde yazilacaktir. Ayrica X bir d-cebiri olmak iizere x,y € X i¢in

x ANy =y(yx)

islemi kullanilacaktir.

Tanmim 4.1.1: X bir d-cebiri olsun. Eger 8: X — X donisiimi her x,y € X i¢in

0 (xy) = (0(x)y) A (x6())

kosulunu sagliyor ise 8 doniisiimiine X in bir sol-sag tiirevi denir. Her x, y € X igin

6(xy) = (x6(»)) A ((6(x)y)

kosulu saglaniyor ise 6 doniisiimiine X in bir sag-sol tiirevi denir. Eger 8, X in hem sol-
sag hem de sag-sol tirevi ise 6 donisiimine X d-cebirinin bir tiirevi denir

(Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).

Ornek 4.1.2: X = {0,1,2,3,4,5} kiimesi iizerinde bir “*” islemi asagidaki gibi

verilsin.
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Bu durumda X bir d-cebiridir. 6;: X — X ve 0,: X — X doniistimleri

0, x = 0,1,3,5}

x =013
0.(x) = {2 x = 2,4 }

0,
' 92(")‘{2 x =245

)

seklinde tanimlansin. Burada 6; doéniisimii hem sol-sag hem de sag-sol tiirevdir. 6,
donligimii  ise sag-sol tiirev olmasina ragmen Sol-sag tirev  degildir

(Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).

Tamm 4.1.3: X d-cebiri iizerinde tanimlanan bir 8 doniisimii i¢in 8(0) = 0

oluyorsa 8 ya regiilerdir denir (Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).

Onerme 4.1.4: (X,*, 0) bir d-cebiri olsun. Eger 8: X — X déniisiimii bir sol-sag

tiirev ise regtilerdir (Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).

Sonug 4.1.5: 6, X d-cebirinin bir tiirevi ise regiilerdir (Chandramouleeswaran and
Kandaraj 2011).

Onerme 4.1.6: X bir d-cebiri olsun. Eger her x € X i¢in x0 = x ise her sag-sol

tiirev regiilerdir (Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).

Uyann 4.1.7: Bir kenar d-cebirinde her sag-sol tirev regilerdir

(Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).

16
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Onerme 4.1.8: X, her x € X i¢in x0 = x kosulunu saglayan bir d-cebiri olsun.
(1) Eger 6, X in bir sol-sag tiirevi ise her x € X i¢in 6(x) = 0(x) A x dir.
(2) Eger 6, X in bir sag-sol tirevi ise her x € X igin 6(x) = x A6(x) dir

(Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).

Onerme 4.1.9: X, her x € X i¢in x0 = x kosulunu saglayan bir d-cebiri ve 8, X

d-cebirinin bir tiirevi olsun. Bu durumda her x € X igin

(x(x@(x))) X = (H(x)(e(x)x))x
esitligi saglanir (Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).
Uyar1 4.1.10: 6, X kenar d-cebirinin bir tiirevi ise her x € X igin
[x(x(8(x))]x = [6(x)(6(x)x)]x = 0
esitligi saglanir (Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).

Tamim 4.1.11: X bir kenar d-cebiri olsun. X {izerinde “<” bagintis1 her x,y € X

icin agagidaki gibi tanimlansin:
x<yeoxy=0
Bu durumda (X, <) bir kismi sirali kiimedir (Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).

Onerme 4.1.12: X bir kenar d-cebiri ve 6, X in bir tiirevi olsun. Bu durumda her

x,y € X i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

(1) 6(x) < x,

(2) 6(xy) < x0(y),

17
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(3) O(xy) < 0(x)y,
4) H(xH(x)) =0,
(5) 8(8(x)) < x,

(6) 671(0) = {x € X|0(x) = 0} kiimesi X in bir d-alt cebiridir (Chandramouleeswaran
and Kandaraj 2011).

Onerme 4.1.13: X bir kenar d-cebiri ve 6,,0,, ...8,, doniisiimleri X in tiirevleri

olsun. Bu durumda her x € X i¢in

0, (e(n_l)e(,,_z) (62 (Bl(x)))) <x
saglanir (Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).

Tamm 4.1.14: 6, X kenar d-cebirinin bir tiirevi olsun. X in bir I ideali i¢in () =
{60(x)|x €I} olmak tizere 6() <1 oluyor ise [ ya @-invaryant denir

(Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).

Ornek 4.1.15: X = {0,1,2,3,4,5} kiimesi iizerinde “*” islemi asagidaki gibi

tanimlansin.

Ul oA W N Rk O
gl B W Nk, O O
vl N W N O o -
vl P P, © © o N
w R O ©o o o w
R O © ©o o o &~
o ©o o o o o wui

Bu durumda X bir kenar d-cebiridir. 8: X — X
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0, x=013
0(x) = {2 X =24

)

donlisiimii X tizerinde  bir  tirevdir ve [ ={0,2} d-ideali, @-invaryanttir

(Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).

Ornek 4.1.16: X = {0,1,2,3,4,5} kiimesi iizerinde “*” islemi asagidaki gibi

tanimlansin.

Ul B W N =R O

uT A W NN R O O
Ul A W N O O
uT S W O O O N
un A~ O O O O W
Ul O O O O O »
S O ©o©O o o o v

Bu durumda X bir kenar d-cebiridir. 8: X — X

0, x=0,1,23,4
X, x =

0(x) ={

donlisimii X tzerinde bir tirevdir ve [ =1{0,1,2,3,4} d-ideali, 6-invaryanttir

(Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).

Teorem 4.1.17: 68, X kenar d-cebirinin bir tirevi olsun. Bu durumda X in her d-

ideali 8-invaryanttir (Chandramouleeswaran and Kandaraj 2011).
4.2. d-Cebirlerde (a, B)-Tiirevler

Tamm 4.2.1: X bir d-cebiri ve a: X — X bir doniisiim olsun. Eger her

X,y € X igin
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alx*xy) =alx)*a(y)

oluyorsa a doniisiimiine bir endomorfizm denir. Bu durumda a(0) = 0 dir (Al-Omary
2019).

Bu boliim boyunca a ve 8, X iizerinde endomorfizmalar olarak alinacaktir.

Tamim 4.2.2: X bir d-cebiri olsun. d(, g): X — X doniisiimii her x,y € X igin

de,py(xy) = d@p()a(y) AB(x)d ez ()

kosulunu saglaniyorsa bu doniisiime X in bir sol-sag (a, B)-tiirevi denir.

Eger her x,y € X icin
de,py(xy) = a(x)d g (¥) Adp()BQY)
kosulu saglaniyorsa d 4 gy doniisiimiine X in bir sag-sol (a, f)- tiirevi denir.
Eger d(q ) doniisimii X in hem sol-sag (a, §)-tiirevi hem de sag-sol (a, §)-tiirevi ise

d(qp) doniisiimiine X d-cebirinin (a, §)-tiirevi denir (Al-Omary 2019).

Ornek 4.2.3: X ={0,1,2,3} kiimesi iizerinde “*” islemi asagidaki gibi

tanimlansin.
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—_
—_
(@]
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X lUzerinde gqp):X — X donlisimi ve a ve B endomorfizmleri agagidaki gibi

tanimlansin:

0, x=012
Iap(*) = {3, x=3

0, x=01.2
“(")={2 x=3

)

x=0,1,2
x =3

pe) =3
Burada g, g) sol-sag (a, B)-tiirevdir. Ancak g, gy sag-sol (a, B)-tiirev degildir. Ciinkii
I@p B = g@pB) =3
ve
a(3)9(ap (D AG@p B)B(1) =0
dir (Al-Omary 2019).
Teorem 4.2.4: X bir d-cebiri olsun.

(1) Eger d (4 p) bir sol-sag (a, p)-tiirev ise d(q p) regiilerdir.
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(2) Eger X bir kenar d-cebiri ve d, g bir sag-sol (a, B)-tiirev ise d, gy regiilerdir (Al-
(a.) (a.)
Omary 2019).

Teorem 4.2.5: X bir kenar d-cebiri olsun.
(1) Eger d (4 p) bir sol-sag (a, f)-tiirev ise her x € X igin
dia,p) () = digp) (x) AB(x)
esitligi saglanir.
(2) Eger d (4 p) bir sag-sol (a, f)-tiirev ise her x € X igin
diap) () = a(x) Adgp) (x)
esitligi saglanir (Al-Omary 2019).

Teorem 4.2.6: X bir d-cebiri ve d(, g): X — X bir doniisiim olsun.

Eger d(a,ﬁ) = a(x) ise

(1) d(ap bir (a, B)-tiirevdir.

(2) d(a,ﬁ) (xy) = d(a,ﬁ) (X)d(a”g) (y) saglamr (AI-Omary 2019).

Tanim 4.2.7: X bir d-cebiri ve dp) ,d(ap), : X = X doniisiimler olsun. Bu

durumda her x € X i¢in

dap), ° dap, X2 X  dap, ° dep,®) = d(a,ﬁ)1<d(a,ﬁ)2(x))

seklinde tanimlanir (Al-Omary 2019).
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Teorem 4.2.8: X bir d-cebiri olsun. dqp) Ve d(gp),, X ilzerinde a’=a
kosulunu saglayan iki sol-sag (a, B)-tiirev ise d(“'ﬁ)1 ° d(a,ﬁ)z doniistimii de X lizerinde

bir sol-sag (a, B)-tirevdir (Al-Omary 2019).

Lemma 4.2.9: X bir d-cebiri ve d(q g), X lizerinde bir sag-sol (a, §)-tiirev olsun,

Bu durumda her x, y € X i¢in asagidakiler saglanir:
(1) diap) < a(x)dp) (),

(2) diap) (Xd(a,ﬁ) (X)) =0,

(3) Aoy (diapy @) < & (dapy (),

(4) degpy 7(0) = {x € X|d(y py(x) = 0} kiimesi a(x) = 0 ise X in bir d-alt cebiridir
(Al-Omary 2019).

Teorem 4.2.10: X bir kenar d-cebiri ve d(q ), X lizerinde bir sag-sol (a, §)-tiirev

olsun. Bu durumda
dlap) (d?afé)(... (d(zalﬁ)(d(x)) ) < a(x)
gecerlidir (Al-Omary 2019).

Tamim 4.2.11: X bir d-cebiri d, p), X iizerinde bir (a, §)-tiirev ve I da X in d-
ideali olsun. Eger a(I) < 1 (B(I) < I) oluyor ise I idealine a-ideal (B-ideal) denir (Al-
Omary 2019).

Tamm 4.2.12: X bir d-cebiri d(, gy, X tizerinde bir (a, §)-tiirev ve I da X in bir

d-ideali olsun. Eger d 4 )(I) < I oluyor ise I idealine d, g)-invaryant denir (Al-Omary
2019).
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Teorem 4.2.13: X bir d-cebiri d(, gy, X tizerinde bir sag-sol (a, §)-tiirev ve I da
X in bir ideali olsun. Bu durumda d, gy mn regiiler olmasi igin gerek ve yeter kosul X in

her a-idealinin d, g)-invaryant olmasidir (Al-Omary 2019).

24
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5. d-CEBIRLERDE GENELLESTIRILMIS (a, 8)-TUREVLER

Bu bolimde d-cebirleri tizerinde genellestirilmis (a, 8)-tiirevler tanimlanarak
ornekler verilmistir ve bu tiirev ¢esidinin bazi Ozellikleri incelenmistir. d-cebirleri
tizerinde dordiincii boliimde verilen teoremler genellestirilmistir. Bu boliimde verilen
sonuclar 2023 yilinda Bulletin of the International Mathematical Virtual Institute
dergisinde “On Generalized (a,)-Derivations in d-Algebras” baglikli makalede

yayimlanmustir.
5.1. d-Cebirlerde Genellestirilmis (a, B)-Tiirevlerin Tanim ve Ozellikleri

Bu boliim boyunca a ve B, A d-cebiri iizerinde endomorfizmalar olarak

alinacaktir.

Tamim 5.1.1: A bir d-cebiri olsun. G: A — A bir doniisiim olmak {izere eger A

lizerinde bir d, p) sol-sag (a, B)-tiirevi varsa ve her a, b € A i¢in

G(a*b) = (6(a) * a(b)) A(B(a) * diap(b))
kosulu saglaniyorsa G ye A lizerinde bir sol genellestirilmis (a, 8)-tiirev denir.

Eger A nin bir d(, ) sag-sol-(a, )-tiirevi varsa ve G doniisiimii

G(axb) = (a(@) * 6(0) A (diap (@) « B(b))

esitligini her a, b € A igin sagliyor ise G ye A nin bir sag genellestirilmis («, §)-tiirevi

denir.

Eger G = d(4p) olur ise sol (sag) genellestirilmis (a, f)-tiirev kavrami sol-sag

(sag-sol) (a, B)-tiirev kavrami ile ¢akismaktadir.
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Gosterimde kolaylik olmasi agisinda a * b yerine ab kullanilacaktir.

Ornek 5.1.2: A=1{0,1,2,3,4} kiimesi iizerinde “*” islemi asagidaki gibi

tanimlansin.

A W N RO

w W N Rk O O
w W N O O -
_ N O R O N
_ O W O o w
S W O r O B»

Bu durumda A bir d-cebiridir. (BCK-cebiri degildir.)

0, a=0123

dappd =4 am{y Ty

doniistimiinii ve

A ol 220,
00 a=01
p:A— 4 aH{s a=234

endomorfizmalarmi tanimlayalim. Bu durumda d g gy bir sol-sag (a, §)-tiirevdir. Eger

0, a=0134

G:A — A, av—>{2' .

seklinde tanimlarsak G, A {izerinde bir sol genellestirilmis (a, B)-tiirevidir. Fakat

G(20) = G(2) = 2 ve a(2)G(0) Ad(ap) (2)B(0) = 0
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oldugundan G, A nin bir sag genellestirilmis (a, )-tiirevi degildir.

Ornek 5.1.3: A = {0,a, b, c} kiimesi iizerinde “*” islemi asagidaki gibi

tanimlansin.

* 0 a b c
0|0 O O O
ala 0 0 b
b 0 0
c c C a O
Bu durumda A4 bir d-cebiridir.
0, x=0,b
d(aﬁ):A—)A, xl—>{ a, XxX=a
c, X=c
doniistimiinii ve
0, x=0
a:A— A, xv—>{b, x=a,c
a, x=D>b

0, x=0
B:A— A, xH{a, xX=a

endomorfizmalarii tamimlayalim. Bu durumda d g gy bir sag-sol (a, §)-tiirevdir. Ayrica

0, x=0,b
G:A — A, xl—>{a, xX=a
c, X=c
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bigiminde tanimlanan G doniisimii A nin bir sag genellestirilmis (a, B)-tirevidir, fakat
G, A nin sol genellestirilmis (a, B)-tiirevi degildir. Ciinkii, G(ca) = G(c) = ¢ olmasina

ragmen G (c)a(a) A B(c)dqp)(a) = 0 dir.

Onerme 5.1.4: A bir d-cebiri ve G: A — A bir sol genellestirilmis (a, B)-tiirev

olsun. Bu durumda G regiilerdir.
Ispat: Her a € A igin,

G(0) = G(0a)
= G(0)a(a) A B(0)d(qp(a)
= G(0)a(a) A 0d(g ) (a)
= G(0)a(a) A O
= 0(06(0)a(a))

=0
elde edilir.

Onerme 5.1.5: A bir kenar d-cebiri ve G: A — A bir sag genellestirilmis (a, 8)-

tiirev olsun. Bu durumda G regiilerdir.
Ispat: Sag genellestirilmis (a, 8)-tiirev tanim1 kullanilarak,

G(0) = G(0a)
= a(0)G(a) A d(g 5 (0)(a)
= 06(a) A d(e ) (0)B(@)
= 0 A de ) (0)B(@)
= d(e)(0)B(@)(d( ) (0)B(@)0)

=0
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elde edilir.
Teorem 5.1.6: A bir kenar d-cebiri olsun.

(1) Eger G, A nin bir sol genelestirilmis (a, )-tiirevi ise her a € A igin

G(a) = G(a) A B(a)

saglanir.
(2) Eger G, A nin bir sag genellestirilmis (a, B)-tlirevi ise her a € A igin

G(a) = a(a) Adp)(a)

saglanir.

Ispat: (1) G, A nin sol genellestirilmis (a, §)-tiirevi oldugundan Onerme 3.2.5 ve
Teorem 4.2.4 (1) kullanilarak

G(a) = G(a0)
= G(@a(0) A B(@)d(e5)(0)
=G(a)0OAB(a)0
= G(a) A B(a)

elde edilir.

(2) G, A nin sag genellestirilmis (a, B) tiirevi oldugundan Onerme 3.2.5 ve Onerme
5.1.5 kullanilarak

G(a) = G(a0)
= a(@)G(0) A (d(ap)(@)B(0))
= a(a)0 Adp(a)0

= a(a) N p)(a)
elde edilir.
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Teorem 5.1.7: A her x,y € A i¢in x(xy) = y kosulunu saglayan bir d-cebiri,
a,f: A — A iki endomorfizma ve G: A — A bir doniisiim olsun. Eger her a € A igin

G(a) = a(a) ise G bir sol (veya sag) genellestirilmis (a, §)-tirevdir.

Ispat: Hipotez ve sol genellestirilmis (@, 8)-tiirev tanimi kullanilirsa

G(ab) = a(ab)
= a(a)a(b)

= G(a)a(b)
= (8@ diapy®) (@i ®) (@)

= G(a)a(b) A B(a)dq,p(b)

bulunur.

Tanim 5.1.8: A bir d-cebiri, G;, G,: A — A iki doniisiim olsun. G; c G, A — A

doniisiimii; her a € A icin (G; ° G,)(a) = G1(62 (a)) bi¢iminde tanimlanir.

Teorem 5.1.9: A her x,y € A i¢in x(xy) = y kosulunu saglayan bir d-cebiri ve

G, ve G,; A lizerinde sirasiyla d1(a B)’dz(a ) ile belirlenmis iki sol genellestirilmis
(a, B)-tiirev ve a? = a olsun. Bu durumda G, o G,; A iizerinde di(yp)° d2(ep) il

belirlenmis bir sol genellestirilmis (a, 8)-tiirevdir.

Ispat: a,b € A olsun. Bu durumda

(Gx © G:)(@b) = G,(G,(ah))
= 61 (Go(@)a(®) A B(@da 5, ())

= G1(Gz(a)a(b))
= G1(Gz(a))052(b) A ,B(Gz (a))d1(a_ﬁ) (a(b))

= G1(G2(a))a(b)
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= (ﬁ(a) (dl(a,ﬁ) ° dZ(a,[g)) (b)) (B(a) (dl(a,ﬁ) ° dz(a,ﬁ)) (b)(Gy ° GZ)(a)a(b)>

= (612 G)(@a(b) AB(@) (digg ) © Aoy ) (b)
elde edilir.

Onerme 5.1.10: A bir kenar d-cebri olsun. Eger G, A nin iizerinde bir sag

genellestirilmis (a, B)-tiirev ise her a € A i¢in G(a) < a(a) saglanir.
Ispat: G, A nin sag genellestirilmis (a, 8)-tiirevi olsun. Teorem 5.1.6 (2) den

G(a) = a(a) Adp)(a)

= o) (@) (dap(@)a(@))

olur. O halde;

6(@a(@) = (dap)(@ (diap (@a(@) ) a(@

(a(ab))b = 0 oldugundan G(a)a(a) = 0 ve G(a) < a(a) elde edilir.

Onerme 5.1.11: A bir kenar d-cebiri ve G, A iizerinde bir sag genellestirilmis

(a, B)-tiirev olsun. Bu durumda her a, b € A igin
G(ab) < a(a)G(b)
saglanir.

Ispat: G, A iizerinde bir sag genellestirilmis (@, 8)-tiirev olsun. Bu durumda her

a,b € A i¢in
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G(ab) = a(a)G(b) A d(q,p)(a)B(D)

- (d(aﬁ)(a)ﬁ(b)) ((d(a,,;)(a)ﬁ(b)) (a(@)G (b)))

olur. (a(ab))b = 0 esitligi kullanilarak

6(ab) (a(@)6 (1)) = (e (@BD)) (A @BD)) (2(@I6 (1) ) (¢(IG (1))

bulunur. Dolayisiyla G (ab) < a(a)G(b) elde edilir.

Onerme 5.1.12: A bir kenar d-cebiri ve G, A iizerinde bir sag genellestirilmis

(a, B)-tirev olsun. Bu durumda

(1) Hera € Aigin, G(G(a)) < a(G(a)) dur.

(2) Hera € A i¢in, a(a) = 0 ise

G 0)={a€eA:G(a) =0}
kiimesi A nin bir d-alt cebiridir.

Ispat: (1) G, A nin bir sag genellestirilmis (a, )-tiirev olsun. Bu durumda
Teorem 5.1.6 (2) den;

G(G(a)) = a(G(a)) A d(a,ﬁ)(G(a))
= o) (G(@) (i p)(G(@)a(G(a)))

olur. Son esitligin her iki tarafi a(G (a)) ile ¢arpilirsa,
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G(G(a) «(G(a)) =0
bulunur. Boylece G(G(a)) < a(G(a)) elde edilir.

(2) Onerme 5.1.5 den, G regiiler oldugundan G~*(0) # @ dir. a, b € G~1(0)
alalim. Onerme 5.1.11 den, G(ab) < a(a)G(b) = 0 olur. Buradan G(ab) = 0 ve
dolayisiyla ab € G~1(0) elde edilir. Boylece G1(0) kiimesi A nin bir d-alt cebridir.

Teorem 5.1.13: A bir kenar d-cebiri ve G; A lizerinde bir sag genellestirilmis

(a, B)-tiirev ve a? = a olsun. Bu durumda her a € A i¢in

66" (.- (6*(6(@))) < a(a)
gecerlidir.

Ispat: Tiimevarim ydntemini kullanarak ispatlayalim. n = 1 olsun. Onerme

5.1.10dan, G(a) < a(a) dir. n € N i¢in

on <Gn—1 ( (GZ(G(a))))> < a(a)

olsun.

V= G" (6" ( (GZ(G(a)))) )
olarak alinirsa, V,,< a(a) olur. O halde

Gn+1(vn) — Gn+1(vn0)
= a(V,)G"*(0) A df; 5 (V) B(0)

= a(Vy) A d?a-i,_é) (V)
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= d?a-':é) (vn) (d?afé) (Vn)a(vn))

olur. Buradan (a(ab))b = 0 oldugundan

GU(V)a(Vy) = (A5 h (V) (A h (V) a(V,) ) a(V,)

=0
elde edilir. Boylece her a € A icin G™"*1(V,)) < a(V,,) < a(a) saglanr.
5.2. d-Cebirlerinin a-Idealleri ve G-invaryant idealleri

Tamim 5.2.1: G, A d-cebirinin bir (sag veya sol) genellestirilmis (a, 8)-tlirevi
olsun. A nin bir I d-ideali i¢in a(I) € I(B(I) < I) oluyorsa I ya bir a-ideal (B-ideal)

denir.

Tamim 5.2.2: G, A d-cebirinin bir (sag veya sol) genellestirilmis (a, 8)-tlirevi

olsun. A nin bir I d-ideali i¢in G(I) S I oluyorsa I ya bir G-invaryant ideal denir.

Ornek 5.2.3: Ormek 5.1.2 de verilen G sol genellestirilmis («, B)-tiirevi ve I =
{0,1} kiimesi verilsin. Bu durumda I d-ideali hem a-ideal hem de B-idealdir. Ayrica A

tizerinde G invaryanttir.

Ornek 5.2.4: Ornek 5.1.3 de verilen G sag genellestirilmis (a, §)-tiirevi ve I =
{0, b} kiimesi verilsin. Bu durumda I bir g-idealdir, fakat a-ideal degildir. Ayrica I d-

ideali G-invaryanttir.

Teorem 5.2.5: A bir kenar d-cebiri, I; A nin bir d-ideali ve G; A tizerinde bir sag

genellestirilmis (a, B)-tiirev olsun. Bu durumda A nin her a-ideali G-invaryanttir.

Ispat: I, A nin bir a-ideali olsun. Onerme 5.1.5°ten G regiilerdir. b € G (I) alalim.
Bu durumda bir a €I icin b = G(a) dir. Onerme 5.1.10 dan G(a) < a(a) yani
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G(a)a(a) = 0 € Iolur.Buradan a(a) € a(I) € Iyanib € I olur. O halde G(I) € I olur

ki I a-ideali G-invaryanttir.
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6. SONUC ve ONERILER

Bu boliimde ¢alismamizdan elde edilen sonuglar verilmistir.

Uciincii ve dérdiincii boliimde ¢alismamizda kullandigimiz temel tanim ve
teoremler sunulmustur. Bu boliimlerdeki tanim ve teoremler kullanilarak d-cebirlerinde
genellestirilmis  (a, B)-tirevler tanimlanmistir. Ayrica a-ideal, G-invaryant ideal
kavramlar1 verilerek bunlar arasindaki iligkiler arastirilmistir. Kismi sirali kenar d-

cebirleri tizerinde genellestirilmis (a, §)-tlirevlerin bazi sonuglari ispatlanmustir.

Bundan sonra yapilacak c¢alismalarda d-cebirlerinde farkli tiirev gesitleri

arastirilabilir. Farkli ideal tanimlar1 kullanilarak bu sonuglar onlara da uygulanabilir.
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