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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

d-CEBIRLERDE SIMETRIK iKiLi TUREVLER

Iskandar NASIROV

Erzurum Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Ana Bilim Dali

Danisman: Dog¢. Dr. Damla YILMAZ

Bu tezde, cebirsel yapilarin temel 6rneklerinden biri olan BCK-cebirleri tanitilmis
ve bu yapinin dogal bir genellemesi olan d-cebirleri temel 6zellikleri ile incelenmistir.
Tirev kavramimin d-cebirleri {izerinde sagladigi o6zellikler detaylandirilmis; bu
dogrultuda, simetrik ikili tlirevler tanimlanarak ilgili cebirsel 6zellikleri kapsamli bigimde
analiz edilmistir. Bu tiirev tiirii ile d-cebirlerinin bazi altkiimeleri arasindaki iliskiler
orneklerle desteklenerek ortaya konmustur. Ayrica kenar d-cebirleri izerinde tanimlanan
genellestirilmis simetrik ikili tiirevler ile d-ideallerin bu tiirevler altinda invaryantlik
kosullar1 degerlendirilmis ve ¢esitli sonuglara ulagilmistir.

2025, 45 sayfa

Anahtar Kelimeler: d-cebir, Kenar d-cebir, Tiirev, Simetrik ikili tiirev



ABSTRACT

MS. Thesis

SYMMETRIC BI-DERIVATIONS IN d-ALGEBRAS

Iskandar NASIROV

Erzurum Technical University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Maths

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Damla YILMAZ

In this thesis, BCK-algebras, one of the fundamental examples of algebraic
structures, are introduced, and their natural generalization, d-algebras, is examined with
a focus on their fundamental properties. The structural implications of the derivation
concept on d-algebras are elaborated; in this context, symmetric bi-derivations are
defined and their algebraic properties are thoroughly analyzed. The relationships between
this type of derivation and certain subsets of d-algebras are demonstrated with supporting
examples. Furthermore, generalized symmetric bi-derivations defined on edge d-
algebras, along with the invariance conditions of d-ideals under these derivations, are
evaluated, leading to a variety of structural results.

2025, 45 page
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1. GIRIS

1. GIRIS

Mantik cebirlerinin iki 6nemli sinifi olan BCK-cebirleri ve BCI-cebirleri ilk kez
Imai and Iseki (1965), Iseki (1966) tarafindan kiimeler teorisindeki fark isleminin ve
onermeler mantiginin bir genellestirilmesi olarak tanimlanmistir. O zamandan bu yana,
bu cebirlerin teorisi iizerine kapsamli bir literatiir olusmustur. BCK-cebirlerinin, BCI-

cebirlerinin bir 6z alt sinifin1 olusturdugu bilinmektedir.

Y bir kiime, “*” bu kiime iizerinde bir ikili islem ve “0” bu kiimenin bir sabit
elemant olsun. Bu durumda her v,w,n € Y i¢in asagidaki kosullar saglaniyorsa Y

kiimesine bir BCI-cebiri denir ve (Y;*,0) ile gosterilir.

(D) (W*w)* @) * (@ *w) =0,
2 (vx@*w))*w=0,
B)v=*xv =0,

ADv*w=0vew v = 0isev = w dir.

Eger bir BCI-cebirinde herv € Y i¢in

5)0xv =0

kosulu saglaniyorsa Y kiimesine bir BCK-cebiri denir.

Y kiimesi {lizerinde bir “<” bagintist

v<wevrxw =0

ile tanimlansin. Bu isleme gore (Y;*,0) bir BCK-cebiridir. O halde BCK-cebirinin
sartlar1 asagidaki gibi tekrar yazilabilir :

Herv,w,n € Y igin,
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(1) vrw)*x@*n) <n*ow,
2N v+ (v*w) <o,

3Dv < v,

AYv<wvew < visev = w,

(50 < w.
Asagida bu cebirlere 6rnek verilmistir.

X bos kiimeden farkli bir kiime ve P(X) kuvvet kiimesi olsun. Her A, B € P(X)

i¢in;

A\ B, BcA
o, diger durumda

islemi verilsin. Bu durumda (P (X);*, @) bir BCK-cebiridir.

Y = {0,1,2,3} kiimesi tizerinde bir “*” ikili islemi asagidaki Cayley tablosu ile

verilsin.

w N = O

w N = O O
N DN O© O -
_ O = O N
o O O o w

Bu durumda (Y;*,0) bir BCK-cebiridir.

Y = {0,1,2} kiimesi tizerinde bir “*” ikili islemi asagidaki Cayley tablosu ile

verilsin.
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*

N = O O

N O© O -
S N NN

0
1
2

Bu durumda (Y;*,0) bir BCI-cebiridir. Dikkat edilirse Y bir BCI-cebiri olmasina
ragmen 0 * 2 = 2 oldugundan bir BCK-cebiri degildir. Bu 6rnekten de anlasilacag lizere

her BCK-cebiri bir BCI-cebiridir ancak tersi dogru degildir.

BCI — BCK-cebirlerinin birgok genellemesi tanimlanmustir. Hu and Li (1983)
tarafindan BCI-cebirlerinin bir genellemesi olan BCH-cebirleri tanimlanmustir. Bu
calismada yazarlar BCI-cebirlerinin, BCH-cebirlerinin bir 6z alt sinifin1 olusturdugunu
gostermiglerdir. Yani her BCI-cebiri bir BCH-cebiridir ancak tersi dogru degildir.
Dolayisiyla BCK-cebirleri de BCH-cebirlerinin bir 6z alt sinifini olusturmaktadir. BCH-
cebirleri tlizerinde bazi1 ¢alismalar yapilmis olsa da, genel olarak BCI-cebirleri kadar
kapsamli1 bir sekilde arastirilmamislardir. BCK-cebirlerinin diger alanlarla da bazi
baglantilar1 vardir. Mundici (1986), MV -cebirlerinin (multi-value cebirleri) kategorik
olarak smirli degismeli BCK-cebirlerine denk oldugunu kanitlamistir. Meng (1995),
implikatif degismeli yar1 gruplarin BCK-cebirlerine denk oldugunu kanitlamistir. BCK -
cebirlerinin bir diger yararli genellemesi olan d-cebirleri Neggers and Kim (1999)
tarafindan tanmimlanmistir. Neggers et al. (1999) tarafindan d-alt cebir, d-ideal, d*-ideal

ve bazi ilgili kavramlar tanimlanmis ve aralarindaki iligkiler incelenmistir.

Halka teorisinde tiirev kavrami ilk kez Posner (1957) tarafindan verilmistir.

Herhangi bir halkada tiirev tanim1 agagida verilmistir.

R bir halka ve d: R = R bir toplamsal doniisiim olmak tizere her a,b € R igin

d(ab) = d(a)b + ad(b)

ise 0 zaman d, R halkasimin bir tiirevi olarak adlandirilir.
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Simetrik ikili tiirev kavrami ilk kez Maksa (1987) tarafindan bir halka {izerinde
tamimlanmustir. Ilerleyen yillarda bu calisma halkalar ve bazi cebirsel yapilarda

incelenerek bir¢ok arastirmaciya ¢aligsma alani olusturmustur.

d-cebirlerinde tiirev kavrami ilk kez Chandramouleeswaran and Kandaraj (2011)
tarafindan verilmis ve ilgili 6zellikler incelenmistir. 2012 yilinda Muhiuddin and Al-roqi
(2012), BCI-cebirlerinde t-tiirev kavramini tanitmis ve bununla ilgili baz1 6zellikler elde
etmistir. Ilbira et al. (2011) ¢alismasindan ilham alan Muhiuddin et al. (2013), BCI-
cebirleri tizerinde sol simetrik ikili tiirev kavramini ortaya atmig ve oOzelliklerini

incelemistir.

Bu tez alt1 ana basliktan olusmaktadir. Birinci boliimde tez konusunun tarihsel
siirecinden kisaca bahsedilmistir. Ikinci béliimde kaynak &zetleri sunulmus, iigiincii
boliimde tez boyunca kullanilan temel tanimlara ve 6zelliklere yer verilmistir. Dordiincii
boliimde d-cebirleri tizerinde tiirev yapisi temel olarak incelenmistir. Besinci boliim tezin
orijinal kismimi olusturmaktadir. Bu boliimde d-cebirlerinin simetrik ikili tiirevleri
tanimlanarak bu tiirev kavramu ile iligkili bazi kiimelerin yapist incelenmistir. Bu
yapilarin cesitli Ozellikleri arastirilmis ve bulgular1 desteklemek amaciyla 6rnekler
sunulmustur. Yine besinci boliimde simetrik ikili tiirevlerin genellestirilmesine yer

verilmistir. Altinc1 boliim ise ¢alismanin sonuglarindan olugsmaktadir.
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BCK-cebir ve BCI-cebir kavramlari ilk olarak Imai and Iseki (1965) tarafindan
tanimlanmustir. Iki énemli cebir tiirii olan bu kavramlar kiimeler teorisi ve matematiksel

lojik dallarindan dogmustur. Kiimeler teorisinde bilinen

(A\B)\ (A\C)cC\BveA\(A\B)SB

bagintilar1 temel alinarak BCK-cebiri kavrami ortaya atilmistir. Matematiksel lojikte ise
B, C ve K aksiyomlari temel alinarak BCK -cebiri kavrami tanimlanmistir. a, b ve c birer
Oonerme olmak iizere sadece “=" baglacinin kullanilarak olusturuldugu B, C ve K

aksiyomlar1 asagida verilmistir.

(B) (a=b) = ((c=>a) = (c=>b))
C©)(a=kb=>0)=>b=>(@@=0)

(K)a= (b=a)

BCI-cebir i¢in gerekli I aksiyomu asagidaki sekildedir:

NDa = a

Halka teorisindeki tiirev kavrami koklii bir gegmise sahip olup, analiz, cebirsel
geometri ve soyut cebir gibi ¢esitli alanlarda 6nemli bir yere sahiptir. Bu kavram, asal
halkalarda tiirevler ile ilgili 6nemli iki sonu¢ elde eden Posner (1957) tarafindan
verilmistir. Jun and Xin (2004), Posner tarafindan ortaya atilan halka teorisindeki tiirev
kavramina benzer sekilde tanimlanan tiirev kavramini BCI-cebirlerinde vermislerdir. Bu
calismadan sonra, BCI-cebirlerinin tiirevleri hakkinda farkli yonlerden bir¢ok arastirma
makalesi ortaya ¢ikmistir. 2005 yilinda Zhan and Liu (2005), BCI-cebirlerinde f-tiirev
kavramini vermistir. 2007 yilinda Abujabal and Al-Shehri (2007), BCI-cebirlerinin sol
tiirevini tanimlamis ve bazi &zelliklerini incelemistir. Oztiirk et al. (2009), BCI-

cebirlerinde genellestirilmis tiirev kavramini tanitmis ve bazi sonuglar elde etmistir.
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Halka teorisinde simetrik ikili tiirev kavrami ilk kez Maksa (1987) tarafindan
verilmistir. Bu c¢alismada herhangi bir halkada simetrik ikili tiirev tanimi asagidaki

sekilde vermistir:

R bir halkave F: R X R — R bir simetrik ikili toplamsal doéniistim olmak iizere her

a,b,c € R igin

F(ab,c) = F(a,c)b + aF(b,c)

ise 0 zaman F, R halkasinin bir simetrik ikili tiirevi olarak adlandirilir. Bu durumda her

a,b,c € R igin

F(a,bc) = F(a,b)c + bF(a,c)

esitligi de saglanir. Ayn1 zamanda Maksa (1987) bu calismada simetrik ikili tiirevlerin
baz1 fonksiyonel denklemlerin genel ¢oziimiiyle iliskili oldugunu gostermistir. Vukman
(1989) asal ve yar asal halkalarda simetrik ikili tiirevle ilgili baz1 6nemli sonuglar

kanitlamistir.

Jun and Xin (2004) halka teorisindeki tiirev kavramimi BCI-cebirlerinde
uyguladiktan sonra bir¢ok matematik¢i BCI-cebirleri iizerinde farkl tiirevleri
incelemistir. Ilbira et al. (2011), BCI-cebirlerinde simetrik ikili tiirevin tanimini vermis
ve bazi Ozelliklerini incelemistir. Muhiuddin et al. (2013), BCI-cebirler {izerinde sol

simetrik ikili tiirev kavramini tanimlamastir.

BCK-cebirlerinin bir genellemesi olan d-cebirleri Neggers and Kim (1999)
tarafindan tanimlanmistir. Bu ¢alismada d-cebiri tanimi1 agagidaki sekilde verilmistir:

€C .7
*k

Bos kiimeden farkl1 bir Y kiimesi {izerinde ikili iglemi ve “0” sabiti verilsin.
Her v, w €Y igin asagidaki kosullar saglandiginda (Y;*,0) cebirsel yapisina bir (2,0)

tipli d-cebiri denir.
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(Dv*v =0,
(2)0xv =0,

Bv*w=0vew=*v=0isev = w dir.

Neggers and Kim (1999) tarafindan d-cebiri kavraminin yani sira kenar d-cebiri
kavrami da detayli bir sekilde incelenmistir. Neggers et al. (1999) d-alt cebir, d-ideal, d*-

ideal ve bazi ilgili kavramlar1 vermis ve bunlar arasindaki iliskileri incelemistir.

d-cebirlerinde tiirev kavrami ilk kez Chandramouleeswaran and Kandaraj (2011)
tarafindan verilmistir. Pek c¢ok arastirmacit d-cebirlerdeki tiirev kavramini farkl
yonlerden incelemistir. Son zamanlarda Al-Omary (2019), d-cebirleri tizerinde (a, [3)-
tiirev kavramini tanitmis ve bazi dzelliklerini incelemistir. Cok yakin zamanda Senbakar
and Y1lmaz (2023), d-cebirlerinin genellestirilmis (o, B)-tiirevlerini tanitmis ve ilgili bazi
ozelliklerini arastirmistir. 2024 yilinda Alnefaie (2024), halka teorisindeki ters tiirev
kavramina benzer yapiyt d-cebirleri lizerinde tanimlayarak teorik ¢erceveyi
genigletmistir. d-Cebirlerinde simetrik ikili tiirevler Nasirov and Yilmaz (2025)
tarafindan tanimlanmistir. Bu ¢alismada, simetrik ikili tiirev kavramu ile iliskili Kers(Y)
ve Fix,(Y) kiimeleri tanitilmistir. Ayrica bu yapilarin gesitli 6zellikleri incelenerek 6rnek

ve karsit 6rnekler sunulmustur.
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Bu boliimde, d-cebirleri ile ilgili temel tanim ve teoremler sunulmustur.

3.1. d-Cebirleri ve Ozellikleri

(Y392
*

Tanim 3.1.1: Bos kiimeden farkli bir Y kiimesi iizerinde ikili iglemi ve “0”

sabiti verilsin. Her v,w €Y i¢in asagidaki kosullar saglandiginda (Y;*,0) cebirsel
yapisina bir (2,0) tipli d-cebiri denir.

(Dv*v =0,
(2)0xv =0,

B)v*w=0vew=*v =0Iisev = w dir (Neggers and Kim, 1999).

Bir BCK-cebiri asagidaki ek aksiyomlar1 saglayan bir (Y;*,0) d-cebiridir. Her

v,w,n €Y igin

(4) (v*w)* (*m) * (* @) =0,

(5) (v * (v * w)) * @ = 0 (Neggers and Kim, 1999) .

Ornek 3.1.2: Her BCK-cebiri bir d-cebiridir (Neggers and Kim, 1999).

Ornek 3.1.3: Y = {0,1,2} kiimesi iizerinde “+” islemi asagidaki gibi tanimlansin.

*

R N O ©
R, o o
o N o N

0
1
2

Bu durumda (Y; *,0) bir d-cebiridir, fakat
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(2%(2%2)*2=(2*0)*x2=1%2=2%0
oldugundan bir BCK-cebiri degildir (Neggers and Kim, 1999).
Ornek 3.1.4: R reel sayilar kiimesi olmak iizere, her v, w € R igin
vew=vv—w)

[I34

olacak sekilde tanimli “*” iglemi ile (IR; *, 0) yapis1 bir d-cebiridirancakv = w =2 € R

i¢in

(2%(2%2))*2=(2%0)*2=4%x2=8=%0

oldugundan bir BCK -cebiri degildir (Neggers and Kim, 1999).

Uyan 3.1.5: (1) Bir (Y;*,0) d-cebiri birlesmeli ise, 0 zaman

Oxv=0=@W=*v)*v=vx*x(W*xv)=vV*0

ve boylece (3) 6zelliginden v = 0 olur.

(2) (Y;*,0) bir d-cebiri olsun. Eger @ < Y kiimesi “*” islemi altinda kapali ise v €
@ iginv *v = 0 € @ olur. Dolayisiyla (@;*,0) bir d-cebiridir (Neggers and Kim, 1999).

Onerme 3.1.6: Y bir d-cebiri olsun. Eger v # w ve v * w = 0 ise w * v # 0 dir
(Neggers et al. 1999).

Tamm 3.1.7: (Y;*,0) bir d-cebiri ve @ # @ < Y olsun. Eger her v, w € @ igin

v * w € @ oluyorsa @ kiimesine Y un bir d-alt cebiri denir (Neggers et al.1999).
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Tamim 3.1.8: (Y;*,0) bir d-cebiri ve @ # @ S Y olsun. Eger asagidaki kosullar

saglaniyorsa @ kiimesi Y un bir BCK-idealidir denir.

(1) 0€ 9,

2Q)v+*w e dvew € P =v e ddir (Neggers et al. 1999).

Tamm 3.1.9: (Y;*,0) bir d-cebiri ve @ # @ < Y olsun. Eger asagidaki kosullar

saglaniyorsa @ kiimesi Y un bir d-idealidir denir.

MDvswedvewed=>vED,

R)vedveweY=>v*xw € dyani @ +xY € @ dir (Neggers et al. 1999).

Ornek 3.1.10: Y = {0,v, w,n} kiimesi asagidaki Cayley tablosu ile BCK-cebiri

olmayan bir d-cebiri olsun.

*x 10 v w7
0j0 0 0 O
viv 0 0 v
w|lw o 0 0

n v 0

Bu durumda @ = {0,v,n} kiimesi Tanim 3.1.8 de verilen (1) kosulunu saglar
ancak (2) kosulunu saglamaz. Ciinkii w *n =0 € @ ve n € @ oldugunda w ¢ @ dir.
Dolayisiyla @ kiimesi Y un bir d-alt cebiri olmasina ragmen bir BCK-ideali degildir.
Ayrica @ kiimesi Tanim 3.1.9 da verilen (1) kosulunu saglamadigindan Y un bir d-ideali
degildir (Neggers et al. 1999).

Ornek 3.1.11: Y = {0,v, w, 1, &} kiimesi asagidaki Cayley tablosu ile BCK-cebiri

olmayan bir d-cebiri olsun.

10
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*x10 v wnn &
0(0 0 0 0 O
viv 0 v 0 v
wlw o 0 n O
nin n o 07
Eln n v v O

Bu durumda @ = {0, v} kiimesi Y un bir d-idealidir (Neggers et al. 1999).

Uyan 3.1.12: Bir d-cebirinde, bir BCK-ideali bir d-alt cebir olmak zorunda
degildir ve ayrica bir d-alt cebirinin bir BCK-ideali olmasi da gerekmez (Neggers et al.
1999).

Ornek 3.1.13: Y = {0,v, w,n} kiimesi asagidaki Cayley tablosu ile BCK-cebiri

olmayan bir d-cebiri olsun.

*x 10 v w 7
0/0 0 O O
viv 0 0 w
wlw n 0 0

nn 0

Bu durumda @ = {0, v, w} kiimesi Y un d-alt cebiri olmayan bir BCK-idealidir.

¥ = {0,n} kiimesi ise Y un BCK-ideali olmayan bir d-alt cebiridir (Neggers et al. 1999).

Uyan 3.1.14: Her Y d-cebiri igin {0} ve Y bir d-alt cebirdir. Ayrica Y un her d-
ideali bir d-alt cebiridir ancak tersi dogru olmak zorunda degildir (Neggers et al. 1999).

11



3. TEMEL KAVRAMLAR

Ornek 3.1.15: Y = {0, v, w, n} kiimesi asagidaki Cayley tablosu ile BCK-cebiri
olmayan bir d-cebiri olsun.

*x 10 v w 7
0/0 0 O0 O
viv 0 0 w
wlw o 0 0

n n 0

Bu durumda @ = {0,v} kiimesi Y un bir d-alt cebiridir fakat v*n =w & @
oldugundan Y un bir d-ideali degildir (Neggers et al. 1999).

Lemma 3.1.16: &, bir Y d-cebirinin bir d-ideali olsun. O zaman 0 € @ dir (Neggers
et al. 1999).

Onerme 3.1.17: Bir Y d-cebirinin her d-ideali bir BCK-idealdir ancak tersi her
zaman dogru degildir (Neggers et al. 1999).

Ornek 3.1.18: Ornek 3.1.15 de verilen @ = {0, v} kiimesi Y un bir BCK-idealidir
fakatv € @ ven € Yikenv *n = w € @ oldugundan Y un bir d-ideali degildir (Neggers
et al. 1999).

Onerme 3.1.19: @, bir Y d-cebirinin bir d-ideali olsun. Egerve®dvewx*xv =0

ise 0 zaman w € & dir (Neggers et al. 1999).

Tamm 3.1.20: (Y;*,0) bir d-cebiri olsun. Y {izerinde “<” bagintis1

VoiweEeEY,vs<weSvxw=0

seklinde tanimlanir. Bu bagnti ile (Y, <) bir kismi sirali kiimedir (Neggers and Kim,
1999).

12



3. TEMEL KAVRAMLAR

3.2. Kenar d-Cebirleri
Tamm 3.2.1: (Y;*,0) bir d-cebiri ve v € Y olsun.
vxY={vx*xw|lwE Y}

kiimesi tanimlansin. Eger herhangi bir v € Y i¢in v * Y = {v, 0} oluyor ise Y a bir kenar
d-cebiri denir (Neggers and Kim, 1999).

Uyari 3.2.2: (Y, <) bir sirali kiime olsun. Bu durumda Y kiimesi

0, v w

g~ {U, diger durumlarda

seklinde tanimli “*” iglemi ile bir BCK-cebiridir. Diger taraftan, “*” isleminin tanimi
geregi bu BCK-cebiri “kenar” ozelligine sahiptir. Kenar d-cebirleri genelde BCK-
cebirleri degildir (Neggers and Kim, 1999).

Ornek 3.2.3: Asagidaki tablo ile verilen Y d-cebirini ele alalim.

w N = O

w N Rk O O
w NN O O
w O O O N
S O = O W

Buradaherv € Yiginv * Y = {v, 0} oldugu kolaylikla goriilebilir. Dolayisiyla Y bir
kenar d-cebiridir ve ((1+3)* (1%2))*(2%3) =1+ 0 oldugundan bir BCK-cebiri
degildir (Neggers and Kim, 1999).
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Lemma 3.2.4: (Y;*,0) bir kenar d-cebiri olsun. Bu durumda herhangi birv € Y

icin
vx0=v
saglanir (Neggers and Kim, 1999).
Onerme 3.2.5: (Y;*,0) bir kenar d-cebiri olsun. Bu durumda her v, w € Y icin
(v*(v*w))*cuzO
esitligi saglanir (Neggers and Kim, 1999).
Onerme 3.2.6: (Y;*,0) kenar 6zelligi olmayan bir d-cebiri olsun. O zaman

O w = {v, vxw #0
&7 = il diger durumda

seklinde tanimli @:Y XY = Y ikili islemine gore (Y;&@ ,0) yapist bir kenar d-cebiri
olusturur (Neggers and Kim, 1999).

Tamm 3.2.7: Bir (Y;*,0) d-cebiri verilmis olsun. Bu d-cebirinden bir (Y;® ,0)
kenar d-cebiri olusturulabilir ve bu yapiya genisletilmis kenar d-cebiri denir (Neggers and
Kim, 1999).

Ornek 3.2.8: Asagidaki gibi 27 tane d-cebiri vardir:

*x 10 v w7
0[]0 0 0 O
viv 0 0 a
w|w b 0

0 ¢ O
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Burada {a, b, c} € {v, w,n} dir. Bu cebirlerin tamami, asagida gosterildigi gibi ayni

ve yalnizca bir kenar d-cebirine sahiptir:

@10 v w n
0|0 0 O0 O
viv 0 0 v
wlw w 0 0

0 n O

Kenar 6zelligine sahip d-cebirlerinin 6zellikleri, genel olarak kenar d-cebirlerinin
ozelliklerini yansitir. Bu durum, d-cebirlerinde karsilagilan bazi sorularin, daha sade bir

yap1 olan kenar d-cebirlerine indirgenerek incelenmesini miimkiin kilabilir (Neggers and

Kim, 1999).

Tamm 3.2.9: (Y;*,0) ve (@;*,0) iki d-cebiri ve f: Y — @ bir doniisiim olsun.
Eger her v, w € Y i¢in

fx*w) = f)*f(w)

esitligi saglaniyorsa f ye bir d-homomorfizma denir. Bu kavram bazi kenar 6zelliklerinin

incelenmesinde kullanilir (Neggers and Kim, 1999).

Onerme 3.2.10: (Y;+,0) ve (@;+,0) d-cebirleri ve f:Y — & bir d-
homomorfizma olsun. Bu durumda f(0y) = 04 dir (Neggers and Kim, 1999).

Onerme 3.2.11: (Y;+,0) bir kenar d-cebiri ve f:Y — & bir orten d-

homomorfizma olsun. Bu durumda (@;*,0) da bir kenar d-cebiridir (Neggers and Kim,
1999).
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4. d-CEBIRLERDE TUREV

4. d-CEBIRLERDE TUREV

Bu boéliimde d-cebirlerinde tiirev kavrami, drnekleri ve sagladig 6zellikleri ile
verilmistir.

Uyan 4.1: Bir (Y;*,0) d-cebiri iizerinde herhangi v,w €Y igin v * w islemi

kisaca vw seklinde yazilacaktir. Ayrica bir Y d-cebiri lizerindeki v, w elemanlari igin

vAw = w(wv)

islemi kullanilacaktir (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).

Tanim 4.2: Y bir d-cebiri olsun. Eger her v, w € Y i¢in

VAW =wAUV

esitligi saglanmiyorsa Y a bir degismeli d-cebiri denir (Chandramouleeswaran and
Kandaraj, 2011).

Tanmim 4.3: Y bir d-cebiri olsun. Eger bir g: Y — Y doniisiimii her v,w € Y igin

gww) = (gWw) A (vg(w))

kosulunu sagliyor ise g doniisiimiine Y un bir sol-sag tiirevi denir. Eger g doniistimii

herv, w € Y igin

gw) = (vg(w)) A (g(V)w)

kosulunu sagliyor ise g doniisiimiine Y un bir sag-sol tiirevi denir. Eger g, Y un hem bir
sol-sag hem de bir sag-sol tiirevi ise g doniisiimiine Y d-cebirinin bir tiirevi denir

(Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).

16



4. d-CEBIRLERDE TUREV

Ornek 4.4: Y = {0,1,2,3,4,5} kiimesi iizerinde “” ikili islemi asagidaki gibi

tanimlanan bir d-cebiri olsun.

(2 Y O SUR O RS
Ul A W N R O ©
Ul N W N O O -
Bl P P O o o N
w Rk, o o o o w
, O © ©o o ol
o o o o o o wun

Burada g;: Y — Y ve g,: Y — Y doniistimleri

(0, ve{0135) (0, ve{0,13}
91(”)_{2, v E (2,4} } 92(”)‘{2, ve{2,4,5}}

seklinde tanimlansin. Bu durumda g; doniisiimii hem sol-sag hem de sag-sol tiirevdir;
fakat g, dontisimii sag-sol tiirev olmasina ragmen g,(5) = g,(5)0 A5g9,(0) =3 # 2

oldugundan sol-sag tiirev degildir (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).

Tamim 4.5: Bir Y d-cebiri iizerinde tanimlanan bir g doniistimii i¢in g(0) =0

oluyorsa g ye regiilerdir denir (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).

Onerme 4.6: (Y;*,0) bir d-cebiri olsun. Eger g:Y — Y doniisiimii bir sol-sag

tirev ise g regiilerdir (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).

Sonug 4.7: g, Y d-cebirinin bir tiirevi ise regiilerdir (Chandramouleeswaran and
Kandaraj, 2011).

Onerme 4.8: Y bir d-cebiri olsun. Eger her v € Y i¢in v0 = v ise her sag-sol tiirev

regiilerdir (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).

17



4. d-CEBIRLERDE TUREV

Uyari 4.9: Bir kenar d-cebirinde her sag-sol tiirev regiilerdir
(Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).

Onerme 4.10: Y, herv € Y i¢in v0 = v kosulunu saglayan bir kenar d-cebiri

olsun.
(1) Eger g, Y un bir sol-sag tiirevi ise her v € Y i¢in g(v) = g(v) A v dir.
(2) Eger g, Y un bir sag-sol tiirevi ise her v € Y i¢in g(v) = v A g(v) esitligi gegerlidir

(Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).

Onerme 4.11: Y, her v € Y icin v0 = v kosulunu saglayan bir kenar d-cebiri ve

g, Y kenar d-cebirinin bir tiirevi olsun. Bu durumda her v € Y i¢in

(vg@))v = (@) @I)v
esitligi saglanir (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).

Uyan 4.12: g, Y kenar d-cebirinin bir tiirevi ise her v € Y i¢in

(v(vg®))v = (g@W)(g@))v =0
esitligi saglanir (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).

Tanmim 4.13: Y bir kenar d-cebiri olsun. Y tizerinde “<” bagintis1 her v, w € Y i¢in

asagidaki gibi tanimlansin:
vVwoSvw =0

Bu durumda (Y,<) bir kismi sirali kiimedir (Chandramouleeswaran and
Kandaraj, 2011).
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4. d-CEBIRLERDE TUREV

Onerme 4.14: Y bir kenar d-cebiri ve g, Y un bir tiirevi olsun. Bu durumda her

v, w €Y i¢in agagidaki ozellikler saglanir.

(1) gv) <v,

(2) g(vw) < vg(w),
(3) g(vw) < gW)w,
(4) g(vg)) =0,
(5) g(g) <v,

(6) g71(0) = {v € Y|g(v) = 0} kiimesi Y un bir d-alt cebiridir (Chandramouleeswaran
and Kandaraj, 2011).

Onerme 4.15: Y bir kenar d-cebiri ve g,, gs, ... gn, Y Un tiirevleri olsun. Bu

durumda her v € Y igin

Gn <9<n—1> (g(n—Z) (gz (gl(v)))>> sv

saglanir (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).

Tamim 4.16: g, Y kenar d-cebirinin bir tiirevi olsun. Y un bir @ ideali i¢in g(®) =
{g)|lv € ®} olmak iizere g(®) € P oluyor ise @& ye g-invaryant denir

(Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).

Ornek 4.17: Y = {0,1,2,3,4,5} kiimesi iizerinde “+” ikili islemi asagidaki gibi

tanimlansin.
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4. d-CEBIRLERDE TUREV

gl B W N =R O

€2 BV D = =)
U1 DD W N O O -
Ul Pk kR O O O N
w »r O O O o Ww
_ O O O O O »
S O O O o o Ui

Bu durumda Y bir d-cebiridir. g: Y — Y doniisiimii

(0, ve{0,135)
g(”)_{z, v € (2,4)

olarak verilsin. O zaman g doniisiimii Y d-cebirinin bir tiirevidir. Ayrica @ = {0,1} d-

ideali, g-invaryanttir (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).

Ornek 4.18: Y = {0,1,2,3,4,5} kiimesi iizerinde “*” ikili islemi asagidaki gibi

tanimlansin.

Ul A W N =R O

uT A W N R O O
Ul A W N O O
un A W O O O N
au A O O O O W
U O O O O O »
S O O O o o v

Bu durumda Y bir kenar d-cebiridir. g: Y — Y doniisiimii

(0, ve{0,1,234}
g(v) - {5' V= 5
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4. d-CEBIRLERDE TUREV

olarak verilsin. O zaman g dontisiimii Y kenar d-cebirinin bir tirevidir. @ = {0,1,2,3,4}

d-ideali, g-invaryanttir (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).

Teorem 4.19: g, Y kenar d-cebirinin bir tiirevi olsun. Bu durumda Y un her d-

ideali g-invaryanttir (Chandramouleeswaran and Kandaraj, 2011).
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5. d-CEBIRLERDE SIMETRIK IKiLI TUREVLER

5. d-CEBIRLERDE SIMETRIK iKiLi TUREVLER

5.1. d-Cebirlerde Simetrik ikili Tiirevlerin Tanim ve Ozellikleri

Bu boliimde d-cebirleri iizerinde simetrik ikili tlirevler tanimlanarak Ornekler
verilmistir ve bu tiirev ¢esidinin baz1 ozellikleri incelenmistir. Bu boliimde sunulan
sonuglar “Nasirov I. and Yilmaz, D. 2025. Symmetric bi-derivations on d-algebras. Bull.
Int. Math. Virtual Inst., 15(1), 25-34.” baslikli ¢calismamizda elde edilen sonuglardir.

Tamm 5.1.1: Y bir d-cebiri olsun. Eger 4: Y X Y — Y doniisiimii her v, w € Y igin

A(v,w) = A(w,v)

kosulunu sagliyor ise 4 doniisiimiine Y d-cebiri lizerinde bir simetrik doniisiim denir

(Nasirov and Yilmaz, 2025).

Tanim 5.1.2: Y bir d-cebiri olsun. §: Y — Y doniistimii

6(v) = A(v,v)

olarak tanimlansin. Bu durumda § doniigiimiine A simetrik doniisiimiiniin izi denir

(Nasirov and Yilmaz, 2025).

Tamm 5.1.3: Y bir d-cebiri ve A:Y X Y — Y bir simetrik dontisiim olsun. Eger 4

dontistimii her v, w,n € Y i¢in

A *w,n) = (A, n) *w) A (v A(w,n))

kosulunu sagliyor ise 4 doniisimiine Y un bir sol-sag simetrik ikili tiirevi denir. Eger A

dontistimii her v, w,n € Y i¢in

A * w,n) = (v*A(w,m) A A, 7) * w)
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5. d-CEBIRLERDE SIMETRIK IKiLI TUREVLER

kosulunu sagliyor ise 4 doniisiimiine Y un bir sag-sol simetrik ikili tiirevi denir. Eger 4,
Y un hem sol-sag hem de sag-sol simetrik ikili tiirevi ise A4 doniisiimiine Y d-cebirinin

bir simetrik ikili tiirevi denir (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Y un degismeli d-cebiri olmasi durumunda sol-sag simetrik ikili tiirev ile sag-sol

simetrik ikili tiirev tanimlarinin denk oldugu agiktir.

d-cebirlerde simetrik ikili tiirevlerin varlig1 asagidaki 6rneklerle gosterilmistir.

Ornek 5.1.4: Y = {0,v, w} kiimesi asagidaki Cayley tablosu ile bir degismeli d-

cebiri olsun.

*x 10 v w
0/0 0 O
viv 0 O
w|lw v 0

Burada 4: Y X Y — Y doniistimii

— v, (a' b) = ((l), (l))
A(a,b) = {0, diger durumlarda

olarak verilsin. Bu durumda 4 doéntisiimii Y tizerinde bir simetrik ikili tiirevdir (Nasirov

and Yilmaz, 2025).

Ornek 5.1.5: Y = {0,1,2,3,4,5} kiimesi iizerinde “*” ikili islemi asagidaki gibi

tanimlansin.
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Ul A W N R~k O

Bl B W N Rk o o
Ul N W N O O -
W R R O O o N
w R, O o o o w
, O © ©o o o »
o o o o o o wun

Bu durumda Y bir d-cebiridir. 4:Y XY — Y donisimi

3, (v, w) = (44)
A(v,w) =15, (v, w) = (5,5)
0, diger durumlarda

olarak verilsin. Bu durumda 4 doniistimii bir sag-sol simetrik ikili tiirev olmasina

ragmen bir sol-sag simetrik ikili tiirev degildir. Bunun nedeni asagida agiklanmistir:

A(4%0,4) = (4 4(04)) A (A(4,4) % 0)
=473
=3

ve

A(40,4) = (A4(44) «0) A (4% 4(0,4))
=3A4
=2
olur (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Onerme 5.1.6: Y bir d-cebiri ve 4, Y iizerinde bir sol-sag simetrik ikili tiirev

olsun. Bu durumda her v € Y i¢in

A(0,v) =0
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5. d-CEBIRLERDE SIMETRIK IKiLI TUREVLER

esitligi saglanir (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Ispat: Her v € Y igin,

A(0,v) = 4A(0 *v,v)
= (4(0,v) *v) A (0 % 5(v))
= (4(0,v) *V) A O
=0+ (0 * (4(0,v) *v))

=0

elde edilir.

Onerme 5.1.7: Y bir kenar d-cebiri ve 4, Y iizerinde bir sag-sol simetrik ikili tiirev
olsun. Bu durumda her v € Y i¢in

A0,v) =0

esitligi saglanir (Nasirov and Yilmaz, 2025).
Ispat: A bir sag-sol simetrik ikili tiirev oldugundan

A(0,v) = A(0 xv,v)
= (0% 8()) A (4(0,v) *v)
=0A(4(0,v) *v)
= (4(0,v) *v) * ((4(0,v) *v) % 0)
= (4(0,v) *v) * (4(0,v) *v)

=0

elde edilir.
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Onerme 5.1.8: Y bir kenar d-cebiri ve 4, Y iizerinde bir sag-sol simetrik ikili tiirev

olsun. Bu durumda her v, w,n € Y i¢in asagidaki ifadeler gegerlidir.

(DA, w) =vAA(v, w)

2)6(w)=vAdb()

34w, w) <v

4)sw)<v

(5 6(6w)*xv) =0

(6) Av*w,n) < v *A(w,n)

(7) A(6(v), w) < 6(v) (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Ispat: (1) v, w € Y olsun. Onerme 5.1.8 kullanilarak

A, w) = A(v * 0, )
= (v*4(0,w)) A (A(v, w) * 0)
=W*0) A4, w)
=vAA(v,w)

elde edilir.

(2) 6, A nin izi oldugundan, ispat (1) den elde edilir.

(3) v,w € Y olsun. (1) ve Onerme 3.2.5 kullanilarak

Alv,w) = v A AV, w)
= A, w) * (A(v, w) *v)

elde edilir ve

A, w) *v = (A(v, w) * (A(v, w) * v)) * U
=0

esitligi saglanir. Bu durumda her v, w € Y i¢in 4(v, w) < v olur.
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(4) (3) ten kolayca elde edilebilir.
(5) (4) ve (2) kullanilarak

5(0) =0A4(0)
=0

bulunur. Bunun sonucu olarak her v € Y i¢in

§(5(w) *xv) = 6(0)
=0

elde edilir.

(6) v, w,n € Y olsun. Bu durumda

A * w,n) = (v*A(w, M) A (A, 7) * w)

= (A, * ) * (U@ * @) * (v 4(w,m))

ve

A * w,n) * (v * A(w,n))

= (@@ n) * ) « (@@ M * w) * (v 4w,0))] * (v * Aw,n)
=0

bulunur. Dolayisiyla her v, w,n € Y igin istenen A(v * w,n) < v * A(w,n) bagintisi elde
edilir.

(7) v, w € Y olsun. Eger (1) kullanilirsa

A6W),w) =6(W)ANA(S(v), w)

= A(6(v), ) * (A(8(), w) * 5())
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elde edilir ve

A(8@), ) * 5@) = (4(@), ) * (A(6@), ) * 5@))) * 6(v)
=0

bulunur.

Onerme 5.1.9: Y bir kenar d-cebiri ve 4, Y iizerinde bir sol-sag simetrik ikili tiirev

olsun. Bu durumda her v, w,n € Y igin asagidaki ifadeler gegerlidir.
MW AW,w) =40, w) Av
2)6(w)=5Ww) Av
3) A * w,n) < A(v,n) * w (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Ispat: (1) v, w € Y olsun. Onerme 5.1.7 kullanilarak

Alv,w) = A(v * 0, w)
= (AW, w) *0) A (v * A(0, a)))
=A(,w) Av

elde edilir.
(2) 6, A nin izi oldugundan, ispat (1) den elde edilir.

(3) v,w,n € Y olsun. Bu durumda

A *w,m) = (A@,n) * ©) A (v * A(w,n))

= (v * A(w,n)) * ((v * A(w,n)) * (A(v,n) * a)))

elde edilir.
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A+ w,n) * (4(,7) * @)
= (v 4@, m) (v * Aw,m) * @) * )] * (B@,7) * w)
=0

bulunur. Dolayisiyla her v, w,n € Y igin gerekli olan A(v * w,n) < A(v,n) * w bagintisi
elde edilir.

Ornek 5.1.10: Y = {0,v, w,n} kiimesi iizerinde “+” ikili islemi asagidaki gibi

tanimlansin.

*x | 0 v w 7
0/0 0 O O
viv 0 v O
W w 0 0

w w 0

Bu durumda Y bir d-cebiridir. 4: Y XY — Y dontisimi

_ U, (x,:V) = (77'77)
Alx,y) = {0, diger durumlarda

olarak verilsin. 4 doniisiimiiniin Y iizerinde hem sol-sag hem de sag-sol simetrik ikili
tiirev oldugu aciktir. Y nun bir kenar d-cebiri olmadigi kolay bir sekilde kontrol edilebilir.
Diger taraftan, 6(n) =v#=3dM)An=vAn=w ve 4(0,n) =0+ A(0,n) An=0A
n = w dir. Bu nedenle Onerme 5.1.9 ve Onerme 5.1.10 da verilen kenar d-cebiri olma
kosulu kaldirilamazdir (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Onerme 5.1.11: Y bir kenar d-cebiri ve 4, Y iizerinde bir sag-sol simetrik ikili
tirev olsun. Eger her w,n € Y i¢in v < 4(w,n) kosulunu saglayan bir v € Y elemani

varsa, 0 zaman v < w gegerlidir (Nasirov and Yilmaz, 2025).
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Ispat: Her w,n € Y igin v < A(w, n) kosulunu saglayan bir v € Y elemaninin var

oldugunu varsayalim. Onerme 5.1.9 (1) kullanilarak

v < Aw,n) * (A(w,n) * w)

ve

v < (4(w,n) * (A(w,n) * 0)) * o

elde edilir. Buradan v * w = 0 elde edilir. Bu durumda v < w gegerlidir.

Tanim 5.1.12: Y bir d-cebiri ve B, Y un bos kiimeden farkli bir altkiimesi olsun.
O zaman, A(B, B) = {4(w,, w,)|w,, w, € B} olmak tizere A(B, B) S B ise B kiimesine

A-invaryant denir (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Onerme 5.1.13: Y bir kenar d-cebiri ve 4, Y iizerinde bir sag-sol simetrik ikili

tiirev olsun. O zaman, Y un her B d-ideali A-invaryanttir (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Ispat: n € A(B, B) olsun. Dolayisiyla, herhangi w;, w, € B i¢in n = A(w;, ;)
dir. Onerme 5.1.9 (3) kullanilarak A(w;, w,) < w; saglanir ve dolayisiyla A(w,, w,) *
w; = 0 elde edilir. B bir d-ideal ve w; € B oldugundan, 4(w,, w,) =n € B bulunur.
Boylece A(B, B) < B elde edilir.

Tanmim 5.1.14: Y bir d-cebiri ve 4, Y {izerinde bir sol-sag (veya sag-sol) simetrik
ikili tiirev olsun. Sabit bir v € Y eleman1 ve her w € Y igin 6,(w) = A(v, w) olacak

sekilde bir §,: Y — Y doniisiimii tanimlanir (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Teorem 5.1.15: Y bir d-cebiri ve 4, Y iizerinde bir sol-sag (veya sag-sol) simetrik
ikili tiirev olsun. O zaman, Tanim 5.1.15 te tanimlanan §,, doniisiimii, her v € Y i¢in Y un

bir sol-sag (veya sag-sol) simetrik ikili tiirevidir (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Ispat: Her w,n € Y igin
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Sy(w*n) =4, w*n)
=A@, w) *n) A(w*4(,0))
= (6,(w) * ) A (w * 8,(m))

elde edilir.
5.2. d-Cebirlerinin Kers(Y) ve Fix,(Y) Kiimeleri ve Ozellikleri

Bu béliimde, simetrik ikili tirev kavramu ile iliskili Kers(Y) ve Fix,(Y) kiimeleri
tanitilmistir. Ayrica bu boliimde sunulan sonuglar “Nasirov 1. and Yilmaz, D. 2025.
Symmetric bi-derivations on d-algebras. Bull. Int. Math. Virtual Inst., 15(1), 25-34.”

baslikli ¢alismamizda elde edilen sonuglardir.

Tamm 5.2.1: Y bir d-cebiri ve 4, Y {izerinde bir sol-sag (veya sag-sol) simetrik
ikili tiirev olsun. &, 4 nin izi olmak tizere Y un bir Kers(Y) altkiimesi Kers(Y) =

{v € Y|6(v) = 0} olarak tanimlanir (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Teorem 5.2.2: Y bir kenar d-cebiri, 4; Y iizerinde bir sol-sag (veya sag-sol)
simetrik ikili tiirev ve §, 4 nin izi olsun. O zaman Kerg(Y), Y un bir d-alt cebiridir
(Nasirov and Yilmaz, 2025).

Ispat: 6(0) = 0 oldugundan 0 € Kers(Y) ve dolayisiyla Kers(Y) = @ olur.
v, w € Kerg(Y) olsun. Bu durumda § (v) = 6(w) = 0 olur. Sol-sag simetrik ikili tiirevin

tanimi1 kullanilarak

dv*w) =4 *w, v *w)

= (A(v,v * w) *w)/\(v*A(w,v*w))

= [(6@) * @) A (v* 40, 0))) * w] A
[v * ((A(w,v) xw) A (v * 5(@))]

=0A [v * ((A(w,v) * ) /\v)]
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=0

elde edilir. Dolayisiyla Kers(Y), Y un bir d-alt cebiridir.

66,9

Ornek 5.2.3: Y = {0,v, w,n} kiimesi tizerinde “*” ikili islemi asagidaki gibi

tanimlansin.

*

S & @ o©

S & @ o|lo
o & o ol
S © © o &
o o c o3

Bu durumda Y bir d-cebiridir. 4: Y XY — Y dontsimi

i n, (x'y) - (TI’TI)
A(x, 3’) = {0, diger durumlarda

olarak verilsin. O zaman 4 doniisiimii Y {izerinde hem sag-sol hem de sol-sag simetrik
ikili tirevdir. Kers(Y) = {0,v, w} olarak bulunur. n xv € Kers(Y) ve v € Kerg(Y)
fakatn & Kers(Y) oldugundan, Kers(Y) bir d-ideal degildir (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Teorem 5.2.4: A, Y d-cebiri (kenar d-cebiri) iizerinde bir sag-sol (sol-sag)
simetrik ikili tiirev ve &, 4 nin izi olsun. Eger v € Y ve w € Kers(Y) ise, 0 zaman v A
w € Kers(Y) (w Av € Kerg(Y)) dir (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Ispat: A nin Y un bir sag-sol simetrik ikili tiirevi oldugunu varsayalim. v € Y ve

w € Kerg(Y) olsun. O zaman §(w) = 0 ve

SAw) =AW AwvAw)

=A(v/\w,w*(w*v))
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=(a)*A(v/\w,w*v))/\

(4(w,v A w) * (w *v))
=(w* AW A w0 *V)) A
(4(0, 0 % (@) * (0 5 V)
=(w* AW A w0 *V)) A
(@ * 4w, 0 +v)) A
(8(w) * (@ *u))) « (w *v)]
=(w* AW AW *V))AD
=0

elde edilir. O halde, herv € Y ve w € Kers(Y) i¢cinv A w € Kerg(Y) elde edilir.

Ornek 5.2.5: Y = {0,v,w,n} kiimesi iizerinde “*” ikili islemi asagidaki gibi

tanimlansin.

*x 10 v w 7
0/0 0 O0 O
viv 0 0 w
wlw w 0 0

n v O

Bu durumda Y kenar &zelliginin saglanmadigi bir d-cebiridir. 4:Y XY =Y

doniigtimii

_m )=
A(x,y) = {0, diger durumlarda

olarak verilsin. O zaman A doniisiimii Y tizerinde hem sag-sol hem de sol-sag simetrik
ikili tiirevdir. Sol-sag simetrik ikili tiirevler i¢in Teorem 5.2.4 kosullarinda kenar kosulu
kaldirilamazdir. Clinkiin € Y ve w € Kers(Y) fakat w An =1n & Kers(Y) (Nasirov and
Yilmaz, 2025).
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Tamim 5.2.6: Y bir d-cebiri ve 4, Y {izerinde bir sol-sag (veya sag-sol) simetrik
ikili tiirev olsun. Sabit bir n € Y elemant igin bir Fix,(Y) = {v € Y|4(v,n) = v} kiimesi

tanimlanir (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Onerme 5.2.7: Y bir kenar d-cebiri ve 4, Y iizerinde bir sol-sag (veya sag-sol)
simetrik ikili tiirev olsun. Bu durumda Fix,(Y), Y un bir d-alt cebiridir (Nasirov and
Yilmaz, 2025).

Ispat: A(0,17) = 0 oldugundan 0 € Fix,(Y) elde edilir ve boylece Fix,(Y) # @

olur. v, w € Fix,(Y) olsun. Boylece

Aw*w,n) = (Aw,n) *w) A (v * A(w,n))
=Ww*w)AW=*w)

=VU*w®

elde edilir. O halde, v * w € Fix,(Y) oldugundan Fix,(Y), Y un bir d-alt cebiridir.

(324

Ornek 5.2.8: Y = {0,v, w,Nn} kiimesi tizerinde “*” ikili islemi asagidaki gibi

tanimlansin.

*x |10 v w 7
0|0 0 O0 O
viv 0 v O
wlw w 0 0

n 0 O

Bu durumda Y bir d-cebiridir. 4: Y XY — Y doniisiimii

_(w,  (xy) €{(w,n),(®w)}
ACx,y) = {0, diger durumlarda
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olarak verilsin. O zaman A4, bir sag-sol simetrik ikili tiirev olmasina ragmen bir sol-sag

simetrik ikili tiirev degildir. Ciinkii
A(n v, w) = (17 *A(v,w)) ANA(mw)*v)=n+*w=w

ve

A *v,0) = (A0, w) * AN *A@,w)) =w*n =1

olur. Ayrica Fix,(Y) = {0, w} dir. Burada n * w € Fix,(Y) ve w € Fix,(Y) ancak n ¢
Fix,(Y) oldugundan Fix,(Y) bir d-ideal degildir (Nasirov and Yilmaz, 2025).

Onerme 5.2.9: Y bir kenar d-cebiri ve 4, Y {izerinde bir sol-sag (veya sag-sol)
simetrik ikili tiirev olsun. Eger v, w € Fix,(Y) ise v Aw € Fix,(Y) dir (Nasirov and
Yilmaz, 2025).

Ispat: v, w € Fix,(Y) olsun. Bu durumda

A Aw,n) =A4w* (w*v),n)
= (A(a),n) * (w *v)) A (w * A(w *v,n))
= (a) * (w *v))/\

(0 (@@m <A (0xawn)))
= (v/\w)/\(w*((w*v)A(w*v)))

=(WAw)AN@UAW®)
=vAw

elde edilir.
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5.3. d-Cebirlerde Genellestirilmis Simetrik Ikili Tiirevler

Bu alt baslikta, “Y1lmaz, D. 2024. Generalized Symmetric Bi-derivations on d-
Algebras. Presented at the 12. International Summit Scientific Research Congress. 105-

111.” isimli ¢caligma ayrintili olarak ele alinmistir.

Tamm 5.3.1: Y bir d-cebiri, 4:Y XY — Y bir sol-sag simetrik ikili tiirev ve

I':Y XY — Y bir simetrik doniistim olsun. Eger I' doniisiimii her v, w,n € Y i¢in

I(=+wn) =T@wn)*w)A{=4a(wn)
kosulunu sagliyor ise I doniisiimiine 4 ya bagli bir genellestirilmis sol-sag simetrik ikili

tirev denir. 4: Y XY — Y bir sag-sol simetrik ikili tiirev ve I':'Y X Y = Y bir simetrik

doniisiim olmak tizere, eger her v, w,n € Y i¢in

F+w,n = (v*I'wmn)AU@n *w)

kosulu saglaniyor ise I" doniisiimiine 4 ya bagli bir genellestirilmis sag-sol simetrik ikili
tiirev denir (Y1lmaz, 2024).

Ornek 5.3.2: Y = {0,v,w} kiimesi iizerinde “+” ikili islemi asagidaki gibi

tanimlansin.

*x 10 v w
0[]0 0 O
viv 0 O
w|lw v 0

Bu durumda Y bir d-cebiridir. 4: Y XY — Y doniisiimii
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— v, (a' b) = ((1), (1))
A(a,b) = {O, diger durumlarda

vel:Y XY — Y doniisimii

v, (a,b) € {(v,w),(w,v)}
I'(a,b) =qw, (a,b) = (w, w)
0, diger durumlarda

olarak verilsin. Bu durumda 4 bir simetrik ikili tiirev ve I', 4 ya bagli bir genellestirilmis

sol-sag simetrik ikili tiirevdir. Burada

INwx*v,w) = (I"(w,w)*v)/\(w*A(v,w)) =(wW*vV)A(W*0)=vAw="v
ve

Nw*v,w) = (a)*F(v,a)))A(A(w,w)*v) =(w*v)A(w*xv)=vA0=0

oldugundan I, 4 ya bagl bir genellestirilmis sag-sol simetrik ikili tiirev degildir
(Y1lmaz, 2024).

Onerme 5.3.3: Y bir d-cebiri ve I', Y iizerinde 4 sol-sag simetrik ikili tiirevine

bagli bir genellestirilmis sol-sag simetrik ikili tiirev olsun. Bu durumda her v € Y i¢in
ro,v)=0
esitligi saglanir (Yilmaz, 2024).
Ispat: Her v € Y igin,

re,v) =r( *v,v)

= (I'(0,v) xv) A (0 *A(v,v))
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=({T0,v)*v)A0
=0*(0*(F(0,v)*v))
=0

elde edilir.

Onerme 5.3.4: Y bir kenar d-cebiri ve I', Y iizerinde 4 sag-sol simetrik ikili
tiirevine bagl bir genellestirilmis sag-sol simetrik ikili tiirev olsun. Bu durumda her v €

Y i¢in

ro,v)=0

esitligi saglanir (Yilmaz, 2024).

ispat: Y bir kenar d-cebiri ve I', Y {lizerinde 4 sag-sol simetrik ikili tiirevine

bagli bir genellestirilmis sag-sol simetrik ikili tiirev oldugundan

re,v) =r( *v,v)
= (0% I'(v,v)) A (4(0,v) * V)
=0A(4(0,v) *v)
=0

elde edilir.

Onerme 5.3.5: Y bir kenar d-cebiri ve I', Y iizerinde A sag-sol simetrik ikili
tiirevine bagl bir genellestirilmis sag-sol simetrik ikili tiirev olsun. § ve y sirasiyla 4 ve

I" nin izleri olmak tiizere, her v, w,n € Y i¢in asagidaki ifadeler saglanir.

(Drv,w) =vAA(v,w)

2y =vAdsQ)

B rlv,w)<v
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@Dy sv
Gy *xv) =0

6)T(v*w,n) <vx*T'(w,n) (Yiimaz, 2024)

Ispat: (1) v, w € Y olsun. Onerme 5.3.4 kullanilarak

I'v,w)=T(=*0,w)
= (v*F(O,w))/\(A(v,w)*O)
=w*x0)AA(v, w)

=v A4, w)

elde edilir.

(2) y ve & sirastyla I' ve A nin izleri oldugundan, ispat (1) den elde edilir.

(3) v,w € Y olsun. (1) ve Onerme 3.2.5 kullanilarak

'v,w)=vAA(v,w)
=A(,w) * (A(v,w) *v)

elde edilir ve

I'v,w) *v = (A(v, w) * (A(v, w) * v)) * U

=0

esitligi saglanir. Bu durumda her v, w € Y i¢in I' (v, w) < v olur.

(4) (3) ten kolayca elde edilebilir.

(5) (4) ve (2) kullanilarak
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y(0) =0A5(0)
=0

bulunur. Bunun sonucu olarak her v € Y igin

y(y() *v) = y(0)
=0

elde edilir.

(6) v,w,n € Y olsun. Bu durumda

Fwswmn) = @x*I'(wn)A@dwn) *w)

= (A(v,n) * @) * (AW, n) * @) * (v* T'(w,7))

ve

I'vs*w,n)* (v*F(a),n))

= [[A@,n) * @) * ((A@,n) * @) * (v*T(w,m)]* (v*T(w,n)

=0

elde edilir. Dolayisiylaherv, w,n € Yigin I'(v * w,n) < v * I'(w,n) bagmtisi elde edilir.

Onerme 5.3.6: Y bir kenar d-cebiri ve I', Y iizerinde A sol-sag simetrik ikili
tiirevine bagl bir genellestirilmis sol-sag simetrik ikili tiirev olsun. § ve y sirasiyla 4 ve

I' nin izleri olmak iizere, her v, w,n € Y i¢in asagidaki ifadeler gecerlidir.

Drv,w)=rw)Av

2)y@) =y@) Av

B)r=*w,n) <r@,n) *w (Yilmaz, 2024).

Ispat: (1) v, w € Y olsun. Onerme 5.3.3 kullanilarak
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Fv,w)=T(=*0,w)
= (I'(v,w) *O)A(U*A(O,a)))

=TI'(v,w) Av
elde edilir.
(2) y, I' nin izi oldugundan, ispat (1) den elde edilir.

(3) v,w,n € Y olsun. Bu durumda

Fw=w,n =T @n)*w)Ax*4wn)

= (v a(0,m) * (v A0,m) * @, * @)

elde edilir ve

I *w,mn) (I wn)*w)

= [0+ a.m) + (v a@m) » T = )]« 01 + )

=0
bulunur. Dolayisiyla her v, w,n € Yi¢in I'(v * w,n) < I'(v,n) * w bagintis1 gegerlidir.

Onerme 5.3.7: Y bir kenar d-cebiri ve I', Y iizerinde A sag-sol simetrik ikili
tiirevine bagl bir genellestirilmis sag-sol simetrik ikili tiirev olsun. Eger her w,n € Y i¢in

v < I'(w,n) kosulunu saglayan bir v € Y eleman1 varsa, o zaman v < w gegerlidir
(Y1lmaz, 2024).

Ispat: Her w,n € Yigin v < I'(w, n) kosulunu saglayan bir v € Y elemaninin var

oldugunu varsayalim. Onerme 5.3.5 (1) kullanilarak
v < A(w,n) * (A(w,n) * w)
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ve

vxw < (A(a),n) * (A(w,n) * a))) *

elde edilir. Buradan v * @ = 0 bulunur. Bu durumda v < w gegerlidir.

Tanim 5.3.8: Y bir d-cebiri ve B, Y un bos kiimeden farkli bir altkiimesi olsun. O
zaman, I'(B,B) = {I'(w;, w;)|w,, w, € B} olmak tizere I'(B,B) S B ise B ya I'-
invaryant denir (Yilmaz, 2024).

Teorem 5.3.9: Y bir kenar d-cebiri ve I', Y lizerinde 4 sag-sol simetrik ikili
tiirevine bagl bir genellestirilmis sag-sol simetrik ikili tiirev olsun. Bu durumda, Y un her
B d-ideali I'-invaryanttir (Y1lmaz, 2024).

Ispat: v € I'(B, B) olsun. O halde, herhangi w,, w, € B i¢inv = I'(w;, ;)
vardir. Onerme 5.3.5 (3) kullanilarak I' (w;, w,) < w; ve dolayisiyla I'(wq, w,) * w; =
0 elde edilir. B bir d-ideal ve w; € B oldugundan, I'(w,, w,) = v € B elde edilir.
Boylece I'(B, B) < B elde edilir.
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6. SONUC ve ONERILER

Bu boliimde ¢alismamizdan elde edilen sonuglar verilmistir.

Uciincii bélimde BCK-cebirlerinin bir genellemesi olan d-cebir kavramu,
ornekleri ve sagladig1 ozelliklerle birlikte sunulmustur. Ayn1 boliimde d-cebirlerinin
onemli bir ¢esidi olan kenar d-cebiri kavrami da orneklerle ele alinmistir. Dordiincii
boliimde ise d-cebirlerde tiirev kavrami tanitilmis; ilgili 6rnekler ve bu tiirevin sagladigi
temel 6zellikler ayrintili bigimde incelenmistir. Besinci boliimde d-cebirlerinde simetrik
ikili tiirevler tammlanmus, Kers(Y) ve Fix,(Y) kiimeleri verilerek simetrik ikili tiirevlerle
aralarindaki iliskiler aragtirllmistir. Ayrica d-cebirleri lizerinde genellestirilmis simetrik
ikili tiirevler ve ozellikleri incelenmistir. Bir kenar d-cebiri lizerinde (genellestirilmis)

sag-sol simetrik ikili tiirevler i¢in d-ideallerin invaryant oldugu ispatlanmistir.

Gelecekteki calismalarda, bu sonuglar simetrik ikili tlirevlerin farkli tiirleri ve d-

cebirlerinde permiitasyonlu ti¢lii tiirevler i¢in arastirilabilir.
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