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ÖZET 

 

Bu çalıĢmada d-ortogonal polinomlar incelenmiĢtir. Ġlk olarak önbilgiler ve 

kullanılacak olan bazı kavramlar, d-ortogonallikle ilgili tanımlar ve lemmalar 

verilmiĢtir. Daha sonra Humbert polinomlarının d-ortogonalliği gösterilmiĢ ve 

özel hallerinin d-ortogonalliği incelenmiĢtir. Ayrıca Jacobi tipi polinomların d-

ortogonalliği gösterilmiĢ, rekürans bağıntısı elde edilmiĢtir. Buna ek olarak 

genelleĢtirilmiĢ d-ortogonal polinomlar verilerek özel halleri incelenmiĢtir. Son 

olarak Hermite tipi polinomların d-ortogonalliği gösterilmiĢ, Charlier, Gould-

Hopper, Laguerre tipi polinomlar ve bunların d-ortogonalliği araĢtırılmıĢtır. 
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In this study, d-orthogonal polynomials were investigated. First, preliminaries 

and some concepts that will be used, definitions and lemmas regarding the 
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SĠMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalıĢmada kullanılmıĢ simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aĢağıda 

sunulmuĢtur. 

 

Simgeler      Açıklama 

  

 x     Gamma fonksiyonu 

 
r

a     Pochhammer sembolü 

 , 1

v

n dh x     Humbert polinomu 

 nH x     Hermite polinomu 

   ,

nP x
 

    Jacobi polinomu 

 v

nC x     Gegenbauer polinomu 

 v

nP x     Pincherle polinomu 

 nU x   Ġkinci çeĢit Tchebicheff polinomu 

,

,

m n

p qG   Meijer G- fonksiyonu 

 ;nL x d   Legendre tipi polinom 

 1 ;d

ng x h
  Gould- Hopper polinomu 

   a

nC x   Charlier polinomu 

   d

nl x


  Laguerre tipi polinomlar 
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1. GĠRĠġ 

 

d-ortogonallik kavramı literatürde birçok bilim adamı tarafından incelenmiĢtir. 1997 

yılında K. Douak, P. Maroni tarafından d-ortogonal Tchebicheff polinomları, 2000 

yılında Y. Ben Cheikh, K. Douak tarafından genelleĢtirilmiĢ hipergeometrik d-

ortgonal polinomlar kümesi, belli formda doğurucu fonksiyon bağıntısı ile 

tanımlanan polinomların d-ortogonalliği konuları çalıĢılmıĢtır. 2003 yılında Y. Ben 

Cheikh, Ali Zaghouani tarafından bazı diskre d-ortogonal polinomlar incelenmiĢtir. 

Y. Ben Cheikh, A. Ouni, I. Lamiri, 2008 yılında Humbert, Jacobi tipi ve Hermite tipi 

polinomların d-ortogonalliği, 2011 yılında ise q-Laguerre tipi polinomların d-

ortogonalliğini çalıĢmıĢlardır. 

 

Bu tezde klasik ortogonalliğin genel hali olan d-ortogonallik kavramı incelenmiĢtir. 

Humbert polinomlar kümesinin d-ortogonalliği gösterilmiĢ, bu küme için ağırlık 

fonksiyonu ve iç çarpım verilmiĢtir. Gegenbauer, Pincherle tipi, Tchebicheff tipi, 

Legendre tipi polinomların Humbert polinomları ile iliĢkisi verilerek, bu 

polinomların da d-ortogonal olduğu gösterilmiĢ ve d nin özel halleri incelenmiĢtir. 

Daha sonra Humbert polinomlarının bileĢenleri tanımlanmıĢ, bu bileĢenlerden oluĢan 

polinomlar kümesinin de d-ortogonal olduğu verilmiĢtir. Sonraki bölümlerde Jacobi, 

Laguerre, Hermite tipi polinomların d-ortogonalliği incelenmiĢ ve özel durumlarıyla 

birlikte farklı özellikleri gösterilmiĢtir. 
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR 

 

2.1. Gamma Fonksiyonu 

 

 x  ile gösterilen gamma fonksiyonu 

  1

0

x tx t e dt



                                                                                                         (2.1) 

genelleĢtirilmiĢ integrali yardımıyla tanımlanır. 1x    olan herhangi bir reel sayı 

olmak üzere; 

 
0

! 1x tx t e dt x



     

Ģeklindedir. Buradan da görülür ki, 1  den büyük olan tüm reel sayıların faktöriyel 

değerlerini sonlu bir reel sayı olarak tanımlamak mümkündür. Bundan dolayı 

1

0

x tt e dt



 

  genelleĢtirilmiĢ integraline genelleştirilmiş faktöriyel fonksiyonu da denir. 

0x   olduğu zaman faktöriyel fonksiyonunun değeri, 

0

0! 1te dt



   

dir. Bu sonuç 0!  değerinin neden 1 olarak tanımlanması gerektiğini açıklar. 

Elemanter matematikte n faktöriyel,   ! 1 2 ...3.2.1n n n n    çarpımı ile verilir. 

Bu   özellik   ! 1 !n n n    eĢitliğini  içerdiğine  göre,  eğer  x n   bir  tam  sayı  ise 

     1 ! 1 !n n n n n n        

yazılabilir. 

 
0 0

1 lim

b

x t x t

b
x t e dt t e dt



 


      

                1

0

0

lim x t b x t

b
t e x t e dt



  


     

               x x                                                                                                      (2.2) 
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olduğundan   fonksiyonu, EĢ.2.2 yi tüm 0x   değerleri için sağlar. Ayrıca 

 0 Re 1z   için 

   1
sin

z z
z




                                                                                                (2.3) 

eĢitliği vardır. EĢ. 2.3 den 

1 1

2 2


   
     
   

 

1

2


 
   

 
                                                                                                        (2.4) 

bulunur. 

 

2.2. Pochhammer Sembolü  

 

a   reel  ya   da   kompleks   bir   sayı,  r  sıfır   ya   da   pozitif  tamsayı  olmak  üzere 

     

 
0

1 ... 1 , 1

1 , 0

r
a a a a r r

a a

    

 
 

Ģeklinde tanımlanır.  
r

a  Pochhammer sembolü olarak bilinir. Pochhammer sembolü 

aĢağıdaki özelliklere sahiptir: 

 
 

 r

a r
a

a

 



                                                                                                       (2.5) 

             1 ... 1 1 ... 1
i j i j

a a a a i a i a i a i j a a i

                       (2.6) 

ve 

1

0

m
ms

j s

a j
m

m





 
 
 


0 1 1

... 1 2 ...ms ms

s s s

a a a m a a a
m m

m m m m m m

            
            

         
 

                                           
1 1 1 1

1 1 2 ... 1 ...
a a a a a

s s
m m m m m

         
           

      
 

                                     
1 1 1 1

1 2 ... 1
a m a m a m a m

s
m m m m

            
        

     
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          ... 1 1 1 ... 1 1
ms

s s

a a m a m s a a m a m s
m

m m

        
  

                                                     
     1 1 ... 1 1

...
s

a m a m m a m m s

m

        


 
       1 ... 1 1 ... 1

ms

m
s

m
a a a m a m a m a m m

m
           

                                                    ... 1 1 1 ... 1 1a m s a m s a m s m                                                    

 
ms

a                                                                                                                      (2.7) 

dir.   Ayrıca   Pochhammer   sembolünün   özelliğinden 

  2

2

1 1 1
2 , 0,1,2,...

2 2 2

n

n
n n

a a a n
   

     
   

 

yazılabilir.   EĢ.  2.5   kullanılırsa, 

 

 
2

1

2 2 2 2
2 , 0,1,...

1

2 2 2

n

a a
n n

a n
n

a aa

   
             

    
     
   

  

olup,    bu   eĢitlikte   1a     alındığında, 

 

 
2

1 1 1

1 2 2 2 2
2 , 0,1,...

1 1 11

2 2 2

n

n n
n

n

   
             

    
     
   

 

ve  buradan  da 

   2

1

2
2 1 2 1 , 0,1,...n

n

n n n


 
  
      

   2 1
2 2 2 , 0,1,...

2

nn n n n n n
 

      
 

 

   2 1 1
2 2 , 0,1,...

2

nn n n n   
      

 
                                                           (2.8) 

bulunur.   Ayrıca   Pochhammer   sembolü 
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 
   

 

1
, 0

1

k

n

n k

k

a
a k n

n a


  

 
                                                                                (2.9) 

bağıntısını   da   sağlar. 

 

2.3. 
,

,

m n

p qG  Meijer G- Fonksiyonu 

 

 

 
 

   

   

1 1 1,

,

1 1

1

2

1

m n

j j
p j jm n

p q q p

Lq
j j

j m j n

b a
a

G z i z d
b b a



 

 

 

  

   

     
  
 

     

 


 
 

Ģeklinde tanımlanır. Burada 0 m q  , 0 n p   ve parametreler 1,2,...,j m  için 

 jb    nun, 1,2,...,k n  için  1 ka     nun kutup noktaları olmayacak 

Ģekildedir.  pa  ile  
1 2, , ..., pa a a  sıralısı gösterilmektedir. 

 

 
 

   

   

1 1 1,

,

1 1

1

2

1

m n

j j
p j jm n

p q q p

Lq
j j

j m j n

b a
a

G z i z d
b b a



 

 

 

  

   

     
  
 

     

 


 
 

eĢitliğinin  her  iki  tarafı  z   ile  çarpılırsa, 

 

 
 

   

   

1 1 1,

,

1 1

1

2

1

m n

j j
p j jm n

p q q p

Lq
j j

j m j n

b a
a

z G z i z d
b b a

  

 

 

 

  

   

     
  
 

     

 


 
 

olur. u    dönüĢümü altında d du   ve u    dır. Dolayısıyla 

 

 
 

   

   

1 1 1,

,

1 1

1

2

1

m n

j j
p j jm n u

p q q p

Uq
j j

j m j n

b u a u
a

z G z i z du
b b u a u



 



 

  

   

       
  
 

       

 


 
 

                           
     

     

1 1 1

1 1

1

2

1

m n

j j

j ju

q p

U
j j

j m j n

b u a u

i z du

b u a u

 



 

  

   

      



      

 


 
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1 2,

,

1 2

, ,...,

, ,...,

pm n

p q

q

a a a
G z

b b b

  

  

    
  

   
 

                                             (2.10) 

bulunur. Diğer taraftan 

 
1 1 1 1,

,

1

,..., ,
2

,...,

pm n

p q

q

G z i
  


 

 
 

 
 
 

   

     

1 1

1

1

1 1

1

1

m n

j j

j j

q p

L
j j

j m j n

z d

   



     

 



   

    

      

 


 
 

 
1

2 i



       

         
1 1

1 1 1 1

... 1 1 ... 1

1 ... 1 ... 1 1

m n

L m q n p

z d       


          

         

            
  

 
1

2 i



       

       
2 1

1 1 1

... 1 1 ... 1

1 ... 1 ... 1

m n

L m q n p

z d       


         

         

          
  

 
1

2 i




   

   

2 1

1

1 1

1

1

m n

j j

j j

q p

L
j j

j m j n

z d

   



   

 



   

    

    

 


 
 

 
1

2 i




   

   

1

1

1 1

1 1

1

1

1

1

m n

j j

j j

q p

L
j j

j m j n

z d

   



   





 

 



  

    

    

 

 

 

1 11,

1, 1

2

,...,

,...,

pm n

p q

q

G z
 

 



 

 
  

 
 

                                                                                       (2.11) 

elde edilir. Ayrıca  9  dan 

 

 

   

   

1 1,

,

1

1 1

1

1

h

m n

j h h jm
p j jm n

p q q p
h

q
h j j h

j m j n

G x x


   


    



 



   

     
  
 

     

 

 

 

                                                    1 1 ; 1 ; 1
p m n

p q h p h qF x   
  

          (2.12) 

olup burada p q  veya p q , 1x   dir. 1,2,...,h m  olmak üzere h j  

durumları      sembolü   ile   gösterilir.   EĢ.   2.12    kullanılırsa, 
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 
   1, 0

1, 1 1 0

1
1 ; ;G x x F x

 
  

   

  
     
   

 

                      

 
   

 
  

 

 

 

    

1 0

1 0

0

0

1
1 ; ;

1
1 ; ;

11

!

1 1 1 ... 1 11

!

kk

k

k

k

x F x

x F x

x x
k

n
x x

k









  









  











    


  






     







 

                      
 

 
11

1 x x
 




 


                                                                        (2.13) 

bulunur. 

 

2.4. Hipergeometrik Seri ve Hipergeometrik Fonksiyon 

 

, ,    reel ya da kompleks sabitler olmak üzere 

   

 
2

1 1
1 ...

1.2. 1
x x

    

  

 
  


                                                                     (2.14) 

olarak    ifade    edilen    seri    matematikte    büyük   bir   öneme   sahiptir.   Bu   seri  

21 ...x x     

geometrik serisinin bir genelleĢtirilmesi olduğundan hipergeometrik seri adını alır. 

EĢ. 2.14 den görülmektedir ki,   değeri sıfır ya da negatif bir tamsayı olmamalıdır. 

Bu seri 1x   için yakınsak, 1x   için ıraksaktır. 1x   olduğu zaman      

ise seri mutlak yakınsaktır. 1x    iken 1      ise seri yakınsaktır. 

Pochhammer sembolünün tanımı kullanılarak, EĢ 2.14 aĢağıdaki gibi tekrar 

yazılabilir. 

 
   

 
2 1

0

, ; ;
!

r

r r

r r

x
F x

r

 
  







                                                                           (2.15) 
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EĢ. 2.15 de görülen F nin altındaki 2 ve 1 alt indisleri, F nin yapısında biri   ve   

diğeri   olmak üzere iki tip parametre bulunduğunu ifade eder. EĢ. 2.15 in 

genelleĢtirilmiĢ Ģekli 

 
   
   

1

1 1

0 1

...
,..., ; ,..., ;

... !

r

pr r
p q p q

r qr r

x
F x

r

 
   

 





                                                    (2.16) 

Ģeklindedir. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden 2 1F  gösterimi yerine genellikle 

sadece F kullanılır. Yani, 

   2 1 , ; ; , ; ;F x F x       

olup, bu fonksiyon hipergeometrik fonksiyon olarak adlandırılır. 
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3. d- ORTOGONAL POLĠNOMLARIN TEORĠSĠNE GĠRĠġ 

 

P , katsayıları kompleks sayı olan polinomların vektör uzayı ve 'P  bu vektör 

uzayının cebirsel duali olsun. ,u f  ile f P  polinomu ve 'u P  fonksiyonelinin 

iç çarpımını göstereceğiz. n ler negatif olmayan tamsayılar olmak üzere,  
0n n

P


 

polinomlar kümesinde her n  için nderP n  dir. 

 

3.1. d- Ortogonallik 

 

3.1. Tanım 

d  pozitif bir tamsayı olsun.  
0n n

P


 polinomlar kümesi, 

 0

0

, 0, , 0,1,2,...

, 0,

k r n

k n nd k

P P r nd k n IN

P P n IN

      

  

                                                   (3.1) 

ortogonallik bağıntısını her  0,1,..., 1dk IN d    tamsayısı için  sağlıyorsa, bu 

kümeye, d-boyutlu  0 1 1, ,...,t

d      fonksiyonel vektörüne göre d-ortogonaldir 

denir  1 . 

 

3.2. Tanım 

 
0n n

P


 polinomlar kümesi d-ortogonal olmak üzere  
1

1

1

1 n

n

d
n P

dx







 
 

 
 türev dizisi 

de d-ortogonal ise  
0n n

P


 polinomlar kümesi  Hahn özelliğine sahiptir denir. Bu 

durumda  
0n n

P


 polinomlar kümesine klasik d-ortogonal polinomlar kümesidir 

denir  2 . 

 

3.3. Tanım 

 
0n n

P


 polinomlar kümesi, 
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   1 1 1

2
, , exp

1

n

n d d n d

i
P x P x n IN

d


    

 
    

 
                                                 (3.2) 

eĢitliğini sağlarsa bu kümeye d-simetriktir denir  3 . 

 

Örnek 

1d   için  2

2
exp exp cos sin 1

2

i
i i


   

 
      

 
 bulunur. Bu durumda 

 
0n n

P


 polinomlar kümesi EĢ. 3.2 yi sağlıyorsa simetriktir ve      1
n

n nP x P x    

dir. 

 

3.1. Lemma 

 
0n n

P


 polinomlar kümesinin d-ortogonal polinomlar kümesi olması için gerek ve 

yeter Ģart 

     
1

,

0

d

n k d n d k

k

x P x n P x


 



                                                                                 (3.3) 

 1 .d     basamaktan   indirgeme   bağıntısını   sağlamasıdır.   Burada 

n d  için    1, 0, 0d d dn n    ve 1n   için 0nP   dır  4 . 

   

3.2. Lemma 

 
0n n

P


    polinomlar    kümesinin    d-simetrik    olması    için   gerek   ve   yeter  Ģart 

     1

11
, ,d

n dd n
P x x P x IN n IN 




 
    koĢulunu sağlayan  1d   tane 

  
0n n

P x


 polinomlar dizisinin olmasıdır. Burada   

0n n
P x


 ailesine  

0n n
P


 d-

simetrik polinomlar kümesinin bileşeni denir  3 . 

 

3.3. Lemma 

 
0n n

P


 d-simetrik polinomlar kümesi ve  
0r r

u


 onun dual dizisi olsun. Eğer  
0n n

P


 

d-ortogonal ise    10
,n dn

P x IN  
  bileĢenleri de d-ortogonaldir ve   

0n n
P x


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ler için verilen d-boyutlu fonksiyonel vektör  0 1 1, ,...,t

du u u u   

  Ģeklindedir. 

Burada 

  1 11
, ,r d d dr d

u x u r IN IN 


   

    

Ģeklindedir. Ayrıca 
q  operatörü 

q      ,qf x f x f P   

ile tanımlanmıĢtır ve 2q   olan pozitif tamsayıdır  3 . 
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4. d- ORTOGONAL HUMBERT POLĠNOMLARI 

 

GenelleĢtirilmiĢ Humbert polinomları  , , , ,nP m x y p C  ile gösterilir ve 

 
p

mC mxt yt    
0

, , , , n

n

n

P m x y p C t




  

doğurucu fonksiyon bağıntısıyla tanımlanır. Burada 1m   tamsayı olup diğer 

parametreler için sınırlama yoktur. Bu tanım çok iyi bilinen birçok özel polinomu 

içerir. Bunlardan bazıları; 

 21
2, , 1, , ,

2
n nP q p f p q
 

   
 

, Louville (1722) 

1
2, ,1, ,1

2
nP x
 

  
 

nX   nP x , Legendre (1784) 

 2, ,1, 1,1nP x    nU x , Chebyshev (1859) 

 2, ,1, ,1nP x v   v

nC x , Gegenbauer (1874) 

1
3, ,1, ,1

2
nP x
 

  
 

 nP  x , Pincherle (1890) 

 , ,1, ,1nP m x v   ,

v

n mh x , Humbert (1921)  

1
, ,1, ,1nP m x

m

 
  

 
 ,nP m x , Kinney (1963) 

Ģeklindedir. 

 ,

v

n mh x  Humbert polinomlarının 1m d   hali 

    1

, 1

0

1 1
v

d v n

n d

n

d xt t h x t








                                                                       (4.1) 

Ģeklinde bir doğurucu fonksiyon bağıntısına sahiptir. Burada 
1

2
v   , 0v   ve d  

pozitif tamsayıdır. Bu polinomlar ilk olarak Pincherle tarafından 
1

2
v   , 2d   

durumunda çalıĢılmıĢtır.  , 1

v

n dh x  Humbert polinomları 2d   için
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 
  

 
 

  

 
 1, 1 , 1 , 1

1 1 1
1

1 1

v v v

n d n d n d d

v n d d v
h x xh x h x

n n
    

    
      

                   (4.2) 

rekürans bağıntısına sahiptir. Gerçekten de 

    1

, 1

0

1 1
v

d v n

n d

n

d xt t h x t








     

eĢitliğinin her iki tarafının t  ye göre türevi alınırsa 

         
1

1 1

, 1

1

1 1 1 1
v

d d v n

n d

n

v d xt t d x d t h x nt


 
 





        

       
1

1 1

, 1

1

1 1 1
v

d d v n

n d

n

v d xt t d t x h x nt


 
 





        

          1 1 1

, 1

1

1 1 1 1 1
v

d d v n d

n d

n

v d xt t d t x h x nt d xt t



  





         

          1

, 1 , 1 , 1

0 1 1

1 1d v n v n v n

n d n d n d

n n n

v d t x h x t h x nt d x h x nt
  



  

  

         

                                                                                                           , 1

1

v n d

n d

n

h x nt








  

          1

, 1 , 1 , 1

0 0 1

1 1v n d v n v n

n d n d n d

n n n

v d h x t vx d h x t h x nt
  

 

  

  

        

                                                                      , 1 , 1

1 1

1 v n v n d

n d n d

n n

d x h x nt h x nt
 



 

 

                                  

   , 1

0

1 v n

n d

n

vx d h x t






        1

, 1 , 1

1 1

1 v n v n

n d n d

n n

d x h x nt h x nt
 



 

 

     

                                                                      , 1 , 1

0 1

1 v n d v n d

n d n d

n n

v d h x t h x nt
 

 

 

 

     

EĢitliğin sağ tarafındaki serilerde n n d  , eĢitliğin sol tarafındaki üçünkü seride 

1n n   yazılırsa, 

           , 1 , 1 1, 1

0 1 0

1 1 1v n v n v n

n d n d n d

n n n

vx d h x t d x h x nt h x n t
  

   

  

        

                                                           , 1 , 1

1

1 v n v n

n d d n d d

n d n d

v d h x t h x n d t
 

   

  

      
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         , 1 1, 1

1

1 1 1v v n

n d n d

n

vx d d xn h x h x n t


  



          0, 11 v

dvx d h x   

                         1, 1

v

dh x          , 1 0, 1

1

1 1v n v d

n d d d

n d

v d n d h x t v d h x t


  

 

         

        
1

, 1 1, 1

1

1 1
d

v v n

n d n d

n

x v n d h x h x n t


  



         0, 11 v

dvx d h x   1, 1

v

dh x  

                                                              , 1 1, 11 1v v d

d d d dx v d d h x h x d t          

                                                        , 1 1, 1

1

1 1v v n

n d n d

n d

x v n d h x h x n t


  

 

        

                                                  , 1 0, 1

1

1 1v n v d

n d d d

n d

v d n d h x t v d h x t


  

 

         

olup, polinomların eĢitliğinden serilerdeki nt  lerin katsayıları birbirine eĢitlenirse 

1n d   için 

             , 1 1, 1 , 11 1 1v v v

n d n d n d dx v n d h x h x n v d n d h x                   

bulunur. Bu eĢitlik düzenlenirse 

 1, 1

v

n dh x  
  

 

1

1

d v n

n

 


x  , 1

v

n dh x

  

 

1 1
1

1

d v

n

  
  

 
 , 1

v

n d dh x   

elde edilir.  

1 1n d    için 

       , 1 1, 11 1 0v v

n d n dx v n d h x h x n          

bulunur. Bu eĢitlik düzenlenirse, 

 1, 1

v

n dh x  
  

 

1

1

d v n

n

 


x  , 1

v

n dh x  

elde edilir. Dikkat edilirse EĢ. 4.2 deki  , 1

v

n d dh x   teriminin 1n d   için 

varlığından bahsedemeyiz. Geriye kalan terimlerde birbirine eĢitlenirse,

   0, 11 v

dvx d h x  1, 1

v

dh x         , 1 1, 11 1v v d

d d d dx v d d h x h x d t          

                                                                                                         0, 11 v d

dv d h x t   

elde edilir. Bu eĢitlikden 0n   ve n d  durumları için 
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       , 1 1, 11 1 0v v

n d n dx v n d h x h x n          

rekürans bağıntısının sağlandığı görülür. 

 

4.1. Teorem 

EĢ. 4.1 de tanımlanan   , 1 0

v

n d n
h x 

Humbert polinomlar kümesinin  
0r r

u


 dual 

dizisinin iç çarpımı aĢağıdaki gibidir: 

Eğer  r n   ise,  , 0n

ru x                                                                                    (4.3) 

ve 

n r  ise, 

 
1

', ,

0

,

d

dd

n n

r i i r du x d    




                                                                                 (4.4) 

dir. Burada  

 

 

0 1

0 1

1 , ,

' 1 ', ' , '

d

d

n i d k k IN i IN

r i d k k IN i IN





    


    

                                                                     (4.5)     

  
   

 1 1

, 1 1

1

!

1

1

d

j r

r d r d

r

j

v r j

dr

r jd v

d

  
  

 



  
 
 


   
 




 

                                                  
 

1, 0 1

1, 1

1
,..., ,1

11
,...,

1 1

d d d

d d

v r v r d

d d
G d

r dr

d d

 

 

     
 
 

  
 

  

           (4.6) 

olup, 
,

,

m n

p qG  Meijer G-fonksiyonu ve  pa ,  1 2, ,..., pa a a  Ģeklinde ve L  kapalı 

konturdur. 

 

İspat 

EĢ. 4.3 ün ispatı açıktır. EĢ. 4.4 ü ispatlayalım.  6  dan   , 1 0

v

n d n
h x 

 Humbert 

polinomlar kümesi için 
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  

   
   

1

1 , 1
0 1

1 !

1 !

n

d
n v

n d j dn
j n j

v n d j n
x h x

v d j

 
  

  
  

  



                                              (4.7) 

inversiyon formülü vardır. Diğer taraftan 
 

0,1,...,
1

n
j

d



 ve , 'i i  EĢ. 4.5 de 

tanımlandığı gibi iki tamsayı olmak üzere 'i i  ve 'j k k   olduğunda  nın 

tanımından 
, ' 1i i   ve 

, ' 1j k k    olur. Dolayısıyla 
, ' , ' 1i i j k k     bulunur. Ayrıca 

EĢ.4.5  den  

           1 ' 1 ' 1 0 1 1 0r n d j i i d k k d j d j d j                  

dır. Yani  1r n d j    ve  , 1
1

r n d j


 
  dir. O halde, 'i i  ve 'j k k   

durumunda   , ' , ', 1 i i j k kr n d j
    

  eĢitliği vardır. 

'i i  ve 'j k k   olduğunda   nın tanımından 
, ' 1i i   ve 

, ' 0j k k    olur. 

Dolayısıyla 
, ' , ' 0i i j k k     bulunur. Ayrıca EĢ. 4.5 den  

      1 ' 1 ' 1r n d j i i d k k d j           

                        
    

  

0 1 ' 1

1 ' 0

d k k d j

d k k j

     

    
 

dır. Yani  1r n d j    ve  , 1
0

r n d j


 
  dır. O halde, 'i i  ve 'j k k 

durumunda   , ' , ', 1 i i j k kr n d j
    

  eĢitliği vardır. 

'i i  ve 'j k k   olduğunda   nın tanımından 
, ' 0i i   ve 

, ' 1j k k    olur. 

Dolayısıyla 
, ' , ' 0i i j k k     bulunur. Ayrıca EĢ. 4.5 den  

      1 ' 1 ' 1r n d j i i d k k d j           

                        
       ' 1 1

' 0

i i d j d j

i i

      

  
 

 dır. Yani  1r n d j    ve  , 1
0

r n d j


 
  dır. O halde, 'i i  ve 'j k k 

durumunda   , ' , ', 1 i i j k kr n d j
    

  eĢitliği vardır. 
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'i i  ve 'j k k   olduğunda   nın tanımından 
, ' 0i i   ve 

, ' 0j k k    olur. 

Dolayısıyla 
, ' , ' 0i i j k k     bulunur. Ayrıca EĢ. 4.5 den  

      1 ' 1 ' 1r n d j i i d k k d j           

                            ' 1 ' 0i i d k k j        

 dır. Yani  1r n d j    ve  , 1
0

r n d j


 
  dır. O halde, 'i i  ve 'j k k 

durumunda   , ' , ', 1 i i j k kr n d j
    

  eĢitliği vardır. 

Ayrıca kroniker deltası sabit sayı olduğundan indise bağlı değildir. Yani 
, ' ',i i i i   

dir. EĢ. 4.7 den 

, n

ru x 
  

   
   

1

1 , 1
0 1

1 !
,

1 !

n

d
v

r n d j dn
j n j

v n d j n
u h x

v d j

 
  

  
  

  


  

            
  

   
   

1

1 , 1
0 1

1 !
,

1 !

n

d
v

r n d j dn
j n j

v n d j n
u h x

v d j

 
  

  
  

  



  

yazılır.  Dual   dizi   tanımından     
   1 , 1

, v

r n d j d
u h x

  
  , 1r n d j


 
    dir.   Dolayısıyla 

, n

ru x 
  

   
 

1

, 1
0 1

1 !

1 !

n

d

r n d jn
j n j

v n d j n

v d j


 
  

 
  

  


   

olur.    Ayrıca      , ' , ', 1 i i j k kr n d j
    

     olduğundan 

, n

ru x 
  

   

1

', , '

0 1

1 !

1 !

n

d

i i j k kn
j n j

v n d j n

v d j
 

 
  



  

  


  

ve    burada      1 'n r d k k        dönüĢümü    yapılırsa 

, n

ru x
     
 

  

   

 
  

'
1

', , '1 '
0 1 ' 1

1 ' 1 1 ' !

1 !

r
k k

d

i i j k kr d k k
j r d k k j

v r d k k d j r d k k

v d j
 

 
   

  
     

        



  

olup, 'j k k       ise     , ' 1j k k        ve      'j k k       ise     , ' 0j k k            

olduğundan 
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, n

ru x
 

 
    

   

 
  

 
', 1 '

1 ' 1 '

1 ' !1 0

1 ' !
i i r d k k

r d k k k k

r d k kv r d

v d k k


  

     

    


 
 

             
 

 

 
  

 
  

 

1 '

', 1 '

' 1

1

1 ' !

r d k k

i i r d k k

r d k k

v r

v d k k


  

  

  




 
 

olur. 

Burada  '' 'k k k    denilirse, 

, n

ru x 
 

 
 

 
 

1 ''

', 1 ''

1 ''

1

1 ''!

r d k

i i r d k

r dk

v r

v d k


 

 

 




                                                                (4.8) 

bulunur. EĢ. 2.6 ve EĢ. 2.7 kullanılırsa, 

 
1 ''r dk

v
 

    
1 ''r dk

v v r


  

                   
1 ''

1
r dk

v v r v r         

                 
1

''

0 ''

1d
dk

r
j k

v r j
v v r d

d





   
   

 


 

ve 

 
 

   
 1 '' 1 ''

1 1 1
r d k r d k

r
  

   

                 
 1 ''

0 ''

1
! 1

1

d
d k

j k

r j
r d

d





  
   

 
  

bulunur. Bunlar EĢ. 4.8 de yerine yazılırsa, 

, n

ru x

   

 
 

 
 

1 ''

0 ''

', 1 1 ''
''

0 ''

1
! 1

1

1 1 ''!

d
d k

j k

i i d r d k
dk

r
j k

r j
r d

dv r

v r j d kv v r d
d







  



  
  

  


      
 




 

            

   

1

1 ''

',
''

1 ''

!
1

1 ''!

d

j k

i i d
r dk

r
j k

r j
r

d

v r j
d v d k

d









 
 

 


  
  

 




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   

1

1

',

''

1

''
1

!

1

''

1 ''!

d

j

i i

d
r dk

r
j

r j
k

d
r

r j

d

v r j
k

d
d v d k

v r j

d









 
  

 

 
 

 
  

  
 

  
 
 





 

           

     

1

1 1

', 1
''

1 1

! ''
1

1 1 '' ''
1

d d

j j

i i d d
r dk

r
j j

v r j r j
r k

d d

r j v r j
d v d k k

d d





 



 

     
     

   


     
        

   

 

 
            (4.9) 

olur. Burada 

 
 

1

1

'',
''

1

''
1

1 '' ''

d

j

k r d
dk

j

r j
k

d
A d

v r j
d k k

d







 
  

 


  
    

 




 

ve 

 

 

1

'' 1, 1 1
1

1
, 1

1

1

j

j

d

r j
k j d

d

v d r j
j d

d d

r

d





 


      


  

  



 



 

denirse bu durumda, 

1j j    '' 1
1

r j
k

d


  



 

 

1

1

v d r j

d d

  


1 ''

r j v
k

d

 
   ve 

1j d   için 1 1 1d d    
1

'' 1
1

r d
k

d

 
 

 1

r

d



1  '' 1k   olur. Buradan 

   1 1 1 '' 1d d k         yazılır. Dolayısıyla 

 
 

1

1

'',
''

1

''
1

1 '' ''

d

j

k r d
dk

j

r j
k

d
A d

v r j
d k k

d







 
  

 


  
    

 




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 

   

1

1

''

1

1

1 '' 1

d

j

j

d
dk

j j

j

d k



 







 



    




 

            

 

 

1

1

1
''

1

1

1

d

j

j

d
dk

j j

j

d



 









 



  




 

            
 

 

1

''
1

11

1

d
j

dk
j j j

d



 





 


  
                                                                            (4.10) 

bulunur.  7  den 

 

 
 

 

 

 

 

 

1
,0

,
0

1

1

11 ; 1 ;

q
p q q pi i q

p q q q p q

i iq q q q

a a
F G t F dt

x xt

  

   

       
                    

            

                                                                                                                               (4.11) 

eĢitliği vardır. Burada 
1

1

0
d

j

j






  ve  

 

  0 !;

k
p p k

p q

k qq k

a a z
F

kbb z





      
     

                                                                                   (4.12) 

hipergeometrik fonksiyon olup,    
1

r

r i pp
i

a a


  Ģeklindedir. EĢ. 4.11 de 0,x   

1q d   yazılırsa, 

 

 

 

 

1
1 1 11, 0

1, 1
0

1 1

1
1

1

d
d di i d

d d

i i d

G t dt
  

 


 

 

 

    
          
   

elde edilir. Buradan da 

 

 

 

 

1
1 1 11, 0

1, 1
0

1 1

1

1

d
d di d

d d

i i i d

G t dt
 

  


 

 

 

   
           

                                              (4.13) 

bulunur.   Bu    bağıntı     
1

2
v       için    olmak    üzere    EĢ.   4.10   da   kullanılırsa 
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 '',k rA d 
 

 

1

''
1

11

1

d
j

dk
j j j

d



 





 

  
  

             
''

1
dkd


 

 

1 1 11, 0

1, 1
0

1

d dd

d d

d

G t
 



 

 



 
 
 
 

  

             
 

1
1, 0

1, 1'' 0

1
1 '',..., 1 '', ''

1

11
1 '',..., 1 ''

1 1

d

d ddk

v r v r d
k k k

d d
G t dt

r dd r
k k

d d



 

     
    

 
  

    
  

               (4.14) 

Ģeklinde yazılabilir. EĢ. 4.14 ün sağ tarafı ''kt  ile çarpıp bölünürse, 

 '',k rA d 
 

''
1

'' 1, 0

1, 1
0

1
1 '',..., 1 '', ''

11
1 '',..., 1 ''

1 1

k

k d

d dd

v r v r d
k k k

t d d
t G t dt

r dd r
k k

d d

 

 

     
    

    
   

    
  

  

olup, EĢ. 2.11 özelliğinden 

 '',k rA d 
 

''
1

1, 0

1, 1
0

1
1,..., 1,0

11
1,..., 1

1 1

k

d

d dd

v r v r d

t d d
G t dt

r dd r

d d



 

     
  

    
   

  
  

  

yazılabilir.  Burada,  1d dt d     dönüĢümü   yapılırsa,   1d ddt d d d     olur  ve 

 '',k rA d   

 
 

1
1 '' 1, 0 1

1, 1
0

1
1,..., 1,0

1
11

1,..., 1
1 1

d

dd d k d d d d d

d d

v r v r d

d d
G d d d d

r dr

d d

   




  

 

     
  

  
  

  
  

  

                                                                                                                               (4.15) 

elde edilir. EĢ. 4.9 ve EĢ. 4.15 den 

, n

ru x 
   

   
1

1 '' 1 1

', 1 1

0

1

!

1

1

d

d

d

d
j r k d r

i i r d

r

j

v r j

dr

r jd v

d

  




    

 



  
 
 

   
 





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                            
 

1 1, 0 1

1, 1

1
1,..., 1,0

11
1,..., 1

1 1

d d d d d

d d

v r v r d

d d
d G d d

r dr

d d

    

 

     
  

 
  

  
  

   (4.16) 

 

yazılır.    EĢ.    4.16  de    tekrar    EĢ.    2.10    özelliği kullanılırsa, 

, n

ru x 
   

   
1

1 '' 1 1

', 1 1

0

1

!

1

1

d

d

d

d
j r k d r

i i r d

r

j

v r j

dr

r jd v

d

  




    

 



  
 
 

   
 





   

                                                                
 

1, 0 1

1, 1

1
,..., ,1

11
,...,

1 1

d d d

d d

v r v r d

d d
G d d

r dr

d d

  

 

     
 
 

  
 

  

 

olur. '' 'k k k   yerine yazılır ve EĢ. 4.5 den 'i i  için   ' 1n r k k d    olduğu 

göz önüne alınırsa, 

, n

ru x 
   

 
1

1 1

', 1 1

0

1

!

1

1

d

d

d

d
j rn

i i r d

r

j

v r j

dr

r jd v

d

  




  

 



  
 
 

   
 





  

                                                                
 

1, 0 1

1, 1

1
,..., ,1

11
,...,

1 1

d d d

d d

v r v r d

d d
G d d

r dr

d d

  

 

     
 
 

  
 

  

            

elde edilir ki bu da ispatı tamamlar.  

 

4.1. d- Boyutlu Fonksiyonel Vektör 

 

Bu kısmın amacı, Humbert polinomlarının d-ortogonalliği için d-boyutlu fonksiyonel 

vektörü tanımlamaktır.  
0n n

P


 polinomlar kümesinin  0 1 1, ,...,
t

d      d- 

boyutlu fonksiyonel vektörüne göre d-ortogonal olması için gerek ve yeter Ģart bu 
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polinomlar kümesinin kendisinin dual dizisi olan  
0n n

u


 dizisinin ilk d bileĢeninden 

oluĢan  0 1 1, ,...,
t

du u u u   vektörüne göre d-ortogonal olmasıdır  8 . Kısacası 

Humbert polinomları için d-boyutlu fonksiyonel vektör olarak, Humbert 

polinomlarının dual dizisinin ilk d bileĢenini göz önüne alacağız ki bu vektör bu 

polinomların d-ortogonalliğini garanti edecek. 

 

4.1.1. Teorem 

EĢ. 4.1 ile tanımlanan   , 1 0

v

n d n
h x 

 Humbert polinomlar kümesi, 

 0 1 1, ,...,
t

du u u u   d-boyutlu fonksiyonel vektörüne göre aĢağıda tanımlanan iç 

çarpımla d-ortogonal polinomlar kümesidir. 

Eğer n r  ise , 0n

ru x                                                                                      (4.17) 

ve n r  için 

 
1

, ,

0

,

d

dd

n n

r r i r du x d    




                                                                               (4.18) 

dir. Burada   0 11 , , dn i d k k IN i IN      , dr IN  ve 

 
   

 

 
1 1 1, 0 1

, 1, 11 1

1

1
,..., ,1

!

111
,...,

1 1 1

d

j r d d d

r d d dr d

r

j

v r j v r v r d

dr d d
G d

r j r drd v

d d d

   
    

  



        
   
   

             





                                                                                                                               (4.19) 

dir. 

Teorem 4.1.1 in ispatı Teorem 4.1 e benzer olarak yapılabilir. dr IN  olduğunda 

' 0k   ve 'r i  dür. 

 

4.2. Humbert Polinomlarının Özel Durumları 

 

Bu bölümde d ve v parametrelerinin özel değerleri için Humbert polinomlarının özel 

durumlarını inceleyeceğiz. 
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4.2.1. Gegenbauer polinomları  1d   

 

EĢ. 4.1 de 1d   yazılırsa,   
0

v

n n
C x


Gegenbauer polinomlarının doğurucu 

fonksiyon bağıntısı, 

   2

0

1 2
v

v

n

n

xt t C x




  
nt  

olarak elde edilir. Buradan    , 2

v v

n nC x h x  olduğu görülür. Gegenbauer 

polinomlarının 1-ortogonalliği için ağırlık fonksiyonu  1 0dr IN IN    olmak 

üzere EĢ. 4.19 dan 
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                                                              (4.20) 

olur. EĢ. 2.11 , EĢ. 4.20 de kullanılırsa, 
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olup, burada EĢ. 2.10 kullanılırsa, 
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bulunur. EĢ. 2.12 den 0 1   için 

 0, 1  
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                                                              (4.21) 

elde edilir.  EĢ. 4.21 de EĢ. 2.8 uygulanırsa 0 1   için 
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
 


                                                                          (4.22) 

ağırlık  fonksiyonu  elde  edilir.  O  halde,  Gegenbauer  polinomları  için  iç  çarpım, 

 
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veya 
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Ģeklindedir. Burada 

02 , , 0,1n i k k IN i     

dır. Bu iç çarpımla Gegenbauer polinomları  1d  -ortogonaldir. 
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Biliyoruz ki, Gegenbauer polinomları için 1 1x    aralığında ortogonallik özelliği 

1

2
v    için, 
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  

Ģeklindedir. Ağırlık fonksiyonu ise 1 1x    için 
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v
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v

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



 


 

dir. Yani 1d  durumunda ağırlık fonksiyonu, bildiğimiz ortogonallikteki ağırlık 

fonksiyonu ile çakıĢır. 

 

4.2.2. Pincherle tipi polinomlar  2d   

 

 Pincherle tipi polinomlar, 

   3

0

1 3
v

v n

n

n

xt t P x t




                                                                                    (4.23) 

doğurucu fonksiyon bağıntısıyla tanımlanır   10 . Bu bağıntı, 
1

2
v    için Pincherle 

polinomlarını verir. EĢ. 4.1 de 2d   yazılırsa 
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elde edilir.  

Teorem 4.1.1 den   
0

v

n n
P x


 Pincherle tipi polinomları 2 boyutlu  0 1,

t
u u u  

fonksiyonel vektörüne göre  aĢağıdaki iç çarpımla 2-ortogonaldir: 

 

2

32

, , 2
0

, , 0,1, 3 ,n n

r r i ru x d r n i k k IN    



     .                              (4.24) 

Burada ağırlık fonksiyonu  , 2r   olmak üzere, 0r   için 
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Ģeklinde bulunur. EĢ. 2.8  kullanılırsa  
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olur. Benzer Ģekilde 1r   için, 

 
 

2

1 2 3, 0 2 3

1, 2 3, 330

1

1

1 1 1 1 2
,

21! 2 2
2

1 2 3 43
, ,

3 3 3 3

j

j

v j v v

G
jv

   
 



        
    

 
      

   




 

            

 

2 2, 0 3

2, 2

2 3 2 3
,

2 2 2 2
4

2 4 2 4
1 ,

3 3 3 3

v v v v

G

v

 

        
      
     
            
     

 



 

 

28 
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bulunur. 

 

4.2.3. Tchebicheff  tipi d-ortogonal polinomlar  1v   
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doğurucu fonksiyon bağıntısına sahiptir  13 . 1d b   için klasik 2. tip Tchebicheff 

tipi  polinomlar kümesi elde edilir. EĢ. 4.1 de 1v  , 
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                                                                      (4.26) 

Ģeklindedir. Teorem 4.1.1 den EĢ. 4.26 ile verilen   
0

.;n n
U d


 Tchebicheff tipi 

polinomlar kümesi d-boyutlu  0 1 1, ,...,
t

du u u u   fonksiyonel vektörü ile aĢağıdaki 

iç çarpımla d-ortogonaldir: 

Eğer n r  ise , 0n

ru x                                                                                      (4.27) 



 

 

29 

 

ve n r  için 

 

 

1

1
1

, ,

0

,

d

d

b
d

d

n n

r r i r du x d    

 
  

 

  .                                                                   (4.28) 
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Ģeklindedir. 

1d b   durumda, ikinci tip   
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olup, burada 02 ,n i k k IN    ve 0,1i   dir. EĢ. 2.10 kullanılırsa, 
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   

   
  

                  

1
22 2

0,

0

2
1

2 2

n

i d
 

 


    
          

  

Ģeklindedir. 
2

t


  dönüĢümü yapılırsa, 

 
1 1

2 2
0 0,

0

4
, 1

2

n

n

i

x
u d   



 
  

 
  

                   
1 1

2 2
0,

1

2
1n

i d   




   

elde edilir. Buradan 
0

2
n

n

x
U



  
  

  
polinomlar kümesi için 1 1x    için ağırlık 

fonksiyonu, 

   
1

2 2
0,1

2
1  


   
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dir. Biliyoruz ki 2. tip Tchebicheff polinomları için  1 1x    aralığında 

ortagonallik özelliği 

    
1 1

2 2

1

0,

1
,

2

n m

n m

U x U x x dx
n m







  




  

Ģeklindedir. Yani 2. tip Tchebicheff polinomları için 1 1x   aralığındaki ağırlık 

fonsiyonu 1d   durumundaki ağırlık fonksiyonu ile çakıĢır. 

 

4
2,

27
d b   durumunda, Tchebicheff tipi polinomlar kümesi 0 1,u u  fonksiyonelleri 

ile aĢağıdaki iç çarpıma göre 2 -ortogonaldir: 

 
1

, , 2

0

, n n

r r i ru x d      .                                                                                (4.30) 

Burada 03 ,n i k k IN   , 0,1,2i   ,  0,1r   ve 

 

2

3
1 1 3, 0

0, 2 3, 31
3

1

1 0 2 3
, ,1

2 4 2 2
3

40 1 2
3 , ,1

273 3 3

j

d

j

j

G
j


  

 





    
    

 
      

   




 

             

 

 

1 2, 0 3

2, 2

3 3
1 1,

2 2
3

1 2 1 2
1 ,

3 3 3 3

G 

  
    

   
            
     

 

             1 2, 0 3

2, 2

3
1,

3 2

1 22
,

3 3 3

2

G

 




 
 
 
 
 
 

 

            
1 2, 0 3

2, 2

3
1,

3 3 2

1 24
,

3 3

G 




 
 
 
 
 
 
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 

2

3
1 2 3, 0

1, 2 3, 33
3

1

1 1 3 4
, ,1

2 4 2 2
3

41 2 4
3 ,1,

273 3 3

j

j

j

G
j


  

 



    
    

 
      

   




 

            
 

 

2 2,0 3

2,2

3 3
2 ,2

2 2
3

2 4 2 4
1 ,

3 3 3 3

G 

  
    
   

            
     

       

           
2 2, 0 3

2, 2

3
,2

9 2

2 1 2 4
,

3 3 3 3

G


 

 
 
 

           
     

 

          
2 2, 0 3

2, 2

3
,2

9 3 2

2 44
,

3 3

G 




 
 
 
 
 
 

                           

Ģeklindedir. 

 

4.2.4. Legendre tipi polinomlar 
1

2
v
 

 
 

 

 

Bu kısımda   
0

.;n n
L d


 Legendre tipi d-ortogonal polinomlar kümesi 

incelenecektir. 
1

2
v   için   , 1 0

v

n d n
h x 

 Humbert polinomlar kümesi 

   
1

2
, 1;n n dL x d h x  olur. 1d   durumu, Legendre polinomlar kümesini verir. EĢ. 

4.2 den 
1

2
v   için 

 
  

 
 

  

 
 1, 1 , 1 , 1

1 1 1
1

1 1

v v v

n d n d n d d

v n d d v
h x xh x h x

n n
    

    
      
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 
 

 
 

 

 
 

1 1 1

2 2 2
1, 1 , 1 , 1

1 1
1 1 1

2 2
1

1 1
n d n d n d d

n d d

h x xh x h x
n n

    

    
       

      
  

 
 

 
  

 
 

 
 1

2 1 1 2 2 1
; ; ;

2 1 2 1
n n n d

n d n d
L x d xL x d L x d

n n
 

     
      

 
            12 1 ; 2 1 1 ; 2 1 ;n n n dn L x d n d xL x d n d L x d          

rekürans bağıntısı elde edilir. 

Burada 1d    yazılırsa Legendre  polinomları için bilinen 

         1 11 2 1n n nn P x n xP x nP x      

rekürans bağıntısı bulunur. 

Teorem 4.1.1 den 
1

2
v   için   

0
.;n n

L d


 polinomlar kümesi d-boyutlu 

 0 1 1, ,...,
t

du u u u   fonksiyonel vektörüne göre aĢağıdaki iç çarpımla d-ortogonal 

polinomlar kümesidir: 

Eğer n r  ise , 0n

ru x                                                                                      (4.31) 

ve n r  ise 

 
1

, ,

0

,

d

dd

n n

r r i r du x d    




  .                                                                            (4.32) 

Burada   01 , , 0,1,..., ,n i d k k IN i d      0,1,..., 1r d   ve  

 
 

 1 1

, 1
1

1

1

2!

1
1

2 1

d

j r

r d d
r

jr

r j

d dr

r j
d

d

  
  






 
  
 


   

    
   




 

                                    
 

1, 0 1

1, 1

1 1 1
,..., ,1

2 2

11
,...,

1 1

d d d

d d

r r d

d d d d
G d

r dr

d d

 

 

   
  

 
  

 
  

                (4.33) 

olup 1d   durumunda, 
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 

1

1 1 2, 0 2

0, 1 2, 22
1

10

0 1 1
1,1

1 20! 2

1 0 1
2 ,1

2 2 2

j

j

j

G
j

   
 





         
 

          
     




  

           

 

1 1, 0 2

1, 1

3 3

2 2
2

1 1
1

2 2

G 

  
   
   

       
   

 

          
 

   
1

0
1 2 2 2

1
1 1

1
    


 

bulunur. Yani bilindiği gibi, 1 1x    aralığında Legendre polinomları  0,1 1    

ağırlık foksiyonuna göre ortogonaldir. 

 

2d   durumunda Legendre tipi polinomlar için ağırlık foksiyonu, Pincherle tipi 

polinomları için 2d   durumunda bulunan ağırlık fonksiyonunda 
1

2
v   yazılarak

 
  1

1 2, 0 3

0, 2 2, 2

1 2
,

3 3 1 2 2 2
4

1 2
,

3 3

v

v v

v
G   



 



   
  
 
 
 
 

 

           

3
1

2

1 2, 0 3

2, 2

7

1 2, 0 32
2, 2

1 1
3 1 2

3 3 2 2 2,2
4 2 2

1 2
,

3 3

3 5
,

4 4
3 3 2 4

1 2
,

3 3

G

G

 


 

 






 
     

  
  

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

ve 
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 

1
1

2

2 2, 0 3

1, 2 2, 2

1 1
1 2 3

2 2 2 2 2,2
4 2 2

2 4
2 4

,3 3
3 3

G



   

 



 
      

       
     
    
 

 

           

5

2
2 2, 0 3

2, 2

5 7
,

3 2 4 4
4

2 4 2 4
,

3 3 3 3

G


 





 
 
 

           
     

 

Ģeklinde bulunur. 

Ayrıca 
1

1
v

d



 için   , 1 0

v

n d n
h x 

 Humbert polinomlar kümesi   
0

.;n n
K d


 

Kinney  polinomlarını verir  11 . Özel durumlarda,     
0

1n n
L x d


  Legendre ve 

   
1

3

0

2n

n

P x d



 
 

 
 Pincherle tipi polinomlarını içerir. Bu polinomlar Legendre 

polinomlarının bazı temel özelliklerine sahiptir. Sonuç olarak bu polinomlar, 

Legendre tipi d-ortogonal polinomlar olarak da görülebilirler. 
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5. JACOBĠ TĠPĠ POLĠNOMLARIN d-ORTOGONALLĠĞĠ 

 

5.1. Humbert Polinomlarının BileĢenleri 

 

5.1.1. Teorem 

, 1

0
1

v

n d

n

x
h

d




  
  

  
 Humbert polinomlar kümesinin bileĢenleri 1dIN   olmak 

üzere, 
 

  ,

0

;
!

v

n d

n

v
P x

 








  
 
  

 Ģeklinde yazılabilir. Burada, 

  
   

   
 

, 1 , 1

1
; , , ; ;

! 1

n
d

v n
n d d d d d

v d x
P x F n d n v

n d



 


  

 

  
     

  

     (5.1) 

   ,

1
; 0,1,..., 1

1
d

j
j d

d





  
   

 
                                                                    (5.2) 

dir ve  ,p a  ile, 1,...,j p  olmak üzere 
1a j

p

 
 ler gösterilir. 

 

5.1.2. Teorem 

1

2
v   , 1dIN   ve EĢ. 5.2 ile verilen  ,d   için EĢ. 5.1 de tanımlanan 

   ,
0

;v

n d
n

P x





 polinomlar kümesi  0 1 1, ,...,
t

du u u u   

  d-boyutlu 

fonksiyonel vektörüne göre aĢağıdaki iç çarpımla d-ortogonal polinomlar kümesidir 

 12 : 

Eğer n r  ise , 0,n

ru x                                                                                       (5.3) 

ve n r  ise 

 

1
1

1

,

0

,

d

d
d

n n

r r du x d    


 
 

 

  .                                                                              (5.4) 

Burada, 
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 
  

 
1 1

, 1

1

1

1

1

d

j

r d d

r

j

v r j

v r d d

jv

d




  



 







   
     


  

 
 




          

                             
 

1,0

1, 1 1

1
,..., ,1

111
,...,1

1 1

d

d d d

v r v r d
r

d d
G

d
d

d dd

 







  

      
 

 
   

  
   

      (5.5) 

Ģeklindedir. 

 

1d   durumunda, EĢ 5.2 den  

     1,

1 1 2 1
; 0,1 1 , ; 0,1 1 ; 0,1

2 2 2 2

j
j

  
   

        
             
     

 

bulunur. Ayrıca 

   ,
0

;v

n d
n

P x





, 0,1   polinomlar kümesi 
  1 1

,
2 2

0

1
1 2

2

v
n

n

n n

v x
P





 
  

 



 
   

  
     

   

,

0,1    Jacobi  polinomlar  kümesine  dönüĢür.  Gerçekten, 0   için  EĢ.  5.1  den 

   
 

   
2 1 2 1
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; , 1, ; ; , ; ;
2 ! 2 4 ! 2 4
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           
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bulunur. Burada  2 1x x   dönüĢümü yapılırsa, 

 
   

2 1

11 1 1
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      

   
                                            (5.6) 

elde edilir. 

 
   ,

2 1

1 1 1
,1 ;1 ;

! 2

n

n
n

x
P x F n n
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 


  
   

      
 

                                   (5.7) 

eĢitliği ile bilinen Jacobi polinomlarında 
1 1

,
2 2

v      durumları göz önüne 

alınırsa, 
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2 21
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elde edilir. Benzer Ģekilde 1   için EĢ. 5.1 den 
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bulunur.  2 1x x   dönüĢümü yapılırsa, 
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elde edilir. Ayrıca EĢ. 5.5 den ağırlık fonksiyonu 1d   durumu için 
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 
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Ģeklinde bulunur. Ġç çarpım EĢ. 5.4 den 
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Ģeklindedir. Burada EĢ. 2.12 kullanılırsa 
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elde edilir. Bu durumda 
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olup, 1
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bulunur. 
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   

                         (5.8) 

elde edilir. Dolayısıyla 
  1 1

,
2 2
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1
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v
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v x
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



 
  

 



 
   

  
     

   

 Jacobi polinomlarının ağırlık 

fonksiyonu 1d   için 1 1t    aralığında    
1 1

2 21 1
v

t t
 

   dir. 

2d   durumunda,    , 3

v v

n nh x P x  idi. Teorem 5.1.1 den 
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v

n

n

x
P



  
  

  
 polinomlar 

kümesinin bileĢenleri 
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Ģeklindedir. Burada 
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         (5.9) 

dir. Teorem 5.1.2 den    ,
0

;v

n d
n

P x





, 0,1   Humbert polinomlarının EĢ. 5.9 

ile tanımlanan bileĢenleri 2-boyutlu  0 1,
t

u u u  fonksiyonel vektörüne göre  
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Ģeklindedir. 

 

5.1.1. Tanım 

Humbert polinomlarının bileĢenlerinin geniĢletmesi, 

    
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  

 

                                                                                                                               (5.10) 

Ģeklinde genelleĢtirilmiĢ hipergeometrik polinomu olarak tanımlanır ve bu 

polinomlara Jacobi tipi polinomlar denir. Burada, 1,2,...,j d  için 0, 1,...j    ve 

 1 0, 1, 2jv d       dir. Eğer  d  yerine  ,d  , v  yerine v   yazılırsa, EĢ. 

5.1 deki Humbert polinomlarının bileĢenleri karĢımıza çıkar. 
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5.2. Doğurucu Fonksiyon 

 

EĢ. 5.10 ile tanımlanan Jacobi tipi polinomların doğurucu fonksiyonu 
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                            (5.11) 

Ģeklindedir. Gerçekten de,  13 den 
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yazılabilir. EĢ. 5.12 de 1r d  , v  ,    q db  ,    1,pa d v  , 
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5.3. Rekürans Bağıntısı 

 

EĢ. 5.10 da tanımlanan Jacobi tipi polinomlar için rekürans bağıntısı bulalım. 

EĢ. 5.11 in her iki yanının x  e göre türevi alınırsa, 
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rekürans bağıntısı elde edilir. 

 

Diğer taraftan, EĢ. 5.11 in her iki yanının t  ye göre türevi alınırsa, 
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olup, gerekli düzenlemeler yapıldıktan sonra her iki tarafta nt  nin katsayıları 

eĢitlenirse 1n   için,  
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Ģeklinde türev içermeyen rekürans bağıntısı bulunur. 

 

5.4. Diferensiyel Denklem 

 

5.4.1. Teorem 

EĢ. 5.10 ile tanımlanan Jacobi tipi polinomlar aĢağıdaki diferensiyel denklemi sağlar 

 12 : 
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Ģeklindedir. 
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olarak bulunur. Diğer taraftan EĢ. 5.10 ile tanımlanan Jacobi tipi polinomlar klasik d-

ortogonal polinomlardır  12 . 
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! 2 2 27

n

n
v n v n v x

F n
n

 
    

  
 

 

Ģeklindedir. Bu polinomların doğurucu fonksiyonu; 

   
 

 
 

3 2 1 2 3 2 1 23 3

1 2
1 3, ; , ; 1 , , ; , ;

3 3 31 1

v vxt v v v xt
t F v t F

t t
   

 
    

      
       

 

                                                                                                        
0

;v n

n d

n

P x t


  

dir ve 
1 2

27
; ,

4

v

ny P x  
 

  
 

 polinomunun sağladığı 3. basamaktan diferensiyel 

denklem, 

 
  2

2 3 1 2

1

2 2 14 4 1
1

2 2
j

j

x x D v x x D


     
       

   
  

                                                                  
 1

1 2
3, 3,

1

' 0
4

m m

m m

m

n v n
c x c x D y



 
   


  

     
 2 3 2 2

1 2 3,1 3,1

7
1 1 ' 0

2 4

n v n
x x D v x x D c x c D y 

     
            

    
 

   
 2 3 2 2

1 2

57 3 1 2 3
1 1

2 4 4 4 2

v vv
x x D v x x D n n x 

     
              

     
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                                                                             
  

1 2

1
0

4

n v n v n
D y

   
  


 

Ģeklindedir. 
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6. GENELLEġTĠRĠLMĠġ HĠPERGEOMETRĠK d- ORTOGONAL 

POLĠNOMLAR 

GenelleĢtirilmiĢ hipergeometrik polinom, 

      
     
   

1

1

0 1

...
, ; 1 ;

!1 ... 1

mn
pm m m

n p q p q

m qm m

n a a x
P x F n a x

m


 





   

 
                          (6.1) 

Ģeklinde tanımlanır  14 . Burada 1, 2,...; 1,...,j j q      dur. 

d
D

dx
  olmak üzere; 

    
   
     

1
1

1 1

...
; ;

1 !...

m
pm m

p q p q

m qm m

a a x
D F a b x

mb b








   

                                 
   
   

1 1 1

0 1 1 1

...

!...

m
pm m

m qm m

a a x

mb b


 


 

  

                                 
   
   

11

01 1

1 ... 1...

... !1 ... 1

m
pmp m

mq qm m

a aa a x

b b mb b





 


 
  

                                     1

1

...
1 ; 1 ;

...

p

p q p q

q

a a
F a b x

b b
                                             (6.2) 

eĢitliği vardır. 

EĢ. 6.1 ile verilen hipergeometrik polinom 0,p q d   için 

      1 ; 1 ; , 1, 2,..., 1,...,d

n d d jl x F n x j d


                                                (6.3) 

Ģeklini alır. 

 

6.1. Lemma 

EĢ. 6.1 ile tanımlanan nP  polinomları aĢağıdaki diferensiyel rekürans bağıntısını 

sağlar: 

 
   1

! !

kn k n

k

P P
n

n k n
   


.                                                                                    (6.4) 

Burada 
d

x
dx

   dir  15 . 
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6.2. Lemma 

 EĢ. 6.1 ile tanımlanan nP  polinomlarının d-ortogonal olması için gerek ve yeter Ģart 

     0x n S y     

Ģeklindeki   diferensiyel   denklemi   sağlamasıdır   14 .  Burada  S, 1d  .  dereceden 

   
1

, ,0

0

, 0
d

n k nk
k

S s n s 




    ve 
, 1 0n ds    

formuna sahip bir polinomdur.  

 

6.1. Teorem 

EĢ. 6.1 ile tanımlanan hipergeometrik polinomların sadece EĢ. 6.3 de verilen özel 

halleri d-ortogonaldir. Dahası bu polinomlar klasiktirler. 

 

İspat 

      ; ;p q p qf x F x   hipergeometrik polinomlar, 

   
1 1

1 0,
q p

j j

j j

d
x y x

dx
     

 

 
      

 
   

diferensiyel denkleminin çözümüdür  16 . O halde nP  polinomları  

    
1 1

0
q p

j j

j j

x a n y    
 

 
     

 
                                                              (6.5) 

diferensiyel denklemini sağlar. 

   
1

q

j

j

A    


   operatörü    
1

,

0

q

n k k
k

A a n 




   Ģeklinde yazılabilir. Burada 

 ,0

1

q

n j

j

a n n 


   ve 
, 1 1n qa    dir. Gerçekten de; 

   
1

,

0

q

n k k
k

A a n 




   

            ,0 , , 1 1
1

q

n n k n qk q
k

a a n a n  


      
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              , 1
11

1
q q

j n k k q
kj

n n a n n  




       

olup, n   alınırsa, 

       , 1
11

1
q q

j k k q
kj

A a       




       

          
1

q

j

j

  


   

elde edilir. Bu yüzden Lemma 6.2 den nP  polinomlarının d-ortogonal olması için 

gerek ve yeter Ģart    , 0,p q d olmasıdır. Bu özel durumdaki polinomlar ise, EĢ. 

6.3 ile verilen 
 

, 0,1,...d

nl n


  polinomlarına karĢılık gelirler. Ayrıca EĢ. 6.2 den

      1 ; 1 ;d

n d dDl x D F n x


    

                
   

  1

1

1; 2 ;
1 ... 1

d d

d

n
F n x

 


   

 
 

                
   

   1

1

1 1 ... 1

d

n

d

n
l x


 








 
      

yani 

         1

1

1

1 d d

d

i n n

i

Dl x nl x
 








                                                                            (6.6) 

elde edilir. Buradan 

           1

1

1

1 1d d

d

i n n

i

Dl x n l x
 








     

olduğundan 
 

1

0

1

1

d

n

n

Dl
n







 
 

 
dizisi de d-ortogonaldir. Dolayısıyla 

 
, 0,1,...d

nl n


  

klasiktir.  

 

2d   durumunda EĢ. 6.3 de 1 2,      alınırsa 

     ,

1 2 ; 1, 1;nl x F n x
 

                                                                                 (6.7) 

olur ve bu polinomlar EĢ. 6.5 den 

      0x n y           
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diferensiyel denklemini sağlar. Ayrıca 2d   durumunda EĢ. 6.6 dan

            , 1, 1

11 1 1 , 0n nDl x n l x n
   

 
 

                                                 (6.8) 

elde edilir. Buradan 
 ,

1

0

1

1
n

n

Dl
n

 





 
 

 
 türev dizisi 2 -ortogonaldir ve   ,

0
n

n
l
 



klasiktir. Ayrıca  17  den 
 

, 0,1,...d

nl n


  polinomları  , x   ve   , 'x x   

ağırlık fonksiyonları ile 2 -ortogonaldir. Burada 

        
1

2
, 2 1 1 2x x K x

 

     




      

Ģeklindedir ve vK  Macdonald fonksiyonudur. EĢ. 6.3 den 
 d

nl


 polinomları açık 

olarak 

      1 ; 1 ;d

n d dl x F n x


    

             
 

 0

1

1 !

n
kk

d
k

j k
j

n
x

k










 

            
    

 0

1

1 ... 1

1 !

n
k

d
k

j k
j

n n n k
x

k



     






 

            
    

 0

1

1 ... 1 1

1 !

k
n

k

d
k

j k
j

n n n k
x

k



   






 

            
 

   0

1

! 1

1 ! !

k
n

k

d
k

j k
j

n
x

n k k






 



  

            
 

 0

1

1
, 0

1

k
n

k

d
k

j k
j

n
x n

k




 
  

  



       

Ģeklindedir. Ayrıca Brafman eĢitliğinden 

         1

0

; 1 ; , ; 1 ;
!

k
t

p q p q p q p q

k

t
e F a xt F k a x

k
 







      
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özelliği vardır  18 . Bu durumda 
 d

nl


 fonksiyonları için doğurucu fonksiyon 

bağıntısı, 

     0 1

0

; 1 ; ; 1 ;
!

k
t

d d d d

k

t
e F xt F k x

k
 





       

                                     
   

0 !

d

k

k

k

t
l x

k






                                                                    (6.9) 

Ģeklinde bulunur. EĢitliğin iki tarafını te  ile çarpıp düzenlemelerden sonra nt  nin 

katsayıları eĢitlenirse, 

      0

0

; 1 ;
!

d

k
t

d d k

k

t
F xt e l x

k









      

 

 

     
0 0 0

1

1 1

! !
1 !

d

n nn n n k

kd
n n k

j n
j

t x t t
l x

n k
n





  

  



 



  


 

 

 

   
 

 0 0 0

1

1 1

! !
1 !

d

n n kn n n kkn

kd
n n k

j n
j

t x tt
l x

k n k
n





  

  



 





 


 

 

 

 

 
   

0 0 0

1

1 1

! !
1 !

d

n n kn n nn

kd
n n k

j n
j

t x t
l x

k n k
n






 

  



 





 


 

bulunur. Buradan 

       
01

1 1 d

d n
kn

j kn
kj

n
x l x

k






 
    

 
  

elde edilir. 

 

1d   durumunda EĢ. 6.9 daki doğurucu fonksiyon bağıntısı, 1   olmak üzere,

     0 1 1 1

0

; 1 ; ; 1 ;
!

n
t

n

t
e F xt F n x

n
 





       

                                  

   

0 !

n
n

n

L x t

n n

n










 

 
 

  



 

 

54 

 

olur. Burada   0 1 ; 1 ;F xt    fonksiyonu yerine yazılırsa, 

   

 

   

0 0

1

1 ! !

m m n
nt

m nm

xt L x t
e

nm n

n





 

 




  
 
 

   

     
 

   
 0 0

1 1

!1 ! !

! !

m m n
t n

m n

xt L x t
e

nm m n

n








 

 

  
 

  
   

                                              

   

 0 1

n n

n n

L x
t












  

Ģeklinde bulunur. Birinci çeĢit Bessel fonksiyonunun tanımı kullanılırsa,

 
 

 

   

 02

1
2

1

nt n

n n

L x
e J xt t

xt



 









 



  

eĢitliği elde edilir. 

 
 d

nl


 polinomları için EĢ 6.2 den 

      1 ; 1 ;d

n d dDl x D F n x


    

                

 
  1

1

1; 2 ;

1
d dd

j

j

n
F n x





   


 

elde edilir. Bu eĢitlikte her iki tarafın  x e göre türevi alınırsa,

   
 

  2

1

1

1; 2 ;

1

d

n d dd

j

j

n
D l x D F n x








   


 

                 

 

 

 0

1 1

1

!
1 2

m

m

d d
m

j j m
j j

nn x
D

m
 





 

 


 


 
 

                 

 

 

   

1

1

1 1

1

1 2 1 !

m

m

d d
m

j j m
j j

n xn

m 





 

 


  


 
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 

 

 

1

0

1
1 1

1

1 2 !

m

m

d d
m

j j m
j j

n xn

m 







 

 


 


 
 

                
 

  

 

 0

1 1

21

1 2 3 !

m

m

d d
m

j j j m
j j

n xn n

m  





 

   


  


 
 

                

 

  
 

   

 

   

1

1

2

2

2

2
1

1
2; 3;

1 2

1 1

1

d

d dd

j j

j

nd

j

j

n n
F n x

n n
l x




 











  
   

 

 








 

                
 

   

   
2

2

2

2
1

1 !

1 2 !

d

nd

j

j

n
l x

n














 
 

bulunur. Benzer Ģekilde x e göre k kez  türev alınırsa, 

   
 

   

   

1

1 !

1 !

d d

k

kk

n n kd

j k
j

n
D l x l x

n k

 












 
 

elde edilir. 

ġimdi, 
 d

nl


 polinomlarının özel durumlarına bakalım. 

1d   durumunda 1 , 1      alınırsa, 

   
 

   
!

1
n n

n

n
l x L x
 





 

olur. Yani 
  

0
n

n
L




 Laguerre polinomlar kümesi de 1-ortogonaldir.

  
1

1,..., 1 , 1d

d

d d

 
  

  
     
 

 için 

 
 

1

1 1
, ; ,..., ;

!

k

kn
n k

k x
Z x k F n

n k k k


       

      

 

olarak tanımlanan Konhauser polinomu   19  için, 
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 
1

1

1

1 1
, ; ,..., ;

!

d

d
dnd

n d

d dx
Z d x d F n

n d d d


  

  
           

    
  

 

                     

 

      

1

1 1
; ,..., ;

!

1

!

d

dn
d

dn
n

d
F n x

n d d

l x
n

 

  



   
  

 




 

eĢitliği yazılabilir. Özel olarak 

 
 

 1 1

1
,1 ; 1;

!

n
nZ x F n x

n







    

                 1 1 ; 1; n

n
F n x L x

n





 

    
 

  

elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 

 

57 

 

7. HERMĠTE TĠPĠ POLĠNOMLARIN d- ORTOGONALLĠĞĠ 

 

Hermite polinomlarının açık ifadesi, 

   
2

2

,2

0

n

n k

n n

k

H x k x

 
 
 





  

Ģeklindedir. Burada 

 
 

 

2

,2

! 1 2

! 2 !

k n k

n

n
k

k n k






  olup, 

 

 

   

    
 

 

1 2 1

,2

2
,2

1 ! 1 2 ! 2 !

1 ! 2 1 ! ! 1 2

k n k

n

k n k
n

k n k n k

k k n k n





  



  


   
   

                 
 

  

2 !

4 1 2 2 !

n k

k n k


 

  
 

                 

  

 

  

 

 

 
2

2 2 1

4 1

2 2 1

4 1

2

4 1

n k n k

k

k n k n

k

k n

k

  
 



  
 




 



 

Ģeklindedir. 

     ,

0

n

m

n n m n mk

k

P x k B x

 
 
 





                                                                                    (7.1) 

formundaki       
0n n

P


      polinomlar     kümesini     göz     önüne     alalım.    Burada  

2m  ,   
0k k

B


,   0 1B x  ,      
1

0

, 1,2,...
k

k

r

B x x r k




                              (7.2) 

Ģeklinde tanımlanan bazdır. Ayrıca burada  ,  0 0   olacak Ģekilde tam 

fonksiyon,   , ,n m n IN k
k

 
 



 

 

58 

 

 

 

 

 
 
 

   

,

,

, ,

1
, 0,...,

1

0 1, 0, 0,...,

n m m

m

n m

n m n m

n mkk N k n
k

k k c D k m

n
k k

m





 

    
     


  

       

                                          (7.3) 

Ģeklinde tanımlanan dizi, D  ve N  negatif olmayan tamsayı köklerine sahip 

aralarında asal iki polinomdur ve c kompleks bir sayıdır. 

1, 0, 2N D m     durumunda EĢ.7.3 den 

 

 

 

 
,2 2

2

,2

21

1

n

n

n kk

k k c





 
 


 

bulunur. Ayrıca EĢ.7.2 den 

    
1 1

0 0

k k
k

k

r r

B x x r x x
 

 

      

olur. Buradan 

  2

2

n k

n kB x x 

   olup bunlar EĢ. 7.1 de yerine yazılırsa, 

     
2

,2 2

0

n

n n n k

k

P x k B x

 
 
 





  

           
2

2

,2

0

n

n k

n

k

k x

 
 
 





  

           nH x  

Hermite polinomuna dönüĢür. 

Amaç, EĢ. 7.1 ile tanımlanan polinomların d-ortogonalliği için gerek ve yeter Ģart 

olan , , ,N D c  nin değerlerini bulmaktır. 

 

EĢ. 7.1. ile tanımlanan polinomlar kümesi yalnız 1N D   için ve   polinom 

olmak üzere 

de ,de 1

1, 0

m r r
d

m

 




 

 
    

durumunda d-ortogonaldir  20 . 
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1d   durumunda 2, 0m    olur ve bu sonuç Hermite polinomlarına karĢılık 

gelir. 

 

        ; , , ,n p q s n
P x c m a b x                   

                             
 

1

1
, , ; ,1 , ;

m
s

m p sm q p s q s
F m n a m x n b

cm
  

          
  
  

   (7.5) 

          ; , , , , , ; ;

m

n

n p q m p q p q

m
P x c m a b x F m n a b

cx


  
       

                            (7.6) 

hipergeometrik polinomlar verilsin. Burada 

  , 1,...,i x i s   kümesi s-ayrılabilir küme ve    
1

, 1
s

i

i

x x s 


  , 

 pa  ile  1,..., pa a  kümesi,    
1

r

r i pp
i

a a


 , 

   ,1 sm x n    ile      1,1 ,..., ,1 sm x n m x n        sıralısı 

gösterilmektedir. 

 

7.1. Tanım 

 1,..., s  , 1s   olmak üzere derecesi 1 olan s tane polinomdan oluĢan küme olsun. 

 1,..., s   kümesinin s-ayrılabilir küme olarak adlandırılması için gerek ve yeter Ģart 

      
1 1

s s

i i

i i

x y x y  
 

 
   

 
   

olacak Ģekilde   polinomunun var olmasıdır. Bu durumda boĢ kümeye 0- ayrılabilir 

küme denir. Ayrıca 

      
1 1

0 0
s s

i i

i i

y y  
 

     

olduğu açıktır. Buradan  , s. dereceden  0 0   olan monik polinomdur. 
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7.1. Charlier Tipi d- Ortogonal Polinomlar 

 

     
0

1
!

d

n
xH t

n

n

t
e t P x

n





                                                                                        (7.7) 

doğurucu fonksiyon bağıntısına sahip d-ortogonal  
0n n

P


 polinomlar kümesi I. tip 

Charlier polinomları olarak adlandırılır. 

             1

1
; , , , , ; ;n k s r k s r k sP x c a b F n x a b

c
  

 
  

 
 

ile verilen  
0n n

P


 polinomları 0, 1, 0s r k    ve  1 x ax b    olmak üzere, II. 

tip Charlier polinomları olarak adlandırılır. 

 

7.1.1. Teorem 

EĢ. 7.5. formundaki polinomlar kümesi yalnızca 0p q   ve sm d  durumunda d-

ortogonal polinomlar kümesi olur. 

 

İspat 

EĢ. 7.5, EĢ. 2.7 ve EĢ. 2.9 den 

        
  

 1

1
0

1

1

1
; , , ,

1 1
!

m

mk
sp k

j k
n p q s sn m

k s

q k
j

k

n j
a

m
P x c m a b x

cmx n j
b k

m

 










   
       

                  
 





                                  
  

 

1

0

1
0

0

1

1
!

m
mk

mk
sp k

j k
s n m

k smks

q k
j

k

n j
m a

m
x

cx n j
m b k

m














  
       

                 
 





 

                                 
   

 

 

0

1

1 !

mk
s

s pmk n k

k s qmk k

n x a

cx n b k









         
  

         
  

                                 
      

   
    

   
1

0 1

1 1 1
...

! 1 1

n
mk mk mkm

p smk k n n

k q sk mk mk

n a x x

cb k x n x n

 

 

 
 
 



      
  

        
  
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       1

0

...

!

n

m
p smk k n mk n mk

mk
k q k

n a x x

cb k

 
 
 
 

 



   


  
  

                                 
   

0 !

n

m
p smk k n mk

mk
k q k

n a x

cb k


 
 
 





      


  
  

                                 
 

  
0 1!

n

m s
pmk k

rmk n mk
k rq k

n a
x

b k c


 
 
 


 

   


  
   

                                 
 

       
0 1

1 ... 1
!

n

m s
pmk k

r r rmk
k rq k

n a
x x x n mk

b k c
  

 
 
 

 

   
    

  
   

                                 
 

       1 1 1

0

1 ... 1 ...
!

n

m
pmk k

mk
k q k

n a
x x x n mk

b k c
  

 
 
 



   
    

  
  
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elde edilir. EĢ 7.1 ve EĢ. 7.2  ile karĢılaĢtırılırsa, 
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bulunur. EĢ. 7.3 den 
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olduğundan d ms  olmasıdır.   

 

7.1.1. Tanım 
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polinomlar kümesi 1s    için Teorem 7.1.1 den d- ortogonal polinomlar kümesidir. 

Bu polinomlar III. tip Charlier  polinomları olarak adlandırılır. 
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Ģeklindedir.  
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7.2. GenelleĢtirilmiĢ Hermite Polinomları 

 

Hermite polinomlarının Gould- Hopper genellemesi, 
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                                        (7.11) 

Ģeklindedir. 

 

7.2.1. Teorem 

EĢ. 7.6 formundaki d-ortogonal polinomlar 1m d   için Gould- Hopper 

polinomlarını verir. 

Teorem 7.2.1 in ispatı Teorem 7.1.1 dekine benzer olarak yapılır. 
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olarak yazılabilir. 

 

7.3. Doğurucu Fonksiyon 

 

EĢ. 7.8 ile tanımlanan III. tip Charlier  polinomları için bir doğurucu fonksiyon 
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Ģeklindedir. Gerçekten, 
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elde edilir. 

 

7.4. Limit ĠliĢkisi 
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nC x  Charlier polinomları ve  nH x  Hermite polinomları arasında 
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Ģeklinde bir limit bağıntısı vardır  21 . Ayrıca Teorem 7.1.1 in ispatında görüldüğü 

gibi 
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olup buradan, 
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                                                   (7.17) 

elde edilir. EĢ. 7.17 bağıntısı da Gould- Hopper polinomları ile EĢ. 7.8 ile verilen III. 

tip Charlier polinomları arasındaki  limit durumudur. 

 

7.4.1. Teorem 
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0
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
 Gould- Hopper polinomlar kümesi  0 1 1, ,...,

t

du u u u   fonksiyonel 

vektörüne göre aĢağıdaki iç çarpımla d-ortogonaldir  20 . 
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dir. 1, 1d h    durumunda EĢ. 7.11 ile verilen Gould- Hopper polinomları 
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Ģeklindedir.  22  de verilen 
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bağıntısı  kullanılırsa, 
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iç çarpımıyla 1-ortogonaldir. 

 

7.4.2. Teorem 
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fonksiyonel vektörüne göre aĢağıdaki iç çarpımla d-ortogonaldir  20 . 
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Ģeklindedir. 
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8. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

 

Bu çalıĢmada d-ortogonallik ve bazı uygulamaları incelenmiĢtir. Polinomlar arasında 

genel bir sınıf olan Humbert polinomlarının d-ortogonalliği gösterilmiĢ ve buna bağlı 

farklı özelliklerine de değinilmiĢtir. Özel tipten bazı polinomların Humbert 

polinomları ile iliĢkileri verilerek, bunların da d-ortogonalliği incelenmiĢtir. Son 

olarak da bazi klasik ortogonal polinomların d-ortogonalliği ve bunların özel 

durumları verilmiĢtir. 

 

Bu tezde çalıĢılan konuların ıĢığı altında, gelecekte ortogonalliği bilinmeyen 

polinomların d-ortogonalliği incelenebilir ve bunların doğurucu fonksiyon, rekürans 

bağıntısı gibi farklı özellikleri de elde edilebilir. 
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