d- ORTOGONAL POLINOMLAR

Giilsen ORUCOVA

YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIK

GAZi UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

TEMMUZ 2013
ANKARA



Giilsen ORUCOVA tarafindan hazirlanan “d- ORTOGONAL POLINOMLAR” adli

bu tezin Yiiksek Lisans tezi olarak uygun oldugunu onaylarim.

Dog. Dr. Esra ERKUS DUMAN e

Tez Danismani, Matematik Anabilim Dali

Bu ¢alisma, jiirimiz tarafindan oy birligi ile Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek

Lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Prof. Dr. Ibrahim Ethem ANAR

Matematik Anabilim Dal1, Gazi Universitesi

Dog. Dr. Esra ERKUS DUMAN i,

Matematik Anabilim Dali, Gazi Universitesi

Dog. Dr. Fatma TASDELEN YESILDAL i,

Uygulamali Matematik Anabilim Dali, Ankara Universitesi

Tez Savunma Tarihi: 09/ 07/ 2013

Bu tez ile G.U. Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu Yiiksek Lisans derecesini

onamistir.

Prof. Dr. Seref SAGIROGLU

Fen Bilimleri Enstitiisit Muduri



TEZ BIiLDiRiMi

Tez igindeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde
edilerek sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu
calismada bana ait olmayan her tiirli ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif

yapildigini bildiririm.

Giilsen ORUCOVA



d- ORTOGONAL POLINOMLAR
(Yiiksek Lisans Tezi)

Giillsen ORUCOVA

GAZIi UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU
Temmuz 2013

OZET

Bu cahsmada d-ortogonal polinomlar incelenmistir. Ilk olarak énbilgiler ve
kullanilacak olan bazi kavramlar, d-ortogonallikle ilgili tammlar ve lemmalar
verilmistir. Daha sonra Humbert polinomlarimin d-ortogonalligi gosterilmis ve
ozel hallerinin d-ortogonalligi incelenmistir. Ayrica Jacobi tipi polinomlarin d-
ortogonalligi gosterilmis, rekiirans bagintis1 elde edilmistir. Buna ek olarak
genellestirilmis d-ortogonal polinomlar verilerek 6zel halleri incelenmistir. Son
olarak Hermite tipi polinomlarin d-ortogonalligi gosterilmis, Charlier, Gould-

Hopper, Laguerre tipi polinomlar ve bunlarin d-ortogonalligi arastirilmistir.

Bilim Kodu :204.1.138

Anahtar Kelimeler : d-ortogonallik, Meijer G-fonksiyonu, Pochhammer
sembolii, hipergeometrik fonksiyon.

Sayfa Adedi 74

Tez Yoneticisi : Dog¢. Dr. Esra ERKUS DUMAN



d- ORTHOGONAL POLYNOMIALS

(M. Sc. Thesis)

Giillsen ORUCOVA

GAZIi UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
July 2013

ABSTRACT

In this study, d-orthogonal polynomials were investigated. First, preliminaries
and some concepts that will be used, definitions and lemmas regarding the
concept of d-orthogonality were given. After that d-orthogonality of Humbert
polynomials was shown and d-orthogonalities of their special cases were
examined. Also d-orthogonality of Jacobi-type polynomials was shown and
recurrence relation was obtained. In addition generalized d-orthogonal
polynomials were given and their special cases were investigated. Lastly d-
orthogonality of Hermite-type polynomials was shown, d-orthogonalities of
Charlier, Gould-Hopper and Laguerre-type polynomials were investigated.

Science Code : 204.1.138

Key Words : d-orthogonality, Meijer’s G-function, Pochhammer symbol,
hypergeometric function

Page Number: 74

Adviser : Assoc. Prof. Dr. Esra ERKUS DUMAN



Vi

TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimimin her asamasinda destegini esirgemeyen, tecriibesi ve derin
bilgileri ile bana yardimci olan ¢ok kiymetli hocam Saymn Dog. Dr. Esra ERKUS
DUMAN’a ve her zaman bilgisinden faydalandigim babama sonsuz tesekkiirlerimi

sunarim.

Ayrica yiiksek lisans egitimim siiresince desteklerinden dolayr TUBITAK’a

tesekkiirli borg bilirim.



vii

ICINDEKILER
Sayfa
OZET o iv
ABSTRACT ettt b et e e bt e e be e re e ne e Y
TESEKKUR .....ovititiiie ettt es s se sttt es st ss ettt s s st ss s s ensesnsnsns Vi
ICINDEKILER ....covovvieiecte sttt st es sttt es st ss sttt s s snn s, vii
SIMGELER VE KISALTMALAR ......ccoiiiiesee ettt iX
1 GIRIS oottt 1
2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR ...ttt 2
2.1. GaMMA FONKSTYONU ..ottt 2
2.2. Pochhammer SEmbOLU ........ccveiiiie i 3
2.3. Meijer G-FONKSIYONU ........ccoiiiiiiiieiee s 5
2.4. Hipergeometrik Seri ve Hipergeometrik FONKSIYON ........cccooeviiiiiniiiiicen, 7
3. d- ORTOGONAL POLINOMLARIN TEORISINE GIRIS ......cvvvvviieieieieenns 9
3.1, d- OrtogonalliK .........ooiiiiie e 9
4. d- ORTOGONAL HUMBERT POLINOMLARI ......c.ccccooviieieieeeees e, 12
4.1. d- Boyutlu Fonksiyonel VEeKtOr........ccouviiiiiiiiiiiiiiieiecese e 22
4.2. Humbert Polinomlarinin Ozel DUrumlart ............cccceevevveveeeeeneeseeees e 23
4.2.1. Gegenbauer polinomlart..........ccccveriiiiiiiciie e 24
4.2.2. Pincherle tipi polinomlar...........cccoooiiiiiiiiiii e 26
4.2.3. Tchebicheff tipi d-ortogonal polinomlar............ccccoeviiiiiiiiicicn, 28

4.2.4. Legendre tipi polinOmIar. ...t 32



viii

Sayfa

5. JACOBI TiPI POLINOMLARIN d- ORTOGONALLIGI........ccccooeevvieiircrernns 36
5.1. Humbert Polinomlarinin BileSenleri ..........cccceevviiieiiiiiiie e 36
5.2. DOZUIUCU FONKSIYON ..ccuvviiiiiiiiiiiie ittt 42
5.3. ReKUrans BaGINtIST ......cccuviiiiiiiiiiiiiiic it 42
5.4. Diferensiyel DenkIEm ...........ccoooviiiii i 45

6. GENELLESTIRILMIS HIPERGEOMETRIK d- ORTOGONAL POLINOMLAR

.................................................................................................................................... 49
7. HERMITE TIiPI POLINOMLARIN d- ORTOGONALLIGI .....cccovvviiiiniicinnn. 57
7.1. Charlier Tipi d- Ortogonal Polinomlar..............ccccovvevieieiic i 60
7.2. Genellestirilmis Hermite Polinomlart .........ccccoccveiiiiiiiiiiiiiec e 64
7.3. Dogurucu FONKSIYON .......coiiiiiiiiiie e 64
7.4, LAMit THSKIST...vveeecveveiescececeee ettt 65
8. SONUC VE ONERILER .......cccsuitititeieteieeeiee e e ettt 71
KAYNAKLAR .ottt ne e neesnne s 72

(076 ) 16)1Y 1 15RO 74



SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

I'(x) Gamma fonksiyonu

(a)r Pochhammer sembolii

hy g2 (X) Humbert polinomu

H, (X) Hermite polinomu

P (x) Jacobi polinomu

C, (x) Gegenbauer polinomu
P'(x) Pincherle polinomu

U, (X) Ikinci cesit Tchebicheff polinomu
Gy Meijer G- fonksiyonu

L, (x; d) Legendre tipi polinom
9. (x;h) Gould- Hopper polinomu
C'¥ (x) Charlier polinomu

| () (x) Laguerre tipi polinomlar



1. GIRIS

d-ortogonallik kavramu literatiirde birgok bilim adamui tarafindan incelenmistir. 1997
yilinda K. Douak, P. Maroni tarafindan d-ortogonal Tchebicheff polinomlari, 2000
yilinda Y. Ben Cheikh, K. Douak tarafindan genellestirilmis hipergeometrik d-
ortgonal polinomlar kiimesi, belli formda dogurucu fonksiyon bagintis1 ile
tanimlanan polinomlarin d-ortogonalligi konular1 ¢alisilmistir. 2003 yilinda Y. Ben
Cheikh, Ali Zaghouani tarafindan bazi diskre d-ortogonal polinomlar incelenmistir.
Y. Ben Cheikh, A. Ouni, I. Lamiri, 2008 yilinda Humbert, Jacobi tipi ve Hermite tipi
polinomlarin d-ortogonalligi, 2011 yilinda ise ¢-Laguerre tipi polinomlarmn d-

ortogonalligini ¢alismislardir.

Bu tezde klasik ortogonalligin genel hali olan d-ortogonallik kavrami incelenmistir.
Humbert polinomlar kiimesinin d-ortogonalligi gdsterilmis, bu kiime igin agirhik
fonksiyonu ve i¢ ¢arpim verilmistir. Gegenbauer, Pincherle tipi, Tchebicheff tipi,
Legendre tipi polinomlarin Humbert polinomlar1 ile iliskisi verilerek, bu
polinomlarin da d-ortogonal oldugu gosterilmis ve d nin 6zel halleri incelenmistir.
Daha sonra Humbert polinomlarinin bilesenleri tanimlanmis, bu bilesenlerden olusan
polinomlar kiimesinin de d-ortogonal oldugu verilmistir. Sonraki béliimlerde Jacobi,
Laguerre, Hermite tipi polinomlarin d-ortogonalligi incelenmis ve 6zel durumlariyla

birlikte farkli 6zellikleri gosterilmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Gamma Fonksiyonu

F(X) ile gosterilen gamma fonksiyonu
(x)= [t dt (2.1)
0

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir. X >—1 olan herhangi bir reel say1

olmak tizere;
x!=J.tXe“dt =T'(x+1)

0
seklindedir. Buradan da goriiliir ki, —1 den biiyiik olan tiim reel sayilarin faktoriyel
degerlerini sonlu bir reel sayr olarak tanimlamak miimkiindiir. Bundan dolay1
'[ t*"e"'dt genellestirilmis integraline genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da denir.
0
X =0 oldugu zaman faktoriyel fonksiyonunun degeri,
0!=[e"dt=1

0
dir. Bu sonu¢ 0! degerinin neden 1 olarak tanimlanmasi gerektigini agiklar.

Elemanter matematikte n faktoriyel, n'=n(n-1)(n-2)...3.2.1 carpimi ile verilir.

Bu ozellik n'=n(n—1)! esitligini igerdigine gore, eger X=n bir tam say1 ise
I'(n+1)=n!=n(n-1)!=nI(n)

yazilabilir.

0 b
(x+1) = [te‘dt =lim [t"e dt
0 0
b—w

= Iim(—txe‘t \g)+ th“e‘tdt
0

=xI'(x) (2.2)



oldugundan I fonksiyonu, Es.2.2 yi tim x>0 degerleri i¢in saglar. Ayrica

0< Re(z)<1 icin

r(z)T(1-2)= Si:ﬂ (2.3)

esitligi vardir. Es. 2.3 den

e

= r(%) =z (2.4)

2.2. Pochhammer Sembolii

a reel ya da kompleks bir sayi, r sifir ya da pozitif tamsayr olmak tizere
(a) =a(a+1)..(a+r-1),r>1

(a),=1,a=0

seklinde tanimlanir. (a)r Pochhammer sembolii olarak bilinir. Pochhammer sembolii

asagidaki ozelliklere sahiptir:

(a), =F(%Z)r) (2.5)
(a)iﬂ_ =a(a+1)..(a+i-1)(a+i)(a+i+l)...(a+i+j-1)=(a) (a+i)j (2.6)

ve

o) o2 (5] (228 o)
(%+s—1j(%rlj(%rl+lj(a?ﬂ+2)...[6%1+s—1]...

a+m-1\a+m-1 a+m-1 a+m-1
( )( 1j( zj[ +s_1]
m m m m




a(a+m)..(a+m(s-1)) (a+1)(a+1+m)..(a+1+m(s—1))

__(arm-D(a+rm-1+m)..(a+m-1+m(s-1)
= (zsmsm a(a+1)..(a+m-1)(a+m)(a+m+1)..(a+m+m-1)

.x(a+m(s-1))(a+m(s—1)+1)..(a+m(s—1)+m-1)

=(2),, @.7)

dir. Ayrica Pochhammer semboliiniin 6zelliginden

(a),, =2% (%a) [%a+%) .n=012,..

yazilabilir. Es. 2.5 kullanilirsa,

a a 1
' =+n|{I'| z+—-+n
C(a+2n) (2 j [2 2 jn:Ol

2 2 2
olup, bu esitlikte a=1 alindiginda,

F(1+nj F(1+1+n]
1“(1+2n):22n 2 2 2 N_o1

T

ve buradan da

F[;+n
F(2n+1)=22”—

\/; jl‘(n+1), n=0,1...

Jzanr(2n)= 22“1“(%+njnl“(n), n=0,1,...

J;?r(zn)=22”-1r(%+njr(n), n=0,1,.. (2.8)

bulunur. Ayrica Pochhammer sembolii



(a), = ((1__12:52)) 0<k<n (2.9)

bagintisin1 da saglar.
2.3. GJ'; Meijer G- Fonksiyonu

m n

B Hf(bj—r)HF(l—aj+z’)
) LTI (b o) T (2 o)

j=m+1 j=n+1

seklinde tanimlanir. Burada 0<m<q, 0<n< p ve parametreler j=1,2,....m igin

F(bj—r) nun, k=12,...,n igin F(l—ak+r) nun kutup noktalart olmayacak

sekildedir. (ap) ile a,a,, .., a, siralis1 gosterilmektedir.

{ (a ] Il -o)[r(-a+e)
Gyl 2 P =(27i) jZT f:l = 5 dr
(b) © [Ir(-b+)[Tr(a-7)

esitliginin her iki tarafi z° ile carpilirsa,
(=,

) Ity =) Tr(a-a,+)
z"G;"’q”{z ]—(Zﬂ'i) a2 - dr
(b) L [IT(-b+e) [T (a-7)

j=m+1 j=n+1

olur. 7+ o =u doéniigiimii altinda dz =du ve 7 =u—o dir. Dolayisiyla

{ (ap)] . ﬁf(b-—u+a)ﬁr(1_a.+u_a)
2760 2| " |=(2ai) " 2 22 N
(bq) U H F(l b, +u-— J)Hr(a —U+0')

j=m+1 j=n+1

o TIr((b o) )Hr(l (8, +0)+u)
=(27i) Iz” = p du
U F(l—(bj+O')+U)HF((aj+o')—u)

]=m+]_ j=|’]+1

—.



[ |a+o,a,+0,.,a,+0
=GM! (z i b"m] (2.10)
b, +o,.., :
bulunur. Diger taraftan
I ra-
- Ay Ay g B Lf, l} (ﬂj T) o ( 0£J+z')
Gyl 2 =(27i) " |z . = dr
Purs B L H F(l—ﬂj+r) F(a —T)F(,Bl—f)
j=m+1 j=n+1

(zai)* [ r(f,-7).T (B, -1 (1~ +7).T(1-a, +7) .

| T(1-Ba+7).T(1-B,+7)0(y, —7)..T(1-a,, —7)T(B,-1)

:(27zi)_1 JL-Zr L(B,-7).I(B, -V (1-eq+7)..I'(1-, +7)

F(l 1 T )...F(l—ﬂq+1')F(an+1—r)...F(l—ap_l—r)dT

[Ir(8 )T Ir(-a, +7)

=(27zi)*1jzf L L dr
L Hr(l ﬁj+f)1_[r(a ~7)
1r(5,. I)Hf(l o, +7)
(27i)" 22 - dr
HF(l ,BJ+1+T)HF(05 —r)
. Qs Ay 4
‘G?lq”{ B ] (2.11)

elde edilir. Ayrica [9] dan

(@) o [T -2 TIrs i -er)
Jzz J—lp Xﬂh
(4,) “=1Hr(1+,8h BT (- 5,)

j=m+1 j=n+1

Xp ql((1+ﬂh )i+ 8 -8,) (=) x) (2.12)

olup burada p<q veya p=q, [x<1 dir. h=12,..,m olmak iizere h# j

durumlar1 * sembolii ile gosterilir. Es. 2.12  kullanilirsa,



X a+ﬂ]=F(a;x“fo((l+a—(a+ﬂ));—;x)

1
r(p)
1

B ani(l—,.ﬁ)(l—ﬂ+l)...(l—ﬂ+ n—l)Xk

:F__@_xf4ﬂ (2.13)

bulunur.
2.4. Hipergeometrik Seri ve Hipergeometrik Fonksiyon

a, [,y reel ya da kompleks sabitler olmak tizere

+aﬁx+a(a+1)ﬂ(ﬂ+l) 2
y 1.2y(y+1)

olarak ifade edilen seri matematikte biiyiikk bir Oneme sahiptir. Bu seri

(2.14)

1+ X+ X +...
geometrik serisinin bir genellestirilmesi oldugundan hipergeometrik seri adini alir.

Es. 2.14 den goriilmektedir ki, y degeri sifir ya da negatif bir tamsay1 olmamalidir.

Bu seri |X| , X| >1 i¢in 1raksaktir. |X| =1 oldugu zaman y >a+f

ise seri mutlak yakmsaktir. Xx=-1 iken y>a+ -1 ise seri yakinsaktir.

Pochhammer semboliiniin tanimi kullanilarak, Es 2.14 asagidaki gibi tekrar

yazilabilir.

F. (. B:7:X) i r (B).x (2.15)

r=0 7 rr'



Es. 2.15 de goriilen F nin altindaki 2 ve 1 alt indisleri, F nin yapisinda biri ¢ ve g
digeri y olmak flzere iki tip parametre bulundugunu ifade eder. Es. 2.15 in

genellestirilmis sekli

hA)x 219

(7q)

seklindedir. Hipergeometrik fonksiyonu ifade eden ,F, gosterimi yerine genellikle

(ot aryi) <3

’MS

sadece F kullanilir. Yani,
Fi(a B7:x)=F(a. B:7:X)

olup, bu fonksiyon hipergeometrik fonksiyon olarak adlandirilir.



3. d- ORTOGONAL POLINOMLARIN TEORISINE GIRIS

P, katsayilar1 kompleks sayr olan polinomlarin vektdor uzayr ve P' bu vektor

uzaymn cebirsel duali olsun. (u, f) ile f € P polinomu ve ueP" fonksiyonelinin

i¢ carpimini gdsterecegiz. N ler negatif olmayan tamsayilar olmak {izere, {Pn}nzo

polinomlar kiimesinde her n igin derP, =n dir.

3.1. d- Ortogonallik

3.1. Tanim

d pozitif bir tamsay1 olsun. {P }nzo polinomlar kiimesi,

n

{<rk,PrPn>:O, r>nd+k, nelN,={012,..} (3.1)

(T, PPy ) %0, nelN,
ortogonallik bagmtisin1 her k € IN, ={O,1,...,d —1} tamsayisi i¢in sagliyorsa, bu
kiimeye, d-boyutlu I' = t(FO,Fl,...,Fd_l) fonksiyonel vektoriine gore d-ortogonaldir

denir [1].

3.2. Tanim

n n+l

{P }nzo polinomlar kiimesi d-ortogonal olmak iizere {(n +1)71 i P } tirev dizisi
n=1

de d-ortogonal ise {P }nzo polinomlar kiimesi Hahn 6zelligine sahiptir denir. Bu

n

durumda {PR,}  polinomlar kiimesine klasik d-ortogonal polinomlar kiimesidir

n

denir [2].

3.3. Tanim

{ P, }nzo polinomlar kiimesi,
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27
P =w" P , IN, = _— 3.2
(@) =L R (), n< N, 0, =exp| 27 (32

esitligini saglarsa bu kiimeye d-simetriktir denir [3] :

Ornek

d=1 igin coz:exp[%):exp(;ri):cos;r+isin;r=—l bulunur. Bu durumda

{P,}.., polinomlar kiimesi Es. 3.2 yi saglyorsa simetriktir ve P, (—x)=(-1)"P,(x)

n

dir.

3.1. Lemma

{P }n>0 polinomlar kiimesinin d-ortogonal polinomlar kiimesi olmasi igin gerek ve

n

yeter sart

d+1

XP,(x)= kzz(;ak’d (N)P,_g. (%) (3.3)

(d+1). basamaktan indirgeme bagmtisini saglamasidir. Burada

n>d i¢in ¢y, 4(N)ae(n)#0 ve n>1igin P, =0 dir [4].

3.2. Lemma

{P.} ., polinomlar kiimesinin d-simetrik olmasi igin gerek ve yeter sart

n

(X)=x"P¢(x**), ueINy;, neIN  kosulunu saglayan (d+1) tane

I:)(dJrl) N+

{Pn” (X)}nZo polinomlar dizisinin olmasidir. Burada {P”(X)}nZO ailesine {P }nzo d-

n n

simetrik polinomlar kiimesinin bileseni denir [3] .

3.3. Lemma

{P, }nzo d-simetrik polinomlar kiimesi ve {u, }rzo onun dual dizisi olsun. Eger {P, }nzo

d-ortogonal ise {P”#(X)}mo’ teINy,, bilesenleri de d-ortogonaldir ve {Pn“(x)}

n>0



11

ler igin verilen d-boyutlu fonksiyonel vektdr u*="(uf,uf,...us,) seklindedir.
Burada

Uf = Gd+1<xﬂ uy+r(d+l))’ re INd’ HE INd+1

seklindedir. Ayrica o, operatori

o, (F(x)="1(x7), feP

ile tanimlanmustir ve g > 2 olan pozitif tamsayidir [3].
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4. d- ORTOGONAL HUMBERT POLINOMLARI

Genellestirilmis Humbert polinomlar1 P, (m, XY, P, C) ile gosterilir ve

(C—mxt+ y’tm)p = iPn (m,x,y, p,C) t"
n=0

dogurucu fonksiyon bagmtisiyla tanmimlanir. Burada m>1 tamsayr olup diger
parametreler i¢in sinirlama yoktur. Bu tanim ¢ok iyi bilinen birgok 6zel polinomu

i¢cerir. Bunlardan bazilari;

P (2, q,—l,—%, pzj = f,(p,q), Louville (1722)

n

2, x,l,—%,lj = X, = P,(x), Legendre (1784)

2,%1,-1,1)=U, (x), Chebyshev (1859)

(
P,(2,x,1,-v,1)= C)(x), Gegenbauer (1874)
(

P|3 x,l,—%,lj: P, (x), Pincherle (1890)
P, (m x,1,-v,1)=h' (x), Humbert (1921)
Pn(m,x,l,—%,lj: P,(m,x), Kinney (1963)
seklindedir.

hy » (X) Humbert polinomlarmm m=d +1 hali

(1-(d+1)xt+t"1) "=y (%) (4.1)

n=0

seklinde bir dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir. Burada v > —%, v=0 ve d

pozitif tamsayidir. Bu polinomlar ilk olarak Pincherle tarafindan v=—%, d=2

durumunda  calisilmigtir. h,‘{dﬂ( ) Humbert  polinomlar1 d>2  igin



(v+n)(d+1)

(9= o COD

rekiirans bagintisina sahiptir. Gergekten de

( —(d+1) xt+td*1) ' Zhn a (

n>0

esitliginin her iki tarafinin t ye gore tlirevi alinirsa

—v(l—(d+1)xt+td+l) ((d+1)x+ d+1)t ) Zhnd+1

~v(I-(d+1)xt+t") a (d +1)(t* —x) = Zhn o (X)Nt™

n=.

~v(1-(d +1)xt+t%*) " (d +2)(t* — x) = Zhn aa ()N (1= (d +1)xt +1°7)

~v(d +1)(t’ —X)Zhnd+1 t—ZhnM —(d+1 thwl nt"

+Z hn d+1

v(d+1) Zhn g (O™ +ux(d +1) Zhn g ( Zhn aa (X)Nt™

—(d+1 thn e (X)Nt" +Zhn g (

x(d +1) Zhn o (X)t" +(d +1) thn aa (X)Nt" - Zhn aa(X)nt™

d +1 Zhn d+l n+d +Zhn d+l

13

(4.2)

n+d

n+d

n+d

Esitligin sag tarafindaki serilerde n—n—d, esitligin sol tarafindaki {iglinkii seride

n — n+1 yazilirsa,

x(d +1) Zhn o (Ot" +(d +1) thn g (X)Nt" = th e (X) (n+1)t"

n=1

d+1zhndd+1 t_i_Z:hndd-ﬂ n d)

n=d+1
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i{[vx d+1)+(d+1)xn [hy ., (X)=h, 40 (X)(n +1)}t“ +vx(d +1)hy o, (X)

n=1

! (%) = 3 [v(d+2)+(n=d) [y g ()T +V(d +D)RE 4o (X)E°

n=d+1

52X M)A )0 s (O D] (A 4D () (3
+{[x(v+d)(d+2) TRy 4y (X) =y g (X)(d +D)}E°

+ i {[X(VH’\ d +1 :|hn d+1 h:+1 d+l( )(n+1)}tn

= 3 [v(d+1)+(n=d) [0 g 4 ()T +V(d +1)RE 4y (X)E°

n=d+1
olup, polinomlarin esitliginden serilerdeki t" lerin katsayilari birbirine esitlenirse

n>d+1 i¢in
I:X V+n d +1 :Ihn d+l hr\:+l d+1( )(n-l—l):l:V(d +l n d :Ih” d,d+l )

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse

o () = % Y g (X )—[%ﬂ} Wy 0 (%)

elde edilir.
1<n<d-1igin

[x(v+n)(d+1) [0y 40 (X)=hyy ga(X)(n+1)=0

bulunur. Bu esitlik diizenlenirse,

Y (d+1)(v+n) b

n+ld+1( )—W nd+1( )

elde edilir. Dikkat edilirse Es. 4.2 deki h), 4,,(X) teriminin n<d-1 i¢in

varligindan bahsedemeyiz. Geriye kalan terimlerde birbirine esitlenirse,

VX(d L) g0 (%) =Y g0 (%) +{[ X (V) (A +1) 0 g0 (X) = fon g0 (X)(d + D)}t

=v(d+1)hy 4, (X)t°

elde edilir. Bu esitlikden n=0 ve n=d durumlar1 i¢in
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[x(v+n)(d+1) [0y 40 (X)=hyy ga(X)(n+1)=0

rekiirans bagintisinin saglandigi goriiliir.

4.1. Teorem

Es. 4.1 de tanimlanan {hr‘]”dﬂ(x)}MHumbert polinomlar kiimesinin {ur}rzo dual

dizisinin i¢ carpimi asagidaki gibidir:

Eger r>n ise, (u,x")=0 (4.3)
ve
n>r ise,
diﬁ
(U X" =6, [ &, 4(£)de (4.4)
0
dir. Burada
n=-i+(d +1)k, k € IN,, i~-e|Nd+l 45)
r=|'+(d+1)k',k'eINO,l'eINd+l
d v+r+jj
I
o (é:): r! ];]l.: ( d 5—(r+1)
ECERN )
g \d+1
V+r+l v+r+d
T T g 1
Gd+1,0 dd d+1 46
X d+1,d+1 5 r+1 r+(d+1) ( )
d+1"" d+1

olup, ’ eijer G-fonksiyonu ve (a_), ,a,,..,a_( seklinde ve apall
lup, G’y Meijer G-fonk o). {ana,,...a,} seklind L kapal

konturdur.

fspat
Es. 4.3 iin ispati agiktir. Es. 4.4 i ispatlayalm. [6] dan {h:]dﬂ(x)}mo Humbert

polinomlar kiimesi i¢in
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[d}(v+n (d+1)j) n!

Z n . hr\1/— d+1)j d+1(X) (47)
( )n+1—j (d +1) J' ( )J'
inversiyon formilii vardir. Diger taraftan j=0,1,..., (dn 1) ve i,i' Es. 4.5 de
+
tanimlandigi gibi iki tamsayr olmak tizere i=i' ve j=k-k' oldugunda o nin

tanimindan &, ; =1 ve &; . =1 olur. Dolaysiyla & 5, , . =1 bulunur. Ayrica
Es.4.5 den

r-n+(d+1) j=i—i+(d+1)(k'=k)+(d +1) j=0+(d +1)(-j)+(d +1) j=0

dir. Yani r=n-(d+1)j ve &, =1 dir. O halde, i=i" ve j=k-k'

durumunda &, | 4.p; =i O; ke esitligi vardur.

—(d+1)j

i=i" ve j#k-k' oldugunda 6 nm tammindan &, =1 ve &;, . =0 olur

Dolayisiyla &, ;. 6, - =0 bulunur. Ayrica Es. 4.5 den
r—n+(d+1) j=i—i+(d+1)(k'-k)+(d+1) j

=0+(d+1)(k'—k)+(d+1)
=(d+1)(k'=k+j)=0

dir. Yani r=n—(d+1)j ve &, =0 dir. O halde, i=i' ve j=k-k'

—(d+1)j

durumunda o, , =0, 0; \x esitligi vardir.

~(d+1)]
i#i" ve j=k-k' oldugunda 6 nin tamimindan &, .=0 ve &, =1 olur.
Dolayisiyla &, 8, , . =0 bulunur. Ayrica Es. 4.5 den

r—n+(d+1) j=i—i+(d+1)(k'-k)+(d+1) j

=(i'-i)+(d+1)(-j)+(d+1)(j)

=i'-1#0

dir. Yani r=n—(d+1)j ve &, =0 dir. O halde, i=i' ve j=k-k'

—(d+1)j

durumunda o, , =0, 0; \x esitligi vardir.

—(d+1)j
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i#i" ve j#k-k' oldugunda & nin tammindan & ;. =0 ve &,, =0 olur

Dolayisiyla 6, ;. 0; . =0 bulunur. Ayrica Es. 4.5 den
r—n+(d+1) j=i-i+(d+1)(k'-k)+(d+1) j
=(i'-i)+(d+1)(k'=k+j)=0
dir. Yani r#n—(d+1)j ve & ;=0 di. O halde, i=i" ve jzk-k'
durumunda &, (4,1); =i O i esitligi vardir.
Ayrica kroniker deltas1 sabit say1 oldugundan indise bagh degildir. Yani o, ;. =9, ;
dir. Es. 4.7 den
[dﬂ}(v+n—(d+l)j) nt
j=0 (V)n+l—j (d +1)n JI

<ur,Xn>= U, hr\:—(d+1)j,d+1(x)

Z[du(v+n—(d+1)j) n! <
o (V)n+l—j (d+1)" j!

yazilir. Dual dizi tanimidan <ur’hr\ll—(d+1)j, d+1(X)>:5r,n—( 441)] dir. Dolayisiyla

ur ! hr\:—(d+l)j, d+1 (X)>

Sl (ven-(d+0§)

)= S

i=o (V)mfj (d+1)" j!

olur. Ayrica 6, (4.4); =6, Oj e Oldugundan

r,n—(d+1)j

[dnﬂ}(v+n—(d+l)j) n!
=0y = (V)n+1—j (d +1)n j!5j,k—k.

ve burada n—r+(d+1)(k—k') donisimi yapilirsa

[kkim} (vr+(d+1)(k—k")=(d+1)j) (r+(d+1)(k—k"))!
1=0 (V)r+(d+l)(k—k')+lfj (d +1)r+(d+1)(k_k') j! kK
olup, J=k—e Ise O kw =1 Ve j#=k=k' ise O ke =0

oldugundan
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Lo s v+r+(d+1)0 (r+(d+1)(k k'))!
(o) §“|(V)Hw+nww> o (d+2)" ) (k)

—5. V+Tr (l)r+(d+l)(k k")
i r+(d+
(V)r+d(k—k‘)+1 (d +1) (e (k k )

olur.

Burada k"=k-—k"' denilirse,
V+Tr (1)r+(d+1)k"

U X")= 5' i r+(d+1)k"
< > ’ (V)r+1+dk" (d +1) (d g k "!
bulunur. Es. 2.6 ve Es. 2.7 kullanilirsa,

(V)r+1+dk" - (V)r (V+ r)1+dk“

=(v), (v+r), (v+r+1),.

—(v), (v+r)d* H(v+r+1+1)
.

(4.8)

<u x”>:5-.- vd+1r J(ZO )k
r’ i = : r+(d+)k" | .
(V)r (V+r)ddk"H(V+r+1+ Jj (d +1) k"l
j:0 d K"
d+1 r+j
r!
H[d +1)
:é‘i',i d

(d+1)"( d“k'II(

]
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ko]
!
]
=6, d+1 _
r(v+;+1+k"j
dk" "
(d+1)" (v) d*k’ [] F(V+r+j)
d
d+1
r|Hr[v+r+JJHr(r+J j
=% dtl g VHr+ | (4.9)
(d+1)"(v), d*T(1+k") [lr( ‘)[1 ( y J+k")
J E
olur. Burada

d+1 r+J
d) = Hr(d+1 ]
Ace( )_ddk"l“ nTr (VT
(1+k )HF( J +k )

=1

ve
=tk 1<j<d4
d+1
,szv(d+1)+r+1, <i<d
d(d+1)
r
ﬂd+1__m
denirse bu durumda,
j d+1 ' i
a.+ﬂ.+1:u+k“—l+v( Hh)+r+] _IHIHY e ve
P da d(d+1) d
r+d+1

+k"-1 T +1=k"+1 olur. Buradan

i=d+1 icin «,.,+
J C‘ d+1 ﬂd+l d+1 d+1

I (g, + By +1)=T'(k"+1) yazilir. Dolayisiyla
d+1
HF( r+j, j
A (d)= d ;
d“i“l+k"IIF(v+;+J+kq

j=1
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d+1

[1r(e;+1)

j=1

d

ddk"F(1+k")HF(aj + B, +1)

(4.10)

bulunur. [7] den

o [E:{:)-Fﬂq-kl);XJ:lil[(w}

d+1

esitligi vardir. Burada Z B; >0 ve

=

[ 2R

hipergeometrik fonksiyon olup, [ar]p zl_l(ai)p seklindedir. Es. 4.11 de x=0,

g=d +1 yazilirsa,

e a+1+ﬂ) 1 ~di10
1 H( (J( +1) JJ-OGdJrl,dJrl t

elde edilir. Buradan da

T 1—‘(a'-’_:l') _ 1~d0 (ad+l+ﬂd+1)
];[(W]_J‘O Gyiian [t‘ (adﬂ) ]dt (4.13)

bulunur. Bu baginti v>—% icin olmak tizere Es. 4.10 da kullanilirsa

(ad+l +ﬂd+l)}
dt
(ad+l)
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- F(aj+1)
Cd% T (a; +pB;+1)

1 IlGdﬂ,o t (ad+1 +ﬂd+l)
- E d+1, d+
ddk 0 no (ad+1)

A (d)

L V+;+1—1+k",...,v+;+d—1+k",k"
=—_| GO |t dt (4.14)
dk" jO d+1, d+1 d l
d L I CLs TS
d+1 d+1

seklinde yazilabilir. Es. 4.14 iin sag tarafi t*" ile ¢arpip béliiniirse,

v+r+1 1ok v+r+d 1ok K"
K" - yreey - ]
it e d d
Ac(0)= [ 55 ) treie. t
’ d ’ r+(d+1
L e THERD
d+1 d+1
olup, Es. 2.11 6zelliginden
. V+(;+1—1,...,V+(rj+d—1,0
(D)= = | GO |t dt
A(,r( ) '[O[ddj d+1, d+1 r+1 1 r+(d+1)
d+1 77 d+1

yazilabilir. Burada, t=d"%" doniisimii yapilirsa, dt=d* (d+1) £dé olur ve

) v+r+l_1 v+r+d_10
d . d T d '
C(d) = (d+1)kGd+l,O dd d+1 dd d+1 dd
A(,I‘( ) J.o é: d+1,d+1 5 r+l_ r-l—(d—i—l)_l ( + )f 5
d+1 =7 d+1

(4.15)
elde edilir. Es. 4.9 ve Es. 4.15 den

L (v+r+jy)

n " Hr( ; jd

<Ur1X>:5i',i(d+:l_)r1(v)r ﬁr(“_ij .([
2 \d+1

§r+k"(d +1)§—(r+1)
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v+r+1_1 v+r+d_10
d g reey d J
dd d+1 Gd+l,0 dd d+1 d 4.16
X( § ) d+1, d+1 § r+1_l r+(d+1)_ 5 ( )
d+1 77 d+1

yazilir. Es. 4.16 de tekrar Es. 2.10 6zelligi kullanilirsa,

fjr(v+r+jjd$

n rt rrk(d+1) z—(r+1)
u,x") =5, - 3 ¢
o) (A1) ﬁr(fﬂj I
o \d+1
V+r+1 v+r+d
i T g 1
Gd+10 dd d+1 d
x d+1, d+1 § r+1 I‘+(d+1) 5
d+1"" d+1
olur. k"=k—k" yerine yazilir ve Es. 4.5 den i=1i" i¢in n:r+(k—k')(d +1)oldugu
g0z Online alinirsa,
Hl_, V+r+j d
(U, x")=5 & ‘ drﬁfrﬂ
r i r-1 d+1
(d+1) " (v), Hr( )
2 \d+1
V+r+1 v+r+d
d yreey d 11
Gd+1,0 dd d+1 d
x d+1,d+1 5 r+1 I‘+(d+1) 5
d+1"7 d+1

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. o
4.1. d- Boyutlu Fonksiyonel Vektor

Bu kismin amaci, Humbert polinomlarinin d-ortogonalligi i¢in d-boyutlu fonksiyonel
vektdrii tanimlamaktir. {P,}  polinomlar kiimesinin I = (T, Ty Ty ) -

boyutlu fonksiyonel vektoriine gore d-ortogonal olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu
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polinomlar kiimesinin kendisinin dual dizisi olan {un}nzo dizisinin ilk d bileseninden

olusan u=t(u0,u1,...,ud_l) vektoriine gore d-ortogonal olmasidir [8] Kisacasi

Humbert polinomlar1 i¢in d-boyutlu fonksiyonel vektor olarak, Humbert
polinomlarmin dual dizisinin ilk d bilesenini géz Oniine alacagiz ki bu vektdr bu

polinomlarin d-ortogonalligini garanti edecek.

4.1.1. Teorem

Es. 4.1 ile tamimlanan h' X Humbert olinomlar  kiimesi,
n, d+1 n>0 p

u:t(uo,ul,...,udfl) d-boyutlu fonksiyonel vektoriine gore asagida tanimlanan ig

carpimla d-ortogonal polinomlar kiimesidir.

Eger n<r ise (u,,x")=0 (4.17)
Ve N>r igin

J o
(U x") =6, [ &0, 4(£)de (4.18)

dir. Burada n=i+(d+1)k, keINy, ieIN,, relIN, ve

; :
HF(\HHJ) v+r+1w,v+r+d,1
i1 d g d d

r!

_ i C;d:—l,o+ dd d+1
Prals) (d+1)7"(v), ﬁl‘(” jj saan| 46 Hl,..., r+(d+1)
LU a1 1" d+1
(4.19)

dir.
Teorem 4.1.1 in ispatt Teorem 4.1 e benzer olarak yapilabilir. r € IN, oldugunda

k'=0ve r=i'dir.

4.2. Humbert Polinomlarimin Ozel Durumlari

Bu boéliimde d ve v parametrelerinin 6zel degerleri icin Humbert polinomlarinin 6zel

durumlarini inceleyecegiz.
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4.2.1. Gegenbauer polinomlari (d :1)

Es. 41 de d=1 vyazlirsa, {C;’(X)}POGegenbauer polinomlarinin  dogurucu

fonksiyon bagintisi,

(1—2xt+t2)7V =Y Cr(x)t"

n>0

olarak elde edilir. Buradan C)(x)=hy,(x) oldugu goriilir. Gegenbauer

polinomlarinin 1-ortogonalligi icin agirlik fonksiyonu relIN, =IN; :{0} olmak

tizere Es. 4.19 dan

 (v+0+]j
T
01 || ( 1 j ) v+11

¢O 1 (é:) = -1 J':erl - 5 1G22§ 52 1
Y 2 (V)o F(()_'_J) i
s

v+11
_H e 2|

_F(;Jr(l) 3t

v+11

2F(v+1) inol o ’
=— 2 F°G 4.20
= &G, ¢ ;1 ( )

olur. Es. 2.11, Es. 4.20 de kullanilirsa,

v+1
2 1
coo,l(:):—(jﬂf Jeigia| &2l

2

2 (v+1 AL 10l .2 v+l
=%§(§) G| &1

2

olup, burada Es. 2.10 kullanilirsa,
v
2I'(v+1
G G e
" 2
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bulunur. Es. 2.12 den 0< £ <1 i¢in

2F(V+1) 1 2 v—1 2 1
?0.1(8)= S 1-¢7) 2(¢7) 2
e
2
_ 2F(V+1) 1 (1_52 )v—; (421)
Jz F(v+;j
elde edilir. Es. 4.21 de Es. 2.8 uygulanirsa 0< £ <1 i¢in
_2r(V+1) 1 g2 v—%
¢0,1(§) = NS «/;F(ZV) (1 g )
2777 (v)
CVO(V) 27T(V) oy
-z J;r(zv)(l )
~ 22Vv(1“(v))2 -
—W(l—f ) (4.22)

agirlik fonksiyonu elde edilir. O halde, Gegenbauer polinomlart igin i¢ g¢arpim,

<u0’xn>:5o,i_[§n¢o,1(§)d§

22v (1_52 )V_E f:nd(:
veya

<u07Xn>:5o,ij§n(/)o,1(§)d§

(r(v)

22v—lé;n (1_52 )V_E dg

Le—
N | =<
=
—
N
<
N

seklindedir. Burada
n=i+2k,kelIN,, i=01

dir. Bu i¢ carpimla Gegenbauer polinomlar1 d =1-ortogonaldir.



26

Biliyoruz ki, Gegenbauer polinomlari i¢in —1< X <1 araliginda ortogonallik 6zelligi
V> 1 i¢in

2 2

0 m#n

1 o1
'[(1— x2) 2C, (x)Cp (x)dx = 7272 T (n+2v)
- n!(v+n)(1“(v))2
seklindedir. Agirlik fonksiyonu ise —1< x <1 i¢in

(D(X) = % o2v-1 (1_ 2 )v;

dir. Yani d =1durumunda agirlik fonksiyonu, bildigimiz ortogonallikteki agirlik

fonksiyonu ile ¢akisir.

4.2.2. Pincherle tipi polinomlar (d =2)

Pincherle tipi polinomlar,

(1-3xt+t) " = > R (X)t" (4.23)

n>0
dogurucu fonksiyon bagintisiyla tanimlanir [10]. Bu baginti, v= —% icin Pincherle

polinomlarini verir. Es. 4.1 de d =2 yazilirsa

(1=3xt+87) " =X h! (x)t" =X Py (x)t"
n>0 n>0

= h 5 (x)=P)(x)

elde edilir.

Teorem 4.1.1 den {an(x)}n>0 Pincherle tipi polinomlart 2 boyutlu u="(u,,u,)

fonksiyonel vektoriine gore asagidaki i¢ carpimla 2-ortogonaldir:

<ur,x”>:§r’i.|.023§”¢r’2(§)d§, r=01 n=i+3k, kelN. (4.24)

Burada agirlik fonksiyonu ¢, , (2; ) olmak tizere, r =0 i¢in



IﬁF(V+0+1j V+0+1 v+0+2
0! =1 2 13,0 A2 £3 2 ’ 2 ’
%,2(5)_ 1 : 3 ~—¢ G;3|2°¢
3 (V)o Hr(OJri 1,2,1
13 3'3
3r£v+)r(v+2j V+1 v+2
2 2 ). 2 2
ST 1).(2 §7G2 4 1%
THIAT
3 3 33
seklinde bulunur. Es. 2.8 kullanilirsa
I v+l v+2
3 ”F(V+1)27V -1~2,0 3 T’ 2
%,2(5)— p g Gz,z 4 1 E
Sinz 3,3
3
v+l v+2
_3xr(v+1)2” gzl az| 22
2 #| 12
NG 3'3
V+1l v+2
_3Br(v+1)2" o] 4z 2 o
= %1
3'3
olur. Benzer sekilde r =1 igin,
fir(V+1+jj V+1+1 V4142
1 5 2 y 2

(01,2(5)

5 26;5 2253

AT

=1

3
F(v;er(v;3j v+2’v+3
= e

27
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bulunur.

4.2.3. Tchebicheff tipi d-ortogonal polinomlar (v =1)

{U,(.d)} _, 2. tip Tchebicheff tipi d-ortogonal polinomlar kiimesi,

(1-xt+bt*) =3 U, (x;d)t", b0 (4.25)

n>0

dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir [13] . d =b=1 igin klasik 2. tip Tchebicheff

1
tipi polinomlar kiimesi elde edilir. Es. 4.1 de v=1, xa%, t —>thd+t

(d +1)be+

almirsa,

-1

X 1 1 d+1 X 1 n
1-(d+1)——— tbd+1+(tbd+1j =S ——— [tbd“j

(d+1)bo = (d+1)bé
= (1-xt+bt™) =Y h | b =S U, (xid )t
n>0 (d +1)bd+l n>0
elde edilir. Buradan
U, (xd)=bohy - (4.26)
(d +1)be+

seklindedir. Teorem 4.1.1 den Es. 4.26 ile verilen {U, (.;d)}  Tchebicheff tipi

polinomlar kiimesi d-boyutlu u = t(uo,ul,...,udfl) fonksiyonel vektorii ile asagidaki
i¢ ¢arpimla d-ortogonaldir:

Eger n<r ise (u,,x")=0 (4.27)
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Ve n>r igin
oaf 2

(U x") =6, j Ey, 4 (£)dE. (4.28)
0

Burada n=i+(d+1)k, kelN,, ielNy,, r=01..,d-1 ve
Tr(irr+] r+2 r+l+d
H d degdil |~ 4 ' 1

~(r+1)~d+1,0 d*¢ d d

_ = —
v q(&)=(d+1) ﬁr[mj c gt det b(d+1)d+l r+1 r+(d+1)

d+1 d+1"7" d+1

-1
seklindedir.
d =b=1 durumda, ikinci tip {Un (x)}n>0 Tchebicheff polinomlar kiimesi karsimiza

c¢ikar ki bu polinomun agirlik fonksiyonu

ﬁr(]ﬂj 2 E 1

Vo 1(5):2 j:lg 1 571622'2 [EJ L
’ HF[JJ ’ 2 1 E
1 (2 2'2

1 1

el £f(8
5]

ve i¢ ¢arpimi,
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2
' 2 toaapo (€Y
<u01x>:50|__[§ G|l Z]|1|d¢
72.0 2 -
2
2 2 1
2 &2
=0, |"=|1-= | d 4.29
j;’ ﬂ[ 4} ¢ (4.29)
olup, burada n=i+2k, kelIN, ve i=0,1 dir. Es. 2.10 kullanilirsa,
_ 2
. 2 o EY(E) ol (€
<u0,x>:50'i_ﬁ£§ 2E) e 5] (e |es
2
1
_ l ‘ 2k+1~1,0 5 ?
—5o,i2_7[.([§ Gy B —?1 g

} polinomlar kiimesi i¢in i¢ ¢arpim,

yazilir. {Un (
O\ 1ta2(, &
<Uo’(5j >_§0,i2n _([é: ﬂ_(l 4] df
s 27(EV (6T
_50%];(2] [1 (2)] dé&

S

seklindedir. t = ] doniistimii yapilirsa,

e et

2 (onfy_ e2\s
:50,i;_[§ (1_5) dé

-1

elde edilir. Buradan {Un(g} polinomlar kiimesi i¢in —1<X<1 i¢in agirlik
n>0

fonksiyonu,

‘//0,1(5) 25(1_52);
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dir. Biliyoruz ki 2. tip Tchebicheff polinomlar1 i¢in —-1<x<1 araliginda

ortagonallik 6zelligi

1 1 0, nm
U,(x)u 1-x*)2dx =

J.l n(X) m(X)( X) X %, n=m

seklindedir. Yani 2. tip Tchebicheff polinomlar1 i¢in —1< x <laraligindaki agirlik

fonsiyonu d =1 durumundaki agirlik fonksiyonu ile gakisir.

d=2,b :% durumunda, Tchebicheff tipi polinomlar kiimesi u,,u, fonksiyonelleri

ile asagidaki i¢ garpima gore 2 -ortogonaldir:

1
(u,x")=5,, j &y, ,(£)de. (4.30)
0
Burada n=i+3k, keIN,, i=0,1,2, r=0,1ve
2
Hr(uzﬂ} e %gl
wo,(8)=3 10 —~£7Gy;
(O—i—jj 4 5|11 2
HF A 73 _1_11
2 3 27 |3'3
r 1)r(3j 3
2 2

3
-3 aeenle|
\3 3’3
2
13
:%5—162,0 3|2
adr 2,2 12
33
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2 (1+1+j 3 4
_3gr( 2 ) 23,0 453 E,E’l
'/’12(5) 3 (1+Jj g 33| 4 2 4
HF A - _111_
i 3 27 |33
r@r(z) 3o
=373 AR P
r(jr(l)r(j =
3 3 33
35
_ 9’\/; 2~2,0]| £3 2’
2).(1 ¢ Gaz |6 2 4
r=ir|z £ 2
BrE) L5
3
2
9\/_ 2G2 3| 2
et |24
3'3

seklindedir.

4.2.4. Legendre tipi polinomlar (v:%j

Bu kisimda {Ln(.;d)}n>0 Legendre tipi d-ortogonal polinomlar kiimesi

incelenecektir. V:% icin {h:ydﬂ(x)}mo Humbert polinomlar  kiimesi

1
L, (xd)= hn ¢.2(X) olur. d =1 durumu, Legendre polinomlar kiimesini verir. Es.

4.2 den v =% icin

(v+n)(d+1)

hr\1l+1 d+1( ) - WXh:,du(x)_(%‘li hr\:—d,d+l(x)
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(;mj(d +1) xh; (x)- %H hn%_d,du(x)

he S A
n+1, d+1( ) (n+1) n, d+1 (n+1)

= o) = D ) 2202 )

= 2(n+1)L,,(xd)=(2n+1)(d +1)xL, (x;d)—(2n+1-d)L, 4 (x;d)
rekiirans bagintisi elde edilir.

Burada d =1 yazilirsa Legendre polinomlari igin bilinen
(n+1)P,,(x)=(2n+1)xP, (x)—nP,_ (x)
rekiirans bagintis1 bulunur.

Teorem 4.1.1 den v=% igin {Ln(.;d)}n>0 polinomlar kiimesi d-boyutlu

u :t(uo,ul ..... udfl) fonksiyonel vektoriine gore asagidaki i¢ carpimla d-ortogonal

polinomlar kiimesidir:

Eger n<r ise (u,,x")=0 (4.31)
ve n>r ise
e
(U x") =6, [ &0 4(£)dé. (4.32)
0

Burada n=i+(d+1)k,keINy, i=01..,d, r=0,1,..,d -1 ve

(Prd(§)= r! lji[dr(”l 2dj
| (d+1)”(;jr Hr(;:j

=1

é r+l

1 r+1 1 r+d

—_— ., —t— 1
2d d 2d d
Gd+10 dd d+1 433
x d+1,d+1 é: r+1 I’+(d+1) ( )
d+1"7 d+1

olup d =1 durumunda,
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4 1 210 ( 22
1 = _(1-
£ ()
bulunur. Yani bilindigi gibi, —1<x<1 araliginda Legendre polinomlari (ooyl(df) =1

agirlik foksiyonuna gore ortogonaldir.

d =2 durumunda Legendre tipi polinomlar i¢in agirlik foksiyonu, Pincherle tipi

polinomlar1 i¢in d =2 durumunda bulunan agirlik fonksiyonunda v=% yazilarak

v+l v+2

3J3r(v+1)2! "

p0(§)= e 4
33

1

3
et [ e
N

+2

N~

NGy 48% 2 2

Wl
wilnN

:
=332 257G} ;| 4¢°

wlrFk MW

ve
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1 1 1
2ﬁr(;+2j2‘2‘ 512 58
#.2(¢)= SN TS Caz| 48| 2 2
r(3)r(s) 22
3'3
5 57
372 2 - 4’4
BN R P
r| <2 24
3)r(3)

seklinde bulunur.

1 . v . . _
Ayrica V:d—+1 icin {hnydﬂ(x)}n20 Humbert polinomlar kiimesi {Kn (d)}

n=0

Kinney polinomlarini verir [11]. Ozel durumlarda, {Ln (X)}nZO (d =1) Legendre ve

1
{P3(X)} (d=2) Pincherle tipi polinomlarini igerir. Bu polinomlar Legendre
n=0

polinomlarinin baz1 temel 06zelliklerine sahiptir. Sonu¢ olarak bu polinomlar,

Legendre tipi d-ortogonal polinomlar olarak da goriilebilirler.



36

5. JACOBI TiPi POLINOMLARIN d-ORTOGONALLIGI

5.1. Humbert Polinomlarinin Bilesenleri

5.1.1. Teorem

{hr‘]' d+1(d—xl)} Humbert polinomlar kiimesinin bilesenleri u <€ IN,,, olmak
' + n=0

o (v)y V+u . . ey
lizere, { —*P, (x, (ad u )) seklinde yazilabilir. Burada,
u! ’

n>0

-1)" d
Pn\Hﬂ(X;(adxﬂ)):( ) (nV!"':U)n d+le {_n1A(d’n+V+ﬂ);(ad,ﬂ);d(j_—XJ (5'1)

(ad'ﬂ):{%; j =O,1,...,d}—{1} (5.2)

+j-1

dirve A(p,a) ile, j=1... p olmak iizere ler gdsterilir.

5.1.2. Teorem

v>—1, nelNy,, ve Es. 5.2 ile verilen (ad’#) icin Es. 5.1 de tanimlanan

{Pn‘”“ (X;(ad'# ))} 3 polinomlar  kiimesi  u“ = t(ué‘,uf,...,uéﬂl) d-boyutlu

fonksiyonel vektoriine gore asagidaki i¢ ¢arpimla d-ortogonal polinomlar kiimesidir

[12]:

Egmn<ri%<u”ﬂ>=0, (5.3)
ve n>r ise

d(l+§jd+1
(W)= [ & 4(&)de. (5.4)

Burada,
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& (VH+pu+r+j
(v p+r( d+1)HF( j

j=1

ST ﬁr(wj !

d+1

V+u+r+1  v+u+r+d

JA-r1
d d
Gd+10 # 55
X d+1,d+1 l d+1 /,l-i-l ,u+(d+l) ( )
di1+= yeees
d d+1 d+1

seklindedir.

d =1 durumunda, Es 5.2 den

(o)~ { 2 o -y - {02 2 oaf -y s 204

bulunur. Ayrica

{Pn"“’ (x; (ad'ﬂ ))}nzo , #=0,1 polinomlar kiimesi —((,u i Z)j“ Pn(v_; ﬂ_%] (5 —lJ :
M+ 2
n n>0

4 =0,1 Jacobi polinomlar kiimesine donisiir. Gergekten, 4 =0 igin Es. 5.1 den
-1)" (v -1)" (v
P x;l :—( ) (v), RN ALNn+v); = 1.x —( ) (v), ,F —n,n+v;1;§
2 n! 2'4 n! 2 4

bulunur. Burada x — 2(X +1) doniisiimii yapilirsa,

1) (1) (v) 1 x+1
P’ 2(x+1);= |=———",F| -n,n+v;=;,—— 5.6
( (x+1) 2) nt ! 2" 2 0)
elde edilir.
-1)" (1+
pna,ﬁ(x):—( ) (' p), ZF( nl+a+B+nl+p; _;1) (5.7)
n!
qems 1 1epe : . 1 1 o
esitligi ile bilinen Jacobi polinomlarmda o =v—-—,f =3 durumlart géz Oniine

alinirsa,



elde edilir. Benzer sekilde =1 i¢in Es. 5.1 den

Pﬂm(xﬁjzwzpl(_n,A(l,n+v+1);§;§j
5 n! 2 4

-1)"(v+1
:MZFI(_n’n+V+1;§;E]
n! 2 4

bulunur. x — 2(X +1) doniistimii yapilirsa,

~-1)" (v+1
an+l(2(x+1);§j:( ) (V+ )n 2F1(_n'n+v+1;§;x_+lj
2 n! 2 2

(e, w3 i
n! (_1)n£2jn nt

( 3 x+1j
-nn+v+L—;——
2 2

_ Pﬂvﬂ(x; g} _(v+D), o33 G_ j

elde edilir. Ayrica Es. 5.5 den agirlik fonksiyonu d =1 durumu igin

38



(&)= (V+u)  T(v+u+l) G20 v+,u+11
Po,1 _(V+ﬂ) l—(ﬂ"‘l] (ﬂ+2] G, /J+1',U‘2i'2
+u+l
_F(V+ﬂ+1) 1520 g #
A
seklinde bulunur. i¢ carpim Es. 5.4 den
V+u+1
V+u+l) e o
T LG e ER e W
F(,u+2) 0 2

seklindedir. Burada Es. 2.12 kullanilirsa
C(v+u+l) ¢ 3 & w
<Uo,Xn>: 1 J-é:nl( _J (Zj d¢
F[;H JF(V+ jo
2 2
C(v+u+l) ¢ T
e (E) (8 e
ar r 0
(“ +2) (sz
elde edilir. Bu durumda
1
x ' C(v+u+l) ¢ R
Up| = | )= I ° dé
R G A U )
AT| p+= |T|v+= |0
2 2

S

olup, t= > —1 doniisiimii yapilirsa

<u°’@”>J@Sﬁ*{iagiw@—%}“i%r%dt
C(V+u+1) j (41

- 1
2Tl u+=|T|v+= |1
(“ zj ( zj

(t+1Y“%dt

bulunur.

39
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-5 e

binom ag¢ilimindan,

(w2 (e )

R P—
L(V+u+1)

t" (1—t)”‘% (t +1)”‘% dt (5.8)

—

B 1
2T u+= T v+ |
(” 2) ( 2)

. (,quV)n (V%ﬂ%} X N -
elde edilir. Dolayisiyla Ty P, 5 -1 Jacobi polinomlarinin agirlik
+ —
(lu 2 )n n=0

1 1
fonksiyonu d =1 i¢in —1<t <1 araliginda (1—'[)\/7E (1+t)" 2 dir.

|

n

d =2 durumunda, h, ,(x)="P)(x) idi. Teorem 5.1.1 den {PV (gj} polinomlar
n=0
kiimesinin bilesenleri

-1)"
Pn””(x;al,az):—( ) (n\/|+ﬂ)" 3F2(—n,A(z,n+v+y);a1,a2;%j

seklindedir. Burada

{al,az}:{’u;l,ﬂgz,’u;s}—{l} dir. Dolayisiyla

. —1)" (v+ ), N+V+u N+v+u+l 4x
Pn ”(X;al,az)z—( ) (n' ) 3F2(_ ) 2 = 2/“ ;aﬂaz;E

j (5.9)

dir. Teorem 5.1.2 den {an*”(X;(“d,#))} , 4 =0,1 Humbert polinomlarinin Es. 5.9

n=0

ile tanimlanan bilesenleri 2-boyutlu u = t(uo,ul) fonksiyonel vektoriine gore
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2z

= [ &0, (£)dg r=01

i¢ carpimiyla 2-ortogonaldir. Burada,

(v+y+1j (v+u+2j VA u+1 V42
r r : 1
o (5):(v+y) 2 2 £IGH? 451 2 2
o2 (V+,u)1r(,u+ljr(,u+2jr(/u+3j 3127 \u+1 pu+2 u+3
3 3 3 3 3 3
V+u+l V4 p+2
r r V+u+1l v+ u+2
- ()T € Gz 9| 2 2
(o) () a0,
1_(v+,u+2) (v+,u+3j VHpt2 vHu+s
na(e)- L a1 - L
o (V+u), F( +1jr(,u+2jr(,u+3j 127w+l pu+2 u+3
3 3 3 33 "3
V4 +2 V+u+3
r r V+u+2 v+ u+3
(v+p+3) ( 2 J ( 2 j g0l 45— =50
“ (v M@)(a)  ° 2|zl 2 2
/’lz 1 2 1,051,052
seklindedir.
5.1.1. Tanim

Humbert polinomlariin bilesenlerinin genisletmesi,

i (e (g )= P (X a . o :(—1)"(v)n n v)-(a.): d?x
o ) 2 ) - L it

(5.10)

seklinde genellestirilmis hipergeometrik polinomu olarak tanimlanir ve bu

polinomlara Jacobi tipi polinomlar denir. Burada, j=1,2,...,d i¢in a;#0,-1,... ve
V+d(1—aj)¢0,—1,—2 dir. Eger (o) yerine (ad’ﬂ), Vv yerine v+ u yazilirsa, Es.

5.1 deki Humbert polinomlarinin bilesenleri karsimiza ¢ikar.
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5.2. Dogurucu Fonksiyon

Es. 5.10 ile tanimlanan Jacobi tipi polinomlarin dogurucu fonksiyonu

(1+1) " 4uF (A(d +1v)i (e )'X—tj =2 R (X;(ad ))tn (5.11)

(1 + t)d+l n>0

seklindedir. Gergekten de, [13] den

1o (i

= Z(;t)” F (—n,A(r—l, n+4)(a,);A(r. ). (b, )i(r-1)"" X)'En (5.12)

p+r ' g+r
n>0 n!

yazilabilir. Es. 5.12 de r—>d+1, A-v, (bq)—>(ad), (ap)—>A(d+1,v),

X

X—>——,
(d +1)d+l

t — —t yazilirsa,

(1+1) " 0aFe [A(dﬂ,v):(ad);x_tJ

(1+t)d+l

_ MZMF2d+l[—n,A(d,n+v),A(d+1,v);A(d+1,v),(ad);(L]t"

> n! d 1)d+l
('), ()=
LR A i) |

= B (eg))

n>0

elde edilir.
5.3. Rekiirans Bagintisi

Es. 5.10 da tanimlanan Jacobi tipi polinomlar i¢in rekiirans bagintis1 bulalim.

Es. 5.11 in her iki yaninin X e gore tlirevi alinirsa,
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(1+1)

v v+1 v+d -
o R

v+lj (v+dj )
d+1) , \d+1) . Xt d _./.. n
1 1(( d+1J :Z&P” (X,(Otd ))t

n=0 (al)ml @, n+1"'(ad )n+ln! 1+t)

v v+l v+d v v+1 v+d
el 55 ot st 5y
(1+t)—(v+d+1)t d+1){d+1) \d+1 3 d+1 ) \d+1 ) (d+1 )

aQ,..ay = (4 +1) (o, +1) ..(a,+1) n!

n>0

) e d oo e
X[(—MJ :g;&Pn (X,(ad))t

1+1)

t(d +1)g\:l)da+1a . (1+t)f(V+d+1) F, {A(d +Lv+d +1);(ad +1); xt J
1Oy Oty

(V)d+1 i an+d+1 (X; (ad +1))tn+1 _ ii P’ (X;(Otd ))tn

(d +1)d+l ..y =0 im0 dX
Mo $puean o b S P (e N
= (d +1)d+12511az...ad nZﬂ:Pnild l(X.(ad +1))t =&Po (X,(Old ))+nz=1:& P (X,(Old ))t

\ O pvde n s d v n
g+l)d+l zpn—ld l(x;(ad +1))t :O-i-z& Pn (X;(ad ))t

(d+1) " oty n3 =

olup buradan t" nin katsayilari esitlenirse n>1 igin,

(V) +. V+d+. . d v .
@ +1)d+l;1a - prd l(X,(ad +1)) =&Pn (x,(ozd ))
142 d

rekiirans bagintisi elde edilir.

Diger taraftan, Es. 5.11 in her iki yaninin t ye gore tlirevi alinirsa,
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(1+1)

) (veL) (ved
sloallanl )

~v(1+t) 7Ry (A(d FLV)i(ay )i d+1J+(1+t)“

[ xt ]nlx(1+t)d(1—td)
(

1+t)d+1

CPLICE IR % e rn =y

( v )(v+1j (v+dj
. v (a Ny d+1)\d+1 d+1 (1+t)—(v+d+1)

pare Q..o

A DR T

(a,+1) (e, +1), ...(erg +1) n!

—vi an(x;(ad))t” + ngd” Z.C:Pn”d*l(x;(ozd +1))t”x(1—td)
n=o (d+1) " aa,..aq 10

0 (d+1)"" o,
x (i Py (X (g +1))t" —i Py (% (et +1))t”dj
n=0 n=1

o0

:;Zopn[l(x;(ad ) (n+1)t"+ 3B (x5, ))nt”

n=1
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olup, gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra her iki tarafta t" nin katsayilari

esitlenirse N >1 i¢in,

BT +1)EY1):;2...% KR (6 (g +1))=dR™ (i +1)

=(n+1) Py, (X (atg))+ 1Py (%;(ay))

seklinde tiirev icermeyen rekiirans bagintis1 bulunur.
5.4. Diferensiyel Denklem

5.4.1. Teorem

Es. 5.10 ile tanimlanan Jacobi tipi polinomlar agsagidaki diferensiyel denklemi saglar

[12]:

2 B _ d
{(x—l)ded*l+Hv+d +§d 1jx—d(d2 1)—20511%’@d

=1
d-1

+Z(cd+l’mx—c'd+l,m)x”“lD”‘—n(vd;dn)d}yzo. (5.13)
m=1

Burada

o] (A1) . d
y=P (d—dx’(ad)}D_&’

i (d+1-k m
Cd+1,m = kzz(; (d +1—k—mj B(§+l—)k—mSk (a'd+1)

dEmd+1-k m
c d+1, m = ; (d +1—k—mj B((Hl—)k—msk (bd+l)

j:v+n+1—1; j=1..d
d

b, =0,b =a, -1 j=1..d

Q=N a

ve Br(]a) Bernoulli sayilandir, S;(ay,)=1 ve k>0 i¢in S (a,) simetrik

polinomlardir.
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Sc(aa)=D.aa ..a,8 <a <..<a, k;=12..d+L j=12..k

seklindedir.

Ozel olarak d=1v=a+f+1 a=f+1 igin Es. 5.13 den P“”(x) Jacobi
polinomlariin sagladig diferensiyel denklem bulunabilir. Gergekten de Es. 5.13 de
d,v, @ yerine yazilirsa y=P' (4X;(al)) polinomunun sagladig1 diferensiyel
denklem

{(x-)xD*+[(a+B+1+1)x-f-1]D-n(l+a+B+n)}y=0 (5.14)

olur. Es. 5.10 dan
-1)"
y= an(4x;(a1)):—( ) (), (N ALN+V);ay;X)

(00,

(—n.(n+V); ;)

() (tra+p), JF (- (n+1ta+ B): f+1x) (5.15)
n!

bulunur. Jacobi polinomlarinin

P(“#) (x) = (-1)'(1+p), ZFl( 1+ xj

A N1+ pB+a+nl+ f;—
n! 2
esitligi kullanilirsa,

(-1)" (1+a+p) (1+a+pB) oles)

y= ~ oL R (-n1+ B+ a+nl+ Bix) = W), (2x-1)
B (1+a+ﬂ) (a.p) . . - -
bulunur.  Yani y:(l—ﬂ)”Pn #)(2x—1) Jacobi polinomunun sagladig
+

diferensiyel denklem

{(x-)xD*+[(a+B+2)x-p-1]|D-n(l+a+p+n)}y=0

dir. x> XTH dontisiimii yapildiginda diferensiyel denklem
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{(x—l)(x+l) D2+[(a+ﬂ+2)(x+1)—2ﬁ—2]D—n(1+a+ﬁ+n)}y:O
{(x-1)(x+)D* +[(a+ B+2)x+a-B|D-n(l+a+p+n)ly=0

(1-x*)y"+[ B—a—(a+B+2)x]y+n(l+a+B+n)y=0
olarak bulunur. Diger taraftan Es. 5.10 ile tanimlanan Jacobi tipi polinomlar klasik d-

ortogonal polinomlardir [12].

d =2 durumunda Jacobi tipi 2-ortogonal polinomlar,

F’,,V(X:Oll,Otz):MsF2 (—n,A(Z,n+v);al,a2;ﬁj

n! 27
~1)" (v N+v n+v+1 4x
:—( )n'( ) 3Fz(—n,—2 T ;al,az;EJ

seklindedir. Bu polinomlarin dogurucu fonksiyonu;

1+t)" ,F| A3 V), ;—Xt =(1+t) " ,F X,V—H,E'a a X
3°2 1 2 (l+t)3 372 3 3

3 T (14t

= Z Py (X;(O‘d ))tn

n>0

dir ve y:PnV(%X;al,azj polinomunun sagladigi 3. basamaktan diferensiyel

denklem,

— — 2
{(x—l)x2D3+ﬁv+4+4 1]x—2(2 v_ ozj}xlD2

2 2 &

L mamm  N(V+D),
D =0
+;(c3mx Clam) X . y

{(x—l)x2D3+ (V+%jx—(1+al+a2)}xD2+(C3'1X—C'3’1)D__n(v;:n)2}y_0

(et oo [ 2220 15, 3,

4 4 2

{(x—l)x2D3+



seklindedir.

—a,a,|D—

n(v+n)(v+n+1)

4

48

fy-o



49

6. GENELLESTIRILMIS HIPERGEOMETRIK d- ORTOGONAL
POLINOMLAR

Genellestirilmis hipergeometrik polinom,

P (X): o1 F (_n’<ap);(aq +1);X): Zn:(_n)m (ai)m“.(ap)m ﬁ (6.1)

n i = (an+1), (g +1) m!

seklinde tanimlanir [14]. Burada a; #-1,-2,..; j=1...,q dur.

D= i olmak iizere;
dx

- “.bp JF. ((ap +1); (b, +1);x) (6.2)

esitligi vardir.
Es. 6.1 ile verilen hipergeometrik polinom p=0, g=d igin

1) (x) = . Fy (-1 (et +1)3X), @) #-1,-2,..., j=1,....d (6.3)

seklini alir.

6.1. Lemma

Es. 6.1 ile tamimlanan P, polinomlar1 asagidaki diferensiyel rekiirans bagintisini

saglar:
Pk i ﬂ

Burada 6 = xi dir [15].
dx
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6.2. Lemma

Es. 6.1 ile tanimlanan P, polinomlarinin d-ortogonal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(x(6-n)-S(6))y=0

seklindeki diferensiyel denklemi saglamasidir [14]. Burada S, d +1. dereceden

S(0)=) s, (0-n), ,5,,#0 ve s

k '<n0 n,d+1
k=0

#0

formuna sahip bir polinomdur.

6.1. Teorem
Es. 6.1 ile tanimlanan hipergeometrik polinomlarin sadece Es. 6.3 de verilen 6zel

halleri d-ortogonaldir. Dahasi bu polinomlar klasiktirler.

fspat
f(x)=,F ((ap);(5 );x) hipergeometrik polinomlar,

q

p

[ef[(emj ~1)-x[[(6+0, )Jyzo, 0= xdi

-1 -1 X

diferensiyel denkleminin ¢dziimiidiir [16]. O halde P, polinomlar:

[ef[(emj)—xf[(maj)(e—n)jy:o (6.5)

= =

diferensiyel denklemini saglar.

q q+1
A(0)=0]](0+a;) operatsrii A(6)=Y"a,, (#—n), seklinde yazilabilir. Burada

j=1 k=0

q
a,,= nH(n +aj) ve a,,,; =1 dir. Gergekten de;
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= nf[(n +a;)+ > a, (0-n), +1(6-n) ,

j=1 k=1

olup, n=0 alinirsa,

A(6) = 9]i(e+aj)+k§q;a&k (6-6), +1(6-6)_,
=¢9]j(0+aj)

elde edilir. Bu ylizden Lemma 6.2 den P, polinomlariin d-ortogonal olmasi i¢in
gerek ve yeter sart (p,q) :(O,d)olma51d1r. Bu 6zel durumdaki polinomlar ise, Es.

6.3 ile verilen Ir(]a"), n=0,1... polinomlarina karsilik gelirler. Ayrica Es. 6.2 den
DIt (x) = D,F, (-n;(a, +1);x)

(= +1)T.(ad +1) tFoonet(e +2)

-n
— |(0‘d+1)
@) (e

yani

d
1;[(05i +1)D11%) (x) = -nl{ ™ (x) (6.6)
elde edilir. Buradan

d

[ (e +2) DI (x) == (n+2) 1% (x)

i=1
oldugundan {il Dlﬁi’ﬁ} dizisi de d-ortogonaldir. Dolayisiyla I,(f“), n=0,1...
n+ n=0

klasiktir. o

d =2 durumunda Es. 6.3 de o, =, @, = f alinirsa

1 (X) =, F, (-n; @ +1, B+1L X) (6.7)
olur ve bu polinomlar Es. 6.5 den

(Xx(0-n)-6(0+a)(0+B))y=0
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diferensiyel denklemini saglar. Ayrica d=2 durumunda Es. 6.6 dan

(1+a)(1+ B) DI (x) =—(n+1)11*¥ (x),n >0 (6.8)

n+1 n

elde edilir. Buradan {%Dlﬁﬁﬁ)} tirev dizisi 2 -ortogonaldir ve {I,E“'/’)}
n-+ n=0 n=0

klasiktir. Ayrica [17] den 11*),n=0,1... polinomlart @, ,(x) ve (xe2, 5 (X))'
agirlik fonksiyonlari ile 2 -ortogonaldir. Burada

a+f
0,5 (X)=2(T(1+a)T(1+B)) " x 2 K, ,(2VX)

seklindedir ve K, Macdonald fonksiyonudur. Es. 6.3 den Ir(]a”) polinomlar1 agik

olarak

n n!(-1)" .

kofi(aj+lh(n-kﬂk!
_ "(”j__iigi__xk,nzo

(e;+1),

.zg
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ozelligi vardir [18]. Bu durumda Irﬂ”‘d) fonksiyonlar1 i¢in dogurucu fonksiyon

bagintisi,

etOFd( (Zd+l ) ki:le( ad +1);x)G
-0 !

_ §|§%> (x)% (6.9)

-t

seklinde bulunur. Esitligin iki tarafin1 e ile garpip diizenlemelerden sonra t" nin

katsayilar esitlenirse,

oFy (=(ag +1);-xt) =€ tilﬁ“d

bulunur. Buradan

¢ =TTl +2), 30 1)1 (9

j=1 k=0

elde edilir.

d =1 durumunda Es. 6.9 daki dogurucu fonksiyon bagntisi, &, =« olmak iizere,

e F (= (a+1); )ilﬁ( (a+1); );—nl
n=0 -

La

DAL
e

=}



olur. Burada ,F (—; (a +1) ; —Xt) fonksiyonu yerine yazilirsa,

= (-1)" (xt)"T(a+1) i L) ) tn
ary F(a+m+l ym! S (n+a)!
n|a|

Ms

a+1

54

seklinde bulunur. Birinci g¢esit Bessel fonksiyonunun tanimi kullanilirsa,

e, (250) 2D (“+1) -y L (%),
(xt): =@+,
esitligi elde edilir.
11*) polinomlart igin Es 6.2 den
DI (x) = D,F, (-n;(a, +1);x)

- " F (—n+1 (e +2);x)

ﬁ(“i +1)

j=t

elde edilir. Bu esitlikte her iki tarafin X e gore

DI\ (X) = 4————D,Fy (-n+1; (e, +2);x)

tiirevi  alinirsa,



bulunur. Benzer sekilde x e gore k kez tiirev alinirsa,

k
Dkl(aa)(X)Z . (_1) n! |(?i+k)(x)
H(a +1)
j=1
elde edilir.
Simdi, Ir(]a") polinomlariin 6zel durumlaria bakalim.

d =1 durumunda ¢, =, a > -1 alinirsa,

(a+1),

olur.  Yani {L(n“)} . Laguerre  polinomlar kiimesi de

Zr‘f(x,k)=(a;—!1)k“le (—n;a—le ..... ok ;(ﬁ]kJ

olarak tanimlanan Konhauser polinomu [19] i¢in,

55

1-ortogonaldir.



1\d

ze(axt,a |4 Da p| patl avd )
’ nt t¢ d "7 d 'l d

(05+1)n aala
. d |£ ())(X)

esitligi yazilabilir. Ozel olarak

(a +1)n

Z7(x1)= F(-na+1x)

=[”:“lel(—n;a+1;X)='—ﬁ(x)

elde edilir.

56
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7. HERMITE TiPi POLINOMLARIN d- ORTOGONALLIGi

Hermite polinomlarinin agik ifadesi,

g
Hy(6)= 372 ()62

k=0

seklindedir. Burada

(ke

k!(n—2k)! olup.

Vaz(K+1)  ni(=2)" 272 Ki(n—2k)!

?/n,z(k) (k+1)!(n—2(k+1))!n!(_1)k -2k

~ (n—2k)!
~ 4(k+1)(n—2k-2)!

seklindedir.

B
P.(X) =2 7um (K) By (X) (7.1)

k=0
formundaki ~ {P,} ~ polinomlar kiimesini goz oniine alahm. Burada
K—

m>2, {B} . By(x)=1, Bk(x)zﬁ(xm(r)),k=1,2,... (7.2)

r

seklinde tanimlanan bazdir. Ayrica burada 7, ﬂ(O)zO olacak sekilde tam

fonksiyon, {7, , (k)}

nelN ,keZ
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7nvm(k+1)_(—n+mk)m N (k) ~ n
7o) (ke D)’ k_o’"{m}

@m0 efo 2]

seklinde tanimlanan dizi, D ve N negatif olmayan tamsayr koklerine sahip

(7.3)

aralarinda asal iki polinomdur ve ¢ kompleks bir sayidir.

N=D=1 7=0, m=2 durumunda Es.7.3 den

Voa(k+1)  (-n+2Kk),

72 (k) (k+1)c?

bulunur. Ayrica Es.7.2 den

k-1 k-1
r=0 r=0
olur. Buradan

B, (X)=X""? olup bunlar Es. 7.1 de yerine yazilirsa,

Hermite polinomuna doniisiir.
Amag, Es. 7.1 ile tanimlanan polinomlarin d-ortogonalligi igin gerek ve yeter sart

olan N, D, 7z, ¢ nin degerlerini bulmaktir.

Es. 7.1. ile tanimlanan polinomlar kiimesi yalniz N=D=1 i¢in ve 7z polinom
olmak tizere
g _{mdem,dem >1

m-1,7=0

durumunda d-ortogonaldir [20].
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d=1 durumunda m=2, z=0 olur ve bu sonu¢ Hermite polinomlarina karsilik

gelir.

P (g(x);c, m,(ap),(bq )) :I:}“s (X)]n

meFsmw{A(m’”)’(ap)?A(m’l(ﬂs(X))n)’(bq):[(_ls)i” (7.5)

P, (x;c, m,(ap),(bq)) =X" ., F, (A(m,—n),(ap);(bq);(mjmJ (7.6)

hipergeometrik polinomlar verilsin. Burada

{4 (X), i=1,...,s} kiimesi s-ayrilabilir kiime ve }L(X)zli[ﬁ“I (x), s>1,
i=1

(ap) ile {ai,...,ap} kiimesi, [ar]p =1_[(ai)p ,

A(m,l—(/’ts(x))—n) ile A(m,l—ﬂl(x)—n),...,A(m,l—/Is(x)—n) siralist

gosterilmektedir.

7.1. Tanim

{4+ A}, $=1 olmak iizere derecesi 1 olan s tane polinomdan olusan kiime olsun.

{21, vees /15} kiimesinin S-ayrilabilir kiime olarak adlandirilmasi igin gerek ve yeter sart

S

[140)+9)~{[1400 J+#()

olacak sekilde 7z polinomunun var olmasidir. Bu durumda bos kiimeye O- ayrilabilir

kiime denir. Ayrica

S S

=(9)=T1(y+4(0)-TT4(0)

i=1 i

oldugu agiktir. Buradan 7, s. dereceden 7(0)=0 olan monik polinomdur.
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7.1. Charlier Tipi d- Ortogonal Polinomlar

eV (1+1) = ipn (x)tn—n' 7.7)

n=0

dogurucu fonksiyon bagntisma sahip d-ortogonal {P,}  polinomlar kiimesi I. tip

Charlier polinomlar1 olarak adlandirilir.

1

P (2(x)s5e. () (b)) = 1 F (—n,(/lr(x)),(ak);(bs);_j

C
n

ile verilen {P }nzo polinomlart s=0,r=1 k=0 ve ﬂi(x):ax+b olmak tizere, II.

tip Charlier polinomlar1 olarak adlandirilir.

7.1.1. Teorem

Es. 7.5. formundaki polinomlar kiimesi yalnizca p=q=0 ve sm=d durumunda d-

ortogonal polinomlar kiimesi olur.

fspat
Es. 7.5, Es. 2.7 ve Es. 2.9 den

e AEIOACY! [<—1>S]’“k

S[1-4(x)-n] [b] k! ¢

(o], (AL (A 00), (" (@
=K (@=(A(0)-n) T (1-(A(x)-n) \c

1
ElE]
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elde edilir. Es 7.1 ve Es. 7.2 ile karsilastirilirsa,
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olup,

Vam (k +1) _ (_n)m(k+1) [aP]k+1 ck !I:bq ]k
Zom(K) M (k)b ] (-n) [, ],

N M nd NS LY
" (k+1) [bq]k b, +k], (=M L2 ],

_ (-n+mk) [a,+k]
c" (k+1)[ b, +k]

bulunur. Es. 7.3 den

N(k)=l£[(aj +k), D(k)=ﬁ(bj +k) dir. Teorem 7.1. den {P, } _, bolinomlarmin
j=1 j-1

d-ortogonal olmasi i¢in gerek ve yeter sart N=D=1 yani p=q=0 ve derzr=s

oldugundan d =ms olmasidir.o

7.1.1. Tanim

Pn(l(x);c,m):[ﬂ ] +Fan| A(m,—n A(m,l—(ﬂs(x))—n):[(_ls)iJ} (7.8)

cm

polinomlar kiimesi S#1 i¢in Teorem 7.1.1 den d- ortogonal polinomlar kiimesidir.

Bu polinomlar 111. tip Charlier polinomlar: olarak adlandirilir.
s=1 a= _—n} ve Q,(x;a,m)= (—l)n P, (—x;c,m) olmak iizere Es.7.5 formundaki d-
C

ortogonal polinomlar kiimesi,

Q. (%, d)=(-1)"P,(-x;c,d)
(-1 [-H], . F, [A(d,-n);A(d,ux_n){(‘lo)j J

cm
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= (1) (—X)(=x+ D)oo —x+ N 1) ,F, A(d,—n);A(d,ler—n);(__ll)

o

=(x)(x=1)...(x—=n+1) 4 F, (A(d,—n);A(d,1+x—n);a(—l)dfl)
=x"_F, (A(d,—n);A(d,1+ x—n);a(—l)dfl) (7.9)

dir. Burada X" =x(x~1)..(x—i+1) dir. Es. 7.9 dan, s=1 olmak iizere E.7.5 ile
tamimlanan 2 -ortogonal polinomlar,
Q, (x@2)=X",F, (A(2.-n);A (214 x-n);a(-1)')

IX[n]ze —_n’—n+1;1+x—n,2+x—n;_a (7.10)
2 2 2 3

dir.
4=sm oldugunda (s,m)=(14) veya (s,m)=(2,2) olabileceginden Es.7.5 ile

tanimlanan 4-ortogonal polinomlar,

P.(x;c,4)=(x), 4F4[A(4,n);A(4,1xn);[(;jo) j ]

-n -n+1 —n+2 -n+3 1-x—-n 2—x-n 3-x—-n 4—-x-n_1
=(x), Rl vy
" 4 4 4 4 4 4 4 4 c

ve

P, (x(b—x);c,2)

(x), (b=x),

c2!

x 2F{A(Z,—n);A(Z,l— x—n),A(2,1-(b- x)—n);[ﬂﬂ

-n -n+l11-x-n 2-xXx-n 1-b+X-n 2-b+x-n 1
=(x) (b—x) .F,| —, ; , ; ) ;
(x),(b=x), 2 “( 2" 2 2 2 2 2 4c4j
seklindedir.
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7.2. Genellestirilmis Hermite Polinomlari

Hermite polinomlarinin Gould- Hopper genellemesi,

01" () =X 1. [Mdﬂn)uh[ﬂj ] .1

X

seklindedir.

7.2.1. Teorem

Es. 7.6 formundaki d-ortogonal polinomlar m=d+1 igin Gould- Hopper
polinomlarin1 verir.

Teorem 7.2.1 in ispat1 Teorem 7.1.1 dekine benzer olarak yapilir.

Teorem 7.2.1 den Es. 7.6 formundaki 2 -ortogonal polinomlar,

P,(x¢.3)=x",F, (A(&_n);_; [in

CX

:XngFO —_n,—n+l’—n+2;_; 273 (712)
3 3 3 (cx)

olarak yazilabilir.
7.3. Dogurucu Fonksiyon

Es. 7.8 ile tanimlanan Ill. tip Charlier polinomlar: igin bir dogurucu fonksiyon
bagintisi

iP (A(x);c,m) E=e[%t]m F ((ﬂ (x));—;t) (7.13)
o n n! s'o S

seklindedir. Gergekten,

el(n,

Pn(ﬂ(x)icim):§ i 0]
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n

olup bu esitligin her iki tarafi t—l ile garpilir ve n=0 dan o a toplam alinirsa,
n!

SR (a(iem) -3 S (el 4001,

olur. Burada  esitligin  sag tarafinda n—n+mk yazilip  sonra

I
(-n-mk) = (—1)mk @ bagintisi kullanilirsa,
0 tn ) (_n mk) tn+mk
P(A(x);c,m)—= km
; n( (X) C m) nl ;; Ckmkl [ S( )]n (n+mk)!
(=1)™ (n+mk)! g

elde edilir.
7.4. Limit Iliskisi

C¥(x) Charlier polinomlart ve H, (x) Hermite polinomlari arasinda

1

lim(2¢)z" C!¥ [(25)2 x+§j =(-1)"H,(x) (7.14)

&0

seklinde bir limit bagintis1 vardir [21]. Ayrica Teorem 7.1.1 in ispatinda goriildiigii

gibi

g (X) (7.15)

olup buradan,
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-n kmn—mk—l
:é(ckml):!k S 1} (§X+7z(r))
B G
&k 1_! £ d
olur.
IEE SR
ldugundan

=0, (x(%ln (7.16)
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bulunur. Buradan da goriildiigii gibi {g,T (4 h)}n>0 Gould- Hopper polinomlari ile Es.

7.15 ile verilen {Pn(.;c,m)}n>0 polinomlar1 arasinda da bir limit bagintis1 vardir.

Es.7.5 de l(x)zzs:Axi alinirsa & — o0 igin A(&x) ile A(£x)” birbirine denk

i=0

olur. Buradan ve Es. 7.16 dan

lim &P, (ﬂ(éx);é,mj =lim(&*) " P, (55 (Agxs);é,m}

oo

=g;”[/xx5;(%ljm] (7.17)

elde edilir. Es. 7.17 bagintis1 da Gould- Hopper polinomlari ile Es. 7.8 ile verilen 111,

tip Charlier polinomlar1 arasindaki limit durumudur.

7.4.1. Teorem

{gd+l(x;h)}n20 Gould- Hopper polinomlar kiimesi u = t(uo,ul,...,udfl) fonksiyonel

vektoriine gore asagidaki i¢ carpimla d-ortogonaldir [20].

Eger n<r ise (u,x")=0

Ve N>r igin
(ux") =6, [y, 4 (£)dS, (7.18)
0
burada n=i+(d+1)k, kelIN, i=01..,d, r=01..d-1ve
1
d+l (4 . _ d+1
Voo (€)= g ) _eenges €L (g
r+j h(d+1)
HF d+1 d+1 d+1
j=1

dir. d =1, h=-1 durumunda Es. 7.11 ile verilen Gould- Hopper polinomlari

g2 (x-1)=x",F, (A(Z’_n);_;_(__zﬂ

0 -n —n+1 4
=Rl e
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sekline dontisiir. Teorem 7.4.1 den d =1 durumunda {Hn(fj} pominomlar
n>0

kiimesi i¢in agirlik fonksiyonu —oo < & <400 araliginda,

1
2
i —lGZ,O §_
Hr(]j§ 1,2 4 %,1
T \2

seklindedir. [22] de verilen
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l1-a,... 1~ Hr(“j)
O’l_ﬂl""’l_ﬁq]:k—. qu ((ap)1(ﬂq)|2) (719)

Lp
Gp’qﬂ(—z

bagintis1 kullanilirsa,

seklinde bulunur. {Hn(gj} polinomlar1 i¢gin d =1 durumunda i¢ garpim ise
n>0

<u0,x > 50,'[5 N B d§

seklindedir. Bu esitlikte £ — 2t doniistimii yapilirsa,
(1) =

bulunur. Sonug olarak {Hn (gj} polinomlari,

n>0

0,i

2"t" e
—e  dt
72'

<u°’(2j> o i

i¢c carpimiyla 1-ortogonaldir.

7.4.2. Teorem

1) () =1 (0 =, (i 1)) 720

ile tanimlanan {Iﬁ"’“)(x)} Laguerre tipi polinomlar u="(u,,u,...,u, ,) d-boyutlu
n>0

fonksiyonel vektdriine gére asagidaki i¢ carpimla d-ortogonaldir [20].
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Eger n<r ise (u,x")=0

Ve N>r igin
(4, x7) = [ £, , (£)de. (721)

Burada r=0,1,....d -1 ve

-r
a,...,04,0

L (X)} Laguerre polinomlar kiimesi elde edilir.
n=0

4.4(£) =(,(_—1)sz11°(§
r[Ir(t+e)

(a+1),

dir. d =1 durumunda {

Agirlik fonksiyonu o >—1 i¢in 0< & < +oo aralifinda

1 2,0 0
¢o,1(§): F(l-l—a)Gl’z [é:‘ a,OJ

1 1,0 -
“Tra) (f aj
éga 1,0 o
“T(l+a) 0’{5 OJ
& .
_F(l+a)0F0(_’ =)
& (=g
=r(1+a)§ k!
= ¢ e~¢
F(1+a)

seklindedir.
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8. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada d-ortogonallik ve bazi uygulamalar1 incelenmistir. Polinomlar arasinda
genel bir sinif olan Humbert polinomlarinin d-ortogonalligi gosterilmis ve buna bagh
farkli ozelliklerine de deginilmistir. Ozel tipten bazi polinomlarin Humbert
polinomlart ile iligkileri verilerek, bunlarin da d-ortogonalligi incelenmistir. Son
olarak da bazi klasik ortogonal polinomlarin d-ortogonalligi ve bunlarin 6zel

durumlar verilmistir.

Bu tezde c¢alisilan konularin 15181 altinda, gelecekte ortogonalligi bilinmeyen
polinomlarin d-ortogonalligi incelenebilir ve bunlarin dogurucu fonksiyon, rekiirans

bagintis1 gibi farkli 6zellikleri de elde edilebilir.
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