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ÖZET 

 

Bu çalışmada, bilineer çarpanlar teorisinde O. Blasco ve F. Villarroya’nın uyguladıkları ispat 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, yanda açıklamaları verilmek üzere 

aşağıda listelenmiştir. 

 

Simgeler                                         Açıklama 

 

ℂ                                                     Karmaşık sayılar kümesi  

 

ℝ+                                                   Pozitif reel sayılar kümesi 

 

ℝ𝑑                                                   d-boyutlu Öklid uzayı 

 

𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑓                                            𝑓 fonksiyonun desteği 

 

𝑓 ∗ 𝑔                                               𝑓 ve g fonksiyonlarının girişim işlemi 

 

𝑓                                                      𝑓 fonksiyonun Fourier dönüşümü 

 

𝑇𝑥                                                    Öteleme operatörü 

 

𝑀𝑥                                                   Karakter (Modülasyon) operatörü 

 

𝐷𝑠                                                    Açılma (Dilation) operatörü 

 

𝑊𝑔𝑓                                                 𝑓 fonksiyonu g fonksiyonuna göre dalgacık (wavelet)  

                                                         dönüşümü   

 

𝐶𝑐(ℝ)                                              ℝ üzerinde tanımlı, sürekli ve tıkız destekli  

                                                        fonksiyonların uzayı  

 

𝐶0(ℝ)                                              ℝ üzerinde tanımlı, sürekli ve sonsuzda sıfır olan   

                                                      fonksiyonların uzayı 

 

𝐶𝑐
∞(ℝ)                                   ℝ üzerinde tanımlı her mertebeden türevlenebilen, tıkız                                  

destekli fonksiyonların uzayı       

                                                      

𝐿𝜔
𝑝 (ℝ)                                             Ağırlıklı Lebesque uzayı 

 

𝑓∗                                                    𝑓 fonksiyonunun rearrengement fonksiyonu 

 

𝑓∗∗                                                  𝑓 fonksiyonunun ortalama fonksiyonu 

 

𝜇̂                                                     𝜇 ölçümünün Fourier-Stieltjes dönüşümü 

 

𝜔 ≤ 𝜗                                            𝜔(𝑥) ≤ 𝜗(𝑥),         ∀𝑥 ∈ ℝ 
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1. GİRİŞ  

 

M. T. Lacey ve C. Thiele (1999) çalışmalarında, 1 ≤ 𝑝1, 𝑝2 ≤ ∞, 𝑝3 >
2

3
 olmak üzere 

𝑚(𝜉, 𝜂) = sign(𝜉 + 𝛼𝜂) , (𝜉, 𝜂 ∈ ℝ, 𝛼 ∈ ℝ − {0,1}) biçiminde tanımlanan 𝑚 

fonksiyonunun bir (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) tipinde bilineer çarpan olduğunu göstermişlerdir. Yine 

Blasco (2005; 2009), Blasco ve diğ. (2005) tarafından yapılan çalışmalarda 1 ≤ 𝑝1, 𝑝2 ≤

∞, 0 < 𝑝3 ≤ ∞  olmak üzere (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) tipindeki bilineer çarpanların bazı özelliklerini 

araştırmışlardır. Sonrasında Blasco (2009) tarafından yapılan çalışmada 𝑀,ℝ üzerinde 

tanımlı bir fonksiyon olmak üzere özel olarak 𝑚(𝜉, 𝜂) = 𝑀(𝜉 − 𝜂), (𝜉, 𝜂 ∈ ℝ) şeklinde 

tanımlanan bilineer çarpanları incelemiştir. Ayrıca Villarroya (2008) ve Blasco (2005) 

tarafından yapılan çalışmalarda Lorentz uzayını kullanarak elde ettikleri bilineer çarpanlar 

uzayının değişik özelliklerini incelemişlerdir.  

 

Lorentz uzayı ile ilgili olarak Hunt (1966), Yap (1969; 1972), O’Neil (1963), Chen ve Lai 

(1975), Gürkanlı (2004), Chung ve diğ. (1982), Hunt ve Kurtz (1983), Duyar ve Gürkanlı 

(2003) gibi birçok yazar tarafından çalışmalar yapılmıştır. Ephremidze ve diğ. (2008) 

tarafından yapılan çalışmada da değişken üslü Lorentz uzayları üzerinde çalışılmıştır. 

Gürkanlı ve Kulak (2016), Kulak (2013; 2014; 2017), Kulak ve Gürkanlı (2017) tarafından 

literatürde çeşitli fonksiyon uzaylarının bilineer çarpanları çalışılmış olsa da dalgacık 

dönüşümü ve kesirli dalgacık dönüşümü ile bazı fonksiyon uzaylarının bilineer çarpanları 

da Çakır ve Kulak (2023), Kulak (2017) tarafından araştırılmıştır. Bilineer çarpan teorisi 

sınırlılığı göz önünde bulundurmaya yardımcı olan çeşitli operatörlerin Kulak (2019; 2021) 

çalışmasından da anlaşılacağı üzere mükemmel bir çalışma alanıdır. Bu nedenle bu 

çalışmada ağırlıklı Lorentz uzaylarının multilineer çarpanları tanımlandı ve örnekleri 

incelendi. Ayrıca ℝ üzerinde 1 ≤ 𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑟𝑖 < ∞, 𝑠𝑖 ∈ ℝ
+ ve 𝜔𝑖, 𝑣𝑖  (𝑖 = 1,… , 𝑑 + 1) ağırlık 

fonksiyonu olmak üzere 𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖(ℝ) uzayı dalgacık dönüşümleri ağırlıklı Lorentz 

uzayında olan fonksiyonların uzayını göstermektedir (Kulak, 2022). Bu çalışmada 

𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑), ℝ
𝑑 üzerinde sınırlı ve ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere, 

 

𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥) = ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉

 

ℝ𝑑

𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 
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𝐵𝑚 multilineer operatörü,  

 

𝐿𝑠1(𝑊)𝜔1,𝑣1
𝑝1,𝑞1,𝑟1(ℝ) × …× 𝐿𝑠𝑑(𝑊)𝜔𝑑,𝑣𝑑

𝑝𝑑,𝑞𝑑,𝑟𝑑(ℝ) 

 

uzayından  𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1(ℝ) uzayına sınırlı olarak hangi koşullarda ve hangi 𝑚 

fonksiyonları için genişletilebileceği incelenmiştir. 
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2. GENEL BİLGİLER 

 

Bu bölümde çalışmamızda yararlanacağımız tanım ve teoremler verilmiştir. 

 

2.1. Tanım ℝ üzerine 𝑑𝑥 Lebesgue ölçümü verilsin. 1 p   olmak üzere ℝ üzerinde 

tanımlı, karmaşık değerli ve  

 

∫|𝑓(𝑥)|𝑝
 

ℝ

𝑑𝑥 < ∞ 

 

koşulunu sağlayan ölçülebilir 𝑓 fonksiyonlarının (denklik sınıflarının) oluşturduğu vektör 

uzayı 𝐿𝑝(ℝ) ile gösterilir. Ayrıca 𝐿𝑝(ℝ) uzayı 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ) olmak üzere, 

 

‖𝑓‖𝑝 = (∫|𝑓(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

 

ℝ

)

1
𝑝

 

 

normuna göre bir Banach uzayıdır. Eğer 𝑝 = ∞ ise 𝐿∞(ℝ) uzayı ℝ üzerinde tanımlı, 

karmaşık değerli ve hemen hemen her yerde sınırlı olan ölçülebilir  𝑓 fonksiyonlarının 

(denklik sınıflarının) uzayıdır. Bu uzay  𝑓 ∈ 𝐿∞(ℝ) için 

 

‖𝑓‖∞ = 𝑒𝑠𝑠𝑠𝑢𝑝
𝑥∈ℝ

|𝑓(𝑥)| 

 

normuna göre bir Banach uzayıdır. Yine özel olarak 𝑝 = 2  olduğunda 𝐿2(ℝ) uzayı  

 

〈𝑓, 𝑔〉 = ∫𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅

 

ℝ

 

 

iç çarpımının oluşturduğu  

 

‖𝑓‖2 = 〈𝑓, 𝑓〉
1
2 = (∫|𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥

 

ℝ

)

1
2

 



4 

 

 

 

normuna göre bir Hilbert uzayıdır (Rudin,1966: 452). 

 

2.2.Tanım 𝑓,ℝ  üzerinde tanımlı karmaşık değerli bir fonksiyon olsun. O halde 

 

𝑀 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑓(𝑥) ≠ 0} 

 

kümesinin kapanışına 𝑓 fonksiyonun desteği denir ve bu 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑓 ile gösterilir. ℝ  üzerinde 

tanımlı karmaşık değerli, sürekli, tıkız destekli fonksiyonların vektör uzayı 𝐶𝑐(ℝ) ile 

gösterilir. 𝐶𝑐(ℝ) nin 𝐿𝑝(ℝ) uzayında her yerde yoğun olduğu biliniyor. Ayrıca ℝ üzerinde 

tanımlı, karmaşık değerli, tıkız destekli, sürekli ve her mertebeden türevlenebilen 

fonksiyonların vektör uzayı 𝐶𝑐
∞(ℝ) ile gösterilir (Rudin, 1973: 397). Yine 𝐶𝑐

∞(ℝ) uzayıda 

𝐿𝑝(ℝ) uzayında her yerde yoğundur (Rudin, 1973: 397). 

 

2.3. Tanım ℝ üzerinde tanımlı reel değerli ölçülebilir 𝜔 fonksiyonu aşağıda belirtilen 

koşulları sağlıyor ise bu 𝜔 fonksiyonuna ağırlık fonksiyonu denir (Reither, 1968: 200). 

 

(i) Her 𝑥 ∈ ℝ için 𝜔(𝑥) ≥ 1,  

(ii) Her 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ için 𝜔(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝜔(𝑥)𝜔(𝑦), 

(iii)  𝜔 yerel sınırlı. 

 

2.4.Tanım Her 𝑥 ∈ ℝ için 𝑠 ≥ 0 olmak üzere; 

 

𝑣𝑠(𝑥) = (1 + |𝑥|)
𝑠 

  

şeklinde tanımlanan 𝑓 fonksiyonuna polinom tipli ağırlık fonksiyonu denir (Reither, 1968). 

 

2.5. Tanım 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve 𝜔 fonksiyonu ℝ üzerinde tanımlı bir ağırlık fonksiyonu olmak  

üzere 𝐿𝜔
𝑝 (ℝ) uzayı 

 

𝐿𝜔
𝑝 (ℝ) = {𝑓|𝑓 𝜔 ∈ 𝐿𝑝(ℝ)} 

 

 şeklinde tanımlanır.  𝐿𝜔
𝑝 (ℝ)  bir vektör uzayı olup, 
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‖𝑓‖𝑝,𝜔 = {∫|𝑓(𝑥)|
𝑝𝜔(𝑥)𝑝

 

ℝ

𝑑𝑥}

1
𝑝

 

 

normuna göre bir Banach uzayıdır (Reither, 1968: 200). 

 

2.6.Tanım Herhangi bir 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) fonksiyonun Fourier dönüşümü herhangi 𝑥, 𝜔 ∈ ℝ 

olmak üzere,  

 

𝑓(𝜔) = ∫𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑥𝜔
 

ℝ

𝑑𝑥 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

 Fourier dönüşümü  𝑓(𝑥) fonksiyonu ile bulunabilen fiziksel etkiyi (Örneğin, bir ses veya 

bir elektrik sinyali) 𝑒𝑖𝑡𝑥 dalgalarının toplamı olarak yazabilmemizi sağlar. Mühendislikte 

𝜔 frekansı, 𝑓(𝜔) de 𝜔 frekansının genliğini verir. Fourier dönüşümünün önemli bir 

uygulaması da kuantum teorisindedir. Bu sistemdeki durum 𝑓(𝑥) dalga fonksiyonu ile 

belirlenir. |𝑓(𝑥)|2 ise x-konumlu bir yerde parçacığın bulunma olasılık yoğunluğudur. 

𝑓(𝑥) in Fourier dönüşümü olan 𝑓(𝜔) aynı sistemi momentum uzayında tanımlayan dalga 

fonksiyonudur: |𝑓(𝑥)|
2
 parçacığın momentumunun  değerini alma olasılığıdır (Karaoğlu, 

1998; Bracewell, 1965: 38; Katznelson, 1968: 264; Reither, 1968: 200). 

 

2.7. Tanım  𝑓 Fourier dönüşümünü göstermek üzere  

 

𝑓(𝑥) = ∫  𝑓(𝑦)𝑒−2𝜋𝑖𝜔𝑥𝑑𝜔

 

ℝ

 

 

ifadesine 𝑓 nin ters Fourier dönüşümü denir. Burada 𝐶0(ℝ) ⊄ 𝐿
1(ℝ) olduğundan bu 

integralin tanımlı olması için 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) kabul edilecektir (Katznelson, 1968: 264; Rudin, 

1966: 452). 
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2.8. Tanım Sınırlı, düzenli (regüler) ve karmaşık değerli Borel ölçümlerinin uzayı 𝑀(ℝ) ile  

gösterilir. 𝜔,ℝ üzerinde tanımlı ağırlık fonksiyonu ve |𝜇|, 𝜇 ölçümünün total varyasyonu 

olmak üzere bir 𝑀(𝜔) uzayı 

 

𝑀(𝜔) = {𝜇 ∈ 𝑀(ℝ): ‖𝜇‖𝜔 = ∫𝜔𝑑|𝜇| < ∞

 

ℝ

} 

 

 şeklinde tanımlanır (Rudin, 1962). 

 

2.9.Tanım Herhangi bir 𝜇 ∈ 𝑀(ℝ) ölçümünün Fourier-Stieltjes dönüşümü 

 

𝜇̂(𝑥) = ∫𝑒−2𝜋𝑖〈𝑥,𝑡〉
 

ℝ

𝑑𝜇(𝑡) 

 

biçiminde tanımlanır (Rudin, 1962). 

 

2.10. Tanım 𝑓,  ℝ üzerinde tanımlı bir fonksiyon ve 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ olmak üzere  

 

𝑇𝑥𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑦 − 𝑥), 

𝑀𝑥𝑓(𝑦) = 𝑒
2𝜋𝑖𝑥𝑦𝑓(𝑦), 

 

şeklinde tanımlanan operatörlere sırasıyla öteleme ve karakter (modülasyon) operatörleri 

denir (Gröchenig, 2001: 359). 

 

2.11. Tanım 𝑠 ≠ 0, 𝑠 ∈ ℝ ve 𝑓,ℝ üzerinde herhangi bir fonksiyon olmak üzere, 

 

𝐷𝑠𝑓(𝑡) = |𝑠|
−
1
2𝑓 (

𝑡

𝑠
) 

 

operatörüne 𝑓 fonksiyonunun açılma (dilation) operatörü denir. Eğer 𝑓 fonksiyonu desteği 

𝐸 ∈ ℝ olan tıkız destekli bir fonksiyon ise 𝑠 sabit olmak üzere 𝐷𝑠𝑓 fonksiyonu da desteği 

sE olan tıkız destekli bir fonksiyon olur. Ayrıca 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ) ise, 
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(𝐷𝑠𝑓)^(𝜔) = 𝐷1
𝑠
𝑓(𝜔) 

  

eşitliği sağlanır (Gröchenig, 2001). 

 

2.12. Yardımcı Teorem 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ) fonksiyonu ve 𝑥, 𝜔 ∈ ℝ olmak üzere,  

 

(𝑇𝑥𝑓̂) = 𝑀−𝑥𝑓, 

(𝑀𝜔𝑓̂) = 𝑇𝜔𝑓, 

 

ifadeleri sırasıyla 𝑇𝑥 ve 𝑀𝜔 operatörlerinin Fourier dönüşümleridir (Gröchenig, 2001:359). 

 

2.13. Tanım 𝑔 ∈ 𝐿2(ℝ𝑑) , 𝑔 ≠ 0 sabitleyelim. Her 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ𝑑) için 𝑓 fonksiyonunun 𝑔 

ye bağlı dalgacık dönüşümü; 

 

𝑊𝑔𝑓(𝑥, 𝑠) = |𝑠|−
𝑑
2 ∫𝑓(𝑡)𝑔̅(𝑠−1(𝑡 − 𝑥))𝑑𝑡                                     (2.1)

 

ℝ𝑑

 

 

biçiminde verilir (Daubechies, 1992; Gröchenig, 2001). Burada her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(ℝ𝑑) için 

Cauchy-Schwartz eşitsizliği uygulanırsa, 

 

||𝑠|−
𝑑
2 ∫𝑓(𝑡)𝑔̅(𝑠−1(𝑡 − 𝑥))𝑑𝑡

 

ℝ𝑑

| ≤ |𝑠|−
𝑑
2 ∫|𝑓(𝑡)||𝑔(𝑠−1(𝑡 − 𝑥))|𝑑𝑡

 

ℝ𝑑

 

 

= |𝑠|−
𝑑
2 ∫|𝑓(𝑡)||𝑇𝑠𝐷𝑠𝑔(𝑡)|

 

ℝ𝑑

 

 

≤ |𝑠|−
𝑑
2‖𝑓‖2‖𝑇𝑥𝐷𝑠𝑔‖2 = ‖𝑓‖2‖𝑔‖2 < ∞ 

 

olup, böylece dalgacık dönüşümünün 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(ℝ𝑑) için iyi tanımlı olduğu söylenir. 

Dalgacık dönüşümü, sabit bir 0 ≠ 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ𝑑)  dalga fonksiyonu ve herhangi bir 𝑓 ∈

𝐿𝑝(ℝ𝑑)  fonksiyonu için de (2.1) eşitliğindeki gibi tanımlanabilir (Chuong ve Tri, 2002). 
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Eğer 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔 ⊆ 𝐸 ve 𝐸 kümesi orjin merkezli bir küme ise 𝑇𝑥𝐷𝑠𝑔 fonksiyonun desteği 

𝑠𝑢𝑝𝑝𝑇𝑥𝐷𝑠𝑔 ⊆ 𝑥 + 𝑠𝐸 olur. Buradan 𝑊𝑔𝑓(𝑥, 𝑠) fonksiyonunun 𝑥 anındaki yerel bilgiyi ve 

𝑠 büyüklüğünün de yerel detayların gözlenmesini sağladığı sonucunu çıkarırız. Öte yandan 

sabit bir 𝑥 anında 𝑠 → 0 𝑖𝑠𝑒 𝑊𝑔𝑓(𝑥, . ) dönüşümü 𝑥 anındaki yerel detayları gösteren bir 

mikroskop gibi davranır (Gröchenig, 2001). Dalgacık dönüşümü açık bir zaman frekans 

gösterimi değildir. Ancak 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑔̂ ⊆ Ω ise, 

 

𝑊𝑔𝑓(𝑥, 𝑠) = 〈𝑓,𝑀−𝑥𝐷1 𝑠⁄ 𝑔̂
〉 

 

olacağından 𝑊𝑔𝑓 dönüşümü sadece  
1

𝑠
Ω = 𝑠𝑢𝑝𝑝𝐷1

𝑠⁄
𝑔̂ frekans bandındaki bilgiyi verir 

(Gröchenig, 2001). 

 

2.14. Tanım μ, ℝ üzerinde Lebesque ölçümü, 𝑓 fonksiyonuda ℝ üzerinde tanımlı, μ-

ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Her 𝑦 ≥ 0, 𝑡 ≥ 0 için, 

 

𝜆𝑓(𝑦) = 𝜇{𝑥 ∈ ℝ: |𝑓(𝑥)| > 𝑦} 

𝑓∗(𝑡) = 𝑖𝑛𝑓{𝑦: 𝑦 ≥ 0, 𝜆𝑓(𝑦) > 𝑡} 

 

şeklinde tanımlanan fonksiyonlara sırasıyla 𝑓 fonksiyonunun dağılım ve rearrangement 

fonksiyonu denir. Bu fonksiyonla ilgili olarak  

 

(𝑓𝑔)∗(𝑡) ≤ 𝑓∗ (
𝑡

2
) 𝑔∗ (

𝑡

2
) 

 

eşitsizliği biliniyor (Blozinski, 1972:165-255; Hunt, 1966:249-276; Hunt ve Kurtz, 

1983:155-158). Her 𝑡 > 0 için bir 𝑓∗∗ fonksiyonu da  

 

𝑓∗∗(𝑡) =
1

𝑡
∫𝑓∗(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

0
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olacak şekilde tanımlanır. Bu 𝑓∗∗ fonksiyonuna 𝑓 fonksiyonunun ortalama fonksiyonu 

denir. Ayrıca 𝜆𝑓 , 𝑓
∗ ve 𝑓∗∗ fonksiyonları artmayan ve sağdan sürekli fonksiyonlardır 

(Blozinski, 1972:165-255; Hunt, 1966:249-276; Hunt ve Kurtz, 1983:155-158). 

𝐿(𝑝, 𝑞, 𝜇)(ℝ) kümesi,  

 

‖𝑓‖𝑝𝑞
∗ =

{
 
 

 
 

(
𝑞

𝑝
∫ 𝑡

𝑞
𝑝
−1

∞

0

(𝑓∗(𝑡))𝑞𝑑𝑡)

1
𝑞

, 0 < 𝑝 < ∞, 0 < 𝑞 < ∞

sup
𝑡≥0

𝑡
1
𝑝  𝑓∗(𝑡), 0 < 𝑝 ≤ ∞, 𝑞 = ∞

 

 

olmak üzere  ‖𝑓‖𝑝𝑞
∗ < ∞ olan ℝ üzerinde tanımlı, ölçülebilir 𝑓 fonksiyonlarının (denklik 

sınıflarının) vektör uzayıdır. Bu şekilde tanımlanan ‖. ‖𝑝𝑞
∗  fonksiyonu 𝐿(𝑝, 𝑞, 𝜇)(ℝ) 

üzerinde bir norm değildir. Ancak 𝐿(𝑝, 𝑞, 𝜇)(ℝ) uzayı üzerinde, 

 

‖𝑓‖𝑝𝑞 =

{
 
 

 
 

(
𝑞

𝑝
∫ 𝑡

𝑞−1
𝑝

∞

0

(𝑓∗∗(𝑡))𝑞𝑑𝑡)

1
𝑞

,       0 < 𝑝 < ∞, 0 < 𝑞 < ∞

sup
𝑡>0

𝑡
1
𝑝  𝑓∗∗(𝑡),                                        0 < 𝑝 ≤ ∞, 𝑞 = ∞

 

 

biçiminde tanımlanan  ‖. ‖𝑝𝑞 fonksiyonu bir normdur. Bu 𝐿(𝑝, 𝑞, 𝜇)(ℝ) vektör uzayına 

Lorentz uzayı denir. Burada eğer 𝑝 = 𝑞 ise 𝐿(𝑝, 𝑞, 𝜇)(ℝ) = 𝐿𝑝(ℝ) olur (Blozinski, 

1972:165-255; Hunt, 1966:249-276; Hunt ve Kurtz, 1983:155-158). Ayrıca 1 < 𝑝 < ∞ ve 

1 ≤ 𝑞 ≤ ∞ ise 𝐿(𝑝, 𝑞, 𝜇)(ℝ) Lorentz uzayı bu norma göre bir Banach uzayı olup her 𝑓 ∈

𝐿(𝑝, 𝑞, 𝜇)(ℝ) için,  

 

‖𝑓‖𝑝𝑞
∗ ≤ ‖𝑓‖𝑝𝑞 ≤

𝑝

𝑝 − 1
‖𝑓‖𝑝𝑞

∗  

 

eşitsizliği vardır. Diğer bir deyişle ‖. ‖𝑝𝑞 ve ‖. ‖𝑝𝑞
∗  fonksiyonları denktir (Blozinski, 

1972:165-255; Hunt, 1966:249-276; Hunt ve Kurtz, 1983:155-158). 
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2.15. Tanım 𝜔,ℝ üzerinde tanımlı bir ağırlık fonksiyonu ve 𝜔𝑑𝜇,ℝ üzerinde bir ölçüm 

olmak üzere 𝑓 fonksiyonu ℝ üzerinde tanımlı, ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Her 𝑦 ≥

0, 𝑡 ≥ 0 için 𝑓 fonksiyonunun dağılım ve rearrangement fonksiyonları sırasıyla  

 

𝜆𝑓(𝑦) = 𝜔({𝑥 ∈ ℝ ∶  |𝑓(𝑥)| > 𝑦}) = ∫ 𝜔(𝑥)

 

{𝑥∈ℝ∶ |𝑓(𝑥)|>𝑦}

𝑑𝑥 

𝑓∗(𝑡) = 𝑖𝑛𝑓{𝑦 ∶ 𝑦 ≥ 0, 𝜆𝑓(𝑦) ≤ 𝑡} = 𝑠𝑢𝑝{𝑦 ∶ 𝑦 ≥ 0, 𝜆𝑓(𝑦) > 𝑡} 

 

biçiminde tanımlanır. Yine her 𝑡 > 0 için bir 𝑓∗∗ ortalama fonksiyonu da 

 

𝑓∗∗(𝑡) =
1

𝑡
∫𝑓∗(𝑥)

𝑡

0

𝑑𝑥 

 

biçiminde verilir. Yine 𝜆𝑓 , 𝑓
∗ ve 𝑓∗∗ fonksiyonları artmayan ve sağdan sürekli 

fonksiyonlardır (Chung ve diğ., 1982), (Duyar ve Gürkanlı, 2003). 

 𝐿(𝑝, 𝑞, 𝜔𝑑𝜇)(ℝ) kümesi 

 

‖𝑓‖𝑝𝑞,𝜔
∗ =

{
 
 

 
 

(
𝑞

𝑝
∫ 𝑡

𝑞
𝑝
−1

∞

0

(𝑓∗(𝑡))𝑞𝑑𝑡)

1
𝑞

, 0 < 𝑝 < ∞, 0 < 𝑞 < ∞

sup
𝑡≥0

𝑡
1
𝑝  𝑓∗(𝑡), 0 < 𝑝 ≤ ∞, 𝑞 = ∞

 

 

olmak üzere ‖𝑓‖𝑝𝑞,𝜔
∗  olan ℝ üzerinde tanımlı, ölçülebilir 𝑓 fonksiyonlarının (denklik 

sınıflarının) vektör uzayıdır. Buna ağırlıklı Lorentz uzayı denir (Duyar ve Gürkanlı, 2003).  

𝐿(𝑝, 𝑞, 𝜔𝑑𝜇)(ℝ) uzayı üzerinde 

 

‖𝑓‖𝑝𝑞,𝜔 =

{
 
 

 
 

(
𝑞

𝑝
∫ 𝑡

𝑞−1
𝑝

∞

0

(𝑓∗∗(𝑡))𝑞𝑑𝑡)

1
𝑞

,       0 < 𝑝 < ∞, 0 < 𝑞 < ∞

sup
𝑡>0

𝑡
1
𝑝  𝑓∗∗(𝑡),                                        0 < 𝑝 ≤ ∞, 𝑞 = ∞
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biçiminde tanımlanan ‖. ‖𝑝𝑞,𝜔 fonksiyonu bir normdur. Eğer 1 < 𝑝 < ∞, 1 ≤ 𝑞 ≤ ∞ ise bu 

uzay bu norma göre bir Banach uzayıdır. Burada 𝜔 ≥ 1 olduğundan 𝐿(𝑝, 𝑞, 𝜔𝑑𝜇)(ℝ) ⊂

𝐿(𝑝, 𝑞, 𝜇)(ℝ)  kapsaması vardır (Chung ve diğ., 1982), (Duyar ve Gürkanlı, 2003). 

 

2.16. Tanım 1 ≤ 𝑝, 𝑞, 𝑟 < ∞ ve 𝜔1, 𝜔2, ℝ üzerinde ağırlık fonksiyonları olsun. Kabul 

edelim ki 0 ≠ 𝑔 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ)  olsun. Bir 𝑠 ∈ ℝ+ için  

 

𝐿𝑠(𝑊)𝜔1,𝜔2
𝑝,𝑞,𝑟 (ℝ) = {𝑓 ∈ 𝐿𝜔1

𝑝 (ℝ):𝑊𝑔𝑓 ∈ 𝐿(𝑞, 𝑟, 𝜔2, 𝑑𝜇)(ℝ)} 

 

uzayı tanımlanmaktadır. 𝐿𝑠(𝑊)𝜔1,𝜔2
𝑝,𝑞,𝑟 (ℝ) uzayı aşağıdaki norm ile birlikte bir Banach 

uzayıdır (Kulak, 2022). 

 

‖𝑓‖𝐿𝑠(𝑊)𝜔1,𝜔2
𝑝,𝑞,𝑟 = ‖𝑓‖𝑝,𝜔1 + ‖𝑊𝑔𝑓‖𝑞𝑟,𝜔2

  

 

𝐶𝑐
∞(ℝ) uzayının 𝐿𝑠(𝑊)𝜔1,𝜔2

𝑝,𝑞,𝑟 (ℝ) uzayında her yerde yoğun olduğu bilinmektedir (Kulak, 

2022). 

 

2.17. Tanım 𝑉, 𝐾 cismi üzerinde bir vektör uzayı olmak üzere 𝑉 × 𝑉 → 𝑉, (𝑥, 𝑦) → 𝑥𝑦  

işlemi verilsin. Eğer  

 

i) Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 için 𝑥(𝑦𝑧) = (𝑥𝑦)𝑧 , 

ii) Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 için 𝑥(𝑦 + 𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 , 

iii) Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 için 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾 için (𝛼𝛽)(𝑥𝑦) = (𝛼𝑥)(𝛽𝑦). 

 

koşulları sağlanıyorsa 𝑉,𝐾 üzerinde bir cebirdir denir. Eğer her 𝑥 ∈ 𝑉 için 𝑒𝑥 = 𝑥𝑒 = 𝑥 

olacak şekilde bir 𝑒 ∈ 𝑉 var ise 𝑉 cebirine birimli cebir, 𝑒 elemanına da cebirin birimi 

denir. Ayrıca her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉  için 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 ise bu 𝑉 cebirine değişmeli cebir denir. 

 

𝑉,𝐾 cismi üzerinde bir cebir olsun. Eğer (𝑉, ‖. ‖) bir Banach uzayı ve her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 için  

 

‖𝑥𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖‖𝑦‖ 

 

oluyorsa 𝑉,𝐾 cismi üzerinde bir Banach cebiridir (Larsen, 1971), (Larsen, 1973). 
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2.18. Tanım (𝐸, ‖. ‖𝐸) bir Banach uzayı ve (𝐹, ‖. ‖𝐹) de bir Banach cebiri olsun. Bir ⊗ 

işlemi için, 

 

i) Her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹 ve her ℎ, 𝑘 ∈ 𝐸 için 

 

(𝑓 + 𝑔)⊗ ℎ = 𝑓 ⊗ ℎ + 𝑔⊗ ℎ , 

𝑓 ⊗ (ℎ + 𝑘) = 𝑓 ⊗ ℎ + 𝑓 ⊗ 𝑘 

 

ii) Her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹 ve her ℎ ∈ 𝐸 için (𝑓 ∗ 𝑔) ⊗ ℎ = 𝑓 ⊗ 𝑔⊗ ℎ , (∗ işlemi 𝐹 uzayındaki 

çarpma işlemidir). 

 

iii) Her 𝑓 ∈ 𝐹, her ℎ ∈ 𝐸 ve her 𝑎 ∈ ℂ için 𝑎(𝑓 ⊗ ℎ) = (𝑎𝑓)⊗ ℎ = 𝑓 ⊗ (𝑎ℎ),  

 

iv) Her 𝑓 ∈ 𝐹 ve her ℎ ∈ 𝐸 için ‖𝑓 ⊗ ℎ‖𝐸 ≤ ‖𝑓‖𝐹‖ℎ‖𝐸 

 

özellikleri sağlanıyorsa 𝐸, 𝐹 üzerinde bir Banach modülü veya Banach 𝐹 −modülü denir 

(Wang, 1977). 
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3. BULGULAR 

 
3.1. Dalgacık Dönüşümlü Uzayların Multilineer Çarpanları 

 

3.1.1. Tanım 1 ≤ 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝑟𝑖 < ∞, 𝑠𝑖 ∈ ℝ
+ ve 𝜔𝑖, 𝑣𝑖  (𝑖 = 1,… , 𝑑 + 1) fonksiyonlarıda ℝ 

üzerinde ağırlık fonksiyonu olsunlar.  𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑), ℝ
𝑑 üzerinde sınırlı ve ölçülebilir bir 

fonksiyon olmak üzere 𝑥 ∈ ℝ ve 𝑓1, … , 𝑓𝑑 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ) için, 

 

𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥) = ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑) 𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑)

 

ℝ𝑑

𝑒2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉   𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

şeklinde tanımlansın. Eğer her 𝑓𝑖 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ) (𝑖 = 1,… , 𝑑) için  

 

‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1 ≤ 𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

 

 

olacak şekilde bir 𝐶 > 0  değeri varsa 𝑚 fonksiyonuna 𝐿(𝑊)(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑟𝑖, 𝜔𝑖, 𝑣𝑖 , 𝑠𝑖) tipinde 

(kısaca  𝐿(𝑊)) multilineer (çoklu doğrusal) çarpan denir. Diğer bir ifade ile m multilineer 

çarpan ise 𝐵𝑚 multilineer operatörünün,  

 

𝐿𝑠1(𝑊)𝜔1,𝑣1
𝑝1,𝑞1,𝑟1(ℝ) × …× 𝐿𝑠𝑑(𝑊)𝜔𝑑,𝑣𝑑

𝑝𝑑,𝑞𝑑,𝑟𝑑(ℝ) 

 

uzayından  𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1(ℝ) uzayına sınırlı olarak genişletilebilmesi anlamına 

gelir. Bu multilineer çarpanların uzayı 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝑟𝑖, 𝜔𝑖, 𝑣𝑖 , 𝑠𝑖)] (kısaca 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)]) 

ile gösterilir. 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] uzayı üzerine aşağıdaki normu koyalım: 

 

‖𝑚‖𝐿(𝑊) = ‖𝐵𝑚‖ 

 

= 𝑠𝑢𝑝 {

‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1

∏ ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑
𝑖=1

: ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖 ≤ 1 (𝑖 = 1,… , 𝑑)} 
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3.1.2. Yardımcı Teorem (Hölder Eşitsizliği) Eğer   
1

𝑝1
+⋯+

1

𝑝𝑑
=

1

𝑝
 eşitliği var ve  

 

𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖  (𝑖 = 1,… , 𝑑) ise,  

 

‖∏𝑓𝑖

𝑑

𝑖=1

‖

𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔,𝜔
𝑝,𝑝,𝑝

≤ 𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

 

 

olacak biçimde bir 𝐶 > 0 sayısı vardır. 

 

İspat Kabul edelim ki 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝑟𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑑) olsun. Öte yandan  

 

𝑊𝑔 (∏𝑓𝑖

𝑑

𝑖=1

) = (∏𝑓𝑖

𝑑

𝑖=1

) ∗ 𝐷𝑠𝑑+1𝑔
⃰ 

 

𝑔∗(𝑥) = 𝑔(−𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ eşitliği biliniyor (Gröchenig, 2001). Bu son eşitlik ve Lebesque uzayları 

için Hölder eşitsizliği kullanılır ise; 

 

‖∏𝑓𝑖

𝑑

𝑖=1

‖

𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔,𝜔
𝑝,𝑝,𝑝

= ‖∏𝑓𝑖

𝑑

𝑖=1

‖

𝑝,𝜔

+ ‖𝑊𝑔∏𝑓𝑖

𝑑

𝑖=1

‖

𝑝𝑝,𝜔

 

 

≤∏‖𝑓𝑖‖𝑝𝑖,𝜔

𝑑

𝑖=1

+ ‖(∏𝑓𝑖

𝑑

𝑖=1

) ∗ 𝐷𝑠𝑑+1𝑔
∗‖

𝑝𝑝,𝜔

 

 

ifadesi elde edilir. Ayrıca 𝐿𝜔
𝑝 (ℝ) uzayı 𝐿𝜔

1 (ℝ) uzayı üzerinde bir Banach modülü 

olduğundan, 

 

‖∏𝑓𝑖

𝑑

𝑖=1

‖

𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔,𝜔
𝑝,𝑝,𝑝

≤∏‖𝑓𝑖‖𝑝𝑝,𝜔

𝑑

𝑖=1

+ ‖∏𝑓𝑖

𝑑

𝑖=1

‖

𝑝,𝜔

‖𝐷𝑠𝑑+1𝑔
∗‖
1,𝜔
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≤∏‖𝑓𝑖‖𝑝𝑖,𝜔

𝑑

𝑖=1

+∏‖𝑓𝑖‖𝑝𝑖,𝜔

𝑑

𝑖=1

‖𝐷𝑠𝑑+1𝑔
∗‖
1,𝜔

 

 

=∏‖𝑓𝑖‖𝑝𝑖,𝜔

𝑑

𝑖=1

(1 + ‖𝐷𝑠𝑑+1𝑔
∗‖
1,𝜔
) 

 

≤ (∏(‖𝑓𝑖‖𝑝𝑖,𝜔 + ‖𝑊𝑔𝑓𝑖‖𝑞𝑖𝑟𝑖,𝑣𝑖
)

𝑑

𝑖=1

)(1 + ‖𝐷𝑠𝑑+1𝑔
∗‖
1,𝜔
) 

 

= 𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

 

 

elde edilir (𝐶 = 1 + ‖𝐷𝑠𝑑+1‖1,𝜔
). 

 

3.1.3. Örnek Kabul edelim ki 𝑚 = (𝜉1, … , 𝜉𝑑) = 𝑎 bir sabit fonksiyon ve 
1

𝑝
=

1

𝑝1
+⋯+

1

𝑝𝑑
 

olsun. Her 𝑓𝑖 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ) (𝑖 = 1,… , 𝑑) için, 

 

𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥) = ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉

 

ℝ𝑑

𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

= 𝑎 ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1,𝑥〉

 

ℝ𝑑

…𝑒2𝜋𝑖〈𝜉𝑑,𝑥〉𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

= 𝑎 (∫𝑓1̂(𝜉1)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1,𝑥〉

 

ℝ

𝑑𝜉1)…(∫𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉𝑑,𝑥〉

 

ℝ

𝑑𝜉𝑑) 

 

= 𝑎∏𝑓𝑖(𝑥)

𝑑

𝑖=1

 

 

olup Yardımcı Teorem 3.1.2 kullanılır ise,  
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‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠(𝑊)𝜔,𝜔
𝑝,𝑝,𝑝 ≤ |𝑎|𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

 

 

olacak biçimde 𝐶 > 0 sayısı bulunur. O halde 𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] elde edilir. 

 

3.1.4.Teorem 
1

𝑝
=

1

𝑝1
+⋯+

1

𝑝𝑑
 olsun. Eğer 𝐾 ∈ 𝐿𝑣

1 (ℝ) ise 𝑣(𝑦) =

𝜔1(𝑦)∏ 𝜔𝑖(−𝑦)
𝑑
𝑖=2 ,   𝜔1 = max

 
{𝜔, 𝑣1} ve 𝜔𝑖 = max

 
{𝜔, 𝑣𝑖}  (𝑖 = 2,… , 𝑑) olmak üzere  

 

𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑) = 𝐾̂(𝜉1 − 𝜉2 −⋯− 𝜉𝑑) ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] 

 

olur. Bundan başka  

 

‖𝑚‖𝐿(𝑊) ≤ 𝐶‖𝐾‖1,𝑣 

 

olacak biçimde bir 𝐶 > 0 sayısı vardır. 

 

İspat Herhangi bir 𝑓𝑖 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ) (𝑖 = 1, … , 𝑑) olsun. O halde,  

 

𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥) = ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉

 

ℝ𝑑

𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

= ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝐾̂(𝜉1 − 𝜉2 −⋯− 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉

 

ℝ𝑑

𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

= ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑) (∫𝐾(𝑦)𝑒
−2𝜋𝑖〈𝜉1−𝜉2−⋯−𝜉𝑑,𝑦〉𝑑𝑦

 

ℝ

)𝑒2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉
 

ℝ𝑑

𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

= ∫ 𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝐾(𝑦)𝑒
−2𝜋𝑖〈𝜉1−𝜉2−⋯−𝜉𝑑,𝑦〉𝑒2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉

 

ℝ𝑑+1

𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑𝑑𝑦 

 

= ∫ 𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝐾(𝑦)𝑒
2𝜋𝑖〈𝑥−𝑦,𝜉1〉𝑒2𝜋𝑖〈𝑥−𝑦,𝜉2〉…𝑒2𝜋𝑖〈𝑥−𝑦,𝜉𝑑〉

 

ℝ𝑑+1
𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑𝑑𝑦    (3.1) 
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Eğer (3.1) eşitliğine Fubini Teoremi uygulanırsa, 

 

𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥) = ∫(∫𝑓1̂(𝜉1)𝑒
2𝜋𝑖〈𝑥−𝑦,𝜉1〉𝑑𝜉1

 

ℝ

)

 

ℝ

…(∫𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝑥−𝑦,𝜉𝑑〉𝑑𝜉𝑑

 

ℝ

)𝐾(𝑦)𝑑𝑦 

 

= ∫ 𝑓1(𝑥 − 𝑦)𝑓2(𝑥 + 𝑦)…𝑓𝑑(𝑥 + 𝑦)𝐾(𝑦)𝑑𝑦
 

ℝ
                                  (3.2) 

 

elde edilir. Ayrıca (Kulak, 2022) çalışmasından 𝑇𝑦𝑓1 ∈ 𝐿𝑠1(𝑊)𝜔,𝑣1
𝑝1,𝑞1,𝑟1(ℝ),     𝑇−𝑦𝑓𝑖 ∈

𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖(ℝ)  (𝑖 = 1,…𝑑) ve aşağıdaki eşitsizlikler biliniyor, 

 

‖𝑇𝑦𝑓1‖𝐿𝑠1(𝑊)𝜔,𝑣1
𝑝1,𝑞1,𝑟1 ≤ 𝜔(𝑦)‖𝑓1‖𝑝1,𝜔 + 𝑣1(𝑦)

1

𝑞1‖𝑊𝑔𝑓1‖𝑞1𝑟1,𝑣1
                             (3.3) 

‖𝑇−𝑦𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖 ≤ 𝜔(−𝑦)‖𝑓𝑖‖𝑝𝑖,𝜔 + 𝑣𝑖(−𝑦)

1

𝑞𝑖‖𝑊𝑔𝑓𝑖‖𝑞𝑖𝑟𝑖,𝑣𝑖
  (𝑖 = 2, … , 𝑑)    (3.4) 

 

Eğer Yardımcı Teorem 3.1.2, (3.2) eşitliği ve (3.3), (3.4) eşitsizlikleri kullanılır ise, 

 

‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔,𝜔
𝑝,𝑝,𝑝 ≤ ∫‖𝑇𝑦𝑓1𝑇−𝑦𝑓2…𝑇−𝑦𝑓𝑑𝐾(𝑦)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔,𝜔

𝑝,𝑝,𝑝𝑑𝑦

 

ℝ

 

 

= ∫‖𝑇𝑦𝑓1𝑇−𝑦𝑓2…𝑇−𝑦𝑓𝑑‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔,𝜔
𝑝,𝑝,𝑝|𝐾(𝑦)|𝑑𝑦

 

ℝ

 

 

≤ 𝐶 ∫‖𝑇𝑦𝑓1‖𝐿𝑠1(𝑊)𝜔,𝑣1
𝑝1,𝑞1,𝑟1

 

ℝ

∏‖𝑇−𝑦𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=2

|𝐾(𝑦)|𝑑𝑦 

 

≤ 𝐶 ∫(𝜔(𝑦)‖𝑓1‖𝑝1,𝜔 + 𝑣1(𝑦)
1
𝑞1‖𝑊𝑔𝑓1‖𝑞1𝑟1,𝑣1

) ×

 

ℝ

 

 

×∏ 𝜔(−𝑦)‖𝑓𝑖‖𝑝𝑖,𝜔 + 𝑣𝑖(−𝑦)
1

𝑞𝑖‖𝑊𝑔𝑓𝑖‖𝑞𝑖𝑟𝑖,𝑣𝑖
𝑑
𝑖=2 |𝐾(𝑦)|𝑑𝑦                      (3.5) 
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olur. Yine 𝜔1 = max
 
{𝜔, 𝑣1} ve 𝜔𝑖 = max

 
{𝜔, 𝑣𝑖} (𝑖 = 2,… , 𝑑) olduğundan ve (3.5) 

eşitsizliğinden, 

‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔,𝜔
𝑝,𝑝,𝑝 

 

≤ 𝐶 ∫𝜔1(𝑦)‖𝑓1‖𝐿𝑠1(𝑊)𝜔,𝑣1
𝑝1,𝑞1,𝑟1∏𝜔𝑖(−𝑦)‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=2

|𝐾(𝑦)|𝑑𝑦

 

ℝ

 

 

= 𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

∫|𝐾(𝑦)|𝜔1(𝑦)∏𝜔𝑖(−𝑦)𝑑𝑦

𝑑

𝑖=2

 

ℝ

 

 

= 𝐶∏ ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑
𝑖=1 ‖𝐾‖1,𝑣                                                         (3.6) 

 

bulunur. Böylece  𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑) = 𝐾̂(𝜉1 − 𝜉2 −⋯− 𝜉𝑑) multilineer çarpan olur. Son 

olarak (3.6) eşitsizliğinden, 

 

‖𝑚‖𝐿(𝑊) = 𝑠𝑢𝑝 {
‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔,𝜔

𝑝,𝑝,𝑝

∏ ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑
𝑖=1

: ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔,𝜔𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖 ≤ 1 (𝑖 = 1, … , 𝑑)} 

 

≤ 𝐶‖𝐾‖1,𝑣 

 

elde edilir. 

 

3.1.5. Tanım 1 ≤ 𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑟𝑖 < ∞, 𝑠𝑖 ∈ ℝ
+  ve 𝜔𝑖, 𝑣𝑖  (𝑖 = 1,… , 𝑑 + 1)  ℝ üzerinde birer 

ağırlık fonksiyonu olsun. Eğer 𝑀:ℝ → ℂ ölçülebilir fonksiyonu için,  

 

𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑) = 𝑀(𝜉1 − 𝜉2 −⋯− 𝜉𝑑) ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝑟𝑖, 𝜔𝑖, 𝑣𝑖 , 𝑠𝑖)] 

 

ise diğer bir ifade ile  

 

𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥) = ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑀(𝜉1 − 𝜉2…− 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉

 

ℝ𝑑

𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 
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multilineer operatörü, 𝐿𝑠1(𝑊)𝜔1,𝑣1
𝑝1,𝑞1,𝑟1(ℝ) × …× 𝐿𝑠𝑑(𝑊)𝜔𝑑,𝑣𝑑

𝑝𝑑,𝑞𝑑,𝑟𝑑(ℝ) uzayından  

𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1(ℝ) uzayına sürekli olarak genişletilebiliyorsa bu M 

fonksiyonlarının oluşturduğu uzay 𝑀̃[𝐿(𝑊)(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑟𝑖, 𝜔𝑖, 𝑣𝑖 , 𝑠𝑖)] kısaca 𝑀̃[𝐿(𝑊)] ile 

gösterilir. Bu uzay, 

 

‖𝑀‖𝐿(𝑊) = ‖𝐵𝑚‖ 

 

normu ile donatılır. 

 

3.1.6. Teorem  
1

𝑝𝑑+1
=

1

𝑝1
+⋯+

1

𝑝𝑑
 ve 𝑣 polinom tipli ağırlık fonksiyonu olmak üzere  

 

𝜔𝑑+1 ≤ 𝑣, 𝑣𝑖 ≤ 𝑣 (𝑖 = 1,… , 𝑑) 

 

ve  𝜔(𝑥) = (1 + |𝑥|)𝑁𝑑 , (𝑁 ∈ ℕ) olsun. Eğer 𝜇 ∈ 𝜇(𝜔) ve 𝛼𝑖 ∈ ℝ  (𝑖 = 1,… , 𝑑) için 

 𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑) = 𝜇̂(𝛼1𝜉1 +⋯+ 𝛼𝑑𝜉𝑑) ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] olur. Bundan başka  

 

‖𝑚‖𝐿(𝑊) ≤ 𝐶‖𝜇‖𝜔 

 

olacak biçimde bir 𝐶 > 0 sayısı vardır. 

 

İspat Herhangi bir 𝑓𝑖 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ)(𝑖 = 1, … , 𝑑) verilsin. O halde, 

 

𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥) = ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉

 

ℝ𝑑

𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

= ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝜇̂(𝛼1𝜉1, … , 𝛼𝑑𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉

 

ℝ𝑑

𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

= ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑) { ∫ 𝑒
−2𝜋𝑖〈𝛼1𝜉1+⋯+𝛼𝑑𝜉𝑑,𝑡〉𝑑𝜇(𝑡)

 

ℝ𝑑

}

 

ℝ𝑑

𝑒2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 
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= ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑) { ∫ 𝑒
−2𝜋𝑖〈𝛼1𝜉1,𝑡〉…𝑒−2𝜋𝑖〈𝛼𝑑𝜉𝑑,𝑡〉𝑑𝜇(𝑡)

 

ℝ𝑑

}

 

ℝ𝑑

𝑒2𝜋𝑖〈𝜉1,𝑥〉…𝑒2𝜋𝑖〈𝜉𝑑,𝑥〉𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

= ∫(∫𝑓1̂(𝜉1)𝑒
2𝜋𝑖〈𝑥−𝛼1𝑡,𝜉1〉𝑑𝜉1

 

ℝ

)

 

ℝ

…(∫𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝑥−𝛼𝑑𝑡,𝜉𝑑〉𝑑𝜉𝑑

 

ℝ

)𝑑𝜇(𝑡) 

 

= ∫ 𝑓1(𝑥 − 𝛼1𝑡) …𝑓𝑑(𝑥 − 𝛼𝑑𝑡)𝑑𝜇(𝑡).
 

ℝ
                                                                            (3.7) 

 

Diğer yandan, Teorem2.3 (Kulak, 2021:740), için aşağıdaki eşitsizlikler yazılır: 

 

‖𝑇𝛼𝑖𝑡𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖 ≤ 𝜔𝑑+1(𝛼𝑖𝑡)‖𝑓𝑖‖𝑝𝑖,𝜔𝑑+1 + 𝑣𝑖(𝛼𝑖𝑡)

1
𝑞𝑖‖𝑊𝑔𝑓𝑖‖𝑞𝑖𝑟𝑖,𝑣𝑖

(𝑖 = 1,… , 𝑑) 

 

Böylece (3.7) eşitsizliği ve Yardımcı Teorem 3.1.2 kullanılır ise, 

 

‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝜔𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1  

 

≤ ∫‖𝑓1(𝑥 − 𝛼1𝑡) …𝑓𝑑(𝑥 − 𝛼𝑑𝑡)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝜔𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1𝑑|𝜇|(𝑡)

 

ℝ

 

 

≤ 𝐶 ∫∏‖𝑓𝑖(𝑥 − 𝛼𝑖𝑡)‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

𝑑|𝜇|(𝑡)

 

ℝ

 

 

≤ 𝐶 ∫∏{𝜔𝑑+1(𝛼𝑖𝑡)‖𝑓𝑖‖𝑝𝑖,𝜔𝑑+1 + 𝑣𝑖(𝛼𝑖𝑡)
1
𝑞𝑖‖𝑊𝑔𝑓𝑖‖𝑞𝑖𝑟𝑖,𝑣𝑖

} 𝑑|𝜇|(𝑡)

𝑑

𝑖=1

 

ℝ

 

 

≤ 𝐶 ∫∏𝑣(𝛼𝑖𝑡) {‖𝑓𝑖‖𝑝𝑖,𝜔𝑑+1 + ‖𝑊𝑔𝑓𝑖‖𝑞𝑖𝑟𝑖,𝑣𝑖
} 𝑑|𝜇|(𝑡)

𝑑

𝑖=1

 

ℝ

 

 

= 𝐶 ∫∏𝑣(𝛼𝑖𝑡)‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖 𝑑|𝜇|(𝑡)

𝑑

𝑖=1

 

ℝ
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= 𝐶∏ ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖 ∫ ∏ 𝑣(𝛼𝑖𝑡)

𝑑
𝑖=1 𝑑|𝜇|

 

ℝ
(𝑡)𝑑

𝑖=1                                       (3.8) 

 

elde edilir.  

İlk olarak |𝛼𝑖| ≤ 1 (𝑖 = 1, … , 𝑑) olsun. 𝑣 ağırlık fonksiyonları polinom tipli olduğundan, 

 

𝑣(𝑡) = (1 + |𝑡|)𝑁                                                           (3.9) 

 

olacak biçimde bir 𝑁 ∈ ℕ vardır. Ayrıca (3.8) ve (3.9) ifadeleri kullanılırsa,  

 

‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝜔𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1 ≤ 𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

∫∏(1 + |𝛼𝑖𝑡|)
𝑁

𝑑

𝑖=1

𝑑|𝜇|(𝑡)

 

ℝ

 

 

≤ 𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

∫∏(1 + |𝑡|)𝑁
𝑑

𝑖=1

𝑑|𝜇|(𝑡)

 

ℝ

 

 

= 𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

∫(1 + |𝑡|)𝑁𝑑𝑑|𝜇|(𝑡)

 

ℝ

 

 

= 𝐶∏ ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑
𝑖=1 ‖𝜇‖𝜔 .                                               (3.10) 

 

Burada 𝜔(𝑡) = (1 + |𝑡|)𝑁𝑑 dir. Böylece (3.10) eşitsizliğinden, 

 

‖𝑚‖𝐿(𝑊) 

 

= 𝑠𝑢𝑝 {

‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝜔𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1

∏ ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑
𝑖=1

: ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖 ≤ 1 (𝑖 = 1,… , 𝑑)} 

 

≤ 𝐶‖𝜇‖𝜔 

 

sonucu bulunur. 

Şimdi de |𝛼𝑖| > 1 (𝑖 = 1,… , 𝑑) olsun. Dolayısıyla (2.8) eşitsizliği kullanılırsa, 
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‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝜔𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1 ≤ 𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

∫∏(1 + |𝛼𝑖𝑡|)
𝑁

𝑑

𝑖=1

𝑑|𝜇|(𝑡)

 

ℝ

 

 

< 𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

∫∏(|𝛼𝑖| + |𝛼𝑖𝑡|)
𝑁𝑑|𝜇|(𝑡)

𝑑

𝑖=1

 

ℝ

 

 

= 𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

∫∏|𝛼𝑖|
𝑁(1 + |𝑡|)𝑁𝑑|𝜇|(𝑡)

𝑑

𝑖=1

 

ℝ

 

 

= 𝐶∏|𝛼𝑖|
𝑁

𝑑

𝑖=1

∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

∫(1 + |𝑡|)𝑁𝑑𝑑|𝜇|(𝑡)

 

ℝ

 

 

= 𝐶∏ |𝛼𝑖|
𝑁𝑑

𝑖=1 ‖𝜇‖𝜔∏ ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑
𝑖=1                                         (3.11) 

 

bulunur. Buradan (3.11) eşitsizliği ile, 

 

‖𝑚‖𝐿(𝑊) 

 

= 𝑠𝑢𝑝 {

‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝜔𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1

∏ ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑
𝑖=1

: ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖 ≤ 1 (𝑖 = 1,… , 𝑑)} 

 

< 𝐶∏|𝛼𝑖|
𝑁

𝑑

𝑖=1

‖𝜇‖𝜔 

 

elde edilir. 

 

|𝛼𝑖0| > 1 için 𝑖0 ∈ ℕ olsun. O halde (3.8) eşitsizliği kullanılırsa,  

 

‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝜔𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1 ≤ 𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

∫∏(1 + |𝛼𝑖𝑡|)
𝑁

𝑑

𝑖=1

𝑑|𝜇|(𝑡)

 

ℝ
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= 𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

∫(1 + |𝛼𝑖0𝑡|)
𝑁
∏(1+ |𝛼𝑖0𝑡|)

𝑁

𝑖0−1

𝑖=1

 

ℝ

∏ (1+ |𝛼𝑖𝑡|)
𝑁

𝑑

𝑖=𝑖0+1

𝑑|𝜇|(𝑡) 

 

< 𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

∫(|𝛼𝑖0| + |𝛼𝑖0𝑡|)
𝑁
∏(1+ |𝑡|)𝑁

𝑖0−1

𝑖=1

 

ℝ

∏ (1+ |𝑡|)𝑁
𝑑

𝑖=𝑖0+1

𝑑|𝜇|(𝑡) 

 

= 𝐶|𝛼𝑖0|
𝑁
∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

∫(1 + |𝑡|)𝑁𝑑𝑑|𝜇|(𝑡)

 

ℝ

 

 

= 𝐶|𝛼𝑖0|
𝑁
∏ ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖
𝑑
𝑖=1 ‖𝜇‖𝜔                                                                       (3.12) 

 

bulunur. Böylece (3.12) eşitsizliğinden, 

 

‖𝑚‖𝐿(𝑊) 

 

= 𝑠𝑢𝑝 {

‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝜔𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1

∏ ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑
𝑖=1

: ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖 ≤ 1 (𝑖 = 1,… , 𝑑)} 

 

< 𝐶|𝛼𝑖0|
𝑁
‖𝜇‖𝜔 

 

yazılır. Ayrıca diğer durumlar içinde benzer biçimde ispat yöntemi kullanılır. O halde 𝑚 ∈

𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] ve 𝐶 > 0 için 

 

‖𝑚‖𝐿(𝑊) ≤ 𝐶‖𝜇‖𝜔 

 

elde edilir. 

 

3.1.7. Teorem 𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] olmak üzere 𝑣𝑖 ≤ 𝜔𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑑) olsun. Bu durumda 

𝑀(𝑎1,…,𝑎𝑑)𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] olup (𝑎1, … , 𝑎𝑑) ∈ ℝ
𝑑 olmak üzere,  
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‖𝑀(𝑎1,…,𝑎𝑑)𝑚‖𝐿(𝑊)
≤ ‖𝑚‖𝐿(𝑊)∏𝜔1(−𝑎𝑖)

𝑑

𝑖=1

 

 

olur. 

 

İspat Herhangi bir 𝑓𝑖 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ) (𝑖 = 1, … , 𝑑) ve (𝑎1, … , 𝑎𝑑) ∈ ℝ

𝑑 olsun. Her 𝑥 ∈ ℝ için, 

 

𝐵𝑀(𝑎1,…,𝑎𝑑)
𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥) = 

 

= ∫𝑓1̂(𝜉1)… 𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑀(𝑎1,…,𝑎𝑑)𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉

 

ℝ𝑑

𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

= ∫𝑓1̂(𝜉1)… 𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈 (𝑎1,…,𝑎𝑑)(𝜉1,…,𝜉𝑑)〉

 

ℝ𝑑

 𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

= ∫𝑓1̂(𝜉1)… 𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖𝑎1𝜉1 …𝑒2𝜋𝑖𝑎𝑑𝜉𝑑𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒

2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑

 

ℝ𝑑

 

 

= ∫(𝑇−𝑎1𝑓1̂)(𝜉1)… (𝑇−𝑎𝑑𝑓𝑑̂)(𝜉𝑑)𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑

 

ℝ𝑑

 

 

= 𝐵𝑚(𝑇−𝑎1𝑓1, … , 𝑇−𝑎𝑑𝑓𝑑)(𝑥)                                                                            (3.13) 

 

bulunur. Ayrıca  

 

‖𝑇−𝑎𝑖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖 ≤ 𝜔𝑖(−𝑎𝑖)‖𝑓𝑖‖𝑝𝑖,𝜔𝑖 + 𝑣𝑖(−𝑎𝑖)

1

𝑞𝑖‖𝑊𝑔𝑓𝑖‖𝑞𝑖𝑟𝑖,𝑣𝑖
  (𝑖 = 1,… , 𝑑)       (3.14) 

 

eşitsizlikleri biliniyor (Kulak, 2022). Eğer 𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] olacak şekilde (3.13) ve (3.14) 

ifadeleri kullanılırsa, 
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‖𝐵𝑀(𝑎1,…,𝑎𝑑)
𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖

𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1

𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1
≤ ‖𝐵𝑚‖∏‖𝑇−𝑎𝑖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

 

 

≤ ‖𝑚‖𝐿(𝑊)∏{𝜔𝑖(−𝑎𝑖)‖𝑓𝑖‖𝑝𝑖,𝜔𝑖 + 𝑣𝑖(−𝑎𝑖)
1
𝑞𝑖‖𝑊𝑔𝑓𝑖‖𝑞𝑖𝑟𝑖,𝑣𝑖

}

𝑑

𝑖=1

 

 

≤ ‖𝑚‖𝐿(𝑊)∏{𝜔𝑖(−𝑎𝑖)‖𝑓𝑖‖𝑝𝑖,𝜔𝑖 + 𝜔𝑖(−𝑎𝑖)‖𝑊𝑔𝑓𝑖‖𝑞𝑖𝑟𝑖,𝑣𝑖
}

𝑑

𝑖=1

 

 

= ‖𝑚‖𝐿(𝑊)∏ 𝜔𝑖(−𝑎𝑖)‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑
𝑖=1                                        (3.15) 

 

olup 𝑀(𝑎1,…,𝑎𝑑)𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] bulunur. 

Böylece (3.15) eşitsizliği kullanılır ise  

 

‖𝑀(𝑎1,…,𝑎𝑑)𝑚‖𝐿(𝑊)
= 

 

= 𝑠𝑢𝑝
‖𝑓𝑖‖

𝐿𝑠𝑖
(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖≤1,(𝑖=1,…,𝑑)

{
 

 ‖𝐵𝑀(𝑎1,…,𝑎𝑑)
𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖

𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1

𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1

∏ ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑
𝑖=1

}
 

 
 

 

≤ ‖𝑚‖𝐿(𝑊)∏𝜔𝑖(−𝑎𝑖)

𝑑

𝑖=1

 

 

elde edilir. 

 

3.1.8. Teorem 𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] olsun. O halde 𝑇(𝑎1,…,𝑎𝑑)𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] ve (𝑎1, … , 𝑎𝑑) ∈

ℝ𝑑 için  

 

‖𝑇(𝑎1,…,𝑎𝑑)𝑚‖𝐿(𝑊)
= ‖𝑚‖𝐿(𝑊) 

 

olur. 
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İspat Herhangi bir 𝑓𝑖 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ) (𝑖 = 1, … , 𝑑) ve (𝑎1, … , 𝑎𝑑) ∈ ℝ

𝑑 verilsin. Eğer 𝜉𝑖 − 𝑎𝑖 =

𝑢𝑖  (𝑖 = 1,… , 𝑑) değişken değiştirmesi yapılırsa 𝑥 ∈ ℝ için, 

 

𝐵𝑇(𝑎1,…,𝑎𝑑)𝑚
(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥) 

 

= ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑇(𝑎1,…,𝑎𝑑)𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉

 

ℝ𝑑

𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

= ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑚(𝜉1 − 𝑎1, … , 𝜉𝑑 − 𝑎𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉

 

ℝ𝑑

𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

= ∫𝑓1̂(𝑢1 + 𝑎1)…𝑓𝑑̂(𝑢𝑑 + 𝑎𝑑) ×

 

ℝ𝑑

 

 

×𝑚(𝑢1, … , 𝑢𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝑎1+⋯+𝑎𝑑,𝑥〉…𝑒2𝜋𝑖〈𝑢1+⋯+𝑢𝑑,𝑥〉𝑑𝑢1…𝑑𝑢𝑑  

 

= ∫𝑇−𝑎1𝑓1̂(𝑢1)…𝑇−𝑎𝑑𝑓𝑑̂(𝑢𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝑎1+⋯+𝑎𝑑,𝑥〉…𝑒2𝜋𝑖〈𝑢1+⋯+𝑢𝑑,𝑥〉

 

ℝ𝑑

𝑑𝑢1…𝑑𝑢𝑑 

 

= 𝑒2𝜋𝑖〈𝑎1+⋯+𝑎𝑑,𝑥〉 ∫(𝑀−𝑎1𝑓1)
̂

 

ℝ𝑑

(𝑢1)… (𝑀−𝑎𝑑𝑓𝑑)
̂ (𝑢𝑑)𝑒

2𝜋𝑖〈𝑢1+⋯+𝑢𝑑,𝑥〉𝑑𝑢1…𝑑𝑢𝑑 

 

= 𝑒2𝜋𝑖〈𝑎1+⋯+𝑎𝑑,𝑥〉𝐵𝑚(𝑀−𝑎1𝑓1, … ,𝑀−𝑎𝑑𝑓𝑑)(𝑥)                                              (3.16) 

 

elde edilir. Ayrıca her (𝑖 = 1, … , 𝑑) için  𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖 olması, 𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] ve 

(3.16) eşitliği kullanılırsa, 

 

‖𝐵𝑇(𝑎1,…,𝑎𝑑)𝑚
(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖

𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1

𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1
 

 

= ‖𝑒2𝜋𝑖〈𝑎1+⋯+𝑎𝑑,𝑥〉𝐵𝑚(𝑀−𝑎1𝑓1, … ,𝑀−𝑎𝑑𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1  
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= ‖𝐵𝑚(𝑀−𝑎1𝑓1, … ,𝑀−𝑎𝑑𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1  

 

≤ ‖𝑚‖𝐿(𝑊)∏‖𝑀−𝑎𝑖
𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

 

= ‖𝑚‖𝐿(𝑊)∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

 

 

elde edilir ve 𝑇(𝑎1,…,𝑎𝑑)𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] olur. 

Son olarak, 

 

‖𝑇(𝑎1,…,𝑎𝑑)𝑚‖𝐿(𝑊)
= 

 

= 𝑠𝑢𝑝
‖𝑓𝑖‖

𝐿𝑠𝑖
(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖≤1,(𝑖=1,…,𝑑)

{
 

 ‖𝐵𝑇(𝑎1,…,𝑎𝑑)𝑚
(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖

𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1

𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1

∏ ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑
𝑖=1

}
 

 
 

 

= ‖𝑚‖𝐿(𝑊) 

 

elde edilir. 

 

3.1.9. Teorem 𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] ve 𝑣𝑖 ≤ 𝜔𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑑) olsun. Eğer 𝜔(𝑦1, … , 𝑦𝑑) =

∏ 𝜔𝑖(−𝑦𝑖)
𝑑
𝑖=1  olmak üzere Φ ∈ 𝐿𝜔

1 (ℝ𝑑) ise Φ̂𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] olur. Ayrıca, 

 

‖Φ̂𝑚‖
𝐿(𝑊)

≤ ‖Φ‖1,𝜔‖𝑚‖𝐿(𝑊) 

 

eşitsizliği vardır. 

 

İspat Kabul edelim ki  Φ ∈ 𝐿𝜔
1 (ℝ𝑑)  ve 𝑓𝑖 ∈ 𝐶𝑐

∞(ℝ) (𝑖 = 1,… , 𝑑) olsun. Her 𝑥 ∈ ℝ için, 

 

𝐵𝛷̂𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥) = ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)(Φ̂𝑚)

 

ℝ𝑑

(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 
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= ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑) ( ∫Φ(𝑦1, … , 𝑦𝑑)𝑒
−2𝜋𝑖〈(𝜉1,…,𝜉𝑑),(𝑦1,…,𝑦𝑑)〉𝑑𝑦1…𝑑𝑦𝑑

 

ℝ𝑑

) ×

 

ℝ𝑑

 

 

×𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

= ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑) ( ∫Φ(𝑦1, … , 𝑦𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈(−𝑦1,…,−𝑦𝑑),(𝜉1,…,𝜉𝑑)〉𝑑𝑦1…𝑑𝑦𝑑

 

ℝ𝑑

) ×

 

ℝ𝑑

 

 

×𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

= ∫Φ(𝑦1, … , 𝑦𝑑)

 

ℝ𝑑

( ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈(−𝑦1,…,−𝑦𝑑),(𝜉1,…,𝜉𝑑)〉 ×

 

ℝ𝑑

 

 

×𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑)𝑑𝑦1…𝑑𝑦𝑑 

 

= ∫Φ(𝑦1, … , 𝑦𝑑)

 

ℝ𝑑

( ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑) ×

 

ℝ𝑑

 

 

×𝑀(−𝑦1,…,−𝑦𝑑)𝑚(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑)𝑑𝑦1…𝑑𝑦𝑑 

 

= ∫ Φ(𝑦1, … , 𝑦𝑑)𝐵𝑀(−𝑦1,…,−𝑦𝑑)
𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥)𝑑𝑦1…𝑑𝑦𝑑

 

ℝ𝑑
                                 (3.17) 

 

elde edilir. Dolayısıyla 𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] ve Teorem 3.1.7 kullanılırsa,  

 

𝑀(−𝑦1,…,−𝑦𝑑)𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] 

 

olup, 

 

‖𝑀(−𝑦1,…,−𝑦𝑑)𝑚‖𝐿(𝑊)
≤ ‖𝑚‖𝐿(𝑊)∏ 𝜔𝑖(−𝑦𝑖)

𝑑
𝑖=1                                (3.18) 

 

bulunur. O halde (3.17) ve (3.18) eşitsizliklerinden, 
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‖𝐵𝛷̂𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1  

 

= ‖ ∫Φ(𝑦1, … , 𝑦𝑑)𝐵𝑀(−𝑦1,…,−𝑦𝑑)
𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥)𝑑𝑦1…𝑑𝑦𝑑

 

ℝ𝑑

‖

𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1

𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1

 

 

≤ ∫‖Φ(𝑦1, … , 𝑦𝑑)𝐵𝑀(−𝑦1,…,−𝑦𝑑)
𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥)‖

𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1

𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1

 

ℝ𝑑

𝑑𝑦1…𝑑𝑦𝑑 

 

= ∫|Φ(𝑦1, … , 𝑦𝑑)|

 

ℝ𝑑

‖𝐵𝑀(−𝑦1,…,−𝑦𝑑)
𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥)‖

𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1

𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1
𝑑𝑦1…𝑑𝑦𝑑 

 

≤ ∫|Φ(𝑦1, … , 𝑦𝑑)|

 

ℝ𝑑

‖𝑀(−𝑦1,…,−𝑦𝑑)𝑚‖𝐿(𝑊)
∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖𝑑𝑦1…𝑑𝑦𝑑

𝑑

𝑖=1

 

 

≤ ∫|Φ(𝑦1, … , 𝑦𝑑)|

 

ℝ𝑑

‖𝑚‖𝐿(𝑊)∏𝜔𝑖(−𝑦𝑖)

𝑑

𝑖=1

∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖𝑑𝑦1…𝑑𝑦𝑑

𝑑

𝑖=1

 

 

= ‖𝑚‖𝐿(𝑊)∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖 ∫|Φ(𝑦1, … , 𝑦𝑑)|∏𝜔𝑖(−𝑦𝑖)𝑑𝑦1…𝑑𝑦𝑑

𝑑

𝑖=1

 

ℝ𝑑

𝑑

𝑖=1

 

 

= ‖𝑚‖𝐿(𝑊)∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

‖Φ‖1,𝜔 

 

olup Φ̂𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] bulunur ve  

 

‖Φ̂𝑚‖
𝐿(𝑊)

≤ ‖𝑚‖𝐿(𝑊)‖Φ‖1,𝜔 

 

elde edilir. 
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3.1.10. Sonuç 𝑣𝑖 ≤ 𝜔𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑑) ve Φ ∈ 𝐿𝜔
1 (ℝ𝑑) olsun. Bu durumda 𝜔(𝑦1, … , 𝑦2) =

∏ 𝜔𝑖(−𝑦𝑖)
𝑑
𝑖=1  olmak üzere 𝑚 = 1 fonksiyonu 𝐿𝑠1(𝑊)𝜔,𝑣1

𝑝1,𝑞1,𝑟1(ℝ) × …×

𝐿𝑠𝑑(𝑊)𝜔,𝑣𝑑
𝑝𝑑,𝑞𝑑,𝑟𝑑(ℝ) uzayından 𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔,𝑣

𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1 uzayına bir multilineer çarpan 

tanımlandığından Φ̂ fonksiyonu 𝐿𝑠1(𝑊)𝜔1,𝑣1
𝑝1,𝑞1,𝑟1(ℝ) × …× 𝐿𝑠𝑑(𝑊)𝜔𝑑,𝑣𝑑

𝑝𝑑,𝑞𝑑,𝑟𝑑(ℝ) uzayından 

𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔,𝑣
𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1,𝑝𝑑+1 bir multineer çarpan tanımlanır. 

 

İspat Örnek 3.1.3 ve Teorem 3.1.9 kullanılarak ispat kolayca elde edilir. 

 

3.1.11. Teorem ℎ ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] olsun. Eğer 𝑄𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑑) ℝ üzerinde ölçülebilir bir 

küme ise, 

 

ℎ(𝜉1, … , 𝜉𝑑) =
1

𝜇(𝑄1 × …× 𝑄𝑑)
∫ 𝑚(𝜉1 + 𝑢1, … , 𝜉𝑑 + 𝑢𝑑)𝑑𝑢1…𝑑𝑢𝑑

 

𝑄1×…×𝑄𝑑

 

 

fonksiyonu bir multilineer çarpandır.  

 

İspat 𝑓𝑖 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ) (𝑖 = 1,… , 𝑑) olsun. Dolayısıyla her 𝑥 ∈ ℝ için,  

 

𝐵ℎ(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥) = ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑)ℎ

 

ℝ𝑑

(𝜉1, … , 𝜉𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑 

 

=
1

𝜇(𝑄1 ×…× 𝑄𝑑)
∫ ( ∫𝑓1̂(𝜉1)…𝑓𝑑̂(𝜉𝑑) ×

 

ℝ𝑑

 

𝑄1×…×𝑄𝑑

 

 

×𝑚(𝜉1 + 𝑢1, … , 𝜉𝑑 + 𝑢𝑑)𝑒
2𝜋𝑖〈𝜉1+⋯+𝜉𝑑,𝑥〉𝑑𝜉1…𝑑𝜉𝑑)𝑑𝑢1…𝑑𝑢𝑑 

 

=
1

𝜇(𝑄1×…×𝑄𝑑)
∫ 𝐵𝑇(−𝑢1,…,−𝑢𝑑)𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥)𝑑𝑢1…𝑑𝑢𝑑
 

𝑄1×…×𝑄𝑑
             (3.19) 

 

elde edilir. O halde (3.19) eşitliği ve Teorem 3.1.9 kullanılır ise,  

 

 



31 

 

 

‖𝐵ℎ(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1  

 

≤
1

𝜇(𝑄1 × …× 𝑄𝑑)
∫ ‖𝐵𝑇(−𝑢1,…,−𝑢𝑑)𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)(𝑥)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1

𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1𝑑𝑢1…𝑑𝑢𝑑

 

𝑄1×…×𝑄𝑑

 

 

≤
1

𝜇(𝑄1 × …× 𝑄𝑑)
∫ ‖𝑇(−𝑢1,…,−𝑢𝑑)𝑀‖𝐿(𝑊)

∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

𝑑𝑢1…𝑑𝑢𝑑

 

𝑄1×…×𝑄𝑑

 

 

=
1

𝜇(𝑄1 × …× 𝑄𝑑)
∫ ‖𝑚‖𝐿(𝑊)∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

𝑑𝑢1…𝑑𝑢𝑑

 

𝑄1×…×𝑄𝑑

 

 

=
1

𝜇(𝑄1 × …× 𝑄𝑑)
‖𝑚‖𝐿(𝑊)∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

𝜇(𝑄1 ×…× 𝑄𝑑) 

 

= ‖𝑚‖𝐿(𝑊)∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

 

 

bulunur. Böylece ℎ ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] elde edilir. 

 

3.1.12. Teorem Eğer 𝜔𝒊 < 𝑢𝒊 , 𝑣𝑖 ≤ 𝑚𝑖  (𝑖 = 1,… , 𝑑) ve 𝑢𝑑+1 ≤ 𝜔𝑑+1, 𝑚𝑑+1 ≤ 𝑣𝑑+1 ise  

 

𝐵𝑀[𝐿(𝑊)(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑟𝑖, 𝜔𝑖, 𝑣𝑖 , 𝑠𝑖)] ⊂ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝑟𝑖, 𝑢𝑖 , 𝑚𝑖, 𝑠𝑖)] 

 

kapsaması vardır. 

 

İspat Herhangi 𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝑟𝑖, 𝜔𝑖, 𝑣𝑖 , 𝑠𝑖)] verilsin. O halde, 

 

‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1 ≤ 𝐶∏ ‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖
𝑑
𝑖=1               (3.20) 

 

olacak biçimde bir 𝐶 > 0 sayısı vardır. Eğer hipotez ve Teorem 3.3 (Kulak, 2022) 

kullanılırsa, 
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𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝑢𝑖,𝑚𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖(ℝ) ⊂ 𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖(ℝ), (𝑖 = 1,… , 𝑑) 

 

ve 

 

𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1(ℝ) ⊂ 𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝑢𝑑+1,𝑚𝑑+1

𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1(ℝ) 

 

elde edilir. Dolayısıyla, 

 

‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝑢𝑑+1,𝑚𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1 ≤ 𝐶‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝜔𝑑+1,𝑣𝑑+1

𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1     (3.21) 

 

ve 

 

‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖 ≤ 𝐶𝑖‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝑢𝑖,𝑚𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖                                  (3.22) 

 

olacak biçimde 𝐶, 𝐶𝑖 > 0  (𝑖 = 1,… , 𝑑) sayıları bulunur.  O halde (3.20), (3.21) ve (3.22) 

eşitsizliklerinden, 

 

‖𝐵𝑚(𝑓1, … , 𝑓𝑑)‖𝐿𝑠𝑑+1(𝑊)𝑢𝑑+1,𝑚𝑑+1
𝑝𝑑+1,𝑞𝑑+1,𝑟𝑑+1 ≤ 𝐶∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝜔𝑖,𝑣𝑖

𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

 

 

≤ 𝐶∏𝐶𝑖‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝑢𝑖,𝑚𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

 

 

= 𝐶0∏‖𝑓𝑖‖𝐿𝑠𝑖(𝑊)𝑢𝑖,𝑚𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖,𝑟𝑖

𝑑

𝑖=1

 

 

(𝐶0 = 𝐶∏ 𝐶𝑖
𝑑
𝑖=1 ) olur. Böylece 𝑚 ∈ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑟𝑖, 𝑢𝑖 , 𝑚𝑖 , 𝑠𝑖)] elde edilir. Son olarak 

buradan, 

 

𝐵𝑀[𝐿(𝑊)(𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑟𝑖, 𝜔𝑖, 𝑣𝑖 , 𝑠𝑖)] ⊂ 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)(𝑝𝑖, 𝑞𝑖 , 𝑟𝑖, 𝑢𝑖 , 𝑚𝑖, 𝑠𝑖)] 

kapsaması yazılır.  
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4.SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmanın bulgular kısmında tanımlanan, 𝐵𝑀[𝐿(𝑊)] multilineer çarpan uzayı, Kulak 

(2017) çalışmasında incelenen bilineer çarpan uzaylarının sahip olduğu birtakım özellikleri 

belirli koşullar altında sağladığı gözlemlenmiştir. Blasco (2005) ve Villarroya (2008) 1 ≤

𝑝1, 𝑝2 ≤ ∞, 0 < 𝑝3 ≤ ∞ olmak üzere Lebesgue uzaylarını kullanarak (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) tipindeki 

bilineer çarpanlar uzayını ve özelliklerini incelemişlerdir. Ayrıca Lorentz uzaylarınıda 

kullanarak oluşturdukları bilineer çarpanlar uzayının özelliklerini incelemişlerdir. Kulak ve 

Gürkanlı (2014) çalışmasında Wiener amalgam uzayları, ağırlıklı Lorentz uzayları ve 

değişken üslü Lorentz uzayları için bilineer çarpanlar uzayını tanımlamış ve bu uzayların 

bazı özelliklerini incelemiştir. Bu çalışmada dalgacık dönüşümü kullanılarak tanımlanan 

𝐿𝑠(𝑊)𝜔,𝑣
𝑝,𝑞,𝑟(ℝ) uzayının multilineer çarpan uzayları araştırıldı. Bu çalışmadan elde edilen 

sonuçlar zaman-frekans analizi alanında da katkı sağlayacaktır. Ayrıca 𝐿𝑠(𝑊)𝜔,𝑣
𝑝,𝑞,𝑟(ℝ) 

uzayının tanımında kullanılan Lorentz uzayı yerine farklı uzaylar kullanılarak bu uzaylar 

genişletilebilir. Bu uzayların da multilineer çarpanları incelenebilir. 
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