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OZET

Banach sabit nokta teoremi (Daralma doniisiim prensibi), matematikte problemlerin
¢Ozlimiinilin varlig1 ve tekligi i¢in oldukea i1yi bir aractir. Dolayisiyla sabit nokta teorisi
bir¢cok arastirmaci tarafindan genisletilmis ve genellestirilmistir. Bu gelismelere paralel
olarak literatlire ¢ok sayida daralma donilisiimii kazandirilmistir. Bu tez ¢aligmasi dort
boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde sabit nokta teorisi ve daralma doniisiimleri
hakkinda genel bilgiler verilmistir. ikinci béliimde fonksiyonel analizin temel tanim ve
teoremlerine yer verilmistir. Ugiincii béliim ise on ii¢ kissmdan olusmaktadir. Burada
literatiirde genis uygulama alani olan daralma doniisim siniflarinin tanimi 6rneklerle
incelenmistir. Ayrica, bu daralma doniisiimleri ile ispatlanan sabit nokta teoremleri

verilmektedir. Son bdliim de ise sonug ve Oneriler yer almaktadir.

Anahtar kelimeler: Daralma doniisiimleri, Iterasyon ydntemleri, Sabit nokta

teoremleri.
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SUMMARY

Banach fixed point theorem (Contraction mapping principle) is a very good tool for
the existence and uniqueness of the solution of problems in mathematics. Therefore, fixed
point theory has been expanded and generalized by many researchers. In parallel with
these developments, many contraction mappings have been introduced to the literature.
This thesis consists of four chapters. In the first chapter, general information about fixed
point theory and contraction mappings is given. In the second chapter, the basic
definitions and theorems of functional analysis are given. The third chapter consists of
thirteen sections. Here, the definition of contraction mapping classes, which have a wide
application area in the literature, is examined with examples. Additionally, fixed point
theorems proven by these contraction mappings are given. The last chapter includes

conclusions and recommendations.

Keywords: Contraction mappings, Iteration methods, Fixed point theorem.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Dogal sayilar kiimesi

Y/ : Tam sayilar kiimesi
: Rasyonel sayilar kiimesi
R, : Pozitif reel sayilar kiimesi
R : Reel sayilar kiimesi
C : Kompleks sayilar kiimesi
F : Cisim (F = R ya da C)
€ : Elemanidir
¢ : Elemani degildir
3 : En az bir, bazi
3 : Oyle ki
€ : Epsilon
1) : Bos kiime
= : Esittir
* : Esit degildir
6 : Delta
) : Phi
Y : Psi
¢ : Zeta
4 : Her, herhangi
[a, b] : Kapali aralik
X,d) : Metrik uzay
Tx : x noktasinin T doniigiimii altindaki goriintiisii

T : X - X : X kiimesinden X kiimesine tanimhi T doniistimii

™ : T doniisiimiiniin n. iterasyonu

TM(x) T doniigiimiiniin m. tiirevi

F(T) : T doniisiimiin sabit noktalarinin kiimesi
vb. : Ve benzeri

ve ark. : Ve arkadaglar1



1. GIRIiS

Modern matematikte onem arz eden “Sabit Nokta Teorisi” caligmalar1 20. yy
baslarina dayanmaktadir. Sabit nokta teorisi ile ilgili bilimsel incelemeler 1912 de
Hollandali Matematik¢i Luitzen Egbertus Jan Brouwer tarafindan baslatilmigtir
(Brouwer, 1910). L. E. Brouwer bu calismasinda birim kapali yuvardan yine kendi
lizerine tanimlanan siirekli bir doniisiimiin sabit noktasinin varligini kanitlamistir. Bu
teorem literatliirde “Brouwer sabit nokta teoremi” olarak yerini almistir. Daralma
dontigiimii ilkesini ilk ortaya atan kisi ise Stefan Banach oldugu bilinmektedir. 1922
yilinda “Daralma Déniisiim ilkesi” olarak ifade edilen teorem “Banach Sabit Nokta
Teoremi” olarak da bilinir (Banach, 1922). Banach bir metrik uzayda kendi {izerine olan
dontistimler i¢in daralma kavramini tanitti ve tam metrik uzayinda kendi {izerine olan her
daralma doniisiimiiniin tek bir sabit noktasinin varligii ve tekligini ortaya koydu.

Sabit nokta teorisi matematigin en hizli gelisme gosteren dallarindan biridir ve
birgok matematik¢i tarafindan ¢alismalarina konu olmustur. Bu teorem bir doniisiimiin
sabit noktasinin varhigim1 garanti edilmesinin yani sira sabit noktasinin tekliginin
bulunmasina yonelik de bir ¢6ziim sunmaktadir. Vasile Berinde farkli daralma
dontigiimleri sunarak sabit nokta teoremlerindeki calismalara ivme kazandiran bilim
adamlarindan biridir. ilk olarak Berinde, 2004 yilinda hemen hemen daralma (veya
(6,L)-hemen hemen daralma) veya zayif daralma olarak bilinen daralma doniisiim
kavramini tanimlamistir. Ayrica, kiyaslama fonksiyonundan yararlanan Berinde,
@ —hemen hemen daralma (veya (@ —L) hemen hemen daralma) doniisiimii

tanimlamistir. Ayrica, Berinde hemen hemen daralma doniisiimiiniin; Banach, Kannan,
Chatterjea, Zamfirescu doniigiimlerini ve h € [0, %) icin yart (quasi) daralma

doniigiimlerini kapsadigint ortaya koymustur.

Ote yandan, bir doniisiimiin sabit noktasmin varligini gosterdikten sonra bu noktay1
bulmak icin iterasyon denilen algoritmalar tanimlanmstir. Iterasyon yontemi ilk kez
Italyan matematikci Picard (1890) tarafindan tanimlanmistir. Giiniimiize kadar ise birgok
iterasyon ortaya konmustur ve belirli doniisiim siniflari i¢in bu iterasyon yontemlerinin
kuvvetli yakinsaklig1, yakinsakliklarinin denkligi, veri bagliliklari, yakinsaklik hizlariin

ozellikleri detayl olarak incelenmistir.



Tim bu gelismelerle birlikte sabit nokta teorisi matematigin hizla gelisen
alanlardan biri olup fen, miihendislik, tip, ekonomi gibi bir¢ok alanda uygulamaya
sahiptir. Kannan (1968;1969), Caristi (1976), Chatterjea (1972), Reich (1972), Hardy ve
Rogers (1973), Ciri¢ (1972) ve Jungck (1976;1986), Karapinar (2011), Gornicki (2017),
Mutlu (2016), Bruck (1977), Baillon (1978), Kirk (2003), Petric (2010), Chandok (2013)
gibi matematikgiler c¢esitli farkli tip daralmalar ve sabit nokta teoremleri iizerine
incelemelerde bulunarak bu alaninin gelismesine katkida bulunmuslardir. 2000 1i y1llarin
basindan bu yana 6zelikle farkli fonksiyonlar araciligi ile bir¢ok daralma doniisiim sinifi
tanimlanmisti. Berinde tipi daralma doniigsiimleri (Berinde, 2002, 2004, 2007, 2009;
Shatanawi ve Postolache, 2013; Aydi ve ark., 2013; Imoru ve Olatinwo, 2003; Babu ve
ark., 2008; Oztiirk ve Girgin, 2015), Suzuki tipi daralma doniisiimleri (Edelstein, 1962;
Suzuki, 2009; Altun ve ark., 2018;), f —daralma doniisiimleri (Beiranvand ve ark., 2009),
Geraghty daralma déniisiimleri (Geraghty, 1973; Huang ve ark., 2015), Integral tipi
daralma doniisiimleri (Branciari, 2002; Liu ve ark.., 2011; ), F —daralma doniisiimleri
(Wardowski, 2012; Wardowski ve Van Dung, 2014; Piri ve Kuman, 2014; Minak ve ark.,
2014; Hussain ve Salimi, 2014; Abbas ve ark., 2016; Alsulami ve ark., 2015; Aydi ve
ark., 2017; Karapinar ve ark., 2015; Oztiirk, 2019), E —daralma déniisiimleri (Fulga ve
Proca, 2017a, 2017b; Fulga ve Karapinar, 2018; Proca, 2018, 2019), C —daralma
dontistimleri (Ansari, 2014), ® —daralma doniisiimleri (Jleli ve Samet, 2014; Ahmad ve
ark.,, 2017; ), a — 1y —daralma doniisiimleri (Samet ve ark., 2012; Samet, 2014),
Simiilasyon fonksiyonlari (Khojasteh ve ark., 2015; Argoubi ve ark., 2015; Roldan Lopez
de Hierro ve ark., 2015; Mongkolkeha ve arkadaslar1, 2017; Isik ve ark., 2018; Cho, 2018;
Joonaghany ve ark., 2019; Zoto ve ark., 2020; Zoto ve ark., 2021) bu daralma doniisiim
siiflarindan sadece bazilaridir.

Su ana kadar ortaya konan caligmalarda gerek daralma doniisiimlerinin saglamis
oldugu ozellikler gerek iterasyon teknikleri gerekse uzay yapisi degistirilerek bir¢ok sabit
nokta teoremi elde edilmistir. Bu tez calismasinda yukarida adi ifade edilen ve literatiirde
en yaygin kullanilan1 baz1 daralma doniistimleri ve daralma doniisiim siniflar1 6zellikleri
ile birlikte incelenecektir. Ayica bu daralma doniisiimleri i¢in ortaya konan sabit nokta

teoremlerine yer verilecektir.



2. FONKSIiYONEL ANALIZiN TEMEL KAVRAMLARI

Bu béliimde ¢alismamizin konusu dahilin de kullanilacak olan baz1 6nemli kavram
ve sonugclar verilecektir.

Tanim 2.1. X # @ bir kiime ve

d:XxX->R, (x,y) > d(x,y)

bir fonksiyon olsun. Eger d fonksiyonu V x, y,z € X i¢in

Ml. d(x,y) = 0;

M2. d(x,y) =0 © x =y (6zdeslik aksiyomu);
M3. d(x,y) = d(y,x) (simetriklik aksiyomu);
M4. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (iggen esitsizligi);

kosullarini sagliyorsa d fonksiyonuna X {izerinde bir uzaklik fonksiyonu veya bir metrik,
(X, d) ikilisine de metrik uzay denir. Yukarida verilen (M1) - (M4) kosullarina ise metrik
aksiyomlart ad1 verilir (Rynne ve Youngson, 2008).

Ornek2.2.d: Rx R—> R, d(x,y) = |x — y| olarak tanimlanan d fonksiyonu
bir metriktir.

Céziim: Oncelikle Vx,y € R i¢in d(x,y) < + o oldugunu gosterelim.

dx,y) =Ilx— yl < |x+y| < |x| + |y] < +oo.

Simdi metrik aksiyomlarini inceleyelim. Vx,y,z € X i¢in

Ml. d(x,y) =|x— y| =0
M2. d(x,y)=|lx—y|=0x—y=0 © x=y,
M3. d(x,y) = lx = yl = |=(y =0l = |=1lly = x| = d(y, x),
M4. d(x,y) =|x— yl=|x—z+z—y|
< |x—z| +|z— yl
= d(x,z) + d(z,y).



O halde (R, d) bir metrik uzaydir. Bu metrige R nin aligilmis metrigi veya mutlak deger
metrigi denir.

Ornek 2.3. X # @ olmak iizere V x,y € X icin

0, x=
d(x,y)={1 i

seklinde tanimli d fonksiyonu X {izerinde bir metriktir. Burada, d fonksiyonunun
tanimindan (M1), (M2) ve (M3) aciktir. (M4) i¢in x,y ve z € X olsun.
Eger x = y ise d(x,y) = 0 olacagindan

d(x,y) <d(x,z) +d(zy)
Eger x # y ise d(x,y) = 1. Fakat x = y = z olamayacagindan
d(x,y) <d(x,z) +d(zv).

Bu metrige ayrik metrik (diskrete) ad1 verilir.

Tamm 2.4. (X, d) bir metrik uzay, x, € X olsun. r > 0 bir reel sayisin1 alalim.

B,.(xg) = B (x0,7) ={x € X : d(x,x5) <71} (Agik yuvar)
B.l[xo] = B [xo, 7] ={x € X :d(x,xy) <r} (Kapali yuvar)
Sy(x0) =S (x0,7) ={x€X :d(x,x5) =7} (Yuvar ylizeyi)

olarak tanimlanir. Bu ii¢ durum da her birinde x, merkez r ye yarigcap denir.

Ornek 2.5. (X, d) ayrik metrik uzay ve x € X olsun. B, (x) arastiralim:

0, X =

ayrik metrigin tanimindan

r<i

Br(x)={yEX:d(x,y)<r}:{ ;’(: r;l



Ciinki,

r>licin B.(x) = {yeX:d(x,y)<r}=x
r<licin B.(x) = {yeX:dx,y)<r}=y

dir.

Tamim 2.6. Dogal sayilar kiimesi tizerinde taniml her fonksiyona dizi denir ve (x,,)
ile gosterilir (Musayev, 2000).

Tanim 2.7. (X, d) metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Her € > 0 sayisina
karsilik en az bir ny(e) € N dogal sayisi vardir 6yle ki her n > ny(¢) igin d(x,, x) < &
ise (x,,) dizisi x e yakinsaktir denir (Bayraktar, 2006).

(x,,) dizisi yakinsak degilse iraksaktir denir.

Tamm 2.8. (X, d) bir metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in en
az bir ny(e) € N vardir 6yle ki her m,n = ny(€) icin d(xy, x,,,) < € ise (x,,) dizisine X
de bir Cauchy dizisi ad1 verilir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.9. (X, d) bir metrik uzay olsun. (X, d) de yakinsak her dizi bir Cauchy
dizisidir (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.10. (X,d) bir metrik uzay olsun. (X, d) de ki her dizi yakinsak bir alt
diziye sahipse (X, d) uzayina kompakt metrik uzayr denir (Brown ve Page, 1970).

Tamim 2.11. (X, d) bir metrik uzay olsun. (X, d) de ki her (x,,) Cauchy dizisi yine
uzayin bir elemanina yakinsak ise yani (x,) — x € X ise (X,d) metrik uzayr tamdwr
denir (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.12. R alisilmis metrige gore tamdur.

Ornek 2.13. Q rasyonel sayilar kiimesi R {izerindeki d(x,y) = |x — y| alisilmis

metrige gore tam degildir. Gergekten;

n

1
(xn) = (1 + ;) n=123,..

dizisi (Q, d) de bir Cauchy dizisidir fakat bu dizinin yakinsadig1 e sayis1 rasyonel sayilar
kiimesinin i¢inde degildir. Dolayisiyla Q rasyonel sayilar kiimesi R iizerindeki alisilmis
metrige gore tam degildir.

Ornek 2.14. [a, b] aralig1 iizerinde tiim siirekli fonksiyonlar1 kapsayan C[a, b]

kiimesi iizerinde tanimli d : C[a, b] X C[a, b] = R metrigi



d(f,g) = trer%%]lf(t) —g(®)|

olmak iizere (C[a, b] , d) bir tam metrik uzaydir.

Tamm 2.15. X # @ ve F (R veya C) bir cisim olsun.

+:XxX—>X, (xy —x+y,

eFxX—>X, (ax)—ax,

dontistimleri ile toplama ve carpma islemleri tanimlansin. Her x,y,z € X ve hera,y € F

icin asagidaki kosullar saglansin:

Ll.x+y=y+x;

L2. x+(y+2)=(x+y) +z;

L3. Vx € X i¢in x + 0 = x esitligini saglayan bir tek 0 € X vardir;

L4. Vx € X igin x + (—x) = 0 esitligini saglayan bir tek (—x) € X vardir;
L5. VxeXiginl.x =x;

L6. (ay)x = a(yx) ;

L7. alx+y) =ax+ ay;

L8. (@ +y)x=ax+yx.

Bu taktirde X kiimesine [F cismi iizerinde bir lineer uzay (vektor uzayr) denir.
Burada, F = R alinirsa X e reel lineer uzay ve F = C alinirsa X e kompleks lineer uzay
denir (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.16. X = R" kiimesi x = (x4, ..., %), ¥ = (¥1, ..., V) seklinde yazilan,
tiim sirali reel say1 n-lilerin kiimesi olsun. R nin bir cisim oldugu dikkate alindiginda

x,y € R" ve a € R olmak iizere R" kiimesinin
x+y=01+y,% + Yo o0, Xn + V), ax = (axy, ax, ..., ax,)

islemlerine gore lineer uzayidir. (Burada islemlere bilesen toplama ve skalerle carpma
denir.)
Ornek 2.17. Cla,b] ={f | f : [a,b] = R, f siirekli} reel degerli ve siirekli

fonksiyonlarin uzay1 bir lineer uzayidir.



Coziim: Lineer uzaymin kosullarinin sagladigini gosterelim.

L1.V f,g € Cla, b] icin x € [a, b] olmak lizere

F+@=f)+g)=gx)+fx) =@+ Hx)

dir. Ohalde f + g = g + f dir.

L2.f,g,h € Cla,b] ve her x € [a,b] i¢in

[(f +g) +h]I(x) = (f + 9)(x) + h(x)
= [f(x) + g()] + h(x)
=) +[g() + h(x)]
=f(x)+ (g +h)(x)
=[f + (g + M]k)

dir. Ohalde (f + g) + h=f + (g + h) du.
L3.6:[a,b] » R,x » 6(x) = 0 olarak alinirsa Vf € C[a, b] ve Vx € [a, b] i¢in
F+0)x)=fx)+0x) =f(x)+0=f(x)
dir. O halde f + 6 = f dur.
L4. Her f € Cla, b] icin — f € C[a, b] oldugundan Vx € [a, b] igin
[f + (=] = fx) + (=) x)
=f(x) + (=Df(x)
=[1+(D]fx)
=0f(x)

=0

dir. O halde f + (—f) = 6 dur.



L5. Her f € Cla, b] ve Vx € [a, b] i¢in

1)) =1f(x) = f(x)
dir. O halde 1f = f dir.
L6.Hera,y € R, f € Cla, b] ve Vx € [a, b] i¢in

[(ay)f1(x) = (ay) f(x)
= a(yf ()
=a(yf)(x)

dir. O halde (ay)f = a(yf) dir.
L7.Hera,y € R, f € Cla, b] ve Vx € [a, b] i¢in

[(@a +V)fIx) = (@ +y)f(x)
=af(x) +yf(x)
= (af +vf)x)

dir. O halde (a + y)f = af + yf dur.
L8. f,g € Cla.b], @ € Rve Vx € [a, b] igin

[a(f + @] = a(f + g)(x)
=a(f(x) + gx))
= af(x) + ag(x)
= (af + ag)(x)

dir. O halde a(f + g) = af + ag dir.
Tiim kosullarini sagladigindan f bir lineer uzayidir. Sonug olarak reel degerli ve stirekli
fonksiyonlar bir lineer uzayidir.

Ornek 2.18. m X n_tipindeki reel matrisler kiimesi M,,,x,, bir reel lineer uzayidir.

Gergcekten M,,,, nin matrisler arasindaki toplama islemine goére bir degismeli grup
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oldugundan ve her A € M,,,,, ve her ¢ € R i¢in a skaleri ile A matrisinin ¢arpimi ¢4 nin
da m X n tipinde bir matris oldugundan ve bu lineer uzaymnin (L1) — (L8) aksiyomlar1
sagladigindan M,,,,bir reel lineer uzayidir.

Tamim 2.19. X bir lineeruzay veY € X ,Y # @ olsun. Eger Y kiimesi X lineer uzay1
tizerinde tanimlanan cebirsel islemler altinda kendi basina bir lineer uzay olusturuyorsa
Y ye X de bir lineer alt uzayr denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Tamm 2.20. X, F cismi tizerinde tamimli bir lineer uzay1 olsun. Eger ||| : X —

R, x — ||x|| fonksiyonu her x,y € X ve her a € F igin

NI. ||x]| = 0;

N2. |Ix|]l=0 & x=0;

N3. |lax|l = |alllx|| ;

N4 lx + yll < llxll + llyll (tiggen esitsizligi);

ozelliklerini sagliyorsa X lineer uzay1 iizerinde bir norm adini alir ve bu durumda (X, ||-||)
ikilisine de bir normlu lineer uzay veya normlu uzay adi verilir.
Yukarida verilen (N1)-(N4) ozelliklerine ise norm aksiyomlar1 adi verilir

(Bayraktar, 2006).

Ornek 2.21. R , reel sayilar kiimesi iizerinde Vx € R igin

llxll = |x|

fonksiyonu bir normdur.

Coziim: Vx,y € R ve Va € Rigin,

NI [[x]| = |x| =0
N2. ||| =|x] =0 & x=0
N3. llax|| = lax| = |ellx| = |a|llxI|
N4. [lx + yll =[x + yl
< [x| + |yl
< [lxll + llyll

sartlar1 saglandigindan (R, [|+]|) bir normlu uzaydir.



Teorem 2.22. Her normlu uzay metrik uzaydir. Fakat genelde tersi dogru degildir.

Ispat: (X, ||||) normlu bir uzay olmak iizere
d:XxX->R,dxy) = llx-yll

seklinde tanimlanan uzaklik fonksiyonunun X {izerinde bir metrik oldugu kolayca

goriiliir. Gergekten Vx,y, z € X icin;

ML d(x,y) =[x =yl =0
M2.d(x,y) =0= |lx—y|l=0
Sx—y=80
Sx=y
M3.d(x,y) = llx —yll = lI-(y =0l = lly — xll = d(y,x)
M4 dx,y) =llx—yll=llx—z+z -yl

(N4) aksiyomundan dolay1

<llx—z|l+llz—yll
<d(x,z)+d(zy)

oldugundan d, X tizerinde bir metriktir. Boylece her (X, ||-||) normlu uzayindan bir (X, d)
metrik uzay1 elde edilebilir. Bu yolla elde edilen d metrigine ||-|| normunun indirgendigi
(tirettigi, dogurdugu) metrik denir.

Ornek 2.23. X bir lineer uzay1 olsun.

1, egerx # yise
0, egerx =yise

d(x,y) ={
ile tanimli metrigin bir norm tarafindan {retilemeyecegini (indirgenemeyecegini)
gosteriniz.

Coziim: x,y € X i¢cin d(x,y) < 1dir. Sayisal 6rnekle ¢oziim verebiliriz. Bir N

fonksiyonunu

_ (1, egerx =+ Oise
N(x,0) = {O, eger x = 0 ise
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dir.

x #0vea = 2icin

N(2x) =1ve2N(x) =2

ve bu durumda da

N(2x) < 2N(x)

elde ederiz. Bu ise norm olma kosulu ile ¢elisir.
Ornek 2.24. X bostan farkli herhangi bir lineer uzay B(X) de X iizerindeki biitiin
sinirlt - kompleks fonksiyonlarin  kiimesini  géstersin. Yani B(X) ={f|f: X -

C smurh fonksiyon} olsun. Bu takdir de B(X) de tanimli

11l = sup{lf ()| : x € X3

fonksiyonu bir normdur.
Coziim:

N1.Vf € B(X) ve Vx € X i¢in |f(x)| = 0 olur. Her tarafin supremumu alinirsa;

sup{lf ()} = sup{0}

xXEX

lfll=0

dir.

N2.Vf € B(X)veVx € X i¢in ||f|| = 0 & f = 0 oldugu gosterilsin.

Ifl=0 < supllf()l}=0

X€eX

& VxeXicin|f(x)]=0

0

Vx € X icin f(x) = 0 (sifir fonksiyonu)
f=0

0

11



N3.Vf € B(X) ve Va € Rigin [laf|| = |a|||f]|

laf |l = sup{l(af) 1}

xeX

= sup{laf ()}

xX€EX

= sg{lallf(x)l}

= Ialsg}r{){lf(x)l}
= |alllfl

dir.
N4.Vf,g € BX) icin |If + gll < lIf]l + llgll oldugu gosterilsin.

If+gll = sg}z?{(f +g)(x)|x € X}
= Slé)z?{lf(x) + g}

< sup{lf ()| + [g)[}

xXeEX

< sup{lf ()|} + sup{lg(x)[}
xeX xeX
< |IfIl + llgll
Dolayistyla (B(X), ||-|]) bir normlu uzaydir.
Ornek 2.25. X, x = (xq, x5, ..., x,,) seklindeki tiim sirali n-lilerden olusan lineer

uzay1 olsun. X tizerinde

-1l = Lo | + || 4+ x|

I = max (il ., D)
1
It P
= { D) 51 p <o
i=1

fonksiyonlarin hepsi de birer normdur.
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Ornek 2.26. 1 < p < 4o iken 1, dizi kiimesi iizerinde

Il = (Zoolzlxil’“>5

ve |, tim smirh dizilerin kiimesi tizerinde

Il = sup|x;|
ieN

fonksiyonu bir normdur.
Uyar 2.27. Cozdiigiimiiz 6rneklere dikkat edilecek olursak norm fonksiyonu daima

pozitiftir. Ger¢ekten;

I=xIl = I(=Dx|l = |=1llIx|l = [IxI| (N3) kosulundan
I + (=) < [lx|l + l|—x]| (N4) kosulundan
161l < 2||x||
elde edilir.

O+a)x=0x+x
ax = 0x + ax
Ox=26
dir. O halde,
161l = 110x]| = Ollx|| = 0
oldugundan (N1) kosulundan

2|lx]| = 0ise ||x]| = 0.

Tamm 2.28. (X, ||*||) normlu uzay, (x,) < X bir dizi olsun. Eger x € X i¢in

13



lim||x, —x||=0
n—->oco

ise, (x,,) c X dizisi x € X elemanina ||-|| normuna gore yakinsaktir denir.

11l
Xp — X
n—-oo

veya

lim x, = x
n—-oo

notasyonlarindan biriyle gosterilir (Rynne ve Youngson, 2008).

Ornek 2.29. X = R olarak alirsak, x € R i¢in
Il : R —> R x — |lx|| = |x],

bi¢iminde normlu reel lineer uzayinda

(n) = <n2:1)

dizisi lim x, = 2 degerine yakinsaktir.

n—oo

Tanim 2.30. (X, ||-||) normlu bir uzay olsun. (x,,) € X bir dizi olsun. Eger, her £ >
0 i¢in Any(e) € N vardir dyle ki her m,n > ny(€) igin |[x,, — x,,, || < € ise (x;,) dizisine

bir Cauchy dizisi denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Ornek 2.31. (x,) = % dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosteriniz.

Coziim: Mutlak deger metrigi R iizerinde verilmis olsun.

R deki (x,,) = % dizisi 0 € R noktasina yakinsar. Bundan dolay1 (x,,) dizisi bir
Cauchy dizisidir.

Ornek 2.32. (x,) = zin bir Cauchy dizisi. Fakat, (x,) =1+ % + § + -+ % genel
terimine sahip (x,) Cauchy dizisi degildir.

Tamm 2.33. Normlu uzayda her Cauchy dizisi bu normlu uzayda yakinsak ise bu

uzaya bir tam normlu uzay veya Banach uzay denir (Rynne ve Youngson, 2008).
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Ornek 2.34. [,(N), 1 < p < o lineer uzay1
1
it p
el = (va’) x= () € L)
n=1
normuna gore bir Banach uzayidir. Benzer sekilde [,,(Z), p > 1 lineer uzayida
0 P
Il = ( > |xn|p> , x = () € ,()

n=-—oo

normuna gore bir Banach uzaydir (Kreyszig, 1978).
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3. DARALMA DONUSUMLERI

3.1. Temel Daralma Doniisiimleri ve Banach Sabit Nokta Teoremi
Tamm 3.1.1. (X,d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisim olsun. Eger her
X,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < Ad(x,y) (1)

olacak sekilde bir A > 0 sabiti varsa T ye bir Lipschitz doniisiimii ad1 verilir ve bu sart1
saglayan en kiiciik A degerine de Lipschitz sabiti ad1 verilir (Berinde, 2007).
Uyan 3.1.2. T Lipschitz doniisiimii, Ve > 0 i¢in

£
d(x,y)<é= 1
AMd(x,y)<b6=c¢
Ad(x,y) < ¢
oldugundan

d (Tx,Ty) < Ad (x,y)

<18 =
A—E

olur. Buradan T Lipschitz doniisiimiiniin diizgiin siirekli oldugu sonucuna varilir.
Ornek 3.13. X =R, d(x,y) =[x —=y| ve T:R— R, T(x)=>x seklinde

tanimli olsun. Bu durumda,

5 5
d(Tx,Ty) = |§x - §y|

_ 2yl
5
=—=d(x,y)

2



< Ad(x,y)

oldugundan A > g icin T doniistimii Lipschitz sartin1 saglar. Yukarida ifade edildigi
gibi, her T Lipschitz doniisiimii diizgiin siireklidir. Fakat tersi her zaman gecerli degildir.
Asagida bu duruma bir 6rnek verilmistir.

Ornek 3.1.4. T(x) = vx seklinde tammlanan T : (0,1) » R fonksiyonu diizgiin
stireklidir. Ancak Lipschitz sartin1 saglamaz.

Tamm 3.1.5. (X, d) bir metrik uzay olsun. T : X — X bir Lipschitz doniisiimii

olsun ve eger 1 € [0, 1) i¢in
d(Tx,Ty) < Ad(x,y)

esitsizligini sagliyorsa T doniisiimiine daralma ya da biiziilme (contraction) doniistimii

denir (Berinde, 2007)

X

D

Sekil 1. T : X = X daralma doniistimii

Ornek 3.1.6. X = (0,1] mutlak deger metrigiyle ifade edilen T:X — X

dontistimii igin T (x) = g ele alalm. Bu T doniisiimii bir daralma doniistimiidiir.

Ornek 3.1.7. (X, d) bir metrik uzay ve T(x) = x 6zdeslik doniisiimii olsun. k €
[0,1) i¢in

d(Tx,Ty) = d(x,y)
< Ad(x,y)



oldugundan T doniisiimii daralma doniisiimii olamaz.

Daralma doniisiimleri diizgiin siireklidir. Bunun nedeni Lipschitz doniisiim sartini
saglayan her doniisiimiin diizgiin stirekli olmasidir. Buna mukabil T doniistimiiniin siirekli
olmamasi halinde daralma dontistimii de olmaz. Fakat, T daralma doniistimii olmasa bile
ele alacagimiz n i¢in T™ de daralma doniisiimii olabilir.

Tanim 3.1.8. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiimii olsun. Her x,y €
X vex #Yy icin

d(Tx,Ty) < d(x,y)

olmasi durumunda T doniisiimii bir kesin daralmadir (strict contraction) (Berinde, 2007).

x
1+|x|

Ornek 3.1.9.7T: R — R tanimh T(x) = x + 1 — doniistimii ele alalim.

IT'"x)|=1-1Q+x]D?%<1

dir. Her x <y i¢in
y

|Ty — Tx| = fT’(t)dt

X

y

< f IT'(t)| dt

X

y
fa

X
= |y — x|
olur. T doniisiimiine R de mutlak deger metrigine gore kesin daralma doniisiim oldugunu
sOyleyebiliriz.

Tamm 3.1.10. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger her

X,y € X i¢cin

d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise T ye genislemeyen (nonexpansive) déniisiim adi verilir (Berinde, 2007).
18



Ornek 3.1.11. X = R de mutlak deger metrigi géz oniine almsm. T : R —

R, T(x) =x+ 1 olsun.

d(Tx,Ty)=|x+1—-y—1]|
=[x -yl
=d(x,y)

saglanmis olur. Boylelikle T bir genislemeyen doniisiimdiir ancak T ne daralma ne de
kesin daralma doniisiimii degildir.

Tamm 3.1.12. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her x,y €
X veA>1 igin

d(Tx,Ty) = Ad(x,y)
ise T ye genigleyen (expansive) doniisiim ad1 verilir (Wang ve ark., 1984).

Bu doniisiim tanimlan ele alindiginda asagidaki genellestirme yazilabilir (Jain,

2009):

T Daralma T Kesin daralma T Genislemeyen T Lipschitz

Fakat bu gerektirmelerin tersi her zaman dogru degildir.

Tamim 3.1.13. X bos olmayan bir kiime ve T : X — X bir fonksiyon verilsin.

Tx =x (2)

esitliginin saglanmasi halinde x € X elemanina T nin bir sabit noktas: denir (Berinde,
2007). T doniisimiiniin tiim sabit noktalarimin kiimesi Fr , F(T) ya da Fix(T) ile

gosterilebilir. Bu tez ¢alismasi boyunca F(T) gosterimi kullanilacaktir.
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AY
y=x
y=Tkx)
| |
| |
A I :
1 1 1 1
1 1 1 1 > X
X1 X3 xs\/ X4 Xsg

Sekil 2. T : R — R doniisiimiiniin sabit noktalari x4, x5, x3, x4, x5  (Sawangsup, 2015)

Ornek 3.1.14. X # @ olmak iizere I : X - X, I(x) = x seklinde tanimlanan
Ozdeslik dontistimii i¢in X in her noktas1 bir sabit noktadir. Yani F(I) = X dir.

Ornek 3.1.15. T :(0,1] - (0,1], Tx =§ doniistimiiniin  sabit noktas1 yoktur.
Boyle bir doniisiim icin tek bir sabit nokta x = 0 olabilirdi. Fakat 0 ¢ (0,1] dir. Yani
F(T) = @ dir.

Ornek 3.1.16. X = [0,2] olmak iizere T : X » X, Tx = 2 — x seklinde taniml
doniisiimiin sabit noktas1 x = 1 dir. Yani, F(T) = {1} dir.

Tanim 3.1.17. X # @ bir kiime olsun. T : X — X bir doniisiim ise,

ToT(x) = T(T(x))
ile verilen T2 déniisiimii de X — X bir doniisiimdiir ve buna T nin ikinci iterasyonu denir

(Soykan, 2008).

Genel olarak n adet T dan elde edilen,

ToTo ...oT(x) = T(T(T(x) ...))

ntaneT

ifadesine T nin n. iterasyonu denir ve T" ile gosterilir.
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T : X - X bir doniistim olsun. Su halde, keyfi bir n € N i¢in F(T) c F(T™) dir.
Yani bir doniisiimiin sabit noktalar1 ayn1 zamanda bu doniistimiin n. iterasyonunun da

sabit noktasidir. Gergekten herhangi bir x, € F(T) i¢in Tx, = x, olup,

T™(xo) = T 1(Tx,)
= T" ' (xo)
= T""2(Tx,)
= T"(x,)

= T (=1 (Tx,)

= Txo

dir. Boylece xy € F(T™) elde edilir. Ancak bunun tersi her zaman dogru degildir.
Omegin, T:{1,2,3} - {1,2,3} déniisimii, T(1) =3, T(2) =2 ve T(3) =1 olacak
sekilde tanimlansin. Bu durumda, F(T) = {2} dir. Ote yandan F(T?) = {1,2,3} diir.
Iterasyon yontemleri bir doniisiimiin sabit nokta veya sabit noktalarin1 bulmak icin
kullanilan en énemli tekniklerden biridir. Bunun i¢in ¢esitli iterasyon yontemleri ortaya
konmustur. Fakat, bir iterasyon yontemi ortaya konarken iki 6nemli hususa dikkat
edilmelidir. Yeni iterasyon yontemi dnceki yontemlerden daha hizli ve daha sade olmasi
beklenir. Simdi bir iterasyon yonteminin en genel tanimi verilerek, Picard iterasyon
yontemi ifade edilecektir: (X, d) bir metrik uzay olsun ve T: X — X bir doniisimdiir.

bir fonksiyon olacak sekilde, bir sabit nokta iterasyon yontemi en genel sekilde;

{ Xo € X, 3)
Xne1 = f(T,x,), n=0,12,...

denklemi ile ifade edilir.

Tamm 3.1.18. (3) ile verilen aciklamada da her n € N i¢in Picard iterasyonu dizisi

(ardisik yaklasiklar dizisi)

xny1 = f(T,xp) = Txy

seklinde tanimlanir (Picard, 1890).
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Ornek 3.1.19. X = [0,1] ve T :[0,1] = [0,1], Tx =1 —x olacak sekilde

geniglemeyen bir doniisiim olsun. Bu doniisiimiin sabit noktasi % dir. Yani Fp = {%} dir.

Burada herhangi bir x, = a # % noktasi i¢in Picard iterasyonu:

X1, =Txo=1—a

x, =Tx; =T?*xg = a

— — T2, — T3, _— 1 _
X3=Tx, =T*x;=T?xg=1—a

Xp =Txp_1=T%x,_5 = T3x,_3 == Thx,

seklinde bulunur ve bu a,1—a,a,1—a,a,... salimmh diziye karsilik gelir. Bu
salinimh dizi a # % icin yakinsak olmadigi i¢in, Picard iterasyonu bu doniisiimiin sabit

noktasina yakinsamaz.

Asagida literatiirde sikca kullanilan bazi iterasyon yontemleri verilecektir.

Mann iterasyon yontemi (Mann, 1953),

Krasnosel’skii iterasyon yontemi (Krasnosel’skii, 1955),

Kirk iterasyon yontemi denir (Kirk, 1971),

Ishikawa iterasyon yontemi (Ishikawa, 1974),

Noor iterasyon yontemi denir (Noor, 2000),

Multistep iterasyon yontemi (Rhoades ve Soltuz, 2004),

S iterasyon yontemi (Agarwal ve ark., 2007),

Iki adimli Mann iterasyon yontemi (Thianwan, 2009),

Kirk-Ishikawa iterasyon yontemi (Olatinwo, 2009),

Kirk-Mann iterasyon yontemi (Olatinwo, 2009),

SP iterasyon yontemi (Phuengrattana ve Suantai, 2011),

CR iterasyon yontemi (Chugh ve ark., 2012),

S* iterasyon yontemi (Karahan ve Ozdemir, 2013),

Abbas ve Nazir iterasyon yontemi (Abbas ve Nazir, 2014),

Thakur ve arkadaslari iterasyon yontemi (Thakur ve ark., 2014),

Yeni lic adimli iterasyon yontemi (Karakaya ve ark., 2017),

M-iterasyon yontemi (Ullah ve Arshad, 2018)...

X bir tam metrik uzay olarak alinan daralma doniistimlerde, doniisiimiin sabit bir
noktas1 vardir ve bu sabit nokta tektir. Bu teorem lineer denklemlerin ¢oziimiinde ve
lineer olmayan denklemlerin ¢oziimiinde de bir¢ok kullanimda kolaylik saglamaktadir.

Simdi bu durumu ifade eden teoremi verelim (Banach, 1922).
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Teorem 3.1.20. X bir tam metrik uzay ve T : X — X, bir daralma doniisiimii olsun.
Bu durumda,

(1) T dontisimiiniin X te bir tek x sabit noktasina sahiptir,

(i1)) Herhangi bir xy € X i¢in x,,4.4 = Tx,, ; n = 0,1,2, ... ile tamimlanan Picard
iterasyonu tarafindan tretilen (X, )=, dizi x noktasina yakinsar.

Uyar 3.1.21. Teorem 3.1.20°deki (i) ve (ii) sartin1 karsilayan doniisiime bir Picard

operatori adi verilir (Rus, 1996).

3.2. Bazi1 Daralma Doniisiimleri

Lipschitz doniisiim sartin1 saglayan her doniisiim diizgiin siireklidir. Dolayisiyla,
daralma doniisiimleri de siireklidir. Su halde bir doniisiim siirekli degilse, daralma
donilistimii olamaz. Bu ise siirekliligi gerektirmeyen daralma sartlarinin olup olmadigi
sorusunu akla getirir. Kannan 1968 yilinda; asagida tanimladigi Kannan daralma sartini
Banach daralma sartinin yerine kullanmistir, boylece Banach sabit nokta teoremin
stirekliligi gerektirmeyen doniigiimlere genellestirilmesini saglamistir.

Tamm 3.2.1. (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y €

X igin
d(Tx,Ty) < bld(x,Tx) + d(y, Ty)]

olacak sekilde b € [O, %) sayistvarsa T doniisiimiine Kannan dontisiimii denir (Kannan,

1968).

Teorem 3.2.2. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir Kannan doniisiimii
olsun. Bu taktirde T bir Picard opertoriidiir (Kannan, 1968).

Kannan sabit nokta teoremi Banach sabit nokta teoreminin bir genellestirmesi
degildir. Ancak bu sonug, iizerinde ¢alisilan metrik uzayin tamhigini da sagladigindan
olduk¢a Onemlidir. Subrahmanyam (1974), Kannan daralma doniislimiiniin metrigin
tamligina da karakterize ettigini ispatlamistir. Bagka bir ifadeyle, X metrik uzaymin tam
olmasi icin gerek ve yeter sart X iizerindeki her Kannan doniisiimiiniin bir sabit noktaya
sahip olmasidir. Bu 6zellige Banach daralma doniistimleri sahip degildir. Kannan sabit
nokta teoreminden sonra, Chatterjea’nin de aralarinda bulundugu bir¢ok bilim adami
doniigiimiin siirekliligini gerektirmeyen daralma sartlarinin gesitli siniflari icin sabit nokta
ve ortak sabit nokta teoremi ispatlamistir. Chatterjea tarafindan verilen tanim Kannan

sabit nokta teoreminin dualinin bir ¢esidi olarak asagidaki sekilde tanimlanmistir.
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Tamm 3.2.3. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her x,y €
X igin

d(Tx,Ty) < cl[d(x,Ty) +d(y,Ty)]

olacak bi¢cimde c € [O, %) sayist varsa T donlisiimiine Chatterjea doniisiimii ad1 verilir

(Chatterjea, 1972).
Teorem 3.2.4. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir Chatterjea doniisiimii
olsun. Bu durumda T bir Picard operatoriidiir (Chatterjea, 1972).
Zamfirescu 1972 yilinda, Banach, Kannan ve Chatterjea sartlarinin hepsini
kapsayan asagidaki daralma doniisiimiinii tanimlamistir.
Tamm 3.2.5. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her x,y €

X igin

(i) d(Tx,Ty) <d(x,y) (Kesin daralma doniisiimii)
(i) d(Tx,Ty) < bld(x,Tx) + d(y, Ty)] (Kannan Doniisiimii)
(i) d(Tx,Ty) < cl[d(x,Ty) + d(y, Tx)] (Chatterjea Doniigiimii)

Sartlarindan en az birisi dogru olsun. Eger d € [0,1) , 0 < b,c <% kosullarini

saglayan d, b ve c reel sayilart mevcutsa, bu durumda T ye Zamfirescu doniigiimii denir
(Zamfirescu, 1972).

Teorem 3.2.6. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir Zamfirescu doniistimii
doniigiim olsun. Bu durumda T bir Picard operatoriidiir (Zamfirescu, 1972).

Tamm 3.2.7. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X doniisiimii olsun. Her x,y € X

i¢in

d(Tx,Ty) < hmax{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y, Tx)}
olmak iizere h € [0,1) sayisi varsa T ye yart (quasi) daralma déniisiimii denir (Cirié,
1974).

Teorem 3.2.8. (X, d) bir tam metrik uzay ve T doniisiimii bu uzayda taniml1 bir yar1

daralma doniistimii olsun. Bu durumda T nin tek bir sabit noktasi vardir (Ciri¢, 1974).
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Ote yandan, Kannan (1968), Khan (1978), Bianchini (1972) ve Reich (1971)
tarafindan incelenen K,M,B ve R daralma tamimlarim1 ifade edelim. Bu daralma
dontistimleri arasindaki iligkiyi ortaya koyan teoremi verelim.

Tamm 3.2.9. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger her
x,y € X i¢in

(K) d(Tx,Ty) < r{d(Tx,x) + d(Ty,y)}

olacak sekilde bir r € [O, %) sayis1 varsa T dontisiimiine K —daralma adi verilir.

Tanim 3.2.10. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger her
X,y € X igin

(M) d(Tx, Ty) < hy/d(Tx,x)d(Ty,y)

olacak sekilde bir h € [0,1) sayis1 varsa T doniisiimiine M —daralma adi verilir.
Tamim 3.2.11. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger her
x,y € X i¢in

(B) d(Tx,Ty) < bmax{d(x,Tx),d(y,Ty)}

olacak sekilde bir b € [0,1) sayisi varsa T doniisiimiine B —daralma ad1 verilir.
Tamm 3.2.12. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger her
x,y € X i¢in

(R) d(Tx,Ty) < ad(Tx,x) + bd(Ty,y) + cd(x,y)

olacak sekilde bir a + b + ¢ < 1 sartin1 saglayan negatif olmayan a, b, ¢ sayilari varsa T
doniigiimiine R —daralma adi verilir.

Simdi de Akram ve arkadaslan tarafindan 2008 de tanimlanan A daralma
dontigiimiinlin tanimin1 ve yukarida ifade edilen K, M,B ve R doniisiimleri arasindaki
iligkiyi aciklayalim (Akram ve ark., 2008).

R, biitiin negatif olmayan reel sayilarin kiimesi ve A kiimesi ise a: R3 - R,
asagidaki kosullar1 saglayan fonksiyonlarin kiimesi olsun.

(i) a, R3 iizerinde siirekli fonksiyonlar (R3 deki Oklid metrigine gore)
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(i) Her a,b € R, i¢in a < a(a,b,b) veya a < a(b,a,b) veya a < a(b,b, a)
oldugunda bazi1 k € [0,1) i¢in a < kb dir.
Tamm 3.2.13. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Tiim

X,y € X ve bazi a € A igin
(A) d(Tx,Ty) < a(d(x, y),d(x,Tx),d(y, Ty))

esitsizligi saglaniyorsa bu takdirde T ye bir A —daralma doniistimii denir.

Teorem 3.2.14. (X,d) bir tam metrik uzay ve T :X — X bir A —daralma
dontigiimii olsun. Bu taktirde, T doniisiimii, X lizerinde bir tek sabit noktaya sahiptir.
Herhangi bir x, € X i¢in {T™x,} iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar (Akram ve
ark., 2008).

Teorem 3.2.15.

(1)  Herhangi bir metrik uzay iizerinde her B daralma bir A daralma doniistimiidiir.
(i1)) Herhangi bir metrik uzay {lizerinde her R daralma bir A daralma doniistimiidiir.
(iii) Herhangi bir metrik uzay iizerinde her K daralma bir A daralma dontigimiidiir.
(iv) Herhangi bir metrik uzay iizerinde her M daralma bir A daralma donisimiidiir.
(v) Herhangi bir metrik uzay lizerinde her M daralma bir K daralma doniistimiidiir.

Yukaridaki teoremden de anlasilacagi gibi A daralma doniisimi K,M,B ve R
daralma doniistimlerini kapsamaktadir.

Ote yandan Dass ve Gupta, (1975) ve Jaggi (1977) ¢alismalarinda asagida ifade
edilen rasyonel daralma siniflar1 tanimlanmustir.

Tamm 3.2.16. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her x,y €
X i¢in

1+d(x,Tx)

< 1+d(x, Tx)
d(Tx,Ty) < wd(, Ty) =705

+ Ad(x,y)

esitsizligini saglayan 4 + A < 1 olacak sekilde u, A > 0 sabit sayilar1 varsa, T ye Dass—
Gupta daralma dontistimii denir (Dass ve Gupta, 1975).

Tamm 3.2.17. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisim olsun. x # y
olacak bi¢cimde her x, y € X i¢in

d(x, Tx)d(y, Ty)

d(Tx,Ty) < p a0xy)

+ Ad(x,y)
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esitsizligini saglayan u + A < 1 olacak sekilde u, A > 0 sabit sayilar1 varsa T ye Jaggi
daralma doniistimii denir (Jaggi 1977).

Rhoades (2001) zayif (weakly-contractive) daralma doniisiimii kavramini tanitarak
Banach sabit nokta teoremine genellestirdi.

Tamm 3.2.18. (X,d) bir metrik uzay ve T : X — X doniisiimii verilmis olsun.
[laveten, 1, siirekli, azalmayan ve ¥ (0) = 0 sartin1 saglayan i : [0,0) — [0, ) bir

fonksiyon olsun. Eger her x,y € X i¢cin

d(Tx,Ty) < d(x,y) — ¥(d(x,y))

esitsizligi saglaniyorsa, T ye zayif daralma (weakly-contractive) dontistimii ad1 verilir.
Teorem 3.2.19. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X doniigiimii zay1f daralma
dontisiimii olsun. T doniisiimii, X lizerinde bir tek sabit noktaya sahiptir (Rhoades, 2001).
Rhoades in vermis oldugu kosullarda 0 < k < 1 olmak tizere (t) = kt olarak
alinirsa Banach sabit nokta teoremi elde edilir. Zayif daralma doniisiimii prensibini, Dutta
ve Choudhury (2008) biraz daha genellestirerek asagidaki sonucu elde etmislerdir. Bu
caligmalardan yararlanilarak farkli calismalarda yapilmistir (Aydi, 2011; Popescu, 2011).
Teorem 3.2.20. (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X doniisiimii verilmis
olsun. 1, ¢ : [0,0) — [0,00) fonksiyonlari siirekli, monoton azalmayan ve ¥ (x) =

¢(x) = 0 & x = 0 olsun. Eger,

P(dx, Ty) < p(d(x, ) — d(d(x, )

esitsizligi veriliyorsa, T doniisiimiiniin (X, d) tam metrik uzayinda bir tek sabit noktasi
vardir (Dutta ve Choudhury, 2008).
Uyari 3.2.21: Teorem 3.2.20 da ¥ (t) = t alindiginda Rhoades’in vermis oldugu

Teorem 3.2.19 elde edilmis olur.

3.3. Berinde Tipi Daralma Doniisiimleri veya ¢ —Daralma Doniisiimleri

Berinde (2004), Tanim 3.2.5 Zamfirescu T donlstimiiniin siirekliligini
gerektirmeyen Tanim 3.2.5° in (i) ve (ii1) kosullarindan daha genel olan Tanim 3.3.1 de
ifade edilen hemen hemen daralma sartini tanimlamistir. Ortaya koydugu bu daralma
doniistimiine bagl literatiirdeki birgok sabit nokta teoreminin bir genellemesi olan

Teorem 3.3.2’yi elde etmistir.
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Tamm 3.3.1. (X,d) bir metrik uzay olsun ve T :X — X doniisimii verilsin.

Vx,y € X icin

d(Tx,Ty) < 6d(x,y) + Ld(y,Tx) 4)
veya

d(Tx,Ty) < é6d(x,y) + Ld(x,Ty) ®)

olmak tiizere, bir § € (0,1) ve L = 0 sayilari varsa, T ye zayif (weak) daralma doniisiimii
veya hemen hemen (almost) daralma doniistimii ad1 verilir.

(4) ile verilen hemen hemen daralma sarti simetrik degildir. Fakat, uzaklik
kavraminin simetrik olmasindan dolay1 (4) sart1 (5) ile belirtilen bir esitsizligi de igerir.
Dolayisiyla T doniisiimiiniin zayif daralma doniisiimii oldugu kontrol edilirken (4) ve (5)
sartinin her ikisine de bakilmalidir.

Teorem 3.3.2. (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X - X bir doniisim olsun.

T doniisimi

d(Tx,Ty) < 6§ d(x,y) + Ld(y,Tx)

sartin1 saglayan bir hemen hemen daralma doniistimii olsun. O halde,

i) FM={xeX:Tx=x}+ 0;

(i1)) Herhangi bir x5 € X i¢in x,44 =Tx, ; n=0,1,2,... biciminde verilen
(xp)m=o Picard iterasyonundan elde edilen dizi, baz1 x € F(T) ye yakinsar.

Hemen hemen daralma doniistimleri teoremden de anlasilacagi gibi tek bir sabit
noktaya sahip olmak zorunda degildirler. Asagida verilen teorem ile bir hemen hemen
daralma doniisiimiiniin sabit noktasi tek yapilabilmektedir (Berinde, 2004).

Teorem 3.3.3. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir hemen hemen daralma

dontigiimii olsun. Vx,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < pd(x,y) + L;d(x,Tx)

olacak sekilde, p € (0,1) sabiti var ve L; = 0 mevcuttur. Bu taktirde;
(i) T doniisiimii tek bir sabit noktaya sahiptir. Yani F(T) = {x} dir.
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(ii)) Herhangi bir x5 € X i¢in x,4,1 =Tx, n=0,1,2,.. biciminde verilen
(xp)meo Picard iterasyonundan elde edilen dizi x € F(T) ye yakinsar.

Tamm 3.3.4. X bir reel Banach uzay olsun. Her x,y € X ve r > 0 i¢in

lx =yl < 1A +7r)(x+y) —r(Tx — Ty)l|

ise T ye pseudo-kesin daralma doniistimii ad1 verilir (Berinde, 2007).
Tamm 3.3.5. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her x,y €
X, §€(0,1) ve L =0 igin

d(Tx,Ty) < §M;(x,y) + Lmin{d(x, Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)}

veE

My(x,) = max { dCx,), dCe 70,0y, Ty), 3 [dCx Ty), d(y, 701

ise T doniisiimiine genellestirilmis hemen hemen daralma doniisiimii ad1 verilir (Berinde,
2009).

Teorem 3.3.6. (X,d) bir tam metrik uzay1 ve T:X — X donisimi
genellestirilmis hemen hemen daralma doniisiimii olsun. 7 doniisiimiiniin X uzayinda
sabit noktas1 vardir (Berinde, 2009).

Kiyaslama fonksiyonu kavramini kullanan Berinde hemen hemen daralma
doniistimlerinden ¢ok daha genel olan (¢, L) —zayif daralma (veya zayif ¢ —daralma)
dontigiimii kavramini tanimlamistir ve bir sabit nokta teoremi ispatlamistir (Berinde,
2002). Altun ve Acar sonrasinda hemen hemen daralma ve (¢@,L) —zayif daralma
kavramlarint kismi metrik uzaylarda tanmimlamiglardir (Altun ve Acar, 2012).
Genellestirilmis (8,L) —zayif daralma doniisimii ve genellestirilmis (¢, L) —zayif
daralma dontisiimii kavramlar1 Shatanawi ve Postolache (2013) tarafindan kismi metrik
uzaylarda ¢alisilmistir. Aydi ve arkadaglart (2013) ise uzakliklar1 degistiren fonksiyon
kavramin1  kullanarak Altun ve Acar’in c¢alismasinda elde edilen sonuglari
genellestirmiglerdir.

@ := {p| ¢ :[0,0) — [0, ) bir fonksiyon } bu fonksiyon ailesi asagidaki sartlari

saglasin:
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(i) ¢ fonksiyonu monoton artan fonksiyondur ve t; <t, = @(t;) < @(t,)
dir.

(i) Vt>0 i¢in(t) <t dir.

(iii) ¢@(0) = 0 dur.

(iv) ¢ stirekli fonksiyondur.

(v) Vvt>0 nlgnoo @™ (t) =0 dir.

(vi) Vt>0 igcin X o™ (t) serisi yakinsak bir seridir.

(vii) tli_)rrgo(t —¢(t)) = o dur.

(viii) ¢ fonksiyonu alt—toplamsaldir.

Yukaridaki sartlar dogrultusunda ¢ fonksiyon ailesine gore asagidaki lemma yazilabilir
(Berinde, 2002).

Lemma 3.3.7. ® := {@| ¢ : [0,0) — [0, ) bir fonksiyon } ailesini goz dniine
alalim. Bu taktirde asagidaki durumlar saglanir.

1. (1) ve (i1) ozellikleri (iii) 6zelligini saglar.

2. (1) ve (iv) ozellikleri (ii1) 6zelligini saglar.

3. (1) ve (v) Ozellikleri (ii) 6zelligini saglar (Berinde 2002).

Tanim 3.3.8.® :={¢ | ¢ : [0,00) — [0, ) bir doniisiim} ailesi verilmis olsun.

1. (i) ve (v) ozelliklerini saglayan ¢ fonksiyonuna kiyaslama (comparison)
fonksiyonu ad1 verilir.

2. (i) ve (vi) Ozelliklerini saglayan ¢ fonksiyonuna (c) —kiyaslama
(comparison) fonksiyonu ad1 verilir (Berinde 2002).

3. Bir kiyaslama fonksiyonu (vi) 6zelligini sagliyorsa kesin kiyaslama (strict
comparison) fonksiyonu denir.

Lemma 3.3.9. Kiyaslama ve (c) —kiyaslam fonksiyonlari1 asagidaki 6zelliklere
sahiptir.

(i) Herhangi (c) —kiyaslama fonksiyonu ayni zamanda kiyaslama
fonksiyonudur.

(1)) Herhangi kesin kiyaslama fonksiyonu ayni zamanda kiyaslama
fonksiyonudur.

(111) Herhangi bir kiyaslama fonksiyonu (ii1) 6zelligini saglar.

(iv) Alt—toplamsal bir kiyaslama fonksiyonu siireklidir.

(v) @ kiyaslama fonksiyonu ise k € N igin ¢* bileske fonksiyonu da kiyaslama
fonksiyonudur.
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(vi) ¢, (c) —kiyaslama fonksiyonu olmak iizere,

s:Ry — Ry, S(t)=z o
k=0

fonksiyonu monoton artan bir fonksiyondur ve s(0) = 0 ozelligini saglar (Berinde,
2002).
Ornek 3.3.10. 1 € [0, 1) olmak iizere (t) = At, t € [0,00) fonksiyonu (i(p) —

( viii(p) sartlarini saglar.

1. @:[0,0) —[0,0), ¢(t)=—

1+t

fonksiyonu kiyaslama fonksiyonudur ama (c¢) —kiyaslama fonksiyonu degildir.

5, o0s<t<?
2. @:[0,0) = [0,0), @(t)=47 2

oL 52

2 18 3

fonksiyonu (c¢) —kiyaslama fonksiyonudur.

L, ost<1
3. ¢:[0,0) —[0,00), @(t)=17%;

z t>1

fonksiyonu (c¢) —kiyaslama fonksiyonudur.

i?03t31

4. @:[0,0) —[0,0), @) ="
2t t>1

fonksiyonu kiyaslama fonksiyonudur ama (c¢) —kiyaslama fonksiyonu degildir (Berinde,
2002).

Tamm 3.3.11. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her x,y €
X i¢in

d(Tx, Ty) < ¢(d(x,y))

olan ¢ : R, — R, fonksiyonu var ise T doniisiimiine ¢ —daralma donilistimii denir
(Berinde, 2002).

Tamim 3.3.12. (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y €
X igin
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d(Tx,Ty) < <p(d(x, y)) + Ld(y, Tx)

ifadesi olan L > 0 sayist ve ¢ fonksiyonu var ise T doniislimiine hemen hemen
¢ —daralma doniisiimii veya (¢, L) —hemen hemen daralma doniisimii ((¢, L) -zay1f
daralma doniigiimii veya zayif ¢ —daralma doniisiimii)) denir (Berinde, 2002).

Yukarida ifade edilen daralma sart1 Olatinwo ve arkadaglar1 tarafindan 2006 yilinda
genellestirildi. Bdylece tamimlayarak belirli sabit nokta iterasyon yontemlerinin
kararliligini incelediler.

Tamm 3.3.13. X bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Ayrica, ¢ :
R, — R, monoton artan ve ¢ (0) = 0 sartin1 saglayan bir fonksiyonu olsun. Eger her

X,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < éd(x,y) + <p(d(x, Tx))

olacak sekilde bir § € [0, 1) sabiti varsa T ye contractive-like doniisiimii denir (Imoru ve
Olatinwo, 2003).

Bu tanim, Berinde’nin tanimlamis oldugu Tanim 3.3.1 de verilen hemen hemen
daralma doniisiimii tanimindan daha geneldir. Eger L > 0 bir sabit olmak tizere ¢(u) =
Lu, olarak alinirsa Berinde’nin ortaya koymus oldugu hemen hemen daralma doniisiim
tamimu elde edilir. Ote yandan, bu tanimda X in bir normlu lineer uzay ve Banach uzay
olmasi halinde norm tarafindan iiretilen metrik yardimiyla, yani her x,y € X igin

d(x,y) = ||x — y|| bagintisiyla asagidaki sekilde yeniden ifade edilebilir:
ITx — Tyll < &llx — yll + o(lx — Tx]D.

Bir¢ok matematik¢i ve Abbas ve Illic (2010), Abbas ve ark. (2011), Ciri¢ ve ark.
(2011), Shaddad ve arkadaslar1 (2014) Berinde’nin hemen hemen daralma doniistimleri
icin ispatladig1 sabit nokta teoremini genellestirmesi olan bazi sabit nokta ve ortak sabit
nokta teoremleri {izerine calismislardir. Ornegin Babu ve ark. (2008) asagida ifade edilen
daralma doniisiimii i¢in Teorem 3.3.15 deki sabit nokta teoremini ispatlamstir.

Tanmim 3.3.14. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her x,y €
X,6 €(0,1) ve L = 0i¢in

d(Tx,Ty) < 6d(x,y) + L min{d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)}
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ise T doniisiimii (B) sartin1 saglar denir (Babu ve ark., 2008).

Teorem 3.3.15. (X, d) tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim (B) sartin1
saglasin. T doniisiimiiniin X uzayinda sabit noktas: vardir (Babu ve ark., 2008).

Bu gelismelerin yan1 sira Oztiitk ve Girgin (2015) calismalarinda A daralma
doniistimii ve Berinde’nin tanimladigi ¢ doniisiimiinden faydalanarak A daralma
dontigiimiinii A, daralma doniigiimii olarak genisletmis ve Graf teorisinde bazi sabit nokta
teoremleri ortaya koymustur. Simdi bu A, daralma doniigtimi ifade edelim.

R, butlin negatif olmayan reel sayilarin kiimesi ve A, kiimesi ise « : R3 - R,
asagidaki kosullar1 saglayan fonksiyonlarin kiimesi olsun.

(i) a, R3 iizerinde siirekli fonksiyonlar (R3 deki Oklid metrigine gore)

(i) Heru,v € R, igin u < a(u,v,v) veya u < a(v,u,v) veya u < a(v,v,u)
oldugunda ¢ bir gii¢lii karsilastirma fonksiyonu olmak tizere u < ¢(v) dir.

Bu tanimda, her t > 0 igin @(t) = kt, k € (0,1) olarak alirsak, @« € A elde
ederiz.

Tanim 3.3.16. X bir metrik uzayinda T : X — X bir doniisiim olsun. Her x,y €

X vea € A, igin

d(Tx,Ty) < a(d(x, y),d(x,Tx),d(y, Ty))

kosulu saglaniyorsa T doniigtimiine A, —daralma doniisiimii denir (Oztiirk ve Girgin,

2015).

3.4. Suzuki Tipi Daralma Doniisiimleri
(X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniistim olsun. Eger, x # y olacak sekilde
her x,y € X icin

© d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise T doniisiimiine daralma adi verilir.
Su halde Edelstein asagidaki teoremi ortaya koymustur.
Teorem 3.4.1. (X, d) bir kompakt metrik uzay ve T : X — X bir daralma doniistim
olsun. Bu taktirde T nin tek bir sabit noktas1 vardir (Edelstein, 1962).
Suzuki, 2009 yilinda daralma kavramini zayiflatarak yeni bir sabit nokta teoremi
elde etti.
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Teorem 3.4.2. (X, d) bir kompakt metrik uzay ve T : X — X doniisiimii her x,y €
X i¢in,

(SO) %d(x, Tx) <d(x,y) = d(Tx,Ty) < d(x,y)

kosulunu saglasin. Bu taktirde, T nin tek bir sabit noktasi vardir (Suzuki, 2009).

Kisalik adma, (SC) esitsizligini saglayan doniisiimlere Suzuki tipi daralma
dontigiimleri adin1 verilecektir. Altun ve ark. 2018 de calismalarinda P —daralma
dontigiimii  tanim1  verilerek alisilmis daralma doniisiimiiniin ayn1 zamanda bir
P —daralma dontigimii oldugunu fakat tersinin her zaman dogru olmadiginm
gosterilmistir. Ote yandan kompakt metrik uzayda siirekli P —daralma doniisiimiiniin
sabit noktasinin varligini ve tekligini gostermislerdir. Elde edilen bu sonug ise Edelstein
sabit nokta teoremini igermektedir.

Tamm 3.4.3. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Bu durum

da x # y olacak sekilde her x,y € X icin
(PC)  d(Tx,Ty) <d(x,y) + |d(x,Tx) — d(y, Ty)|

sart1 saglaniyorsa T ye P —daralma doniisiimii denir (Altun ve ark., 2018).
Teorem 3.4.4. (X,d) bir metrik uzay olsun. T doniisiimii X iizerinde bir
P —daralma doniisiimii ve f fonksiyonu da f(x) = d(x,Tx) olarak tanimlansin. Eger
f(xo) < f(Tx,) olacak sekilde x, € X varsa, bu taktirde T doniisiimiiniin X te bir tek
sabit noktas1 vardir (Altun ve ark., 2018).
Uyan 3.4.5.
1. Her (C) daralma doniisiimii Suzuki tipi (SC) daralma dontistimiidiir
2. Her (C) daralma doniisiimii (PC) P —daralma doniistimii oldugu agiktir.
Fakat her iki 6nermenin de tersi her zaman dogru degildir (Altun, 2023).
Uyan 3.4.6.
Daralma doniisiimleri siirekli olmasina ragmen, ne Suzuki tipi daralma ne de
P —daralma doniistimleri siirekli degildir. Suzuki'nin Teorem 3.4.2'deki siireklilige
ihtiyaci olmadigina dikkat edilmelidir. Fakat, Teorem 3.4.4'te doniisiimiin siirekli oldugu
varsayilmistir.
Ik olarak daralma doniisiim kavramlarimi karsilamak icin verecegimiz kiimeleri

adlandiralim. Kendinden kendine daralma doniisiimlerin sinifi C, kendisinden kendine
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genislemeyen doniigiimlerin sinifin1 N, Suzuki tip dontisiimlerin sinifi S ve P —daralma

dontistimlerin siifin1 P ile gosterelim. Bu tanimlardan anlasilacak kiC € S,C € PveC ©

P

J

Sekil 3. C, S, P ve N arasindaki iliski (Altun ve ark., 2018)

N dir. Asagidaki 6rnek C sinifinin P in bir uygun alt sinifi oldugunu gostermektedir.

2023 yilinda Altun c¢alismasinda P —daralma ve Suzuki tipi daralma
kavramlarindan ilham alarak Suzuki tipi P —daralma doniisiimii tanimlamistir. Daha
sonra Teorem 3.4.1 ve Teorem 3.4.4'ten daha genel bir sabit nokta teoremi elde etmistir.

Tamm 3.4.7. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniigiim olsun. Eger her
x,y € X i¢in

(SPC) %d(x, Tx) <d(x,y) = d(Tx,Ty) <d(x,y) + |d(x,Tx) — d(y, Ty)|

kosulu saglantyorsa T ye Suzuki tipi P —daralma doniisiim denir.

Yukarida tanimi1 verilen daralma kavramlari i¢in asagidaki diyagram verilebilir:

C = PC

Sekil 4. C, PC, SC ve SPC dontistimleri arasindaki iliski

Teorem 3.4.8. (X, d) bir kompakt metrik uzay ve T : X — X bir siirekli Suzuki tipi

P —daralma doniigiimii olsun. Bu taktirde, Tdoniisiimii X te bir tek sabit noktaya sahiptir.
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Teorem 3.4.9. (X,d) bir kompakt metrik uzay, T : X — X bir Suzuki tipi
P —daralma doniisimii ve f de f(x) = d(x,Tx) olarak tanimli alt yar1 siirekli bir

fonksiyon olsun. Bu taktirde, Tdontigiimii X te bir tek sabit noktaya sahiptir.

3.5. f —Daralma Déniisiimleri

Beiranvand ve arkadaglar1 2009 yilinda metrik uzaylarda ikinci bir fonksiyona bagli
genel bir daralma kosulunu tanimlayip bu kosulu saglayan doniistimler i¢in sabit nokta
teoremlerini ortaya koymustur.

Tamm 3.5.1. (X, d) bir metrik uzay ve f,T : X — X iki doniistim olsun. Her x, y €
X i¢in 0 < k < 1 olacak sekilde

d(fTx, fTy) < kd(fx, fy)

esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiine f —daralma doniisiimii denir (Beiranvand ve ark.,
2009).

f —daralma dontigimleri f = I (Ibirim doniisim) alinirsa daralma
doniigsiimlerine denk olur. Her daralma doniisiimii bir f —daralma doniistimiidiir. Fakat
f —daralma doniisiimiiniin daralma doniisiimii olmasi1 gerekmez.

Ornek 3.5.2. X = [1, +) iizerinde uzay1 mutlak deger metrigi ile birlikte alinsn.

T:X—>X, Tlx) =2

1
f:X—>X, f(x)=;+1
seklinde tanimlansin.

|1+1 ! 1|
2x 2y
1|1 1|
S____
2lx vy

d(fTx, fTy) =

11 1
=—F+1———4
2lx y
_ 5 |
—fo fy

1
= Zd(fx.fy)
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oldugundan T bir f —daralma doniisiimiidiir (Beiranvand ve ark., 2009). Fakat, T
dontigiimii daralma doniisiimii degildir.

Ornek 3.5.3. X = [0,00) iizerinde uzay: mutlak deger metrigi ile donatilmis olsun.

T:X—>X, Tlx)=2x+1
f:X—X, fx)=e™

seklinde tanimlanan T doniistimii

d(fTx, fTy) = |e”2*™1 — e=2y71|

le™ +e™Y|le™* —e7Y

IA
RIN g =

le™ —e™|

Ifx — fyl

sagladigindan T doniisiimii f —daralma doniistimiidiir (Beiranvand ve ark., 2009).
Tamim 3.5.4. (X, d) bir metrik uzay ve f,T : X — X bir doniisiim olsun. Eger her
x,y € X i¢in

d(fTx, fTy) < d(f G0, fF())

esitsizligi saglaniyorsa T doniisiimiine f —kesin daralma dontisiimii denir (Beiranvand ve
ark., 2009).

Her f —daralma doniisiimii bir f —kesin daralma doniisiimiidiir ama her f —kesin
daralma doniisiimii bir f —daralma doniisiimii olmayabilir.

Ornek 3.5.5. X = [1,+00) uzay1 mutlak deger metrigi olsun.

T:X—>X, Tk =+vx
f:X—>X, fx)=x

olarak tanimlanan

<l|x -yl
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= |fx— fyl

oldugundan T donlsimi f —kesin daralma donisiimidiir. Fakat T doniistimii
f —daralma doniisiimii degildir (Beiranvand ve ark., 2009).

Teorem 3.5.6. (X, d) bir tam metrik uzay olsun ve f : X — X bire-bir, siirekli ve
alt dizisel yakinsak bir doniistim olsun. Bu taktirde her siirekli T : X — X, f —daralma
doniistimiiniin bir tek sabit noktas1 vardir. Ayrica, eger f dizisel yakinsaksa, o zaman her
Xy € X i¢in {T"x,} iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

Uyan 3.5.7. Yukardaki teoremde fx = x (f birim doniisiim) olarak alinirsa,
Teorem 3.5.6, Teorem 3.1.20 (Banach sabit nokta teoremi) ye denk olur.

Teorem 3.5.8. (X, d) bir kompakt metrik uzay olsun ve f : X — X bire-bir, siirekli
bir doniisiim olsun. Bu taktirde her T : X — X, f —daralma doniislimiiniin bir tek sabit
noktas1 vardir. Ayrica, her x, € X igin {T™x,} iterasyon dizisi bu sabit noktaya

yakinsaktir.

3.6. Geraghty Daralma Doniisiimleri

Geraghty tarafindan 1973 yilinda Geraghty daralma dontistimleri tanimlanmustir.
lim a(t,) =1= limt, =0
n—oo n—oo

sartin1 saglayan a: R, — [0, 1) fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilsin (Geraghty, 1973).
Teorem 3.6.1. (X, d) tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her x, y €

X i¢in
d(Tx, Ty) < a(d(x,y))d(x,y)

kosulunu saglayan a € S fonksiyonu varsa d doniisiimii X uzayinda bir tek sabit noktaya
sahiptir.
Geraghty daralma doniisiimlerinin bir genellemesi asagidaki gibi ifade edilmistir

(Huang ve ark., 2015).

s > 1 bir reel say1 ve 8 : [0,0) — [O, %) fonksiyonlarin sinifi F; olsun. Bu durumda

1
lim g (t,) =— = limt, =0, n— oo
n—oo S n—oo
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dir (Geraghty, 1973).

Ornek 3.6.2. 8 : [0, 0) — [0, %) olmak iizere

(i) Bazis > 1licinB(t) = eT_S,

(i) Bt) = ——

s(1+t2)’
fonksiyonlar1 F; sinifina aittir (Huang ve ark., 2015).

3.7. Integral Tipi Daralma Déniisiimleri

Banach sabit nokta teoreminin bir bagka genellemesi de integral tipindeki daralma
doniisiimleridir. 11k olarak Branciari asagidaki fonksiyon smifini kullanarak 2002 yilinda
tam metrik uzaylarda integral tipindeki daralma doniisiimlerinin sabit noktalarinin
varligini ve tekligini ispatlamistir (Branciari, 2002).

Tamm 3.7.1.
J:={p| ¢ :[0,+0) — [0, +x] Lebesgue integrallenebilir bir fonksiyon}

(i) ¢ nonnegatiftir,
(ii) ¢, [0, +) nin her kompakt alt kiimesi iizerinde toplanabilirdir,
(ii1)) Her bir € > 0 igin

&€

f(p(t)dt >0

0

dir.
Ornek 3.7.2. ¢ : [0,00) — [0, +0) fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlansin.

(i)  @:[0,400) —[0,4+00), @(t) =2t
(i) @ :[0,40) — [0,4), @(t) = et

Bu durumda ¢ € J dir.
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Branciari Banach sabit nokta teoremini integral tipindeki daralma doniisiimlerine
genelleyen asagidaki sabit nokta teoremini ispatlamistir. Asagida bu teoremin ifadesini
verelim (Branciari, 2002).

Teorem 3.7.3. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her

x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) d(x,y)
f p(t)dt <c f p(t)dt
0 0

ifadesini saglayan ¢ € (0,1) sabiti ve ¢ € J fonksiyonu varsa T doniisiimii X uzayinda
bir tek sabit noktaya sahiptir.

Yukaridaki teoremde ¢(t) = 1 alinirsa bu sonu¢ Banach sabit nokta teoremine
indirgenir.

Lemma 3.7.4. ¢ € ® ve (1) ey pozitif degerli ve lim 7, = a yakinsak bir dizi
n—-oo

olsun. Bu durumda
Tn a
lim J Ppt)dt = J(p(t)dt
n—oo
0 0

ve

n

limrn,=a< nlim j ¢(t)dt =0
0

n—oo

dir (Liu ve ark., 2011).

3.8. F —Daralma Doniisiimleri

Wardowski (2012) calismasinda asagidaki ozelliklere sahip olan bir fonksiyon
kullanarak yeni bir daralma doniisiimii tanimlamistir. Bu daralma doniigiimiine ise
F —daralma doniisiimii adin1 vermistir. F asagidaki kosullar saglayan tim F : R, — R
fonksiyonlarin bir sinifi olsun:

(1)  F kesin artandir, yani her x, y € R, i¢in x < y iken F(x) < F(y) dur.

(i) Pozitif sayilarin her (a,,) dizisi igin nlgnoo a, =0 nlgnoo F(a,) = —oodir.
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(iii) lirrolJr(akF (a)) = 0 olacak sekilde bir k € (0,1) sabiti vardir.
a—

Tamm 3.8.1. (X,d) metrik uzay ve T : X — X bir doniisim ve F € F olsun.
d(Tx,Ty) > 0 olmak lizere her x, y € X i¢in

T+ F(d(Tx,Ty)) < F(d(x,y)) (6)

olan bir T > 0 sayist varsaT doniisiimiine bir F —daralma doniisiimii adi verilir
(Wardowski, 2012).

Literatiirde bulunan bazi daralma doniisiimlerinin asagidaki Ornekler ile bir
F —daralma dontisiimii olduklar1 goriiliir.

Ornek 3.8.2. F: R, — R doniisiimii F(a) =Ina fonksiyonunu gbz Oniine
alalim. Bu durumda F € F oldugu aciktir. T : X — X bir F —daralma doniisiimii ise

d(Tx,Ty) > 0 kosulunu saglayan her x,y € X ve Tx # Ty igin
d(Tx, Ty) < e %d(x,y) (7)

saglanir. Su halde Tx = Ty kosulunu saglayan x,y € X i¢in de (6) esitsizligi saglanir. T
dontisiimii @« = e~ " olmak iizere bir Lipschitz doniistimiidiir. A = e™* < 1 oldugundan T
doniistimii bir daralma doniisiimiidiir. Bu nedenle her daralma doniistimii bir F —daralma
dontistimiidir (Wardowski, 2012).

Ornek 3.8.3. F(a): R, — R doniisimi F(a) =Ina + a fonksiyonunu ele
alacak olursak. Bu durumda F (@) € F oldugu agiktir. d(Tx, Ty) > 0 sartin1 saglayan her
x,y € X ve Tx # Ty igin

ATETY) airery-aten < o @
d(x,y)

sart1 saglanir. Budurumda T : X — X bir F —daralma dontistimiidiir (Wardowski, 2012).

Ornek 3.84. F: R, — R doniisimii F(a) = \7—; olsun. F € F oldugu aciktir

d(Tx,Ty) > 0olanher x,y € X ve Tx # Ty igin

d(Tx,Ty) < d(x,y)

1
(1 + 7/d(x, y))2
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esitsizligi saglandigindan T : X — X bir F —daralma doniistimiidiir (Wardowski, 2012).
Ornek 3.8.5. F : R* — R doniisiimii F(a) = In(a? + a) olarak tanimlansim. F €
F dir. d(Tx,Ty) > O olan her x,y € X ve Tx # Ty i¢in

d(Tx, Ty)(d(Tx,Ty) + 1) .
dix,y)(dxy)+1)

=T

sart1 saglandigindan T : X — X bir F —daralmadir (Wardowski, 2012).
Uyar 3.8.6. F ailesinin (i) kosulu ve (6) esitsizliginden her F —daralma doniisiim{i,
bir kesin daralma doniigtimiidiir. T bir F —daralma ise d(Tx, Ty) > 0 kosulunu saglayan

her x,y € X icin
d(Tx,Ty) < d(x,y)

olur. Boylece her F —daralma doniistimii ayn1 zamanda stirekli dontistimdiir (Wardowski,
2012).

Uyan 3.8.7. F;,F, € F olsun. Her a > 0 i¢in Fy(a) < F,(a)veG =F, —F,;
azalmayan bir doniisiim ise her F; —daralma doniisiimii bir F, —daralma doniistimiidiir.

Gergekten Uyari 3.8.6 dan d(Tx, Ty) > 0 kosulunu saglayan her x,y € X, Tx # Ty i¢in
G(d(Tx,Ty)) < G(d(x,y))
olur. Boylece d(Tx, Ty) > 0 kosulunu saglayan her x,y € X, Tx # Ty igin

T+ F,(d(Tx, Ty)) =t + F,(d(Tx, Ty)) + G(d(Tx,Ty))
< Fl(d(xJ’)) + G(d(x:)’))
= F(d(x,y))

elde edilir (Wardowski, 2012).

Uyan 3.8.8. F;(a¢) =Ina, a >0 ve F,(a) =Ina+ a,a >0, F;, <F, olmak
tizere doniistimleri i¢in dikkat edilmelidir ki F; — F, kesin artandir. Dolayisiyla, Uyari
3.8.7 ile her (7) Banach daralmasinin (8) daralma kosulunu sagladigini elde ederiz.

Wardowski 2012 yilinda, F —daralma doniisiimlerini kullanarak agsagidaki teoremi

ifade etmistir.
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Teorem 3.8.9. (X, d) tam metrik uzay ve T : X — X bir F —daralma doniistimii
olsun. Bu taktirde T doniisiimii X uzayinda bir tek x* € X sabit noktasina sahiptir. Ayrica,
her bir x, € X i¢in (T™x,) Picard iterasyon dizisi x* € X noktasina yakinsar (Wardowski,
2012).

Wardowski ve Van Dung (2014) ¢alismalarinda F —zayif daralma dontisiimii
asagidaki gibi tanimladilar.

Tamm 3.8.10. (X, d) bir metrik uzay, T : X — X bir doniisim ve F € F olsun.
d(Tx, Ty) > 0 sartin1 saglayan her x, y € X igin

M(x,y) = max {d (x,v),d(x,Tx),d(y,Ty),

d(x, Ty) + d(y, Tx)}
2

olmak tizere
T+ F(d(Tx,Ty)) < F(M(x,)) (9)

esitsizligini saglayan bir T > 0 sabiti varsa T doniigsiimiine F —zay1f daralma doniistimi
denir (Wardowski ve Van Dung, 2014).

Wardowski ve Van Dung (2014) calismalarinda bu kavrami Teorem 3.8.9 u
asagidaki gibi genellestirmistir.

Teorem 3.8.11. (X,d) bir tam metrik uzay, T : X — X bir F —zayif daralma
doniigiimii olsun. Eger T veya F siirekli ise, T doniisiimiiniin bir tek x* sabit noktas1 vardir
ve tiim x € X i¢in (T™x,) dizisi x* a yakinsaktir (Wardowski ve Van Dung, 2014).

Piri ve Kuman (2014), F —daralmanin tanimindaki (iii) kogsulunun yerine asagidaki
kosulu alarak genis bir fonksiyon sinifi ortaya koymuslardir.

(iii") F, (0, o0) lizerinde siireklidir.

Boylece, Piri ve Kuman (i), (ii) ve (iii') kosullarimi saglayan tim F: R, — R
fonksiyonlarinin ailesini & olarak tanimladilar ve asagida ifade edilen sabit nokta
teoremini ispatladilar.

Teorem 3.8.12. (X, d) bir tam metrik uzay, T : X — X bir doniisiimii olsun. Kabul
edelim ki her x, y € X icin

d(Tx,Ty) > 0 = 7+ F(d(Tx, Ty)) < F(d(x,y))
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olacak sekilde F € & ve T > 0 olsun. O halde T nin bir tek x* sabit noktasi1 vardir ve her
x € X ve (T™x) dizisi x* a yakinsaktir (Piri ve Kuman, 2014).

Ote yandan Minak ve arkadaslar1 (2014) Berinde’nin ortaya koymus oldugu hemen
hemen daralma tanimi1 ve Wardowski’nin F —daralma tanimlarindan faydalanarak hemen
hemen F —daralma doniistimiinii tanimladilar. Bu tanim paralelinde asagidaki sabit nokta
teoremini ortaya koydular.

Tamm 3.8.13. (X, d) bir metrik uzay, T : X — X bir doniisiimii olsun. Eger F € F
ve Vx,y € X i¢in

[d(Tx, Ty) >0=1+ F(d(Tx, Ty)) < F(d(x, y) + Ld(y, Tx))] (10)

olacak sekilde T >0 ve L > 0 varsa T doniisiimiine bir hemen hemen F —daralma
doniistimii ad1 verilir. Ayrica, T nin hemen hemen F —daralma oldugunu kontrol etmek
i¢in hem (10) sartinin hem de Vx,y € X icin asagida ifade edilen (11) sartinin kontrol

edilmesi gerekir
[d(Tx, Ty) > 0=t + F(d(Tx,Ty)) < F(d(x,y) + Ld(x,Ty))]. (11)

Uyarn 3.8.14. Ornek 3.8.2 deki F (@) = In a dikkate alindiginda her hemen hemen
daralma donilisiimii ayn1 zamanda hemen hemen F —daralma oldugunu sdyleyebiliriz.
Ancak bunun tersi dogru olmayabilir.

Hemen hemen F —daralma tanimini kullanarak asagidaki sabit nokta teoremi
verildi. Bu teoremde T (veya F) nin siirekli olmas1 gerekmedigine dikkat edilmelidir.

Teorem 3.8.15. (X,d) bir tam metrik uzay, T : X — X bir hemen hemen
F —daralma doniisiimii olsun. Bu taktirde T doniistimiiniin X te bir sabit noktaya sahiptir
(Minak ve ark., 2014).

Yukarida ifade edilen Teorem 3.8.19'de, Minak ve arkadaslari, eger T hemen hemen
F —daralma ise T nin bir sabit noktaya sahip oldugunu gostermislerdir. Fakat T nin sabit
noktasinin tekligini garanti etmek icin ek bir kosulu dikkate alarak asagidaki teoremi
ortaya koymuslardir.

Teorem 3.8.16. (X,d) bir tam metrik uzay, T : X — X bir hemen hemen
F —daralma doniisiimii olsun. Ayrica kabul edelim ki T asagidaki kosulu saglasin:

Vx,y € X i¢in
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[d(Tx, Ty) > 0= 1, + G(d(Tx, Ty)) < G(d(x,y) + Ld(x,Tx))] (12)

olacak sekilde G € F ve L; = 0, 7, > 1 mevcut olsun. Su halde, T doniisiimiiniin X de
bir tek sabit noktasi vardir.

Hussain ve Salimi 7 > 0 sabiti dikkate alarak F —daralma doniisiimlerini
genellestirerek yeni bir fonksiyon ailesini asagidaki gibi tanimlamislardir (Hussain ve
Salimi, 2014).

A; asagidaki (G) ozelligini saglayan tiim G : RY — R fonksiyonlarmin bir ailesi
olsun.

(G) Her tq,ty, t3,ty €E Ry igin ty ty t3t, = 0 = G(ty,t,,t3,t,) =T olan 7> 0
vardir.

Ornek 3.8.17. 7>0 ve LER, olsun. G;:G,:G;: R — R tamimlanan

fonksiyonlar1 A; siifina aittir (Hussain ve Salimi, 2014).

(1) Gl(tll tz; t3; t4) = L min{tl, tz, t3; t4} + T,
(1) G, (tl, ty, ts, t4) = Tel min{ty,ty ts,ts} ,

(iii) G3(tq,ty, ts, ty) = Lin(min{ty, ty, ts, t,} + 1) + 7.

Ayrica, Hussain ve Salimi G fonksiyonunu kullanarak a —7n — GF —daralma
donilistimiini tanimlamis ve tam metrik uzayda asagidaki sabit nokta teoremini elde
etmiglerdir (Hussain ve Salimi, 2014).

Tamm 3.8.18. (X, d) metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X
icina,n : X X X — [0, o) fonksiyonu

) alx,y) >1= a(Tx,Ty) = 1 (a — gegisli (admissible)),

i) alx,y) 2nl,y) = a(Tx,Ty) 2n(Tx,Ty) (n fonksiyonuna gore
a —gecisli),

kosullarini saglasin. Bu durumda,
n(x,Tx) < alx,y)ved(Tx,Ty) >0
iken
G(d(x, Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y, Tx)) + F(d(Tx, Ty)) < F(d(x, y))
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ifadesini saglayan G € A; ve F € F fonksiyonlar1 varsa T : X — X doniisiimiine a —
1n — GF —daralma dontistimii ad1 verilir (Hussain ve Salimi, 2014).
Teorem 3.8.19. (X, d) tam metrik uzay olsun ve T : X — X doniisiimii asagidaki

kosullar1 saglasin.

() x,y€Xigina(x,y)=n(x,y)ise a(Tx,Ty) =n(Tx,Ty) dir,
(i1)) T bir «a —n — GF —daralma doniistimiidiir,
(111) a(xg, Txg ) = n(xy, Tx, ) olacak sekilde x, € X vardir,

(iv) T bir a — n —siirekli doniistimdiir.

Su halde, T doniistimiiniin X uzayinda bir sabit noktas1 vardir. Ayrica, her x,y €
F(T) i¢in a(x,y) = n(x,x) ise T doniisiimiiniin sabit noktas: tektir (Hussain ve Salimi,
2014).

Yukarida ifade edilen F —daralma doniistimleri ve sabit nokta teoremlerinin diginda
F —daralma doniisiimleri ile ilgili birgok sonu¢ bulunmaktadir (Abbas ve ark., 2016;

Alsulami ve ark., 2015; Aydi ve ark., 2017; Karapinar ve ark., 2015; Oztiirk, 2019).

3.9. E —Daralma Doniisiimleri

Ilk olarak Fulga, A. ve Proca, A. M., (2017a) tarafindan Geraghty daralma
doniigiimlerini genelleyen asagidaki tanim verilmistir.

@ :[0,00) — [0,1) ,711_{210 pt,)=1= nlgnoo t, =0 kosulunu saglayan tiim
fonksiyonlarin ailesi @ ile gosterilsin.

Tamm 3.9.1. (X, d) metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X

i¢in

E(x,y) =d(x,y) + |d(x, Tx) —d(y, Ty)|

olmak tizere
d(Tx,Ty) < p(E(x,¥))E(x, )

esitsizligini saglayan ¢ € @ fonksiyonu var ise T doniisiimiine ¢ —daralma doniistimii
ad1 verilir. E(x,y) ifadesi literatiire E —daralma olarak ge¢mistir (Fulga ve Proca,

2017a).
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Uyar13.9.2. ¢ : [0,0) — [0,1) ve herhangi x,y € X i¢in x # y ise

d(Tx,Ty) < o(E(x,y))E(x,y) < E(x,y)

dir.

Teorem 3.9.3. (X, d) tam metrik uzay ve T : X — X bir ¢ —daralma doniisiimii
olsun. Su halde, T doniisiimii X uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir (Fulga ve Proca
2017).

Ayni yil Fulga ve Proca, E —daralma doniistimiinii ve Wardowski’nin (2012)
F —daralma doniistimiinii g6z oniline alarak Fr sinifin1 asagidaki gibi tanimlayarak bu
daralma sinifina bagli sabit nokta teoremini ispatlamislardir (Fulga ve Proca, 2017b).

Fr asagidaki kosullar saglayan F : R, — R fonksiyonlarinin bir ailesi olsun.
(i)  F Kkesin artandir, yani her x,y € R, i¢in x < y iken F(x) < F(y) dur.
(i) Herty > Oigint + tll)rg inf F(t) > tll_)rg sup F(t) olacak sekilde T > 0 vardir.

Tanmm 3.9.4. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her x, y €
X i¢in

E(x,y) =d(x,y) + |d(x,Tx) — d(y,Ty)|

olmak tizere
d(Tx,Ty) > 0= 1+ F(d(Tx,Ty)) < F(E(x,y))

olacak sekilde T > 0 varsa, T doniisiimiine bir Fy—daralma denir (Fulga ve Proca, 2017b).

Uyari 3.9.5. (Fulga ve Proca, 2017b)

i) Her Fy—daralma doniistimii bir F —daralma doniisiimiidiir, ancak bunun tersi
her zaman dogru degildir.

ii) Her F —zayif daralma doniisiimii bir Fg—daralma doniisiimii degildir.

Teorem 3.9.6. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir Fz—daralma doniistimii
olsun. Bu taktirde her x;, € X i¢in T nin bir tek x* sabit noktas1 vardir. {T™x,} iterasyon
dizisi bu sabit noktaya yakinsar (Fulga ve Proca, 2017).

Diger yandan Fulga A. ve Karapmar E., (2018) Z —daralma (simiilasyan
fonksiyonunu) ve E —daralma doniisiimlerini kullanarak E tipi 2 —daralma doniistimiinii

asagidaki gibi tanimlayarak yeni bir sabit nokta teoremi ispatlamiglardir.
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Tamm 3.9.7. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her
X,y € X i¢in

E(x,y) =d(x,y) + |d(x,dx) — d(y,dy)|
iken
o(d(Tx, Ty),E(x,y)) = 0

ifadesini saglayan o € Z fonksiyonu varsa T' doniisiimiine E tipi Z —daralma doniistimii
denir. X flzerinde tanmimlanan o ya gore E tipi Z —daralma kiimesi Cg(X) ile
gosterilmektedir (Fulga ve Karapinar, 2018).

Teorem 3.9.8. (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir E tipi Z —daralma
doniistimii olsun. Bu taktirde T doniisiimii X uzayinda bir sabit noktaya sahiptir (Fulga ve
Karapinar, 2018).

Proca A. M. (2018) E —daralma donilisiimiinli maksimum operatorii ile
genelleyerek asagidaki gibi yeni bir ¢, —Geraghtp daralma doniislimii tanimlamistir.
Buna bagli olarak yeni bir sabit nokta teoremini ortaya koymustur.

Tamm 3.9.9. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her x,y €

X i¢in

M(x,y) = max{d(x,y) + |d(x,Tx) — d(y, Ty)|;
d(x,Tx) + ld(x,y) —d(y, Ty)|;
d(y,Ty) + ld(x,y) —d(x,Tx)|;

d(x, Ty)+d(y,Tx) + |d(x,Tx) —d(y, Ty)| )
2

olmak tizere
d(Tx,Ty) < <p(M(x, y))M(X, y),

olacak seklide ¢ € ® fonksiyonu varsa T ye ¢, —Geraghtp daralma doniistimii denir

(Proca, 2018).
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Teorem 3.9.10. (X,d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir ¢, —Geraghtp
doniistimii olsun. Bu taktirde her x, € X i¢in T nin bir tek x* sabit noktas1 vardir. {T™x,}
iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar (Proca, 2018).

Proca (2019) ¢alismasinda Ciri¢ daralma déniisiimii yerine ¢,; — Geraghtp daralma
doniisiimiindeki M (x, y) maksimum degeri alarak Cirié tipi sabit nokta teoreminden daha
daha genel bir sabit nokta teoremini elde etmistir.

Teorem 3.9.11. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her
x,y € X igin d(Tx, Ty) < a(@y(x,y)) esitsizligini saglayan a € [0,1) sabiti varsa T
dontlistimii X uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir. Yani T bir Picard operatoriidiir

(Proca, 2019).

3.10. € —Simfi Daralma Doniisiimleri
2014 yilinda Ansari A. H. tarafindan C —smifi fonksiyonlar1 asagidaki gibi
tanimlanmistir (Ansari, 2014).

Tanmm 3.10.1. f : [0, 0)? — R fonksiyonu siirekli ve her s, t € [0, ) igin

@» f@st)<s,
(i) f(s,t)=s=s = 0veyat=0,

kosullarini sagliyorsa C —siifi fonksiyon olarak adlandirilir. Burada dikkat edilmelidir

ki £(0,0) = 0 dur.

Ornek 3.10.2. Asagidaki fonksiyonlar her s,t €[0,0) igin C —smifi

fonksiyonlardir.

1. fi(s,t) =s—t,
2. 0 <m < 1 olmak iizere f,(s,t) = ms dir,

3. fi(s,t) = r € (0, 00) dir,

4. B :[0,0) — [0, ) siirekli bir fonksiyon olmak tizere f,(s,t) = sB(s) dir,

S
(1+t)" ’

5. fs(s,t) = Y/In(1 + s™) dir.

Ayrica, C —smifi fonksiyonlarin uygulanmasinda kullanilan bazi yardimci

fonksiyon siniflar1 asagidaki gibidir (Ansari, 2014).
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Tamm 3.10.3. ¢ : [0, ) — [0, o0) siirekli fonksiyonu azalmayan ve ¢(t) = 0 &
t = 0 kosulunu sagliyorsa uzaklik degistiren (altering distance) fonksiyonu ad1 verilir.

Tamim 3.10.4. ¢ : [0,0) — [0, ) siirekli fonksiyonu her t > 0 i¢in @(t) > 0
ve @(0) >0 kosulunu sagliyorsa ultra uzaklik degistiren (ultra altering distance)
fonksiyonu olarak adlandirilir.

Tammm 3.10.5. h: R, — R, siirekli fonksiyonu h(t) =t kosulunu sagliyorsa
A —siifindandir denir.

Tanim 3.10.6. T : X — X bir doniisiim ve F < X olsun. Eger x € F iken T'(x) €
F ise F ye X in T altinda degismeyen bir alt kiimesi denir.

Yukarida ifade edilen tamimlar1 da kullanarak Ansari asagidaki sabit nokta
teoremini ispatlamistir.

Teorem 3.10.7. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Eger

(1) F,XinT altinda degismeyen kapal1 bir alt kiimesi,

(1i1) Y ve ¢ uzaklik degistiren (veya ultra uzaklik degistiren) fonksiyonlar;
(iii) f bir € —sinif1 fonksiyon;

(iv) h bir A —sinifi fonksiyon;

(v) herx,y € X i¢in

h(W(d(Tx, Ty))) < f(¥(d(x,¥)) , 9(d(x,¥)))
ise bu taktirde T nin F de bir tek sabit noktasi vardir.

3.11. ® —Simmfi Daralma Doniisiimleri
Jleli ve Samet 2014 yilinda @ sinifi adin1 verdikleri asagidaki 6zellikleri saglayan
yeni bir fonksiyon sinifi tammmlamislardir (Jleli ve Samet, 2014).

Tanim 3.11.1. 6 : (0, 00) — (1, o) fonksiyonu

(i) 6 azalmayandir,
(if) her bir (£,) < (0, 00) dizisi igin lim 6(t,) = 1 & lim t, = 0,

0(a)-1
tT

(iit) r € (0,1) ve I € (0, 0] igin tlir§+ =1

Ozelliklerini sagliyorsa @ sinifindandir denir.
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Tamm 3.11.2. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniistim ve 6 € © olsun.
Her x,y € X igin

d(Tx,Ty) # 0 = 8(d(Tx, Ty)) < [6(d(x,y))]"

olacak sekilde k € (0,1) sabiti varsa T doniisiimiine & —daralma doniisiimii denir.

0 smifi kullanilarak Banach daralma doniisiimiinii genelleyen yeni bir sabit nokta
teoremi elde edilmistir.

Teorem 3.11.3. (X,d) tam genellestirilmis metrik uzay ve T :X — X bir
0 —daralma doniisiimii olsun. Bu taktirde T doniistimiiniin X uzayinda bir tek sabit
noktasi vardir (Jleli ve Samet, 2014).

Uyan 3.11.4.

Ayrica, onlar gosterdiler ki Banach daralma olmayan @ —daralmalar mevcut
olmasina ragmen herhangi bir Banach daralma @ —daralmanin 6zel bir halidir.

Ayrica, Ahmad ve arkadaslar1 calismalarinda (63) kosulu yerine asagidaki kosulu
ekleyerek yeni bir sinif elde edilmistir (Ahmad ve ark., 2017).

((iii)") @ fonksiyonu (0, o) iizerinde siireklidir.

Su halde (i), (ii), ve ((iii)') sartlarini saglayan fonksiyonlarin sinifi Q ile ifade
edilmektedir (Ahmad ve ark., 2017).

Ornek 3.11.5. Her t > 0 icin asagida verilen 04, 05, 03, 0,, 05, O, fonksiyonlar1 Q
siifindadir. Ayni zamanda 64, 0,, 65 € O dir (Ahmad, ve ark., 2017).

1. 0,(t) =et,

0,() = eVte’,

93(t) = eta

0,(t) = cosht,

0s(t) =1+ In(1 +v),

0,(0) = ete".

AR

Tamm 3.11.6. (X, d) bir metrik uzay, T : X — X bir doniisiim ve 8 € Q olsun.
Her x,y € X i¢in

Tx = Ty = 0(d(Tx,Ty)) < [6(d(x, y))]k
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olacak sekilde k € (0,1) sabiti varsa T doniigiimiine @ —daralma doniisiimii denir
(Ahmad ve ark., 2017).

Teorem 3.11.7. (X, d) tam metrik uzay ve T : X — X bir @ —daralma dontigimii
olsun. Bu taktirde

(1) T doniisiimiiniin bir tek x € X sabit noktas1 vardir,

(ii) Herhangi bir x, € X ile verilen {T™(x,)} iterasyon dizisi x sabit noktasina
yakinsaktir.

(Ahmad ve ark., 2017) de Suzuki-Berinde tipi @ —daralma doniisiimleri
tanimlanarak tam metrik uzaylarda sabit nokta teoremi ispatlanmistir (Ahmad ve ark.,
2017).

Tamm 3.11.8. (X, d) bir metrik uzay, T : X — X bir doniisiim ve 6 € Q olsun. Her
x,y € X ve Tx # Ty i¢in

%d(x, Tx) <d(x,y) = G(d(Tx, Ty)) < [G(d(x, y))]k + Lmin{d(x,Tx),d(x,Ty),d(y, Tx)}

olacak sekilde k € (0,1) ve L > 0 sabiti varsa T ye Suzuki-Berinde tipi ® —daralma
doniisiimii denir.

Teorem 3.11.9. (X,d) tam metrik uzay ve T : X — X bir Suzuki—Berinde tipi
0 —daralma doniisiimii olsun. Su halde,

(1) T doniistimiiniin bir tek x € X sabit noktas1 vardir,

(i) Herhangi bir x, € X ile verilen {T™(x,)} iterasyon dizisi x sabit noktasina

yakinsaktir.

3.12. ¢ — P —Daralma Doniisiimleri

[k olarak Samet tarafindan verilen @ —gecislik tanimini ve bununla ilgili 6rnekleri
ifade edelim (Samet ve ark., 2012).

Tamm 3.12.1. X bostan farkli bir kiime, @ : X X X — R, bir fonksiyon ve T :
X — X bir doniisiim olsun. Eger a(x,y) =1 olacak sekildeki her x,y € X icin
a(Tx,Ty) = 1 oluyorsa T doniisiimiine @ —gegisli doniisiim denir.

Ornek 3.12.2. X = R, olmak iizere T : X — X déniisiimii her x € X igin Tx =

xvea:X X X — R, fonksiyonu

{ex‘y, x>y
0 , x<y
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olarak tanimlansin. Su halde T a —gegcisli bir doniistimdiir.

Yine Samet ve arkadaglar1 (2012) (c)-kiyaslama fonksiyonlarim1 ve a —gecisli
doniistimleri  kullanarak a — 1 —daralma kavramini tanimlayarak bu daralma
doniistimleri i¢in bazi sabit nokta teoremleri ortaya koymuslardir.

Tamm 3.12.3. (X, d) bir metrik uzay, T : X — X bir doniisiim olsun. ) € ¥ ve a :
X X X — R, bir fonksiyon olsun. Her x,y € X i¢in

d(Tx, Ty)a(x,y) < p(d(x,y))

esitsizligi saglaniyorsa T doniistimiine ¢ — 1) —daralma doniisiimii denir.
Tanim 3.12.3 de eger a(x,y) =1 ve k € [0,1) olmak iizere Y(t) = kt olarak

alinirsa
d(Tx,Ty) < kd(x,y)

esitsizligi elde edilir. Bu ise her Banach daralma doniisiimiiniin bir ¢ — 1) —daralma
dontistimii oldugunu gosterir.

Teorem 3.12.4. (X,d) bir tam metrik uzay, T : X — X bir a — 1) —daralma
doniisiim olsun ve asagidaki sartlar saglansin:

(1) T, a —gegisli,

(i)  alxq, Txy) = 1 olacak sekilde x, € X vardir

(i) T, stirekli.
Bu taktirde, Tx* = x™* olacak sekilde bir tek x € X sabit noktaya sahiptir.

Daha sonra T nin siirekliligini gerektirmeyen teoremi ortaya koydular.

Teorem 3.12.5. (X,d) bir tam metrik uzay, T : X — X bir a — ) —daralma
doniisiim olsun ve asagidaki sartlar saglansin:

(1) T, a —gegisli,

(i)  a(xg, Txy) = 1 olacak sekilde x, € X vardir,

(ili) Her n € N igin (x,), X te a(xy, Xn41) = 1 olacak sekilde bir dizi olsun.

Eger x,, — x € X,n — +o0 ise, bu durumda i¢in a(x,,x) = 1 dir.

Bu taktirde, T bir sabit noktaya sahiptir.

Ayrica, Samet (2014) calismasinda Samet ve ark., (2012) deki sonuglar1 ve Banach,
Kannan, Chatterjea, Zamfirescu, Berinde, Suzuki, Ciri'c, gibi iyi bilinen sabit nokta

teoremlerini genisletmistir. ¢ — Y —daralmalari ile ilgili yeni sonuglar elde etmistir. Elde
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edilen, bu sonuglar ikinci dereceden integral denklemler sinifinin ¢éziimlerinin varlik ve
tekligini aragtirmak icin kullamilmistir. Asagida verilen teorem ve sonuglar yine bu
calismada Dass—Gupta doniisiimii ile @ — i —daralma doniisiimii ve Jaggi doniisiimii ile
a — 1 —daralma doniistimii arasindaki bagintiy1r ve sabit nokta teoremini ortaya koyan
oldukga giizel sonuclardir.

Teorem 3.12.6. Her Dass—Gupta doniisiimii bir & — 1 —daralma dontistimiidiir.

Sonu¢ 3.12.7: Tam metrik uzay lizerinde Her Dass-Gupta doniisiimiiniin bir tek
sabit noktas1 vardir.

Teorem 3.12.9. Her Jaggi doniisiimii bir « — ¢ —daralma doniistimiidiir.

Sonug 3.12.9: Tam metrik uzay {izerinde stirekli olan her Jaggi doniisiimiiniin bir

tek sabit noktasi vardir.

3.13. Simiilasyon Fonksiyonlari

Simiilasyon fonksiyonlar1 ilk olarak 2015 yilinda Khojasteh ve arkadaslar
tarafindan agagidaki gibi tanimlanmistir (Khojasteh ve ark., 2015).

Tamm 3.13.1. { : [0,0) X [0,0) — R fonksiyonu tanimlansin. Eger her t,s > 0,
A= 1veVn € N igin

(¢1) ¢(0,0) =0d,
(¢) {(t,s) <s—tdm,
(J3) (tn), (sy) c (0, 0) da iki dizi olsun lim t, = nlgnoo s, =2 € (0,00) >0

n—oo
iken

lim sup {(t,,, s,) < 0 dur,

n—oo

sartlar1 saglaniyorsa ¢ ye bir simiilasyon fonksiyonu denir.

Tiim simiilasyon fonksiyonlarinin sinifi Z ile gdsterilsin.

Simdi simiilasyon fonksiyonlar i¢in baz1 6rnekler verelim. Burada {; : [0, ) X
[0,0) — R, 1 < i < 3 bir fonksiyon ve t, s € [0, o) olsun.

Ornek 3.13.2. Y(t) = p(t) =0 < t = Ove her t > 0igin PY(t) <t < p(t)
ifadesini saglayan i, ¢ : [0,00) — [0, o0) iki siirekli fonksiyon olsun. Su halde ,(t,s) =
Y(s) — ¢p(t) olarak tanimh ¢; fonksiyonu bir simiilasyon fonksiyonudur. Yani, {; € Z
dir.
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Ornek 3.13.3. Her t,s >0 icin f(t,s) > g(t,s) ifadesini saglayan f,g :

[0, 0) — (0, ) iki siirekli fonksiyon olsun. Bu durumda,

_f@s)
g(t,s)

(Z(t’ S) =S

fonksiyonu Z sinifina aittir.
Ornek 3.13.4. ¢(t) = 0 & t = 0 ifadesini saglayan ¢ : [0,0) — [0, 00) siirekli
bir fonksiyon olsun. {5(t,s) = s — @(s) — t olarak tanimli {5 fonksiyonu bir simiilasyon

fonksiyonudur. Yani, {; € Z dir.

Khojasteh ve ark. (2015) tanimladiklar1 simiilasyon fonksiyonlar sinifin1 kullanarak
Z —daralma doniistimiinii asagidaki gibi ifade etmistir.

Tamm 3.13.5. (X, d) metrik uzay, T : X — X bir doniisiim ve { € Z olsun. Her
x,y € Xicin

{(d(Tx, Ty),d(x, y)) >0 (13)

esitsizligi saglanirsa T doniigiimiine Z —daralma doniisiimii adi verilir. Eger yukaridaki

tanimda her t, s € [0, ) i¢in { € Z fonksiyonunu
{(t,s) =As—t

olarak segilirse Z —daralma donilisimii Banach daralma doniisiimiine indirgenir
(Khojasteh ve ark., 2015).

Uyan 3.13.6. Metrik uzay iizerinde tanimli simiilasyon fonksiyonlar géz Oniine
alindiginda her t > s > 0O icin {(t,s) < 0 oldugu aciktir. T donilisimii { € Z olmak

lizere Z —daralma doniisiimii ise
d(Tx,Ty) < d(x,y)

saglanir. Buradan Z —daralma doniistimii kesin daralma doniistimiidiir ve dolayisiyla
stireklidir (Khojasteh ve ark., 2015).
Teorem 3.13.7. (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X bir Z —daralma doniigiimii

olsun. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir. Ayrica her x, € X i¢in x,, = Tx,,_1
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ile tammlanan (x,),ey Picard iterasyon dizisi T doniigiimiiniin sabit noktasina yakinsar
(Khojasteh ve ark., 2015).

Argoubi ve arkadaglar1 (2015) ¢alismalarinda asagidaki uyariy1r yaparak Tanim
3.13.5 de verilen simiilasyon fonksiyonunun tanimini Tanim 3.13.9 seklinde kabul
etmislerdir. Caligmalarindaki bulgulart bu tanima gore ortaya koymuslardir.

Uyari 3.13.8. Teorem 3.13.7 nin ispatinda dikkat ({;) kosulu kullanilmamaktadir.
Fakat (13) da x = y alirsa {(0,0) = 0 elde edilir. Yani eger {(0,0) < 0 ise, o zaman
(13) kosulunu saglayan T : X — X operatorlerinin kiimesi bos olacaktir. Buna gore, ({;)
kosulunu kaldirarak Tanim 3.13.5 i Argoubi ve arkadaslari (2015) tarafindan biraz
degistirilmektedir.

Tamm 3.13.9. { : [0, %) X [0, 0) — R doniisiimii Tanim 3.13.5 deki (¢,) ve ({5)
kosullarini sagliyorsa bir simiilasyon fonksiyonu adi verilir.

Acikcasi, orijinal Khojasteh ve ark. anlamindaki (Tanim 3.13.5) ayn1 zamanda
Argoubi ve ark. anlamda (Tanim 3.13.9) bir simiilasyon fonksiyonudur, ancak asagidaki
ornekte oldugu gibi bunun tersi dogru degildir.

Ornek 3.13.10. 1 € (0,1) olmak iizere

(1 ,(ts)=1(00)
0t s) = {As -t , (t,s) #(0,0)

olarak tanimlanan {j : [0, %) X [0, ) — R fonksiyonu {;(0,0) > 0 olup ({,) ve ({5)
sartlarin1 sagladigindan Argoubi ve arkadaslar1 anlamda bir simiilasyon fonksiyondur.
Fakat Khojasteh ve ark. anlaminda bir simiilasyon fonksiyonu degildir.

Ayni yil Roldan-Lopez-de-Hierro ve ark. (2015) Khojasteh ve ark. tarafindan
ortaya konan Tanim 3.13.1 deki simiilasyon fonksiyonu kavraminmi asagidaki sekilde
degistirmislerdir.

Tanmm 3.13.11. { : [0, ) X [0, o) — R fonksiyonu tanimlansin. Eger her t,s > 0,

A= 1veVn € N igin

(¢1) ¢(0,0) = 0dr,
($2) ¢(t,s) <s—tdr,
(G3) (tn), (sn) © (0,0) da iki dizi olsun lim t, = lim s, = ¢ € (0,0) >0

ve t, < s, iken
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limsup {(t,,, s,) <O,

n—oo

sartlart saglaniyorsa ¢ ye bir simiilasyon fonksiyonu denir.

Mongkolkeha ve arkadaslari, (2017) K > 1 reel sayisin1 géz Oniine alarak ¢
simiilasyon fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlamislardir.

Tamm 3.13.12. {:(0,00) — [0,0) — R bir fonksiyon olsun. Asagidaki

kosullar saglayan ¢ fonksiyonuna K > 1 sabiti ile simiilasyon fonksiyonu denir.

(¢ ¢(0,0)=0,
(¢2) ¢(Kt,s) <s—Kt,
(¢3) (t,), (s,) < (0, 0) olmak iizere

lim Kt,, = lim s, >0

n—oo n—oo
ve t, < s, iken

lim sup {(t,,s,) <0

n—oo

dir.

Isik ve ark. metrik uzaylarda 2 —daralma ve hemen hemen daralma dontisiimlerini
kullanarak hemen hemen Z —daralma doniisiimiinii (almost Z —contraction) asagidaki
gibi tammmlamislardir (Isik ve ark., 2018).

Tamm 3.13.13. (X, d) metrik uzay, T : X — X bir doniisiim ve { € Z olsun. Her
x,y € X igin

N(x,y) = min{d(x, Tx),d(y, Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)}
olmak tizere
{(d(Tx, Ty),d(x,y) + ON(x,y)) = 0

esitsizligini saglayan 6 > 0 sabiti varsa T doniisiimiine hemen hemen Z —daralma

dontistimii ad1 verilir (Isik ve ark., 2018).
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Istk ve ark.,, (2018) tam metrik uzaylarda hemen hemen 2Z —daralma
doniistimlerinin bir tek sabit noktaya sahip oldugunu ispatlamiglaridir.

Teorem 3.13.14. (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X doniisimi { € Z ye
gore bir hemen hemen Z —daralma doniigiimii olsun. Bu durumda T nin bir tek sabit
noktasi vardir ve herhangi bir x, € X baslangi¢ noktasi i¢in {T™x,} ile tanimlanan Picard
iterasyon dizisi bu sabit noktasina yakinsar (Isik ve ark., 2018).

Uyan 3.13.15. Eger { € Z ve T hemen hemen Z —daralma doniisiimii ise her x, y €

X i¢in
d(Tx,Ty) < d(x,y) + ON(x,y)

dir.

Lemma 3.13.16. Eger bir metrik uzayda hemen hemen Z —daralma doniisiimiiniin
bir sabit noktas1 varsa, o zaman bu nokta tektir.

Cho (2018) ¢alismasinda simiilasyon fonksiyonlarin sinifin1 genisleterek yeni bir
simiilasyon fonksiyon sinifi tamimlamistir. Bu sinifa Z —simiilasyon fonksiyon adi
verilmistir. Tlim Z —simiilasyon fonksiyonlarin ailesi Z ile gosterilir.

Tamm 3.13.17. ¢ : [1, ) X [1,00) — R bir fonksiyon olsun.

) ¢ =1,
(&,) Hert,s > 1iciné(t,s) <§,

(&3) (t,),(s,) © (1, ) dizileri i¢in t,, < s, , (Vn = 1,2,3, ...) iken

lim t, = lim s, > 1 = limsupé(t,,s,) < 1.

n—oo n—oo n—oo

kosullarini saglayan ¢ € Z fonksiyonuna Z —simiilasyon fonksiyon ad1 verilir.
Ayrica, Vt > 1 igin é(t,t) < 1 dir (Cho, 2018).
Ornek 3.13.18. Asagidaki gibi tanimlanan &: [1,00) X [1,0) — R fonksiyonlar Z

siifina aittir.
k
1. Hert,s = 1vek €(0,1)igin &(¢t,s) < ST dir,
2. ¢:[1,0) —> [1,0) azalmayan ve alttan yar1 siirekli bir fonksiyon

¢ ~1({1}) = 1 olsun. Her ¢ "1({1}) = 1i¢in &(¢,5) < % dir.

3. Vt,s=1veae (0,1)igin
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, &(t,s)=1
, s<t

&(t,s) =

, diger durumda

F | AR w -

dir (Cho, 2018).

Joonaghany ve arkadaslar1 (2019) c¢alismalarinda simiilasyon fonksiyonlarinin
siifindan daha biiyiik olan ¥ —simiilasyon fonksiyonlar1 adi verilen yeni bir daralma
siifi tanimladilar.

Zoto ve arkadaglar1 (2020) c¢alismalarinda Z —simiilasyon fonksiyonlar1 ve
Y —simiilasyon fonksiyonlarini gz oniine alarak simiilasyon fonksiyonlarinin yeni bir
genellemesi olan ¥ — s simiilasyon fonksiyonlarini tanimladilar.

Daha sonra Zoto ve Sulaj (2021) c¢alismalarinda ise ¥ —s simiilasyon

fonksiyonlarindan daha genel olan xy _; tipi daralma doniisiim sinifin1 tanimlamiglardir.
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4. SONUC VE DEGERLENDIRME

Matematigin en hizli gelisen dallarindan biri sabit nokta teorisidir. Sabit nokta
teorisi, adi diferansiyel denklemler ve integral denklemlerin ¢6ziimiiniin varligim ve
tekligini gostermek icin olusturulmus olmasina ragmen optimizasyon, hesaplama
algoritmalari, fizik, ekonomi, varyasyonel esitsizlikler, tamamlayic1 problemler, denge
problemleri, sosyal bilimler, tip, haberlesme, vb. gibi genis bir sahada kullanildig:
bilinmektedir. Matematikte Ozellikle genel topoloji, fonksiyonel analiz, matematiksel
analiz, operator teori, diferansiyel denklemler, yaklasim teorisi, oyun teorisi ve kontrol
sistemleri gibi bir¢ok alaninda uygulama alan1 vardir.

Sabit nokta teorisi ¢aligmalar1 1922 yilinda Banach sabit nokta teoremini asagidaki gibi
ifade etmistir:

“(X,d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir daralma doniistimii olsun. Her x,y €

X i¢in

d(Tx,Ty) < éd(x,y)

olacak sekilde 6 € [0,1) mevcut olsun. Bu taktirde, doniisiimiiniin de bir tek sabit noktasi
vardir. Ayrica, herhangi bir x, € X baslangi¢ noktasindan elde edilen (T™x,) Picard
iterasyon dizisi bu sabit noktaya yakinsar.”

Bu teorem ii¢ temel kavram iizerine kuruludur. Birincisi (X,d) metrik uzayinin tam
olmasi, ikincisi kullanilan iterasyon metodu ve son olarak doniisiimiin daralma kosulunu
saglamsidir. Arastirmacilarin bir kismu1 uzay yapisi, bir kismi iterasyon teknikleri ve bir
kismi1 da daralma kosulu tizerinde ¢alismalarini yiiriitmektedir.

Hi¢ siiphesiz daralma kosulu Banach’ i sabit nokta teoreminin en Onemli
parcalarindan biridir. Bu nedenle Banach sabit nokta teoremi “Banach daralma prensibi”
olarak da adlandirilmaktadir. Daralma doniisiimi, farkli iki noktanin gorintiileri
arasindaki uzakligin bu noktalar arasindaki uzakliktan daha kiiciik veya esit oldugunu
gostermektedir. Dolayisiyla her bir daralma doniisiimii siireklidir. Fakat calismalarda ele
alman doniigiimler siirekli olmak zorunda degildir. Siirekli olmayan oldukca fazla
doniisiim mevcuttur. Bu durumlarda sabit nokta teorisini kullanabilmek igin siireklilik

gerektirmeyen daralma doniisiimleri ve doniistimlere bagli olarak yeni sabit nokta



teoremleri orta konmustur. Bu nedenle bu prensip bir¢ok arastirmaci tarafindan
genisletilmis ve genellestirilmistir. 2000 1i yillarin bagina kadar tezde 3.2. kisimda ifade
edilen daralma doniisiimlerin tanimlanmasina ragmen son yirmi yildir bu ¢aligmalar
olduk¢a hiz kazanmustir. Bu konu iizerine calisan arastirmacilar Ozellikle farkl
fonksiyonlar kullanilarak tezin 3.3.-3.13. kisimlarinda ele alinan doniisiim siniflari
tanimlayarak literatiire genis bir yelpaze sunmaktadirlar.

Bu tez ¢aligmasinda bu daralma doniisiimleri ve sabit nokta teoremleri lizerine genel
bir literatiir taramast yapilmistir. Elde edilen bulgular derleme olarak sunulmustur.
Yapilan ¢alisma sonucunda tezde;

Daralma dontistimleri ve sabit nokta teorisi hakkinda genel bilgilere,

Bir¢ok daralma doniigiim sinifi tanimina,

Tanimlanan daralma doniistimlerinin temel 6zelliklerine,

Daralma dontistimleri arasinda gesitli bagintilara,

Hibrit daralma doniisiimlerine ve mevcut daralma doniisiimlerinin gelistirilmis

versiyonlarina,

Ortaya konan daralma doniisiimlerine bagl olarak bir¢ok sabit nokta teoremine;

yer verilmistir.
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