DARBOUX DONUSUMU

Nurettin KOROZLU

YUKSEK LIiSANS TEZi
(FIZIK)

GAZI UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Aralhik 2004
ANKARA



Nurettin KOROZLU tarafindan hazirlanan DARBOUX DONUSUMU adhi bu tezin
YUKSEK LISANS tezi olarak uygun oldugunu onaylarim.

Bu ¢alisma, jiirimiz tarafindan

olarak kabul edilmistir.

\
Prof. Dr. Mehmet SIMSEK

Tez Yo6neticisi

FiZIK  Anabilim Dali YUKSEK LISANS tezi

C
MeWmet S MCEy M/QMMQ/{

S L
\ S~
\\ &

!

—

| o ., .
Methmed Gy - ."/J/\/_\

Bagkan: : P?’O[\:, i,

Uye cQOoe. D¢ Q%;a KRS AS
Uye SR O Y- D I

Uye

Uye

Bu tez, Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarina uygundur.

(A./\/\A/\\



ICINDEKILER

Sayfa
OZET ...ooeeieirtrerirrseesseetsssesassssssesesssssssesessssessssesssssssssessussssssssssesssasssesessessnene i
ABSTRACT ...ttt st sstsee sttt e e st ssessae s estsasesrassasunan ii
TESEKKUR .....ovveterernesrereneneesesetesssssssssssssessssssassssssasssasesssssassassosssnsesssasssassens iii
CIZELGELERIN LISTESI......cceoeviitreirireersiernnessesesssesesssessesssesesesesessesenens iv
SEKILLERIN LISTESI ....ciiiitieiieerrnirininsnressinsssssssesesssssesessssssessssssssesesssssenes v
EKLERIN LISTESI....c.ceeteiiiireeenierneeinsinsesesssssnsssesesssssssssssssessssssssssesesessssnses vi
SIMGELER VE KISALTMALAR........ccceotirtennirtarniseseesanenessisessassasesssssessasssasanes vii
To GIRIS . eueeietereeeteieneisiesete e ssesae e stebersaese e e sasaesseseaesastrasessnsasesansssasensanesennns 1
2.DARBOUX DONUSUMU VE KUANTUM MEKANIK
SISTEMLERE GENELLESTIRILMESL.....cocecniiiiiiieniceiiecrteeneecsesnenene 3
2.1 Darboux ve Crum TeOIreMi.....ccuvveerreriecniiiinenieceinrecieesrerinereetesnesaceseesecenees 3
2.2 Darboux Doniistimleri ve Stipersimetrik Kuantum Mekanigi.........c.ccoeeeuene. 7
2.3 Genellestirilmis Darboux DOniislimil........ccvvverinininiiicniniiniecnineneennes 9
2.4 Kuantum Mekaniginde Genellestirilmis Darboux Doniistimi......ccceceeueenne. 12
2.4.1 Ugp(x)’e Bagli Hamiltonyenin Benzer Spektrumlari........ccccevennnee.. 12
2.4.2 Darboux Doniigiimii ve Genellestirilmis Hulthen Potansiyeli............ 13
2.4.3 Harmonik Titresici i¢in i1k Iki Darboux Potansiyeli........cooceerererennnes 14
3. TAM COZULEBILIR PT SIMETRIK SCARF-Il POTANSIYELI.........c....... 17
3.1 Darboux Déniisiimiil ve Genel Stiper Simetri Yaklagimi.......cccoveviinnnnen. 17
3.2 Scarf-II Potansiyelinin Tam COzUMU. ......coevcvieireiiininiiiienecienreennns 19

4. KUANTUM HAMILTON JACOBI YAKLASIMININ BAGLI
DURUMLARA UYGULANMASL....cocciniimiiirenriinnnene s e 27



4.1 Kuantum Hamilton Jacobi YaKIagimi.......cceecrmeceneeveniencinenenrecenivenneseennne. 27

4.2 Liouville TEOTEMA.....cviviriiiiriiniiiiiiiiiiisiiessessestetsesessessssessassness 28
4.3 KHJ Yaklagiminin Uygulamalari........cccoeerinnreenninnneeseniesssnenesesensessneans 29
4.3.1 HarmoniK TIrESICH. .ccuvvererrerrenrireereninriseentseestesessassnensssnsssssessessessseses 29

4.3.2 Hidrojen AtOmu.......cevvervescseeeserenes retteeseessenresertresabns s taasnsessnsansonen 33

4.3.3 Khare Mandal Modeli.......cocoiemriinnniiisininccnninssncssnnesssnsssssncsesasnens 36

4.3.4 Rosen Morse Potansiyeli......cccvrecrieinnnienneecneninenneenessensnessessssessnens 47

4.3.5 Scarf-1 Potansiyeli......ccceeiiciinnireniennisencnienesesenrensesssssesessseses 49

4.3.6 Scarf-Il POtanSiyeli......coceiverinerieccrsercrrrnrenesienissseecerssersnessssesssssensans 52

5. SUPER SIMETRIK WENTZEL KRAMERS BRILLOUIN YAKLASIML...... 57
5.1 SWKB Kuantizasyon Sartl.......ccieiiiiniiiiieiuioirieneeneesesesiseneessees 57
5.2 Svzde Harmonik ve Mie Tip Potansiyeller icin SWKB Coziimleri............. 59

6. SONUC VE ONERILER .....cooceiiriieiriiercesretecssee ettt ense s st ssenenene 65
KAYNAKLAR.....cveireenietirentrtaistestsseneseesessensesaeesassesessessastensestssessnsesessesesneessesses 67
EKLER .ccitieierrescrtneaseestesesessestsaestensmesiassisssssssnesssesasasssssesasssssasssonsasssasssessosesacssos 69



DARBOUX DONUSUMU
(Yiiksek Lisans Tezi)

Nurettin KOROZLU

GAZi UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU
Arahk 2004

OZET

Bu ¢ahsmanin amaci; Darboux doniisiimiiniin analitik olarak coziilemeyen
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doniigiimii sayesinde c¢oziilebilir hale getirilmistir. S6z konusu denklemler
Riccati yada Sturm — Liouville denklemi tiiriindedir. Bu denklemler céziilerek
cesitli sistemlerin Ozdeger ve ozfonksiyonlar1 bulunmustur. Ayrica siiper
simetrik yaklasima Darboux déniisiimii uygulanarak analitik ¢oziilebilir
potansiyellerin spektrumlari elde edilmistir. Son olarak, elde edilen sonuglar

literatiirdeki degerlerle karsilastirilmistir.

Bilim Kodu : 205

Anahtar Kelimeler : Darboux Déniisiimii, Riccati Denklemi,
Sturm — Liouville Denklemi , Schrédinger Denklemi,
Siiper  Simetrik WKB Metodu

Sayfa Adedi : 79

Tez Yoneticisi : Prof. Dr. Mehmet SIMSEK



DARBOUX TRANSFORMATION
(M.Sc. Thesis)

Nurettin KOROZLU
GAZI UNIVERSITY

INSTITUTE OF SCIENCE AND ART
December 2004

ABSTRACT

The aim of this study is to generalize and apply the Darboux transformation to

non-analytical solvable systems. The non-linear systems which cannot be solved

analytically, may have been reduce to solvable cases by using the Darboux

transformation. Generally, the equations which in the form of Riccati equations

or Sturm-Liouville equations . The eigenvalue and eigenfunctions of the various

systems have been found through solving corresponding equations. Analytically

solvable potentials’ spectrums have been obtained by applying the Darboux

transformation to the supersymetric approach. Finally, the new solutions have

been compared with known results.

Science Code : 205

Key Words : Darboux Transformation, Riccati Equation,
Sturm - Liouville Equation, Schridinger
Supersymetric WKB Method

Page Number: 79

Adviser  : Prof. Dr. Mehmet SIMSEK

Equation,



iii

TESEKKUR

Caligmalarim boyunca degerli yardim ve katkilariyla beni yonlendiren Hocam
Prof. Dr. Mehmet SIMSEK’e ve galismalarimda bana destek olan arkadasim Sezgin
AYDIN’a tegekkiirii bir borg bilirim.



CiZELGELERIN LISTESI
Cizelge Sayfa

Cizelge 4.1. Khare Mandal modeli i¢in b, ve b, ’niin her bir kombinasyonu
icin 7 *nin gok kutbunun sayisi ve SC §artlari........cocecvececrreniees 46



SEKILLERIN LISTES]

Sekil

Sekil 3.1. Potansiyelin reel kismi

.........................................................................

Sekil 3.2. Potansiyelin imajiner KISML....c.co.oeeeeieeneveieneeninniseneenssesesssseenns



EKLERIN LISTESI
Ek

Sayfa

EK-1. Anjana SINHA ile Yapilan Elektronik Yazigmalar..............................69

EK-2. S. Sree RANJANI ile Yapilan Elektronik Yazismalar

vi



vii

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢aligmada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar: ile birlikte

agagida sunulmusgtur.

Simgeler Aciklama
h 1,0546x107** j.s. sabit
e Elektron

Kuantum sayist
U Indirgenmis kiitle
Kisaltmalar Agciklama
KHJ Kuantum - Hamilton — Jacobi
SC Sartli ¢oziilebilirlik
KMF Kuantum Mekanik Fonksiyon
WKB Wentzel — Kramers - Brillouin

SWKB Siipersimetrik Wentzel — Kramers — Brillouin



1.GIRIS

Genel olarak, kuantum mekaniginde relativistik olmayan bir par¢acigin hareketini temsil
eden Schrédinger denkleminin ¢6ziimiinden sistemin spektrumu elde edilebilir. Lineer
Schrodinger denkleminin analitik olarak ¢oziilebildigi sistemler olduk¢a sinirlidir. Bu
¢aligmada, analitik olarak ¢ozlilemeyen bir diferansiyel denklemi ¢oziilebilir hale getiren

yontemlerden biri olan Darboux déniiglimiiniin (1) tanimi ve uygulamalar incelenecektir
(1-6).

Darboux doniiglimii sayesinde analitik olarak ¢oziilebilir hale getirilen diferansiyel
denklemler, genelde Riccati yada Sturm-Liouville denklemi tiiriindedir. Céziilebilir hale
gelen Riccati denkleminin analitik ¢6ziimii yapilarak (7-9), kuantum mekaniksel

sistemler i¢in enerji spektrumlari elde edilebilir.

Son zamanlarda, sliper simetrik kuantum mekaniginde ilgiyle {izerinde durulan
noktalardan biride Parite-Time (PT) simetrik sistemlerdir (10-14). Darboux doniisiimii
ile PT simetrik sistemler i¢in ilging sonuglar elde edilebilir. Bu sayede, siiper simetrik
kuantum mekanigi i¢in de Darboux doniisimiiniin ne kadar avantajli oldugu

anlagilabilir.

Genel olarak, Darboux déniisiimiintin kullanildig: yaklasimlardan; PT simetrik sistemler,
Kuantum-Hamilton-Jacobi (KHJ) (15-22) ve siiper simetrik Wentzel-Kramers-Brillouin
(SWKB) metodu (23-25) bu ¢alismanin ilgi alanina girmektedir.

Calisma su sekilde boliimlere ayrilmistir: 2. boliimde, Darboux doniistimiiniin kuantum
mekanigindeki genel yaklagimi ve Darboux-Crum teoremi {izerinde ¢ahisilmistir. Ayrica
bu bolimde, Darboux doniigiimiiniin genellestirilmesi ve genellestirilmis Darboux
doniistimiiniin kuantum mekanigindeki yeri izerinde durulmustur. 3. béliimde, PT
simetrik bir potansiyel olan Scarf-II potansiyeli g¢alisimistir. 4. bélimde, KHJ
metodunu gesitli potansiyellere uygulayarak, Darboux doniisimiintin degigik bir tiirii

calisilmistir. 5. boliimde ise SWKB  metodunu Mie-tip ve sbdzde harmonik



potansiyellere uygulayarak yine Darboux dontistimiiniin farkl: bir tiiri caligiimistir. Son
olarak 6. bsliimde, biitiin bu ¢aligmalarin sonuglar bir arada verilerek tartigilmagtir.



2. DARBOUX DONUSUMU VE KUANTUM MEKANIK SiSTEMLERE
GENELLESTIRILMESI

Bu kesimde Sturm-Liouville denkleminin baz: 6zellikleri incelenecektir. Ayn1 zamanda
Darboux déniistimii ile stiper simetrik kuantum mekanigi arasindaki baz iliskiler g6zden

gecirilecektir.
2.1 Darboux ve Crum Teoremi

Sturm-Liouville denklemi

- +u¥ =AY [2.1]
A=2 igin ¥ =¥, (x,4,) olarak yazlabilir. Burada logaritmik tiirev ¥, :0, =¥ ¥,
ve Darboux déniiglimii igin

¥ =(%—o, j\y =y -

Py W8T

2.2
¥, % [2.2]

olarak tanimlanabilir. Burada W (%¥,,%¥) =¥,'¥, —¥,,'Y Wronskian determinantidir (1).

Teorem:
d2
ulll=u-20,, =u—22x—21n‘11I [2.3]
olmak tizere ¥[1] fonksiyonu
~% [+ u[11¥[1] = AP[1] [2.4]

olarak tamimlanir.

Ispat:

Darboux teoreminin ispat: basittir. Es. 2.4’de P[1] ifadesi yerine yazilirsa



¥ +t0,V+20,%, +0¥, +ul)(¥, —o¥) =Y, - 1oV
ifadesi elde edilir. ¥, =(u—A)¥oldugu g6z oniine alinarak 6nceki denklem tekrar
yazihrsa
-u¥V-u-A)¥, +0,,¥Y +20, ¥, +o,u-)¥ +uflj(¥, -0,¥) = ¥, - 10,V
bulunur.
Bu denklem yeniden diizenlenerek
(ull]-u+20,)¥, +(~u, +o,, +ou—-ocu[l)¥ =0
elde edilir; ¥ ve ¥, ’in katsayilarinin sifira esitlenmesiyle
ull]=u-20,,, [2.5]

O —U, +ou—oufl]=0 [2.6]
olur. Es. 2.6°da Es. 2.5 yerine yazilirsa
=0,

O-l.c\' + 2o-lo-lx U

X

bulunur ve o,’in tammindan dolayr bu denklemin saglanacagi bellidir. Bu yeni
denklemin dnemi ¢alismanin sonraki bliimlerinde rneklerle incelenecektir.

Darboux teoremi ile bulunan sonuglarin 6nemi, Es. 2.1°den Es. 2.4 denklemini elde
edebilmektir. Gergekte, Es.2.4 ile verilen denklemin ¢dziimleri olan ‘¥[1], Es. 2.2°de
tanimlanan déniisiimle Es. 2.1 denkleminin ¢oziimleri olan ¥ fonksiyonlar: cinsinden

yazilabilmektedir. Yapilan bu iliskilendirme Darboux doniisiimii olarak adlandirilir (1).

Islemlere ardigik olarak devam edilerek yeni Sturm-Liouville denklemleri elde edilebilir.

Bu bakis agis1 ile Darboux doéniisimii faktérizasyon metodudur denilebilir. Metodun

_fa _Fhypd ¥
ly[2]‘(dx ¥, (1] J(dx ¥, }P

ikinci adimi i¢in



yazilabilir. Burada W,[1], Es. 2.4 ile A =4, nin sabit ¢dzlimiidiir. Es. 2.1’if ‘¥,(x,4;)
sabit ¢6ziimii ile olugtururken

¥
Y, [1]="Y,, - 1;

1

¥,

alinir.Lineer Sturm-Liouville denkleminin potansiyeli u[2] olarak s6yle tanimlanir
2 2

| u[2]=u[l]—2%ln‘l’2[l]=u—27jx—zan(‘P1_‘P2) . [2.7]

2.7 esitligi N kere tekrarlayan Darboux déniisiimiiniin genel durumunu kapsar. Bu
yontemin dier amaci ise Eg. 2. 1°i hi¢ kullanmadan ¢dziimlerdeki terimleri tamamim

belireyebilmektir. ES. 2.1%in izin verilen ‘¥,,...,'¥, ¢6zlimlerinin her birine ayr1 olarak,
keyfi bir sabit olan A,A=A4,...,4, karsilik gelir. k fonksiyonlaniyla , f,f,,.... f;>

Wronskian W’nin tanimi

au—lf:,

WSy fi) =det 4, A, =—2, ij=12,...k

dir. Crum (1) tarafindan ortaya gikarilan Darboux teoreminin genellemesi agagidaki

gibidir.
Teorem:
P[N] = w(¥,,...Yy,¥) [2.8]
W(Q¥,,....Yy)
fonksiyonu
~Y_[N]+u[N]¥[N]= A¥[N] [2.9]
diferansiyel denklemini saglar, burada
dZ
u[N]=u—2;l-x—21nW(‘Pl,...,‘PN) [2.10]

seklindedir.



Ispat:
Crum teoreminin temel hipotezinin ispatindan hareketle, N kere tekrarlayan Darboux

doniistimiiniin ilk ¢6zlimii olan ¥ fonksiyonu asagidaki bicimde

Y[N]=DIN¥ =¥M + 5 ¥¥V ¢+ +5,¥ [2.11]
olarak temsil edilebilir. N. swramn diferansiyel operatérii D[N]’nin Kkatsayisi
DIN¥Y | o, =0  sartindan belirlenebilir. Bagka bir deyisle, s, ’min katsayisi i¢in

lineer cebirsel denklemlerin sistemi
N
Y s YN =9 | =1,2,...N [2.12]
k=1

seklindedir. Bu s, terimi, Kramer kurallan tarafindan ¢éziilerek asagidaki gibi

W,

—— %k k=12,...N [2.13]
W(¥,,..Fy)

Sk=

temsil edilebilir. s, igin asagidaki ifadeye dikkat edersek

S A T 2
. (N-2)qs(N)
5, =— \PN\PN to LIJN lPN =—ian(\Pp--"LPN) [214]
W(¥,,.. %V, ) ox

denkleminin determinantini degistirebilmek igin asagidaki kurala ihtiyag oldugu ortaya
cikar.
Es. 2.9’da Es. 2.11 yerine yazilip 2.14 kullanilirsa, u[N] i¢in asagidaki esitlik

2

Uu[N]=u+2s,, =u—26%71nW(‘Pl,...,‘PN).



elde edilir. Sonug olarak, Crum teoreminin tam ispati, ¥ fonksiyonuna karsilik gelen

Es. 2.9°dur (1).
2.2 Darboux Déniisiimleri ve Siipersimetrik Kuantum Mekanigi
Schrodinger denklemleri
¥, +u¥ =¥ [2.15]

—Q.tve=Ap [2.16]

dir. Darboux doniigtimii ile ilgili olarak

62

v=u—2a—2—ln‘l’l, [2.17]
¥

p=Y¥, ——=VY. [2.18]
LPI

A =2, igin Eg. 2.16°daki fonksiyon ¢, =1/'F, seklindedir.

Darboux doniisiimii ile Es. 2.16’dan Es. 2.15, ¢, fonksiyonu sayesinde olugturulur.

Gercekte

0’ 0 o’
v—25x—21ngp, =u —2§1n‘1"l —2—a—x71n(l/‘{ﬁ) =U

dur.

Bagka bir deyisle asagidaki tiirde

2

0
u=v—2§2—ln¢l [2.19]

¥ =(¢_‘ 22y, g% =1 [2.20]
? )



yazilabilir. Es. 2.17 ve 2.20 direkt ve ters Darboux déniigtimii olarak tanmimlanir.

Bu doniigiimleri tanimlarsak
c=YY¥'=-¢ ¢ [2.21]
bigimindedir. Buradan u ve v potansiyelleri su sekilde temsil
u=oc +0*+A, v=0'-0 +4,. [2.22]
edilebilir. Buradan hareketle siiper doniisiim operattrleri tamimlanirsa
B*=-9+0, B =0+0 [2.23]
olur. Bunlar direkt ve ters Darboux déniigiimlerinin etkisidir. Buradan ilgili bagintilan
B'B =-0"+0’-0'=-0"+v-4,
B B"=-9"+0%+0'=-0"+u-4
olarak yazabiliriz. Bunlar1 kullanarak elde edilen Hamilton islemcileri
H'=-0*+u H =-0*+v,

seklindedir. Ayrica, H matris Hamiltoniyeni ve Q, operatorleri

¥ ) 0 0
=l %0 [0 Blg - 2.24]
0 H” 0 0 B" 0
olur . Ilgili anti komiitasyon ve komiitatér bagintilari
{0..0.}=20,0.+0.0, =H-4, [H,0,]=0 [2.25]

olur (1). Baska bir deyisle, ¢ift element O, ve tek element H —4,, o siiper potansiyel
olarak ifade edilebilir. Schrodinger matris denklemi (HY =AY) yazilirsa

(-02 +U)¥ = A¥ [2.26]



olur ve burada W =(y,p)" dir ve potansiyel — siiper potansiyel iligkisi

0
U=w?+w', W=(‘r ) [2.27]
0 -o

bigiminde ifade edilir (1).
2.3 Genellestirilmis Darboux Doniisiimii

Oncelikle standart Darboux déniitimiinii hatirlayarak ¢alismarza baglayalim .

Sturm-Liouville denklemi
~¥ +u(x)¥ = A¥ [2.28]
olarak ifade edilir. Darboux déniigiimii
p=¥ -0,(x)¥ [2.29]
dir ve bu doniisiim asagidaki
-9 +UX)p=Ap [2.30]

denkleminin ¢6ziimiidiir. Burada

y .
o\(x) =7t [2.31]

1

dir. $imdi ¥, fonksiyonu yazilirsa

‘Pl - e!a,(x)d\' [232]
bi¢iminde ifade edilir . Son olarak standart Darboux potansiyeli ifadesini yazilirsa
U(x) =U,(x)=u(x)—20,(x) [2.33]

olur. Es. 2.28°deki Darboux doniistimiiniin nasil kullamish oldugu, Es. 2.29°{n

kovaryans sartlarindan faydalanilarak gosterilebilir



(A—u(x)+20,(x)o,(x)¥ —u (X)¥ +0,(x)¥" +0; (x)¥ =0.

Esitligin katsayilar1 sifira esitlenirse
(0] (¥)+26,(x)0; () =4 (N¥ =0
bulunur. Bu denklemi diizenleyip integre edersek

0 (%) +20,(x)0, () - %' (x) =0
L (6 (x)+ 02 () ~u(x)) =0
dx 1 1 -

o,(x)+ol(x)—u(x)=B
bulunur (7). Burada B sabittir.
Bu noktada Riccati denklemine bakacak olursak
¥ =0(x)y* + P(x)y+ R(x)
Es. 2.37’nun genel ¢6ziimii (8)

_, .0
VeIt

seklindedir. Burada y, bir 6zel ¢6ziimdiir ve

—I[ZQ(.\')yp+P(x)]dr x I[ZQ(x)y,,H’(x)}lv
p=e y=ble O(x)dx

10

[2.34]

[2.35]

[2.36]

[2.37]

[2.38]

[2.39]

olur. ¥ ve b birer sabittir. Buradan, o,(x) =0,,(x) ¢6ztimii dikkate alinarak asagidaki

Riccati bagintisi
oo (X)+0op (x)—u(x)=C

seklinde yazilabilir. Burada C sabittir. Es. 2.36’un genel ¢6ziimii

[2.40]
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b
O (X)=0p (x)+ [2.41]
p(x)
olur. Burada g alt indisi kullanilmigtir ve
2[op 1x)ex -2[op(x)as
p(x)=e y+b e dx | [2.42]
dir. Buradaki ydntem sayesinde U, (x) Darboux potansiyeli direkt hesaplanirsa
Up (x) =u(x)~20(x) [2.43]

bulunur.

Sonugta, tiim 6zfonksiyonlar igin genellestirilmis Darboux déniigiimii asagidaki gibi

Py =(%—agl(x))‘11 [2.44]

belirlenmigtir. Burada o, (x) = Par dir ve
gl

(op(x)+b1 py(x))dx bdx
P = eJ ? = ‘Pl(;/ + ?J [2.45]
1

ile ifade edilir. Agagidaki esitlifin ¢6ziimii olan ¢, fonksiyonu, doniistiiriilmiig

fonksiyondur
~p, +Ugy(X)p, = A0, [2.46]
burada
Usp(x)=U, (x)—2bi(—l—) [2.47]
dx\ py(x)

seklindedir ve bu denklem kuantum mekaniginde genellestirilmis Darboux potansiyeli
olarak ifade edilir (7).
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2.4 Kuantum Mekaniginde Genellestirilmis Darboux Déniigiimii

Bu kesimde, Ug,(x)’e baghh Hamiltoniyenin benzer spektrumlan analiz edilerek, bir

boyutlu harmonik titresici modelinin, &zel bir durum igin standart ve genellestirilmis

Darboux potansiyeli bulunacaktir.

2.4.1 Ugp(x)’e Bagh Hamiltonyenin Benzer Spektrumlar:

Schrodinger bagintis1 yardimiyla, kuantum mekaniginde genellestirilmis Darboux

déniistimiiniin ne sekilde uygulanacag gériilebilir. Schrédinger denklemi
H,p,=E, 0, [2.48]

seklindedir. Burada H,

H =2 +Ug(x) [2.49]

dir ve # =1=2m birim sistemindedir. Bu durumda Es. 2.44, asagidaki gibi Darboux

doniigiimiine uyar

Hp, 2(_ dcfz +u(x)_2a;.J(%~og,)LP, [2.50]

bu denklem diizenlenirse
Hop ==Y +0,¥ +0,Y+u()¥ ~u(x)o,¥+20,0,¥ [2.51]
bulunur.
Es. 2.28 g6z Oniinde tutularak Sturm-Liouville denklemini kullandigimiz takdirde
Y = (u(x) - A +u (x)¥ [2.52]

bulunur. Es. 2.51°1 diizenleyip , 3. tiirev ifadesini yerine yazarak esitlifi yeniden

yazilirsa
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H.p, = ¥ —o'gI\P)"'(O';l _u'(x)+20'10"g1 )k 3 [2.53]

olur. Sonu¢ olarak, Es. 2.36’un ¢6ziimii o, dir ve buradan Es. 2.52°i kullanarak
Schrédinger denklemi

H,p, =20, [2.54]

4

alinarak 4=E, elde edilebilir. Bu sonugla, genellestirilmis Darboux hamiltoniyeninin

benzer spektrumlar verdigi kanitlanmig olur (7).
2.4.2 Darboux Doniisiimii ve Genellestirilmis Hulthen Potansiyeli

Hulthen potansiyeli (2), fizigin farkli alanlarinda kullanilir. Niikleer ve atomik fizik
dahil, bu potansiyel S dalgalar1 igin Schrodinger denklemi analitik olarak ¢oziilebilir.
Daboux doéniigtimii ile genellestirilmis Hulthen potansiyelini bulmak i¢in es potansiyel

Vs
e ~1

u(r)=- [2.55]

olarak tamimlanir. Burada, A ve ¥, pozitif sabitlerdir, ayrica ¥,)4> dir. Bu sayede £=0

durumunda R =l‘~P ile Es. 2.1 alinirsa, radyal dalga fonksiyonu R(r) i¢in Schrédinger
r

denklemi anlagilir hale gelir (3,4).
Simdi basit bir 6rnekle Es. 2.4’1i yani Darboux déniistimiinti uygulayalim.

Temel durumla ilgili olan Es. 2.55 i¢in genelde kullanilan dalga fonksiyonu (5,6)

P (r)=(1-eMe™, 4=k’ [2.56]
1
dur. Burada, k& =Z(VO — A*)0 dir.

Simdi Es. 2.56 kullanilarak Darboux déntisiimii uygulanirsa
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d

o, = Eln(l —e™ e ™

B Aet4 e(-k’)

= In(1 — "4 ) e
—-e

elde edilir. o, Darboux déniisiimiinde yerine yazilirsa

U, =U(r)—2—‘icrl
dr

il (=4r)

V, . d[Ae“e
e -1 dr

—In(1—e"" )ke(""’)}
1-e

_ Vo 2A26-Ar
m e(—Ar) -1 (e—Ar _1)2

[2.57]

olarak bulunur.

Bulunan bu potansiyel genellestirilmis Hulthen-Darboux potansiyeli diye adlandirilan

benzer spektruma sahip bir potansiyeldir (5).
2.4.3 Harmonik Titresici icin i1k iki Darboux Potansiyeli

Bu durum i¢in Schrodinger denklemini yazalim

hZ dZ
—2—’;?+VHO(x) Y, =4¥, [2.58]

burada V,,(x) =%ma)2x2 bir boyutlu harmonik titresici potansiyelidir ve n=0,1,2,...
dir.

n=0 oldugu zaman

1 1/4 , ha)
¥, :(—] e N ye g = — [2.59]
/1 2
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olur.Es. 2.31 i¢in

op (X) = —”%’x [2.60]

ifadesi bulunur . Sonug olarak Es. 2.33’dan faydalanarak standart Darboux potansiyeli
Vp, (%) =%ma)2x2 +ho [2.61]

olarak yazilabilir. Benzer olarak, genellestirilmis Darboux potansiyeline karsilik gelen

dalga fonksiyonu

g, =g molW (}/+b je<"“'”">*’dx) [2.62]

&o

dir. Simdi Es. 2.41 buraya uygulanacak olursa

(malh)x?
o, (x)=- mh“’ xb—28 [2.63]

}/_I_bJ‘e(mw/h)xzdx

elde edilir ve Es. 2.20 ile doniistim uygulanmaya devam edilirse Darboux potansiyeli

2 (mw/l‘x)xz
Vs, (x)=%ma)2x2 rho-L L) be [2.64]

x
m }/+bJ.e(ma)/h)x2dx

olarak bulunmus olur. Bu potansiyel, Mielnik (9) tarafindan incelenmis benzer
spektrumlu bir potansiyeldir ve harmonik titresici Hamiltoniyeninin elde edilen

spektrumu ile benzerdir.

Onceki uygulamada ki gibi , n=1 oldugu zaman

Y, = 2_ma_)xe—(mw/2r,)xz ve 4 =@ [2.65]
\ vz 2

bulunur. Bu durum igin siiper potansiyel
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1 mo
=——— 2.
op(x) =" h x [2.66]
olur ve sonugta
Vo (x)=—mo"x* +ho| 1+ 5 [2.67]
' 2 maox

elde edilir. Bu n=1 i¢in standart Darboux potansiyeldir.

Sonug olarak, genellestirilmis Darboux potansiyeli igin, Es. 2.41 kullanilirsa

2
1 mo_ bemoM=" [ 52

0, (1) ==~ [2.68]

}/_I_b‘[(e/mw/h)xz /xz)dx

bulunur ve Es. 2.47den

2 (ma/h)x? 2
Vi, (%) =—;—ma)2x2 rnpsl ]l 2y be [x | [2.69]

& x .
| y+b [ 15

bigiminde benzer spektrumlu potansiyel ifadesi bulunmus olur (7).
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3.TAM COZULEBILIR PT SIMETRIK SCARF-II POTANSIYELI
3.1 Darboux Déniisiimii ve Genel Siiper Simetri Yaklagimi

Bu boliimde, Darboux doniisimli ile siliper simetrik yaklagim arasindaki iligki
kullanilarak sekil degismezligi Ozelliginde ki Scarf-II potansiyelinin tam ¢6ziimii
yapilacaktir. Genel olarak bir sistemin 6zdurumlan i¢in ¥, (x) m=0,1,2,..., fonksiyonu

kullanilarak W(x) siiper potansiyelini tanimlamak gerekirse

W(x)=_i_\}lm'(x)

2p ¥, (%)

d¥,, (x)

[3.1]

seklinde ifade edilir (11). Burada ¥,'(x) = , 2z Planck sabiti, , m kuantum

sayst olup ¥, (x) 6zfonksiyonunun diiim noktalarinin sayisina esittir, p ise V_(x)

potansiyeli i¢indeki pargaciklarin kiitlesidir.

Uygun Hamilton islemcisi

_na

— +V
T 2uadd? -

dir ve taban durumu ( £, = 0) i¢in Schrédinger denklemi

n: d*
HY = ———+V.(x) ¥ (x)=0 [3.2]
2u dx
olur. Es. 3.2’nin ¢dzlimiinden
2 "
V. (x)= L P )] [3.3]
2u ¥, (x)

bulunur. Bdylece temel Hamiltoniyen H_
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h2 d2 y o
H =— ——2+—"’——(—x2 [3.4]
2p\ a&x" ¥,(x)
olur. Iki 6nemli iglemci
. h d ¥, '(x)
A == - 3.5
Zy( dax lI’m(x)) 13:5]
ve
R [d ¥,
A= es| ————L—= 3.6
JZ,u(dx ‘P,,,(x)) [3.6]
olarak tammlanir. Buradan
H_ =A"A [3.7]

bulunur. Ote yandan, es Hamiltoniyen H, ve es potansiyel V,

Lo

H,=A44" = 2ydx2+V+(x) [3.8]

_ ntd [¥,'()
V.(x)=V_(x) o (q, (x)) [3.9]

yada

A2 (¥ )Y
V. (x)=-V — = 3.10
L (%) "(x)+y(tlf,,,(x)] [3.10]

seklinde ifade edilir. V,(x) ve V_(x) potansiyelleri siiper simetrik es potansiyeller

olarak adlandirilir (11).
Islemciler W(x) siiper potansiyel terimleri cinsinden yeniden ifade edilirse

h d
A= ————+W(x 3.11
27 s (%) [3.11]
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A=—h—-£i—+W(x) [3.12]

Tor &

bulunur. A ve 4" iglemcilerinin yeni ifadeleri es potansiyellerde yerine konursa

Vi(x)=W2(x)i%W'(x), W'(x)=%V [3.13]

bulunur. Bu iki es potansiyel arasindaki iligkinin
2n_dw
2 dx

ve islemciler arasindaki komiitasyon bagintisinin

V,=V_+ [3.14]

2n_dw

o i

[4,47]= [3.15]

seklinde oldugu goriiliir.
3.2 Scarf-II Potansiyelinin Tam Coziimii

Bir boyutlu PT simetrik Scarf-II potansiyeli (12)
V(x)=-V,sech’x—iV,tanhxsechx, V,>0 V, =0 [3.16]

seklinde ifade edilir ve # =1= 2 birim sisteminde Schrédinger denklemi yazilirsa

d*¥(x)

dx2

+[kz+Vlsecl'12x+iV2 sechxtanhx]‘l"(x)=0 [3.17]

olur. Burada k =+E dur. Asagidaki

1—isinhx
2

Z =

veE

Y(x)=Z"(1-2Z)F(Z)
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dontigtimleri kullamlarak, Gauss hiper geometrik denklemi
ZA-Z)¥ (2)+[-2p+1/2-(2p -2+ DZJF (Z)-|(p+q)* + K2 [F(Z)=0  [3.18]

elde edilir (13). Burada
—p* -2y +iv)14=0
p 5 1 TIrp)ia=
ve
2 4, -iv,)/4=0
—q 2"‘(1 iv,)/ 4=

olmalidir. Bu iki egitlikten

ve

1 1( 1 1.5
=tV +V, +—=——=x—
T " T T T TS

olarak bulunur. Es.3.17'nin ¢6ziimii Gauss hiper geometrik fonksiyonunun cinsinden

sOyle

Y(x)=

1—isinhx) " (1+isinhx )™ . ) 1 (1-isinhx
( 5 ) ( 5 ) , B [—P‘q+lka*P"q—1k,“2P+E;(—2—ﬂ

[3.19]
yazilabilir. Burada -p-g-ik=n, 0n=0,1,2,..., kuantumlanma sartimin etkisini

gOstermek i¢in Es. 3.17°nin ¢6ziimii Jacobi polinomlari cinsinden

_ Pt -r . =g ‘
W(x) = I'(n 2p+1/2)(1 zsmhx) (1 +zsnhx) P fginh 1) (3.20]
nl'(1/2-2p) 2 2

bulunur (10). Bu ifade diizenlenirse
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capdagd
¥, ()= 222D 707y p7E S isin ) [3.21]
AT ~2p)

olur. Burada Jacobi polinom ifadesi (14)

P (isinh.x) = I'n+a+1)

= Fl-n,n+a+pf+La+1;Z 2
T+ D@ +1) . Cntathrlatlz) [3:22]

olarak bilinir. & =+/E ifadesinden, enerji 6zdegeri

E,=-(n-p-q)’ n= 0,1,2,.--,<(s +§ _1) [3.23]

bulunur.

V,>0 iken, reel V, i¢in iki durum ortaya ¢ikar. Bu durumlar, potansiyelin reel ve

imajiner kisimlan arasindaki bagintiya baghdir:
Durum 1: | ¥, |[<V, +1/4.

Bu durumda potansiyel ve dalga fonksiyonu PT simetriktir. p ile q reeldir ve benzer

spektrumlar verir.

Durum 2: | 7, |>Vl+—3.

Bu durumda kendiliginden PT simetrinin kirilmasina ragmen potansiyel, dalga

fonksiyonu PT simetriktir. p yada q, komplekstir ve enerji ifadesinde

2
1 1] /1 . 1
E, =—(n+§—5{\/%+V] +V, il\/Vz—Z—V‘}]

gibi kompleks eslenik ¢iftler bulunur.

Tamamen imajiner V, i¢in, Es. 3.16’deki potansiyel sadece reel enerjiye sahiptir. Bu
nedenle, ¥, reel ve imajiner kisimli oldugu zaman Es. 3.16’deki potansiyel PT simetri

ozelligini kaybeder ve incelemede dikkate alinmaz.



22

Es. 3.17°daki normalize edilmis dalga fonksiyonu igin siiper potansiyel

W, (x) = o)
¥, (x)
. mb F(-m+Lb+1,c+1,Z)
W, (x)=(p+q)tanhx—i(p—q)sechx+— P 3.24
(x)=(p+9) (r-9) 2 Fembel) [3.24]
olarak bulunur (10). Burada b ve c sabitleri
b=-2q-2p+2 [3.25]
1

c=-2q +—2— [3.26]

dir. Scarf-II potansiyeli ile benzer spektruma sahip tam ¢6ziilebilir U™ (x) potansiyeli
U™ (x)=W}+W, -8, [3.27]
olarak ifade edilebilir. Eger, V_(x) ve V, (x)’in benzer spektrumlu olduklar dikkate
alimirsa, V(x) ve U™ (x)
V(x)={V_(x)-B,} [3.28]
U™ () =V, ()= B [3.29]
bulunur. Scarf-II potansiyeli i¢in £, hesaplanirsa
B =(p+q)* —2m(p+q)+m’ [3.30]

elde edilir (10). Boylece bu yaklasimin bize yeni potansiyeller verecegi goriiliir.

Ozfonksiyon i¢in bu 6zel durum dikkate alinirsa, Es. 2.44 yardimiyla

PP, —P,P,
P

m

@, (x) =[ )\Ijo (x) [3.31]

bulunur.
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Yukanida P*#(isinhx) igin gegerli olan P, ve P, ifade edilirken ; P*#(isinhx), x
dikkate alinarak farkhlagtinlabilir. P’ tammlandiktan sonra bilinen iglem adimlartyla

¢,(x) bulunur.

Simdi ilk ti¢ durumun analizinden elde edilen sonuglar1 verelim:

m=0 i¢in:

UO(x)=—[2(p* +4*) - (p +q) Jsech* (x) - i(p - @)[2(p + g) — 1]sechx tanh x [3.32]

ve temel durum

= No(l—iszinhx)—(p_%)(l+iszinhx]_(q_%) (333]
bulunur ve 6zenerji ifadesi
E,=—(n+1-p-q)’ n=0,12,... [3.34]
olarak elde edilir (10).
m=1 i¢in:
Bulunan potansiyellerden ilki
UW(x)= —{Z(p2 +q3)—(p+ q)}sechzx ~i(p-Q2(p+q) —1]secxtanh x
+2[L1']2_M_2 [3.35]
/ h
dir. Burada

ﬁ(x)=F(—1,—p—q—/1;2p+%;Zj

={—(p—q)+é(—2p—2q+l)sinhx} [3.36]
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bicimindedir. Es. 2.44’ten, Es. 3.35’teki yardimci potansiyelin temel durumu elde

edilirse

1
21(5 -p-q)
¢o = : Z—(P—1/2)(Z‘)-(q—1/2)
-p-9)+ i(i —p—q)sinhx

bulunur ve enerji
Ey=-(-p-q)’

olarak elde edilir. Es. 2.44’den uyarilmig durum igin elde edilen ifade

. P
¢, =F.,% “‘%P ¥

1 n+2
3 (P,m ~R A ]q,
I
seklindedir. Enerji 6zdegeri
E =—(n+2+p+q)° n=0,1.2,...
olarak bulunur. Es. 3.37 incelenirse normalize edilebilecegi goriiliir (10).
m=2 igin:
Es potansiyel
UP(x)= —{2(p2 +q)—-(p+ q)}sechzx ~i(p-)[2(p+q)—1]sechxtanh x

N2 . .
+2(£J +0'—6(p-}q)zsmhx+8
2

2

bulunur. Burada
frlx)= F(—2,—p—q—/1;2p+%;2)

dir ve

[3.37]

[3.38]

[3.40]

[3.41]

[3.42]
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3 3
29+ =) 2p+—
3 (-2p-2g9+2)

(—2p+%)(—2q+5 [3.43]

+%(3+2p+2q)(3—2p—2q)}

bigimindedir (10). Bu potansiyelleri grafik ile gostermek icin , V, U®(=0,1,2)
potansiyellerinin reel ve imajiner kisimlarini ¢izeriz. Sekil 3.1°de V’nin reel kisimlar
gizilir, UP(i=0,1,2)i¢in parametre degeri ¥, =24,V, =18 almr. Sekil 3.2’de ¥, ve

¥, nin ayn1 degerleri igin benzer potansiyellerin imajiner kismu ¢izilir.
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Sekil 3.1. Potansiyelin reel kism1. Koyu ¢izgi V’yi, noktal ¢izgi U@ *1, kiigiik kisa ¢izgi
U® i, biiyiik kisa gizgi U® *yi gosterir.

Sekil 3.2. Potansiyelin imajiner kismi. Koyu ¢izgi V'yi, noktali gizgi U 1, kiigiik kisa
cizgi U® 1, biiyiik kisa gizgi U® yi gdsterir.
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4. KUANTUM HAMILTON JACOBi YAKLASIMININ BAGLI DURUMLARA
UYGULANMASI

4.1 Kuantum Hamilton Jacobi Yaklasim1

Periyodik potansiyeller i¢in Kuantum Hamilton Jacobi (KHJ) yaklasimi uygun bir
metotdur. Burada detaylara girmeden sadece gerekli bilgiler verilecektir (15).

KHJ yaklagiminda ilging olan en temel unsur, Kuantum Momentum Fonksiyonu (KMF)
p’dir. Bu fonksiyon ¥(x) dalga fonksiyonunun logaritmik tiirevi ile —i%’in ¢arpimi
olarak

p= —ihgx—(ln‘}’(x)) [4.1]

verilebilir (15). Bu nedenle KMF igin elde edilen bir ifade, dalga fonksiyonu icin de
onemlidir. KMF, KHJ denklemi olarak bilinen

p* —ip =2u(E-V(x)) [4.2]

Riccati denklemini saglar. Bu denklem
2 .dp A
A(x)p +B(x)p+C(x)+sz—=0 [4.3]

genel Riccati denkleminin 6zel bir durumudur. Es. 4.2 KHJ yaklasimmin en basit
seklidir. Genelde, Es. 4.3’teki Riccati denkleminin ¢6ziimii singularitenin iki tipine
sahiptir. Bunlar, sabit singularite ve goklu singularitedir. Sabit singularite, A(x), B(x) ve
C(x) singuler noktalarinda kararlidir. Boylece, Es 4.2 ‘deki KHJ denklemi igin sabit

singuler nokta, potansiyelden kaynaklanir.

KMF’nin singularite yapisini g6zoniine alarak, Es.4.2’deki KHJ denklemi yaziimaya

devam edilirse

q2 +q =V(x)-E [4.4]
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bulunur. Burada q=-§—x‘P(x), h=2u=1 dir. Dalga fonksiyonu q’ya gore soyle
olacaktir
W) = exp( [g(ax) [4.5]

t=f(x) degiskeninde, x’e gére degigken doniisimii uygulamak ¢6ziimde kolaylik
saglar (15). Degisken doniistimiinden sonra Es. 4.4 ifadesi

q° +F(t)%+E—I7(t) =0 [4.6]

af

olarak bulunur. Burada F() =2; ifadesi, t ve t'nin potansiyel terimi ¥ (¢)’nin bir

fonksiyonudur.

Simdi, Es. 4.4’ Es. 4.6 formunda yazabilmek i¢in agagidaki q(x) ve y(¢) dontisiimleri
1d
a=F@¢ $=z-5—(InF®) [4.7]

uygulanacaktir. Yukaridaki doniistimler Es. 4.6°da kullanilirsa

;{2+d—"+E"ZV(’)J(F"("))J(@'] =0 [4.8]
a" F 20F® ) A\ Fo

bulunur ve bu Riccati denkleminin bir tiirtidiir (15). C6ztimii bilinen yollarla elde

edilebilir.

4.2 Liouville Teoremi

Teorem:

Eger bir fonksiyon, kompleks diizlemde her yerde analitik ve kararhh ise sabit

fonksiyondur (16).

Ispat:
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Keyfi bir 2z, mnoktast civarinda r yan ¢aph C, ¢emberini diigiinelim.

f(z)= cj‘ ( }: (Z))2 denkleminden ilk olarak elde edilen ifade
0

P cj'f(z) | [4.9]

0

dir ve C pozitif bir nicelik olmak tizere f(z), | f(z) {C iken kararlidir.Es. 4.9’dan

: C ¢ |dz]
RAC) ISZR'jl z-z, |’

_Lle2m [4.10]
2T F

elde edilebilir. f(z) fonksiyonu, kompleks diizlemde her yerde analitiktir. Es. 4.10
sonucuyla r’nin ¢ok biiyikk bir keyfi sabit yapilabilmesi zordur. Bu nedenle,
| f(z,) |=0 yada f'(z,)=0 dir. Fakat z, keyfi noktadir. Bu nedenle f(z)’nin tiirevi

kompleks diizlemin tiim noktalarinda sifirdir ve sabit bir fonksiyondur.
4.3 KHJ Yaklasiminin Uygulamalari
4.3.1 Harmonik Titresici

Leacock ve Padgett (18,19) tarafindan anlamlandirilan KHJ denklemi, Riccati denklemi
formunda (17)

P’ -ih%’: 2m(E -V (x)) [4.11]

dir. Bu esitlik belirli bir V(x) potansiyeli i¢in asagidaki gibi Schrodinger denklemine

baglanirsa
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2 2 )
—;‘—md ;xpz(") +V () ¥ (x) = E¥(x) [4.12]
olur ve burada p
——inL () [4.13]
p=-it— .

kuantum mekanik fonksiyondur. Harmonik titregici i¢in Schrodinger denkleminin

anlamli olmasi, W(¢) ile temsil edilen &’nun dalga fonksiyonu terimlerinde

kullanilmasiyla saglanir. Bunu yapabilmek i¢in alttaki doniistimler

c=ax A= 2E mk =ha® a=1meC
) 3/4 7

[4

kullanilarak potansiyel ifadesi
V(x) =%mW‘.2x2 [4.14]

elde edilir. Buradan yola ¢ikarak

Gt Ry
dx  ds dx  de

d*¥ d d‘des , d*¥
=l 0— — =0
dx*>  de\  de )dx de?

bulunur. Bu denklemler ve doniisiimler Es. 4.12°deki Schridinger denkleminde yerine

yazilirsa

Y (2mE m*Wlx’
de + hZ - hZ

,d*¥ (2mE m'W}le’
o >t 2 22
de /) o
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¥ (2mE 1 mw? , 1 \P_ 0
>+ 2 2 7 ¢ —7 -
de o /) a )

A% (2mE n  m*W? , B )
7+ 2 ~T32 ¢ o
de  mW, & mW,; )

2 \
d \f+( 28 _ 2 lwoo
de hVVc )
d*¥(s
) (a-eJe(e)=0 [4.15]

sonucu elde edilir. Bu ifadenin KHJ denklemine uygun bigimi

iy [4.16]
de

dir. Yukanidaki denklemde mantikl bir yaklasimla ortaya ¢ikan sonug, bliylik & ’lar i¢in

p’nin *ig ’na gitmesidir.

Yani

lim,_, pr~ic . [4.17]

KMEF p, reel diizlemde —i kalanlariyla beraber n ¢ok kutbuna sahiptir. Potansiyel singuler
olmadik¢a kompleks diizlemdeki sonlu alanda sabit bir singularite yoktur. Bu, sunu
gosterir ki sonlu kompleks diizlemde ki KMF’nin bagka ¢ok kutbu yoktur (18,19).
Boylece n ¢ok kutbu harig¢ p her yerde analitik yapilabilir.

Buradan p

n

p(8)=;8

! +ige+Q(g) [4.18]
—g,

olur. O(g), biiyiik £’lar i¢gin biitiin fonksiyonun simndir ve ig, o’da ki q’nun
davrams1 olarak tanimlanir. Boylece, Liouville teoremindeki Q(¢), C gibi bir sabittir.

Bu bahsedilen ifade
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ZZ:I = =—iP(g)

P [4.19]

dir. P, n. dereceden bir polinomdur. Artik P(g) su sekilde

P(e) = —i% +ie+C [4.20]

ifade edilebilir. Es. 4.16’da Es. 4.20’yi yerine yazip & ’nun temel kuvvetlerine gore
kargilagtirilirsa

\2 ' ' " f
P _pweraad il vie |v2e 2 i INLANE =A-g [4.21]
P P P P P

bulunur. ifade diizenlenirse

Plicreag-iZiie|r2elc 2 122 [4.22]
P P P P

elde edilir ve lime — 0 iken, Es. 4.19 kullanilirsa, % = 1

k=0 &€ — &,

, ilk olarak goriilen,

ZZsfP— ~ 2n olmasidir.

k=0

Buradan ¢ok biiyiik & ’lar i¢in son denklem bir sabit katsayiya indirgenir

2n+l=4
ve
C=0 [4.24]

olur. Bastaki doéniigiimler kullamilirsa; ilk elde edilen enerji 6zdegeri igin n. salinimin
enerji ifadesi



33

E, = (n %thc [4.25]

olarak bulunur (17) ve P i¢in diferansiyel denklem

P P
——-2e—+1-1=0 4.26
P P [4.26]

elde edilen Es. 4.26’da A’nin degeri yerine yazilursa ilk elde edilen Hermite
diferansiyel denklemi
P —2¢P +2nP =0 [4.27]

bulunur. Sinir durum dalga fonksiyonu i¢in elde edilen Es. 4.13 kullanilarak yeni dalga
fonksiyonu bulunabilir. Yani, ‘¥(g)= exp(i IPdg) oldugu hatirlanarak, P(g)

fonksiyonunun Es.4.20°deki degeri kullanilirsa dalga fonksiyonu
i j P(g)ds = —ii j.ﬂdg +ii [ede
P

5

=mnp-2

2

=In(H, ()~

Y(e)=H,k(¢) exp[— %J [4.28]

bulunur. Burada P=H, (¢)dir. Ciinki, Hermite denkleminin ¢oziimii Hermite

polinomlaridir (17).
4.3.2 Hidrojen Atomu

Burada 6nceden elde ettigimiz Schrodinger denkleminin (% =2m=1) radyal kismunun

kararl: durum dalga fonksiyonu elde edilecektir (17). Radyal Schrodinger denklemi
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2

2
dR2R, ( Zf ij:O [4.29]

dr® v dr 2

seklindedir ve burada S =4(£+1) dir. R(r)= £ doniistimii kullamlirsa
r

dR d 1d 1
E=Z(@)=?$7M 1430

d’R_d(1dg(r) 1 )
drt dr(r ar r’ 790

__1de(n) 1d¢(r) 2 ld¢(r)
=g T ¢() 0 [4.31]

bulunur. Es. 4.30 ve 5.31 , Es. 4.29°da yerine yazilirsa

194, 1460, 2 1d¢<r) 22d¢(r)_%¢(r)+(E+ze2_ﬁz)ﬂr):o
rPodr r dr’ r dr° dr r roro)or

elde edilir. Buradan

il W) (E+ )¢(r) 0 [4.32]
2 r
olur. KHI denkleminin
d
=d—1n(¢(r)) [4.33]
3
oldugu gozodniinde tutulursa
[4.34]

$(r) =exp| [qr)

dir. Buraya u = qur doniisiimii uygulanirsa
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d’e" ze? B
E+—-—-=1|e" =0 )
dr? +( * F rzje [4.35]
bulunur ve burada
dzeu d Y U " _u N2 u
7 =;(ue Y=u"e"+(u')e [4.36]

olur. Es. 4.36, Es. 4.35’te yerine yazilir ve diizenlenirse
2

e"ﬂ+e"q2 +(E+£—£2Je” =0
dr r r

dr 2

2
q2+@+(ﬁ:+—” _E].-.o [4.37]
r v

elde edilir. Harmonik titresiciye benzer bigimde, q su sekilde
q(r)= Pibe [4.38]
P r
yazilabilir. r=0°da kalan b, *dir. Bu orijindeki kutup etrafinda q'nun Laurent agiliminin
yapilmasiyla elde edilebilir. Elde edilen kalanin iki degeri
b =1 b =£+1 [4.39]

dir. Ik olarak sagdaki kalam segersek, ¢ dalga fonksiyonunun kare integral 6zelligi

kullanilir ve
by=l+1 [4.40]

elde edilir. q i¢in Es. 4.37°de Es. 4.38 yerine yazilir ve biiylik r’ler i¢in sonugtaki
denklemlerin biiyiiyen farkli terimleri ile nemli terimleri kargilastirilirsa
z’e

C2=-E E=-—mt_ [4.41]
(2n')

olur ve n'=n+£+1 dir. Ilk diferansiyel denklem
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2 "y 2
rP”+2P'(Z+1—22e'J+(n (=Dze p_y [4.42]
) n

bulunur.Alttaki doniigiim sayesinde

2
Z r=p [4.43]
n
Es. 4.42
2
ap__db _ze dP [4.44]
dr d( pn ) n' dp
-2
ze
2 2\? ;2
d’p_[ze | d°F [4.45)
dr n | dp
olur. Es. 4.44 ve 4.45 , Es. 4.42’de yerine yazilir ve diizenlenirse
2\ g2 2 o
z [Ze ) IL i (@ern)+1-p)2 2 =P7D ip_g
ze*\ pn') dp n' dp n'
PP (20 +1)+1—- p)P+(n'—L-1)P =0 [4.46]

elde edilir. Bu bagli Laguerre diferansiyel denklemidir. P ise Laguerre polinomu olan L

olarak tanimlanir. Es. 4.38 ve 4.33’den kararli durum dalga fonksiyonu
¥, (p)=p“ exp(-p/ 2L} (p) [4.47]

elde edilir (17).

4.3.3 Khare Mandal Modehli

Khare Mandal modeli i¢in potansiyel ifadesi, V(x)=—(§ cosh2x —iM )2 dir. Bu

potansiyel, M tek yada ¢ift oldugunda kompleks yada reel 6zdegere sahiptir (21,22).
Burada KHJ yaklagimim kullanarak, M’nin ¢ift yada tek degeri i¢in ilk olarak
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Sarth Coziilebilirlik sart1 (SC) elde edilecektir (20). Sonra ise, M=3 ve M=2 igin,
bunlarin 6zdegeri ve dzfonksiyonu igin net bir ifade elde edilecektir. KHJ denkleminde
q =ip’nin terimleri (A =2m =1) yazilirsa
2, dq .1 1\2
q +E+E+(§cosh2x+zM) =0 [4.48]

olur. Bu yukaridaki ifade, her bir kutbun rezidiisii i¢in avantaj saglar. t=cosh2x degisken

doniistimii ile potansiyel rasyonel bir tiire dontiglir. Bu dontistim Es. 4.48’e uygulanirsa

g* + 2412 —l%+E+(§t+iM)2 =0 [4.49]

elde edilir. 11k olarak % "nin katsay1sini inceleyerek asagidaki degisken doniigtimleri

e Ny & '
q=2Vt"-1¢ g=y 2D [4.50]

olarak tamimlanir ve bu déniisiimler Es. 4.49°a uygulanir ve diizenlenirse

2 A t? i
(2 =1 4¢* -1’

¢ =y

2

o d 1 t
p'=4

dr 2(t* -1) i (* -1’

q* =4(* -1)¢

A2 2 X t?
= D(" 21 A —1)2j

2

t? -1

g =4 -\ -4y +

bulunur. Isleme devam edilirse
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ﬂ_ 2t ot R .dl_ 1 P2
d’_\/tz—l(z 2(t’—1))+2 t l(dt 2(t2—1)+(t2—1)2J [4.52]

elde edilen Es.4.51 ve 4.52 ,Es. 4.49°da yerine yazilirsa

, dy t'+2  E+(&-iM)
+ A + =0 4.53
T Ao A - [4.53]

bulunur. Burada y KMF fonksiyonu, Es. 4.53 ise KHJ denklemi olarak kabul
edilecektir (20).

% 'nin singularite yapisi:

7 singuler kisimlara ayrilarak, asagidaki gibi

bl bl' ‘Pn'
t-1 t+1 P

hn

¥ = +C [4.54]

yazilir. Burada b, ve b,', ¢t ==1 sabit kutuplarinin rezidiistidiir. 2,, n. dereceden bir

polinomdur ve H:=] (t—1t,) ’ya esittir. ¢,, KMF’nin ¢ok kutbunun konumunu belirtir.

4 ’nin analitik kismu C’yi verir ve bu Liouville teoremindeki bir sabittir. t=1’de sabit

kutbun rezidiisii bulunurken ilk olarak y, Laurent serisi ile agilirsa

z:(t—b_’—l+ao+a,(t—l)+...] [4.55]

olur. Bulunan ifade Es.4.53’te yerine yazilarak t’nin kuvvetlerine gore karsilastirilir.

Yani
2 b12 2 2 2
y4 =_(_tT]55—+a0 +a1(t—1) +...
d—Z—z— b] 2+al+'
7R

elde edilir. Bu ifadeler Es. 4.53’te yerine yazilir
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_E+(&-iM)?

+al+al(t-1)7* -

2 7 Ta == 2 2
-1 -1 4 -1 +1)

& -b)

422 =1)

-1y Ty
t=1 i¢in
3
b, —-1)=-—
B -D=-7%

bulunur. Buradan b,’in degeri

b =3,
4

Hl=

bulunur. t=-1 igin benzer sekilde b,

b=,
4

P

bulunur.

Sonsuzdaki davranis:

% ’nin sonsuzdaki temel davranis: i¢in bulunan dagilim

A A4
=|ag, +=+3+..

dir. Es. 4.58, 4.53’te yerine yazilirsa

, 2aA A A 42 E ¢

1 2 _h 1 [ 42
A +1)°

[4.56]

[4.57]

—2iCtM — M)

a, + + —=- -
L R A (s ) ST (=)

olur. lim¢ — o iken

2agA  2iaM
t 41>

4(t* - 1)
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iM¢g
A=—= 4.59
4a, [4.59]
bulunur ve lim# — < iken
) _ (g —iM)’
ao = —4-2-—-—
!
dir. Buradaki M, (4¢f) teriminin yaninda ¢ok kiigiiktiir ve ihmal edilir. Boylece
a, = il—é: [4.60]
2
bulunur. Bu C’ye esittir. A ’nin tam olarak iki degeri asagidaki gibidir
A= M — M . [4.61]
2 2
3 . 3 . o . ., a . . bl + bl '+n e
Bu Es. 4.54’deki y ile benzerlik gosterir. Biiytik t’ler igin ————— dir. Bu nedenle iki
n
denklemi birbirine esitlersek
b+b'+tn=272 [4.62]

buluruz. Es. 4.56 ve 4.57°den Es. 4.62’nin sag tarafinin pozitif oldugu goriilebilir. Es.

4.62 icin dogru secim yapilip, A’nin sadece pozitif degeri yani A =—gj~ alinarak

4

a,=C =+l~2— secilir. Burada b, ve b,'niin degerini dikkate almak gerekir. Cizelge

4.1°de goriilecegi gibi, set-1 ve set-2 de M sadece tek oldugu zaman, set-3 ve set-4 de M

sadece ¢ift oldugu zamanki durumlar incelenmistir.

Dalga fonksivonunun tiirleri:

Es. 4.1°deki p’nin terimi W(x) ile #=2m =1 iken

Y(x) =exp(i j pdx) [4.63]
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dir. Degisken doniistimii yapilir ve 7 ’nin terimleri yerine yazilirsa
t =cosh2x dt = —2sinh 2xdx [4.64]

elde edilir. Es. 4.50’den

=ip =2y cosh? x - 1¢

ipdx = —2isinh 2x¢Z—23id-r:h—2x)
Y(x)= exp(i I pdx)= exp( _[ ¢dt) [4.65]

bulunur. Degerler yerine yazilirsa

¥(f)=exp | BN A [4.66]
t-1 t+1 P, 2 2(t —l)

olarak bulunur. Buradan ilk olarak, eger M tek ise Es. 4.66’da set-1 ve set-2 yerine

konularak ve eger M ¢ift ise set-3 ile set-4 yerine konularak dalga fonksiyonu elde

edilebilir. Simdi y ’nin Es. 4.54 teki ifadesi 4.53’te yerine yazilirsa

b H B

t-1 t+1 P 2

h

Z:

2 b} 2bb,' 26, P' P', (b
X = >+ + S+l +
¢-D° @¢-He+l) @¢-1H P P (t+1)°

n

' ! . 12 . 1 2
L 20’2, +ngl+[P_,,j L ¢

¢+HP, -1 (P t+1 4
d_z__ b1 _ blv +P,-,”_ P,,' 2
dad  (@¢-1)> (@+1)* P, \P

dir. Bu ifadeler Es. 4.53’te yerine yazilirsa
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" ' ] . 2 _ "2 _pt 2
s +2£ﬂ-(—b—‘—+ﬁ—+£J+bl b;+(b‘) 2b, +t *2
P, P\t-1 t+1 2 -1 @+1) 4(1‘2—1)2
a2 ' 2042 _ 1
L E+(@-iM) +28b1b1 A Gl Y g( b _, b
4t° -1) t—1 t+1

[4.67]

elde edilir (20). Setler ile enerji 6zdegerleri bulunurken, katsay: determinantlan sifira

esitlenir. M=3 ve M=2 i¢in 6z deger ve 6zfonksiyonlar su sekilde elde edilir :

Durum 1. M=3 :

M’nin tek olma durumudur.

Set 1:

b = b1'=% ve n=1 dur.

1
4
Burada P,, birinci derece polinom anlamina gelen (Bt + D) dir. Degerler Es. 4.67°de

yerine yazilir ve t’nin farkh kuvvetlerine gore karsilastirlarak, B ve D i¢in 2 x 2 matrisi

elde edilir. Degerler yerine asagidaki gibi yazilir ve diizenlenirse

1. 111
ZB( 1, 1 +£)+16 4,16 4
Bi+D\4(r-1) 4¢+D) 2 ) (¢-1* (+1)?
+E+§2t2—6i§’z‘—92+1/2—4g“2(z‘2—1)+i4,( 1, 1 ]20
4% -1) 4t-1) 4@+1)

2B (2u+2ig(-1) 3 3 142
Bt+D|  4(* -1) 16(t =12 16(+1)°  4(2 1)
LE-9-3¢% —6igi+1/244¢7 | 2 _

412 —1) A2 -1)

ifadesi elde edilir. Simdi ifadenin katsayilarini esitleyebilmek icin asagidaki gibi

diizenlenirse
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(E-9+4¢2 —4igt-3¢71)

1 4B ., ). 1
4(t2-—1)(Bt+D(t+l¢t _'4))" 47 -1D)
4Bt +4Bigt —4Bi¢ =(E—9+44% —4igt -3¢ )Bt

+(E-9+4¢> -4igt -3¢ )D

4Bt +4Bilt* —ABi¢ =((E—9+4¢?)B - 4i¢DY + (- 4i¢B-3¢?D)* + (E—~9+4¢2)D
bulunur. Simdi katsayilar birbirine esitlenirse

4B =(E-9+4¢%)B - 4i¢D

4i¢B = —4i¢B-3¢°D

~4i¢B =(E—9+4¢%)D

denklemleri elde edilir. Bu {i¢ denklem diizenlenip, B ve D’nin katsayilarindan 2x 2

matrisi i¢in

2
0 =[£_—94+—§+IJB—1'§D [4.68]
4 2
0=—itB+ (E—i“;—jp [4.69]
bulunur ve buradan
2
B0y, 5
4 I [DJ =0 [4.70]
_ie E-9+¢7

olur. Bu matrisin determinant: sifira esitlenerek, enerji ve polinom ifadeleri elde edilir



_ 2
14 E29*6 94*‘; -i¢
i E-9+¢° |7°
4
4 _ 2 _ 2
1, E-9+4¢ J(E 9+¢ )+§2=0
\ 4 4

44

[4.71]

E-9+¢ E’-9E+E(*-9E+81-947 +4EL? 3647 + 44 +£%=0

4 16
E*-14E+2E{* =282 +¢% +45=0
E=7-¢7F2,1-4¢7

olarak enerji 6zdegeri bulunmus olur. Simdi polinom ifadesi i¢in
P =Bt+D

oldugu hatirlanarak, katsayilarin esitledigimiz denklemlerden

4i47)=—415e+(7—g2 +2,/1-4¢2 —9+4§2)B

B 242 1—4;2)3
T ag

D=

Es. 4.74 bulunarak, 4.73’te yerine yazilip diizenlenirse

P,=£(2t—é‘(liw/l—4§2]

2

bulunur.

[4.72]

[4.73]

(4.74]

[4.75]

Simdi dalga fonksiyonunu bulabilmek i¢in, b,, ' ve F ’in degerleri Es. 4.66’da yerine

yazilirsa
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1

Y(r)=exp ! + + - 2 + > dt
4r-1) 4@+)) 2t—i(li\/1—T§’2) 2 2(t°-1
¢

O exl{ J (2 +¢—i(lE1-427 2 Jdt] 761

bulunur. Burada t=cosh2x doniislimii Es. 4.76’ya uygulanir ve sonug olarak asagidaki

dalga fonksiyonu ifadesi bulunur

¥(x) =exp) | 2 +28 b sinh(2x)dx
2cosh(2x)¢ —i(1+/1-4£2 2

4 sinh(2x)
2 cosh(2x) - é (1++1-422

= exp j + i¢ sinh 82x) |dx

= exp(ln(Z cosh(2x) — é (1+1-4¢2 ] + % cosh(2x)]

¥ cosh2s j
Pr)=e? (2 cosh 2x —é(l + J1-4? )J [4.77]
sonucu bulunur (20).
Set 2:
b, _3 b'= 3 ve n=0 dur.
4 4

Burada n=0 oldugundan P bir sabittir. Es. 4.67 ‘de buradaki degerler yerine yazilirsa

K cosh2x

E=5-¢ ¥(x)=e? sinh 2x [4.78]

sonucu bulunur (21,22)
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Durum 2. M=2 .
M’nin ¢ift olma durumudur.

Set 3:

b, = b,'=3 ve n=0 dur.
4

1
4
Benzer sekilde elde edilen 6zdeger ve dzfonksiyon

2 . Ecosl12x 12
E=3-4°+2i¢f Y(x)=e? (cosh2x+1) [4.79]

elde edilir.

Set 4:

b, _3 b1'=l ve n=0 dur.
4 4
Bu durumda elde edilenler

E=3-02-2if W(x)=e? " (cosh2x ~1)"2 [4.80]

dir. Boylece, Khare Mandal potansiyeli i¢gin M’nin pozitif degerinin ¢ift yada tek

olmasina gore 6zfonksiyon ve 6zdegerin bulunabilecegi goriilmiistiir (20).

Cizelge 4.1 Bu ¢izelge, Khare Mandal modeli i¢in b, ve b,' ’niin her bir kombinasyonu
icin y *nin ¢ok kutbunun sayisi ve SC sartlarini gésterir.

Set b1b1" [n=A-b1-b1'| Mhinsart SC sarti

174 1141 M/2-1/2 M=tek, M21 | M=2n+1

3/4 34| M/2-3/2 M=tek, M23 | M=2n+3

34 14| M/2 -1 M=c¢ift, M22 | M=2n+1

HIWIN [~

174 3/4| M2 -1 M=gcift M22 | M=2n+1
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4.3.4 Rosen Morse Potansiyeli

Bu kesimde hiper geometrik siftaki ¢6ziilebilir potansiyellerin tizerinde ¢aligilmugtir .

Rosen Morse potansiyel ifadesi
V(x)= 4> — A(4 + @) sec h* (axx) [4.81]
dir (17). Burada 4)0 dur. ilk olarak asagidaki degisken doniigtimii
y = tanh(ax)
uygulanarak ve Es. 4.7’1 kullanarak yx i¢in ilk denklem

, dy E-A'+a*® A(d+a)
Xttt N T3 N
dy a’(1-y7) a'(1-y°)

[4.82]

elde edilir. n. uyarilmis durum igin kuantum mekanik fonksiyon, y = +£1’de sabit kutba

sahip olacaktir. Sonlu kompleks diizlemde farkli singuler nokta olmadigi varsayilir.

Bundan sonra harmonik titresiciyle ayni yonde ilk olarak y(y) yazilir. Buradan

b b,
z(y)=y—l1+y—jr—l+c [4.83]

yaklagimi yapilir. Burada, y =+1’den kalan b, ve b,' dir. y(y) civanndaki her bir
kutbun Laurent agilimim yaparak ve onu y(y) i¢in KHJ denkleminde yerine koyarak bu
kutuplardaki kalanlar elde edilir. Bu degerler

2 [ 42 _
b,=li—/—4———li ve b,'=liA—E [4.84]
2 200 2 2

olarak bulunur. Karekokiin isaretindeki belirsizlik simir sarti uygulanarak ortadan

kaldinlir. Bu sinir sart1
lim;_,, g(y) =W () [4.85]

dir. Burada
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W = atanh(cx) [4.86]
sliper potansiyeldir. Béylece ilk olarak elde edilen dogru kalanlar

1 JA*-E 1 VA -E
h=—+—— b'=—+—— .
172 20 ) 20 [4.87]

seklindedir. b, ve b,'’niin degerleri y(y)’de, x(») ise Es. 4.82°da yerine yazilir ve

biiylik y’ler igin L ’nin katsayilariyla iz "nin karsilagtirlir, Buradan
y y

C=0 [4.88]
ve
E=4*—-(4-na)’ [4.89]

bulunur. Bu durumda diferansiyel denklem

E+2ﬂy(a+«/A2—E]+(a+\/Az—E)z E-A+a’  Ad+a)

P TP a1 22 (y° -1 22°(°-1) (G-

0 [4.90]

olarak elde edilir. Yukaridaki denklemde enerji 6zdegerinin yerine konulmasiyla P igin

Jacobi diferansiyel denklemi
A= yHP'—y(u+v+2)P+n(u+v+n+1)P=0. [4.91]

olur. Béylece P, P*" seklinde Jacobi polinomu olarak temsil edilir. Burada

H=v=—-n [4.92]
a

dir. Simr durum dalga fonksiyonu, degisken doniigiimii yapilarak ve Es. 4.7 ifadesi
kullanilarak

P(y) = exp[ I(z(ywl i’ zjdy] [4.93]
Yy



bulunur ve burada ()

=a+x/A2—E+a+\/A2—E+£'

2a(y-1) 2(y +1) P

()

dir. Bdylece sinir durum fonksiyonunda bu doniistim yapilirsa
¥, (y) = NA-y)"2(L+ )" B

sonucu elde edilir (17).
4.3.5 Scarf-I Potansiyeli

Scarf-I potansiyeli

V.(x) = A" + (47 + B? — Aah)sec? (ax) — B(24 - ah) tan(ax) sec(ax)
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[4.94]

[4.95]

[4.96]

seklinde temsil edilir (17). Bu potansiyel i¢in, siiper simetrisi tam olarak bilinen

parametre dizisi
(A-B))0 , (4+B))0
dir ve dizideki bozulma olarak
(4-B))0 , (4+BX0
bilinir. Bundan sonra Leacock ve Padgett simir sart1 (18,19)
lim, ., p = Py
olarak uygulanir ve % sabit tutulup p ile q KHJ denkleminde yerine yazilirsa
7 +h%+E+ A — (4 + B? — Aah)sec? (o)
+ B(24 — o) tan(ax) sec(ax) = 0
bulunur. Simdi asagidaki degisken doniislimii

y = sin(ax)

[4.97]

[4.98]

[4.99]

[4.100]

[4.101]
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yapilirarak benzer sekilde q’nun yerine y yazilirsa

242 2 222 _~f 42 2 _
pandt, VB E+d o' 2(2,4 +B“Aah)
& 41—y @0-y) 2a1-7) 4,102
 Bl4-an)y _ '
aZ(l_yZ)Z

elde edilir. Bu ya da daha 6nceki uygulamalarda yapildig1 gibi ilerleyerek y = +1°deki-
sabit kutuplar ve reel diizlemdeki ¢ok kutuptan bagka, sonlu kompleks diizlemde

singuler noktalarin olmadig: varsayilir. Béylece y(y)

b . b P
;t(y)=—yil +——yjrl tho+C [4.103]

olur. 5, ve b' sirastyla y = +1°den kalanlardir. Onceki durumdan elde edilen 5, ve ;'

degerleri ve y=1 ‘deki kalanin iki degeri

MELSS) AN 4S5 2

b, [4.104]
2c0 4 2a 4
bulunur. y=-1"deki kalanin iki degeri
b ) ) O [4.105]

2a 4 20 4

dir. b, ve b,'’niin farkh ¢iftleri siiper simetrinin iki asamasinda da fiziksel anlamh
¢Oziimler verir. A ve B’mn bu dizisi igin siir sart1, lim, ,, da 4,)0 ve b,')0 anlamina
gelir (17).

Durum ]:

A+ B)0 , A-B)0

Parametrelerinin bu dizileri i¢in kalanlardan se¢im yapilirsa

(4-B) 1
20 4

SRy [4.106]

b =
20 4

5 b1'=
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dir. Boylece Es. 4.103 ifadesindeki y

A-B h) 1 A+B n)y 1 P
= +— + +— +— 4.10
20) ( 2 4)y—1 ( 2a 4)y+1 P [+.107]

olur ve %=1 alimp, bu ifade Es. 4.102’da yerine yazilirsa, asagidaki enerji 6zdegeri
E,=(4+na) - 4 [4.108]

bulunur. P’ye gore diferansiyel denklemin ifadesi

A= y)P+(p~v+@+v+1)y)P+n(n+v+ u)P =0 [4.109]
dir. Burada
p-A-8 , _A+B [4.110]
o o
dir.

Tam siiper simetri oldugu zaman sinir durum dalga fonksiyonu
B,(0) = N1=p) (14 y) B0 () [4.111]
olur (17).
Durum 2:
A-BY0, A+BQ
Parametrelerinin bu dizileri i¢in kalanlardan uygun se¢im yapilirsa

A-B h
+

14 _(4+B) 3n
2c 4

b =
20 4

[4.112]

> b1'=

bulunur. b, ve b,' degerleri, y ’de, y ise Es. 4.102°da yerine yazilirsa ve # =1 alinirsa,

enerji 6zdegeri

E=(B—(n+%)aj - A° [4.113]
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olarak elde edilir ve diferansiyel denklem P’ye gore yazilirsa
A=y )P+ y(u+v+2)+(u+v+D))P+n(n+v+1+ g)P =0 [4.114]
sonucu bulunur ve sinir durum dalga fonksiyonu
v 1
¥, (») = N1 - y)*"2(1+y)? 2By (y) [4.115]

olarak bulunur. Burada

u=2"2 0y [4.116]

dir (17).

4.3.6 Scarf-1I Potansiyeli

Scarf-II potansiyeli
V = Asec h’x + iBsec hx tanh x [4.117]

seklinde temsil edildigi 6nceden belirtilmisti. q’nun terimleri KHJ denklemindekine
dln¥

benzer. Burada g = dir. KHJ denklemi yazilirsa

q2+%+E—Asech2x—iBsechxtanhx=0 [4.118]

bulunur. y =isinhx degisken doniistimii ile y i¢in ilk KHJ denklemi

2 —
P AN E__ 48 _y [4.119]

dy  41-y) 1-y* (1-y)

elde edilir. Burada

Z=[¢—T1y_) , q:,-ﬂh_y2¢ [4.120]

-
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dir. y=1 ve y =-1 deki rezidii sirasiyla

1,101
b=—t—.|-+A4-B .
1 =5E247 [4.121]
ve
1,111
b'=—t—.[-+A+B 4.122
=5t \/ 2 [4.122]
bulunur. Es. 4.58° € gére y 'nin sonsuzdaki davranigindan
Z=%i\/—E [4.123]
olur. Ik kistmda yapildig1 gibi y ’nin analitik ve singuler kisimlar1 ayrilabilir
PRI L S S [4.124]
y-1 y+1 P

burada C, y’nin analitik kismidir. Cok biiyilk y’ler igin 7 ’nin temel davranisi

bitbn formundadir. Bu 1 "nin katsayis, Es. 4.123°deki A ile esit olabilir.
y y

Yani
by+b'+tn=271 [4.125]

dir. Bu, enerji 6zdegerini
1 2
—E=(b1 +b,'+n—5) [4.126]

seklinde verir. y 'nin terimlerine gore dalga fonksiyonu

_ BT /A
\P(y)_exp[j(y_l+y+l+ - +2(1_y2))dy] [4.127]

n

bulunur. Bu fonksiyonda degerler yerine yazilirsa
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YO0)=0-D7@+D7E () [4.128]

sonucu bulunur. Burada, — p =5, —% ve —¢q =b1'—% dir. Es. 4.119°te 4.124 yerine
yazilarak agagidaki polinomal diferansiyel denklem

b, B

Pn"+2P,,'( +—-'—J+ G(y)P, =0 [4.129]
y-1 y+1

elde edilir. Burada

(a2 -, + (3,2 —b,") +1+4E)y? +2y{4(b2 —b, —(b,")? + b))+ 2B)+ (2~ 44— 4E)
-1

G(y)=

. 4(b} —b, +(b,")* - b,

4.130
-1 #1300

dir. Es. 4.129°te Es. 4.126 ifadesi yerine yazilirsa, diferansiyel denklem asagidaki gibi
1=y )P '+(2(b, = b,") = 2(b, + b, )y)P'+n(n+2(b, +b,'-1) +1)=0 [4.131]

-1,25,-

olur. Bu Jacobi diferansiyel denklemi tiiriindedir ve P**™**"'(y) Jacobi polinomudur.

Buradan dalga fonksiyonu i¢in tam bir ifade

1 1 ‘
W(x) = (isinhx—1)" *(isinhx +1)" 4 %% (jsinh x) [4.132]

olarak yazilabilir. Potansiyel ifadesindeki A ve B parametrelerini hesaba katarak iki

durum incelenecektir

Durum 1: | B |>A+%

A ve B’deki bu simrlama ile y=+1’deki rezidd, b]=%ié1fB—A—% ve

b'= i-%1 /A + B +-i— bulunur. y — oo limitinde Es. 4.128deki dalga fonksiyonu

1
2
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1
bi+b)'—=+n
Y=y ? [4.133]
bi¢iminde ifade edilir. Yukaridaki denklemde b, ve b,' ’niin yerine yazilmasiyla
ii B—A-—l l:f:l A+B+l+n
\.Il(y)zy ZJ 4y2 ZJ 4 [4.134]

bulunur. 5,'= % + % A fA +B +i— olmak {izere, biiyiik y’ler ig¢in W(y) sifira gider.

Buradan rezidiiniin se¢imi $6yle olacaktir

1 i 1 1 1 1
b=—*—,|B—-A—— , b'=———_|A+B+—. 4.135
1570 4 2 2\/ 4 [ ]
n’deki sinirlama
n(<—1-1/A+B+l—~—1— [4.136]
2 4 2

dur. Sabit kutuptaki rezidiiniin degeri igin ¥

1 ir 1 s

W = (isinhx —1)* 2 (isinh x + 1)* 2 P (i sinh x) [4.137]

olarak alinir ve burada, r = 1’B—A _}1? ve § = 1’A+ B+% dir. Enerji 6zdegeri ifadesi
2
1 1 1, . 1
E=—n+——=| ,JA+B+—=%i,|B-4—— [4.138]
2 2 4 4

olarak elde edilir. Bu n’deki smirlama

n(lJA+B+l+l A—B+l~l [4.139]
2 4 4 4 2

dir (20).

Durum 2: | B |SA+%



Benzer gekilde yukandaki metot uygulanirsa rezidiiniin degeri

bulunur. Elde edilen dalga fonksiyonu

1z lvy
Y =(isinhx —1)? 2(isinhx +1)? 2 """ (isinh x)

dir. burada, ,u=1&+A—B ve v=1/211—+A+B dir.

Enerji 6zdegeri olarak

2
E=- n+l—l \/—1—+A—B+\/1+A+B
2 2{V4 4

sonucu bulunur (20).
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[4.140]

[4.141]

[4.142]

Scarf-II potansiyeli i¢in burada elde edilen sonuglar, b6liim 3’te elde edilen sonuglarla

aynidir. Bu durum, farkli yaklasimlar ile Darboux doniigiimiinii kullanarak ayni

sonuclarin elde edildiginin bir gostergesidir.
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5.SUPER SIMETRIK WENTZEL KRAMERS BRILLOUIN YAKLASIMI

Klasik ve kuantum mekaniksel sistemlerin etkilesme potansiyelleri oldukc¢a fazla
olmasina ragmen tam ¢6zlimlerinin sayist oldukga azdir. Genel olarak bu etkilesmeler
icin relativistik olmayan Schrédinger denkleminin tam analitik ¢6ziimleri parmakla
sayillabilecek kadar az sistem igin yapilabilmektedir. Bu yiizden birgok sistemi
aydinlatabilmek ve karsilik gelen denklemleri ¢ozebilmek icin yaklagim metotlan
kullanilmaktadir., S6z konusu yaklagim metotlarindan bazilari, pertiirbasyon, varyasyon,
Wentzel Kramers BrillouinlWKB) metotlaridir (24). Calismanin bu kesiminde,
Darboux yaklagimi yardimi ile SWKB metodu incelenecektir.

5.1 SWKB Kuantumlanma Sart1

Bir boyutlu V(x) potansiyel gukuru icin WKB kuantizasyon sart1

N 2m(E® — ¥ (x) Jdx = (rz + %)ﬂh ,(0=0,1,2,...) [5.1]

dir. Burada x, ve x, , klasik doniim noktas: olarak adlandirilir
EM® =V(x) =V (x,). [5.2]

Siiper simetrik kuantum mekanigi yaklasiminda enerji skalalan farklidir. Temel

durumda enerjisi sifira ¢ekilir. Potansiyel ifadesi
V() =V (x)-E, [5.3]
bi¢imindedir ve temel durum igin Schrédinger denklemi

_ﬁdijo(x)
2m  dx’

+ () (x) =0 [5.4]

olur. Simdi siiper potansiyel ifadesi tanumlanirsa
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W)= -t ')
x)= Tom ) [5.5]
olur. Buna gore
= 2 -— _h_ !
h) = () == W' () [5.6]

bulunur. $imdi,Es. 5.3’te 5.6’y1 ve sonra Es. 5.1°de yerine yazilirsa

J’ Zm[E,(,')SWKB -W2(x)+ _h w (x)}dx = (n + %Jzz’h [5.7]
X m

om

elde edilir. Burada EV*® = ES*®® _E  dir. Bu enerji ¥,(x) potansiyeli igin n.

durumun SWKB enerjisidir. Es. 5.7 ‘nin sol tarafi #’nin kuvvetlerine gore agilirsa,

V,(x) i¢in SWKB kuantizasyon sart1

(]\/Zm[Eﬁ"SWKB —Wi @) =nm , (0=0,12,...) [5.8]

olarak bulunur. aslinda bu ifade serinin ilk terimidir. Burada ¢ ve d doniim noktasi
olarak

JEO¥XE = W (c) =W (d) [5.9]

gibi tamimlanir. Siiper simetrik kuantum mekaniginde V,(x) olarak tammlanan

potansiyele V(x), es potansiyeldir

V,(x) = W2 (x) + —— " (). [5.10]

V2m

Benzer sekilde, Es. 5.10 Es. 5.1°de yerine yazilirsa V, (x) i¢in SWKB kuantizasyon sart1

de?m[Ef,”"’“ WA (x)dx = (n+ Dk, (0=0,1,2,...) [5.11]

olarak elde edilir (24).
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5.2 Sé6zde Harmonik ve Mie Tip Potansiyeller icin SWKB Coziimleri

Siiper simetrik WKB metodu , analitik ¢oziilebilir potansiyellerin spektrumunu tiretmek -
i¢in ¢ok yararl olan tekniklerden biridir (23).

Burada, ii¢ boyutlu harmonik olmayan titresici incelenecektir. Morse potansiyeli
genellikle harmonik olmayan titresici i¢in kullamlmigtir. Bu nedenle , potansiyel orijinde
sifir olmaz. Fakat, Mie tip ve s6zde harmonik potansiyel i¢in bdyle bir sorun yoktur.
Ayrica , lineer ve lineer olmayan sistemlerin enerji spektrumlan i¢in sézde harmonik

potansiyel kullanilmugtr.

Simdi, relativistik olmayan Hamiltoniyen yazilirsa

- W
Bee LV 5.12
V(@) [5.12]

olur ve Eo gercek temel durum enerjisi; ¢70, H *nin uygun 6z fonksiyonudur. Siiper
simetrik kuantum mekaniginde Hamiltoniyenin yapis1 H = H- EO seklindedir ve H’nin
temel durum enerjisi sifirdir. Hamiltonyen ¢iftinin her ikisi de su formda yazilirsa

n d’

H=H, =--—=
2m dx*

+V,(x) [5.13]

I

H, =

olur ve temel durum i¢in Schrédinger denklemi

2 2

H_¢y(x) = (—;—m% +V. (x)J% (x)=0 [5.14]

dir. Sonug olarak

H =”—2(—d—2+——¢°"(")J [5.15]
m & 4o(x)
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bulunur. Burada ¢,(x), H_’nin normalize edilmis temel durum o6zfonksiyonudur.
Normal stiper simetri i¢in H = H_ se¢mek uygundur. E; durumu hari¢ H_’nin

spektrumu H, ile aynidir.

Bunlara dayanarak agagidaki islemci ifadeleri

h{d ¢
A=—|—-= 5.16.
V2m (dx ¢°J [ a]
yazilabilir ve bu iglemcinin hermityen eslenigi
+ h d ¢0’
A so—| —— = 5.16.b
v2m[ dx ¢o] [ :
seklindedir. Buradan
A*'A=H_,
2 2
=g === 9 1y, [5.17]
2m dx”
nodé <
V(x)=V_ (x)————| % 5.18
LX) =V_(x) mdx[%J [5.18]

sonuglarn elde edilir.

V. ve V_ potansiyelleri siiper simetrik yardimci potansiyel olarak adlandirlir. Aym
zamanda gergek potansiyel V igin, V_ =V - Eo bagintis1 yazilabilir.

Bu pratik olarak siiper potansiyel W(x) seklinde gosterilir. ¢,, H_’nin temel durum

dzfonksiyonudur, W(x) ile ¢, arasindaki bagint1 Es. 5.5’te gosterildigi gibi

W(x) = —\/—z_g(z—"j [5.19]

seklindedir ve buradan H, Hamiltonyen ¢ifti yazilirsa
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2 2
H, = L d—+W2(x)i—g—W'(x) [5.20]
m

—_2; dz* N

olur. Es. 5.20°deki potansiyel i¢in Riccati denkleminin ¢6ziilmesiyle W(x) bulunur

V,(x) = W (x) & — W' (x) . [5.21]
m

o

H, i¢gin SWKB kuantumlanma sart:

172

l][zm(E; —Wi(x))| dx=@m+Dah , @0,12,.) [5.22]

olarak elde edilir. Burada E,, V, siiper simetrik es potansiyelinin enerji 6zdegeridir
(23).

Ilk olarak Mie tip potansiyelin bir 6zel durumunu goz Oniine alarak, bu ydntemi

uygulayabiliriz. Mie tip potansiyelin genel gosterimi

V(r>=D{ B (Ejm— " [3” [5.23]
m-—n\r m-—n\r

olarak temsil edilir. Burada D,, r = o ’da iki atomlu molekiiler sistemlerde, molekiiller

aras etkilesim enerjisidir ve m > n iken daima bu ifade dogru sonug verir. Eger m=2n ve

n=1 yapilirsa Es. 5.23 ifadesi indirgenmis olur. Yani

V(r) = Do(ﬂj - 200(5j
r r

D,c® 2D
r? r

Vr)= -r’% - g [5.24]
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olur. Burada 4= Dy0” ve B=2D,o du. r =0 ‘da bir tekil minimum meydana gelir

ve enerji — D, degerinde olur.
V,, potansiyeli i¢in Hamiltoniyen

n: d*> (e+)R* A4 B

= 5.25
O 2mdr* 2mr* P r [5-25]
die. Es. 5.21 ve 5.24°ten, Es. 5.25 i¢in
B/2 a+(a? +C)"?
w(r)= 2 vz ( ) [5.26]
a+(a” +C) r
ilk olarak bulunan siiper potansiyeldir. Burada a= (hz /8m)”2 ve

C =|ee+1)n* +2ma)/2m dir. Bs. 520 ve 5. 26’dan etkin Hamiltonyen tekrar

yazilabilir
nt d’ R B>/4 )
0 == tW ) == () - o [5.27]
2m dr 2m la'+(a2 +C) Jz
Es. 5.8 ve 5.27°den, Es. 5.24’{in tam spektrumu
2
B
E = ; Aa 2 , (0=0,1,2,...) [5.28]

i o1+ f241) + 4/ |

olarak elde edilir (23) ve Es. 5.19 ve 5.26’dan, Es. 5.24’in tam temel durum dalga
fonksiyonu Langer diizeltmesiyle (25) birlikte

1/2{1+[(2e+1)2+/4/a2]'2} exp| - —+ Br/4a’

1+[(2e+1)2+%2]’2

seklindedir. Es. 5.24’deki potansiyelin standart WKB sonucu

[5.29]

g =7
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B 172
E, = Vs ],2] , @=0,1,2,...) [5.30]

—[2n+l+ [aee+ 1)+ 4/a?

olarak bulunur (23).

Ikinci uygulama, SWKB’nin uygulanmasiyla sézde harmonik potansiyelin tam

spektrumunun elde edilmesidir. Bu potansiyel
2
v(r) =V0(L—5°-J [5.31]
r, r

dir. Bu hesaplanirken, iki atomlu molekiillerin titresim enerjileri ve dengedeki bag

uzunlugu 7, kullamlmstir. Burada kuvvet sabiti & = 81% ‘dir. Etkin Hamiltoniyen
0

2 2 2
N GV

% 2m dr? 2mr?

Br? +ri;—2V0 [5.32]

seklindedir ve burada 4 =V,r’ ve B= V‘)/rz dir. Es. 5.31 igin ¢ekici potansiyel
0

172

W(r) = Br - “”"‘1* SV N [5.33]

olarak bulunur. Burada C = [f(é +1)A* + 2mAJ/ 2m dwr. H, tekrar yazilirsa

2 2
a = —f—m%JrWz(") ——;—mW'(r) + 2@[& +(at+ C)”Z]— 2V, [5.34]

olur. Es. 5.8 ve 5.34°ten , Es. 5.31°deki potansiyelin tam spektrumu agagidaki gibi
E = 2aJ§{4n+ 2+ l(ze L1+ %2]’2 }— W, , (n=0,12,...) [5.35]

elde edilir. Es. 5.19 ile 5.33°den Es. 5.31’in temel durum dalga fonksiyonu

1+ 2041244/, . 2
¢0_=r1/2[ [(2 ) /,,,] JeXp( \/E_r__] [5.36]

da
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dir. Es.5.31°deki potansiyelin standart WKB sonucu
E, = 2aJ§(4n +2+ 4oL +1)+ A/az]’”)— W, , (0=0,12,...) [5.37]

seklindedir (23). WKB ¢oziimiindeki Es. 5.37°de £(£+1)’in yerine (£+1/2)*’nin
gelmesi SWKB ¢6ziimiindeki Es.5.35 denklemiyle ayn1 sonucu verir ki bu yukarida elde
edilmis Mie tip potansiyelin sonucu gibidir. Es. 5.32 ve 5.35’in herhangi birinde A=0
alinirsa, bu egitlikler, ii¢ boyutlu harmonik titresici potansiyelinin tam enerji spektrumu

haline gelir.
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6. SONUC VE ONERILER

Genel olarak bu galigmada; analitik olarak ¢oziilemeyen denklemleri, ¢6ziilebilir hale
getiren Darboux doniisiimii ifade edilip uygulamalarn yapilmistir. Yani baglangigtaki
¢ozlilemeyen denklemden bu dontistim sayesinde ¢oziilebilir bir denklem elde edilmigtir,
Elde edilen bu tiirdeki segilmis bazi denklemler ¢oziilerek sonuglar1 yorumlanmis ve

kuantum mekanik sistemlere uygunlugu tartigilmgtir.

Siiper simetrik kuantum mekaniginde bu déniisiimle ilgili olan islemciler verilerek siiper

potansiyelin nasil elde edilecegi goriilmiigtiir.

Ik olarak Darboux déniisiimii Hulthen potansiyeline uygulanarak Darboux potansiyeli

elde edilerek sonucun dogru oldugu goriilmiistiir.

Darboux doniisiimii genellestirilerek analitik olarak ¢oziilemeyen sistemlere c¢esitli
durumlarda uygulanabilir hale getirilmistir. Bu genellestirilmis Darboux doniigiimii, bir
boyutlu harmonik titresici sisteme uygulanarak yeni bir benzer spektrumlu potansiyel
elde edilmistir. Bulunan sonucun spektrumunun bastaki sistemin spektrumu ile benzer

oldugu goriilmiistiir.

Genel siiper simetri formalizmi verilerek, bir parcacigin temel 6zfonksiyonundan iist

seviyeye uyarilmis durumdaki 6zfonksiyonun nasil bulunacag: gosterilmistir.

Darboux doniisiimii, PT simetrik bir potansiyel olan Scarf-II potansiyeline uygulanarak
benzer spektrumlu es potansiyeli bulunmustur. Bu sonug¢ yardimiyla, farkli durumlar igin
enerji 6zdegeri ve Ozfonksiyonlar1 bulunmustur. Bunlar bashca kuantum sayilan igin

analiz edilerek sonuglarin uygunlugu goriilmiistiir.

Darboux déniigtimii, KHJ yaklasimi ve uygulamalar1 igin kullamilmistir. Perivodik

potansiyellerin ¢6ziimii igin kullamlan KHJ metodunun uygulanmas: ile Darboux

doniisiimiiniin 6nemi vurgulanmistir.
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Darboux doéniiglimii sayesinde ¢ozlilebilir hale getirilen denklemler genelde Riccati
denklemi formundadir. KHJ metodunda Riccati denklemi ¢esitli potansiyeller igin
¢oziilerek sonuglarin dogrulugu goriilmiistiir.

KHJ metodunun uygulamalarindan elde edilen sonuglar, bu konuda yurtdisinda ¢alisan
bilim adamlari ile elektronik posta aracilig ile tartisilmig ve dogrulugu goriilmiistiir. Bu

elektronik postalar, calismaya ek olarak verilmistir.

Analitik olarak ¢6ziilemeyen tlirdeki Schrodinger denklemlerinin bir ¢6ziim yolu olan
SWKB metodu lizerinde ¢ahisilmistir. Burada Darboux doéniiglimiintin etkisi
g6riilmiigtiir. Bu yontem farkli potansiyellere uygulanarak Darboux doniigiimii sayesinde
siiper potansiyel bagmntisi1 bulunmugtur. Bu baginti yardimiyla sistemin tam spektrumu

ve 6zfonksiyonu elde edilmisgtir.

Sonug olarak, bu ¢caligma ile analitik olmayan Schrédinger denklemi ¢oziilerek bu alanda
calisanlar i¢in Darboux doniistimii kapsamli bir bigimde, ¢esitli uygulamalar: ile verilmis

oldu.
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EKLER
EK-1. Anjana SINHA ile Yapilan Elektronik Yazigmalar

Bu yazigmalar, 3. bolimde 10 nolu kaynakta gésterilen makale iizerine yapilmgtir.

o,
myﬂe’t nuri_566@mynet.com

Kimden: "Anjana Sinha" <anjana23@rediffmail.com>
Kime :"nuri_666" <nuri_566@mynet.com>

Tarih  :19/03/2004 16:03

Konu :Re: darboux transformations

Dear Dr. Nurettin,

Thanks for your mail and interest in our paper. As far as I
remember, our equation is correct.
If I can be of any help in any other way, it is most welcome.

B

t o

S 0o DQ 0w

VR

On Fri, 1% Mar 2004 nuri_566 wrote :

>

>Hello Mr. Anjana;

>

> New exactly solvable isospectral
>partners for PT symmetric potentials

>

>in page 2513;

>

> b=-2q-2p+2 2?7
> b=-2g-2p+n I'm find.



> I'm not understand.

> Are you help?

> thank you Mr. Anjana,good times...
>

>Nurettin KOROZLU ANKARA/TURKEY

, .
mynet nuri_566@mynet.com
N

Kimden: "Anjana Sinha" <anjana23@rediffmail.com>
Kime :"nuri_§66" <nuri_566@mynet.com>

Tarih  :2/04/2004 11:57

Konu :Re:
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Dear Dr. Nurettin,

Sorry for the delay in reply. Please
wait till Monday, I'll let you know by that
time.

R

nOoRDQO

[N R RS Ao I 7]

On Fri, 02 Apr 2004 nuri_ 566 wrote
>Hello Mr. Anjana;

>>

>> New exactly solvable isospectral
>>partners for PT symmetric potentials
>>

>>in page 2513;

>>

>> b=-2g-2p+2 ??7?

>> b=-2g-2p+n I'm find.
>> I'm not understand.

>> Are you help?

>> thank you Mr. Anjana,good times...
>>

>>Nurettin KOROZLU ANKARA/TURKEY
>>

>

>



o
mynet nuri_566@mynet.com
b .

Kimden: "Anjana Sinha" <anjana23@rediffmail.com>
Kime :"nuri_566" <nuri_566@mynet.com>

Tarih  :5/04/2004 11:36

Konu :Re:
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Dear Dr. Nurettin,
You are right. I am sorry to say that
it was a misprint in the paper.

S~ Lo DO O

SRS RN VW Y

On Mon, 05 Apr 2004 nuri_ 566 wrote
>Hello Mr. Anjana;

>>

>> New exactly solvable isospectral
>>partners for PT symmetric potentials
>>

>>in page 2513;

>>

>> b=-2g-2p+2 ?72°?

>> b=-2g-2p+n I'm find.

>> I'm not understand.

>> Are you help?

>> thank you Mr. Anjana,good times...
>>

>>Nurettin KOROZLU ANKARA/TURKEY
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EK-2. S. Sree RANJANI ile Yapilan Elektronik Yazigmalar

Bu yazigmalar, béliim 4’teki KHJ yaklasiminin uygulamalarinda gosterilen 17 nolu
kaynaktaki makale {izerine yapilmustir.

~N\
mymt nuri_566@mynet.com
h

Kimden: "S.Sree Ranjani" <akksprs@uohyd.ernet.in>
Kime :"nuri_666" <nuri_566@mynet.com>

Tarih :23/06/2004 15:25

Konu : Re: arXiv:quant-ph/0211168 v4

Dear Nurettin Korozlu,

what you are saying is correct.Eqn 22 should be equal
to zero. Thankyou very much for taking interest in
our paper and pointimg out the mistake.

with regards

Ranjani

On Wed, 2004-06-23 at 17:10,
nuri 566 wrote: Dear
Ranjani,

Are you sure that the 22. equation is true?
accordind to me, this equation is equal to zero.

Success, in your works.

I look forward to hearing from you, immediately.

Nurettin KA-RA-zLizx
Ankara-TA4rkiye

' 3
myﬂei" nuri_566@mynet.com
N’

Kimden . akksprs@uohyd.ernet.in

Kime : "nuri_566" <nuri_566@mynet.com>
Tarih 1 25/06/2004 10:20

Konu 1 Re: Help me, please!l!

Dear Nurettin Korozulu,
Just give me some time as I am very busy at
present.Just give me a day. with regards



Ranjani
>

>

>

>
Dear Ranjani,

>
>

>
>
I can not find
> where the 12. equation came from. May you show any reference about
> the

>
>

>

>

12.equation? Or, may you do sth another, however I can solve the
> problem? I must find the reference

>
>

>

>

because my work has stopped. If you help me, I'll be grateful. Thanks
> for interesting.

73
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YAEQO! MaIL

Subject: Re: Help me, please,please!!lfrom: "S.Sree Ranjani" <akksprs@uohyd.ernet.in>
To: "nurettin korozlu" <nurettinkorozlu@yahoo.com>
Date: 29 Jun 2004 15:15:47 +0530

Dear Nurettin,

I am extreamly sorry for the delay in replying to your
mail and regret that your work had to stop. I cannot give
any reference to that particular equation as it is
obtained from the previous egns.I will try to explain how
we get it and if you hvae any trouble, you can mail

back.

I am attaching the file to this mail.Please

dont mind the bad formatting

of the file.I am doiing this in a hurry.I hope you

get an essential idea

of what is happening.If you want a ddetailed explanation
you will have to wait as I cannot send it immediately.

Hope this will help you.Feel free to ask me if you
have any further doubts.

On Tue, 2004-06-29 at 13:11, nurettin korozlu wrote:

Dear Ranjani,

I can not find where the 12. equation came
rom. May you show any reference about the

VVVHRYVYVYVYVVYV

> 12.equation? Or, may you do sth another, however I
can solve the problem? T must find the reference

>

>

>

> because my work has stopped. If you help me, I'll be
grateful. Thanks for interesting.

>

vV V V VYV
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Nurettin KOROZLU
>

>

ANKARA-TURKEY

>

>

>

Subject: Re: | am sorry

From: "S.Sree Ranjani" <akksprs@uohyd.ernet.in>
To: "nurettin korozlu” <nurettinkorozliu@yahoo.com>
Date: 07 Jul 2004 18:46:20 +0530

Dear Nurettin Korozlu,

The file you have sent me does not diplay greek alphabets
and i suppose that is the reason you are not able to get
the values correctly.Check this file and if still there
is some problem contact me.

with regards

Ranjani

Also the paper in archive is replaced with the version
accepted in the journal.This does not have hydrogen atom
but this file which I am sending should be sufficient.
with regards

Ranjani

On Wed, 2004-07-07 at 16:35, nurettin korozlu wrote:

Dear Ranjani,

I apologize that I am disturbing you again.
> How can we optain the 24.Equation from 22. and
23.Equation ? This is my last problem to solve it. I will
be so happy if you reply this mail. I know that you are
busy but I am helpless.
> Thank you for your interesting. Best regards.
>
>

>Nurettin KOROZLU/ Ankara-TURKEY

vV V V V



. Y
ynet

Kimden: "S.Sree Ranjani" <akksprs@uohyd.ernet.in>
Kime :"nuri_566" <nuri_566@mynet.com>

Tarih  :13/08/2004 14:32

Konu :Re:

nuri_566@mynet.com

Dear Nurettin Korozulu,

I have already thanked you for pointing out the mistake
in my first mail and also for taking interest in our
work. The version
in which you have pointed out the mistake was very
old.The actual version which was sent

to the journal was corrected and this happened before
receiving your mail. And this was the paper I sent

you by email which was correct in all respects.

with regards

Ranjani

On Fri, 2004-08-13 at 14:19, nuri 566 wrote:

You have published your letters' fifth version on
07.07.2004. You have corrected the mistakes which I
had showed to you. You should thank me about showing
the mistake but you didn't it at the fifth version.
I'm sorry about not taking thanks.

I lock forward to getting a mail which exists

an APOLOGY OR I want from you to publish the sixth
version of letters which exists A Thanks to me.

Best regards.

Department of physics, University of GAZI ANKARA/TURKEY



YRHOO! MAIL

Subject: Re: hello
From:akksprs@uohyd.ernet.in

Date: Wed, 4 Aug 2004 13:05:49 +0530 (IST)

To: "nurettin korozlu" <nurettinkorozlu@yahoo.com>

>Dear Nurettin,

Do you want references to potentials which can be solved
using the QHJ formalism?For that yoy can chk the
references of our papers in the archive.It is not clear
whet kind of potentials you want.

with warm regards

Ranjani

>
>
> Dear Ranjani;
>
>

how are you?Iam fine. I completed all of the
works about the article
> in the addition.can you suggest me any generalized potantial ?I
> waiting for your help. thank you very much
>
>
best
> regards
> nurettin KOROZLU
> ANKARA/TURKIYE

From:akksprs@uohyd.ernet.in

Date: Wed, 25 Aug 2004 10:33:21 +0530 (IST)
Subject: Re: helio

To: "nurettin korozlu" <nurettinkorozlu@yahoo.com>

Dera Nurettin,

I understand your problem with english.I should
clarify.As I said earlier,

the mistakes you have pointed have been already
corrected before you sent
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in the mistakes to me. Before receiving your
communications, we had corrected and that was

accepted by the journal and the ppaer was already
published in the ' modern physics letters A'.BUT WEDID
NOT REPLACE THE OLDER VERSION IN ARCHIVES WITH ACCEPTED
VERSION.The version you were studying a very old one,
hence I sent you a correct version. This problem

was caused because I did not replace the old

version with the new corrected one.I am sorry about
that.So, please understand that

the mistakes you have pointed out were already corrected. Hence I
cannot

put your name in the acknowledgements. But I personally
acknowledge you for taking the trouble and taking the
interest in our work.

with warm regards

Sree Ranjani

PS: Your previous mail was very aggressive.I
understand that your native

language is not english but that does not mean you
write a mail which sounds so demanding and rude.

Dear Ranjani,

Last year, after reading your work on "Bound State Wave Functi:cns
through the Quantum Hamilton-Jacobi Formalism" v4 1 April 2003, I
noticed a few mistakes. I sent you corrections for problems number
11, 12, and 22 respectively. However, when v5 of 7July 2004 was
released, my name was missing from the "Acknowledgements" section.

vV V.V VYV VYVVYV

Since you did receive my earlier work and thanked me for 1t, :
would

> like to request having my name acknowledged as well. I apologize
for

> any confusion. I am not a native English speaker (I am a Turkx), =:

—H

asked an English speaking friend of mine to assist me with thkis
letter.

I await your response and acknowledgment.

With best regards,

vV VVVVYVVYV

Nurettin
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