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OZET

Bu tez calismasi, Minkowski dort-boyutlu uzayda tanimli uzaysal egrilerin
Darboux catist altinda incelenmesini ve bu egrilerin slant helis 06zelliklerinin
karakterizasyonunu konu almaktadir. Calismanin temel amaci, Oklid uzaymda
tanimlanan klasik slant helis kavramini1 Minkowski 4-uzayina uyarlamak ve bu baglamda
ortaya ¢ikan geometrik yapilarin diferansiyel Ozelliklerini ortaya koymaktir. Bu
calismada ele alinan tiim egriler, yay uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmis birim

hizl1 uzaysal egriler olarak kabul edilmistir.

Tez dort ana boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde, ¢alismanin motivasyonu
ve literatlir 6zeti verilmis; Minkowski uzayimnin temel yapisi, uzaysal-zamansal-1siksal
egri ayrimi, Frenet catis1 ve egrilik kavramlar ayrintili bigimde sunulmustur. Ikinci
boliimde, Minkowski 4-uzayinda uzaysal egriler i¢in Darboux ¢at1 tanimlanmig, Darboux
vektor alanlari elde edilmis ve bu vektorlerin geometrik anlamlart agiklanmistir. Ayrica,
k-tip ve (k,m)-tip slant helis kavramlariin matematiksel altyapis1 bu bolimde
kurulmustur. Uglincii béliimde, calismanin ana sonuglari yer almakta olup, uzaysal
egrilerin k -tip ve (k,m)-tip slant helis olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosullar
tiretilmistir ve Darboux vektorlerine dayali birinci mertebeden dogrusal olmayan
diferansiyel denklemler, teorik bulgular, Ornekler ve grafiklerle desteklenerek

tartistlmigtir.  Dordiincii ve son bolimde ise elde edilen sonuglar genel olarak



degerlendirilmis, caligmanin literatiire sagladigi katkilar vurgulanmig ve ileride

yapilabilecek ¢aligsmalar i¢in Oneriler sunulmustur.

Anahtar kelimeler: Slant helis, Darboux vektorii, uzaysal egri, Frenet egrisi,

dogrusal olmayan denklem.
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ABSTRACT

In this thesis focuses on the investigation of space-like curves defined in
Minkowski four-dimensional space under the Darboux frame and on the characterization
of their slant helix properties. The main objective of the study is to adapt the classical
concept of slant helices, originally defined in Euclidean space, to Minkowski 4-space and
to reveal the differential geometric properties of the resulting structures. Throughout this
study, all curves under consideration are assumed to be unit-speed space-like curves

parametrized by arc length.

The thesis consists of four main chapters. In the first chapter, the motivation of
the study and a review of the related literature are presented; the fundamental structure of
Minkowski space, the classification of curves as space-like, time-like, and light-like, as
well as the Frenet frame and curvature concepts are discussed in detail. In the second
chapter, the Darboux frame for space-like curves in Minkowski 4-space is defined, the
associated Darboux vector fields are derived, and their geometric interpretations are

explained. Moreover, the mathematical foundations of k -type and (k,m)-type slant
helices are established in this chapter. In the third chapter, which contains the main results
of the study, the necessary and sufficient conditions for space-like curves to be k -type
and (k,m)-type slant helices are derived. In addition, first-order nonlinear differential
equations based on Darboux vectors are obtained and discussed together with theoretical

findings, examples, and graphical illustrations. In the fourth and final chapter, the

I



obtained results are evaluated in general terms, the contributions of the study to the

existing literature are emphasized, and suggestions for future research are presented.

Keywords: Slant helix, Darboux vector, space-like curve, Frenet curve, nonlinear

equation.
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1 GIRIiS

Son yillarda egri teorisi lizerine yapilan ¢alismalar yalnizca diferansiyel geometri
alaninda degil, biyoloji, fizik ve miihendislik gibi birgok alanda da 6nemli bir yer
edinmistir. Ozellikle biyologlar DNA'nin yapisin1 modellemede, elektrik miihendisleri
elektrik akiminin analizinde ve fizikgiler dalga denklemlerinin ¢oziimlenmesinde egri
teorisinden faydalanmaktadir. Geometrik agidan bakildiginda ise egrilerin yapisina dayali
olarak gelistirilen Frenet catis1 araciligiyla pek ¢ok geometrik kavram tanimlanmis ve
yorumlanmstir. Egriler {izerine yapilan calismalar, Oklid, Lorentz ve Minkowski
uzaylarinda hem 3-boyutlu hem de 4-boyutlu durumlar dikkate alinarak gelistirilmistir.
Her bir uzayin i¢ yapisina bagl olarak egri kavrami farkli sekillerde tanimlanmis ve bu
durum, her bir uzay1 digerinden daha 6zgiin ve ilgi ¢ekici kilmistir. Bu gercevede,
ozellikle Oklid ve Minkowski uzaylari, detayl aragtirmalar gerektiren yapilari nedeniyle
dikkat cekmektedir. Bu tiir uzaylarda tanimlanan Frenet ¢atisi kullanilarak helisler, egik
helisler, Bertrand egrileri, involiit ve evoliit egrileri gibi pek ¢ok 6zel egri tiirli literatiire
kazandirilmistir. Son yillarda, klasik egik helis kavraminin genellestirilmesiyle ortaya
cikan k -tip egik helisler de calismalarin odak noktasi haline gelmistir. Bu tiir egriler,
ozellikle Minkowski 4-uzayinda Darboux vektorlerinin oynadigi role bagli olarak
tanimlanmistir. Literatiirde cesitli aragtirmacilar bu kapsamda Darboux catisi altinda yeni
karakterizasyonlar sunmus, null oskuleyen egriler, dogrultan egriler ve spiral yapilar gibi

farkli egri tiirleri tizerinde ¢alismiglardir.

Glinlimiizde diferansiyel geometri alaninda 6zel egrilerin ele alinmasi, hem
matematiksel kuramin gelisimi hem de farkli disiplinlerdeki uygulamalar1 agisindan
onemli bir arastirma konusu haline gelmistir. Bu baglamda, slant helisler, 6zellikle
Minkowski uzay-zaman geometrilerinde 6nemli bir yer edinmistir. Ilk olarak Izumiya ve
Takeuchi [1] tarafindan Oklid uzaynda tamimlanan slant helis kavranmi, daha sonra
Minkowski 3-uzay1 ve 4-uzayina uyarlanarak genisletilmistir. Slant helis, sabit bir vektor
ile belirli bir Frenet vektoriiniin i¢ carpiminin sabit olmasi durumunda, egrinin
genellestirilmis bir helis yapisina sahip oldugunu ifade eder. Darboux vektorii, egrinin
yerel donme davranigini temsil eden ve Frenet denklemleriyle yakindan iliskili bir

vektordiir. k -tip kavraminda ise k degeri; hangi Frenet vektoriintin V, ya da Darboux
vektoriiniin (D, ) sabit bir vektorle i¢ c¢arpiminin sabit oldugunu belirtmektedir.

Minkowski uzayinda tanimli egriler, yapilar1 geregi uzaysal, zamansal ve 1siksal olmak



tizere li¢ ayr1 sinifa ayrilmaktadir. Bu ayrim, egri teorisinin Lorentz ve Minkowski
geometrilerindeki gelisimini énemli 6lgiide etkilemistir. O’Neill’in [2] yari-Riemann
geometrisine iliskin ¢aligmalar1 bu alanin temelini olustururken; 6zellikle zamansal ve
1s1ksal egrilerin karakterizasyonu konusunda Ilarslan ve Nesovi¢ vd. [6-8] 6nemli
katkilarda bulunmuslardir. Bu ¢aligmalar, oskuleyen, dogrultan ve spiral egrilerin yapisini
ayrintili bigimde ortaya koymustur. Darboux catisi, klasik Frenet ¢atisina alternatif olarak
gelistirilmis  olup, bu c¢ercevede tamimlanan  Darboux  vektorleri  egri
karakterizasyonlarinda etkili bir rol oynamistir. Diildiil [3], Minkowski uzayinda
Darboux vektorlerinin roliinii oynayan vektor alanlar1 ve diizlemleri tanimlamig; Camci
vd. [5] ise harmonik egrilikleri ve genellestirilmis helisleri incelemislerdir. Akgiin [4],
Minkowski uzayinda yeni tip Frenet egrilerini tanimlayarak bu alana farkl bir bakis agis1
kazandirmigtir. Ote yandan, Oztiirk vd. [9] Oklidyen dort-boyutlu uzayda yeni egri
karakterizasyonlar1 sunmuslardir. Walrave’in [10] doktora tezinde Minkowski
uzayindaki ylizey ve egri yapilart ayrintili sekilde ele alinmistir. Williams [11], dort
boyutlu uzayda vektorlerin ii¢lii carpimi tlizerine ¢alismis; Yayh vd. [12] ise modifiye
edilmis Darboux vektorlerine dayanan yeni dogrultan egriler tanimlamislardir. Ali ve
Onder [13], Minkowski uzay-zamaninda dogrultan egriler iizerine Onemli
karakterizasyonlar ortaya koymus; Keles vd. [14] ise LP-Sasakian manifoldlarda
biharmonik egriler lizerine odaklanmislardir. Literatiirde ayrica k -tip egik (slant) helisler
olarak adlandirilan 6zel egriler de tanimlanmistir. Bu baglamda Ali, Lopez ve Turgut [6],
Nesovi¢ vd. [7] ve Zhou vd. [8], Minkowski ve hiperbolik uzaylarda k -tip slant helisleri
incelemislerdir. Yilmaz ve Bektag [9], slant helislerin yapisin1 Sapientiae dergisinde ele
alirken; Bulut’un [10-12] ¢aligmalart hem Minkowski hem de Oklid uzaylarinda k -tip
slant helislerin farkli ¢at1 yapilarina gére tanimlanmasina onciiliik etmistir. Bu ¢calismalar,
Minkowski uzayindaki egri teorisinin farkli yonlerini ele alarak hem kuramsal hem de

uygulamali agidan 6nemli katkilar sunmustur.

Bu ¢aligmada, Minkowski dort-boyutlu uzayda bazi 6zel tiir Darboux egik (slant)
helisler incelenmis; bu helislerin geometrik karakteristikleri ortaya konularak Lorentz
uzayinda farkli cat1 yapilarina gore tanimlanabilecek yeni egri tiirleri Onerilmistir. Ayrica
Bulut [16]’da, diferansiyel geometri baglaminda Darboux vektoriine dayali dogrusal
olmayan diferansiyel denklemler tiiretilmis ve bu denklemler analiz edilerek geometrik
yapilar ile diferansiyel denklem ¢o6ziimleri arasindaki iliski kurulmustur. Bulut ve Eker

[17], Lorentz uzayinda Darboux ¢atisina gore tanimlanan k -tip ve (k,m)-tip egik (slant)



helislerin yapisini ele almis; bu 6zel egrilerin karakterizasyonlarini ve 6rneklerini sunarak
teorik altyapiy1 olusturmuslardir. Bulut [ 18]’de, Minkowski 4-uzayinda ED-¢atisina gore
tanimlanan (k,m)-tip egik helisler analiz edilmis; bu egrilerin geometrik 6zellikleri
ayrintili bigimde incelenmistir. Bulut [19], Lorentz uzayinda zamansal egriler {izerinde
esbicimsel (equiform) diferansiyel geometri ¢atisinda 6zel helis tiirlerini aragtirarak
zamansal egriler i¢in 6zgiin bir helis tanim1 6nermistir. Son olarak Bulut ve Tartik [20],
Oklidyen dort-boyutlu uzayda paralel tasima c¢atisina gore tanimlanan (k,m)-tip egik
helisleri tanitmis ve bu egrilerin matematiksel Ozelliklerini diferansiyel denklemler
yardimiyla ayrintili olarak incelemislerdir. Bu baglamda, biz de c¢alismamizda
Minkowski uzayinda 6zel bir egri sinifin1 incelemeyi amacgliyoruz. Literatiirdeki

caligmalar 15181nda, Minkowski 4-uzayinda uzaysal egrilere karsilik gelen k—tip ve
(k,m)—tip slant helislerin tanimi yapilmakta, bu helislerin Darboux ¢atis1 altindaki

karakterizasyonlart sunulmakta ve dogrusal olmayan diferensiyel denklemleri elde
edilmektedir. Boylece hem teorik olarak yeni bir katki saglanmakta hem de mevcut
geometri literatiirii genisletilmektedir.

Bu c¢aligmada, Minkowski 4-uzayinda tanimlanan uzay-zaman egrileri

baglaminda k —tip ve (k, m) —tip egik helisler incelenmis, bu egriler Darboux vektorleri

yardimiyla tanimlanmis ve egriliklerine bagli karakterizasyonlar1 sunulmustur. Ayrica,
Minkowski 4-uzayinda uzaysal egrilerin Darboux catisina gore tiiretilen dogrusal
olmayan diferensiyel denklemleri elde edilmistir. Boylece, hem teorik hem de uygulamali

anlamda egri teorisine katki saglanmas1 amag¢lanmistir.
1.1  Temel Kavramlar

Bu béliimde ¢alismaya esas olan tiim tanimlar ve 6nermeler [4-23] kaynaklarindan

elde edilmistir.

Tamm 1.1. R" vektor uzayinda p,q e R" ve (,):R"xR" — R ifadeleri verilsin

(p.q9) > {(p.q) =Y. P4,

i=1

fonksiyonuna Oklid i¢ ¢arpimi denir.



Tamm 1.2. peR” ve |.|:R" - R olmak iizere

p—|pl=+(p.p)

fonksiyonu R"uzayinda bir normdur.

Tanmm 1.3. 4:R"xR" —> R olmak lizere

(p.q)—>d(p.q)=|p-d|

fonksiyonu R" uzayinda bir metrik belirtir. Metrik ile R" uzayma Oklid Uzay: denir. Bu

uzay E" ile gosterilir.

Tanmim 1.4. «:1 — R" biciminde ki diizgiin « doniisiimiine R" uzayimnda bir egri denir.
I c R agik araligna egrinin parametre aralifi ve sel degiskenine ise egrinin

parametresi denir.

Tamm 1.5. «:1 - R" bir egri ve J bir agik aralik olsun. 4:J — I difeomorfizmine,
a egrisinin bir parametre donlisimi denir. aoh ve « egrisinin h ile yeniden

parametrelendirilmis halidir.

Tamm 1.6. «:1 — R" bir egri olmak tizere

, da(s) (de, da, da,
a'(s)= ~ —( s (5), s (8)seeenes ( )j

vektoriine bu egrinin a(s) noktasindaki hiz vektorii denir.

Tanmm 1.7. Bir egrinin biitlin noktalarinda ki hiz vektdrleri sifirdan farkli ise bu egriye

regiiler egri denir.



Tamim 1.8. Bir egrinin hiz vektdrlerinin sifir oldugu noktalara egrinin singiiler noktalar1

denir.

Tamm 1.9. a:] > R" ve |a'|:1 > R" egrisi regiiler bir egri olsun.

s=>[a'|)=]a'®]

ile taniml1 || o ’|| fonksiyonuna, bu egrinin skalar hiz fonksiyonu,

a'(s) || reel sayisina

da bu egrinin «(s) noktasindaki skalar hizi denir.

Tamim 1.10. o :1 — R" egrisi igin her bir s € I noktasi || a'(s) || =1 ise bu egriye birim

hizli egri ve s parametresine de yay parametresi denir.

Tanim 1.11. o :1 > R" ve a,b e olsun.
b
t=.|.||a'(s) ||ds

reel sayisina egrinin (a) ve a(b) noktalar arasindaki yay-uzunlugu denir.

Tanim 1.12. o :1 —- R" ile taniml diferensiyellenebilir bir egri olsun

sistemi linner bagimsiz olmak tizere. & lineer bagimsiz sisteminden elde edilen
{VI,VZ,....,V,} ortonormal sisteme, & egrisinin ~ Serret-Frenet r- ayakli alani,
{Vl(s),VZ(s),....,Vr(s)} sistemine s el noktasindaki Serret-Frenet r- ayaklisi denir ve

her bir V,(1<i<r) vektoriine de Serret-Frenet vektorii denir.



Tammm 1.13. o:1 >R" ve aegrisinin yay parametresi solmak iizere «a(s)
noktasindaki Serret-Frenet r- ayaklist {V,(5),V,(s),....V.(s)}ve k,:I1 >R, (1<i<r)

olmak tizere,
$ =k (8) =V, (). Vs (5))

seklinde tanimlanan k, fonksiyonuna « egrisinin i. egrilik fonksiyonu denir ve Vsel

icin k,(s) sayisina da a(s) noktasinda « egrisinin i. egriligi denir.

Onerme 1.14. «:1 — R" ile tanimh diferensiyellenebilir bir egri olsun. € I ,bu egrinin

bir parametresi olmak iizere « egrisinin a(t) noktasindaki

{T(t), N(t),B,(t),B, (t)} Frenet vektorleri

1
Tt)=——a'(t
B 0

_ e @[ a0 -{aw,a'®)aw
| @ @'~ (a'0),a"@®)) ')

N(1)

B (t)=¢B,(t)xT(t)xN(t)

B(t)=¢ THOXN@)xa"(t)
IT()xN@)yxa"@)|

seklinde hesaplanir.

Onerme 1.15. el o egrisinin herhangi bir parametresi olsun. « egrisinin a(t)

noktasindaki Frenet egrilikleri sirastyla k,(¢),k,(t) ve k,(t) olmak iizere,

6



la' @] o)~ {a'@). ")) ex'(0)

kl([) =

@
k (t) _ ||T(t)><N(Z)xa"'(t)””a,(t)”
| H”a O a'O-(a't)a"O)a ’(t)H
ky(1) = (o' ®.B,)

IT@)x N(@t)xa"@)||er'@)||

seklinde hesaplanir.

Tamm 1.16. «:1 — E* egriligi sifirdan farkli birim hizli bir egri olsun ve Frenet

elemanlari, {T,N ,BI,BZ} olsun.

a:1— E* egrisinin a(s) noktasindaki esas birim normal vektorii N(s),bir U birim

vektorii ile sabit bir € agis1 yapiyorsa, o egrisine slant helis denir.

<N(s), U> =cosd,

Tanmm 1.17. «:1 > E* egrisinin a/(s) noktasinda ikinci birim binormal vektorii B, (s)

, bir U birim vektorii ile sabit bir € agis1 yapiyorsa yani egri boyunca

<Bz(s),U> =cosd,

ise a egrisi B, -slant helis olarak adlandirilir.

Onerme 1.18. Birim hizli bir «r egrisi R* uzaymda bir B, -slant helis olabilmesi icin

gerek ve sart



’ N\ 2
ks +L2 ks = tan” @ = sabit
k, k™| k,

denkleminin var olmasidir. Burada @ ,ikinci birim binormal vektor B, ile bir U birim

sabit vektori arasindaki sabit acidir.

Onerme 1.19. «, R de {T. N, B,, B,} Frenet denklemleri ile verilen bir egri olsun ve
u sabit bir dogrultu olmak iizere

1) Eger <T, U> = ¢, olacak sekilde ¢, € IR varsa o egrisine 1.tip slant helis (veya genel
helis),

2) Eger <N , U> = ¢, olacak sekilde ¢, € IR varsa « egrisine 2.tip slant helis (veya
slant helis),

3) Eger (B,, U) = c, olacak sekilde ¢, € IR varsa o egrisine 3.tip slant helis,

4) Eger <BQ,U > = ¢, olacak sekilde ¢, € IR varsa « egrisine 4.tip slant helis denir.



2 MATERYAL VE YONTEM

Minkowski uzayr R}, standart bir vektor uzay1 olup, belirsiz (indefinite) diiz bir

metrikle donatilmistir. Bu metrik,
(,y=da +da; +da; - da;

seklinde verilir. Burada (q,,4a,,a;,a,), IR} 'in dikdortgen koordinat sistemidir. IR} 'teki
bir u vektori, sirasiyla (u,u) >0, (u,u)<0 veya (u,uy=0 (u#0) kosullarini
sagliyorsa, uzaysal (space-like), zamansal (time-like) veya null (1s1ksal, light-like) olarak
adlandirilir. # vektoriniin normu ||u||=.”<u,u>‘ ile tamimlanir. Iki vektor u ve w,

(u,w)=0 ise birbirine ortogonaldir.

Keyfi bir egri a:1 — R}, yerel olarak hiz vektorleri a'(s) 'nin tiimii uzaysal,
zamansal veya null ise, sirasiyla uzaysal, zamansal veya null egri olarak adlandirilir. a(s)
egrisi boyunca hareket eden Frenet ¢atist {T,N,B,,B,} ile gosterilsin. Bu durumda
T,N,B,, B, vektor alanlar1 sirastyla teget, asli normal, birinci binormal ve ikinci binormal

vektor alanlaridir.
a, R} 'te yay uzunlugu parametresi s ile parametrelendirilmis bir uzaysal egri
olsun. Uzaysal egri & i¢in asagidaki Lemma 2.1. ve Lemma 2.2. gegerlidir [3].

Lemma 2.1. N vektoriiniin zamansal (time-like) oldugunu varsayalim. Bu durumda,
a(s) uzaysal egrisi i¢in yalnizca bir Frenet ¢atis1 {7, N, B,, B,} bulunur ve bu ¢atiya ait

Frenet denklemleri su sekildedir:

T'=kN

N'=kT +k,B, n
B'=k,N +k,B,

B,'=—k;B,



Burada T,N,B, ve B, karsiikli olarak ortogonal vektorlerdir ve
(T.,T)=(B,,B,)=(B,,B,)=11le (N,N) =—1 kosullarin1 saglarlar. k, = k,(s), k, = k,(s)
, ky =k;(s) fonksiyonlar1 sirastyla a(s) uzaysal egrisinin birinci, ikinci ve lgiinci
egrilikleri olarak adlandirilir. Bu ¢aligma boyunca, tiim bu egriliklerin £,(s) #0 (1<i<3)

kosulunu sagladigini varsayacagiz [3].

Lemma 2.2. N vektorii uzaysal (space-like) ve B, vektorii zamansal (time-like) olsun.

Bu durumda, a(s)egrisi zamansal bir egridir ve asagidaki Frenet denklemlerini saglar:

T'=kN

N'=-kT +k,B, 2)
B,'=k,N +k,B,

B,'=kB,

ve T,N,B,,B, vektorleri birbirine dik (ortogonal) olup su i¢ carpim kosullarimi

saglarlar: (T,T) =(N,N)=(B,,B,)=1, (B,B,)=-1.

Burada, k, =k, (s), k,=k,(s) ve k; =k,(s) fonksiyonlar: sirasiyla zamansal
egri a(s) nin birinci, ikinci ve tiglincii egrilikleri olarak adlandirilir. Bu ¢calismada, tiim

egrilik fonksiyonlarinin sifirdan farkli oldugunu k,(s) #0 (1<i<3) varsayacagiz.

Bu boliimde, R 'teki diizenli bir egri boyunca Lemma 2.1. ve Lemma 2.2.
kullanilarak Darboux vektér alanlar1 tanimlanmaktadir. Simdi su tanimlamalar
yapalim:

V,=T,V,=N,V,=B,,V,=B,.

T,N,B,,B,, y egrisi boyunca tanimli olan ve k,,k,,k, egriliklerinin her yerde
sifir olmayan degerler aldig1 bir Frenet catisidir. Bu durumda, y egrisi boyunca su

vektor alanlarini tanimlayabiliriz:

10



D, =k,T +kB, 3
D, =k,N +k,B,
D,=-T

Bu vektorler kiimesi D,, D,,D;,D,, y egrisi boyunca dogrusal olarak bagimsizdir [3].

Tammm 2.1. Minkowski uzay! R} 'te, yay uzunlugu s ile parametrelendirilmis ve Frenet
catis1 {V,,V,,V,,V,} (veya Darboux vektor alanlar1 {D,,D,,D,,D,}) ile tamimlanan bir
uzaysal egri y(s), k €{1,2,3,4} olmak lizere, eger sifirdan farkli sabit bir U € ]R‘I‘ vektorii
asagidaki kosulu sagliyorsa, k -tip slant helis (veya k -tip Darboux slant helis) olarak
adlandinlir: (V,,U) =sabit, veya(D,,U) = sabit).

k -tip slant helisler kullanilarak bazi birinci mertebeden dogrusal olmayan
diferansiyel denklemler elde edilmistir. ¥, Lemma 2.2 'de verildigi gibi birim hizli bir

egriolsunve {T,N,B,,B,}, y egrisi boyunca tanimli Frenet ¢atis1 olsun.

Burada k., k,,k; egrilikleri her yerde sifirdan farklidir. Simdi y boyunca

asagidaki vektor alanlarini tanimlayabiliriz:

D, =B,

D, =k,T -k B, @
D, =k,N —k,B,

D, =T

Burada {D,,D,,D;,D,}, y boyunca dogrusal olarak bagimsizdir [3].

11



3 BULGULAR VE TARTISMA

3.1  Uzaysal Egrilerin k — Tip Slant Helisleri

Teorem 3.1.1. y, ]R‘l‘ icinde {T', N, B,, B,} Frenet ¢atisina sahip diizenli bir egri
olsun. Eger y egrisi IR} 'te 1-tip slant helis ve 1-tip Darboux slant helis ise, asagidaki

dogrusal olmayan denklem elde edilir:
Y* 4+ yks — ks =0

k, K’ r 4
Burada y = k_ ve p=——1 (¢,K sabitlerdir).

2 G

ispat 3.1.1. y=y(s), ]R‘l‘ 'te 1-tip slant helis ve 1-tip Darboux slant helis olsun ve U

sabit bir sifirdan farkli yon olsun. Bu durumda,

(T,U)=¢ ®)

esitligi 7 = y(s) egrisi boyunca saglanir. (4) ifadesini (5)'te yerine koyarak,
(D,,U) =c, elde ederiz.

(5) ifadesinin s 'ye gore tlirevini alirsak,

(T',U) =0 bulunur.

Denklem (1) kullanilarak, k,(N,U) =0 ve k, #0 oldugundan,
(N,U)=0 (6)

sonucuna varilir. (6) ifadesinin s 'ye gore tlirevi alinip (1) ve (5) denklemleri kullanilirsa,

k,c, + k,{(B,,U) =0 olup buradan,

12



<B1,U> :_I]z_lcl (7)

elde edilir. (7) ifadesinin s 'ye gore tiirevi alinip (1) ve (5) kullanilirsa,

(k)
B,,U)=——| =L | ¢, bulunur.

3 2

U bir sabit vektor alan1 oldugundan, su sekilde yazabiliriz:
U=uTl +u,N +u,B, +u,B,
ve K bir sabit olmak iizere
(U,U) = K* =sabit.

Bu, birim vektér U 'nun {7, B,,B,} tarafindan gerilen alt uzayda yer aldigini gosterir.

Denklem (1) kullanilarak, U 'nun bilesenleri su sekilde elde edilir:
u, =T,U)=c

u, =(N,U)=0

13



Dolayisiyla,

U=CIT—%C1 l—i(ﬁj B,

kY (kY
K>=c¢l+c]| - +c—12 -+
k) Kk

Denklem (9)'in her iki tarafini ¢ ile bolersek,

5 2 2
K k, 1k
i == + | —
G k, ki \ k,
2

Eger u= = —1=sabit alinirsa,
1

y =—" alinirsa, asagidaki dogrusal olmayan denklem elde edilir:
2

VP4 Yk - pks =0

14
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(10) ‘un ispat1 tamamlanmistir. Teorem i¢in sayisal bir 6rnek verelim, &k, ve x4 icin

bulunan degerler kullanilarak sekli asagida gosterilmistir.

Ornek 3.1.1. y, R 'te birim hizli uzaysal bir egri olsun ve denklemi su sekilde verilsin:

B

y(s)= [% cos(2s), % sin(2s), % sinh(s), E cosh(s)J

Egrilikler ve p degerleri kolayca su sekilde elde edilir:

2
k](S)Zl, kz(s):%, k3(S)=%, lu:%

M katsayili dogrusal olmayan denklem (9)'a gore ¢oziim su sekildedir:

11
k,(s) 18

[(ﬂws_ﬁ)j N
k(s) _

15



Sekil 3.1. Ornek 3.1.1."in yaklasik ¢dziim egrileri.

Teorem 3.1.2. y, R} 'te {T,N,B,,B,} Frenet ¢atisina sahip diizenli bir egri olsun. Eger

y egrisi R} 'te 2-tip slant helis ve 2-tip Darboux slant helis ise, asagidaki dogrusal

olmayan denklem elde edilir:

2
=—+lve ¢ sabitlerdir.
2

kl
Kkt

Burada y =

Ispat 3.1.2. y=y(s), IR?'te 2-tip slant helis ve 2-tip Darboux slant helis olsun ve U

sabit bir sifirdan farkli yon olsun. Bu durumda,

(N,U) =c, (11

esitligi ¥ = y(s) egrisi boyunca sabittir. (11) ifadesinin s 'ye gore tiirevini alirsak,

16



(N.U)=0. (12)
y = y(s) nin 2-tip Darboux slant helis olmasindan dolay1,
(D,,U) =c,. (13)
(1) ifadesini (12)'de yerine koyarak su denklemi elde ederiz:
k(T,U)+k,(B,U)=0 (14)
ve (13)'yi (4)'de yerine koyarak asagidaki ifadeyi buluruz:
k,(T,U)—kB,,U) =cs. (15)

(14) ifadesini (15)'te yerine koyarsak,
k
T,U) = 2
) (kf e jcs
olup buradan,

k
N T 1
(B,,U) ( kf+k22}5 (16)

(16) ifadesinin s 'ye gore tlirevini alirsak,

17



k k)
B, U)=—| 2 |c,+| —2— | c..
(B, U) (ka (kf+k22J >

U bir sabit vektor alan1 oldugundan, su sekilde yazabiliriz:

U=uT +u,N +u,B, +u,B, (16) ve K bir sabit olmak iizere
(U,U) = K* =sabit.

Bu, birim vektér U 'nun {T,N,B,,B,} tarafindan gerilen alt uzayda yer aldigin1

gosterir. Denklem (1) kullanilarak, U 'nun bilesenleri su sekilde elde edilir:

k
t =(T.U) :[mj
1 2

u,=(N,U)=c,

u, =<B1,U)=—[k—Jc5 a7

1
2 2
k +k;

k ko)
= (B.U) [kj 2 [k,2+k22J ’

(17) ifadesini (16)’da yerine koyarsak bu sekilde yazabiliriz.

k k k ko)
U=| =2 |eT+e,N—| = |eB +] - 2 e, | =5 | ¢, |B
(karkfj TG (k12+k22j i [ (kjcz [kf+k22jch :

18



Son denklemin her iki tarafim U ile standart skaler ¢arpima tabi tutarsak ve ¢ = ﬁc2
&

5 ,
(burada ¢ = ( k2 k2 j ) alirsak, sunu buluruz:

2 2 "\ 2
(& 2OV, (kr(
KZ:?[szkzj Ci—c22+[k2_:_k2] g_lzczz{kij(kdkzn < (18)
1 2 1 2 3 1 2

2
(18) denkleminin her iki tarafin1 ¢; ile bélersek ve g =—-+1 alinirsa, dogrusal
G
olmayan diferansiyel denklem elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.
Sonug 3.1.2. y, sifirdan farkli k,k, ve k, egriliklerine sahip R 'te diizenli bir egri olsun.
Eger y egrisi IR} 'te 2-tip slant helis ve 2-tip Darboux slant helis ise, asagidaki ifade

gecerlidir:

[ ; J
KX+ k>
S AT Gabit 0.

[ k,

Teorem 3.1.3. y, R} 'te {T,N,B,,B,} Frenet ¢atisina sahip diizenli bir egri olsun. Eger
y egrisi IR} 'te 3-tip slant helis ve 3-tip Darboux slant helis ise, asagidaki dogrusal

olmayan denklem elde edilir:

n 2k, o, (s KKD) 5 |k kX,
— =2y | kT2 +H 2 -u-L A |=0
y k y 1 k2 y k2 ﬂk,f

3 3

3

kz k2 , U ZIZ—Z—I ve A sabitlerdir.
3

Burada y =

19



Ispat 3.1.3. y=y(s), R?'te 3-tip slant helis olsun ve U sabit bir sifirdan farkli yén

olsun. Bu durumda,

y =y(s), R} 'te 3-tip slant helis olsun ve U sabit bir sifirdan farkli yon olsun. Bu

durumda,

<B1’U> =C5

esitligi ¥ = y(s) egrisi boyunca sabittir. (19) ifadesinin s'ye gore tiirevini alirsak,

(B.".U)=0.

esitligi ¥ = y(s) egrisinin 3-tip Darboux slant helis olmasindan dolay1

<D3’U> =Cq

ifadesini (20)’de yerine koyarak bu denklemi elde ederiz:

ky(N,U)Y+k(B,,U)=0

ve (21) ‘i (3)’te yerine koyarak asagidaki ifadeyi buluruz:

ky(N,UY—k,(B,,U) =c,.

(22) ifadesini (23)’te yerine koyarsak, (N,U) = kzk 3622 olup buradan,
2 + 3

20

(19)

(20)

21

(22)

(23)



—k,c
B,U)=—52". 24
(B, U) k2 +k? &4

(24) ifadesinin s 'ye gore tlirevini alirsak,

k 1 k)
(T, Uy=—-"2c¢ +—(—3] C (25)
k ok \ K24k C

(25) ifadesinin s 'ye gore tiirevini alirsak,

U bir sabit vektor alan1 oldugundan, su sekilde yazabiliriz:
U=uT +u,N +u,B, +u,B,
ve K bir sabit olmak iizere
(U,U) = K* =sabit.

Bu, birim vektor U 'nun {T,N,B,,B,} tarafindan gerilen alt uzayda yer aldigin1 gosterir

ve denklem (1) kullanilarak su sekilde yazilabilir:
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U= _k_zc3+l % ¢ | T+ % N +c¢;B, + _2€6k22 B, (26)
k, k \ ky +k; ky +k; ky +k;

(26) denkleminin her iki tarafin1 U 1ile standart skaler ¢arpima tabi tutarsak ve ¢, = %Q

yazarsak, sunu buluruz:

2

k
Burada 4=| ——— |. Son denklemin her iki tarafini c; ile bolersek ve u :K—z—l,
ks +k; ‘ G

y= [—%J alinirsa, dogrusal olmayan denklem elde edilir. Ispat tamamlanmustir.

kK +k;

Sonug 3.1.3. y,sifirdan farkli k,,k, ve k, egriliklerine sahip IR} 'te diizenli bir egri olsun.
Eger y egrisi R} 'te 3-tip slant helis ve 3-tip Darboux slant helis ise, asagidaki ifade

gecerlidir:

= i =sabit # 0.
k3

Teorem 3.1.4. y, R 'te {T,N,B,,B,} Frenet ¢atisina sahip diizenli bir egri olsun. Eger

y egrisi R 'te 4-tip slant helis ise, agagidaki dogrusal olmayan denklem elde edilir:

1 2 2
V2V =0
k12y Yy —H
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2

olup c,, K sabitlerdir.

k3
Burada y=k— ve [=—;

2 Cy
Ispat 3.1.4. y = y(s), R?'te 4-tip slant helis olsun ve U sabit bir sifirdan farkli yon

olsun. Bu durumda,
<B2 s U> =Cy

esitlii y =y(s) egrisi boyunca sabittir. y =y(s) 'nin 4-tip Darboux slant helis

olmasindan dolay,
(D, U)=c¢,. (27)

ifadesini s'ye gore tiirevini alirsak, (B, ,U) =0, ve (1) ifadesini (2)’de yerine koyarak
bu denklemi elde ederiz: —k;(B,,U) =0. k, # 0 oldugundan, (B,,U) =0 olur. U bir sabit

vektor alan1 oldugundan, su sekilde yazabiliriz:

U=uT +u,N+u,B, +u,B, (28)

ve K bir sabit olmak iizere (U,U)=K* =sabit. Bu, birim vektér U 'nun {T,N,B,}

tarafindan gerilen alt uzayda yer aldigini gosterir ve denklem (1) kullanilarak su sekilde

yazilabilir:

U= ——(Ej e.T —%QN +¢,B, (29)

2

(29) denkleminin her iki tarafin1 U ile standart skaler carpima tabi tutarsak,
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2 2 2
K’=c-¢ (&j +C—‘;[§j (30)
k2 kl k2

2

4 =——1 alnirsa,

¢y

| k3 2 ) & 2_ )
T

y =— alinirsa, dogrusal olmayan denklem elde edilir ve bdylece ispat tamamlanr.
2

Bu teorem i¢in sayisal bir 6rnek verilmis olup, &, ve u i¢in bulunan degerler kullanilarak

sekli asagida gosterilmistir.

Ornek 3.1.5. y, R?'te birim hizl uzaysal bir egri olsun ve denklemi su sekilde verilsin:

7(s)=( : : V3 V3

—cos(2s),—sin(2s),—sinh(s), —cosh(s)j.

N N

Egrilikler ve 1 degerleri kolayca su sekilde elde edilir:
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2
kl(S):l, kz(s):%, k3(S)=%, ﬂ:—%

t? s
—= 5= |€
k3 (S) _ ((65)2+150 J

Dogrusal olmayan (31) ‘e gore ¢oziim bu sekildedir:
k,(s) 18t

Sekil 3.2. Ornek 3.1.5. 'nin yaklasik ¢oziim egrileri.
3.2 N Vektorii Zamansal olan Egrilerin Karakterizasyonlar:

4-boyutlu uzayda Lemma 2.1. ve denklem (1) e gore asagidaki teoremlerde 4-

boyutlu uzayda {T,N,BI,BZ} vektorleri i¢in «a(s) egrisi boyunca N vektoriiniin
zamansal i¢in (k,m)—tip slant helisler ve (k,m)—tip Darboux slant helisler elde

edilmistir. Her tip i¢in karakteristik denklem tiiretilmis ve 6rnekler sunulmustur.
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Teorem 3.2.1 «(s), 4-boyutlu Minkowski uzaymda s yay parametresiyle
parametrelendirilmis bir N vektorii zamansal ise (1,2)-tip slant helis ve (1,2)- tip

Darboux slant helis olmasi i¢in

ki +k; k,

oranlarmin sabit olmasidir.

Ispat 3.2.1 Sabit bir birim vektor U ve

(T,U)=¢,,{(N,U)=c, (32)

sabitleri i¢in (32)'nin tiirevlerini alip (1) Frenet denklemlerini kullanirsak;

d
AU = (kN.U) =k, =0, (33)

%(N,U)=(le+szl,U>:klcl+k2(Bl,U):0. (34)
(33) ve (34) denklemlerinden
¢, =0 (k;#0)
ki, +k,(B,,U)=0

Elde edilir ve (B,,U) sabit olmalidir. B, 'in tiirevi:
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%(BI,U> =(k,N +k,B,.Uy =k, -0+ ky(B,,U) =0.

k
Buradan (B,,U) =0 ve dolayisiyla (B,,U) sabitse, k_l sabit olmalidir.
2

D, = B, vektoriiniin sabit bir birim vektor U ile yaptig1 aginin kosiniisii:
cos@ =(B,,U) sabit Tiirev alinirsa:
(B, \U)=—k,(B,,U)=0 Buradan:

2
M:& sabit, dolayisiyla: 2k2 2
(B,.U) K kivk

2

sabit elde edilir.

(1,2) -tip Darboux slant helis kosulu igin Darboux vektorii: D = k,B, +k,B, Sabit bir V

vektori alirsak,

(D,V)=sabit ise (D.V)=((k,'B,+kB,'+k,'B,+k,B,"),V)=0 Frenet denklemleri

yerine yazilirsa:

(k,'—kyky )(B,, V) +(k, + kky )(B,,V)=0.

Bu denklemin ¢6ziimii i¢in:

ki'—koky _ (B,.V)
k,'+kk,  (B.V)

) . kky .
Ozel olarak k, ve k, sabitse: —— sabit elde edilir.

2

Q

3 (sabit) gibi

2
Sonug 3.2.1. Eger a(s) egrisi: k, =§ (sabit), &, :% (sabit), k; =
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egriliklerine sahipse, otomatik olarak (1,2)-tip slant helis ve (1,2)-tip Darboux slant

helistir.

Ornek  3.2.1 Minkowski uzayt  R*'te birim hizli  uzaysal egri

a(s)= (sm(s) cos(s) i, Oj icin Frenet ¢atis1 ve egrilikler:

NI

T (CO\;%S) -~ Sij}g) ’%’Oj’ N = (_sin(s),—cos(s),O, \/5)

. :(cos(s) _sin(s) _l’oj’ B, :[Sin(S),M,Q’Lj
2 2 2

1 b b 2 2 \/5

seklinde elde edilir. Burada (N,N)=—1 olup bu egri (1,2)-tip slant helis ve (1,2)-tip
Darboux slant helistir.

Teorem 3.2.2 «a(s), 4-boyutlu Minkowski uzayinda s yay parametresiyle
parametrelendirilmis bir N vektorii zamansal ise (1,3)-tip slant helis ve (1,3)- tip

Darboux slant helis olmasi igin

2 2
ki —ky = sabittir.
k1k2k3
Ispat 3.2.2 Sabit bir birim vektor U ve
<T,U> =C, <B1’U> =C5 (35)
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sabitleri i¢in (35)'nin tiirevlerini alip (1) Frenet denklemlerini kullanirsak;

di<T,U) =(k,N,U)=0=(N,U)=0, (Bu, U 'nun N 'ye dik oldugunu gosterir.)
s

d
- (BLU) =N + kB, U) = k(Bo,U) = 0= (B,,U) =0, ( Bu, U'nun B 'ye dik
S

oldugunu gosterir ve (1,3) -tip kosuluyla uyumludur.) N 'nin tiirevi:
d
d—<N,U> = <le+szl’U> = k]C1 +k2C3 =0.
s

k, C3
Bu son denklemden — =——.

. v 1 .

¢, ve c, sabit oldugundan, — oran1 sabit olmalidir.
c

2 1

2

Bu, U 'nun {7, B,} tarafindan gerilen uzayda oldugu anlamina gelir.
U=cT+c,B, (iinkii (N,UY=(B,,U)=0).
U sabit oldugundan U’ =0:
U'=cT'+c¢,B'=c¢,(kN)+c,(k,N +k,B,) = (c,k, + c;k, )N + ¢c;k, B, = 0.
N ve B, lineer bagimsiz oldugundan:
ok +ck, =0, ck;=0.

ky#0 ve ¢, #0 (aksi halde U || T olur, geliski), olup bu yiizden ¢, =0 olamaz.

U zamansal ise ((U,U) =—1). Bu durumda:
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U=c¢T+c,B, (UU)=c}+c:=-1,

U' =0 denklemi aynidir, ancak c,,c, kompleks sayilar olabilir.

2
k k2
Buradan: [—k—ij +o;=-1=¢} [k_zz + 1] =—1. ¢} sabit olmali, dolayisiyla:

1 1

2 2 2 2 2
b o csabits R g KR abii),
kl kl kl

(1,3) -tip Darboux Slant Helis Kosulu: Genel olarak Darboux vektorii D, Frenet
catisinin dontlistimiinii tanimlar. (1,3)-tip Darboux slant helis i¢in, Darboux vektorii D
ile sabit bir vektor U arasindaki a¢i sabit olmalidir. Darboux vektori, (3)'teki
{D,,D,,D,,D,} kiimesiyle iligkilidir. Ozellikle, D, =k, T —k,B, vektorii, U 'nun
bilesenleriyle  iliskilidir ve U =¢T +c¢;B, seklinde  yazilabilir  (¢linkii

(N,U)=(B,,U)=0).Bu, U 'nun D, 'ye paralel oldugunu gosterir:
D, =k,T —k,B,.

k¢, +kyc; =0 oldugundan, D, ve U arasinda bir baglant1 vardir. k, / k, oraninin sabit

2 2

—L_"2 ifadesinin sabit olup olmadigini belirler. k, /k, = 1 (sabit) ise:

17273

olmasi,
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ki-k;, Aki—-k; (AX-Dk;  A*-1
ki, — Ak,-kk, Ak, Ak

Bu ifadenin sabit olmasi igin , 'iin de sabit olmas1 veya A1° —1 ile k;'iin uyumlu olmasi
gerekir. Ancak, genel durumda bu ifadenin sabit olmasi, k,,k,,k, arasinda bir baginti

oldugunu gosterir.

Sonug 3.2.2. a(s), (1,3)-tip slant helis ve (1,3) -tip Darboux slant helis olmanin kosulu,

2 2
u Yin sabit olmasidir.
kl k2 k3

Ornek 3.2.2 o(t) = [\/5 sinh (%j ,COS (%j ,sin (%j ,\2 cosh (%D egrisinin yay

ds 1 t
arametresi — =—==5=—= ise (|T |=1) olup egrisi icin birim teget vektor ve tiirevi:
P di 3 NE) & s

Normu:

2 t 1 t 1 t 2 t 1
T'.T'"Y = =sinh?| — +—c032[—]+—sin2[—]——cosh2(—j:——.
TLI0=5 (@J o\ B9 B 9 BT

!

Dolayisiyla, k, = /|<T",T")| = %, N :% , N zamansaldir ((N,N) =—1) elde ederiz.

1

(1) Frenet denklemlerini kullanilarak B, ve B, ;
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_ TxN _ TxNxB,
|ITxN|" 2 |TxNxB,|

1

bulunur. k, ve k,, Frenet denklemlerinden tiiretilir. (k, =(N',B,), k,=(B,,B,).)

Darboux Vektorii D, = k,T —k B, olup
(D,,U)=sabit, (U,U)=-1

Bu kosul, k, ve k,'nin oranmin sabit olmasimi gerektirir ve (D,,B,)=0 (sabit)
oldugundan, egri (1,3)-tip Darboux slant helistir. Sonug¢ olarak, «(t) egrisi asagidaki

ozellikleri saglamaktadir:

1
1. a(t) bir (1,3)-tip slant helis olur: Eger k, = E sabit ve k, de sabitse, bu durumda

a(t) bir (1,3)-tip slant helistir. Ancak genel durumda, k, sabit degilse, (1,3)-tip slant
helis kosulu saglanmaz.
2. a(t) bir (1,3)-tip Darboux slant helis olur: Ciinkii (D,,B,) =0 i¢ carpimi sabit

oldugundan, bu kosul saglanmakta ve egri (1,3)-tip Darboux slant helis olmaktadir.

N

.. 1. 1
Ornek 3.2.3 a(s) =[7 S,ESIH 2S,§COS 2s,sJ egrisi yukaridaki 6rnege gore benzer

sekilde ¢oziilerek ve U =(1,0,0,0), k, =2, k,=1, k;=1 segersek, (T,U)= g ,

(B,,U)=0 sabit elde edilir. O halde

% sabit.  Dolayisiyla

3 1. 1
a(s) = (% s,Esm 2s,Ecos 2s, s] egrisi (1,3)-tip slant helis ve (1,3)-tip Darboux slant

helistir.

Teorem 3.2.3 «a(s), 4-boyutlu Minkowski uzayinda s yay parametresiyle
parametrelendirilmis bir N vektorii zamansal ise (1,4)-tip slant helis ve (1,4)- tip

Darboux slant helis olmasi igin
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kl
k2 k 3

=gsabit .

Ispat 3.2.3 Sabit bir birim vektor U ve
<Ta U> =C, <Bza U> =Cy (36)

sabitleri i¢in (36)'nin tiirevlerini alip (1) Frenet denklemlerini kullanirsak;

di<T,U> — (k,N.U) = 0= (N,U) =0,
)

d
-~ (B, U) =(kB,U) =02 (B, U) =0.

Buradan U vektorii yalnizca 7 ve B, dogrultularinda ifade edilebilir:
U=cT+c,B, (¢lnkii(N,U)=(B,,U)=0).
U sabit oldugundan U’ =0 olmalidir. Bu durumda:
U=c¢T"+c¢,B,'=c,(kN)+c,(—k;B,) = ¢,k,N —c,k,B,.

Bu ifadenin sifir vektoér olmas: icin: ¢k =0, —c,k;=0. Fakat kK, #0 ve k,#0
oldugundan ¢, =0 ve ¢, =0 olamaz; aksi takdirde U =0 olur ki bu da sabit birim vektor

tanimina aykiridir. Simdi U zamansal varsayimi altinda ((U,U) =-1):
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U=c¢T+c,B,, (UU)=c+c;=-1.

Yine U’ =0 ifadesinden:

U'=ckN +c,(—k;B,) =0= c,k,N =c,k,B,.

N ve B, lineer bagimsiz olduguna gore bu esitligin saglanmasi igin:

1

k; +k’ P k’

Buradan:
ki kyks

= u (sabit).

Teorem 3.2.4 «(s), 4-boyutlu Minkowski uzayinda (IR} ) bir uzaysal egri olsun ve N
vektorli zamansal olsun. Egrinin Frenet ¢atis1 {7, N,B,,B,} ve egrilikleri k,,k,,k, #0
seklinde ise a(s) egrisinin (2,3) -tip slant helis ve (2,3) -tip Darboux slant helis olmasi

icin
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<Bz, U > = K ¢,. olmalaridir.
3

Ispat 3.2.4 a(s), IR? 'te bir uzaysal egri olsun ve Frenet gatis1 {T, N, B,, B,} ile verilsin.
Egrinin (2,3) -tip Darboux slant helis olmasi i¢in, Darboux vektérii D, = B, 'nin sabit bir

birim vektor U ile sabit a¢1 yapmasi gerekir. Yani:

(B,,U)=c, (sabit)

saglanabilmesi i¢in B, nin tiirevi ile U arasindaki i¢ ¢arpim sifir olmalidir. (1) Frenet

denklemlerinden:

d
E<BZ,U> :_k3<B17U> =0

(B,,U)=0 olmasin1 gerektirir (¢iinkii k, #0). Ancak, ek olarak N ve B, ile U

arasindaki i¢ ¢arpimlarin da sabit olmas1 gerekir.

N vektorii zamansal oldugundan, (N,N)=-1 ve diger vektorler uzaysal (

(T,T)=(B,,B))=(B,,B,)=1). N ve B, vektorlerinin sabit bir birim vektor U ile

yaptig1 agilarin kosiniislerinin sabit olmasi gerekir. Yani,

(N,U)=c,, (B,U)=c (37)
sabitleri i¢in (37)'nin tiirevlerini alip (1) Frenet denklemlerini kullanirsak;

%<N,U> =(kT +k,B,U)=0
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d
“(BLU) = (kN +k,B,,U) =0

O halde,

k(T,U)+ky,c,=0=(T,U) :—%03.

1
(N,U) =c, oldugundan,

3
U vektori, Frenet catisi cinsinden su sekilde yazilabilir:

U =aT +bN +cB, +dB,,

burada a,b,c,d sabitlerdir. Ancak, (T ,U), (N,U), (B,,U) ve (B,,U) ifadelerini

kullanarak bu katsayilar1 belirleyebiliriz.

L (1Y =alT. )+ N+ (T B) +d(TB) =a ==,

1
2. (N.Uy=a(N,T)+b(N,N)+c(N,B)+d(N,B,y=—b=c, = b=—c,.

3. (B, U)=a(B, TY+b(B,,N)+c(B,,B,) +d(B,,B,) = c =c,.
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4. <Bz’U>=a<Bz,T>+b<Bz,N>+c<Bz,Bl>+d<32,32>:d:—%g.

3
Dolayisiyla, U vektorii:

U= —%c"gT—c2N+c3Bl —%CZBZ.

1 3

U birim vektor oldugundan, (U,U) =1 olmalidir:

k2C k2C2
2 23
p -G, +C3 + LY

U= —ﬁc3+l{%J ¢ T+[ fék32JN+c3Bl+(;Lk2szz.
AR k2 + k2 +

k k)
cﬁzfq, ve ﬁ=(k2+2k2J :
2 3
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2 2 2 2
<U,U>: —%c3+kly%c3 ﬂf— +C32+ _%CS y
| | (k5 +k? ) Alky +k3)

2
2+3

burada y = (ksz J aliip en son ifade diizenlenirse:

2 » 2 2
(U,U)ziz[—k2+£yj C32— % c32+c32+ % c32.
k, A Alks +k3) Alks +k3)

K> ko) . .
H=—-1vey= (k d 3k2j almarak dogrusal olmayan bir denklem elde edilir.U
+

G 2 TR
vektoriiniin birim vektor olmasi kosulu ((U,U) = £1), egrilikler k,, k,, k, ve sabitler c,

, ¢, arasinda asagidaki dogrusal olmayan denklemi saglamalidir:

2 2 2
2
R P I e LRt P PRt
: 5 +k; Alks +k3) Alks +k3)

k, ko)
Burada A = [ > 2] ve y= ( 3 2] olarak tanimlanir. Denklemi basitlestirmek igin
ky +k ky +k

2

4 =—-—1 alinirsa, egrilikler arasinda dogrusal olmayan bir diferansiyel denklem elde

G

2 k
edilir. ,u:K—z—l ve y=|— : 5 | tanimlamalarim kullanarak:
¢ ks +k;
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1 k.Y K k2k?
=—| -k +_3 _ 3 + 213 )
# kf( 27 yj R 2R+ K2)

Bu, k,k,,k; ve A arasinda dogrusal olmayan bir denklem verir. Eger bu denklem

saglaniyorsa, U birim vektordiir ve a(s) egrisi (2,3) -tip slant helistir.

Sonu¢ 3.2.4. Frenet denklemleri ve egrilikler i¢in, U vektoriiniin birim vektdr olmasi

kosulu, dogrusal olmayan bir denklemle saglanir. Bu denklem c¢d&ziilebilirse, «(s)
egrisinin (2,3) -tip slant helis oldugu ispatlanmis olur. Eger a(s) egrisi (2,3) -tip slant
helis ise, N ve B, vektorlerinin sabit bir birim vektor U ile yaptig1 i¢ carpimlar sabittir
ve bu kosullar (1) Frenet denklemleri ile uyumludur. Dolayisiyla, a(s) egrisi (2,3) -tip
slant helistir. Eger U, B, ile sabit a¢1 yapiyorsa ve (B,,U) =0 ise, egri (2,3) -tip slant
helistir. Ayrica, (N,U)=c, ve (B.,U)=0 kosullar1 saglaniyorsa, egri (2,3)-tip

Darboux slant helistir.

Ornek 3.2.4 R*'te bir uzaysal egri ise

a(s) = (acosh(s),asinh(s), bs cos(8), bssin(6) ),

burada a,b,8 sabitlerdir. Bu egrinin Frenet ¢atis1 ve egrilikleri hesaplanarak (2,3) -tip

slant helis oldugu gosterilebilir. Ger¢ekten,

T = a'(s) =(asinh(s),a cosh(s),b cos(6),bsin(6)).

Normu:

(T,T) = a*(sinh*(s) —cosh®(s)) + b*(cos*(0) +sin*(0)) = —a’ + b.
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Egri uzaysal oldugundan (7',7) =1 olmalidir:
—a*+b* =1=b" =a* +1.
T' = (acosh(s),asinh(s),0,0).
Normu:
(T', Ty = a’*(cosh®(s) —sinh’(s)) = a”.

Birinci egrilik: k, =Il T'll=a (giinkii (7", T") = a*).

T!
Normal vektor: N = 4 (cosh(s),sinh(s),0,0). (N,N) =cosh®(s)—sinh®(s) =—1 olup

1

o halde N zamansaldir.
N' =(sinh(s),cosh(s),0,0).
(1) Frenet denklemine gore:

N'=kT +k,B,.

Ancak

kT = a(asinh(s),acosh(s),bcos(8),bsin()).

k,B, = ((1—az)sinh(s),(l—az)cosh(s),— abcos(6),—ab sin(@)).
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Normu:

{k,B,,k,B,) = (1—a’)*(sinh’(s) —cosh’(s)) + a’b*(cos*(8) +sin*(8)) = —(1—-a’)* +a’b’.

k22 =—(1-a*)* +a’b>.

b* =a’ +1 yerlestirilirse:

ky =—(1-a’)* +a*(a’ +1)=—1+2a’ —a* +a* +a’ =3a’ - 1.

Dolayistyla:
k, =3a” - 1.
g 4 [(1=a’)sinh(s) (1-a*)cosh(s) —abcos(d) —absin(0)
" ds k, ’ k, ok, K '

Benzer sekilde,

LB, = [(1 —a)eosh(s) oy, (= @)sinh(s)

—k, sinh(s),0,0 |.
K, K , sinh(s) J

Buradan:

k2 :((l_“ )—kzj (cosh?(s) —sinh’(s)) :[(l_“k;@j .
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k; =3a’ —1oldugundan:

o [1ma=3a 1) _(2-4a’Y
’ k2 k2 '

2

Dolayisiyla: k, = . Bir egrinin (2,3) -tip slant helis olmast i¢in:

(N,U)=c, ve (B,U)=c, (sabitler)
kosullarini saglayan bir sabit vektor
U =xT + yN + zB, + wB,.

(NU)=-y=c,= y=-c,, ve (B,,U)=2z=c, ve (1) Frenet denklemlerini kullanarak:

%(MU} = (kT +k,B,,U) = k,x +k,c, zojx:_%%

1

%<BI’U> :<k2N+k3BZ’U> :kZ(_C2)+k3w:O:W:%C2,

3

Dolayistyla:

U= —&ch—c2N+c3Bl +&CZBZ.
k, - k
1 3
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2

=a, k, =3d’ — , k= —4a degerleri sabit oldugundan egri (2,3)-tip slant
k

2

helistir.

Ornek 3.2.5 a(s)= (a cosh(s/b),asinh(s/b),ccos(s/d),csin(s/ d)) ise birim teget

vektOr ve turevi;

a a c c
T =a'(s)=| —sinh(s/b),—cosh(s/b),——sin(s/d),—cos(s/d
(s) (b (s )b (s/b) y (s/d) y (s )]

T' =(b—cosh(s/b) — sinh(s/b),— cos(s/d) s1n(s/d)} kN .

2 2 T .
Buradan: kK =,/| | -|—5|, N :k_ ve Frenet denklemleri kullanilarak

1

»
[\S]

—= =gsabit

w

Elde edilir ve uygun parametrelerle

ky —kik, = sabit

Ancak U birim vektor oldugundan ve (B,,B,) =1 oldugundan, U = B, secilebilir. Bu

durumda,
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b

— =gsabit
k3

olmalidir, ¢linkii B, 'nin degisimi k, ve k, ile kontrol edilir. Darboux vektorii

D =k,T — kB, +k,B, seklinde tanimlanir. (2,3) -tip Darboux slant helis olmasi i¢in, D

'nin bir sabit dogrultuyla sabit a¢1 yapmas1 gerekir. Bu,

(D,U) =sabit

kosulunu gerektirir. U 'yu uygun sekilde secersek (6rnegin, U = D/ Il DIl ), bu durumda:

olmalidir, ¢linkli D 'nin normu ve bilesenleri bu oranlara baglidir.

Teorem 3.2.5 «a(s), 4-boyutlu Minkowski uzaymnda (IR} ) bir uzaysal egri olsun ve N

vektorli zamansal olsun. a(s) egrisinin (2,4)-tip slant helis ve (2,4) -tip Darboux slant

helis olmasi i¢in

k

2

—2 =gabit ve = sabit olmasidir.

tan |MN‘

—_
NS

ispat 3.2.5 Egrinin (2,4)-tip slant helis olmast i¢in, D, vektoriiniin (yani k,7 —k,B,)

sabit bir dogrultu (U ) ile sabit a¢1 yapmasi gerekir. Yani,
(D,,U) =sabit ve D, =k,T —k,B,

44



oldugundan,

(D,,D,) =k;{T,TY+k’{(B,,B)=k; +k’.

Z I 'nin sabit olmas1 gerekir. Bu da

D, 'nin sabit bir dogrultu ile sabit a¢1 yapmast i¢in m
2

k
—2 'in sabit olmas1 demektir. 4-boyutlu Minkowski uzayinda, Darboux vektérii:
1

W =—k,B, +k,B,

(2,4) -tip Darboux slant helis olmasi i¢in, W vektoriiniin sabit bir dogrultu (U ) ile sabit

ac1 yapmasi gerekir. Yani,
(W,U) = sabit
Bu durumda,
W =-k,B, +k,B, ve

(W.W)=k;(B,,B)+k;(B,,B,) =k; +k;

k
W 'nin sabit bir dogrultu ile sabit a¢1 yapmasi i¢in k—3 'nin sabit olmas1 gerekir.
2

k k
Sonug 3.2.5. Her iki kosul da —= ve — 'nin sabit olmasin1 gerektirir. Bu da egriliklerin
1 2

oranlarmin sabit olmasi demektir.
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Ornek 3.2.6 a(s)=(acos(4s),asin(ds),bcos(us),bsin(us)) egrisi igin  a,b, A, u

sabitlerdir ve a’A”> +b’>u” =1 (yay parametresi kosulu).
T=a'(s)= (—a/i sin(As),aA cos(As),—busin(us),bu cos(us))
ise (T, TYy=a’A>+b’1° =1 egri uzaysaldir.
T'=—aA’ cos(As),—aA’ sin(As),—bu’ cos(us),—bu’ sin(us)) =k,N .

Buradan,

(N,N)=—-1 (zamansaldir). N'=kT +k,B, denkleminden k, bulunur. Eger A= u

k, . k. ] . . .
k—zsablt ve k—zsablt oldugundan, a(s) bir (2,4)-tip slant helis ve
1 2

secilirse,

Darboux slant helistir.

Teorem 3.2.6 «(s), 4-boyutlu Minkowski uzayinda (IR} ) bir uzaysal egri olsun ve N
vektorii zamansal olsun. a(s) egrisinin (3,4) -tip slant helis ve (3,4) -tip Darboux slant

helis olmasi i¢in agsagidaki kosullar esdegerdir:

1. a(s), (3,4) -tip slant helis'tir (yani, D, vektorii sabit bir yonle sabit a¢1 yapar).

2. a(s), (3,4) -tip Darboux slant helis'tir (yani, Darboux vektdrii W =k, B, +k,B, sabit
bir yonle sabit a¢1 yapar).

k? —k? ..
-2 3 gabittir.

1k3

3.
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ispat 3.2.6 (1) Frenet denklemleri ve Lemma 2.1. kullanilarak;

D, = k;N —k,B, vektoriiniin sabit bir birim vektor U ile sabit a¢1 yapmasi gerekir:
(D,;,U) =sabit = (k;N —k,B,,U) =c.
D, 'tin tiirevi alinirsa:
D; =k;N +k,N'—k,B, —k,B, = (k; —k,k,)T + (k,k, —k,)B,.

Burada D, ve U vektorleri arasindaki agi sabit oldugundan, bu vektorler paralel

olmalidir, diizenlenirse:

o

3 = sabit.
Kk,

Darboux vektorii W =k B, + k,B, 'nin sabit bir U ile sabit ag1 yapmasi i¢in:
(W,U) =sabit = (k,B, + k,B,,U) = c.
W 'nin tiirevi alinirsa:
W'=k'B +kB, '+k,'B,+k,B,' = (k,'-k,k;)B, + (k, '+ k k;)B,.

W ||W' olmasi1 gerektiginden:
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ky—koky  ky+kk,
kl k2 .

2 2

Buda —2—2 =sabit kosulunu verir. Bdylece, Teorem 3.2.6 ispatlanmis olur.
13

V2 V2

Ornek 3.2.7 a(s) = (7 cos(s),Tsin(s),g s,%sin(s)] egrisi k,,k,,k; #0 icin

2 2
M=sabit oldugundan bu egri (3,4) -tip slant helis ve (3,4)-tip Darboux slant

1k3

helistir.
3.3 B, Vektorii Zamansal Olan Egrilerin Karakterizasyonlari

4-boyutlu uzayda denklem (2) (Lemma 2.2.) ve denklem (4) e gore asagidaki
teoremlerde 4-boyutlu uzayda {T,N 4 Bsz} Frenet vektorleri i¢in «a(s) egrisi boyunca
N vektorii uzaysal (space-like) ve B, vektorii zamansal (time-like) olsun. Bu durumda,
a(s) egrisi zamansal bir egri icin (k, m) — tip slant helisler ve (k,m) — tip Darboux slant
helisler elde edilmistir.

Teorem 3.3.1 a(s), 4-boyutlu Minkowski uzaymmda s yay parametresiyle
parametrelendirilmis bir N vektorii uzaysal (space-like) ve B, vektorii zamansal (time-
like) ise (1,2) -tip slant helis ve (1,2) - tip Darboux slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul

(D,,U)={k,(cT —B,),U) =sabit ve ]]z—l = sabittir.

2
Ispat 3.3.1 Sabit bir birim vektor U igin:
(T,U)=c¢,, (N,U)=c,,
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Verilen denklem (2) (Lemma 2.2.) Frenet denklemlerine gore bu sartlar1 sagliyorsa, o

halde a(s) egrisi bir (1,2)-tip slant helistir. Bu iki i¢ ¢arpimin sabit olmasindan yola

¢ikalim:

(a) Ilk olarak (T,U) = ¢, = sabit oldugundan:

d :

AT, UY=(T",U)=0

ds
Frenet formiiliine gore:

T'=kN=(T"U)=(kN,U)=k(N,U)=0
Bu durumda:
= kc,=0

Bu esitlik, &k, #0 ise ¢, =0 yani (N,U) =0 olmaldir.

(b) Simdi (N,U) =c, =sabit oldugundan:
d :
E(NUY=(N'U)=0
ds

Frenet formiliinden:

N'=—kT +k,B, = (N U) =—k(T,U)+k,(B,,U) =0
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Bu denklemden:

_klcl +k2<B]’U> :0:> <Bl’U> :%cl

2

seklindedir. Bu ifadenin s'ye gore tiirevini alip, verilen Frenet denklemleri dogrultusunda

acalim. Once verilen i¢ carpimin tiirevini alalim:

i<B1’U>:<B1 "U>:i _ﬁcl :_Cl k_l_ka;
ds ds\ k, k, k2

Frenet formiiliine gore:
B,'=k,N+k;B, = (B, \U)=k,(N,U)+k,(B,,U)

Bu iki ifade esitlenirse:

k,(N,U)+k(B,,U)=—, (k_l_ k1k22 J
k, k,

Eger (N,U) =0 ve (B,,U) =0 ise, sol taraf sifir olur:
U A A
k, k; ds\ k,

Yani,
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ﬁ = sabit
k2

sart1 saglanmalidir. Bu da egrinin (1,2)-tip slant helis olmasinin gerekli kosuludur. Benzer

sekilde, egrilikler k,,k,,k; her yerde sifirdan farkli olsun.

Eger sabit bir vektor U € R} varsa ve bu vektor

(D, (s),U) = sabit

kosulunu sagliyorsa, burada

D, =k,T —k,B,

o zaman «(s), bir (1,2)-tip Darboux slant helistir. Bu durumun gerek ve yeter kosulu:

Pen
2

—= =sabit

olmasidir.

(=) Once a(s) egrisinin bir (1,2)-tip Darboux slant helis oldugunu varsayalim. Bu

durumda sabit bir vektor U vardir ve:

(D, (s),U) = (k,T —k,B,,U) = sabit

icin s'ye gore tiirev alinir:
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i(DZ,U> =(D, U)=0
ds

D,'=(k,T —kB,)" ifadesini agalim:
D, =k,'T+k,T"'—k'B —kB,'
Frenet formiillerine gore:
T'=kN, B/'=k,N+kB,
yerine yazalim:
D,'=k,'T +k,k,N—k,'B, —k (k,N+k,B,) .
Bu son ifade sadelestirilirse:
D,'=k,'T —k,'B, +k,k,N —kk,N —k kB, =k,'T —k,' B, —k kB,
ve simdi i¢ carpim alinirsa:

(D, Uy =k, (T, U)—k,(B,,U) —kky(B,,U).

52



Bu ifadenin sifir olmasi i¢in, 6rnegin U yalmizca D, dogrultusunda oldugunda, U

vektorii T, B,, B, yonlerinde bilesen igerebilir. Ancak bu sabitlik kosulunun saglanmasi

i¢in en dogal yol oran k 'in sabit olmasidir:
1

(D,,U)={k,T —kB,,U) =k,(T,U)—-k/{B,,U) =sabit .
Eger U =T + AB, yoniinde ise:
(T, U)=T,T)+ MT,B,)=1+0=1,
(B,U)=(B,,T)+ A(B,,B))=0-41.
Bu durumda:
(D,,U)=k,(1)=k,(=4) =k, + Ak, .

Bu ifadenin sabit olmasi i¢in:

di(k2+ﬁkl)=k2 '+ Ak, '=0:>i(&j=0:> %=sabit.
A)

. .k .
(&) Tersine, eger —= = ¢ sabit ise:
1
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D, =k,T —k.B, =k, [%T—BIJ:IQ(CT—BI).

1
Sabit bir vektorle i¢ carpimi da sabit olur:
(D,,U)={k,(cT —B,),U) =sabit .

Dolayistyla egri, (1,2)-tip Darboux slant helistir.

Sonug 3.3.1. a(s) egrisi, (1,2)-tip Darboux slant helistir < % = sabit.
1

Teorem 3.3.2 «a(s), 4-boyutlu Minkowski uzayinda s yay parametresiyle
parametrelendirilmis bir N vektorii uzaysal (space-like) ve B, vektorii zamansal (time-

like) ise (1,3)-tip slant helis ve (1,3)- tip Darboux slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul

(D;(s),U) =sabit ve % = sabit

2

olmasidir.

Ispat 3.3.2 Sabit bir birim vektor U igin:
(T, U)=¢, ve (B.,U)=c;.

Verilen denklem (2) (Lemma 2.2.) Frenet denklemlerine gére bu sartlar1 sagliyorsa, o

halde a(s) egrisi bir (1,3)-tip slant helistir. O halde;
a) (T,U) =(T",U)=(k,N,U) =k, (N,U) =0 ise agagidaki iki durum gecerlidir:
1) Eger k, =0 ve (N,U) #0 ise:
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(NUy=a#0, = (NU)=(k,B.,U)=k{(B,U)=kyc,=0

Bu durumda: k,c, =0.

i1) Eger k, #0 ve (N,U) =0 ise:

(N U)=(~kT +k,B,,U) = =k (T, U) + k,(B,,U) = —k,c, + k,c; = 0

Dolayisiyla: llz_l = 5 — sabit olur.

2 G
b) (B,U)=c;, = (B,,U)=(k,N+k,B,,U)=k,N,U)+k,(B,,U)=0 ise asagidaki

iki durum gecerlidir:

1) Eger k, =0, (N,U)=a#0 ise:

k,a+k,(B,,U)=0=(B,,U) =£_k_k2}l

3
Ayrica:

(B, \U)={k;B,,U)=k;{B,,U) =k,

Ote yandan: (B,,U)' = (_k_kzj a olup, bu esitlikten:

3
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1) Eger k, #0 ve (N,U) =0 ise:
k,(B,,U)=0=(B,,U)=0.

(=) Diyelim ki a(s) bir (1,3)-tip Darboux slant helis. O halde sabit bir vektér U vardir

ve:
(D,(s),U) = (k;N — k,B,,U) = sabit

her iki tarafin s'ye gore tiirevini alalim:
d .
—(D;,U)=(D;" U)=0.
ds

D, i hesaplayalim:
D, =(k,N -k,B,)'=k,"N+k,N' —k,'B, —k,B,"
Frenet denklemlerine gore:
N'=-kT+k,B,, B,'=k,B,.
Bu ifadeleri yerine koyarsak:
= D,'=k,'"N—k.kT +(k;k, —k,k;)B,—k,'B, =k,' N —k.,kT —k,'B,
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Simdi i¢ carpim alalim:
(D;VU) =k, \N,U)~k;k(T,U)~k,(B,,U)=0

Bu esitligin saglanmasi i¢in U = aN +bB, dogrultusunda ise,

D, =k,N —k,B, =k2[%N—sz.

2

k ) .
Sayet — = sabit =c ise:
2

D, =k,(cN —B,) = (D,,UY = k,(cN — B,,U) = sabit

clinkii hem ¢ hem U hem de (-,-) sonucu sabittir. Bu nedenle:

= sabit = (1,3)-tip Darboux slant helis elde edilir.

= |w»

(%)

. .k .
(&) Tersine, eger k—3 = sabit ise:
2

D,=k,N —k,B, =k,(cN —B,).

Sabitle carpilmis bir vektor alanidir. Eger U dogrultusu c¢N — B, ile sabit ag1 yapiyorsa,

i¢ carpim da sabittir:

(D,,U) = ky(cN — B,,U) = sabit
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bu da gosterir ki bu egri bir (1,3)-tip Darboux slant helistir.

Sonug 3.3.2. a(s)egrisi, (1,3)-tip slant helis veya Darboux slant helis ise ks = sabittir.
2

Teorem 3.3.3 «a(s), 4-boyutlu Minkowski uzayinda s yay parametresiyle
parametrelendirilmis bir N vektorii uzaysal (space-like) ve B, vektorii zamansal (time-

like) ise (1,4)-tip slant helis ve (1,4)- tip Darboux slant helis ise

k, (—ﬁ ¢ j = sabit
k2

olmasidir.

Ispat 3.3.3 Sabit bir birim vektor U icin:
<T,U> =c, ve <BZ,U> =c,
ya da esdeger olarak
(D,,U)=sabit ve (D,,U)=sabit,

verilen denklem (2) (Lemma 2.2.) Frenet denklemleri ve (4) denklemine gore bu sartlari
sagliyorsa, o halde a(s) egrisi bir (1,4)-tip slant helis ve ayn1 zamanda bir (1,4)-tip

Darboux slant helistir. Asagidaki iki durum s6z konusudur:

(a) (T, U)=c, ise (T,U) =(T",U) =(k,N,U) =k, (N, U)=0.
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Eger k, =0 ve (N,U) #0 ise:
(N,Uy=da"#0, (kT+k,B,U)y=0=k,(B,U)=0.

Yani: k,c; =0. Eger k, #0 ve (N,U) =0 ise:

k(T.UY+k,(B,,Uy=0=>kc, +k,c, =0= (B,U) :—]I:—lcl elde edilir.

2

(b) (B,,U) =c, ise{B, " U) ={k;B,,U)=k,(B,,U)=0.

Eger (B,,U) = _%Cl ise: K, (_%CIJ = (0 => sabit olur.

2 2

Sonug 3.3.3. hem (T,U) =sabit hem de (B,,U) =sabit kosullar1 saglandigi i¢in bu egri,

(1,4)-tip slant helis ve (1,4)-tip Darboux slant helistir.

Teorem 3.3.4 «a(s), 4-boyutlu Minkowski uzayinda § yay parametresiyle
parametrelendirilmis bir N vektorii uzaysal (space-like) ve B, vektorii zamansal (time-

like) ise (2,3)-tip slant helis ve (2,3)- tip Darboux slant helis ise

olmasidir.

Ispat 3.3.4 Sabit bir birim vektor U € R} igin:
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<N’U> =0, <BpU> =G5
ya da esdeger olarak
(D,,U)=sabit ve (D,,U)=sabit,

verilen denklem (2) (Lemma 2.2.) Frenet denklemleri ve (4) denklemine gore bu sartlari
sagliyorsa, o halde a(s) egrisi bir (2,3)-tip slant helis ve (2,3)- tip Darboux slant helistir.

Asagidaki iki durum s6z konusudur:

a) (N,U) =c, ve (B,,U) =c, olmak lizere

(N UY =(N",U) =(~kT +k,B,,U) =k (T, U+ k,(B,,U) .

Buradan: -k (T,U)+k,c,=0 = (T,U)= %Q

b) Ayrica (B,,U) = c, sabit oldugundan, tiirev alinirsa:

(B,,U)=(k,N +k,B,.U) =k,(N,U)+k(B,.U)=0.

3

3
Dolayisiyla bu egri bir (2,3)-tip slant helistir ve

(D, U =(k,T —k,B,,U) = k,(T,Uy—k,(B,,U) = sabit
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oluyorsa, bu egri bir (2,3)-tip Darboux slant helistir.

Teorem 3.3.5 «(s), 4-boyutlu Minkowski uzaymmda s yay parametresiyle
parametrelendirilmis bir N vektorii uzaysal (space-like) ve B, vektorii zamansal (time-

like) ise (2,4)-tip slant helis ve (2,4)- tip Darboux slant helis ise

2 =-_1 olmasidir.

Ispat 3.3.5 Sabit bir birim vektor U icin:

(N,U)=c, ve (B,,U)=c,

ya da esdeger olarak
(D,,U)=sabit ve (D,,U)=sabit,

olmasidir. Verilen denklem (2) (Lemma 2.2.) Frenet denklemleri ve (4) denklemine gore
bu sartlar1 sagliyorsa, o halde a(s) egrisi bir (2,4)-tip slant helis ve (2,4)- tip Darboux

slant helistir. Asagidaki iki durum s6z konusudur:

a) (N,U) =c, sabit olsun:

(N'.UY =(~kT +k,B,,Uy ==k (T, U +k,(B,, Uy =0=(B,,U) = ]Ij—1<T,U> olur.

2
i) k, =0 ise ve (B,,U) #0 ise:
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B, '=k,N+k,B, = (B, \U)=k,(B,,U)=0=ky,c, =0.

i) k, #0 ve (B,,U) =0 ise:

k¢, +k;(B,,U) =0=(B,,U) :_%Cz.

3
b) Ayrica (B,,U) = c, sabit oldugundan:
(B, U)=(k;B,,U)=k,(B,,U)=0=(B,,U)=0.

Bu durumda bu egri hem (2,4)-tip slant helis hem de (2,4)-tip Darboux slant helistir.

Teorem 3.3.6 «a(s), 4-boyutlu Minkowski uzayinda s yay parametresiyle
parametrelendirilmis bir /V vektorii uzaysal (space-like) ve B, vektorii zamansal (time-

like) ise (3,4)-tip slant helis ve (3,4)- tip Darboux slant helis ise
k,c, = sabit

olmasidir.

Ispat 3.3.6 Sabit bir birim vektor U icin:
<BI,U> =c; ve <Bz,U> =c,

ya da esdeger olarak
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(D,,U)=sabit ve (D,,U)=sabit,

verilen denklem (2) (Lemma 2.2.) Frenet denklemleri ve (4) denklemine gore bu sartlari
sagliyorsa, o halde a(s) egrisi bir (3,4)-tip slant helis ve (3,4)- tip Darboux slant helistir.

Asagidaki iki durum s6z konusudur:
a) (B1 ',U> =01ise k, <N,U> +k, <BZ,U> =0 denkleminde &, <N,U> +kyc, =0 elde

ederiz. O halde ( N,U ) = _k_k364 s'ye gore tekrar tiirev alirsak;
2

.Uy =

o
p [(k—j ¢, +k2c3]

bulunur.
b) (B,,U)=0 ise  —k,(B.,U)=0 ve (B,U)=c, i¢in k,c,=sabit olur. Bu

esitlikten, ya k; =0 ya da ¢, =0 olmasi gerekir. Her iki durumda da (B,,U) sabit kalir.
Dolayisiyla, eger hem (B,,U) hem de (B,,U) sabit ise, bu durumda Darboux vektor
alanlarindan biri olan: D, = k;N —k,B, i¢in:

(Dy,UYy = (k;N —k,B,,U) = ky(N ,U) — k,(B,,U) = sabit

olur. Bu da (3,4)-tip slant helis ve (3,4)-tip Darboux slant helis tanimini saglar. Teorem

ispatlanmistir.
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4 SONUC VE ONERILER

Bu tezde, Minkowski 4-uzaymdaki uzaysal egri igin k—tip ve (k,m)—tip egik

helislerin ve k —tipi Darboux egik helislerin dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerini

olusturuyoruz. Ozellikle bu calismada, x—tip ve (k,m)—tip egik helis ve k—tip ve
(k,m)—tip Darboux egik helis'in farkli sabitlere olan kargiliklarini inceliyoruz.
Gelecekteki galigmalarda, k—tip ve (k,m)—tip egik helis ve k—tip ve (k,m)—tip

Darboux egik helis'e karsilik gelen sabitlerin ayni oldugu durumlar incelenebilir. Bunun
neticesinde yeni ve literatiire katkis1 olacak sonuglar elde ettik. Vermis oldugumuz bu
tanimin daha ne kadar genisletilebilecegine dair incelemeler ve farkli bagka hangi
ornekleri kapsayacagina dair arastirilmalar yapilabilir. Ayrica, bu tezde elde edilen
teoremler ve sonuclar, egrilerin sadece yonsel davraniglarini degil ayni zamanda
geometriye ait dinamik biiytikliiklerin (egrilikler) oranlarinin da belirli kosullarda sabit
olmas1 gerektigini ortaya koymaktadir. Bdylece, bir egrinin belirli bir slant helis tiiriine
ait olup olmadigr yalnizca i¢ carpimlar iizerinden degil, ayni zamanda egrilik

fonksiyonlarmin iliskileri izerinden de belirlenebilmektedir.

1. Uygulamali Orneklerin Gelistirilmesi: Verilen teorem ve ispatlara uygun &rnek
egrilerin olusturulmasi ve bu egrilerin parametrik olarak analiz edilmesi, teorik sonuglarin
somutlastirilmasini saglar. Bu nedenle her tip icin 6rnek egriler olusturulmali ve bu

egrilerin davranis1 grafiksel olarak incelenmelidir.

2. Yiiksek Boyutlara Genelleme: Bu calismada dort boyutlu Lorentz uzay: dikkate
alinmistir. Ancak bu yontem, 7 boyutlu yari-Riemannian veya Lorentzian uzaylara
genellenebilir. Bu tiir genellemeler, diferansiyel geometri ile ilgilenen arastirmacilar i¢in

yeni bir arastirma alani sunabilir.

3. Darboux Vektor Alanlar1 Uzerinden Geometrik Yorumlar: Darboux vektorlerinin
egrinin hareketini nasil kodladig, 6zellikle fiziksel yorumlarda énem tagimaktadir. Bu
nedenle ileride bu vektorlerin geometrik anlamlarinin fiziksel sistemlerdeki karsiliklar

arastirilabilir.

4. Simetrik ve Tzitzeica Egrileriyle iliski: Ozellikle (k,m)-tip slant helislerin Tzitzeica
egrileriyle iligkileri lizerine ¢aligmalar yapilabilir. Cilinkii bu tiir egrilerde 6zel simetri ve
oran kosullar1 saglandig1 bilinmektedir. Elde edilen bu sonuglar, Lorentz uzaylarinda

taniml1 egrilerin karakterizasyonu ve siniflandirilmasi agisindan teorik olarak giiclii bir
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temel sunmaktadir. Ayrica uygulamali matematik, fizik ve miihendislik alanlarindaki

modellerde kullanilabilecek yeni egri tiplerinin tanimlanmasina katki saglar.
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