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DAYANIKLI SEYREK TEMEL BILESENLER ANALIZi

OZET
Temel Bilesenler Analizi (TBA), ¢cok boyutlu veri kiimesi oldugunda genellikle

ilk basvurulan boyut indirgeme ve veri isleme yontemidir. Bu nedenle TBA, hemen
hemen biitiin bilimsel alanlarda kullanimi olduk¢a yaygin olan bir yontemdir. Ancak
TBA’da her bir temel bilesenin tiim orijinal degiskenlerin dogrusal birlesimi
olmasindan dolayr analiz sonuglarinin yorumlama asamasinda genellikle birtakim
giicliiklerle karsilagilir. Bu sikintilarin ¢6ziimii i¢in 6nerilen yaklasimlardan biri Seyrek
Temel Bilesenler Analizi (STBA) olarak adlandirilmaktadir. Fakat seyrek yaklasimlar
da TBA’da oldugu gibi veri kiimesinde aykir1 gozlemlerin olmasi durumuna karsi
dayanikli degildir. Bu calismada, STBA ve Dayanikli Temel Bilesenler Analizinin
(DTBA) avantajli 6zelliklerini bir araya getiren, Croux ve ark. (2013) tarafindan
Onerilen yaklasimin performans: iki gercek ve ilic yapay veri kiimesi {izerinden
incelenecektir. Calismanin 1. boliimiinde TBA, DTBA ve STBA hakkinda 6n bilgilerin
yer aldigi giris boliimii verilecektir. 2. bolimiinde c¢aligmada kullanilan bazi temel
kavramlarin tamimlari ve agiklamalari ile birlikte literatiir Ozeti yer alacaktir. 3.
bolimiinde incelenen veri kiimeleri ve yontemlere, 4. boliimde ise 6nceki boliimlerde
ayrintili olarak incelenen yontemlerin gercek ve yapay veri kiimeleri tizerinde
uygulamalarina yer verilecektir. Son boliimde ise ¢alismadan elde edilen sonuglar

tartigilacaktir.

Anahtar Kelimeler: Temel Bilesenler, Aykir1 Goézlemler, Seyreklik, Dayaniklilik.



ROBUST SPARSE PRINCIPAL COMPONENT ANALYSIS

ABSTRACT

The Principal Component Analysis (PCA) is the first method of size reduction and
data processing when the dataset is of a high-dimensional. Therefore PCA is a widely
used method in almost all scientific fields. However, since all the original variables of
each principal component in the PCA are linear combination, the interpretation process
of the analysis results is often encountered with some difficulties. The approaches
proposed for solving these problems are referred to as Sparse Principal Component
Analysis (SPCA). However, sparse approaches are not resistant to the fact that there are
outliers in the data set, such as in the PCA. In this study, Croux et al. (2013), which
combines the advantageous properties of SPCA and Robust Principal Component
Analysis (RPCA), the performance of the proposed approach will be examined through
two real and three artificial datasets. Preliminary information on PCA, RPCA and
SPCA will be given in Section 1 of the study. In the Section 2, a summary of the
literature will be included with definitions and explanations of some basic concepts
used in the study. The datasets and methods examined in Section 3 will be included, and
in Section 4, the methods examined in detail in the previous sections will be applied to
real and artificial datasets. In the last section, the results obtained in the study will be

discussed.

Key Words: Principal Component, Outliers, Sparsity, Robustness.
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DAYANIKLI SEYREK TEMEL BILESENLER ANALIZi

1.GIRIS

Temel bilesenler analizi (TBA), ¢ok boyutlu veri kiimesi oldugunda genellikle
ilk bagvurulan boyut indirgeme yontemidir. TBA, veri kiimesini daha iyi dzetlemeyi ve
yorumlamay1 saglayan, p orijinal degiskenin indirgenmis boyutlu bir uzayda k tane
lineer birlesimlerini bularak, k < p, boyut indirgemeyi amaclayan ¢ok degiskenli bir
yontemdir. Temel bilesenler (TB), bu k tane lineer birlesim iizerine izdiisiiriilen verinin
varyansini maksimum yapan yonler dogrultusundaki vektorlere karsilik gelir (Croux ve
ark., 2013). Ik k temel bilesen orijinal verinin toplam varyansinin yeterli bir béliimiinii
aciklamaktadir. TBA, Orneklem kovaryans (veya korelasyon) matrisi ve ortalama

vektoruni temel almaktadir.

TBA, hemen hemen biitiin bilimsel alanlarda kullanim1 olduk¢a yaygin bir ¢cok
degiskenli istatistik analiz yontemi olmasina ragmen eksik yonleri de azimsanamayacak
kadar ¢ok olan bir yontemdir. TBA’da temel bilesenleri tanimlayan ve temel bilesenleri
yorumlamak i¢in kullanilan bir doniisiim matrisi var olup, bu matris yiikler matrisi
olarak adlandirilir. Yiiklerin bir¢ogu mutlak degerce ne ¢ok kiiciik ne de ¢ok biiyiik elde
edildiginden, TB’lerin yorumlanmasi zordur. TBA sonuglarinin yorumlanabilirlik
probleminin ¢6ziimiine yonelik literatiirde ¢esitli Oneriler ortaya atilmistir. Bu
Onerilerden birisi, yiikler matrisinin basit yapisin1 elde etmek icin dondiirme
yontemlerini kullanmaktir (Jolliffe, 1995). Arastirmacilar, 6zellikle bir temel bilesene
zayif veya belirsiz katki saglayan orta yiik degerlerine sahip bir degiskenin katkisindan
daha ziyade, degerce kii¢iik (mutlak) veya degerce biiyiik yiiklere sahip degiskenlerin
katkisiyla ilgilenmek isterler. Aksi takdirde elde edilen temel bilesenleri yorumlamak
cok zor olabilmektedir. TBA sonuglarmin yorumlanabilirligini artirmak i¢in ¢ogu sifir
yiiklere sahip temel bilesenleri tahmin etmek icin seyrek temel bilesenler analizi
(STBA) olarak adlandirilan birgok yaklagim sunulmustur. Fakat tiim seyrek ve klasik
yaklasimlar veri kiimesinde aykiri goézlemlerin olmasi durumuna karsi dayanikli
degildir. Bu baglamda dayanikli temel bilesenler analizi (DTBA) adi verilen bir¢ok

yontem gelistirilmistir. DTBA elde etmek i¢in kullanilan yaklasimlardan birisi de Croux



ve Ruiz-Gazen (2005) tarafindan ortaya atilan izdiisiim takip (IT) yaklasimidir. Seyrek
ve dayanikli TBA’nin avantajli 6zelliklerini bir araya getirmek icin ise ilk ¢alisma
Croux ve ark.(2013) tarafindan yapilmistir. Croux ve ark. (2013) calismalarinda,
izdlistim takip TBA algoritmasinin i¢ine seyreklik temellerini entegre ederek, dayanikli

izdiistim takip TBA’nin seyrek versiyonunu gelistirmislerdir.

Bu ¢alisma, Croux ve ark. (2013) tarafindan Onerilen izdiisiim takip yaklagimina
dayanan dayanikli seyrek temel bilesenler analizi yonteminin, farkli aykiri gézlem

oranindaki degisimlerden nasil etkilendigini incelemeyi amacglamaktadir.

Calismanin 2. boliimiinde ¢alismada kullanilan bazi temel kavramlarin tanimlari
ve aciklamalar1 ile birlikte literatiir 6zeti yer alacaktir. 3. bdliimiinde incelenen veri
kiimeleri ve yontemlere, 4. bolimde onceki boliimlerde ayrintili olarak verilen
yontemlerin gercek ve yapay veri kiimeleri lizerinde uygulamalarina yer verilecektir.

Son boliimde ise ¢alismadan elde edilen sonuglar tartisilacaktir.



2. GENEL BILGILER VE LITERATUR OZETIi

2.1. Klasik Temel Bilesenler Analizi

Bir veri matrisi icin TBA’y1 tammlayalim. X = X, ,, € R™P olsun. X’deki p
boyutlu gozlemler x4, ...,x, ile gosterilsin. Temel bilesenlerin yiikleri, dik ytkler
matrisi P’nin siitunlarinda yer alir. Verilen tahmin edilmis yiikler matrisi P ve ortalama
vektorii (1, yeni vektorler tizerinde merkezilestirilmis X’in izdigimi T = (X — 1,4')P
skor matrisini verir. Burada 1,, elemanlari 1’lerden olusan n X 1 boyutlu siitun
vektoriidiir. TBA, skorlarin maksimum varyansa sahip ve iliskisiz olmasini saglayan bir
[ ve P arastirmasi olarak tanimlanabilir. TBA vektorleri, X’in klasik Orneklem
kovaryans matrisi $’nin 6zvektorlerine karsilik gelirken, 6zvektor lizerine izdiistirilmiis
verinin varyanst S’nin O6zdegerlerine karsilik gelmektedir. Orijinal degiskenlerin

varyansi bilyiik farkliliklar gosterdigi zaman, dncesinde veri standartlastirilmalidir.

Genellikle veri kiimesindeki bilgiyi agiklamak i¢in k < p boyut gereklidir.
Temel bilesen sayis1 k’nin se¢imi icin ¢esitli yaklasimlar vardir. En basit ve en popiiler
yaklagimlardan birisi scree plot grafigini kullanmaktir. Bu grafik azalan 6zdegerlere
karsilik onlarin indekslerini verir. Secilecek temel bilesen sayisi grafikteki kirilma
noktalarina karsilik gelir ve 6nemli temel bilesen sayisi buna gore belirlenir. Temel
bilesen sayisinin se¢iminden sonra, sadece P’nin ilk k siitunu kullanilir ve

P, = [Py, ..., Pi] Olarak ifade edilir (Hubert ve ark. 2016).

2.2. Dayanikh Skor Uzakhgi
Dayanikli skor uzakligi (SU), bir temel bilesen skorunun, skorlarin merkezine

uzakligini olger. x; gozlemi i¢in dayanikli skor uzakligi (i = 1,2,...,n igin),

SU; = —L = [t/ (2.2.1)

ile verilir. Burada k; temel bilesenlerin sayisi, (t;);; i. skor t;’nin j. degiskeni ve L,

dayanikli temel bilesenlere karsilik gelen dayanikli 6zdegerleri iceren kdsegen matristir.
k serbestlik derecesine sahip bir Ki-kare dagiliminin %97.5’1lik ¢eyreginin karekokii olan

Csy = ’ )(,%‘0_975 degerinde, yiiksek SU degerlerine sahip gozlemler icin bir kesme



noktast belirlenmistir. Skorlar yaklasik olarak normal dagildiginda bu bilgi

dogrulanmaktadir.

2.3. Dik Uzakhk

Bir x; gozleminin TBA alt uzaymna dik uzakligi,
DUi = ||xl - ﬁ - Pp,kti” (231)

esitligi ile bulunur. Burada g + P, t;; Py Ve [ ile tanimlanan TBA alt uzayi
tizerinde x;’nin izdiisiimidir. Dik uzakliklar i¢in bir kesme noktasi Hubert ve ark.

(2005) tarafindan 6nerilen yol izlenerek bulunur.

2.4. En Kiiciik Kovaryans Determinant

En kiigiik kovaryans determinant (EKKD) tahmin edicisini tanimlamak igin tim
veri kiimesinin (n gozlemden olusan) h boyutlu alt kiimeleri diistiniilir. Yani n’in h’li
kombinasyonu kadar alt kiimeyle ilgilenilir. h degeri, tahmin edicinin dayanikliligini
belirler ve bir alt sinir olarak en azindan [(n + p + 1)/2] alinmalidir. EKKD tahmin
edicisi bu alt kiimeler icerisinde kovaryans determinantt minimum olan optimal h alt
kiimesini bulmaya ¢alisir. EKKD konum parametresi tahmin edicisi figxxp, optimal h
alt kiimenin ortalamasi ve EKKD olgek parametresi tahmin edicisi Sgxxp ise onun
kovaryans matrisi olarak verilir., EKKD tahmin edicisi (n —h) aykir1 gozleme
dayanabilir. Daha genel olarak, EKKD tahmin edicisi (n —h + 1) /n bozulma noktasi
degerine sahiptir. h degerinin varsayilan degeri yaklagik olarak [0.75] olarak
alinmaktadir (Hubert ve Engelen, 2004).

2.5. Izdiisiim Takip Yaklasim

Izdiisiim takip (IT) yaklasimi dayanikli tahminin ¢ok daha kolay oldugu daha
diisiik boyutlu bir uzay iizerine cok degiskenli verinin izdiisiimii fikrini kullanir. IT
yaklasimu ilk olarak Friedman ve Tukey (1974) tarafindan onerilmistir. Bu yaklagimin
amaci ¢cok degiskenli veri yapisini gdsteren vektorleri takip etmektir. Bu bir IT indeksini
maksimize ederek yapilir. Bu indeksin maksimumunda elde edilen vektorler ilging veri

yapilarini ortaya ¢ikarmak icin diistintiliir.

Huber (1985) ¢alismasinda temel bilesenler analizinin, IT yaklasiminin 6zel bir
durumu oldugunu agiklamustir. Burada IT indeksi izdiisiiriilen verinin varyansidir ve

diklik kisitlar1 maksimizasyon siirecine dahil edilmelidir. Li ve Chen (1985), dayanikli



bir dlgek tahmin edicisi olarak TBA’nin dayaniklilig1 i¢in bu yaklasimi kullanmistir.
Croux ve Ruiz-Gazen (2005) bu dayanikli TBA yaklasiminin dayaniklilik 6zelliklerini

arastirmiglardir. Daha sonra hizli hesaplama i¢in bir algoritma onermislerdir.
IT yaklasiminin avantajlar asagida verilmistir.

(@) Daha once de bahsedildigi gibi dayanikli tahminin diisiik boyutta
hesaplanmasi kolay ve hizlidir.

(b) Dayanikli kovaryans tahmini, gozlem sayisinin (n) degisken sayisindan (p)
oldukca fazla oldugu veri kiimeleri ile smirlidir. IT yaklasimi p > n olmasi
durumunda da kullanilmasi 6nerilen bir yaklagimdir.

(c) izdiisiim vektorlerini arastirma ardisik bir siirectir. Bu yiizden arastirmaci
ilgilendigi vektorlerin sayisim belirleyebilir. IT yaklasiminin kullanimi ¢ok

boyutlu verilerde hesaplama zamanini ciddi sekilde azaltmaktadir.

2.6. Literatiir Ozeti

STBA, veri kiimesi ¢ok boyutlu oldugu zaman, degiskenlerin sadece bir alt
kiimesinin analiz edilmesi gerekebileceginden kullanishdir. STBA, temel bilesenlerin
daha kolay bir sekilde yorumlanmasi avantajini arastirmacilara sunmaktadir. Bunu
yapmak icin en kolay yol, belli bir esik degerinden mutlak degerce daha kiiciik
degerlere sahip olan yiikleri sifir olarak ayarlamaktir. Bu metot basit esikleme olarak
adlandirilir. Cadima ve Jolliffe (1995), bu yontemin yaniltici olabilecegini fark
etmislerdir. Bu baglamda, belli bir temel bilesene bir degiskenin katkisinin belirlenmesi

icin degiskenlerin standart sapmalarinin incelenmesi geregini vurgulamislardir.

TBA kapsaminda seyreklik kavrami ilk olarak SCoOTLASS yontemini ortaya atan
Jolliffe ve ark. (2003) tarafindan ele alinmigtir. Daha sonra, Zou ve ark. (2006)
SCoTLASS’1n verdigi sonuglara gére daha iyi sonuglar veren elastic-net regresyona
dayanan STBA algoritmasin1 6nermislerdir. Metodun uyarlamalar1 ve iyilestirmeleri
Wang ve ark. (2009) tarafindan yapilmigtir. D’ Aspremont ve ark. (2007) STBA igin
direkt bir formiilasyon oOnermiglerdir. Sigg ve ark. (2008) STBA’y1 ¢6zmek i¢in
olasiliksal TBA’ya dayanan EM-TBA’y1 tasarlamiglardir. Witten ve ark. (2009) ise,
ceza matrisi ayristirmast icin genel bir prosediir gelistirmisler ve STBA i¢in bu
prosediiriin nasil uygulandigini gostermislerdir. Journée ve ark.(2010) STBA’y1 formiile

eden GPower algoritmasini tiiretmislerdir. Guo ve ark. (2010) degiskenlerin i¢inde blok



yapilar1 yakalayan bir kaynagma cezasi ortaya atmiglardir. STBA’nin elde edilmesi igin

diger oneriler Jenatton ve ark. (2010) ve Bien ve ark. (2010) tarafindan ele alinmistir.

Veri kiimesindeki aykirt gozlemlerin varliginda, TBA i¢in bircok dayanikli
alternatif ¢6ziim Onerilmistir. Bunlardan en onemlileri sirasiyla Li ve Chen (1985),
Hubert ve ark. (2002), Croux ve Ruiz-Gazen (2005) tarafindan ele alinan izdiistim takip
TBA yaklagimi, Locantore ve ark. (1999) tarafindan ele alinan kiiresel TBA yaklasimi
ve Hubert ve ark. (2005) tarafindan sunulan dayanikli TBA yaklagimi olarak verilebilir.
Croux ve Haesbroeck (2000), dayanikli TBA (DTBA)’nin, korelasyon veya kovaryans
matrisinin dayanikli  bir tahmin edicisinin 6zdegerlerinin  ve 0zvektdrlerinin
hesaplanmasiyla kolayca yapilabilecegini gostermislerdir. Bu yaklagim, ¢ok degiskenli
konum ve Olgek dayanikli tahmini miimkiin (degisken sayisi yeterince kiigiik
oldugunda) oldugu siirece iyi ¢alisir. Croux ve Ruiz-Gazen (2005) tarafindan ortaya
atilan, izdiisiim takibini temel alan dayanikli TBA yaklagimi degisken sayisinin gézlem
sayisindan fazla oldugu durumlarda ve yiiksek boyutlu veri kiimelerinin analizinde
uygundur. Izdiisiim takip yonteminin avantaji TBA i¢in kovaryans matrisinin tahmin
edilmesinin gerekli olmamasidir. Art arda elde edilen 6zdegerler ve Ozvektdrlerin

dayanikli tahminleri elde edilir.

Literatiirde, temel bilesenler analizinin dayanikli versiyonlar1 ve onlarin
dayaniklilik 6zellikleri hakkinda bir¢cok ¢alismaya rastlamak miimkiindiir. Ayrica,
seyrek temel bilesenler analizi de son yillarda Ozellikle internet teknolojileri, gen
aciklama ve makine 6grenme gibi alanlarda, artan hizli teknolojik gelismeler sonucunda

ortaya ¢ikan ¢ok boyutlu (biiyiik veri) veri kiimelerinin analizinde 6nem kazanmustir.

Croux ve ark. (2013)’nin seyrek ve dayanikli TBA’ nin avantajhi 6zelliklerini bir
araya getiren caligmalarindan sonra He ve ark. (2014), STBA’nin dayanikliliginm
iyilestirmek igin bir algoritma énermislerdir. Onerdikleri algoritmanin dayanikliligin1 ve
etkinligini yapay ve gergek veri kiimeleri lizerinden incelemislerdir. STBA {izerine son
calisma Hubert ve ark. (2016) tarafindan yapilmistir. Calismalarinda probleme farkli
acidan yaklagsmiglardir. Bu son ¢alismanin Croux ve ark. (2013)’nin ¢alismasindan ana
farki, seyreklik adimi ile aykiri gozlem belirleme adimlarinin birbirlerinden

ayrilmasidir.



3. MATERYAL VE YONTEM
3.1. Materyal

3.1.1. Yapay Veri Kiimesi 1
%10 aykiri gozlem durumu: 100 gozlem (n =100) ve 5 degiskenden (p =5)
olusan, 100 gbézlemin 10 tanesi serbestlik derecesi 5 olan ¢ok degiskenli t dagilimindan

(Ts), 90 tanesi N<(0,I)’dan bir veri seti tiretilmistir.

%20 aykirt gozlem durumu: 100 gozlem (n =100) ve 5 degiskenden (p =5)
olusan, 100 gozlemin 20 tanesi serbestlik derecesi 5 olan ¢ok degiskenli t dagilimindan

(Ts), 80 tanesi N(0,I)’dan bir veri seti tiretilmistir.

%30 aykirt gozlem durumu: 100 gozlem (n =100) ve 5 degiskenden (p =5)
olusan, 100 gozlemin 30 tanesi serbestlik derecesi 5 olan ¢ok degiskenli t dagilimindan
(Ts), 70 tanesi Ns(0, I)’dan bir veri seti tretilmistir.

3.1.2. Yapay Veri Kiimesi 2

215 gozlem (n =215), 6 degiskenden (p =6) olusan 215x6 boyutlu bir veri seti
tretilmesi planlanmistir. Bu amagla 215 gozlemin 200’0 ¢ok degiskenli normal
dagilimdan, 15’1 de yine ¢ok degiskenli normal dagilimdan aykiri gozlem olarak

tiretilmistir. 200 g6zlemin ortalama vektorii (1) ve kovaryans matrisi (2) su sekildedir:
u=[000000],2=kos[5 1111 1]

15 gbzlemin ortalama vektorii (u) ve kovaryans matrisi (£) su sekildedir:

p=1[0 20 20 20 20 20,2 =koés[1 1 1 1 1 1]

3.1.3. Yapay Veri Kiimesi 3 (p > n durumu)

18 gozlem 20 degiskenden olusan 18X20 boyutlu bir veri seti lretilmigtir. 18
gozlemin 15’1 ¢ok degiskenli normal dagilimdan, 3l de yine ¢ok degiskenli normal
dagilimdan aykir1 gézlem olarak iiretilmistir. Verideki aykir1 gozlem oran1 %16’dir. 15

g6zlemin ortalama vektorii (i) ve kovaryans matrisi () su sekildedir:

u=[000 .. 0,Z=kés[5 11 .. 1]

3 g6zlemin ortalama vektorii (1) ve kovaryans matrisi (X) su sekildedir:



u=1[0 20 20 .. 20],Z=kés[l 1 1 .. 1]

3.1.4. Gergek Veri 1-Borsa Verisi
Istanbul Menkul Kiymetler Borsasi’nda Ocak 2005 ve Mart 2013 yillar1 arasinda
islem goren sekiz hisse senedinin ii¢ aylik getiri oranlarini igeren veri kiimesi

kullanilmistir. Analiz edilen veri kiimesi 33 %8 boyutludur.

3.1.5. Gergek Veri 2-Kibler Verisi

Kibler veri seti (Kibler ve ark., 1989), 205 farkli araba modeli i¢in teknik ve
sigorta ile ilgili verileri igeren 26 degiskenden olusmaktadir. Yalnmizca siirekli
degiskenler ve eksik degerler icermeyen gozlemler burada kullanilmistir ve bu da
195x14 boyutlu bir veri kiimesi tizerinden analiz yapilmasini saglamistir. Degiskenlerin
Olgegini karsilagtirilabilir hale getirmek igin, veri matrisinin her bir siitunu Standart

sapma (V = var ise) veya dayanikli bir dlgek dlgiisii (V = Q,, ise) ile boliinmiistiir.
3.2. Yontem

3.2.1. Seyrek Temel Bilesenler Analizi
X veri matrisinin satirlarinda yer alan, x4, ..., x, € RP, n tane ¢ok degiskenli

gozlem icin ilk TBA vektori,
argmax|p=1V (®'xy, ... ... ,P'xn) (3.2.1.1)

ile verilir. Burada V varyansin bir dl¢iisiidiir. Standart dayanikli olmayan durumda V
deneysel varyanstir (var) ve optimal vektor p;, orneklem kovaryans matrisinin ilk
ozvektoriine karsilik gelir. (3.2.1.1) esitligi ilk TB’yi bulmak i¢in izdisiim takip

formiilasyonudur.

Dayanikli TBA vektorleri, V icin dayanikli bir varyans 6l¢iisii alinarak kolayca
elde edilebilir. Bu dl¢ii karesel medyan mutlak sapma ya da daha etkin olan karesel @,

tahmin edicisi olarak seg¢ilebilir.

Q,, olgek tahmin edicisi, tek degiskenli bir veri kiimesi y4,...,, i¢in, |yi - y]-|,
1<i <j < n, tim ikili uzakliklarin ilk ¢eyregi olarak tanimlanir. Bu ilk ¢eyrek daha
sonra normal bir dagilim 6l¢egi igin tutarl bir tahmin edici elde etmek i¢in 2.219 sabiti

ile carpilmalidir. Bu yiizden Q2 varyansin tutarli ve dayanikli tahmin edicisidir. Croux



ve Ruiz-Gazen (2005), temel bilesenler i¢in dayanikli ve etkin tahminler saglayan
izdiisiim takip indeksi olarak Q2 tahmin edicisini kullanmay1 &nermislerdir. Bu

calismada Q2, dayanikli varyans tahmin edicisi olarak alinmustir.

flk j —1 TBA vektorlerinin bulundugu varsayilsin (j >1). Bu durumda j. vektor

U <p)
argmax||p|l=1,p.ips,.... plpj_lV(p’xl, ...... ,P'x) (3.2.1.2)
olarak tanimlanir.

TBA kapsaminda seyreklik ilk olarak Jolliffe ve ark. (2003) tarafindan
SCoTLASS metodu ile ele alinmistir. SCOTLASS, seyrek yiikler saglamak i¢in bir L,

kisitin1 TBA ile birlestirmistir. Sonugta elde edilen amag fonksiyonu,
MAX|p||=1,pLps,.....pLpj—s p'Sp, kisit ||plly <¢, (3.2.1.3)

seklinde yazilir ve bu ama¢ fonksiyonu, agiklanan varyansi maksimize eden p; dik

yiiklerini bulmaya caligir. Burada ||pj||1, p; 'nin L; normudur, ||pll; = 25;1 |p;| dir.
Yukarida verilen formun dual formiilasyonu,

max|pll=1,pLpq,..... pLlpj_q (p,Sp - /11”19”1) (3214)

ile verilir. Buradap;, j. TBA vektoriidiir. 4;, SCoTLASS i¢in seyreklik parametresi
olup, t yerine kullanilmustir. 4;’nin biiyiik degerleri daha biiyiik seyreklige, sifir degeri

ise seyreklik yok anlamina karsilik gelmektedir.

3.2.2. Izdiisiim Takibine Dayanan Dayamkl Temel Bilesenler Analizi

Klasik TBA ve seyrek TBA’da tahmin edilen yiikler matrisi aykir1 gézlemlere
kars1 ¢ok duyarhidir. Literatiirde dayanikli TBA {izerine yapilan ¢aligmalar bu konuyu
ele almaktadir. Dayanikli temel bilesenler elde etmek i¢in en kolay yol konum ve 6lgek
parametrelerinin  klasik  tahminleriyle, onlarin  dayamikli  tahminlerinin  yer
degistirilmesidir. Bu yaklasim dayanikli ¢ok degiskenli veri analizinde olduk¢a yaygin
kullanilan bir yaklagimdir (Hubert ve ark., 2008). Fakat yiiksek boyutlarda 6zellikle de
degisken sayisinin gozlem sayisindan biiyiik oldugu durumlarda dayanikli kovaryans
matrislerini hesaplamak zordur. Hatta boyle durumlarda tahmin edici var olmayabilir.

Yaygin olarak kullanilan dayanikli TBA metotlarindan en bilinen iki tanesi dayanikli
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izdiisim takip TBA (IT-TBA) ve ROBPCA olarak verilebilir. iT-TBA verinin
izdisiirildigti ardisik vektorleri bulmak i¢in yayilimin dayaniklt bir 6lgilislinii
maksimize eder (Croux ve Ruiz-Gazen, 2005). Hubert ve ark. (2005) tarafindan
onerilen ROBPCA yontemi izdiisiim takip ve dayanikli kovaryans tahmininden elde
ettikleri fikirleri birlestirmistir. TBA’da aykir1 gozlemleri belirlemek i¢in dayanikli skor

uzakliklan ve dik uzakliklar kullanilir.

Degisken sayis1 (p), gozlem sayisindan (n) kiigiik oldugu durumlarda kovaryans
matrisinin dayanikli tahminini bulurken en kiicliik kovaryans determinant (EKKD)
yontemi kullanilmaktadir (Rousseeuw, 1984, 1985; Hubert ve Engelen, 2004). Bu
yontem, konum ve Ol¢ek tahmin edicisi aykir1 goézlemlere karsi yiiksek derecede
dayanikli ve hesaplanmasi acisindan son zamanlarda gelistirilen en hizli algoritmaya

sahip olmasindan dolay1 oldukga popiilerdir (Rousseeuw ve Van Driessen, 1999).

3.2.3. Dayanikh Seyrek Temel Bilesenler Analizi

Croux ve ark. (2013) IT yaklasimmi ve seyrek TBA’y1 birlestiren dayanikli
seyrek TBA yontemini onermislerdir. Yaklasimlar1 IT denklemleri igine L; cezasinin
eklenmesiyle olusmaktadir. Bu yontem, vektor yiiklerinin ¢ok biiylik olmamas1 kisiti
altinda bu vektorler lizerine izdiisiiriilen verinin 6l¢egini maksimize eden vektorleri arar.
Temel bilesenler, bir kovaryans matrisi tahmini olmaksizin dogrudan IT yaklasimi

kullanilarak elde edilir.

[k seyrek TBA vektoriinii bulmak igin L, kisit1 eklenir ve

Py = argmax =1 (V(P'Xy, .. o, P'%) — AilIPIl1) (323.1)

esitligi elde edilir. Burada p; vektorii ilk seyrek TBA vektorii olup, onun seyrekligi 4,
parametresiyle kontrol edilmektedir. 2; = 0 olarak diizenlenirse ilk TBA vektorii p;’e

kisit eklenmemis olur. Benzer sekilde, j. seyrek TBA vektorii (1 < j < p),
ﬁj = argmaxllpll=1,pJ_ﬁ1,......,pJ_ﬁj_1 (V(p’xlf ------ ’ p’xn) - Ajllplll) (3'2'3'2)

olarak tanimlanir. Burada V, 6lgegin bir 6lgiisti olan varyans tahmin edicisidir. Klasik
temel bilesenler i¢in bu ampirik (deneysel) varyanstir. Dayanikli seyrek TBA icin bu
varyans tahmin edicisi karelendirilmis Q,, gibi bir dayanikli varyans tahmin edicisidir.
Eger V = var ise esitlik (3.2.1.4) ve esitlik (3.2.3.1) ayn1 olur. Croux ve ark. (2013)

tarafindan Onerilen dayanikli seyrek TBA’da olgegin dayanikli tahmin edicisi igin
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Rousseeuw ve Croux (1993) tarafindan Onerilen dayanikli @, tahmin edicisi
kullanilmistir. Bu @Q,, tahmin edicisi, bir vektoriin elemanlar1 arasindaki ikili

uzakliklarin ilk ¢eyregidir.

(3.2.3.1) ve (3.2.3.2) esitliklerinde verilen optimizasyon problemlerini ¢ozmek
kolay degildir. Croux ve ark. (2013) seyrek vektorleri bulmak i¢in, degiskenlerin ikili
ciftleri ile gerilen uzaylarda iteratif grid aramalarina dayanan bir algoritma
onermislerdir. Croux ve ark. (2007) tarafindan 6nerilen grid algoritmasi IT yaklasimda
TBA vektorlerini elde etmek i¢in kullanilan iyi ¢alisan bir algoritmadir. Bu algoritmay1

Croux ve ark. (2013) seyrek TBA i¢in genisletmislerdir.

3.2.4. Genisletilmis Grid Algoritmasi

Esitlik (3.2.1.1) ve (3.2.1.2)’deki optimal vektorleri bulmak i¢in p boyutlu bir
uzay lzerinden maksimizasyon gereklidir. Bu konveks olmayan bir optimizasyon
problemidir. Hatta V = var igin bile optimal vektorlerin analitik ¢oziimlerini bulmak
miimkiin degildir. Ustelik, V argiimanlarma gore diferansiyellenebilir olmayabilecegi
icin, gradient temelli metotlar her zaman miimkiin degildir. Temel bilesenlere dayanan
IT’nin iyi yaklasimlarini bulmak igin Hubert ve ark. (2002), Croux ve Ruiz-Gazen
(2005), Croux ve ark. (2007), Croux ve ark. (2013) calismalar yapmustir. Croux ve ark.
(2013) caligmalarinda, Croux ve ark. (2007) tarafindan Onerilen grid algoritmasini
seyrek ¢Oziimler elde etmek igin genisletmislerdir. Bu algoritma esitlik (3.2.3.1) ve
esitlik (3.2.3.2)’y1 ¢ozmek icin olduk¢a hizli hesaplama yapan bir algoritmadir. Bu
algoritmanin tam bir uygulamasi R (version 3.3.2) paketi pcaPP Kkiitiiphanesinde

mevcuttur (Filzmoser ve ark., 2010). Asagida bu algoritmanin bir taslag verilmistir.

Hesaplamada gerekli olan temel bilesenlerin sayis1 k olsun. ilk j — 1 seyrek TBA

vektorleri p;_;’in elde edildigini ve 13]-_

1 yukler matrisinin ilk j—1 siitununda
toplandigini varsayalim, 1 <j <k — 1. Simdi P;’yi hesaplamak istiyoruz. Notasyon
tutarliligi icin, P3’y1 birim matris olarak gdsterelim. j > 1 igin, T’f‘_l, ilk j — 1 seyrek
TBA vektorleri ile gerilen uzaya dik alt uzay icin ortonormal bir temeli siitunlarinda
iceren bir matris olsun ve xgj_l) = (ﬁj‘_l)’xl-, i =1,..,n igin, esitlik (3.2.3.2)’nin

¢Ozlmi 0 zaman,

f@) =V (px!™,..p'x{™) - 4P|, (3.2.4.1)
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ile verilen amag¢ fonksiyonunun maksimize edilmesi ile esdegerdir. Esitlik (3.2.4.1),
llpll = 1 ve p’nin RP~/*1 poyutlu alt bir uzaya sahip olmasi kisit1 altinda yazilabilir.
Seyreklik baslangigc degiskenlerinin uzayinda vektor bilesenleriyle iliskili oldugu ve
daha az boyutlu bir uzayda p i¢in boyle bir durum s6z konusu olmadigi igin, esitlik
(3.2.4.1)’de L; normunu almadan dnce bu p vektoriiniin orijinal uzaya geri doniisiimiine
ihtiyacimiz vardir. Esitlik (3.2.4.1)’1 optimize etmek i¢in grid algoritmasi kullanilir. Bu
algoritmanin temel fikri, bu problemi birim norm kisit1 altinda optimizasyonlarin bir
dizisine indirgemektir. Yani, [—m, ] lizerinden bir grid aramasi ile ¢oziilebilen basitge
tek degiskenli bir maksimizasyon problemi olan birim ¢ember iizerinde bir fonksiyonun
maksimumlarinin bir dizisi 6ziine indirgemektir. Esitlik (3.2.4.1)’in optimizasyonu,

1 < j < k’nin verilen bir degeri i¢in diistiniildiigiinde, asagidaki adimlar1 uygulayalim:

Adim 1- XU, satirlarinda xgj Y vektdrlerine sahip olan bir matris olsun. Bu

matrisin siitun sayisin1 p; = p — j + 1 olarak gosterelim. Matrisin her bir s siitunu i¢in

Vs = V(xg), oy, x,%)) izdiisiim indeks degeri hesaplanir. Izdiisiim indeksleri s’de azalan

siradadir, V, =2V, = -+ > ij. Bu durumda, algoritmanin baglangi¢ degeri p; bilesene

sahip p = (1,0, ...,0) vektoridiir.

Adim 2- Bu adim, [ =1, ..., maxiter (dis dongii) icin mevcut en iyi ¢6zim

p = (pl, ..., p?)) asagidaki alt adimlar takip edilerek giincellenir.

1 < s < p;j (i¢ dongii)
Adim 2.1- Tek degiskenli grid arama fonksiyonu iizerinden maksimizasyon
y = f(@'b(), ..., p* by, cosy,p* b (¥), ..., pPb(¥)),

burada, b(y) = sin(y)/y/1 — (p*%)?, f fonksiyonunun argiimani iizerinde birim norm

s
2l-1"

kosulu (kisit1) tutulmaya devam ediyor. y degerleri [arccos(ps) - arccos(p®) +

/ (21_1)] araliginda degisir. Bu ylizden [ =1 i¢in, grid arama tiim birim ¢ember

tizerinden yapilir.

Iterasyon adimi 1 arttikga, daha kisitlanmis bir arama yapariz. Bu fonksiyon tek
say1 olan bir Ngrid degerlendirme noktalarini kullanan bir grid arama ile maksimize

edilir. En iyi ¢6ziime karsilik gelen her zaman y = arccos(p*®) gibi bir grid noktasidir.
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Adim 2.2- Mevcut en iyi ¢oziim,

p < fb),....p5 b(y*), cosy*, pstib(y*), ...,pPib(y*))’ olarak  tanimlanir.

Burada y* grid aramanin maksimumuna karsilik gelir.

Adim 3- Sonug olarak grid algoritmasi ile j. temel bilesen i¢in elde edilen p
optimal seyrek vektoriinlin p; = ~]4'_1p’yi saglayan orijinal uzaya geri doniistiiriilmesi

gerekmektedir.

Grid algoritmasi koordinat kokenli yontemlerin bir tiiriidiir. Genisletilmis grid
algoritmas1 uygun bir hesaplama zamani ile her zaman dayanikli ve seyrek ¢oziimler

verir (Croux ve ark., 2013).

3.2.5. Seyreklik Parametresi A’min Secimi

Seyreklik parametresi A’nin se¢imi n’nin bir kiimesi i¢in hesaplanan amag
fonksiyonu optimize edilerek yapilir. A, sifir ile alabilecegi maksimum deger arasinda
degisen farkli degerler alabilir. Eger A’ nin alabilecegi maksimum deger belirlenemezse,
o zaman tam seyreklik saglayan minimum A degeri tercih edilir. Tam seyreklik durumu,
yiikler matrisinde genelde sadece sifir ve birlerden olusan yiiklerin minimum mutlak
toplamimi ifade etmektedir. Arastirmacilar, A se¢imi i¢in iki optimizasyon
yaklagimindan bir tanesini kullanarak bu siireci tamamlayabilirler. Bu yaklasimlar
sirastyla TPO (Tradeoff Carpim Optimizasyonu) ve BIC (Bayes Bilgi Kriteri) olarak
verilir. BIC yaklagimi, tiim TB’ler i¢in ayn1 A degerini secer ve diisiiniilen TB’ler sayis1
k’nin 6zel bir se¢imini ifade eder. Ancak TPO yaklasimi her bir TB igin ayri olarak
optimize edilir ve boylece k iizerinden bir karara bagli olmayan bir model i¢inde farkli
A degerleri tiiretilir. TPO yaklagiminda, STBA baglaminda yapilan tradeoff, aciklanan
varyans kaybina karsi kazanilan seyrekligi ifade etmektedir. TPO, j.inci seyrek temel
bilesenin sifir yiiklerinin sayisi ile agiklanan varyansinin ¢arpimini maksimize eder.

Buradan TPO yaklasimina gore k tane TB i¢in A; degerleri,
AP0 =v((STB)))a;, j=12,..k (3.25.1)

esitligi ile elde edilir. Burada «a;, j. STB igin sifir yiiklerin sayisidir. Croux ve ark.
(2013), seyreklik parametresi A’y1 segmek i¢in BIC tipi bir kriter kullanmislardir. Pj, ve
P}, sirasiyla ilk k TB’yi iceren seyrek ve seyrek olmayan temel bilesenlerin yiikler
matrisleri olsun. Buradan, RS = X — XP;(P})' ve R° = X — XPj,(P})' artik matrisleri
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tanimlanir. Artik matrislerin j.inci siitunlan swrasiyla 1% = (1,15, ..., 7y;) Ve 117 =

(T4}, T5j» -e» Tj) Olarak tanimlanir. BIC kriteri,

kv logn(n)
BIC _ 2j=1"1j g 25.2
A Z;‘=1V(Tf) B - (3.2.5.2)

esitligi ile tanimlanir. Burada,  sifir olmayan yiiklerin sayisidir.

Pratikte 2’ nin secimi bir grid [0, A,,,4,] araliginda AB/¢ minimize edilerek yapulir.
Burada, 74,4, k bilesenli seyrek TBA sonuglarinin tam seyrekligindeki sonuglardir.
A’ya ek olarak, ayrica k’nin bilesenlerinin sayisin1 se¢gmek gerekir. k’nin uygun se¢imi
TBA’da eski ve yaygin bir problemdir. Bu problemin giderilmesi dogrultusunda bir¢ok
oneri sunulmustur. Bu ¢alismada k sayisina, dayanikli varyans agiklama orani (VAO),

VAO, = % (3.2.5.3)

ile karar verilir. Burada T}, temel bilesen skorlarini igerir. V = var igin, VAO,, k en
biliylik 6zdegerin toplaminin, Orneklem kovaryans matrisinin tiim &zdegerlerinin
toplamina oranidir. Bu seyrek metot ¢alistyorken, temel bilesenlerin sayis1 korunmustur.
k’nin bu degeri igin, se¢ilmis bir A, daha seyrek bir yiikler matrisine ve daha kiigiik bir

dayanikli varyansa sahip olmalidir.

14



4. BULGULAR

Bu boliimde izdiisiim takibine dayanan dayanikli TBA ve dayanikli seyrek TBA
yontemlerinin performanslar1 iki gergek ve 1ii¢ yapay veri kiimesi {izerinden
karsilastirilacaktir. Izdiisiim takip dayanikli temel bilesenler analizi (IT-DTBA) ve
izdiisiim takip dayamkli seyrek temel bilesenler analizi (IT-DSTBA) yontemlerini
gercek ve yapay veri kiimelerine uygulamak i¢in R programinda (version 3.3.2) pcaPP,
pls, lars, lasso2, spls, lattice, elasticnet, stats, stats4, robust, robustbase, rrcov, rrcovHD
kiitiphaneleri yardimiyla yazilan kodlar (Ek-1, Ek-2, Ek-3, Ek-4, EK-5) kullanilmistir.

4.1. Yapay ve Gercek Veri Kiimesi Uygulamalari

4.1.1. Yapay Veri Kiimesi 1 Uzerinden IT-DTBA ve iT-DSTBA’nin
Karsilastirilmasi

Materyal boliimiinde bahsedilen Yapay Veri Kiimesi 1, yazilan R (version 3.3.2)
kodu ile analiz edilmis olup elde edilen sonuglar %10, %20, %30’luk aykir1 gézlem

oranlarina gore sirasiyla Cizelge 4.1, Cizelge 4.2, Cizelge 4.3’te sunulmustur.

%10 aykirt gozlem orani durumu i¢in TPO ve BIC kriterleri kullanilarak A’lar

belirlenmis, en optimal A degeri TPO kriterine gore A = 7.8 olarak segilmistir.

Cizelge 4.1 incelendiginde IT-DTBA’nin ilk dért temel bilesenle toplam
varyansin %88’ini acikladigi goriilmektedir. IT-DSTBA sonuglar1 incelendiginde ilk
dort temel bilesen ile toplam varyansin %84’linlin agiklandig1 goriilmektedir. Yani bu
durumda seyreklik 6zelligini kullanmanin maliyeti %4’lilk varyans aciklama orani
kaybina esdegerdir. Fakat Cizelge 4.1°de IT-DTBA’da sifir olmayan yiiklerin sayis1 20
iken IT-DSTBAda sifir olmayan yiiklerin sayismin 4’e diistiigii goriilmektedir. Yiikler
matrisine eklenen seyreklik 6zelliginin temel bilesenlerin yorumlanmasini son derece

1yi bir performansla ve diisiik bir hata oraniyla kolaylastirdigi goriilmektedir.
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Cizelge 4.1. Degiskenlerin %10 aykir1 gozlem varliginda, ilk dort seyrek olmayan

dayanikli (A = 0) ve seyrek dayanikli (A = 7.8 ) temel bilesen yiikleri

Degiskenler IT-DTBA IT-DSTBA

PC1 |PC2 |PC3 | PC4 JPC1 |PC2 |PC3 |PC4
X1 0.59 (0.30 |-0.59 | -0.07 §1.00 |0.00 |0.00 |0.00
X2 0.18 |-0.09 |0.65 0.24 §0.00 |0.00 |0.00 |1.00
X3 0.74 |0.03 |0.30 0.22 §0.00 |0.00 |0.00 |0.00
X4 -0.14{0.92 |0.31 |-0.21 §0.00 |0.00 |1.00 |0.00
X5 -0.21/0.25 |-0.22 |0.92 §0.00 |1.00 |0.00 |0.00
VAO % 0.25 [0.24 |0.23 |0.16 §0.25 [0.21 |0.19 |0.18
Birikimli VAO % [0.25 |0.48 |0.72 |0.88 §0.25 |0.46 |0.66 |0.84
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Cizelge 4.2. Degiskenlerin %20 aykir1 gozlem varliginda, ilk dort seyrek olmayan

dayanikli (A = 0) ve seyrek dayanikli (A = 12.14 ) temel bilesen yiikleri

Degiskenler IT-DTBA IT-DSTBA

PC1 |PC2 [PC3 |PC4 JPCl PC2 |PC3 |PC4
X1 0.04 [0.73 [-0.67 |0.01 §0.00 1.00 |0.00 [0.00
X2 -0.03 [0.57 |0.71 |0.00 |ooo 0.00 [1.00 [0.00
X3 0.68 [-0.27|-0.12 [-0.29 J0.00 0.00 [0.00 [1.00
X4 -0.28 [-0.24|-0.14 [0.74 |1oo 0.00 [0.00 {0.00
X5 0.67 [0.15 [0.12 [0.61 J0.00 0.00 [0.00 {0.00
VAO % 031 [0.23 |0.19 |0.15 |023 0.23 [0.21 {0.19
Birikimli VAO % [0.31 [0.54 |0.73 | 0.88 |o.23 0.46 [0.67 |0.86

%20 aykir1 gozlem orani durumu i¢in TPO ve BIC kriterleri kullanilarak A’lar
belirlenmis, en optimal A degeri TPO kriterine gore A = 12.14 olarak se¢ilmistir.

Cizelge 4.2 incelendiginde IT-DTBA’nin ilk doért temel bilesenle toplam
varyansin %88’ini acikladigi goriilmektedir. IT-DSTBA sonuglari incelendiginde ilk
dort temel bilesen ile toplam varyansin %86’iiniin agiklandig1 goriilmektedir. Yani bu
durumda seyreklik 6zelligini kullanmanin maliyeti %2’lilkk varyans agiklama orani
kaybina esdegerdir. Fakat Cizelge 4.2°de IT-DTBA’da sifir olmayan yiiklerin sayis1 19
iken IT-DSTBAda sifir olmayan yiiklerin sayisinin 4’e diistiigii goriilmektedir. Yiikler
matrisine eklenen seyreklik 6zelliginin temel bilesenlerin yorumlanmasini son derece

1yi bir performansla ve diisiik bir hata oraniyla kolaylastirdig1 goriilmektedir.
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Cizelge 4.3. Degiskenlerin %30 aykir1 gozlem varliginda, ilk dort seyrek olmayan

dayanikli (A = 0) ve seyrek dayanikli (A = 3.87 ) temel bilesen yiikler

Degiskenler IT-DTBA IT-DSTBA

PC1 PC2 |PC3 |PC4 jPC1 PC2 |PC3 PC4

X1 -0.50 (0.20 |0.14 | -0.48 §0.00 0.00 |0.00 |1.00

X2 0.77 -0.07(-0.17 |-0.57 §0.00 -0.01 |0.00 |0.00

X4 0.32 0.27 [0.89 |0.17 §-0.01 0.00 |1.00 |0.00

X5 0.00 0.89 |-0.19 | -0.20 §0.00 1.00 [0.00 |0.00

VAO % 0.31 0.23 |0.22 |0.15 g0.21 0.20 |0.20 |0.20

Birikimli VAO % |0.31 0.54 |0.76 091 g0.21 042 |0.62 |0.81

X3 0.23 0.31 |-0.36 |0.61 |100 0.00 |0.01 |0.00

%30 aykir1 gozlem orani durumu i¢in TPO ve BIC kriterleri kullanilarak A’lar

belirlenmis, en optimal A degeri TPO kriterine gore A = 3.87 olarak segilmistir.

Cizelge 4.3 incelendiginde IT-DTBA’nin ilk doért temel bilesenle toplam
varyansin %91’ini acikladig1 goriilmektedir. IT-DSTBA sonuglari incelendiginde ilk
dort temel bilesen ile toplam varyansin %81’inin agiklandig1 goriilmektedir. Yani bu
durumda seyreklik &zelligini kullanmanin maliyeti %10’luk varyans agiklama orani
kaybina esdegerdir. Fakat Cizelge 4.3’te IT-DTBA’da sifir olmayan yiiklerin sayis1 19
iken IT-DSTBAda sifir olmayan yiiklerin sayisinin 7°ye diistiigii goriilmektedir. Yiikler
matrisine eklenen seyreklik 6zelliginin temel bilesenlerin yorumlanmasini son derece

1yi bir performansla ve diigiik bir hata oraniyla kolaylastirdig1 goriilmektedir.
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4.1.2. Yapay Veri Kiimesi 2 Uzerinden IT-DTBA ve IT-DSTBA’nmn
Karsilastirilmasi
Materyal boliimiinde bahsedilen Yapay Veri Kiimesi 2 yazilan R (version 3.3.2)

kodu ile analiz edilmis olup elde edilen sonuglar Cizelge 4.4’te sunulmustur.
Cizelge 4.4. Yapay Veri Kiimesi 2’de degiskenlerin ilk dort seyrek olmayan dayanikli

(A =0) ve seyrek dayanikli (4 = 11.03) temel bilesen yiikleri

Degiskenler IT-DTBA IT-DSTBA

PC1 |PC2 [PC3 |PC4 JPCl PC2 |PC3 |PC4
X1 0.99 [-0.06/0.03 [0.11 J1.00 0.00 [0.00 [0.00
X2 0.04 [0.26 [0.86 |-0.18 §0.00 0.00 [0.00 [1.00
X3 0.08 [0.79 [-0.23 [-0.47 §0.00 0.00 [0.00 {0.00
X4 0.07 [0.00 [0.08 [-0.18 J§0.00 0.00 [1.00 {0.00
X5 0.07 [0.40 [-0.36 [0.39 J0.00 0.00 [0.00 [0.00
X6 -0.11 [0.37 [0.27 |0.74 J§0.00 1.00 [0.00 [0.00
VAO % 0.23 [0.18 |0.17 [0.16 Jo.18 0.18 [0.18 [0.16
Birikimli VAO % [0.23 [0.41 [0.59 |0.74 Jo0.18 0.36 [0.54 [0.71

Yapay Veri Kiimesi 2 i¢in TPO ve BIC kriterleri kullanilarak A’lar belirlenmis,
en optimal A degeri BIC kriterine gére 4 = 11.03 olarak sec¢ilmistir.

Cizelge 4.4 incelendiginde IT-DTBA’nin ilk doért temel bilesenle toplam
varyansin %74’iinii acikladigi goriilmektedir. IT-DSTBA sonuglar incelendiginde ilk
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dort temel bilesen ile toplam varyansin %71’°inin agiklandigi goérilmektedir. Yani bu
durumda seyreklik 6zelligini kullanmanin maliyeti %3’likk varyans agiklama orani
kaybina esdegerdir. Fakat Cizelge 4.4’te IT-DTBA’da sifir olmayan yiiklerin sayis1 23
iken IT-DSTBA’da sifir olmayan yiiklerin sayisinin 4’e diistiigii goriilmektedir. Yiikler
matrisine eklenen seyreklik 6zelliginin temel bilesenlerin yorumlanmasini son derece

iyi bir performansla ve diisiik bir hata oraniyla kolaylastirdig1 goriilmektedir.

4.1.3. Yapay Veri Kiimesi 3 (p > n durumu) Uzerinden IT-DTBA ve IT-
DSTBA’nin Karsilastirilmasi
Materyal bolimiinde bahsedilen Yapay Veri Kiimesi 3 yazilan R (version 3.3.2)

kodu ile analiz edilmis olup elde edilen sonuglar Cizelge 4.5’te sunulmustur.

Yapay Veri Kiimesi 3 i¢in TPO ve BIC kriterleri kullanilarak A’lar belirlenmis,
en optimal A degeri BIC kriterine gére 4 = 50.69 olarak segilmistir.

Cizelge 4.5 incelendiginde IT-DTBA’nin ilk dért temel bilesenle toplam
varyansin %87’sini agikladig1 goriilmektedir. IT-DSTBA sonuglar1 incelendiginde ilk
dort temel bilesen ile toplam varyansin %84 iiniin agiklandig1 goriilmektedir. Yani bu
durumda seyreklik 6zelligini kullanmanin maliyeti %3’liik varyans agiklama orani
kaybina esdegerdir. Fakat Cizelge 4.5’te IT-DTBA’da sifir olmayan yiiklerin sayis1 71
iken IT-DSTBA’da sifir olmayan yiiklerin sayisinin 4’e diistiigii goriilmektedir. Yiikler
matrisine eklenen seyreklik ozelliginin temel bilesenlerin yorumlanmasini son derece

1yi bir performansla ve diisiik bir hata oraniyla kolaylastirdig1 goriilmektedir.
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Cizelge 4.5. Yapay Veri Kiimesi 3’te degiskenlerin ilk dort seyrek olmayan dayanikli

(A =0) ve seyrek dayanikli (1 = 50.69) temel bilesen yiikleri

Degiskenler IT-DTBA IT-DSTBA

PC1 PC2 |PC3 PCl PC2 |PC3 |PC4

X1 0.62 -0.18 |0.36 |-0.25 §0.00 0.00 |0.00 (1.00

X2 0.35 0.03 |-0.10 0.00 0.00 |0.00 (0.00

X3 -0.22 0.25 |-0.22|-0.10 g0.00 0.00 |0.00 |0.00

X4 -0.04 -0.15 |0.00 |-0.02 g0.00 0.00 |0.00 |0.00

X5 -0.24 -0.14 |-0.13 0.00 |0.00 |(0.00

X6 0.00 0.00 |0.04 |0.04 §0.00 0.00 |0.00 |0.00

X7 0.00 -0.14 |-0.07 |0.00 g0.00 0.00 |0.00 |0.00

X8 0.13 0.03 |-0.22 |-0.07 §0.00 0.00 |0.00 |(0.00

X9 0.02 0.50 |0.23 |0.13 §0.00 0.00 |0.00 |(0.00

X11 -0.20 0.16 |-0.11|-0.08 §0.00 0.00 |0.00 (0.00

X12 -0.08 0.13 |0.05 |-0.03 §o0.00 0.00 |0.00 |(0.00

X13 0.11 -0.24 |-0.12 0.00 0.00 |0.00 (0.00

X14 0.00 0.50 |0.07 0.00 0.00 |0.00 (0.00

X15 -0.03 -0.21 |-0.28 0.00 0.00 |1.00 |(0.00

X16 0.01 -0.08 |-0.07 0.00 0.00 |0.00 (0.00

X17 0.00 -0.22 |0.14 0.00 0.00 |0.00 (0.00

X18 -0.08 0.06 |-0.34|-0.41 §0.00 0.00 |0.00 (0.00

X19 0.17 0.25 |-0.10 0.00 0.00 |0.00 |(0.00

X20 -0.53 -0.23 |0.51 |-0.22 g0.00 0.00 |0.00 (0.00

VAO % 0.28 0.24 |0.21 0.27 0.23 |(0.19 (0.16

Birikimli VAO % |0.28 0.53 [0.73 0.27 0.50 (0.68 |0.84

X10 0.00 -0.13 |-0.41|-0.50 |0 .00 1.00 |0.00 |0.00
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4.1.4. Ger¢ek Veri 1-Borsa Verisi Uzerinden iT-DTBA ve iT-DSTBA’nin
Karsilastirilmasi
Materyal boliimiinde bahsedilen Gergek Veri 1-Borsa Verisi yazilan R (version

3.3.2) kodu ile analiz edilmis olup elde edilen sonuglar Cizelge 4.6’da sunulmustur.
Cizelge 4.6. Gergek Veri 1-Borsa Verisinde degiskenlerin ilk dort seyrek olmayan

dayanikli (A = 0) ve seyrek dayanikli (4 = 3.31) temel bilesen yiikleri

Degiskenler IT-DTBA IT-DSTBA

PC1 PC2 |PC3 |PC4 jPC1 PC2 |PC3 PC4

X1 0.36 -0.12|-0.48 0.00 0.00 {0.00 |1.00

X2 -0.02 |0.56 |-0.22 | -0.26 §0.79 -0.01 |0.00 |0.00

X3 0.29 0.39 {0.19 |-0.45 §0.00 0.00 |0.17 |0.01

X5 0.15 0.54 {0.11 |0.02 g0.00 0.00 [0.99 |0.00

X6 0.59 0.00 |-0.35 |0.01 g0.01 0.10 |0.00 |0.00

X7 0.46 0.09 {0.61 |0.55 g0.00 1.00 |0.00 |0.00

X8 -0.39 |0.47 |-0.26 0.61 g0.62 0.01 |0.00 |0.00

VAO % 0.34 0.24 {0.15 |0.15 g0.28 0.19 |0.19 |0.10

Birikimli VAO % |0.34 0.58 |0.73 0.87 §0.28 0.47 |0.66 |0.76

X4 0.22 0.00 |-0.34 ‘.“ 0.00 |0.00 |0.00
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Ger¢ek Veri 1-Borsa Verisi i¢cin TPO ve BIC kriterleri kullanilarak A’lar
belirlenmis, en optimal A degeri TPO kriterine gore A = 3.31 olarak secilmistir.

Cizelge 4.6 incelendiginde IT-DTBA’nmn ilk dort temel bilesenle toplam
varyansin %87’sini acikladigi goriilmektedir. IT-DSTBA sonuglar1 incelendiginde ilk
dort temel bilesen ile toplam varyansin %76’smin agiklandigi goriilmektedir. Yani bu
durumda seyreklik 6zelligini kullanmanin maliyeti %11°lik varyans agiklama orani
kaybina esdegerdir. Fakat Cizelge 4.6°da iIT-DTBA’da sifir olmayan yiiklerin sayis1 30
iken IT-DSTBA ’da sifir olmayan yiiklerin sayisinin 11’e diistiigii goriilmektedir. Yiikler
matrisine eklenen seyreklik 6zelliginin temel bilesenlerin yorumlanmasini son derece

iyi bir performansla ve diisiik bir hata oraniyla kolaylastirdig1 goriilmektedir.

4.1.5. Gerg¢ek Veri 2-Kibler Verisi Uzerinden IT-DTBA ve IT-DSTBA’nin
Karsilastirnlmasi
Materyal bolimiinde bahsedilen Gergek Veri 2-Kibler Verisi yazilan R (version

3.3.2) kodu ile analiz edilmis olup elde edilen sonuglar Cizelge 4.7’ de sunulmustur.

Gergek Veri 2-Kibler Verisi icin TPO ve BIC kriterleri kullanilarak A’lar

belirlenmis, en optimal A degeri TPO kriterine gére A = 5.5 olarak se¢ilmistir.

Cizelge 4.7 incelendiginde IT-DTBA’nm ilk ii¢ temel bilesenle toplam varyansin
%9011 agikladigi goriilmektedir. IT-DSTBA sonuglari incelendiginde ilk ii¢ temel
bilesen ile toplam varyansin %81’inin agiklandigi goriilmektedir. Yani bu durumda
seyreklik oOzelligini kullanmanin maliyeti %9’luk varyans aciklama orani kaybina
esdegerdir. Fakat Cizelge 4.7°de IT-DTBA’da sifir olmayan yiiklerin sayis1 38 iken IT-
DSTBA’da sifir olmayan yiiklerin sayisinin 8’e distiigii goriilmektedir. Yikler
matrisine eklenen seyreklik 6zelliginin temel bilesenlerin yorumlanmasini son derece

1yi bir performansla ve diisiik bir hata oraniyla kolaylastirdig: goriilmektedir.
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Cizelge 4.7. Gergek Veri 2-Kibler Verisinde degiskenlerin ilk ii¢ seyrek olmayan

dayanikli (A = 0) ve seyrek dayanikli (A = 5.5) temel bilesen yiikleri

Degiskenler IT-DTBA IT-DSTBA

PC1 PC2 PC1 |[PC2 |[PC3

X1 012  |0.05 0.00 [0.00 [0.00
X2 0.27 0.09 [-0.12 J0.00 [0.00 [0.00
X3 0.22 0.04 [-0.12 J0.00 [0.00 [0.00
X4 0.36 -0.11 [0.10 0.04 [0.00 [0.00
X5 0.00 064 [-0.35 J0.00 [0.00 [0.00
X6 0.30 -0.18 [-0.12 J0.00 [-0.02 [0.00
1.00 [0.00 [0.00

X8 0.00 -0.45 |-0.20 0.01 |0.00 |[0.00

X9 0.00 0.18 |0.76 0.00 |0.00 |[0.02

X10 0.33 0.04 |0.17 0.00 |0.00 |[0.00

X11 0.00 -0.31 |0.30 0.00 |0.00 |[0.00

X12 -0.32 -0.04 |0.10 0.00 |0.00 |[1.00

X13 -0.33 -0.01 |0.14 0.00 |0.99 |[0.00

X14 0.35 -0.30 |-0.04 0.00 |-0.13 |[0.00

VAO % 0.65 0.13 |0.12 031 (029 |0.22

Birikimli VAO % 0.65 0.77 (0.90 031 |059 |[0.81

X7 0.45 0.33 |0.23 I
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5. TARTISMA VE SONUC

Seyrek temel bilesenler analizi, agiklanan varyanst maksimum yapan yonler
dogrultusundaki vektorleri bulmak ve temel bilesenlerin yorumlanabilirligini artirmak
anlaminda ¢ok kullanighdir. Dayanikli seyrek temel bilesenler analizi de (DSTBA) yine
yorumlanabilirligi kolaylastiran ve aykir1 gozlemlerden etkilenmeyen temel bilesenler
analizi vektorlerinin belirlenmesini saglar. Ele alinan izdiisiim takip yaklagimi temel
bilesenler analizi vektorlerini bulmak i¢in dayanikli bir varyanst maksimum
yapmaktadir. Izdiisiim takip yaklasimmin avantajlarindan birisi temel bilesenlerin
sirayla hesaplanmasidir ve istenilen temel bilesen sayisina ulasildiginda algoritma
durur. Bu o0zellik yliksek boyutlu veri kiimelerinde degisken sayisinin gozlem

sayisindan daha biiyiik (p > n) oldugu durumlarda oldukg¢a kullanishidir.

Hem yorumlanabilirlik hem de varyans aciklama orani bakimindan optimal
sonucu elde etmek i¢in kullanilan seyreklik parametresi A’nin optimal degeri BIC ve

TPO yaklasimlartyla bulunabilir.

Bu c¢alismada, cok degiskenli bir veri kiimesinde aykir1 gozlemlerin varliginda
kullanilan dayanikli TBA ve TBA sonuglarin1i daha net ve anlasilir bir formata
dontistiiren seyrek TBA yontemlerinin giiglerini birlestiren Croux ve ark. (2013)’nin
onerdigi dayanikli seyrek TBA yonteminin performansi farkli aykirt gézlem oranlarma
sahip iki gercek ve li¢ yapay veri kiimesi lizerinden incelenmistir. Yapay Veri Kiimesi
3, degisken sayisi (p) > gozlem sayist (n) durumunu igermektedir. Bu nedenle boyle bir
veri kiimesinin IT-DSTBA ile ¢dziimiinde elde edilecek bulgular olduk¢a énemlidir.
Izdiisiim takip yontemi de bu p > n durumunda kullanimi oldukg¢a yaygim bir dayanikli

yontemdir.

Bu c¢alismada, A’nin belirlenmesinde kullanilan BIC ve TPO Kriterlerinin
birbirlerine gore fazla bir listiinliik gostermedigi goriilmiistiir. Fakat her bir uygulamada,

A degerini veren A belirleme kriterlerinin (BIC ve TPO) en optimali se¢ilmistir.

Gelecekteki calismada, bu ¢alismada ele alinan izdiisim takibine dayanan
DSTBA, farkli dayanikli varyans tahmin edicilerine dayanan DSTBA sonuglar1 ile
karsilastirilabilir. Kiiclik o6rneklem ve biiyiik O6rneklem durumlarinda farkli aykir

gbozlem oranlar1 icin ydntemlerin performans: degerlendirilebilir. Izdiisiim takip
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yaklagimi yerine EKKD gibi farkli yaklasimlarin kullanimlarinin da DSTBA {izerine
etkileri incelenebilir.
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EKLER
Ek-1

Yapay Veri Kiimesi 1 i¢in R programinda (version 3.3.2) yazilan kodlar:
%10 aykirt gozlem durumu:
x<-read.table("'C:/%10.txt")
x.sd <- apply(x,2,sd)
xsd <- sweep(x, 2, x.sd, "/"", check.margin = FALSE)
apply(xsd, 2, sd)
x.gn <- apply(x, 2, gn)
xgn <- sweep(x, 2, x.gn, "/", check.margin = FALSE)
apply(xan, 2, qn)
k<-3
maxiter <- 25
method <- "gn"
0TPO <- opt. TPO (xgn, k = k, method = method, maxiter = maxiter)
par(mfrow=c(2,2))
for (i in 1:k) plot (oTPO, k =1, f.x = "lambda")
rpca <- SPcaGrid(xgn, lambda=0, k=5)
srpca <- SPcaGrid(xgn, lambda=7.8, k=5)
tab <- chind(round(getLoadings(rpca)[,1:4], 2), round(getLoadings(srpca)[,1:4], 2))
varsl <- getEigenvalues(rpca); varsl <- varsl/sum(varsl)

vars2 <- getEigenvalues(srpca); vars2 <- vars2/sum(vars2)
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cvarsl <- cumsum(varsl)

cvars2 <- cumsum(vars2)

ev <- round(c(vars1[1:4], vars2[1:4]),2)

cev <- round(c(cvars1[1:4], cvars2[1:4]),2)
rbind(tab, ev, cev)

%20 aykir1 gozlem durumu:
x<-read.table(*"C:/%20.txt")

x.sd <- apply(x,2,sd)

xsd <- sweep(x, 2, x.sd, "/"", check.margin = FALSE)
apply(xsd, 2, sd)

x.gn <- apply(x, 2, gn)

xgn <- sweep(x, 2, x.gn, "/", check.margin = FALSE)
apply(xan, 2, gn)

k<-3

maxiter <- 25

method <- "Qn"

0TPO <- opt. TPO (xgn, k = k, method = method, maxiter = maxiter)

for (i in 1:k) plot (0TPO, k =i, f.x = "lambda")
rpca <- SPcaGrid(xgn, lambda=0, k=5)

srpca <- SPcaGrid(xqgn, lambda=12.14, k=5)

tab <- chind(round(getLoadings(rpca)[,1:4], 2), round(getLoadings(srpca)[,1:4], 2))

varsl <- getEigenvalues(rpca); varsl <- varsl/sum(varsl)
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vars2 <- getEigenvalues(srpca); vars2 <- vars2/sum(vars2)
cvarsl <- cumsum(varsl)

cvars2 <- cumsum(vars2)

ev <- round(c(vars1[1:4], vars2[1:4]),2)

cev <- round(c(cvars1[1:4], cvars2[1:4]),2)

rbind(tab, ev, cev)

%30 aykir1 gozlem durumu:
x<-read.table("C:/%30.txt")

x.sd <- apply(x,2,sd)

xsd <- sweep(x, 2, x.sd, "/"", check.margin = FALSE)
apply(xsd, 2, sd)

x.gn <- apply(x, 2, gn)

xgn <- sweep(x, 2, x.gn, "/", check.margin = FALSE)
apply(xan, 2, gn)

k<-3

maxiter <- 25

method <- "Qn"

0TPO <- opt. TPO (xgn, k = k, method = method, maxiter = maxiter)
par(mfrow=c(2,2))

for (i in 1:k) plot (oTPO, k =i, f.x = "lambda")

rpca <- SPcaGrid(xgn, lambda=0, k=5)

srpca <- SPcaGrid(xgn, lambda=3.87, k=5)
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tab <- cbind(round(getLoadings(rpca)[,1:4], 2), round(getLoadings(srpca)[,1:4], 2))
varsl <- getEigenvalues(rpca); varsl <- varsl/sum(varsl)

vars2 <- getEigenvalues(srpca); vars2 <- vars2/sum(vars2)

cvarsl <- cumsum(varsl)

cvars2 <- cumsum(vars2)

ev <- round(c(vars1[1:4], vars2[1:4]),2)

cev <- round(c(cvars1[1:4], cvars2[1:4]),2)

rbind(tab, ev, cev)
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Ek-2
Yapay Veri Kiimesi 2 i¢in R programinda yazilan kodlar:
library(mvtnorm)
X <- rbind(rmvnorm(200, rep(0, 6), diag(c(5, rep(1,5)))),
rmvnorm( 15, c(0, rep(20, 5)), diag(rep(1, 6))))
x.sd <- apply(x,2,sd)
xsd <- sweep(x, 2, x.sd, "/"", check.margin = FALSE)
apply(xsd, 2, sd)
x.gn <- apply(x, 2, gn)
xgn <- sweep(x, 2, x.gn, "/", check.margin = FALSE)
apply(xan, 2, gn)
k<-3
maxiter <- 25
method <- "gn"
oBIC <- opt.BIC (xgn, k = k, method = method, maxiter = maxiter)
for (i in 1:k) plot (oBIC, k =i, f.x = "lambda™)
rpca <- SPcaGrid(xgn, lambda=0, k=6)
srpca <- SPcaGrid(xgn, lambda=11.03, k=6)
tab <- cbind(round(getLoadings(rpca)[,1:4], 2), round(getLoadings(srpca)[,1:4], 2))
varsl <- getEigenvalues(rpca); varsl <- varsl/sum(varsl)
vars2 <- getEigenvalues(srpca); vars2 <- vars2/sum(vars2)

cvarsl <- cumsum(varsl)
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cvars2 <- cumsum(vars2)
ev <- round(c(vars1[1:4], vars2[1:4]),2)
cev <- round(c(cvars1[1:4], cvars2[1:4]),2)

rbind(tab, ev, cev)
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Ek-3
Yapay Veri Kiimesi 3 i¢in R programinda yazilan kodlar:
library(mvtnorm)
X <- rbind(rmvnorm(15, rep(0, 20), diag(c(5, rep(1,19)))),
rmvnorm( 3, ¢(0, rep(20, 19)), diag(rep(1, 20))))
x.sd <- apply(x,2,sd)
xsd <- sweep(x, 2, x.sd, "/"", check.margin = FALSE)
apply(xsd, 2, sd)
x.gn <- apply(x, 2, Qn)
xgn <- sweep(x, 2, x.gn, "/", check.margin = FALSE)
apply(xan, 2, Qn)
k<-4
maxiter <- 25
method <- "gn"
oBIC <- opt.BIC (x, k = k, method = method, maxiter = maxiter)
for (i in 1:k) plot (oBIC, k =i, f.x = "lambda™)
rpca <- SPcaGrid(xgn, lambda=0, k=5)
srpca <- SPcaGrid(xgn, lambda=50.69, k=5)
tab <- cbind(round(getLoadings(rpca)[,1:4], 2), round(getLoadings(srpca)[,1:4], 2))
varsl <- getEigenvalues(rpca); varsl <- varsl/sum(varsl)
vars2 <- getEigenvalues(srpca); vars2 <- vars2/sum(vars2)

cvarsl <- cumsum(varsl)
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cvars2 <- cumsum(vars2)
ev <- round(c(vars1[1:4], vars2[1:4]),2)
cev <- round(c(cvars1[1:4], cvars2[1:4]),2)

rbind(tab, ev, cev)
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Ek-4
Gergek Veri 1-Borsa Verisi i¢in R programinda yazilan kodlar:
x=read.table(“C:/BORSAVERI.txt")
x.sd <- apply(x,2,sd)
xsd <- sweep(x, 2, x.sd, "/"", check.margin = FALSE)
apply(xsd, 2, sd)
X.gn <- apply(x, 2, Qn)
xqn <- sweep(X, 2, x.qn, "/", check.margin = FALSE)
apply(xan, 2, Qn)
k<-4
maxiter <- 25
method <- "gn"
0TPO <- opt. TPO (X, k = k, method = method, maxiter = maxiter)
usr<-par(mfrow=c(1,2))
for (i in 1:k) plot (0TPO, k =i, f.x = "lambda")
rpca <- SPcaGrid(xgn, lambda=0, k=8)
srpca <- SPcaGrid(xgn, lambda=3.31, k=8)
tab <- cbind(round(getLoadings(rpca)[,1:5], 2), round(getLoadings(srpca)[,1:5], 2))
varsl <- getEigenvalues(rpca); varsl <- varsl/sum(varsl)
vars2 <- getEigenvalues(srpca); vars2 <- vars2/sum(vars2)
cvarsl <- cumsum(varsl)

cvars2 <- cumsum(vars2)
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ev <- round(c(vars1[1:4], vars2[1:4]),2)
cev <- round(c(cvars1[1:4], cvars2[1:4]),2)

rbind(tab, ev, cev)

38



Ek-5
Gergek Veri 2-Kibler Verisi i¢in R programinda yazilan kodlar:
data(kibler)
x<-kibler
x.sd <- apply(x,2,sd)
xsd <- sweep(x, 2, x.sd, "/"", check.margin = FALSE)
apply(xsd, 2, sd)
X.gn <- apply(x, 2, Qn)
xgn <- sweep(x, 2, x.gn, "/", check.margin = FALSE)
apply(xan, 2, Qn)
k<-4
maxiter <- 25
method <- "gn"
0TPO <- opt. TPO (X, k = k, method = method, maxiter = maxiter)
par (mfrow = ¢ (2, 2))
for (i in 1:K) plot (0TPO, k =i, f.x = "lambda")
rpca <- SPcaGrid(xgn, lambda=0, k=4)
srpca <- SPcaGrid(xgn, lambda=5.5, k=4)
tab <- cbind(round(getLoadings(rpca)[,1:3], 2), round(getLoadings(srpca)[,1:3], 2))
varsl <- getEigenvalues(rpca); varsl <- varsl/sum(varsl)
vars2 <- getEigenvalues(srpca); vars2 <- vars2/sum(vars2)

cvarsl <- cumsum(varsl)
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cvars2 <- cumsum(vars2)
ev <- round(c(vars1[1:3], vars2[1:3]),2)
cev <- round(c(cvars1[1:4], cvars2[1:4]),2)

rbind(tab, ev, cev)
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