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OZET
DEDEKIND TOPLAMLARININ ORTALAMA DEGERLERI
Ayhan DIL

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr.Veli KURT
Aralik 2005, 51 Sayfa

Bu tezin amaci Bernoulli, Euler, Genocchi polinomlar: ve sayilar ile ilgili bazi
ozdeslikler, yineleme bagintilari elde etmek; Fuler-Seidel matrislerinin 6gelerini veren
yeni iiretecler bulmak ve Z, izerinde Euler-Seidel matrislerinin tiplerini belirlemek-
tir.

(Calhigmada oncelikle Dedekind toplamlari, Stirling sayilari, Bernoulli, Euler,
Genocchi polinomlari ve sayilari ile ilgili temel tanimlar, 6zdeslikler, yineleme baginti-
lar1 verilmis; bazi ozellikleri incelenmigtir. S6z konusu sayilar i¢in Akiyama-Tanigawa
algoritmasi verilmistir.

Daha sonra Euler-Seidel matrisleri tanitilmis, cesitli 6zellikleri gosterilmis ve
verilen orneklerle konu detaylandirilmigtir. Bunun yanisira Euler-Seidel matrislerinin
Bernoulli, Euler, Genocchi ve Tanjant sayilar ile iligkisi kurulmustur.

Son boliimde Euler-Seidel matrislerinin Z,, tizerinde p (p — 1) X p tipinde olduk-
lar1 gosterilmistir. Bu matrislerin a® girdileri icin yeni iiretecler elde edilmistir. Zhi-
Wei Sun, Hao Pan ve Ke-Jian Wu'nun Bernoulli, Euler polinomlar: ve sayilar: i¢in
buldugu bagintilar, Genocchi sayilar: ve polinomlari i¢in de elde edilmistir.
ANAHTAR KELIMELER: Dedekind Toplamlari, Bernoulli Polinomlar,

Euler Polinomlari, Genocchi Polinomlari,
Tanjant sayilari, Stirling Sayilari, Euler-Seidel

matrisleri, Akiyama-Tanigawa Algoritmasi

JURI: Prof. Dr. Veli KURT
Prof. Dr. Nuri UNAL
Yrd. Dog. Dr. Yilmaz SiMSEK



ABSTRACT
MEAN VALUES OF DEDEKIND SUMS
Ayhan DIL

M.Sc. in Mathematics
Adviser: Prof. Dr.Veli KURT
December 2005, 51 Pages

The aim of this thesis is to obtain some identities and recursion relations
concerning Bernoulli, Euler, Genocchi polynomials and numbers; to find generators
which give the entries of Euler-Seidel matrices and to determine the types of Euler-
Seidel matrices.

Firstly, Dedekind sums, Stirling numbers, Bernoulli, Euler, Genocchi polyno-
mials and numbers are defined; fundemental properties of these sums, numbers and
polynomials are given also identities and recursion relations of these polynomials,
numbers are investigated. Besides, The Akiyama-Tanigawa algorithm for these num-
bers is given. Then Euler-Seidel matrices are defined, some of their properties are
given and with some examples the subject is studied in detail. Furthermore, the con-
nection between Euler-Seidel matrices and Bernoulli, Euler, Genocchi and Tangent
numbers is established.

In the final section it is proved that the type of Euler-Seidel matrices on Z, is
p(p—1) x p. New generators for a* which are entries of Euler-Seidel matrices are
obtained. Also relations for Genocchi polynomials and numbers are obtained in a
similar fashion to the relations for Bernoulli and Euler polynomials and numbers
given bye Sun, Pan, Wu (2004).

KEY WORDS: Dedekind Sums, Bernoulli Polynomials, Euler Polynomials,
Genocchi Polynomials, Tanjant numbers, Stirling numbers,
Euler-Seidel matrices, Akiyama-Tanigawa Algorithm.
COMMITTEE: Prof. Dr. Veli KURT
Prof. Dr. Nuri UNAL
Yrd. Dog. Dr. Yilmaz SIMSEK
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ONSOZ

Bernoulli, Euler, Genocchi polinomlar: ve sayilari; sayilar teorisinin onemli
caligma konular1 arasindadir. Baz tistel fonksiyonlarin rasyonel formlarinin seri agi-
limindan elde edilen bu polinomlar ve sayilar; uygulamali matematik, istatistik ve
bilgisayar programlama gibi uygulama alanlarina sahiptir. Bu calismada, bu poli-
nomlar ve sayilar bir arada incelenmistir.

Euler-Seidel matrisleri, daha once tizerinde ¢ok fazla galigilmamig bir konu ol-
masina ragmen bugiin Sayilar Teorisinin giincel konular1 arasindadir. Bu ¢aligmanin
daha sonra Euler-Seidel matrisleri, Genocchi polinomlari ve sayilari ile ilgili caligacak
olan aragtirmacilara yararh olacagini umuyorum.

Bu tez caligmasi boyunca bilgisini ve zamanini benimle paylasan; destegini
esirgemeyen danigmanim Sayin Prof.Dr. Veli KURT a, yardimlarini gordiigiim Aras-
tirma Gorevlisi Mehmet CENKCI ve Aragtirma Gorevlisi Miimiin CAN’a tesekkiirler-

1mi sunarim.

111



ICINDEKILER

OZET . . i
ABSTRACT . . . . e ii
ONSOZ . . o o iii
ICINDEKILER . . . . . . . . iv
1. GIRIS . . . 1
1.1. GQaligmanin Kapsam1 . . . . . . . .. .. ... 1

1.2. Temel Kavramlar ve Gosterimler . . . . . . . .. .. ... ... ... 1
1.2.1. Dedekind toplamlar1 . . . . . ... ... ... ... ...... 1

1.2.2. Bernoulli, Euler, Genocchi polinomlar1 ve sayilar1 . . . . . . . 2

2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMA . ... ... ....... 6
2.1. Dedekind Toplamlarimin Baz Ozellikleri . . . . . . .. ... .. ... 6

2.2. Bernoulli, Euler, Genocchi Polinomlar: ve Sayilarinin Bazi Ozellikleri 7

3. MATERYAL VE METOT . . ... .. ... .. ... ... .. 10
3.1. Euler-Seidel Matrisleri . . . . . . . . ... ... 10
3.1.1. Tanimlar ve bazi ozellikler . . . . . ... ... ... ... ... 10

3.1.2. Euler-Seidel matrisleri i¢in ornekler . . . . . . . ... ... .. 12

3.2. Bernoulli sayilar i¢in Akiyama-Tanigawa algoritmast . . . . . . . .. 21

3.3. Bernoulli ve Euler Sayilari icin Bazi Yineleme Bagmtilar1 ve Ozdeslikler 32

4. BULGULAR . . . . o e 38
4.1. Zp Uzerinde Euler-Seidel Matrisleri . . . . . . . . . . . ... .. ... 38
4.2. Euler-Seidel Matrislerinde a* Ogeleri icin Urete¢ Fonksiyonu . . . . . 42

4.3. Genocchi Polinomlar: ve Sayilan icin Bazi Ozdeslikler ve Yineleme

Bagmtilart . . . . . ... 44

5. SONUG . . . . e 48
6. KAYNAKLAR . . . . . 49
OZGECMIS . . . . . 51

v



1. GIRIS

1.1. Caligmanin Kapsami

Bu tez caligmasinin ana materyali Bernoulli sayilar1 ve polinomlaridir. Ele alinan
diger sayilar ve polinomlar i¢in Bernoulli sayilar1 ve polinomlar: temel fikri olugturmus-
tur.

Jacob Bernoulli'nin (1654-1705) en 6nemli eserlerinden birisi 6liimiinden alt1
y1l sonra Basel’de basilan “Ars Conjectandi” isimli kitabidir. Bernoulli sayilar1 bu
kitapta tstel serilerle ilgili bir tartigma sirasinda ele alinmigtir. Bernoulli sayilari,
sayllar teorisinin (Apostol 1976-a) ve kombinator teorinin (Comtet 1970) 6nemli
caligma konular1 arasindadir.

Euler, Genocchi, Stirling, Tanjant sayilar1 gibi say1 dizileri Bernoulli sayilar:
ile yakindan iligkilidir. Bu sayilarin genellestirilmesiyle elde edilen polinomlarda,
Bernoulli polinomlarinin rolii Bernoulli sayilarinda oldugu gibi énemlidir.

Bu ¢aligmada so6z konusu sayilar ve polinomlar, tireteg fonksiyonlari ve yineleme
bagintilar1 yardimiyla elde edildi; matris girdileri olarak ele alimip Euler-Seidel mat-
risleri ile iligkileri kuruldu. Ayrica Akiyama -Tanigawa algoritmasi kullanilarak Berno-
ulli, Euler ve Tanjant sayilarinin Stirling sayilarmin ikinci gesiti cinsinden ifadeleri
verildi. Bu algoritma ile elde edilen matrislerin baglangi¢ dizilerini degistirmek suretiyle
ilk stitun elemanlarinin bahsedilen sayilar olarak elde edildigi gosterildi.

Son olarak Fuler-Seidel matrisleri iizerine cebirsel incelemeler yapildi. Bu mat-
risler ile ilgili Dominique Dumont’un (Dumont 1981) yaptig1 ¢aligmalar devam et-

tirildi.

1.2. Temel Kavramlar ve Gosterimler
1.2.1. Dedekind toplamlari

Tamim 1.1 = € R olmak dzere, ((x)) fonksiyonu,

r—[z]—3 o ¢Z
0 , T EL



ifadesi ile tanimlanwr (Rademacher ve Grosswald 1976). Burada [z], x’in tam degeri-

dir.

Tanim 1.2 s (h, k) Dedekind toplami, h,k € Z,k > 1 ve (h,k) = 1 olmak ‘zere,

= Y ((9) (%))

w(modk)

esitligi ile verilir (Rademacher ve Grosswald 1976), (Apostol 1976-b).

Dedekind toplamlarinin 1892’de Dedekind tarafindan ortaya konuldugu giinden
bugiline kadar, bu toplamlar ve bu toplamlarin genellestirilmis bicimleri; sayilar
teorisi bagta olmak tizere matematigin bir¢ok alaninda tizerinde ¢aligilan bir konu
olmustur. Ayrica son zamanlarda sifreleme bilimi ile 6nemli bir uygulama alam
bulmustur.

Dedekind toplamlarinin en 6nemli 6zelliklerinden birisi reciprocity bagintisidir.
Reciprocity bagintisi :

1 1 /h k 1
s(h,k)+s(kh) = —1+§ <E+E+%>
ifadesi ile verilir. Bu bagintinin gesitli ispatlar1 Rademacher ve Grosswald (1972),

Apostol (1976-b) ve daha birgok matematikgi tarafindan yapilmigtir.

1.2.2. Bernoulli, Euler, Genocchi polinomlar:1 ve sayilari

Tanim 1.1 Herhangi bir x karmagik sayise i¢in B, (x) Bernoulli polinomlar,

n!

Tz o Bn
D ) n Jo) < 2 (1.1)

ifadesi ile verilir. Bu egitlikte x = 0 i¢in B, (0) ifadesi n. Bernoulli sayist olarak

adlandirilir ve By, ile gdsterilir. Biylece (1.1) egitliginde x = 0 alinarsa,
z B, ,
e —1 Z FZ

ifadesi elde edilir (Apostol 1976-a).




Onerme 1.2 Bernoulli polinomlary ve sayilary asagidaki ifadelert saglarlar:
i. By(x+1)— B, (z) =nz" ', n>1
it. By, (1) = B, (0), n > 2
iti. B!, (z) =nB,_1(x) ,n>1
. B,(1—xz)=(-1)"B,(z),n>0
v. By (x >_§:o<n)B "k n >0

vi. B, = ( )Bi, n

Onerme 1.2.vi ve Onerme 1.2.v esitliklerinde n’ye degerler verilerek sirasiyla;

By=1B =~ B, =1 By =0 Bi=—% By =0, By = 5, By = 0,

29

_ 1 _ _ 5
Bg = —30» B9 —0, BlO = &6

30’ 420

ve

By(z) =1, Bi(z) = x — 3, By(2) = 2> —x + 3, Bs(x) = 2® — 32 + Lz,

By(x) =a2* —22° + 22 — &

s, Bs (@) = 2° — 2a* + 223 — a, ...
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Bernoulli sayilar1 ve polinomlar: elde edilir.

Teorem 1.3 (Raabe bagintisi) m > 0 ve n > o olmak tzere,

ZB (x—l—r) B, (1)

ifadesi gerceklenir (Sun 2002}.

Tanmim 1.4 Herhangi bir x karmagik sayist i¢in E, (z) Euler polinomlars,

—ZE 2l <w (1.2)

ez—i—l

esitligi ile tanvmlanar. E, Euler saylar: ise B, = 2"F, (%) olarak tanimlanir ve

> 2"
€2Z+1 Z "l

n=0

ifadesi ile elde edilir (Abramowitz ve Stegun 1972).

Euler polinomlar: ve sayilari i¢in de Bernoulli polinomlar: ve sayilarina benzer

bicimde asagidaki ifadeler yazilabilir:



Onerme 1.5
i. B4+ 1)+ E,(z)=22",n>0
it. B! (x) =nE,_1(z),n>1
iii. B, (1—2)=(-1)"E,(z),n>0
kan:(Z) w () + B, (x) =22",n>0

v By(x)= 3 ()5 (=)™ >0

Burada Onerme 1.5.iv de n’ye degerler verilerek, Euler polinomlar: elde edilir. Bu

% alindiktan sonra E, = 2"E, (%) ifadesi kullamilarak Euler

polinomlarada =z =
sayilari elde edilir. Boylece Euler sayilari ve polinomlar: sirasiyla asagidaki bicimde
bulunur;

Ey=1FE =0, FE, =-1,E3 =0, £, =5, E5 =0, By = —61, E; =0,
Eg = 1385, Eg =0, Fyp = —50521, .. .;

Ey(z)=1,E(z)=2—3, Ex(z) =2 —z, By (z) =2 — 322 + 1, By (2) =
gt — 228+ 22% Es(z) =2 — 32+ 22% — 2, ...

Tanim 1.6 Herhangi bir x karmagik sayise icin G, (x) Genocchi polinomlars,

226 - ZG e <w (1.3)

ifadesi ile verilir (Jang, Kim, Lee ve Park 2001).
Burada x = 0 i¢in G, (0) = G,,, n. Genocchi sayust olarak tanimlanwr. Béylece

(1.8) de x = 0 alirsa,

Z ;— (1.4)

esitligi elde edilir.

Onerme 1.7 Genocchi polinomlar:y i¢in;

ifadesi saglanar.



Onerme 1.7 de n’ye degerler verilerek Genocchi polinomlar, Genocchi sayilar
cinsinden elde edilir.Genocchi sayilar1 (1.4) ifadesi yardimiyla bulunduktan sonra
onerme 1.7 de yerlerine yazilarak Genocchi polinomlari elde edilir.Boylece ilk birkag
Genocchi sayisi ve polinomu sirasiyla;

Go=0,G1=1,Gs=—-1, Gy =1, Gg = -3, Gy =17, G1g = —155, ...}

Gonyr =0 (0= 1);

Go(z) =0,G(z) =1, Gy (x) =22 — 1, Gz (x) = 32 — 3z, G4 (v) = 423 —
62% + 1, G5 (z) = 5z* — 1023 + 5z, . ..

bigiminde bulunur.

Uyar: 1.8 Baz kaynaklarda Genocchi saylarinin tanima,

+3(-)"a p [ (1.5)
z " = )
e 2 2n)!  e# 41

ifadesi ile de verilir (Dumont ve Zeng 199/).

Bu durumda Genocchi saylari,
Go=0,G1=1,Gy=1,Gy,=1,Gs =3, Gg =17, G1p = 155, .. .;
Gons1 =0, (n>1)

olarak elde edilir.

Tanim 1.9 S (n, k) ikinci gegit Stirlmg saylar,

(e _1 =35 (n.k) Z—' (1.6)

n>k

egitligi ile tanvmlanar (Comtet 1970).

n
Baz kaynaklarda ikinci gesit Stirling sayilar1 S (n, k) yerine ifadesi ile
k
de gosterilebilir (Graham, Knuth ve Patashnik 1989).

Tanim 1.10 Tanjant sayilar:;

62z+1_1+z l Ton— (1'7)

egitligi ile tanvmlanyr (Dumont 1974 ). Boylece ilk birkag tanjant sayisi,
Ty =—-1,1T3=2,T5 = —16, Ty = 272, Ty = —7936, ...

olarak elde edilir.



2. KURAMSAL BILGILER VE KAYNAK TARAMA

2.1. Dedekind Toplamlarinin Bazi Ozellikleri

Dedekind toplamlart Tamim 1.2 de h, k € Z, k > 1 ve (h, k) = 1 olmak {izere,
. £ ( (1
=3 (1) (%))
w(modk)
olarak tammmlanmigti. Burada ((z)) fonksiyonunun tanimi yardimiyla,
W hu hu 1
h,k) = Lol e (e
o= 2 3G [7] -2)
w(modk)

esitligi elde edilir.

Teorem 2.1 h,k € Z, k > 0 ve (h, k) = 1 olmak dzere,
i. W= th(modk) ise s (W, k) = £s(h, k)
ii. hh'= £1(modk) ise s (W, k) = s (h, k)

iii. h? + 1 = 0(modk) ise s (h,k) =0
esitlikleri saglanur (Apostol 1976-b).

Daha 6nce tamimladigimiz ((x)) fonksiyonu gézoniine alimirsa ((—x)) = — ((z))

oldugundan Dedekind toplami s (h, k) agagidaki iki 6zelligi gergekler;
i. s(—h,k)=—s(h,k)
ii. s(h,—k) =s(h,k).

Teorem 2.2 h,k € Z, k>0, h >0 ve (h, k) =1 ise;

11 /h k1
s(h,k)+s(k:,h)_—1+ﬁ<E+E+%>

reciprocity bagintist vardar.

Bu bagitinin ispat1 bircok matematik¢i tarafindan yapilmigtir. Bunlardan

bazilar1 Apostol (1976-b), Rademacher ve Grosswald (1972) dur.



2.2. Bernoulli, Euler, Genocchi Polinomlar1 ve Sayilarinin Bazi Ozellik-

leri

Teorem 2.1

n n -
Bt =3 () Be (o)
k=0
esitligi gerceklenar.
ispat. Tanmim 1.1 den,
> n z(z+y) zT
z ze ze
BTL _— — — 2y
; (x—i_y)n! e —1 e —1°

OOann Oo"n
- (B57) (£57)

yazilabilir. Sag taraftaki ifadeye Cauchy carpimi uygulanirsa;

B @ +y) o (Bl vt
> n!yzzz< kk;! (ny—k)!)z

n=0 n=0 \k=0

elde edilir. Burada 2" li ifadelerin katsayilari karsilagtirilarak istenen esitlik bulunur.

Teorem 2.2

" 1
(”’ N )Bk (@)= (n+1)z" (n>1) (2.8)
esitligs vardur.

ispat.

i (n _,: 1) By, (x) = f (n Z 1) By, (z) — Buyi (z)

k=0 k=0
dir. Bir onceki teoremde y = 1 alinirsa,

Byt (z+1) = :f:: (n Z 1)Bk ()

olur. Buradan da

k”o (n;: 1> By, (z) = Bus (x4 1) — By (2)

yazilabilir. Onerme 1.2.i ozelliginden istenen sonu¢ bulunur. [

7



Sonug 2.3

dar.
Ispat. (2.8) esitliginde © = 0 almarak kolayca goriiliir. |

Teorem 2.4 .

S = Byt (n) = By
k+1

esitlige gerceklenir.
ispat. Onerme 1.2.i ozelliginden
Bk+1 (7‘ + ].) — Bk+1 (7") = (k + ].) Tk
yazilabilir. Boylece,
n—1 n—1
(k+1)> "= {Biu (r+1) = By (1)}
r=0 r=0

olur. Sag taraftaki ifadede gerekli iglemler ve sadelestirmeler yapilirsa istenen ifade
elde edilir. -

Benzer teoremleri Euler polinomlari ve sayilari igin agsagidaki bicimde ele alalim.

Teorem 2.5

esitligi vardar.
ispat. Teorem 2.1 in ispatina benzer olarak yapilabilir. [

Teorem 2.6



ifadesi gerceklenir.

ispat. Bir onceki teoremde y = 1 durumu igin;

n

E,(z+1)=Y" (Z)Ek ()

k=0
yazilabilir. Buradan,
3 (Z) By (x) + By (x) = By (¢ + 1) + E, (2)
k=0

ifadesi elde edilir. Sol taraftaki yazilan ifadede Onerme 1.5.7 ozelligi kullanihirsa ispat

tamamlanir. m



3. MATERYAL VE METOT

3.1. Euler-Seidel Matrisleri

3.1.1. Tanimlar ve bazi ozellikler

Tanim 3.1 ag, ay, as, ...,a,, ... degismeli bir halkanin o6gelert olsunlar;
ad = a,, (n>0) (3.9)
af = df '+, (n>0k>1)

yineleme bagintisi ile verilen o cift indisli 6gelerinin olusturdugu matrise Euler-
Seidel matrisi ad1 verilir (Dumont 1981).

Bu yineleme bagintis1 yardimiyla,

s a1

1=

0
ifadesi elde edilir. (3.10) esitliginde n = 0 almirsa 0. stitun elemanlar,

ol = (TZ’) a° (3.11)
=0

olarak bulunur. Benzer olarak a® seklindeki 0. satir elemanlarini ifade edelim:

Sal - 2(2(4) ) zz;
n=0 n=0 =0 n=0 =0
=D 3L PR g
— nl n!
n=0 n=0 nO

dir. Burada her iki taraf e~ ile carpilirsa,

n n —t n n
S-Sl - (S ) (Sak)
n= 0 n=0 n=0
bulunur. Bu ifadede sag tarafta gerekli islemler yapilirsa,

LTS ol Cimi

nO n=0 =0

elde edilir. Son esgitlikte karsilikli katsayilar karsilastirilarak,

0 - n n—i g

= —1 3.12

a=> (1) v (3.12)
ifadesi bulunur.

10



Onerme 3.2 (EULER)
a(t)=>) ant" (3.13)

a(t)=> apt" (3.14)

a(t) = —q (L) (3.15)

ifadesi gerceklenir.

Ispat. |t| < 1 icin,

1
st
k>0

yazilabilir. Her iki tarafin n. mertebeden tiirevi alinirsa,

)

k>0

oldugu kolayca goriiliir. Boylece,

1 ' 1 .t
l—ta(l—t) - 1—tzan(1—t)”

esitligi elde edilir. Sag taraftaki ifadeye Cauchy ¢arpimi uygulanirsa,

() = e

n=0 =0

- S ()

=0

bulunur. Burada (3.11) esitliginden,

%_ta (%) = apt" =a(t)

n=0

oldugu goriliir. [

11



Onerme 3.3 (SEIDEL)
t’n

_ 0
A(t) = Zanm (3.16)
n>0
_ ot
At) = Zaom (3.17)
n2>0
olarak tamimlansinlar. Bu durumda,
A(t)=e"A(t) (3.18)

dar.

Ispat. (3.11) esitliginden,

R L

n=0 n =0 =0
n
| — !
2@0 Zi:() il (n—1)!

yazilabilir. Son ifadede gerekli islemler yapilirsa,
— t" t" t"
A(t): E a%— —:et g a/o_
| | Tl
= gl =
esitligi elde edilir. Burada A (¢) nin tanimi gézoniine alinarak ispat tamamlanir. m

Bu iki ifadeyi kapsayan genel bir bagint;

ktn uk u
n,k>0 T

seklinde verilebilir (Dumont 1981).

3.1.2. Euler-Seidel matrisleri icin ornekler

Ornek 3.4 (a®) baslangi¢ dizisini, n > 0 olmak tizere,

olarak alalim.
Simdi bu baslangi¢ dizisine karsihk gelen a (t), a(t), A(t), A(t) degerlerini

elde edip olusan Fuler-Seidel matrisini belirleyelim.

12



Oncelikle a (t) yi elde edelim. (3.13) esitliginden,
(—1)" 1 -1)"
Zotn_z )tn:_z( T
n+1 t n+1
n>0 n>0 n=0

yazilabilir. |t| < 1 i¢in

(=D)" it
log(1+1t) = Z "t
o +1

oldugundan

a(t) — ﬁ(élog(l-ﬁ-ﬁ))

egitligi bulunur. Simdi (3.16) ifadesinden

ot _ (=)™ " Nt
Z _Zn—l—ln' Z<_1) (n+1)!

n>0 : n>0 n=0

t-i-l

o - nl
__Z Jrn—i—l)!

n >0

yazilabilir. Bu son ifadede n + 1 yerine n yazlarak,

Alt) = —%Z —% (Z(—1)"%—1>
= —%(et—l)zl_te_

elde edilir. Elde edilen bu ifade ile birlikte (3.18) esitligi kullanilirsa,

A(t) = A(t) = ¢! (1_:_t) _ ett_l

olarak bulunur.
Simdi bu ornege karsilik olarak buldugumuz esitliklerden yararlanarak olusan

Fuler-Seidel matrisini belirlemeye calisalim. Ik olarak 0. siitun elemanlar ag lar

13



elde edelim. A (t) nin tanimandan,

- "ot —1 1
_ n__ __ _ [
At) = a3 = —t(e 1)
n>0
1 28
= —(14+t+=+= -1
t( AT + ( ))
= 14+ =+ t + -+ " +
B 2! 3! (n+1)!
- Yun
o !
s (n+1)
yazilabilir. Burada t™ li terimlerin katsaylary karsilastirilarak,
n 1
Qa, =
O 41

olarak bulunur.

Daha genel olarak matrisin n. situn, k. satwr girdisi olan a® dgelerini belirleye-
lim.

(5.9) esitliginden,

Lo, 0 _ (=" (=p" (=" =)
a”_&"ﬂl"“_n+1Jr n+2 _(n+1)(n+2)_(n+2)("“1L1)

O R S o L e
CT TR T G (nr2) | (2 ()
201" (-

(n+3)(n+2)(n+1) (n+3) (”;2)

w

2(—1)" 2(—1)"*
a = ai—f-aiﬂz ( ) )( )

M)ttt d)(n+3) (nt2)
23 (=1)" (e

n+)(n+3)(n+2)(n+1)  (n+4) ("5

elde edilir. Boylece timevarimla,

L (=1)"
T Tkt ("R (3.20)

esitligi bulunur. Burada n = 0 ozel durumu bir onceki sonucu verir.

Bu ornekte verilen n > 0 i¢in




baslangi¢ dizisinden elde edilen Euler-Seidel matrisi asagidaki bicimdedir:

1 1 1 1
1 7 3 i3
11 1 1
2 6 12 20
11 1
3 12 30
11
4 20
1
5

Ornek 3.5 (a%) baslangig dizisini;

tirete¢ fonksiyonuyla verilen Bell sayilari olarak alalim(Comtet 1970). Yani a2 = b,

olarak alalvm. Urete¢ fonksiyonu yardvmayla ilk birkag Bell sayis,

bo=1, by =1, by =2, by =5, by = 15, by = 52, bs = 203,

olarak elde edilir. (3.16) ifadesinden,

tn et—1
At)=) bur=c
n=0
esitligi varder. Burada (3.18) esitligi kullamlarak,
A (t) — 615661’71 — eet71+t — A/<t)

elde edilir. Sag ve sol tarafin esitliginden,

o o -1
>y = 2y~ S
Ol "(n—1)! ")
n=0 n=1 n>0
dir ve boylece,
0 n
App1=0g
olur ki buradan da,
0
a, = by



verildiginden,

n
ap = bnt1

esitligi bulunur. Sonug olarak a = b, baslangi¢ dizisine karsiik gelen Euler-Seidel

matrisi;
1 1 2 5 15 52
2 3 7 20
5 10 27
15 37
52
seklindedir.
Ornek 3.6
1
At) =
t)=5—2

treteg fonksiyonuna kargilik gelen Euler-Seidel matrisini belirleyelim. (3.18) ifadesin-

den,
t
C ol i_oam-1

A(t)ZQ—et 2 — et

yazlabilir. A (t) ve A (t) nin tanwma gozoniine alnarak iki tarafin esitliginden,

[ee] o)
Zagi—n! = 2Za,‘1;—7§ -1
n=0 n=0
olacagindan,
ag =1 veay =2a’, (n>1)
bulunur. Ayrica,
aj = ag ' +ai”t
= a} ' +al?+a)?
= ay '+al P +ay P+ al
= o Al Ay

-1 -2 -3 0 0
- CLg —I—(I? +a3 +”'+an—1+an

16



olur. Buradan

dar.

oldugundan

ad=al  +al o+ +ap?
esitligi elde edilir. Boylece olusan Euler-Seidel matrisi,

11 3 13 75

2 4 16
6 20
26

seklindedir.

Ornek 3.7

= 1
Alt)=——, |t| <1
() = — It <1,

olarak verilsin. Bu durumda,
o g <
nz% g i ;%t
esitliginden
ag = n!

olarak bulunur. Ayrica A (t) nin tanimandan




esitligi elde edilir. Boylece olusan Euler-Seidel matrisi,

1 o 1 2 9 4
1 1 3 11 53

2 4 14 64

6 18 78

24 96

120

seklinde bulunur.

Ornek 3.8

olarak alalim. (3.11) ifadesinden,

agzi(7)¢!= An 74 =2 P(ni)

=0

esitligi yazilabilir. Ayrica

1 - e
A(t)zl_t veA(t)zl_t

olduklary kolayca gorilebilir. Bu érnege karsilik gelen Euler-Seidel matrisi,

1 1 2 6 24
2 3 8 30

5 11 38
16 49
65

olarak elde edilir.
Ornek 3.9
ag=1,a5, =0, (n>1) veay, |, =To 1, (n>1)

18



olarak verilsin. (3.16) ifadesinden

tn t2n t2n71
_ ot _ 0 o UV
AWD) = D dig =14 dhgs+ D Gy
n=0 n=1 n=1
0 2n—1 752n71
= 1 =1 To,_
+Za2n*1(2 —1)! +Z =t on — 1)
n=1 n>1
yazlabilir (Dumont 197/). Bdylece,
2
Alt) = ——
bulunur. Buradan,
- 2et 2 t2n
At) = = = Es,
®) e?t+1 et+et Z 2 (2n)!

n>0

olarak elde edilir (Abramowitz ve Stequn 1972). Yani;
agn = EQn

esitligi bulunur.

Bu ornek ile elde edilen Euler-Seidel matrisi,

1 -1 0 2 0 —-16 0

0 -1 2 2 =16 —-16
—1 1 4 —14 -32

0 5 —10 —46

5) -5 =56
0 -61
—61
olur.
Ornek 3.10
2t
A(t) =
*) 14+ et



dvr. Buradan,
ag=0,al=1,a3,.,, =0, (n>1), a3, =Gy
olarak bulunur. Ayrica (3.18) ifadesinden

_ 2tet
Alt) = 1+ et

=2t — A(t)
oldugundan, sag ve sol tarafin esitliginden
ag=0,a5=1,a""=0, (n>1), a2 = -Gq,, (n>1)

bulunur. Boylece ortaya ¢ikan matris,

1 -r o0 1 0 -3 0 17
0 -1 1 1 -3 -3 17
-1 0 2 =2 —6 14

—1 2 0 -8 8

o = o= O

3 -3 14
0 -—17
—17

seklinde olur.

Ornek 3.11
t
At) =
()= %
trete¢ fonksiyonu verilsin. Bu durumda,
[e'S) Bn .
Aty =) —t
olur (Apostol 1976-a) ve,
- tet
t) = =1
®) et —1 * et —1

seklinde yazilabilir.

20



Buradan,

oldugu gorilir. Boylece,
ag=DBy=1, ay ==, a =a, (n>2)

esitligi elde edilir. Sonug olarak,

1 1 1
1 2 6 0 30
L _1 1 1
2 3 6 30
i _1 2
6 6 15

1
0 30

_1

30

matrisi elde edilir.

3.2. Bernoulli sayilar: icin Akiyama-Tanigawa algoritmasi

Akiyama-Tanigawa algoritmasi Bernoulli, Euler, Tanjant sayilarini Stirling sayilari

cinsinden elde etmek i¢in kullanilan direkt bir yontemdir.

Algoritma 3.1 Akiyama ve Tanigawa’nin (1999) Bernoulli sayular: i¢in verdigi al-

goritma asagidakt bicimdedir.

Tanim 3.2 Sifirince satur

dizisi, daha sonraki satirlar ise,

Qp+1m = (m + 1) (an,m - an,m+1)
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yineleme bagintist ile tanimlanmastir. Boylece;

{1 1 1 11
2 3 4 5 6
11 111
2 3 4 5 6
i1 3 2
6 6 20 15
1 1
0 30 20
_1_1
30 30

seklindeki yapr elde edilir. Burada her satirin 0. elemana,

‘ n! er — 1 er —1

ifadesiyle tanvmlanan Bernoulli sayilarine verir.

o0

Uyar1 3.3 Bu kesimde verecegimiz onerme ve teoremlerde,

esitligi kullamilacaktir. Burada m > 0 i¢in
=z -1)(z—-2)...(t—m+1) vex®=1
dir (Graham, Knuth ve Patashnik 1989).
Onerme 3.4 (Kaneko 2000). Bir
apm (m=0, 1, 2, 3, ...)
dizisi verilsin. an, (n > 1) dgesini,
nm = (M ~+1) (@n—1m — Gn—1ms1), ,(n =1, m=>1)

yineleme bagintist ile tanimlayalim. Bu durumda,

n ” n+1
o =Y (—1)"m 0.m (3.21)
m=0 m+1

ifadesi saglanar.
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ispat.
9n (t) = Z ammtm
m=0

olsun. Varsayimdan;

NE

(m + 1) (anfl,m - anfl,erl) "

(i anl,mthrl) - % <i anl,m+1tm+1>
m=0 m=0

d

(tgn—1(t)) — 7 (gn-1(t) — an-10)

((t=1) gn-1 (t))

On@t)y =

o

Sasla 3a 3

yazilabilir. Burada,
(t - 1) 9n (t) = hn (t)

aliirsa,

ho (1) = (t=1)gn (1)

= (1) (= Do (1)
= (1) G ©), (02

elde edilir. Isleme devam edilirse,

hn (1)

|
VR
—
~
|
—_
S—
|
~
N———
3
S
>
[en)
—
~
N—
N—

olarak bulunur. Ayrica,

(i) =0 (a)

m=0

oldugundan (Graham, Knuth ve Patashnik 1989), x =t — 1 alinirsa;

I (1) mznjo{ ; }(t 1" <%)th (1)
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elde edilir. Bu ifadede ¢ = 0 limit durumunda gerekli islemler yapilirsa,

n

n m
—no = Y (=1)" m! (aom-1 — aom)

m=0 m
n—1 n n n
> (=)™ (m+ Dagm — > (=1)™ mlag
" . n n
- Z (=)™ mlagm [ (m+1) +
m=0 m+1 m
L n-+1
- Z (=)™ m! ao.m
m=0 m+1
bulunur. Buradan,
" r n+1
I— Z (=1)"m ao,m
m=0 m + 1
ifadesi elde edilir.
Uyar1 3.5 Burada
n+1 n n
— (m+1) "
m+1 m+1 m

egitligi kullandmagtir (Graham, Knuth ve Patashnik 1989).

Teorem 3.6 n > 0 i¢cin

esitigi saglanar.

Ispat. Stirling sayilarinin bilinen iirete¢ fonksiyonu,

(e"—1)" ) n |2
m! B Z n!
n=m
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ifadesinde m yerine m + 1 yazarsak,

G A N AR

(m + 1>‘ n=m+1 m+1 nt
elde edilir. Burada x ’e gore tiirev alinirsa,

e’ (e —1)™" = n !

yazilabilir. Boylece,

oo

e(e —1 Z n+l | a"
| m1 |

esitligi elde edilir. Ayrica (3.21) esitliginden,

o0 oo n

" n + 1 "
Doy =2 | 2 ()" m! 2
n=0 s n=0 \ m=0 m+1 n

olur. Baslangig dizisi olarak ag,, = m#ﬂ dizisini aldigimiz gozoniinde tutulursa,
n+1
(—=1)" m!

x x

n=0 n=0 | m=0




bulunur. Burada x" li terimlerin katsayilar1 karsilagtirilirsa kanit tamamlanir. ]

Onerme 3.7 (Chen 2001). Bir ag,, (m =0, 1, 2, 3, ...) baslangi¢ dizisi verilsin.

Anm (N = 1) dizist,
Qpm = MGp—1m — (m + 1) Ap—1,m+1, (TL 2 17 m 2 O)

yineleme bagintisiyla tanimlansin. Bu durumda,

n
n
Uno = Z (—1)™ m! ao.m

m=0 m

ifadesi saglanar.

ispat. (Kaneko 2000) tarafindan verilen énermenin kanit1 igin kullanilan yontemle

kolayca gortiliir. [
Bu 6nermede baglangig dizisi olarak ag, = 5 alnrsa,
y n
(=)™ m!
n m

elde edilir (Graham, Knuth ve Patashnik 1989).

Uyar1 3.8 Yineleme bagintisinan; Kaneko’nun (2000) kullandigr bicimde alindiginda
elde edilen algoritmaya A-algoritma, Chen’in (2001) kullandige bi¢imde alindiginda

elde edilen algoritmaya ise B-algoritma denir.
Teorem 3.9 (Chen 2001)
apm (m=0, 1, 2, 3, ...)

baslangi¢c dizisi i¢in,

A(x) = Z agmx™

m=0

seklinde bir urete¢ fonksiyonu verilsin. Bu durumda a,o ‘o ait

o0 n

T
B(z) = Z oy

n=0
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ustel trete¢ fonksiyonu;

A-algoritma esas alindiginda,
B(x)=¢€¢"A(1 —¢€")

B-algoritma esas alindiginda,

esitliklerini gercekler.

ispat. Ik olarak A-algoritmay1 gozoniine alalim;

B(x) = Y anor=> (> (~1)"ml
n=0 ¥ n=0 \ m=0 m+1
= Z (—=1)" mlagm :E—'
m=0 n=m m—+ 1 %
e T (T _ m
= 3 ()" mlagm® (e ' )
m=0
= ¢° Z (1—e")"agm
m=0
= e"A(1—¢€")
elde edilir. B-algoritma kullanilirsa,
B = Yaw =3 X m
n=0 ’ n=0 \ m=0
o) . o0 n "
S DTN R S
oo T _ 1
SIS IR—
m=0
m=0
= A(l-¢)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 3.10 ag,, baslangi¢c dizist,

olarak alimirsa a, o elemanlar A ve B-algoritma ile, siraswyla,
E, (1) ve E, (0)
seklinde elde edilirler.

ispat. A-algoritma kullanildiginda,

e"A(l1—¢€") = € Z (1—¢e")" agm

T |
e +1 o n!
yazilabilir. Boylece
amo = En (1)
bulunur. Benzer bi¢cimde B-algoritma ile,
Qp,o0 = En (0)
oldugu kolayca goriilebilir.
Teorem 3.11
1, 4]i ise
04, =
0, diger
olmak tzere;
a0 = (—)1F 2715 (1 = 5,,000)

olarak alinsin. Bu durumda a,o elemani A ve B-algoritmada sirasiyla,
Qn,0 = En ve Qn,0 = Tn
olarak elde edilir.
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Ispat. Euler ve Tanjant sayilarim, sirasiyla, (1.2) ve (1.7) esitlikleri yardim ile

tanimlamigtik. Boylece,

2
Al—-e")= ——
(1-e) = 5
oldugunu gostermek yeterlidir.
Al=e) = > (1—e)"aom
m=0
=)o)t S (e S (<)) (1 e
- Z 92k +Z 92k +Z 92k+1
k=0 k=0 k=0

yazilabilir. Simdi

= (CDF1— eyt & (= —et) 4
D (x) = ; 92k = Z (f) — (e2* — de® £ 5) (e2* + 1)

k=0 k=0

olarak alinsin. Boylece,

1—e®)’
A(l-¢€") = D(x)+(1—ex)D(x)+%D(I)
1—e*)?
— D(x) <1+1—ew+%>
B 4 e* —4e® +5 2
(e2® — 4e* 4 5) (e?* + 1) 2 e 41
ifadesi elde edilir. Boylece A-algoritma kullanildiginda;
2e* = "
er + 1 = Z%an,()m
esitliginden,
Qpo = En
ve B-algoritma kullanildiginda;
2 - "
e2r 4 | - Z;an,om
esitliginden,
Qpo = Tn
ifadeleri bulunur. ]
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Bu teoremin bir sonucu olarak A ve B-algoritma kullamldiginda sirasiyla

asagidaki matrisler elde edilir.

L R L
L R B R SN
S S S M B
T TR I

5 5 - -5 -1 28 I

0 61 18 119 —450 1683

—61  —61 2% 1324 55

0 —1385 —435 5881
1385 1385 —4775l
0 50521

—50521
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Bu matrisin ilk siitun elemanlar1 F,, Euler sayilarini verir.

R A A BRSO
-1 0 1 1 i _% _% _% T 16 élL
0 -2 -1 2 I 2 -1 -3 i

2 o -8 -8 416 15 1

0 16 8 —40 —64 —10 83

—16 0 136 136 —206 —548
0 —272 —136 1232 1916

272 0 —3968 —3968
0 7936 3968

—7936 0

Bu matrisin ilk stitun elemanlar: 7;, tanjant sayilarini verir.

Sonug 3.12
n
(=1)" m!
n m
FE, (0) =
(0) —
m=0
n n+1
En = (_1)m m! ao,m
m=0 m+1
n+1
(—1)" m!
n m—+1
E, (1) =
1) -
m=0
" n
T,= ) (=1)"m! ao,m
m=0 m

dir. Burada {aom}ﬁzodz’zisi bir onceki teoremde ifade edilen baslangi¢ dizisidir.

Ispat. Teorem 3.10 ve Teorem 3.11 kullanilarak kolayca goriilir.
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3.3. Bernoulli ve Euler Sayilari i¢cin Baz1 Yineleme Bagintilar: ve (")zde§likler

Kaneko (1995) Bernoulli katsayilari igin;

= 1

E (n+ )(n+i+1)Bn+i:O, (n=1,2 3, ...)
(3

1=0

formiiliinii vermistir. Bu formiil ile By, Bernoulli sayisi, n < ¢ < 2n olmak tizere, B;

Bernoulli sayilar1 cinsinden ifade edilmistir
Momiyama (2001) bu ifadeyi m, n € N ve m +n > 0 olmak iizere,

n

(—1)’”27”: (mjl) (n+i+1) B+ (=)™ ("jl) (m+j+1)Bpy; =0

i=0 =0

seklinde genigletmigtir.
Bu konuda Zhi-Wei Sun ve 6grencisi Hao Pan pekgok genel sonug elde etmigtir

(Pan ve Sun preprint), (Sun 2005), (Sun 2003), (Wu, Sun ve Pan 2004).

Teorem 3.1 {f; (z)},—, polinomlar dizisi ve F (z) alisilms kuvvet serisi,

i £ (x)Z—]: = (=2) F (2) (3.22)
esitlighi ile verilsin. m,n € N olmak dzere;
F ¢ift ise, . )
032 (7 )@ = 0722 () s 3.29
Y ()@ =0 () s @20

dar.
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olarak alinsin. Bu ifadede toplamlarin yerleri degistirilerek bazi iglemler yapilirsa;

(,y,2

bulunur. Buradan;

elde edilir. Boylece

[c o lENNe S¢S

ym z?’L
mln!

(”j) e

n=0 =0 m=t
z - i (M) Y™t
2 i - (m+a)!  y™
Zan+z _ ) Z<_1)m%
n=0 i=0 m=0
— 2 (-y)'
;;fn-‘rl (x)m il €
( ') ) (z fon @ )
i=0 ' n=0
oo k i
y fe(@) (=)' e
¢ ;;(k—i)' i
e Y Z fkk('x) Z (i>zk—z (_y)z
k=0 T =0
ey ; fkk(!x) (z—y)"
e velr=z)evp (z —vy)
Gl A P
G(-a,2y) = "0 (Y- 2)
= ety (z—vy)

= &G (z,y,2)
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3
Il
=)
3
Il
=)

esitliginden istenen ifade elde edilir. [ ]

Sonug 3.2 F (z) alisimus kuvvet serisi tek ya da ¢ift olmak dzere { fy (x)}r—, poli-
nomlar dizisi ve F (z) aligilmig kuvvet serisi (3.22) ifadesinde tanimlandige gibi ve-
rilsin. m, n € N ve € degeri F' nin tek ya da ¢ift olma durumuna karsiik siraswyla
—1 veya 1 degerini alsin. Bu durumda,

m+1

SUD I GRS S
=e(-1)"" é (n j 1) (m 45 +1) fins; (=)

esitligi saglanar.

Ispat. —zF (—z) = —ezF (2) yazlabilir. Ayrica,

e(7=2)  F (2) = Zka (x) % = Zfi: () %

olur, burada f; () = kfy—_1 (z) dir. (3.23) den,

> (mjl)fsw 0= S (H' 1)

J :z+1+j (—z)
i=0 Jj=0 J
ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. ]
Bernoulli ve Euler polinomlar: daha énce (1.1) ve (1.2) ifadeleri ile tamimlanmigt.

Bu tanimlardan ve (3.23) den;

N Bu(x) S = el =
n e2 — e 2
n=0
ve
S B =t 2
— n! ez +e 2



ifadeleri elde edilir. Bu ifadelerden Bernoulli ve Euler polinomlar: i¢in elde edilen
F (2) fonksiyonlarinin ¢ift olduklar1 goriiliir.

Bernoulli sayilar icin Onerme 1.2.iv den,

Buime1 (1 —x) = (=1)""" Buyms (2)

= — (=" Buymia (2)

yazilabilir. Buradan,

Byim1 (x) + (—1)m+n Brimi1(=2) = Buymt1 () = Bogymgr (1 = (=)

= Buimi1 (2) = Bumir (14 @)
olur. Bu ifade ve Onerme 1.2.i den,
Buimi (2) + (=1)""" Bpymyr (—2) = — (m + n+ 1) 2™*"

olarak elde edilir. Benzer bicimde,

Epimi1 (@) + (=)™ Erimi1 (%) = Engms1 (€) = Epgmar (1+ )
yazilabilir. Buradan, Onerme 1.5.1 kullanilarak,

Epymyr1 (1) + (—1)m+n Epimi (—2) = 2B,y (7) — 2

elde edilir.

Teorem 3.3 m, n € N olsun,

<—1>’”i§mg‘ (") Bursto) = (-1 (1)Bes (-0 (3.25)
: 0" (1) Eres @) = (0P () s (0 (3.26)
dir. Ayrica, - "~

(_1)mi (m N 1) (n+i+1) By (2)

I (") 34 1) By )

(=D)"(m+n+2)(m+n+1)z™™ (3.27)
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ve

J
=(-1)"2(m+n+2) (™" = By (2)) (3.28)
esitliklert saglanar.

Uyar: 3.4 (3.27) ifadesinde x = 0 alimrsa Momiyama formili (Momiyama 2001)
elde edilir.

Ispat. Ilk olarak Teorem 3.1 de { f; (z)}re, verine, sirastyla, { By (z)}r, ve { Ex (2) }re,
alinirsa (3.25) ve (3.26) elde edilir. Simdi (3.27) ifadesini elde etmek i¢in Sonug 3.2
de {fi (z)} =, yerine {By (z)} -, alirsa,
m+1
m m+ 1 ,

n+1

=Y (M) 4 1) By )

J=0

elde edilir. Buradan,

Cm Y (m ! 1) (n+i+1) By ()

+(=1)" (” ;L 1) (m+j+1) Buyj (—)

J
= ( 1)m+1 (n +m+ 2) {Bn+m+1 (ZE) + (_1)n+m Bn+m+1 (—J})}
()" (n+m+2)(n+m+1)z"™

ifadesi elde edilir. (3.28) ifadesini elde etmek igin benzer bigimde Sonug 3.2 de

{fi (x)} =, yerine {Ej (z)},—, alahm. Boylece,

-1y m (") i) B0

.

S (") 1) B ()

= (_1)m+1 (n +m+ 2) {En+m+1 (x> + (_1)n+m En+m+1 (_x)}
)

(—1 m 2 (n +m + 2) ($m+n+1 — En+m+1 (x))

36



esitligi bulunur.

Sonug 3.5 m, n € N olmak tzere,

0" (M) B = 07 () B

i=0 =0

()5 (e ()

7

ve

esitliklers saglanar.

Ispat. Bir énceki teoremde (3.25) ve (3.26) ifadelerinde, sirasiyla, 2 = 0 ve o =

alinarak gortliir.

37

N[ =



4. BULGULAR

4.1. Zp Uzerinde Euler-Seidel Matrisleri

Daha 6nce Tanim 3.1 de Euler-Seidel matrislerini tanimlamigtik. Tanimda ag, a4, . . .,
Ay, . . . elemanlarimin ait oldugu degismeli halkay: (H) 6zel olarak Z,,, (n > 2, n € N)
alalim. Bu durumda ortaya ¢ikan Euler-Seidel matrislerinin tipleri; n asal oldugunda
ayni, n asal olmadiginda ise farklidir. §imdi bu iddiay1 énce gozlemleyelim, sonra

kanitlayalim.
Uyar1 4.1 Asagidaki durumlarda i # j i¢in a; # a; olarak segilecektir.

Durum 4.2 n = 2 yani H = Zy alalvm. Bu durumda ag, a; € {0, 1} olur. Tanim

3.1 den ap =0 ve ay =1 igin,
ag=0,al=1,a;=1vea;=1

bulunur. Elde edilen Fuler-Seidel matrist,

dir. ag =1 ve a; = 0 i¢in,

olur. Boylece,

11

2%2

matrist elde edilir. Boylece H = Zo 6zel durumuna karsihik elde edilen matrislerin

tipleri ayne olup 2 X 2 dir.

Durum 4.3 n = 3 durumuna karsihk H = Zs tizerinde Fuler-Seidel matrislerini
inceleyelim. Bu durum i¢in, ag, a1, az € {0, 1, 2} olur. Bu durumda elde edilen alty

matris asaqidaky gibidir.
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.00 =0, a1 =1, as =2 i¢in;

1. a9 =0, ap =2, as =1 i¢in;

141. ag = 1, ay = O, ag = 2 ZQZ?I,

w. ag =1, ag = 2, ap = 0 i¢in,

S NN DD = = = O NN O NN OO = = O

S NN O

_ o NN OO =

_— = O NN NN O

SO = Rk, O NN
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S NN = =

—_

N O =
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6x3

6x3

6x3



v.ag=2,a1 =0, as =1 i¢in;

O R Rk O NN
NN O = = O
== " T\ B e B

vi. ag = 2, a1 = 1, ay = 0 i¢in,

—_

N O = = O N
S NN O
— = O NN O

6x3

6x3

H = Z3 durumu i¢in elde edilen Euler Seidel matrisleri de ayna tipli olup tipleri 6 x 3

tur.

Durum 4.4 n = 4 i¢in H = Z4 durumunu inceleyelim. Bu durumda, ag, ai, as,

az € {0, 1, 2, 3} olur.

1.a9g =0, a; =1, ay =2, ag = 3 i¢in;

01 2

1 31
1. a9 =0, a1 =1, as =3, ag = 2 i¢in;
_O 1 3
1 01
113
0 0 2
0 2 2
2 0 2
_2 2 2

w W

NSO O O W NN

4 2x4

4 7x4



elde edilir. Buradan H = Z, durumu i¢in Fuler-Seidel matrislerinin ayny tipli ol-

madiklary goriliuyor.

Durum 4.5 n =5 i¢in H = Zs tzerinde elde edilen Euler-Seidel matrisleri onceki
durumlara benzer bicimde incelenirse, bu matrislerin 20 X 5 tipinde; ayne tipli mat-

risler olduklary gorilir.

Bu gozlem sonucunda p asal oldugunda Z, den elde edilen Euler-Seidel mat-

rislerinin aym tipli olabilecegi goriiliiyor.

Teorem 4.6 Z,, (p asal) tzerinde elde edilen Euler-Seidel matrisleri

p(p—1)xp

tipindedir.
Ispat. H = Ly icin, ag, ay, as, ..., a,_1 € Z, dir. (3.10) ifadesinden

p

p p p p
a = Z <i>a2+i = a, + <1> iy + <2> Upyo+ o+ (p _ 1) Uppoy +
i=0
= 2a°

yazilabilir. Boylece (p+1). satir elemanlar: ilk satir elemanlarinin 2 kati olarak
elde edilir. Diger satirlari elde etmek i¢in igleme devam edilirse (2p 4 1) . satir ele-
manlariin ilk satir elemanlarinin 4 kat1 oldugu gortiliir. Yani m € N olmak iizere,
(mp + 1) . satwr ilk satirin 2™ katidir. O halde ((p — 1) p + 1) . satir ilk satir eleman-

larmin 2°~! katidir. Fermatim kiiciik teoreminden,
27 = 2 (modp)

oldugundan

2P~ = 1 (modp)

yazilabilir. O halde Z, de ((p — 1) p+ 1) . satir ilk satirin aymisidir. Bu da Z,, de elde

edilen Euler-Seidel matrislerinin tiplerinin
(pP—1pxp
oldugunu ispatlar. [
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4.2. Euler-Seidel Matrislerinde a® ogeleri icin ﬂreteg Fonksiyonu

Burada materyal ve metot kisminda ispatsiz olarak verilen (3.19) esitligi Cauchy
carpimi yardimiyla ispatlanip Euler-Seidel matrisleri i¢in verilen 6rneklerin bir kismi

yeniden ele alinacaktir.

(")nerme 4.1

ktn k
> an o = ¢ A+
n,k>0

esitlige gerceklenir.

Ispat. A (t)’nin tanmndan,

k 00
A(t+u) = Zak Hu a—%Z( )t” a8 ZZ“—%(E)t”uk—”

k>0 k>0 n=0
. ak—i—n n, k—n
—zzm%( DS D ML T ED
n>0 k>0
yazilabilir. Esitligin her iki tarafi e* ile carpilarak sag tarafa Cauchy carpimi uygu-
lanirsa,

At +u) = (0: %) (ZZ e "“')

n20 k>0

-y (et
- b0 w0 120 \! Tl k!
bulunur. Burada (3.10) esitligi gézoniine alinirsa
Z aﬁg%]: =e"A(t+u)
n,k>0
oldugu gortiliir. [ ]

Simdi birincisini daha 6nce farkli bir yolla inceledigimiz iki 6rnegi yukaridaki

ispat i¢in kullanilan yontemle yeniden ele alalim.
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Ornek 4.2 a, = %, (n > 0) baslangi¢ dizisi igin,

dwr. Ayrica ozel olarak,

£ ()

dir. Gergekten, (4.29) ifadesinden,

[e=]

Alt+u)=>_ G L

== (n+k+1)n! k!

yazlabilir. Bu ifadenin her iki tarafi €* ile ¢carpilirsa,

cawe - (S5) (SZan)

k>0 >0
N R R ) L A .
= g(fé%” (n+k— m—{—l)nl(k m)!>u
-y Zk: (PN, t”(k))
k=0 n—=0 mzo(n+k—m+ 1) k! n!
Ty 9 (1 g
e \m) (ntk —m A1) K on!

yazilabilir. (3.19) ifadesinden,

b5 ()

=0

olarak bulunur. Burada n = 0 olarak alinirsa,
n __ - n (_1)n_m
%o _n;](m) (n—m+1)

ozel durumu elde edilir.

Ornek 4.3 a, = %, (n > 0) dizisini baslangi¢ dizisi olarak alalim. Bu durumda
olusan Euler-Seidel matrisinin af girdisi yine ayni yontemle,

- zk: ( ) 2n j(u iiﬂ 1)

=0
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olarak bulunur. Yine burada da n =0 o6zel durumu icin,

=3 ()@ g

m=0

olarak elde edilir. Bu baslangi¢ dizisine karsilik gelen FEuler-Seidel matrisi,

1 1 1

1 3 5 7
2 _2 2

3 15 35

s _ 8

15 105

48

105

dar.

4.3. Genocchi Polinomlar: ve Sayilar: i¢in Bazi (")zdeglikler ve Yineleme

Bagintilar:

Genocchi polinomlart Tanim 1.6 ile verilmisgti. Bu tanim yardimiyla Bernoulli ve

Euler polinomlar: i¢in verilen 6nermelerin benzerleri Genocchi polinomlar: i¢inde

ifade edilebilir.
Onerme 4.1 n > 1 olmak lzere,
Gn (x4 1) + G, (7) = 2na™* (4.30)
esitligi saglanar.
Ispat. (1.3) ifadesinden,
S Cule )+ G) S = Z{G (04 1)+ Cu@)) 5
dir. Diger ;araftan, :

2 (z+1)z 9 5 eT?
ze i ze _ . QZZ:C “

e#+1 er+1
= ZZw”ln_l Zan” 12

n=1

yazilabilir. Sag taraflar1 esit olan bu iki ifadenin sol taraflarinin esitliginden istenen

esitlik bulunur. n
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Onerme 4.2

G,(1—z)=(-1)""G, (z) (4.31)
dar.
Ispat. (1.3) ifadesinden,
i 2" 226(1*””)2 )"
1-— = - _
HZ:;G< JE>n' e’ +1 l—i-ez ZG

yazilabilir. Buradan kargilikh katsayilar karsilagtirilarak,
G (1 —a) = (=1)"" Gy (2)

esitligi bulunur. ]
Bu 6nerme yardimiyla Bernoulli ve Euler polinomlar: igin (3.25) ve (3.26)
ifadelerinde verilen esitliklere benzer agagidaki esitlik, Genocchi polinomlar: i¢in de

ifade edilebilir.

Sonug 4.3 m, n € N olmak tzere,
(=1) Z < i )Gn-i-i (x) =—(-1) <j)Gm+j (—z)
i=0 j=0

esitligi saglanar.

ispat. Tanim 1.6 dan,

ZG Z_': (*%)%

ez +e 2

yazilabilir. Boylece (3.22) ifadesi gozoniine alinirsa,

2z

F(2) = er +e72

olur. F' (z) nin tek oldugu agiktir. (3.12) te {f ()} =y = {Gk ()}, olarak alinirsa

istenen ifade bulunur. ]
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Sonug 4.4 m, n € N olmak tzere,

mi( ) (n+i+1)Ghyi (2)

=0
n

nz > (m+j+1)Gpyj(—2)

=(=1)"2(m+n+2) ((m+n+1)2""" = Gy (1))

esitligi vardar.

Ispat. Sonuc 3.2 de { fy (2)}rey = {Gk (2) }re, Genocchi polinomlar: olarak alinirsa,

n+1

enmég(mjl)m+i+wGwm@=64W§;(Tjﬁ<m+j+namj&m

olur. Buradan;

_1)m§mj (m d 1) (n+i+1) Gy ()

- )
1=0
n

3 (") 045 1) Gy (-0
=0\ J
= (=" (m+n+2) {Guini1 (=2) = (=1)"" Gy (1)} (4.32)

elde edilir. (4.31) den,

Grant1 (1 —2) = (—1)m+n+2 Gt (2)
yazilabilir. Burada z yerine —z alinirsa,

Gt (1+2) = (=1)™"" Gnga (—2)
bulunur. Ayrica (4.30) esitliginden,

Grpnir (T + 1) + G (2) =2 (M +n + 1) 2™

yazilabilir. O halde

(=)™ G (L +2) = (=)™ {2(m+n+1) 2™ — Grrynsa (2)}
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elde edilir. Bunlar (4.32) esitliginde yazilirsa,

-1)" Z (m j 1) (n+i+4+1)Gpyi ()
S0 (T k4 ) Gy ()

=(-1)" ( +n+2) {(=1)""" CGogngr (L+2) = (=)™ Gy (o)}

( 1)m (m +n+ 2) {Gm-i-n-I-l (1 + -T) - Gm-i-n-i-l (x)}

= (=" (m+n+2) {2 m+n+ 1) 2™ — Grpng (2) = Grgnta (m)}
=(-1)

D™2(m+n+2){(m+n+1)2"™" = Gpinp (2)}
oldugu goriiliir.

Sonug 4.5 m,n € N olsun.

ifadesi vardar.

Ispat. Sonug 4.3 de 2 = 0 almarak kolayca goriiliir.

47



5. SONUC

Bu ¢aligma kapsaminda, Euler-Seidel matrislerinin 6gelerinin alindigi degigmeli halka-
nin 7, olmasi durumu incelendi. Bu durumda elde edilen Euler-Seidel matrislerinin
tiplerinin p (p — 1) X p tipinde olduklar1 ispatlandi. Bu matrislerin 6gelerini elde et-
mek i¢in Dominique Dumont’un buldugu ifadelerin diginda farkl ifadeler elde edildi.

Zhi-Wei Sun, Hao Pan ve Ke-Jian Wu’'nun Bernoulli, Euler polinomlar1 ve

sayilar1 i¢in buldugu bagintilar, Genocchi polinomlar: ve sayilar: icin de elde edildi.
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