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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

DEFERRED CESARO VE DEFERRED
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Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Fatih NURAY

Bu c¢alisma bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, tez konusunun 6nemini
anlatan ve tarihsel ge¢misine de@inen genel bir literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci
boliimde, diger boliimler icin temel teskil eden tanim ve teoremler yer almustir. Ugiincii
bolimde, deferred Cesaro yakinsaklik ve deferred istatistiksel yakinsaklik tanimlari
verilerek arasindaki iliskileri inceleyen teoremler ve ispatlara deginilmistir. Dordiincii
boliimde, deferred hemen hemen yakinsaklik, kuvvetli deferred hemen hemen
yakinsaklik ve deferred hemen hemen istatistiksel yakinsaklik tanimlanarak aralarindaki
iligkileri inceleyen teoremler ve ispatlara yer verilmistir. Besinci boliimde ise hemen
hemen asimptotik istatistiksel denk dizi, deferred hemen hemen asimptotik denklik,
asimptotik deferred hemen hemen istatistiksel denklik, kuvvetli r —deferred hemen
hemen asimptotik denklik tanimlar1 ve aralarindaki kapsam bagmtilarini veren teoremler

ispatlanmustir.
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This thesis consists of five main chapters. In the first chapter, a general literature
information is given about the importance of the thesis subject and its historical
background. In the second chapter, definitions and theorems that form the basis for other
chapters are included. In the third chapter, it is mentioned that deferred Cesaro
convergence and deferred statistical convergence definitions are given theorems and
proofs that examine the relationships between them. In the fourth chapter, it is indicated
by determining that deferred almost convergence, strongly deferred almost convergence
and deferred almost statistical convergence are defined and theorems and proofs that
examine the relations between them. In the fifth chapter, it is provided that, almost
asymptotic statistically equivalent sequence, deferred almost asymptotic equivalence,
asymptotically deferred almost statistical equivalence, strong r-deferred almost
asymptotic equivalence definitions and theorems that give the scope relations between

them.
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler
N Dogal sayilar kiimesi
R Reel sayilar kiimesi
Q Rasyonel sayilar kiimesi
x = (xy) Reel say1 dizisi
1) Reel yada kompleks diziler uzay1
S§(K) K kiimesinin alt yogunlugu
5(K) K kiimesinin {ist yogunlugu
5(K) K kiimesinin dogal yogunlugu
L
x Yy L kath asimptotik denk diziler
Sy
Xy L katl1 asimptotik istatistiksel denk diziler
D,
x Y L katl deferred asimptotik denk diziler
Dy
x Y L kath kuvvetli r-deferred Cesaro asimptotik denk diziler
T
X CL y L katli kuvvetli r- Cesaro asimptotik denk diziler
x DS, y L kath asimptotik deferred istatistiksel denk diziler
L
x 59 y L katli asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler
Si A —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
lo Siirh diziler uzayi
D(p,q] Dy q- yakinsak dizilerin kiimesi
DS[p,q] Deferred istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
D [p,q] Deferred hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesi
D.[p.q] Kuvvetli r-deferred hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesi
DS[p, q] Deferred hemen hemen istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
Xy L katli hemen hemen asimptotik istatistiksel denk diziler
x 52 y L katl1 hemen hemen A —asimptotik denk diziler
x Dy y L katl1 deferred hemen hemen asimptotik denk diziler
X by y L katli kuvvetli r —deferred hemen hemen asimptotik denk
~ diziler
DS
x " y L katl1 asimptotik deferred hemen hemen istatistiksel denk

diziler




1. GIRIS

Yakinsaklik kavrami analiz ve fonksiyonlar teorisinin temelini olusturmaktadir.
Yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan ve temeli pozitif tamsayilarin dogal
yogunlugu kavramina dayanan istatistiksel yakinsaklik fikri Zygmund tarafindan 1935
yilinda yayinlanan monografisinde verilmistir. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik
kavrami 1951 de I.J. Steinhaus ve H. Fast tarafindan ayr1 ayr1 tanimlanmistir. Bu kavram
Fourier Analizi, Say1 Teorisi, Olgii Teorisi, Trigonometrik Seriler ve Banach uzaylar1 gibi
matematigin ¢esitli alanlarinda ele alinmistir. Son zamanlarda bu konu toplanabilme

teorisinde aktif bir ¢alisma konusu olmaktadir.

Istatistiksel yakinsakligin reel ve kompleks diziler ile iliskisi Buck (1953) tarafindan
verilmistir. Toplanabilme teorisi ile iligskisi Schoenberg (1959) tarafindan verilmis olup
daha sonra Salat (1980), Connor (1988,1992), Fridy ve Miller (1991), Et ve Sengiil
(2014) ve baska birgok kisi tarafindan toplanabilme teorisi ile iliskilendirilmistir.
Toplanabilme teorisinde kullanilan doniisiimlerin neredeyse tamami istenmeyen birtakim
ozelliklere sahiptir. Ancak deferred Cesaro doniigiimii, Cesaro’nun ve diger iyi bilinen

dontisiimlerin sahip olmadig: yararli 6zelliklere sahiptir.

R.P. Agnew 1932 de reel veya kompleks terimli bir (x;) dizisi i¢in deferred Cesaro
ortalamasini tanimlamustir. Istatistiksel yakinsaklik kavrami ile Cesaro toplanabilirlik,
kuvvetli Cesaro toplanabilirlik ve kuvvetli p- Cesaro toplanabilirlik arasindaki iligkiler
Connor (1988) tarafindan verilmistir. Sonraki yillarda ise Fridy ve Orhan (1993),
lacunary dizi kavramindan faydalanarak yakinsaklik alaninda 6nemli bir yere sahip olan

lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramini tanitmiglardir.

Dizilerin hemen hemen yakinsaklig1 fikri Lorentz (1948) tarafindan ortaya ¢ikmuistir.
Dizilerin kuvvetli hemen hemen yakinsakligt Maddox ve Freedman tarafindan ayn1 yilda
(1978) fakat birbirinden bagimsiz olarak verilmistir. Banach uzaylarinda hemen hemen
yakinsaklik kavrami Kurtz (1972) tarafindan ele alinmistir. Savas (1990), hemen hemen
yakinsaklik ve hemen hemen toplanabilme kavramlarimi inceleyenler arasinda yer

almistir. Son zamanlarda hemen hemen yakinsaklik ile ilgili Das ve Nanda (1992), Jalal



(2004), Mishra ve Jaiswal (2004/05), Shaw ve Lin (2007) ¢alisma yapanlar arasinda yer

almaktadir.

Marouf (1993) asimptotik denk dizileri ve asimptotik regiiler matrisleri tanimlamistir.
Patterson (2003) bu tanimlarin asimptotik istatistiksel denk analogunu ve negatif olmayan
toplanabilme matrisleri i¢in dogal regiilerlik kosullarin1 sunarak bu kavramlar
genisletmistir. Son zamanlarda asimptotik denk diziler Patterson (2003), Patterson ve
Savas (2006), Savas ve Basarir (2006), Basarir ve Altundag (2008), Braha (2012), Ulusu
ve Nuray (2013) gibi bir¢ok kisi tarafindan ¢alisilmaktadir.

Bu tez ¢alismasinin birinci boliimii giris igin ayrilmustir.

Ikinci béliimde bu ¢alisma igin gerekli olan tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ugiincii boliimde deferred Cesaro yakinsak ve deferred istatistiksel yakisak dizi

tanimlar1 ve aralarindaki iliskiyi ifade eden teoremler ispatlariyla birlikte incelenmistir.

Tez ¢alismamizin dordiincii boliimiinde hemen hemen yakinsak dizi tanimindan hareketle
deferred hemen hemen yakinsak, kuvvetli deferred hemen hemen yakinsak, deferred
hemen hemen istatistiksel yakinsak dizi tanimlari verilmis ve aralarindaki iligkileri ifade

eden teoremler ispatlanmistir.
Besinci boliimde deferred hemen hemen asimptotik denk, kuvvetli r-deferred hemen
hemen asimptotik denk, deferred hemen hemen istatistiksel denk dizi tanimlar1 verilmis

olup aralarindaki iligkileri ifade eden teoremler ispatlanmistir.

Tezin sonunda ise ¢aligmada yararlanilan kaynaklar verilmistir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde, daha sonraki boliimler i¢in temel teskil eden tanim ve teoremler verilecektir.

Tamim 2.1 Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler
deger kiimelerine gore cesitli adlar alirlar. Eger dizinin deger kiimesi R reel sayilar
kiimesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel sayilar kiimesi ise diziye rasyonel terimli

dizi ad1 verilir (Balc1 1999).

Tamim 2.2 Vk € N i¢in |x;| < M olacak sekilde bir M pozitif reel sayisi varsa (x;)

dizisine sinirhi dizi denir (Balc1 1999).

Tammm 2.3 (x;) bir reel say1 dizisi ve [ € R olsun. Ve > 0 igin, k > k, oldugunda
|x, — 1| < € kalacak sekilde € na baglh bir k, sayisi bulunabiliyorsa (x;) dizisi [ ye
yakinsaktir denir ve

limx;, = lveya (x;) =1
seklinde gosterilir (Balc1 1999).

Tanim 2.4 K c N kiimesinin eleman sayisin1 |K| ile gosterelim. Yani,
|K| = cardK
olsun. K, N nin bir alt kiimesi ve
K,={k <n: keK}
olsun. Buna gore K kiimesinin sirasiyla alt ve list yogunlugu,

§5(K) = lim infM, §(K) = lim supM
- n—oo n n—-oo

n
dir. ”;—”l dizisinin limitinin var olmasi durumunda yani,
8(K) = 6(K)
esitliginin saglanmasi halinde, bu limite K < N kiimesinin dogal yogunlugu denir ve
6 (K) ile gosterilir. Yani,
8(K) = 5(K) = 8(K)
ise K c N kiimesinin dogal yogunlugu

K 1
1Kl _ lim —|{k < n: k € K}|
n n-oon

6(K) = lim
n—>00



dir (Niven vd. 1991).

Tamm 2.5 x = (x;,) reel yada kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in
1
lim—|{k <n:|x, — L =¢€}| =0
n n

olacak sekilde bir L sayisi varsa, x = (xj) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.
Bu durumda S-limx = L veya x; — L(S) yazilir. Eger L = 0 ise, x = (x;) dizisine

istatistiksel sifir dizisi denir (Fast 1951).

Tanim 2.6 A c N olmak tizere 6(A) = 0 olsun. Eger € > 0 verildiginde her k > N ve
her k € A igin |x,, — L| < € olacak sekilde bir N € N varsa, x = (xi) dizisi L sayisina
hemen her k i¢in yakinsaktir denir (Buck 1953).

Bir x=(x;) dizisi sifir yogunluga sahip bir cimlenin disindaki her k i¢in bir P 6zelligine

sahip ise x dizisi hemen her k icin P 6zelligine sahiptir denir ve ** h.h.k >’ ile gosterilir.

Tanim 2.7 Her £ > 0 i¢in bir N = N(¢) sayist mevcut ve h.h.k. i¢in |x, - x| < € ise yani

her € > 0 igin

1
lim—|{k<n:|x,—xy|=¢€}=0
n n

ise x = (x;) dizisine Istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy 1985).

Tamim 2.8 x = (x;) bir dizi ve p pozitif bir reel say1 olsun. Eger

n
1
.1 =
hTrlnnZ|xk L| 0
k=1

olacak sekilde bir L sayist varsa, x = (x;) dizisi L sayisina kuvvetli p- Cesaro
toplanabilirdir denir (Connor 1988).

Tamim 2.9 Pozitif tamsayilarin artan bir dizisi 6={k, .} olsun. Eger k,= 0 olmak iizere
r— oo ig¢in h, = k,- k,_, = ooise 8 = {k,} dizisine lacunary dizisi denir (Freedman
vd. 1978).



6 = {k,} lacunary dizisi ile olusturulan araliklar I, : =(k,_, k] ile gosterilecek ve

— Kk

qr= olacaktir.
kr—1

Tamm 2.10 8={k,.} bir lacunary dizisi olsun. Ve > 0 i¢in

1
lim—|{k€l:|x,—Ll=¢}=0
r Ny
ise x = (x) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsak veya Sg yakinsaktir denir.
Bu durum Sy — limx = L veya x;, — L(Sy) sembolleriyle gosterilir (Fridy ve Orhan

1992).

Tanim 2.11 iki negatif olmayan x = (x;) ve y = (yx) dizileri igin
lim=% =1
k Yk
ise x = (x) vey = (y,) dizilerine asimptotik denk diziler denir ve x~y ile gosterilir.

Eger limit L ise x “ y kullamilir (Marouf 1993).

Tamim 2.12 Negatif olmayan x = (x;) ve y = (y;) dizileri i¢in

1
lim — |{k <n

n-on

Xk
——1L 2€}| =0
Yk

ise bu dizilere L katli asimptotik istatistiksel denk diziler denir ve x 5L y ile gosterilir. Eger

L=1 ise x ve y dizilerine basite asimptotik istatistiksel denk diziler denir ve x ° y ile

gosterilir (Patterson 2003).

Tamim 2.13 Negatif olmayan x = (x;) ve y = (y;) dizileri i¢in
q(n)

lim ——— al =1L

noeq(n) —p(m), Yk

=p(

n)+1

ise x = (x;) ve y = (y) dizilerine L katl deferred asimptotik denktir denir ve x ° y ile

gosterilir. L =1 oldugunda basit¢e deferred asimptotik denktir denir ve x 2 y ile gosterilir

(Kosar vd. 2017).



Tamim 2.14 Negatif olmayan x = (x;) ve y = (y;) dizileri i¢in

q(n)
I 1 z Xy L
im——— ——
n-w q(n) —p(n) k=Pl +1 Yk

ise x = (xx) vey = (yy) dizilerine L katli kuvvetli r-deferred Cesaro asimptotik denktir

T
=0

denir ve x Df y ile gosterilir. L=1 ise basit¢e kuvvetli r-deferred Cesaro asimptotik denktir
denir ve xDjy ile gosterilir. q(n) =n, p(n) =0 durumunda kuvvetli r- Cesaro

asimptotik denk diziler denir ve x ery ile gosterilir (Kosar vd. 2017)

Tamim 2.15 Negatif olmayan x = (x;) vey = (y;) dizileri ve Ve > 0 i¢in

fpon < e < q@y: ‘%—L > ef| =0

lim ————
n-w q(n) — p(n)
ise L katl asimptotik deferred istatistiksel denktir denir ve x ° fL y ile gosterilir. L =1 ise
basitce asimptotik deferred istatistiksel denktir denir ve x °y ile gésterilir (Kosar vd.

2017).

Tamim 2.16 6 bir lacunary dizi, negatif olmayan x = (x;) vey = (y,) dizileri igin Ve >
0 olacak sekilde

1
lim—
r Ny

{k €l

Xk
— =Ll = s}| =0
Yk L

ise bu dizilere L kath asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler denir ve x 9 y ile

gosterilir. L = 1 ise basitge asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler denir (Patterson
ve Savas 2006).

Tamim 2.17 A = (4,,), lim 4,, = w0 olacak sekilde pozitif sayilarin azalmayan bir dizisi ve
n

I, = [n — A, + 1,n] olmak iizere Ve > 0 i¢in

1
lim A_l{k ElL:|xx—Ll =€} =0

n—-oo n

ise x = (xy) dizisine L ye A-istatistiksel yakinsaktir veya S;-yakinsaktir denir.
Bu durumda S; — limx = L veya x;, = L(S,) yazilir ve

S;={x:3ILeR,S; —limx =L}
dir (Mursaleen 2000).



Tamim 2.18 X ve Y, tiim diziler uzay1 olan w nin iki alt ciimlesi ve A = (a,,;,) reel yada

kompleks terimli bir sonsuz matris olmak tizere, x = (x;) € X ve hern > 1 i¢in

(0]

Yn = Apx = Z App Xy
k=1

serisi yakinsak ise y = (y;,) = (A,,x) = Ax doniisiim dizisi mevcuttur denir. Eger her
x € Xiginy = (A,x) doniisiim dizisi mevcut ve y € Y ise A = (a,;) matrisi X den'Y ye

bir matris doniistimiinii tanimlar denir (Maddox 1970).

Tamim 2.19 X dizi uzayini, Y i¢ine doniistiiren biitiin matrislerin sinifi (X, Y) ile gosterilir
ve eger A, X den'Y igine bir matris doniisiimii ise A € (X,Y) yazilir. Toplami ya da limiti
koruyan matrislerin smifi ise (X,Y;p) ile gosterilir. Ozel olarak X = Y = ¢ (yakinsak
dizilerin uzay1 olmak tizere) A € (c, ¢) ise A matrisine konservatif matris ve A € (c, c; p)

ise bu durumda A matrisine regiiler matris (ya da kisaca regiilerdir) denir (Maddox 1970).

Teorem 2.20 (Silverman-Toeplitz) A = (a,, ) matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul

() 3M > 0icin, [|All = supn ZiZy|ans| < M < oo,

(i) rlll_l)‘rc}o anr =0, k=012,..,

(i)  lim Y a,, =1,
n—->oo

kosullarinin saglanmasidir (Maddox 1970).

Tamm 2.21 [, iizerinde tanimli bir L: [,, — R lineer fonksiyoneli agagidaki 6zellikleri
sagliyorsa L ye bir Banach limiti denir.

() Hern =0,1,2, ... i¢in x,, = 0 olmak tizere L(x) = 0,

(i) e = (1,1, ...) olmak tizere L(e) = 1,

(iii) D, w tizerinde D((xn)) = (Xp41) olmak tizere L(x) = L(Dx)

(Banach 1932).

Tamm 2.22 x = (x;) dizisi i¢in eger, m’ye gore diizgiin olarak
n

lim— ) |xp4ym — L =0
n-oon
k=1



olacak sekilde bir L sayis1 varsa, x = (x;) dizisi L sayisina kuvvetli hemen hemen

yakinsaktir denir (Maddox 1978).

Tanmm 2.23 x = (x;) dizisi i¢in eger, 0 < p < oo olmak iizere, m’ye gore diizgiin
olarak
n
lim— ) |xpym —LIP =0
n-on
k=1
olacak sekilde bir L sayisi varsa x = (x;) dizisi L sayisina kuvvetli p -hemen hemen

yakinsaktir denir (Mursaleen ve Edely 2009).



3. DEFERRED CESARO ve DEFERRED ISTATISTIKSEL YAKINSAK
DiZILER

Bu bolimde deferred Cesaro yakisaklik, D, ,-yakinsaklik, deferred istatistiksel

yakinsaklik tanimlar1 verilecek ve kapsam bagmtilart baslhig: altinda kuvvetli deferred

Cesaro ile deferred istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik ve deferred

istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligkiler ele alinacaktir.

3.1 Tanimlar
Tamim 3.1.1 p = {p(n):n € N} ve q = {q(n):n € N}

p(n) < g(n) ve lim g(n) = « 3.1
sartlarini saglayan negatif olmayar:t:msayllarln dizileri olmak {lizere x = (x;) reel yada
kompleks degerli dizisinin deferred Cesaro ortalamasi

1 q(n)

D, ,x) i=———— xX., n=1,23,..
(Pngx), am) —p(n),_ & *

bigiminde tanimlanir. (Dp‘qx)n dontisim dizisine x = (x;) dizisinin deferred Cesaro
ortalamasi denir (Agnew 1932).

Tanim 3.1.2 Bir x = (x) dizisi ve | sayis1 verilsin. Eger

a(n)
lim —— X =1
n-o q(n) — p(n) =1
ise x = (xj) dizisine | sayisina Dy, ,-yakinsaktir denir. Dy, ,-yakinsak dizilerin kiimesi

D|[p, q] sembolii ile gosterilir (Agnew 1932).

Tamim 3.1.3 Bir x = (x;,) dizisi verilsin. Eger
q(n)
lim ————— lx, =1 =0
oo q(n) —p(n) &

ise x = (xy) dizisi | sayisma kuvvetli D, ,-yakinsak denir ve lim x, = | (D[p, q]) ile
n—-oo

gosterilir (Agnew 1932).



Tanmm 3.1.4 x=(x;) reel ya da karmagik terimli bir dizi, {p(n)},en V€ {q(N)}nen iSE
p(n) < q(n) ve lim g(n) = oo kosullarini saglayan diziler olsun. K S N olmak tizere
n—->oo
lim ——— {k: p()< k < q(n), k € K|
im ———|{k:p(n)<k < q(n),
noeg(n) —p(m) T 1
limiti var ve sonlu ise bu sayitya K’nin deferred yogunlugu denir (Kiiciikaslan ve

Yilmaztiirk 2013).

(5Dp,q (K ) =

Tamm 3.1.5 Bir x=(x;,) dizisi verilsin. Ve > 0 igin
Ammﬁkip(nk k<qm),lx,—1l =€} =0

ise x=(x;) dizisi € R ye deferred istatistiksel yakinsaktir denir ve Tlll_r)rc}o x, =1 (DS[p,q])

ile gosterilir (Kiiglikaslan ve Yilmaztiirk 2013).

Asagidaki 6nermeler gegerlidir:

0] Eger q(n) =n ve p(n) =0 ise bu takdirde Tanim 3.1.5’den istatistiksel
yakinsak dizi elde edilir.

(i) q(n) =k, ve p(n) = k,_, olarak alirsak (negatif olmayan tamsayilarin
herhangi bir lacunary dizisi i¢in n— oo iken k,,- k,,_; = o) bu takdirde Tanim
3.1.5’den lacunary istatistiksel yakinsak dizi elde edilir.

(i)  q(n) = A, ve p(n) = 0 olursa (4,, dogal sayilarin artan bir dizisidir dyle ki
lign An = 0.) bu takdirde Tanim 3.1.5°den A-istatistiksel yakinsak dizi elde

edilir (Kiigiikaslan ve Yilmaztiirk 2016).

3.2 Kapsam Bagintilar

Bu kisimda p = {p(n)}reny Ve q = {q(n)}nen pozitif tam sayilarin (3.1)’de verilen
kosullarini saglayan dizileri olmak iizere, ilk olarak kuvvetli deferred Cesaro yakinsaklik
ile deferred istatistiksel yakinsaklik arasindaki iliski ele alinacak olup sonrasinda ise
istatistiksel yakinsaklik ve deferred istatistiksel yakinsaklik arasindaki iliski p =

{p(M)}en Ve q = {q(n)}, ey dizileri lizerine konan kosullar altinda ele alinacaktir.

Teorem 3.2.1 x,, = l(D[p, q]) ise bu takdirde x,, = I(DS[p,q]) dir (Kii¢iikaslan ve
Yilmaztiirk 2016).
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Ispat: x,, - L(D[p, q]) olsun. Keyfi bir £>0 igin

q(m)

1
ToETol i

k=p+1

a(m) q(n)
Q(n) p(n) (Zk =p(n)+1 + Zk=p(n)+1 ) [x, — 1|

|xp—1lze |xp—ll<e

q(m)
1

=g —pm Ly !

k=p(n)+1
[xp—1lze

WHPW <k <q():|x, — 1| = &}

esitsizligi saglanir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinda n— oo iken limit alinirsa

%i_l)‘fc}omﬁkip(n) <k=<q®),|x,—1l=¢}l=0

elde edilir. Bu ise x = (x;,) dizisinin [ sayisina deferred istatistiksel yakinsak oldugunu

gosterir.

Sonu¢ 3.2.2 x, - [(n— o) ise bu takdirde x, - [(DS[p,q]) (Kigiikaslan ve
Yilmaztiirk 2016).

Uyan 3.2.3 Teorem 3.2.1 ve Sonug 3.2.2 nin karsit1 genelde dogru degildir. Simdi bunu

bir ornek ile gosterelim (Kiiglikaslan ve Yilmaztiirk 2016).

Ornek 3.2.4 q(n) monoton artan bir dizi ve m, # 0 dogal sayilarin keyfi bir sabiti olmak
tizere X=(xy) dizisini gbz Oniine alalim.

K,  [Waml]-me <k <[lVam)I], n= 123, ..

Xk:=193 0, diger durumlarda

Eger 0< p(n) < [|w/ q(n) |]-m0 kosulunu saglayan p(n) dizisi i¢in D[p, q] gbz oniine
alinirsa bu takdirde keyfi bir € > 0 igin

.1 e _ ™
lim s k() < e < q(): = 0] Z 8} = s 0

saglanir. Bu ise, x=(x;,) dizisi verilmis q(n) ve 6zel se¢ilmis p(n) i¢in x,, = L (DS[p, q])

11



oldugunu gosterir. Diger taraftan,

1 a(n) 3 mo ([l/amI]-m,)”
q(m)-p(n) Zp(n)*'l xi =01 = q(m)-p(n) -

mg ,

saglanir. Bu ise n— oo iken (x;) dizisinin sifira D[p,q] yakinsamadigini gosterir.
Buradan acgiktir ki dizi olagan durumda sifira yakinsak degildir (Kiigiikkaslan ve
Yilmaztiirk 2016).

Teorem 3.2.5 x = (x,) € I, ve x,, = [(DS[p, q]) ise bu takdirde x, = [(D[p, q] ) dir
(Kiigiikaslan ve Yilmaztiirk 2016).

Ispat x = (x,,) € I, ve x,, = I(DS[p, q]) oldugunu kabul edelim. (x,,) dizisi sinirl
oldugundan Vn i¢in |x,, — [| < M olacak sekilde pozitif bir M sayis1 vardir. Boylece,

1 q(n)
it B
Q(n) p(n) k=p(n)+1
1 qa(n) qn)
~ qm-p(n) <Zk=p(n)+1 + Lk=pn)+1 ) |2, — 1
lxk—1|ze lxx—ll<e

) q(n) qam) \
< ——|'M z 1+ ¢ Z 1
Q(n) - p(n) k=p(n)+1 k=p(n)+1 /

[xp—1lze [xp—ll<e

1

=M o [tk:p(n) <k < q(n), |x—1| = &}

1

S . < _
gq(n)—p(n) Hk:p(n) <k < q(n), |x, —1| <¢&}
esitsizligi saglamir. Buradan

q(n)

1
m—t S oo
o = p) e =1

k=p(n)+1

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.6 {#Tgcm}nEN dizisi siurlt ise bu takdirde x,, - 1(S) ise x, — [ (DS[p, q])

dir (Kiigtikaslan ve Yilmaztiirk 2016).
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Ispat: Ispatsiz olarak (a,)nen V€ (bp)nen pozitif dogal sayilarin dizisi hakkinda bir not
verelim:

lim a, = a, a€ Rve lim b, = o ise 0 halde lim a;_ = a.

n—->oo n—-oo n—-oo

(x,) lizerindeki varsayimdan Ve > 0 igin

lim —[{k <n: | — 1] 2 &} =0 (3.2)

n—->oo
yazilir. g(n) dizisi (3.1) sartin1 sagladigindan

{I{k: k<q),lx -1 = s}l}
Q(n) neN

dizisi sifira yakinsaktir. Dolayisiyla
{k:p(n) <k <q),|xx =l =€}tk k < qn),|x, — 1| = ¢}
kapsami1 ve
[{k: p(n) <k < q),|xx = Ul Z &}| < |{k: k < q(n), |x) — 1| = €}
esitsizligi saglanir. Son esitsizlikten
1

7o) —pay () <k < q(m), e =1l = &}

p(n) 1 '
= <1 " q(n) — p(n))'q(n) I{k:k < q(n), [x — 1] =€}

ve her iki tarafin n— oo giderken limiti alinirsa

xk - l(DS[p’ Q])
elde edilir.

Sonue 3.2.7 {g(n)}nen, Y1 € N igin g(n) < n olacak sekilde bir dizi ve {m}
- neN

siirht bir dizi olsun. Bu takdirde x,, — I(S) ise x, = I(DS[p,q]) (Kigiikaslan ve
Yilmaztiirk 2016).

Uyan 3.2.8 Teorem 3.2.6 nin tersi {#np)(n)} sinirlt olsa bile dogru degildir
- neN

(Kiigiikaslan ve Yilmaztiirk 2016).
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Ornek 3.2.9 x = (x,,) dizisi
n+1

> n tek ise
Xy = ‘o
— , ngiftise
2
bi¢giminde tanimlansin. Eger p(n) = 2n, q(n) = 4n olarak segilirse Teorem 3.2.6 nin

kosullarinin saglandigi ve x,, = 0(D[2n, 4n]) oldugu ag¢iktir. Teorem 3.2.1 den x,, —»
0(DS[2n, 4n]) dir. Fakat keyfi kiigiik bir € > 0 igin

1
lim—|{k<n:|x,—0|=>¢€}#0

n—-oon

elde edilir ki buradan da x,, » 0(S) oldugu anlasilir (Kiigiikaslan ve Yilmaztiirk 2016).

Tanmm 3.2.10 DS[p, g]metodu {p(n)} ve {g(n)} nin (3.1) sartina ek olarak {%}

tim n ler i¢in sinirli oldugunda tam deferred olarak adlandirilir (Kiigiikaslan ve

Yilmaztiirk 2016).

Uyan 3.2.11 Iki tam deferred istatistiksel yakinsama metodu birbirini igermemelidir.

x {k+1 , n=2k+1,
no -k, n=2k.

olsun. x,, » 0(DS[2n,4n]) ve x,, - %(DS[Zn — 1,4n — 1]) oldugu agiktir (Kiigiikaslan

ve Yilmaztiirk 2016).

Teorem 3.2.12 Vn € N i¢in g(n) = n olsun. Bu takdirde x,, —» [(DS[p,n]) olmasi igin
gerek ve yeter kosul x,, — [(S) *dir (Kiigiikaslan ve Yilmaztiirk 2016).

Ispat: () x;, —» [(DS[p,n]) oldugunu varsayalim. Agnew tarafindan kullanilan teknigi
uygulayacagiz. Bu takdirde herhangi n € N i¢in
p()=n®, p(nM) = n®@, p(n®) =n®, .,
ve {k < n,|x; — l| = €} kiimesini
k<n,Ix—-lUzg={k<n®|x—l=2efu{n® <k <n,|x, -1l ¢}
ve {1 <k <n®W |x, -1 > 8} kiimesini

{1<k<n®,|x, -l =ze}={k<n® x| 2 e} U {n® <k <n® |x, — | > ¢}
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ve {k < n®, |x; — | > &} kiimesini
{k<n®@,|x, -l ze}={k<n®|x, - l| 2efU{n® <k <n® |x, — | = ¢}
olarak yazilabilir. Eger bu islem devam ederse n™® > 1 ve n(®*1 = 0 oldugu n ye bagh
belli bir h > 0 pozitif tamsayisi i¢in
{k<n®D x| = e} ={k <n®,|x — 1| = e} U {n® <k <nD |x) — 1| > €}

elde edilir. Yukaridaki ifadeden
1
;{k <n,lx,—1 =¢€}

h
(m) _ ,(m+1)

n n 1

B Z n nm — pm+1) [{n0™D <k <™, |, — 1] > ¢

m=0

esitligi her n i¢in saglanir. Ayrica x, — [(DS[p, n]) oldugundan her m € N i¢in
1

s [0 <Je <1, I — 1) 2 o

meN

dizisi yakinsaktir.

nm) _ ,(m+1)

b o , m= 0,1,2,...,h,
nm — n
0, diger durumlarda
(n(o) = n)
Matrisini goz oniine alalim. (b;, ;,) matrisi Silverman Toeplitz teoremini saglar. Boylece
n— oo iken
1
1 (m) , —
— o (Y <k <n™ i xn — 1 2 )| - 0
den dolay1
1
lim—|{k<n:|x,—1=¢€}=0
n—->00 n
dir.

() q(n) = n oldugundan (3.1) saglanir. Bu takdirde teoremin tersi Teorem 3.2.6 nin

basit bir sonucudur.

Sonug¢ 3.2.13 {q(n)},,ey Nin hemen hemen her pozitif tamsayiy1 igerdigini kabul edelim.
Bu takdirde x,, = [(DS[p, q]) ise x,, = L(S) ‘dir (Kiigiikaslan ve Yilmaztiirk 2016).
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Ispat: Keyfi bir {p(n)} icin x,, = [(DS[p, q]) olsun ve {q(n)} kiimesinden m den biiyiik
olan tiim pozitif tamsayilari icerecek sekilde yeterince biiyiik pozitif m tamsayisi segelim.
Bu takdirde (k,,) indeks dizisi,

ki=k,==k,=1
veVn > migin gy, = n olacak bicimde segilsin. (k) nin monoton artan bir dizi oldugu

agiktir. O halde, kabulden x,, = [(DS[py.,, qx,,|) ve Teorem 3.2.12 den x,, = I(S) “dur.

Sonug 3.2.14 {g(n)} nin hemen hemen tiim pozitif tamsayilar1 igerdigini kabul edelim.
x = (xy), keyfi bir {p(n)}nen igin x, > L(DS[p, q]) ve Ax, = 0 (=) olacak sekilde bir

dizi ise bu takdirde x,, = I[(n — o0) dir (Kii¢iikaslan ve Yilmaztiirk 2016).

Ispat: Sonug 3.2.13 ve q(n) iizerindeki kabulden x,, — (S) oldugu agiktir. Bu yiizden
[Fridy 1985, Teorem 3] kullanilirsa ispat elde edilir.

Teorem 3 st — limx;, = L ve Ax;, = 0 (%) olacak sekilde bir x dizisi varsa bu takdirde

limx, = L dir (Fridy 1985).

Simdi DS[p’,q'] ile DS[p,q] yi karsilastiralim. Bu kisimda DS|[p,q] ve DS[p’,q']
metodlar1 Vn € N i¢in
p(m) <p'(n) <q'(n) < q(n) (3.3)

kisitlamasi altinda kiyaslanacaktir.

Teorem 3.2.15 {k:p(n) < k < p'(n)} ve {k: q'(n) < k < q(n)} kiimeleri Vn € N i¢in
sonlu kiimeler olacak sekilde p’ = {p'(n) }pen V€ ¢' = {q@' (n) }ren, (3.3) sartin1 saglayan
pozitif dogal sayilarin dizileri olsun. Bu takdirde x; — [(DS[p’,q']) ise x; —
L(DS[p, q]) “dir (Kiigiikaslan ve Yilmaztiirk 2016).

Ispat: x = (x,) dizisinin x;, - (DS[p’, q']) oldugunu géz éniine alalim. Keyfi bir
€ > 0 igin,
{kip(n) <k <qm),|xx — L| = ¢}
={kip(n) <k <p'(n),Ix, — Ul = €}
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Ufk:p'(n) <k <q'(n),|xx —L| = ¢}
Ufk:g'(n) <k <qm),|x, =1 =€}
esitligi ve

< ml{’ﬂp(n) <k <p'(n),lx,— 1| = ¢}

+m|{k=lﬂ'(n) <k=sqm),lx -1 =¢}
+ml{k: q'(n) <k <q),|x, —1| = €}

saglanir. n — oo iken limit alinirsa

,{L“;mw‘:p(“) <k<qm)lx,—1l=¢€}=0

elde edilir. Bu da iddiay1 ispatlar.

Teorem 3.2.16 {p(n)}nen, {9(1M)}nen Ve {0 (M }nen, (9" (M) }nen,
o 40 —p()
n-w q'(n) —p'(n)
olacak sekilde (3.3) sartin1 saglayan pozitif dogal sayilarin dizileri olsun. Bu takdirde
x; = L(DS[p,q]) ise x;, = L(DS[p’, q']) dir (Kiigiikaslan ve Yilmaztiirk 2016).

ispat:

{k:pM)+1<k<qgm),lx,x—-1ll=elc{kip(n)+1 <k <qn),l|x,—1| = ¢}
kapsamasi ve
H{k:p’ (M) +1<k<qgm),|x,—ll=e}| <l{kip()+ 1<k <qn),|x, -1l = ¢}

esitsizligi saglanir. Boylece,

pres gt G AQRE L ET ORI

g(m)—p(n) 1
< . <l < TR
~ q'(n)-p'(n) q(m)-p(n) [{kip(n) + 1 <k < q(n), |x; — I| = €}

dir. n — oo iken limit alinirsa istenilen sonug; yani

lim —————|{k:p'(n) + 1 < k < q'(n), |x — 1| > €} = 0.

17



4. DEFERRED HEMEN HEMEN ISTATISTIiKSEL YAKINSAK DIiZiLER

Bu boliimde deferred hemen hemen yakinsaklik, kuvvetli deferred hemen hemen
yakinsaklik, deferred hemen hemen istatistiksel yakinsaklik tanimlar1 verilerek bunlar

arasindaki iliskiler incelenecektir.
4.1 Tanimlar

Tanmim 4.1.1 x = (x;) dizisi i¢in eger, m’ye gore diizgiin olarak

n
1
lim—= ) xpym =1L
n—-oon
k=1

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, x = (xj) dizisi L sayisina hemen hemen yakinsaktir

denir (Lorentz 1948).

Tamim 4.1.2 x = (x;) dizisi i¢in eger, m’ye gore diizgiin olarak
1
lim —|{k <n:|xyym—L| =€} =0
n-oon

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, x = (x;) dizisi L sayisina hemen hemen istatistiksel

yakinsaktir denir (Savas ve Nuray 1993).

Tamim 4.1.3 m’ye gore diizgiin olarak
qm)

lim ——— Xem =1
noeqm) —pm), L
ise (xj) dizisi | ye deferred hemen hemen yakinsaktir denir. Deferred hemen hemen

yakinsak diziler D[p, q] ile gosterilecektir.

Tanim 4.1.4 m’ye gore diizgiin olarak
q(m)

lim ———— Z |Xg4m — 1l =0
nowq(n) —p() &

n)+1

ise (x) dizisi L ye kuvvetli deferred hemen hemen yakinsaktir denir. Kuvvetli deferred

hemen hemen yakinsak diziler lim x,, = | (D[p, q]) ile gosterilecektir.
n—-oo
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Tamm 4.1.5 r > 0 olmak lizere, m’ye gore diizgiin olarak

qn)
lim—— z [Xtem — 1" =0
n-o q(n) — p(n) -

ise (x;) dizisi | ye kuvvetli r-deferred hemen hemen yakimsaktir denir. Kuvvetli r-

deferred hemen hemen yakinsak diziler lim x, = [ (D, [p,q]) ile gosterilecektir.
n—>oo

Tanmim 4.1.6 m’ye gore diizgiin olarak

%mmﬁkip(n) + 1<k <q), |xpem — Ul =€} =0

ise (x;) dizisi [ ye deferred hemen hemen istatistiksel yakinsaktir denir. Deferred hemen

hemen istatistiksel yakinsak diziler lim x,, = | (DS[p, q]) ile gosterilecektir.
n—-oo

4.2 Kapsam Bagintilari

Bu kisimda p = {p(n)},.eny V€ ¢ = {q(n) }pen pozitif tam sayilarin ve p(n) < q(n) ve

lim q(n) = oo kosullarim1 saglayan dizileri olmak {izere, kuvvetli deferred hemen
n—-oo

hemen yakinsaklik ile deferred hemen hemen istatistiksel yakinsaklik arasindaki iliski ele
alinacaktir. Daha sonra hemen hemen istatistiksel yakinsaklik ve deferred hemen hemen

istatistiksel yakinsaklik arasindaki iliski incelenecektir.

Teorem 4.2.1 (x,,) dizisi kuvvetli deferred hemen hemen yakinsak ise bu takdirde (x,)

dizisi deferred hemen hemen istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: (x,,) dizisi kuvvetli deferred hemen hemen yakisak olsun. Keyfi bir £>0 sayis1 ve
her m igin

q(n)
1

————~ | X4m — 1
q(m) —p(m) &= |

— 1 q(n) q(n)
- q(n)—p(n) (Z k=p(n)+1 + Z k=p(n)+1 ) |xk+m - l|

| Xk +m—llze |k +m—ll<e
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q(m)

1
2 ——————— | Xk 4m — U
q(n) —p(n) el
[Xk+m—llze
>e— n+1<k<gqgn):|x -l =€

Sonran — oo iken limit alinirsa m’ye gore diizgiin olarak
lim ———|{k:p(n) +1 <k < qn),|x -1l =¢€}l=0
e q(n) —p(m) T P Peem

olur ve istenilen sonug elde edilir.

Teorem 4.2.2 x = (x,,) € l, ve (x,;) dizisi | ye deferred hemen hemen istatistiksel

yakinsak ise bu takdirde (x;,) dizisi [ ye kuvvetli deferred hemen hemen yakinsaktir.

Ispat x = (x,)) € I, (x,,) dizisinin [ ye deferred hemen hemen istatistiksel yakisak
oldugunu kabul edelim. (x,) dizisi smirli oldugundan Vn igin |x, — | < M olacak
sekilde pozitif bir M sayisi vardir. Boylece, her m igin

q(n)
1

—i —— Z | X4 — L
q(n) p(n)l\{:p(n)+1

qa(n) q(n)
= at- p(n) (2 k=pm)+1 T2 ke=p(n)+1 ) | X 4+m — 1]

Xk+m—llze lxg+m—ll<e

/ q(n) q(n) \
1

<——  |M z 1+ ¢ Z 1
Q(n)—P(n)k k=p(n)+1 k=p(n)+1 )

[xXk+m—llze lxg+m—ll<e

[{k:p(n) +1 <k <q), |Xk4m =1l 2 ¢}

q(n)- p(n)

1 < ~
& at- p(n) [{k:p(m) + 1 <k <q(n), |xp4m — U <€}

esitsizligi saglanir. Buradan m’ye gore diizgiin olarak

q(n)

lim ——— |Xgsm =1 =0
o q(n) —p(m) £ P

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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Teorem 4.2.3 {m}nEN dizisi sinirli ve (x;,) dizisi I ye hemen hemen istatistiksel

yakinsak ise bu takdirde (x,,) dizisi [ ye deferred hemen hemen istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: (x,,) iizerindeki varsayimdan Ve > 0 icin m’ye gére diizgiin olarak
1
lim—-|{1<k<n:|xm—1ll=¢€}l=0
n-on
yazilir. g(n) dizisi p(n) < q(n) ve lim q(n) = oo sartin1 sagladigindan her m igin
n—->oo

{I{k: p(n) +1<k<qm),|xgsm =1l = s}l}
q(n) neN

dizisi sifira yakinsaktir. Dolayisiyla her m i¢in
{kip(m) +1 <k <q(), lxgm — Ul Z e} = {ki k < q(n), [Xp4m — 1] = €}
kapsami1 ve
[{k:p(n) +1 <k <q), [xp4m — Ul Z &}| < [{k: k < q(), (x4 — U] = €}
esitsizligi elde edilir. Son esitsizlikten her m igin

ml{k:p(n) +1<k<q), |Xeem — 1| =€)

p(n) 1 :
= (1 i q(n) — p(n)) “q(n) [{k:k < q(), |Xp4m — U Z €}

ve her iki tarafin n — oo giderken limiti alinirsa (x;,,) nin [ ye deferred hemen hemen

istatistiksel yakinsak oldugu goriiliir ki bu da istenilen sonugtur.

Sonu¢ 4.2.4 {g(n)}nen, Y1 € N igin g(n) < n olacak sekilde bir dizi ve {m}
- neN

smirh bir dizi olsun. Bu takdirde (x,,) dizisi [ ye hemen hemen istatistiksel yakinsak ise

(x,) dizisi [ ye deferred hemen hemen istatistiksel yakinsaktir.

Uyar1 4.2.5 Teorem 4.2.3 {in tersi {#Tg(n)} siirli olsa bile dogru degildir.
- neN

Teorem 4.2.6 Vn € N igin g(n) = n olsun. Bu takdirde (x,) dizisinin [ ye deferred

hemen hemen istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul (x,,) dizisinin [ ye

hemen hemen istatistiksel yakinsak olmasidir.
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Ispat: () (x,) dizisinin [ ye deferred hemen hemen istatistiksel yakinsak oldugunu
varsayalim. Agnew tarafindan kullanilan teknigi uygulayacagiz. Bu takdirde herhangi
n € N ve her m igin
p(n) =n®, p(n®) = n®@, p(n®) =n®, ...,
ve{l <k <n,|xgm — 1| = €} kilmesini
{l1<k<n,|xgsm—1l=¢}
={1<k<n®|xm—-U=efu{n® <k <n,|xem—1 =€
ve {1 <k <n®,|x 4, — I| = €} kiimesini
{1<k<n® |xm—1 =g}
={1<k<n® |xpym =l =efu{n® <k <n® |xp 1 — 1l > ¢}
ve {1 < k <n®@,|xp1p — I| = €} kiimesini
{1 <k<n®, |xpym—1l=¢}
={1<k<n® xm—-U=efu{n® <k <n@, |xpm =1 = ¢}
olarak yazilabilir. Eger bu islem devam ederse n™ > 1 ve n(**1) = 0 oldugu n ye bagh
belli bir h > 0 pozitif tamsayisi Ve her m igin
{1 <k<n®D |xm—1l=¢}
={1<k<n® |xm—U=eu{n® <k <n®D |x ., — 1| =€}

elde edilir. Yukaridaki ifadeden

1
E{l<k£n,|xk+m—l|2£}

h

) _ ,,(r+1)

n n 1

N Z n n@ — nr+) |{n(r+1) <k <n", |xppm =1 2 €}|
r=0

esitligi her n ve m icin saglanir. x,, = [(DS[p, n]) oldugundan her r € N i¢in

1
+1
{m (" <k <1, Ixem = 11 2 S}'}reN

dizisi yakinsaktir.
n™ — p+1)

bn,r = T , r=012,..,h

0, diger durumlarda
(n(o) = n)
matrisini gz oniine alalim. (b, ,-) matrisi Silverman Toeplitz teoremini saglar. Boylece

n— oo iken her m igin
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1

mﬂn(r“) <k<n®: | Xk om — U = E}l -0

den dolay1 m’ye gore diizgiin olarak
1
lim—-|{1<k<n:|xgm—1l=¢€}l=0
n-on
dir.
() q(n) =n oldugundan p(n) < g(n)ve lim g(n) = co saglanir. Bu takdirde
n—-oo

teoremin tersi Teorem 4.2.3 {in basit bir sonucudur.

Simdi DS[p’,q'] ve DS[p,q] metotlarin1 karsilastirahm. Bu kisimda DS[p,q] ve
DS[p’, q'] metotlar1 Vn € N igin
p(n) <p'(n) <q'(n) <qn) (4.1)

kosulu altinda kiyaslanacaktir.

Teorem 4.2.7 {k:p(n) < k < p'(n)} ve {k:q'(n) < k < q(n)} kiimeleri Vn € N igin
sonlu kiimeler olacak sekilde p’ = {p'(n) }pen V€ @' = {q' (M) }5en » (4.1) sartini saglayan

pozitif dogal sayilarin dizileri olsun. Bu takdirde lim x,, =1 (DS[p’,q']) ise lim x,, = |
n—o0o n—00

(DS[p, q]) dur.

Ispat: x = (x;) dizisi lim x,, = | (DS[p’, q']) olsun. Keyfi bir £ > 0 sayis1 ve her m
n-—-oo
i¢cin
{k:p(m) +1 <k < q(), [xXp4m — U = €}
={k:p(M)+1 <k <p'(n), |Xpym — | =€}
Ulk:p'(n) <k <q'(M), |xg4m — 1| = €}
Ufk:q'(n) <k <q), |xgem — | = €}
esitligi ve
1
q(m) —pm)
1
SN
q'(n) —p'(n)

H{k:p(n) +1 < k < qn), |x4m — Ul = €}
Hk:p(n) +1 <k <p'(n), |xXkem — U = €}
{k:p'(n) <k < q' (M), [Xg4m — 1] = €}

IO
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+m|{ki q'(n) <k < qn),|xgm — | = €}

saglanir. n — oo iken limit alinirsa m’ye gore diizgiin olarak
lim ——— |{k:p(n) +1 <k < q(n),|x —Ill=¢€}=0
n-oo q(n) — p(n) { p q k+m }

elde ederiz. Bu da iddiay1 ispatlar.

Teorem 4.2.8 {p(n)}nen, {q(M}nen Ve {P'(Mlnen, 19" (M}nen,
4 —p()
n-e q'(n) —p'(n)
olacak sekilde (4.1) sartin1 saglayan pozitif dogal sayilarin dizileri olsun. Bu takdirde
lim x;, =1 (DS[p, q]) ise lim x;, =1 (DS[p’,q']) dur.

Ispat: Her ¢ > 0 ve m icin
{k:pM)+1<k<q ), |xsm—-lU=clc{kip(n)+1 <k <q),|Xksm — 1| = €}
kapsamasinin ve
[{k:p'(n) + 1 < k < q'(), [Xp4m — U Z }| < [{k:p(n) + 1 <k < q(), [Xpm — U] = €}

esitsizliginin dogru oldugunu gérmek kolaydir. Boylece, her € > 0 ve m igin

o0 —pon P M+ 1<k <q () b — 1l 2 &)

q(n) —p(n) 1
T qdMm—-p'(m)q(n) —p(n)

dir. n — oo iken limit alinirsa istenilen sonug elde edilir.

[{k:p(n) + 1 <k < q(n), [xpesm — 1| 2 €}
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5. ASIMPTOTIiK DEFERRED HEMEN HEMEN ISTATISTiKSEL DENK
DIiZILER

Bu bdliimde hemen hemen asimptotik istatistiksel denk dizi, hemen hemen A-asimptotik
denk dizi, deferred hemen hemen asimptotik denklik, kuvvetli r-deferred hemen hemen
asimptotik denklik, asimptotik deferred hemen hemen istatistiksel denklik tanimlari

verilecektir ve aralarindaki iligki incelenecektir.
5.1 Tanimlar

Tanmm 5.1.1 Her £ > 0 i¢cin m=1,2,3,..., ye gore diizgiin olarak

lim = |{k < n: [ — | > e}| = 0 (5.1)

n-ooon Yk+m
ise negatif olmayan x=(x;) ve y=(v,) dizilerine L-katl S-asimptotik denk diziler denir ve

xf y ile gosterilir. (5.1) de L =1 ise basitge hemen hemen asimptotik istatistiksel denk

diziler denir (Savas ve Basarir 2006).

Tanmm 5.1.2 Her £ > 0 i¢cin m=1,2,3,..., ye gore diizgiin olarak

Xk+m

{kEIn:

1
lim — —L|2€}|=0

n-o Ay Yi+m

ise negatif olmayan x=(x;) ve y=(y;) dizilerine L-katl1 S,_asimptotik denk diziler denir

ve x S}y ile gosterilir. L =1 ise basitge hemen hemen A —asimptotik denk diziler denir

(Savas ve Basarir 2006).

Tamm 5.1.3 m’ye gore diizgiin olarak
q(n)

. Xk+m
lim —— —=1L

nowq(n) —p(n), L=t Vicrm
ise negatif olmayan x = (x;) ve y = (y) dizileri L katli deferred hemen hemen

asimptotik denktir denir ve xﬁ~ Ly ile gosterilir ve L = 1 oldugunda basitce deferred

hemen hemen asimptotik denktir denir ve xlj y ile gosterilir.
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Tamm 5.1.4 m’ye gore diizgilin olarak
q(n)
li 1 Xk+m
im —_——

e qm) —p() L Wicem

T
L| =0
dizisinin deferred Cesaro ortalamasi sifira giderse L katli kuvvetli r-deferred hemen

hemen asimptotik denktir denir ve xﬁfy ile gosterilir. L = 1 ise basit¢e kuvvetli r-

deferred hemen hemen asimptotik denktir denir ve x 5; y ile gosterilir.

Tanim 5.1.5 Ve > 0 i¢in m’ye gore diizgiin olarak

&%mﬂp(m <k <qn): |’CM—L| zs}| =0 (5.2)

Yk+m
ise L katli asimptotik deferred hemen hemen istatistiksel denktir denir ve foLy ile

gosterilir. L = 1 ise basitce asimptotik deferred hemen hemen istatistiksel denktir denir

ve x 2%y ile gosterilir,

Uyar 5.1.6
(i) g(n) =nvepn) = 0 ise bu takdirde (5.1) ile (5.2) denktir.

(i) g(n) = A, ve p(n) = 0ise lim A,, = oo olacak sekilde 4,, dogal sayilarin kesin
n—oo

artan bir dizisidir bu takdirde (5.2)’den, L katli hemen hemen A-asimptotik denk

dizi elde edilir.

5.2 Dizilerin DS, Denkligi

x = (x,) ve y = (y,) reel sayilarin dizileri olsun. Vn € N i¢in “* x,, < y,,”” ise

“x < y*° notasyonu kullanilacaktir.

Teorem5.2.1x = (x,), Yy = (W), Z = (z,,) negatif olmayan reel sayilarin dizileri olsun.

DS,

x P51y ve z < x ise bu takdirde z % y dir.

DgL

Ispat: Farz edelim ki x °>Ly ve z < x olsun. Yk,m € N i¢in |Z"ﬂ— L| < |—xk+m — L|

Yk+m Yk+m

saglandigi i¢in bu takdirde her m igin
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V4 X
{p(n) <k<qn): ferm _ L’ > s} c {p(n) <k <qn): frm _ L| > s}
k+m k+m
kapsamasi saglanir. Bundan dolay1 herhangi bir € > 0 sayis1 ve her m i¢in
1 Zk+m
B S O N
q(n) —p(n) ‘{p 1 ke+m
1 Xk+m
<————— [t <k = q@: - 1] 2ol
q(n) —p(n) P 1 k+m
dir. n — oo iken limit alinirsa m’ye gore diizgiin olarak
lim ———— |{p(n) <k <q): |Z"+m — L| > £}| =0
n-w q(n) — p(n) Yic+m

olup istenilen sonug elde edilir.

Teorem 5.2.2 x = (x,), ¥ = (¥n) V€ z = (z,) negatif olmayan reel sayilarin dizileri

DSL

olsun. x >y ve y < z ise bu takdirde fo’Lz dir.

Ispat: Ispat, Teorem 5.2.1 in ispat1 takip edilerek elde edilebilir. Bu yiizden ispata burada
deginilmedi.

Tanim 5.2.3 x = (x,,), sifir deferred yogunluga sahip olan bir kiime hari¢ Vn € N igin
bir P 6zelligini saglarsa bu takdirde x = (x,,) nin deferred hemen hemen tiim n € N i¢in

P 6zelligine sahip oldugu sdylenir ve bu “‘d.h.h.n’’ ile gosterilir (Kosar vd. 2017)

Teorem 5.2.4 x = (x,,), y = () Ve z = (z,,) negatif olmayan reel sayilarin herhangi

bir dizisi olsunlar. x °>*y ve z < x (d.h.h.n) ise bu takdirde z > y dir.
Ispat: A == {n: z, > x,,} olsun. Varsayimdan &, ;4 = 0 dur.
;ﬁ—qsﬁ’ﬁ—q (d.h.h.n)
esitsizligi saglanir. Bu takdirde her m i¢in
T 1p(n) trm < k< a: |72 - 1] = of
< sy —palpe <k sam: [ iz el 4 o a

dir. n — oo iken limit alinirsa m’ye gore diizgiin olarak
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Zk+m

p(n)<k£q(n):| —L|Ze}|=0

1
fp—
n-w q(n) — p(n) Vi+m

DSy,

olup z ™"t y elde edilir.

Teorem 5.2.5 x = (x,), ¥ = (¥n) V€ z = (z,) negatif olmayan reel sayilarin dizileri

DSL

olsun. x >ty ve y < z (d.h.h.n) ise bu takdirde xD;é’Lz dir.

Ispat: Ispat, Teorem 5.2.4 iin ispat1 gbz Oniine almarak kolaylikla elde edilebilir. Bu

yiizden ispat1 verilmedi.

Teorem 5.2.6 x = (x,), ¥ = (¥n) V€ z = (z,) negatif olmayan reel sayilarin dizileri

DSL

DSL

olsun. x >ty ve x = z (d.h.h.n) ise bu takdirde z ~t y dir.

Ispat: A := {n: x,, # z,} alalim. Varsayimdan 8, ,(4) = 0 dir. Bu yiizden

{p(n) <k<qn): |JZ’I;Z = L| > e}
= Pt <k < q): [~ 1] zefn 4 u )
c ({p(n) <k <q(n): |}Z/ii: - L| > e} nAC)

U {p(n) <k <qn): |Jzﬁ—L| Ze}nA)

Xk+m

(
c {p(n) <k <qn):

—L|2€}UA

k+m

dir. Bundan dolay1

pr(n) <k <qn): |Zk+m — L| > e}|

Yi+m
1 Xk+m 1
s—{ (n) < k < q(n): —L|ze}+—A
TOEIOLY O 2 —pm
n — oo iken limit ahinirsa m’ye gore diizgiin olarak
lim —|{p(n) <k<qn): Zktm _ L| > e} =0
n-o q(n) — p(n) k+m

olur ve istenilen sonug elde edilir.
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5.3 D7 nin DS, Denkligi ile Kiyaslanmasi

Bu kisimda dizilerin kuvvetli r-deferred hemen hemen asimptotik denkligi ve asimptotik

deferred hemen hemen istatistiksel denkligi arasindaki iliskiden bahsedecegiz.

Teorem 5.3.1 x = (x;,,) ve y = (y,) negatif olmayan reel degerli diziler olsun. Bu

takdirde x 2L y ise x 2t y dir.

Ispat: Farz edelim ki x 5~Zy olsun Oyle ki

1 qa(m) .
X
P ORGP et
n-egqn) —pn K=l +1 Yie+m
dir. Keyfi bir € > 0 ve her m i¢in
a(m) , / q(n) q(n)
X X
k+m Ll = | Z 4 i k+m
k=p(n)+1 Yiexm k=p(n)+1 k=p(n)+1 / Yietm
Xktm _ ;|5 Xhe+m _
yi:m_L’_g |yi:m L|<£
q(n) .
X X
> k+m—L| =L {p(n)<k£q(n): | k+m—L| Z€}|
k=p(n)+1 YVk+m YVk+m
Xktm_;|s
J’i:m_L‘_g
ve
q(n)
1 Xk+m "
™ —p( ot
q p k=Pl +1 Yi+m
1 Xk+m
_er.—|{p(n)<kﬁq(n): | —L| Zs}|
q(m) —p(n) Yie+m
n — oo iken limit alinirsa m’ye gore diizgiin olarak
. Xk+m
11m—|{p(n)<k£q(n): —L| 28} =0
n-e g(n) — p(n) k+m

olup istenilen sonug elde edilir.
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Teorem 5.3.2 [, tiim sinirli dizilerin kiimesini gostermek {izere (x—") € 1., ise bu takdirde

Yn

xSty ise x PL y dir,

ispat: Farz edelim ki (x—") € L, olsun ve x 2%

Yn

y sart1 saglansin. Bu takdirde Vk € N i¢in

— L| < M olacak sekilde M > 0 pozitif reel sayis1 vardir. Bu yiizden herhangi bir € >

0 ve her m i¢in A ve B kiimeleri sirasiyla

{p(n) <k<qn): |%—L| > e}ve {p(n) <k <qn): |%—L| < s}

gosterildiginde
1 = Xiet r 1 X T
e, 2 et sl e
q) —p(), L=t icem qm) —pM\& & [1Yism
< __"a |{p(n) <k <qn): P+l L‘ > e}| B
—qm) —pm) Yic+m 4
esitsizligi saglanir. Bundan dolay1 n — oo iken limit alinirsa m’ye gore diizgiin olarak
1 q(n) Yoo .
lim ———— - L| =
nowq(n) —p(), Lt icem
olur ve istenilen sonug elde edilir.
DSL

Teorem 5.3.3 q(n) = n ve keyfi p(n) e gore x "% y ise bu takdirde xS Ly dir.

DSL

Ispat: Varsayalim ki q(n) = n ve keyfi p(n) e gore x °°~y olsun. Herhangi bir n € N

icin bir h € N vardir 6yle ki n**1 = 0 ve

p(n) = n(l)’p(n(l)) = n(z)’p(n(z)) — n(?’)’ ’p(n(h_l)) — n(h) 2 1

esitsizligi saglanir. Bu nedenle {k <n: |;kﬂ — L| > S} kiimesi
k+m

{kﬁn(l): |M—L| Ze}u{n(l) <k<n: |xk+m—L| 23}
Yi+m Yi+m

olarak ifade edilebilir. Ayn1 sekilde ilk kiime

{k <n®:. | ketm L| > e} U {n(z) <k<n®: |xk+m - L| > e}
Yi+m Yi+m

olarak ifade edilebilir. Sonlu adimdan sonra (en fazla h adim)
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Xk+m

{k < nh-1),

- L’ > e}
Yik+m

= {k <nM: |xki - L| > e} U {n(h) <k<nhD: |xk+m - L| > e}
Yk+m Yik+m

elde edilir. Bu ylizden

1

Ie =@ @D

{n<t+1> <k <n®. | ktm L| > g}|
yk+m

k

1 X n® — n(t+1)

o R P

n Yi+m t—o
dir. Eger

n® _ pt+1)
4. . = —, t=012,..,h
nt — n
0 ,diger durumlarda

olacak sekilde bir A = (a, ;) matrisi g6z niine alirsak bu takdirde

{1|{k <n: |xk+m—L| > g}}
n Yk+m

dizisi (T) dizisinin (a,;) doniisimiidir. A = (a,,) matrisi Silverman-Toeplitz

neN

Teoremini sagladigindan dolay1 ve x = (x,,) ve y = (),,) varsayimindan istenilen sonug

elde edilir.

Teorem 5.3.4 Herhangi bir p(n) ve q(n) = n e gore bir DS, denkliginin S; denkligine
esdeger olmasi i¢in gerek ve yeter kosul {%} nin sinirlt olmasidir.
- neN

5.4 Herhangi bir p(n) ve q(n) i¢in DS;- Denkliginin Kiyaslanmasi

p(n) <q(n) ve lim q(n) = oo sartlarinin yaninda Vn € N i¢in p(n) <p'(n) <
n—oo

q'(n) < q(n) sartin1 saglayan p' = {p'(n)} ve q' = {q'(n)} yi gbz 6niine alalim.

E:={pn):neN}, E':={p'(n):n €N}, F:={q(n):n €N} ve F':={q'(n):n € N}

birlesim kiimesi olarak gosterilsin.

Teorem 5.4.1 F' \ F kiimesi sonlu ve lim atm—q_(m)

A ey ~ 158 bu takdirde p ve q ya gore

x2Sty ise p ve q' ya gore x 2ty dir.
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Ispat: F' \ F sonlu oldugu igin bu takdirde {q'(n):n > ny} c {q(n):n € N} kapsayacak
sekilde bir ny € N vardir. Bu yiizden tim n = n; i¢in q'(n) = q(j(n)) olacak sekilde
j = {j(n)} kesin artan dizisi vardir. Bundan dolay1 yeterince biiyiik n € N ve her m i¢in
asagidaki esitsizlik saglanir.

1
q'(n) —p(n)

~ 1

~qG(m) - pn)

q(m) —pm) 1
“q®-pm g —-p®)

<CI(TL) —q'(n) 4 > 1
q'(n) —p(n) q(n) —p(n)

varsayim altinda istenilen sonug elde edilir.

’{p(n) <k<q'(n): e _ L’ > s}‘

k+m

|{p(n) <k<q(n): |xk+m — L| > £}|

YVik+m

x
|{p(n) <k<qn): | ferm _ L| > s}|
Yi+m

fpon < < q@:

Xk+m
k+m

Teorem 5.4.2 F' \ F kiimesi sonlu ve lim inf =22 )-p(m)

liminf-—r—""> > 0 ise bu takdirde p ve q' ya

DSL

gore xDNSLy ise p ve q ya gore x Ly dir.

Ispat: Teorem 5.4.1 takip edilerek ispat yapilabilir. Bu yiizden ispat verilmedi.

Sonu¢ 5.4.3 F A F' sonlu ise bu takdirde p ve q ya gore x DE’L y olmast igin gerek ve yeter

sart p ve q' ya gore x DNSL y olmasidir.

Teorem 5.4.4 E' \ E kiimesi sonlu ve lim inf L0220

liminf = > 0 ise bu takdirde p ve q ya

DSy,

DSy,

gore x Ly ise p’ ve q ya gore x Ly dir.
Ispat: Teorem 5.4.1 deki goriisiin aynis1 kullanilarak ispat yapilabilir. Bu yiizden ispat

verilmedi.

Teorem 5.4.5 {k:p(n) < k < p'(n)} ve {k:q'(n) < k < q(n)} kiimeleri sonlu olacak
sekilde p'(n) ve q'(n) dizileri p(n) <p'(n) < q'(n) < q(n) sartimt saglasm. Bu

DS,

DS,

takdirde p’ ve q' ya gore x "Ly ise p ve q ya gore x ~ Ly dir.

32



Ispat: Farz edelim ki p’ ve q' ya gore x D~§L y olsun. Bu yiizden keyfi bir € > 0 i¢in
a; = |{k:p(n) <k <p'(n)}| vea, :=|{k:q'(n) < k < q(n)}| olmak iizere her m i¢in

asagidaki esitsizlik saglanir:

Xk+m
o T < PO
el AR
S% p(n) <k <p'(n): |xk+m—L| 28}
q'(n) —p'(n) Yie+m
1 Xk+m )
= p’(n)<k£q’n:| —L|2£|
7o —rmll SRl
1 ( Xk+m aq
<~ 'm) <k <qmn): —L|28} S—F———=
TOETIOL AR . TORTIO
1 ( Xk+m a
+— T W 'M) <k <q'(n): —L|Z€‘Sf
TOETIOlY AOH e 7@ - P
n — oo iken limit alinirsa m’ye gore diizgiin olarak
1 Xk+m
lim—|{p(n)<k£qn:| —L|2£}|=0
n-e q(n) — p(n) 3 Vie+m

dir. Bu yiizden p ve g ya gore x DEL y dir.

Teorem 5.4.6 lim

q(n)-p(n)
n-oo q' (n)-p'(n)

= 0 olacak sekilde p'(n) ve q'(n) dizileri

p(n) <

p'(n) < q'(n) < q(n) sartin1 saglasin. Bu takdirde p ve q ya gore x DEL yisep’'veq'ya

DSL

gore x 7Ly dir.

Ispat: p(n) < p'(n) < q'(n) < q(n) sartindan her m igin

{p’(n) <k<q'(n): |;I;:: - L| > e} c {p(n) <k<qMmn): |;:: - L| > s}
kapsami1 ve
mmp'(n) <k<q®m: xZ:: — L| > e}
= qC{EZ; :5’(2)'61(71) i p(n) |{p(n) <k=a: xi: - L| = E}

esitsizligi saglanir. Daha sonra n — oo iken limit alinirsa m’ye gore diizgiin olarak
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im q(n) —p(n) _
n-e q'(n) —p'(n)
dan

’{p’(n) <k<q'm): Kietm _ L’ > g}‘ =0

k+m

lim —————
n—e q'(n) —p'(n)

olup istenilen sonug elde edilir.

Teorem 5.4.7 Teorem 5.4.5 in varsayimi altinda herhangi sinirli x ve y dizileri igin p’

ve q' ya gé’)rexﬁfy ise pveqya gérexﬁfy dir.

Ispat: x ve y sinirh diziler olsun, bu takdirde |;—k — L| < M olacak sekilde bir pozitif M
k

reel sayisi1 vardir. Bu yiizden,

[ p'() .
X
>
p(m+1 Vik+m
q(n) q'(n)
Z xk+m | 1 xk+m h L|T +
am) —p(m) p(n) Yk+m ~q(n) —p(n) Viem
p'(m)+1
qm) .
Xk+m _ L|
" m+1 Yk+m
1 q(n) ,
Xk+m
<———FMO01)+————= —L|
q'(n) —p'(n) q'(n)—p'(n) |, Vi+m
q'(m)+1

yazilabilir. Buradan x PEP4) y dir.

Teorem 5.4.8 {p(m)}, {g(m)}, {p'(M)} ve {g'(M)}, p(n) <p'(n) <q'(n) < q(n) ve

M = 0 sartlarm1 saglayan negatif olmayan tamsayilarin dizileri olsun. Bu
n-oo q'(n)—p'(n)

takdirde p ve q ya gore xﬁfy ise p’ ve q' ya gore xﬁfy dir.
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ispat:

1 q(n) . L qa'm) .
OETCII el ORI ety
q() —p(M) &t Vicrm q(n) —p(M) £~ Yicem
q'(n)
q'(n) —p'(n) 1 Xje+m |r
> — , —L
q(n) —p(m) q'(n)—p'(n) Yk+m
p'(m)+1

esitsizligi saglanir. Boylece n — oo iken limit alinirsa m’ye gore diizgiin olarak
q'(n)
1 1 Xk+m

im p p
n-wq'(n) —p (n)p,(n)+1 Vic+m

r
-1f =0

olup istenilen sonug elde edilir.
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