DEGISKEN KATSAYILI KISMi DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN MATEMATIKSEL DAVRANISI

OMER TANTAS

SUBAT 2025
DIYARBAKIR



DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DEGISKEN KATSAYILI KISMi DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN MATEMATIKSEL DAVRANISI

OMER TANTAS

DICLE UNIVERSITESI LISANSUSTU EGITIM-OGRETIM VE SINAV
YONETMELIGININ BIR PARCASI OLARAK
MATEMATIK ANA BILIM DALINDA
DOKTORA TEZI
OLARAK HAZIRLANMISTIR

SUBAT 2025

DIYARBAKIR



DEGISKEN KATSAYILI KISMi DIFERANSIiYEL DENKLEMLERIN
MATEMATIKSEL DAVRANISI

Omer TANTAS tarafindan Dicle Universitesi Lisansiistii Egitim-Ogretim ve Sinav
Yonetmeligi’nin bir parcasi olarak hazirlanan bu ¢alisma, asagida bilgileri yazili jiiri
iyeleri tarafindan degerlendirilerek Matematik Ana Bilim Dali'nda Doktora Tezi

olarak kabul edilmistir.

Prof. Dr. Neslihan DALKILIC
Miidiir, Fen Bilimleri Enstitiisii

Prof. Dr. Necat POLAT
Damsrpan, Matematik Boliimii,
Dicle Universitesi

Sinav Jiirisi:

Prof. Dr. Allaberen ASHYRALYEV

Matematik Boliimii, Bahgesehir Universitesi

Prof. Dr. Necat POLAT ¢
Matematik Boliimii, Dicle Universitesi

Prof. Dr. Enver AYDIN
Fizik Béliimii, Dicle Universitesi

Dog. Dr. Asif YOKUS
Matematik Bolimii, Firat Universitesi

Dog. Dr. Hatice TASKESEN
Matematik Boliimii, Van Yiiziincii Y1l Universitesi

7" ~.
I \I
; ONAY 1
\ J
* \ . /

Savunma Tarihi: 05/02/2025

(*) Jiiri Bagkani.
(**)Tez Danigsmani.



Dicle Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygun olarak
hazirlanan bu tez calismasinda yer alan tiim bilgilerin akademik kurallara ve etik
ilkelere uygun olarak elde edildigini ve sunuldugunu beyan ederim. Ayrica, bahse
konu bu kural ve ilkelerin gerektirdigi iizere, bu calismada 6zgiin olmayan tiim
bilimsel icerikleri kurallara uygun bicimde alintilayip kaynak gosterdigimi beyan
ederim. Beyanmimla celisen herhangi bir delil bulundugu takdirde tiim
sorumlulugu iistlenecegimi kabul ederim.

Ad, Soyad: Omer TANTAS

il



TESEKKUR

Oncelikle danismanim Prof. Dr. Necat POLAT'a ¢alismanin daha fikir asamasindan
tez taslagindaki diizeltmeler konularina kadar gosterdikleri destek ve sabirdan dolay1
tesekkiir ederim. Jiiri liyelerime de bu tezin daha nitelikli bir hale gelmesi i¢in

yaptiklari elestiri ve Onerileri icin tesekkiir ederim.

Bana olan desteklerinden dolay1 aileme tesekkiir ederim.

v



ICINDEKILER

TESEKKUR ..ottt ettt ettt se e eeesesesenenenas iv
ICINDEKILER ...ttt ettt ettt ee et sesene e es e enenens v
OZET oo vi
ABSTRACT ..ottt e e e et e e e e e e e e eearaaes vii
Lo GERIS e 1
2. ONCEKI CALISMALAR.........coooviiiieeieeeeeeeeeeeeee oo 4
3. MATERYAL VE METOT ..ot 6
4. ARASTIRMA BULGULARI ........cooooiiieiieeeeieeeeeeeeeseee e 7

4.1 Yiksek Mertebeden Sabit Katsayili Hemen Hemen Dogrusal Parabolik

Denklemlerin Cozimlerinin Varli@l ........ccccooviiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeee e 7

4.2 Yiksek Mertebeden Degisken Katsayili ( t Carpimli)) Hemen Hemen

Dogrusal Parabolik Denklemlerin Coziimlerinin Varligl .......ccoeeeveniiniinniennenne. 24

43 Yiiksek Mertebeden Degisken Katsayili (t" Carpimli) Hemen Hemen

Dogrusal Parabolik Denklemlerin Coztimlerinin Varligi ........ccccoevevvievcieieiieeeneenee, 42
5. SONUCLAR VE ONERILER ..........cocooiuiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeee e 55
KAYNAKLAR ..ottt sttt ettt et st nae et saeeaeeneesneenseas 56
OZGECMIS .ottt ettt ettt et es s s s s s esenans 57



OZET

DEGISKEN KATSAYILI KISMi DIFERANSIiYEL DENKLEMLERIN
MATEMATIKSEL DAVRANISI

TANTAS, Omer
Doktora, Matematik Boliimii
Danisman: Prof. Dr. Necat POLAT
Subat 2025, 65 sayfa

Bu tezde, yiiksek mertebeden sabit ve degisken katsayili hemen hemen dogrusal parabolik
kismi diferansiyel denklemlerin bir sinifi i¢in baglangi¢ ve sinir deger probleminin varlig1 ve
tekligi incelendi. Cozlimiin 6n kestirimlerine dayanilarak, uygun kosullar altinda Fourier serisi
formunda zayif ¢oziimiin varligi kanitlandi. Bu amagla Picard ardisik yaklasim yontemi
kullanildi. Ayrica zayif ¢oziimiin tekligi de ispatlandi.

Anahtar Kelimeler: Yiiksek Mertebeden Kismi Diferansiyel Denklem, Hemen Hemen
Dogrusal Kismi Diferansiyel Denklem, Baglangic Deger Problemi, Sinir Deger
Problemi, Varlik, Teklik, Picard Yéntemi, Fourier Serisi Yontemi, Ozfonksiyon
Agilim Y 6ntemi
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ABSTRACT

MATHEMATICAL BEHAVIOR OF PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS WITH VARIABLE COEFFICIENTS

TANTAS, Omer
Doctorate, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Necat POLAT
February 2025, 65 pages

In this thesis, we study the existence and uniqueness of the initial and boundary value problem
for a class of higher order semilinear parabolic partial differential equations with constant and
variable coefficient. Based on the priori estimates of the solution, the existence of the weak
solution in the form of Fourier series under suitable conditions is proved. For this purpose
Picard's successive approximation method is used. Also, the uniqueness of the weak solution
is proved.

Keywords: Higher Order Partial Differential Equation, Semilinear Partial Differential
Equation, Initial Value Problem, Boundary Value Problem, Existence, Uniqueness,
Picard's Method, Fourier Series Method, The Method of Eigenfunction Expansion
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1. GIRIS

Miihendislik, Fizik ve diger uygulamali bilimlerin bir¢ok dalinda karsimiza cikan di-
namik sistemlerin ve problemlerin kismi diferansiyel denklemler ile ifade edilebilmesin-
den dolay1 kismi diferansiyel denklemler teorisi matematigin ¢alisma alanlar1 i¢inde
agirligim hissettirmekte ve 6nemli bir yer tutmaktadir. Kismi diferansiyel denklem-
ler giiniimiizde doganin temel kanunlarinin matematiksel modelle formiillendirilme-
sinde, uygulamali matematigin genis bir alaninda, matematiksel fizikte birden ¢ok
degiskene bagli kapsamli degisik problemlerin matematiksel olarak analizinde ve mii-
hendislikte karsimiza ¢iktiklarindan dolay1 matematiksel bir¢ok bilimde, 6zellikle fizik,
geometri ve analizde merkezi bir rol oynar. Bugiin matematiksel fizikte bir¢ok prob-
lem kismi diferansiyel denklemlere uygun baslangic ve / veya sinir kosullar1 verilerek
tanimlanabilmektedir. Bu problemler, verilen ek kosullara bagli olarak baslangig, sinir
veya baglangi¢ ve sinir deger problemleri olarak adlandirilmaktadir. Biitiin fiziksel teo-
remlerin temeli kismi diferansiyel denklemlere dayanmaktadir. Diferansiyel denklem-

ler teorisi, matematiksel disiplinler i¢erisinde en onemlisidir [1].

Genel olarak ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemler hiperbolik, parabolik ve
eliptik olmak tizere ii¢ sinifta toplanirlar. Daha yiliksek mertebeden kismi diferansiyel
denklemler i¢in de her ne kadar ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemlerde

oldugu kadar kolay belirlenemese de benzer siniflandirma bulunmaktadir.

Bugiin elimizde bulunan birgok teorik ve uygulamali ¢calisma iki veya daha yiiksek
mertebeli kismi diferansiyel denklemler igermektedir. Bu denklemleri barindiran bazi
klasik ve klasik olmayan problemlerin ¢ozlimleri i¢in daha genis bilgi almak isteyenler
[2], [3], [4], [5], [11, [8], [9], [10], [11], [12], [13] kaynaklarina ve bunlarin i¢indeki

referanslara bagvurabilir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim olan girig boliimiinden sonra, bizim
tizerinde calistigimiz denkleme benzer daha 6nce yapilan ¢aligmalara degindigimiz
Onceki Calismalar adin alan ikinci boliimde, ele alinan konu ve denklemler ile ilgili

var olan literatiiriin 6zeti verilmistir.

Sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, tanimlar, esitsizlikler, uza-
ylar ve teoremler ile ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemi igeren baslangic
ve / veya sinir deger problemi i¢in bazi teoremler ve buna Ornekler ile problemin
degiskenlerine ayrilmasi (Fourier serisi) yontemiyle ¢dziimiine iliskin kaynaklara Mater-

yal ve Metod adin1 verdigimiz li¢lincli boliimde yer verilmistir. Arastirma Bulgulari
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olarak adlandirilan dordiincii boliim ise tezin orijinal kismidir. Bu boliim ii¢ kistmdan

olusmaktadir.

Birinci kisimda sinirli bolgede yiiksek mertebeden hemen hemen dogrusal sabit kat-
say1l1 parabolik tipten asagidaki denklem icin baslangi¢c ve sinir deger problemi ele

alimmustir:

ou 0%y
— (D" o2k

Burada k > 1 dogal sayilar, f(x,t,u), Q x (—00,00) bélgesinde verilmis fonksiyon

= f(x,t,u).

ve u = u(x,t) problemin ¢ozimiidiir.

fkinci kisimda smirli bolgede yiiksek mertebeden hemen hemen dogrusal degisken kat-
sayilt (¢ l) parabolik tipten asagidaki denklem i¢in baglangi¢ ve sinir deger problemi

ele alinmastir:

Y = f(z,t,u).

835%

Burada k > 1 dogal sayilar, f(xz,t,u), Q x (—o0,00) bélgesinde verilmis fonksiyon

ve u = u(x, t) problemin ¢ézimiidiir.

Ucgiincii kisimda sinirli bélgede yiiksek mertebeden hemen hemen dogrusal degisken
katsayili (¢ li) parabolik tipten asagidaki denklem i¢in baslangi¢ ve sinir deger prob-
lemi ele alinmustir:

O 821:

Ay Py}

Burada £ > 1 dogal sayilar, m > 0, f(x,t,u), Q x (—o0,00) bdlgesinde verilmis

fonksiyon ve u = u(x, t) problemin ¢dziimiidir.

m = 0ve f(z,t,u) = F(z,t) durumunda homojen olmayan denklemin homojen
baslangi¢ veya sinir kosullartyla birlikte problem, homojen denklemli homojen ol-
mayan baslangi¢ veya sinir kosullu probleme doniisecegi ve ayrica eger homojen ol-
mayan denklem homojen olmayan baglangi¢ veya sinir kosullariyla verilse bu durumda
problem bu iki durumdakilere doniisecegi bilinmektedir. Bu problemlerin ¢6ziimii i¢in
degiskenlerin ayrilmasi yontemi lineer birlesim ilkesiyle birlikte yaygin olarak kul-
lanilmaktadir. Bu yontem Fourier seri yontemi veya 6zfonksiyon agilimi yontemi olarak

da bilinmektedir [14].



Yukarida verilen kisimlardaki problemlerin ¢éziimlerinin varligi ve tekligi incelenmek-
tedir. Bu amacla problemlere iliskin 6zdeger probleminden elde edilen 6zfonksiyonlari
igeren Fourier serisi seklindeki zay1f ¢oziimii verildikten sonra Picard ardisik yaklasim-
laryla olusturulan ¢éztime iligkin dizinin diizgilin yakinsaklig1 gosterilmektedir. Cozii-
miin 6n kestirimlerine dayanilarak uygun kosullar altinda Fourier serisi formunda zay1f

¢Oztimiin varlig1 ve tekligi ispatlanmaktadir.

Besinci boliimde ise, tezde elde edilen sonuclar ve 6neriler verilmistir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Kismi diferansiyel denklemlerin bir¢ogunun hiperbolik, parabolik ve eliptik tiplerinden
biri oldugu bilinmektedir. Konik denklem siniflandirilmasi yardimiyla ikinci mertebe-
den iki bagimsiz degiskenli kismi diferansiyel denklemlerin siniflandirmaktayiz. Elim-
izdeki en yalin haldeki kismi diferansiyel denklemler dalga (hiperbolik), 1s1 (parabolik)

ve Laplace (eliptik) denklemleri olarak sirasiyla asagida verilmistir:

2
Up — C Uy = 0,
Up — kg = 0,

Ugg + Uyy = 0.

Matematiksel fizikte ve yine bir¢ok uygulamali bilimde karsimiza ¢ikan birgok prob-
lem kismi diferansiyel denklemlere 6zellikle yukarida verilen tipten veya bunlar1 iceren
problemlere indirgenirler. Ikinci mertebeden olan kismi diferansiyel denklemleri iceren
problemler cesitli yonlerden ¢alisilmistir. Ancak karsilasilan gesitli zorluklardan dolay1

yiiksek mertebeli denklemler i¢in bu yonlii ¢alismalar azdir.

Baouendi ve Grisvard 1968 de z2* + (—1)™ % = f(x,t) denklemi i¢in sinir deger

probleminin ¢6ziilebilirligini gdsterdi [2].

Amanov and Yuldasheva 2009 da gf;}j — % = f(z,t) denklemi i¢in sinir deger
problemlerinin ¢oziilebilirligini gergeklestirdiler. Bu ¢calismada £ nin tek degerleri igin
hiperbolik tipe doniisen denklem icin simir deger problemi ¢alismanin zorlugu or-
tadadir [8].

9%k y,
Ox2k

Amanov and Ashyralyev 2014 te + % = f(z,t) denklemi igin baslangi¢ ve
sinir deger ile sinir deger problemlerinin ¢oziilebilirliginin & nin tekligi ve ¢iftligine
bagli oldugunu gergeklestirdiler [9]. Bu ¢alismada da £ nin tekligi ve ¢iftligine bagh
olarak ortaya ¢ikan eliptik tip i¢in de baslangi¢ kosullarindan ve hiperbolik tip i¢in

sinir kosullarindan dolay1 ¢calismanin zorlugu ortadadir.

Amanov 2015 te tm% - (—1)k %—”j = f(z,t) denklemi i¢in baslangi¢ ve sinir deger

probleminin ¢oziilebilirligini gosterdi [11].
Sabitov 2015 te ?;S}j — g:;}j = f(=,t) denklem i¢in sinir deger probleminin ¢oziilebilir-

ligini gergeklestirdi [10].




Kozhanov and Pinigina 2017 de (—1)F27% 4 o (Y (2)uy;) — a(z)u = f(x,t) den-

Ot2k

klemi i¢in siir deger probleminin ¢oziilebilirligini gerceklestirdi [12].

Ciftci ve Halilov 2008 de ‘g—”j — @22y = f (x,t,u) denklemi igin baslangi¢ ve devirli

922

siir deger probleminin ¢oziilebilirligini gosterdi [6].

Halilov ve Ciftci 2009 da % — aQ% —¢ a?:;%t = f(=,t,u) denklemi igin baslangic ve

devirli sinir deger probleminin ¢oziilebilirligini gosterdi [7].

Yuldasheva 2019 da ‘3273‘ —a? gi’;}j = f(x,t,u) diferansiyel denklemi i¢in ¢ ye gore sinir

ve x e gore devirli sinir deger probleminin ¢oziilebilirligini gdsterdi [13].



3. MATERYAL VE METOT

Sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, tanimlar, esitsizlikler, uza-
ylar ve teoremler ile ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemi igeren baslangic
ve / veya sinir deger problemi i¢in bazi teoremler ve buna Ornekler ile problemin
degiskenlerine ayrilmasi (Fourier serisi) yontemiyle ¢ozlimiine iliskin [14], [3], [4],

[5], [1] kaynaklara ve bunlarin i¢indeki referanslara bagvurulabilir.

Ele alinan problemlerin ¢oziimlerinin varlig1 ve tekligi incelenmektedir. Bu amagcla
problemlere iligkin 6zdeger probleminden elde edilen 6zfonksiyonlar: iceren Fourier
serisi seklindeki zayif ¢6ziimii verildikten sonra Picard ardisik yaklasimlartyla olustu-
rulan ¢6ézlime iliskin dizinin diizglin yakinsaklig1 gosterilmektedir. Daha sonra diizgiin
yakinsadig1 fonksiyonun stirekli oldugu dikkate alinarak iliskin integral denklemi-
nin saglandig1 gosterilmektedir. Nihayet ¢ozliimiin 6n kestirimlerine dayanarak uygun
kosullar altinda Fourier serisi formunda zayif ¢6ztimiin varlig1 ve tekligi ispatlanmak-

tadir.



4. ARASTIRMA BULGULARI
Bu boéliimiin her bir kismu digerinden bagimsizdir.

4.1 Yiiksek Mertebeden Sabit Katsaylh Hemen Hemen Dogrusal Parabolik Den-

klemlerin Coziimlerinin Varhgi

Bu kisimda asagidaki baslangi¢c ve sinir deger probleminin ¢oziimiiniin varligini ve

tekligini inceleriz:

8—u+(—1)’“82ku—f( t,bu), (,t) eQ={0<z<m 0<t<T} 4.1.1)
T oo — (@t u), (2, = x <, , 1.
uw(z,0)=0,0<z<m, (4.1.2)
0?u(0,t)  0%u(m,t)
= =0 1=012,. k=1 0<t<T (413

Burada k > 1 dogal sayilar, T > 0 gergel sayilar, f(z,t,u), Qx (—o0, 00) bdlgesinde

verilmis fonksiyon ve u = u(x, t) problemin ¢6zimuidiir.

Mevcut probleme iliskin 6zdeger probleminden elde edilen 6zfonksiyonlari iceren Fourier
serisi seklindeki zayif ¢6zlimii verildikten sonra Picard ardisik yaklasimlariyla olustu-
rulan ¢oziime iliskin dizinin diizgiin yakinsaklig1 gosterilmektedir. Ayrica zayif ¢oziimiin

tekligi de ispatlanmaktadir.

Tamm 4.1.1. Bir v(z,t) € C?*(Q) fonksiyonu eger (4.1.3) deki smir kosullar1 ve

v(x,T) = 0 kosulunu saglarsa test fonksiyonu olarak adlandirilir:

Tamim 4.1.2. Keyfi v(z,t) test fonksiyonu i¢in asagidaki integral esitligini saglayan

u(z,t) € C(£2) fonksiyonuna (4.1.1)-(4.1.3) probleminin zayif ¢oziimii denir:

T m

o a2k
// {(a—z - (—1)kax;;) u+ f(x,t,u)v} dxdt = 0. (4.1.4)
00

Fourier serisi formunda zayif ¢6zliim kullanilarak (4.1.1)-(4.1.3) probleminden Fourier

serisi katsayilar1 i¢in dogrusal olmayan sonsuz sayida integral denklem elde edilir.

Fourier serisi katsayilarinin ¢6ziim oldugu uzay tanimlanip uygun norm verilir.

Tamim 4.1.3. By ile [0,7] araligindaki Fourier katsayilari olan siirekli fonksiyonlar

kiimesi

{u(t)} = {u1,us, ..., up, ...}

7



nin
o0

max |u,(t)] < oo
£~o<t<T

kosulunu saglayanlar1 gosterilsin. By de norm asagidaki sekilde tanimlansin:

o0

w0l = 3 g fun(0)]
n

Acikca By Banach uzayidir.

Problemin Coziimii

(4.1.1)-(4.1.3) probleminin zayif ¢éziimiinii
u(z,t) = Z un(t) sinnz (4.1.5)
n=1

seklinde arayalim. Burada u,(t) (n = 1, 00) bilinmeyen fonksiyondur. Bunu bulmak

icin (4.1.4) esitligi kullanilarak asagidaki integral denklemi elde edilir:

t m

U (t) = g//e_”%(t_T)f <§,T, iun(ﬂ sin nf) sin n&d&dr. (4.1.6)
n=1

™
00

Teorem 4.1.1. Asagidaki kosullar altinda (4.1.6) denkleminin By de tek ¢6ziimii vardir:
1) f(z,t,u) biitiin degiskenlerine gore Q x R bolgesinde siirekli,

2) | f(z, t,u) — f(x,t,v)] < bz, t) |u—v|,blx,t) > 0veb(z,t) € La(Q),

3) f(x,t,0) € Ly(92).

Lemma 4.1.1. Teorem 4.1.1 in kosullar1 altinda (4.1.6) denkleminin By de en az bir

¢Ozimii vardir.

Ispat. Ardisik yaklasimlar yontemini uygularsak N = I, 0o olmak iizere (4.1.6) den-

klemi i¢in
2 t m 00
uNVF (1) = 2 / / e =T f (5,7, > uM(7) smng) sinnédédr  (4.1.7)
n
00 n=1

elde ederiz.

AuM (€, 7) = ilu%N)(T) sinng ve {uM(t)} = {ugN)(t),ugN)(t), ...,uglN)(t), }

8



alalim. Agikca

o

e, [4u0E D] < Qe [P ()] = |

s

g, (4.1.8)

dir. Simdi her N igin u™)(t) € By yani Z max |ul" (t)) < 00 oldugunu gdstermek

10<t<T

istiyoruz.

Teorem 4.1.1 deki kosullara gore

[Z@ @] = OrgtégcT{u (t)] =0 < oo

oldugu agiktir.

N = 0igin

uD(t) = 2 / / e f (& 7, Au® (¢, 7)) sinnédédr

7
00

olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gore uygulanirsa

[NIES

1
t t [ n 2 2

% /6_2n2k(t—r)d7_ //f(g,T,O)sinnﬁdf dr

0 0 0

S
—~
[N
—
—~
-
SN—
IN

1 t s 2 %
1 2 2 .
S(ank) [ |2 [ferosimngas| ar
0 0

elde edilir. n ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

1
2

3

1 t 2
Z ()] < (Zmi%) Z/ %/f ¢€,7,0)sinnédé | dr
n=1 n=1 0 0

H(Eh) (/5

VI

>1|t\>

2
/f &, 7,0)sinnéd¢ | dr
0



elde edilir. Bessel esitsizligi uygulanirsa

g\u9><t)} < % (%2) (/t%o/ﬂﬁ(g,ﬂo)dﬁch)

0

eqe _(1) _ S
elde edilir. Buradan |[u®(t)|| By n;ﬂgl%XT

u 0] < (5)2 170l

= (%)% M, < oo dir.

N =1igin
9 t
uP(t) = = e f (&, Ay (&,7)) sinnédédr
/]
- %/en%(tﬂ/ (f (& Au® (& 7)) = f(&7,0)+ f(&7,0)) sinnédédr
0 0

olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gére uygulanirsa

1
2

N

10



elde edilir. n ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

3
Il
—
—

1
2

) <%) (j/ﬂbz (6,7) |4 (5’7)|2d5d7) * (/]f2(£,7,0)d£dr)2
<@ o s (//b2 ST <// (£,7,0) d&dT)

eldeedilir.BuradanHg@)(t)HBT:glorgi}% WPt ‘ (2)7 || (t)”BT 166, ) Ly

(5 1T 0l < () [HVO) , Mo+ (§)* M < o0 dir.

N =2 1ig¢in
2 t m
US’) (t) = ;//e_”%(t_ﬂf (E, 7, Au® (5,7')) sinnédédr
00

fF&T AP (&,7)) — f(&,7.0) + f (& 7,0)) sinnédédr

o\

11



olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gore uygulanirsa

01 (55) (/ {%/ (F (6 Au® (€,7) - £ (6,7,0) smngcﬁ] Qdf) |

0 0

1 t - ) %
1 \2 9 |
+ (ank) (/ [;/f(ﬁm, 0) sin ngdgl dr)
0 0

elde edilir. n ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

> [
n=1

+% (i%)é (()/ti |:%O/ﬂf(§,7',0)sinn£d£]2d7'> 5

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

> [l )]

1
2

12



Tlimevarim yontemiyle her N igin dogrulugunu gosterelim:

N = k—1igin |[a®™(t) H = Z max |u] (t)‘ < (z)% a1 () HBT 1608 )l £, ()

10<t<T
+ (@ fE, Oy < (5)° )* |[ats-D O] 5, Mo+ (5 )2 M, < 00 olsun.
N = k igin

ugzk“)(t) = 2 €—n2k(t—7')f (57 7, Au® (€, T)) sinnédédr
A
_ % / . / (f (&7, Au® (&,7)) = £ (€,7,0) + £ (€,7,0)) sinnédédr
0 0

olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gére uygulanirsa

[0 o)
D, -4 2\ 3
g(ﬁ) /%/(f(f,T,Au(k)(f,T))—f(§,7'70))sinn§d§ dr
0 0

e

) ([l <)

elde edilir. n ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

Z ‘ugqul)(t)!

1
2

1 t T 2
1 (1?2 > 12 _
< 7 <§;> ( O/ ; [; O/ (f (& Au™ (&,7)) = £ (£,7,0)) smn§d£] df)
1 t T 2 %
1 [(S1)° > 12 .
+ E (;ﬁ) O/nz:; ;O/f(ﬁ,r, 0)sinnéd§ | dr

13



elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

i ‘u%k+1) (t)
n=1

-
3
N

<5 (%) / % (f (6.7 4u® (¢,7)) = f (€.7.0))" dedr

(D) (2] e
// (€. | au (&) dear |+ () jjfz(f,f,o)dfdf

1
2 t m 2

e, | [ [rendn) +(5) ([ [renodr
00 00
elde edilir. Buradan ||z* ™) (¢) || B = Z max

max a0 < () [79 O] 5, 1067 e

1 1 1
+ (%)2 | f(&, T, O)HLZ(Q) < (%)2 HU HBT My + (%)2 M; < oo olur. O halde
ﬂ(N) (t) € Br dir.

N

N|=
N

IA IA
>0 B
SN— N——

[V N[

Simdi {u™)(t)} dizisinin N — oo iken By de diizgiin yakinsak oldugunu gdstere-

lim. Bunun i¢in

+ i N+1) (N)(t))
N=0

serisinin diizgiin yakinsak oldugunu gdstermek yeterlidir. Oncelikle ‘u (N+1) () — 7N () |

farklari i¢in kestirim elde etmek istiyoruz.

[0 a5, = o Jup (¢ (1) = gg% |ul (2)]
1
< (%) ’ M, = AT < 00

bulunur.

|2 () — u (1)

<2 / e / [ (&7 AV (6,7)) = £ (€.7,0)| sinng]| ddr
0

14



olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gore uygulanirsa

|2 () = u (1)]

< (53) ( / {% [ eran €0 - 160 sinnsdgrdf)Q

0 0
elde edilir. n ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

[NIES

S [0 - w0
S LQ (nzl %) </; [%/ (f (5’ " AU(l) (57 T)) - f <£, p O)) - ngdg] dT)

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

D |u@) — P )]
n=1

< (%) ( / 2 / (F (7 Au (6.7) - T (6 0>)Zd§dr)
< (%) (/71# (€, 7) | Au® (f,T)2d§dT> E
1 Ha(l)(t)HBT (/]b2 (&, 1) dng) 2

elde edilir. Buradan HU@) (t) — E(l)<t)HBT = D Imax

1
2

VAN
/N
ol N
N———

< (2)2 @), 16,y < (2)F ArMy < o0 dir
[P (8) — u?)(2))]

<

3

/ e / £ (&7, Au® (&, 7)) = £ (&7, AulV) (¢, 7)) | [sin ] dédr
0 0

15



olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gore uygulanirsa
1 \2
|u$13) (t) — ugf)(t)\ < <2n2k> X

( / [? [ U e €.0)  § (6m D 7)) s nfdf] df)

0 0

N|=

elde edilir. n ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

o0

Sl -t < 15 (1)

/5

0 n=

1=

[ / f 7, Au® (5,7')) —f (S,T, Au™ (5,7’))) sinnfdf] dT)

1

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

> 20—l
= % (%) (/ . / (f (&7 A (€,7)) = [ (&7, Au®) <s,7>>)2d5d7)
<(5)° / / B (€,7) [ Au® (6, 7) — Au (€, 7)]° dfdr) %
<(5)° / / (6, [a® @) - 70 dfdr)

(//62 ) { 0L, (//b &) d&dﬁ>
kayf%(/iw@ [ remsn) )
)

N

[N

2 3
} d€ dT)

IA

IA

16



17 2
2

= {(%)é}QAT% O/tij (&,7)dédr

elde edilir. Buradan |[u® () — g(2)<t)HBT _ i max

172 112
< [()}] A 16,7 < [(2)*] Ar M3 < oo dir

Tlimevarim yontemiyle her N i¢in dogrulugunu gosterelim:
N =k — Ligin [a®(t) —a® D) = 3 )u,&’“ (t) — u,&’f—”(t)‘
n=1

k—1

2

t
17k-1
< [(%)2} AT\/ﬁ //b2 (&, 7)degdr olsun. Buradan
00

uP () — uFD (t)‘

k—1

b - (k—1) = (k—1)
D Ar s el < (0] Aros MY < oo

[0 - 70, = 35 max

~—

IA
N |
o

e / [/ (&7 Au® (€,7)) = [ (&7 AV (€, 7)) | sinné] dédr
0
olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gore uygulanirsa

1
1 2
() — uP (1) < (—) x

2n2k

N|=

t 2

/ %/ (f (& Au®) & 7)) - f&m, Ay (&,7)))sinnédé| dr
0

0

elde edilir. n ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

-
3

o
ol

/ > %/ (f (€7 Au (6,7)) = f (€7, A"V (&, 7)) sinngdg | dr
0 0

17



elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

S 00 — (o)
n=1
1 9 % t 2 s
SCE(%) (/%/LﬂaﬂAw“@T»f@mﬂwk
0 0
t m
//b2 (&, 1) ‘Au(k) & 1) — Ay (5,7’)‘2 d{dT)
00

t %
/ / 0 (¢, ) [a®) (1) — a* D (] d§dr>
0 0

[[7e K%frﬂAfV@L?ﬁ</jﬁ

k

VAN
VN
o
N——

[V

VAN
N
o
N——

[

IN
—
o |

INA
VN
[ =
N———
N
~
=
| —
—_
=
S
Pl
—
o
o
B
[\
~
b
Q,
N
Q
\]
v
ol

k 1 t m 2 g
— (™) 2
[(6> } G (//b ( ,T)dgch)
00
(k4+1) (4) _ #(k) _ = (k+1)
elde edilir. Buradan ||[u®™ 1 (t) — u® (t))| By 210%85% Un,

()] v //@ (/ﬁg&ﬁd@m) .

2

D (&r)))zdgdf)

D=

k=1 2

(&, 1) dde) dédr

N

k—1

(1)~ w1

1 1
<[] Arsh (e Dl < [(5)*] Arghg M < oo di. Buradan

N 00
N+ (¢ ) + D () — 7™ (1)) < [(E
u 0+ @ ®) <> (5

00 11k
olur. [(%) 5] AT\/LHMéC serisinin yakinsakligindan {a™(

k=0

yakinsakligi elde edilir. Sonug olarak u” (t)+ >~ (u™¥ ™V (t) —u

N=0
yakinsaktir.

18
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) ] Ar— M

t)} dizisinin By de diizgiin

(N)(t)) serisi diizgiin

D=



Jim aN (1) = u(t) olsun. {u™)(¢)} dizisi diizgiin yakinsak oldugundan %(t) fonksiy-
onu By de siireklidir. w(t) fonksiyonunun (4.1.6) integral denklemini sagladigin1 gostere-

lim:

ja(t) —a I—Z\un@)—ug“”(t){

n=1
< i_o:l %/e—mk(t—r)/ ’f &7 Au(g, 7)) — [ (&, Ay (577_))‘ Isin né| dedr

olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gore uygulanirsa

Wt) NH i (2n2k) L

[/

elde edilir. Holder esitsizligi uygulanirsa

D=

% / (f (&7, Au (&, 7)) — f (&7, Au™ (g,T)))sinngdgl dT)

=

(/Z |:%/ (f &7 Au(E, 1) — f (f,T,Au(N) (E,T)))sinnﬁdﬁl dT)

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

u(t) — N (t))|

< (%) (/;/ (€, Au (€, ) - f(&T,Au‘N)(ﬁ,T)))QdEdT)

? (//52 (€,7) |Au (g, 7) — Au) (g,r)}ngdT)

2

[NIES

[NIES

IA
/N
>0
N——

< (%) (//52 (& 7) [a(t) E(N)(t)2d§d7)

19



< (5)" o -, (//b2 £,7) dsd7>

olur. Eger A}im HE (t) —a™M(t H 5, — U oldugunu gosterirsek u(t) fonksiyonunun
(4.1.6) integral denklemini sagladig1 sonucu ¢ikar. Cauchy esitsizligi 7 ye gore, Holder

esitsizligi, Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

) 0] = 3 ()~ 1)

n=1

%/ —n2k(t— T/’f &1, Au(E,7)) — f(g,T,Au(NH) (577))‘ |sin né| dédr

1
2

[e=]

(/ {%/ (f (&7 Au () = f (€7 AuN) (5,7’)))sinn£d§] dT)
_|_

N|=

( / F / (f (&7 AN (g 7)) = £ (&7, AuY) (§,T)))sinn§d§] dT)

N

1
2

(/Z |:%/ (f (577'7 AU(N+1)( ,T)) —f (f,T, Au) (577'))) sinn{df} dr)

20



N|=

IN

% (%2) (j%/ﬂ (f (€. Au(e,m) = f (€7, Au™*D (¢,7)))" dedr

D=

%> (/ / 577— AuNFD (&, 7')) f (&7-7 Aut™ (&7_)))2d€d7_
/ / B (¢ —a™ ()| dedr
0 0
/ [0 00 - w0 aar
0
§<6> () — a0 )], //62 §,7)dédr
() I, | ] 6o

olur. Buradan

1
2

N

(SIS

N[

@) 5], < (5)} 10 7DD, 106D o
SO e e My 1 e
< (3)" o - w00, M+ (F) 7 Ar
< (2) a ) VD) 5, + (F) oy [(%);f L

elde edilir. lim |[z(t) — a®) = 0 olur.

iz,
u(t) fonksiyonunun (4.1.6) integral denklemini sagladig1 gosterildi.

Lemma 4.1.2. Teorem 4.1.1 in kosullar1 altinda (4.1.6) denkleminin B de en fazla bir

¢Oziimi vardir.

Ispat. Coziimiin tekligini gostermek icin T(t) nin diger bir ¢oziim oldugunu kabul
edelim. [u(t) — (t)] i¢in kestirim elde edelim:

Cauchy esitsizligi 7 ye gore , Holder esitsizligi, Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu
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uygulanirsa

S

Il

—
=)

33 (Q;k)% ( / [; / (&7, Au(€,7)) = F (€7, Av <5,r>>>smn§d§] QdT) 5

[N

< % () ( / - / (F (€7, Au (6, 7)) — £ (6.7, Av (5,T>))2d§d7)
(//b2 ¢ i -0 dng)Q
< () ) 70, ( / / (€7 dng) 5

olur. Boylece

elde edilir. Buradan [[u(t) —v(t)[| 5, = 0 olur. Yani u(t) = v(t) olup u,(t) = vn(t),

N

(n =1,00) dir. Busonug [u(t) — v(t)| < (%)% //b2 (&, 7) |a(t) — o) dde)

esitsizligine Gronwall esitsizligi uygulanarak da elde edilebilir.

(4.1.6) integral denkleminin ¢dziimiiniin tek oldugu gosterildi.

Teorem 4.1.1 in ispati. Lemma 4.1.1 ve Lemma 4.1.2 den (4.1.6) denkleminin tek

¢oziimi vardir. Boylece teorem ispat edildi.
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Teorem 4.1.2. Teorem 4.1.1 kosullar1 altinda (4.1.1)-(4.1.3) probleminin (4.1.5) sek-

lindeki diizgiin yakinsak seri ile temsil edilen tek zayif ¢6ziimii vardir.

Ispat. (4.1.6) denkleminin ¢6ziimii kulnilarak olusturulan (4.1.5) serisi diizgiin yakin-

sak oldugundan siireklidir. (4.1.5) serisinin kismi toplamlar dizisi

l
t) = Zun(t) sin nx
n=1

seklindedir.
Teorem 4.1.1 ve llimu(l) (,t) = u(z,t) den llimf (z,t,ugy(z, 1)) = f(z,t,u(z,t))
dir.

a2k
Sl // |:< aka) U(r) = f (ZU, t, U’(l)) U:| dxdt

tanimlansin. lim .S; = 0 oldugunu gdstermek istiyoruz. Kismi integral alma ard arda

|—o0

kullanilarak

/ / ( (Z n(t Smm:) = (Z U (t) (—1)F smm>> vdrdt
+//f (z,t,uq)) vdzdt
/ / < (Z tn Sm%’) - (= a;; (iun smn:c>> vdxdt

+0// (f (%Yf,u(l)))vdxdt
a2k
//( ot (1" g2k 1O + f (2, t,u z))) vdxdt

elde edilir. Buradan

‘ an
lllglosl // (8tu + (=1)* 52 — f (m,t,u)) vdxdt

olur. (4.1.1) denkleminden

llim Sl =0

23



dir. Boylece u(x,t) = >, u,(t) sin nx fonksiyonu (4.1.1)-(4.1.3) probleminin zay:f
¢Oziimiidiir.

Teorem ispat edildi.

4.2 Yiiksek Mertebeden Degisken Katsayili (f carpimli) Hemen Hemen Dogrusal

Parabolik Denklemlerin Coéziimlerinin Varhg:

Bu calismada asagidaki baslangi¢ ve sinir deger probleminin ¢ézliimiiniin varligini in-

celeriz:
du k., 0%Fu
En + (1) tax% = f(z,t,u), (z,t) eQ={0<z<m 0<t<T}, (42.1)
w(z,0) =0, 0<z<m, (4.2.2)
0?u(0,t)  0%u(r,t)
= =0, 1=0,1,2. k=1 0<t<T.  (423)

Burada k > 1 dogal sayilar, T’ > 0 gergel sayilar, f(z,t,u), Qx (—00, 00) bdlgesinde

verilmis fonksiyon ve u = u(x, t) problemin ¢éziimiidiir.

Mevcut probleme iliskin 6zdeger probleminden elde edilen 6zfonksiyonlari igeren Fourier
serisi seklindeki zayif ¢6zlimii verildikten sonra Picard ardisik yaklasimlariyla olustu-
rulan ¢6ziime iligskin dizinin diizgiin yakinsaklig1 gosterilmektedir. Ayrica zayif ¢oziimiin

tekligi de ispatlanmaktadir.

Tamm 4.2.1.Bir v(z,t) € C*(Q) fonksiyonu eger (4.2.3) deki simir kosullar1 ve

v(x,T) = 0 kosulunu saglarsa test fonksiyonu olarak adlandirilir:

Tamm 4.2.2. Keyfi v(z,t) test fonksiyonu i¢in asagidaki integral esitligini saglayan

u(z,t) € C(£2) fonksiyonuna (4.2.1)-(4.2.3) probleminin zayif ¢oziimii denir:

T 7w

) aZk
// [(8_1; _ <_1>ktax;’i> u -+ f(z,t,u)v] dzdt = 0. (4.2.4)
00

Fourier serisi formunda zayif ¢6ziim kullanilarak (4.2.1)-(4.2.3) probleminden Fourier

serisi katsayilar1 i¢in dogrusal olmayan sonsuz sayida integral denklem elde edilir.

Fourier serisi katsayilarinin ¢6ziim oldugu uzay tanimlanip uygun norm verilir.
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Tamm 4.2.3. By ile [0, 7] araligindaki Fourier katsayilari olan siirekli fonksiyonlar

kiimesi

{u(t)} = {u1,uz, ..., up, ...}

nin
oo

lorgg |un(t)] < oo
n=

kosulunu saglayanlar1 gosterilsin. By de norm asagidaki sekilde tanimlansin:

o0

LOIEDIFTEATICLE

Acik¢a B Banach uzayidir.

Problemin Coziimii

(4.2.1)-(4.2.3) probleminin zayif ¢éziimiinii
u(z,t) = Z Uy (t) sinnx (4.2.5)
n=1

seklinde arayalim. Burada u,(t) (n = 1, 00) bilinmeyen fonksiyondur. Bunu bulmak

icin (4.2.4) esitligi kullanilarak asagidaki integral denklemi elde edilir:
t
2 w2 (2o -
Un (1) = —//6_2(t - )f (f,T, Zun(T) sin ng) sin n&d&dr. (4.2.6)
™
0 0 n=1

Teorem 4.2.1. Asagidaki kosullar altinda (4.2.6) denkleminin B de tek ¢ozlimii vardir:
1) f(x,t, ) biitiin degiskenlerine gore Q x R bdlgesinde siirekli,

2) |f(x,t,u) — f(x,t,0)] < b(x,t) |u—v|,b(x,t) > 0veb(x,t) € Ly(),

3) f(z,t,0) € La(2).

Lemma 4.2.1.Teorem 4.2.1 in kosullar1 altinda (4.2.6) denkleminin By de en az bir

¢Ozimii vardir.

Ispat. Ardisik yaklagimlar yontemini uygularsak N = 1, 0o olmak iizere (4.2.6) den-
klemi i¢in

t m

UV () — 2//6”5'“(75272)f (5’7_7 iUgN)(T) sin n§> sinnédédr  (4.2.7)
n=1

™
00
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elde ederiz.

AuM(E, ) = S ulM (r)sinng ve {aM(1)} = {u§N>(t),ugN><t),...,ugm(t),...}
n=1

alalim.

Acikca
max |Au™(E,7)] < >, WM @) = 7@, @28

dir. Simdi her N i¢in u™)(t) € By yani 3 max ulM (t)) < 00 oldugunu gostermek

W Z10<t<T

istiyoruz.
Teorem 4.2.1 deki kosullara gore
0<t<T

[@O@®)]| =3 max [u(t)] =0 < o

oldugu agiktir.

N =0 igin

n

ug)(t) = _ eié(tzqz)f (f, 7, Aul® (&, 7')) sinnédédr
2

olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gore uygulanirsa

[N

1
t 3 ¢ 2 2

|u$})(t)| < % /enzk(tsz)dq- / /f({,T, 0)sinnédé | dr
0 o Lo
t 2 :

S(Q—\{;)Q /%/f(f,T,O)sinnSdg dr
0

0

elde edilir. n ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

1 t T 2 %
o0 o] \/’7_1' 2 00 9 .
; ‘ugl)(t)‘ < (;W) ;0/ ;O/f(f,T, 0)sinn&d¢| dr
1 1 t T 2 %
VTN (= 1)’ > |2 ,
< <77T) (Zlm) /Zl ;/f(ﬁ,T, 0)sinnéd¢| dr
n= 0 n= o
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elde edilir. Bessel esitsizligi uygulanirsa

1

o \/E 1 t2 s 2
> Julh()] < <—) M| [ = f2<§m0>d£dr>
phol=(y) e[

_ (%)éMO //f%gm ())dgch)é

elde edilir.
Buradan [[7)(¢)]] , = 20@% D) < (%) Mo [[£(&7,0)l| 50
= (\/i;)é MyM, < oo dir.
N = 11i¢in

uﬁf) (t) = 2 6_@@2_#)][ (f, 7, Au® (&, 7')) sin n&dédr

]
_ % / o= (#-r2) / (f (&7, Au® (€,7)) — £ (£,7,0) + (£, 7,0)) sin nédédr
0 0

olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gore uygulanirsa

(/ f 7, Au 1) (&, T)) —f 0)) sinnfdf] dT)

+% / “(2=2) ) (/t[/ﬂf(ﬁ,T,O)sinnfdQler)Q

0

3 ( |:%/ ( (.7 Au® (& 7)) — f(&7,0) sinnfdf] dT)

2 2
[%/f £, 7,0) Smn{dﬁ] dT)
0

\

N

o\
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elde edilir. n ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

S (4) (S4)

(/ti {%/ﬂ (f (&7 AV (&) = (&7 0))s1nngd5] QdT) 2
" <g>l (i::%) (/Z ! /fﬁTO smngdgl dr)

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

) (/ [renmme ))f(g,T,m)zdng)
@)

() oot
) {jjreree)
< (25) e, o)
) ()

(SIS

b

> ) < (4

n=1

N|=

SIS

elde edilir. Buradan ||z(?(t)

I, = > max
T 0<t<T

() Mo €m0y < ()" Mo [T, 22+ (25)° Mod < o
dir.
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N = 21i¢in
N
uS’) (t)=— e (P >f (5,7’, Au® (¢, T)) sinnédédr

— %/e_nng?_T?)/ (f (&7 Au® (&,7)) — F(&,7,0) + f (& 7,0)) sinnédédr
0 0

olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gére uygulanirsa

0] < <§>é </t [%/ﬂ (f (&7, Au® (&, 7)) = [ (£,7,0)) Sinnﬁdgl 2d7) |
E (2_\{?‘“> (/t {%/ J(&7,0) Sinnafds] er) .

elde edilir. n ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

g\u§><t>\ < (@) (i%) g

(/ti [% (f (&7 Au® (7)) = [ (€,7.0)) sin nfdg} 2 df) |

0 n=1

(22 (el o)

D=

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

S o] < (5 ) (/ [ 5 eran e - f(f,T,O))zdeT)
+ (7> Mo (/%/ﬂ(g,r, o)dgdr)

2
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IA
R

Al

) My (//b2 ¢&,7)|Au® (¢, 7)] dde)
) My (//f2 f,TOd{dT)
)2 My [[@® ()], (//b? (&7) dfd7>
0 0
>2<ﬂﬂ> fq(fwn(Udde)
/]
Vo< ()" M7l 16 i

1
+ (&) Mo IF (67 0)ll gy < (ﬁ) Mo [@®)||, M + (I) Moy < o0
dir.

+
7~ N\

IA
7~ N\
ol

-

Si-

i

elde edilir. Buradan ||z (t) H — E Orilg%

Tlimevarim yontemiyle her NV i¢in dogrulugunu gosterelim:
N =k —1igin

50l = & ga [

1 1 1
+ (%ﬁ) Mo [[f(&7,0)ll,0) < (#) My [[a®*~" )HBT M2+<\/L;> MoMy < o0

olsun.

N = k i¢in
ungH) (t) = 2 67#02772)]0 (f, 7, Aul®) (&, 7')) sin néd&dr
| /
- / / (6,7, Au® (,7)) — [ (€,7,0) + f (£, 7,0)) sin nédedr
0

olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gore uygulanirsa

ot () ([t men - semopama] )

0 0

() ([ [ fremmmced )

0
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elde edilir. n ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

Seors(5) (52)

; o0 % t o n 2 %
(9) (S5) (JE s )
0 n=1 0
elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa
i ‘u(k+1)(t)| < <ﬁ);M /tg/7T (f (5 7 Au® (¢ 7_)) (e 0))2d§d7-
n=1 " B 2 0 ™ ) ) R
+(77T> (/ /f2570d5d7'>
SO
" (Lﬁ) Mo ( / / f2(§m,0)d€d7)
< () et/ frien d&h)
+(%> (//f2§7'0dfd7')

1
2

(k
elde edilir. Buradan |[a"+1(t)|| By = ZOIE&XT

< (&) Mo [T @) 5, 166 iy + (22)" Mo 116 7. O o

1 1
< (&) Mo [a9(0)]| 5, M2+ (&) Mo, < o0 olur. O halde w)(t) € By dir.

Simdi {E(N ) (t)} dizisinin N — oo iken B de diizgiin yakinsak oldugunu gostere-
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lim. Bunun i¢in
+ Z —(N+ 1) (N) (t))

serisinin diizglin yaklnsak oldugunu gostermek yeterlidir.

Oncelikle ‘U%N D (t) —aly ‘ farklar1 i¢in kestirim elde etmek istiyoruz.

o0 - 70 HBT

8

[
:
"

E

=

w0 =2 &%iu )]

1\:2
) Mo A&7 Oy = (2 ) Moty = Ar < o0

AN
VRN
=1‘H

bulunur.

< % / ‘ / 7 (&7, Au? (€,7)) ~ f (€7,0)] |sinne] deiir

olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gore uygulanirsa

W2 (t) - ul ()] < (ﬁ)é ><

2nk
1
t ™ 2 2

/ %/ (f (& Aul) (&,7)) — f(&7,0)sinnéds| dr

0 0

elde edilir. n ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

> o -l = () (Sk)

> /(f(g,T,Au@)(g,T))—f(g,T,O))sinngdg dr

o n=l1 0

=

SR
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elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

2

)iMo (/t%/” (f (&7, AW (€,7)) = f (€, 0))26@7)
%) % Mo ( / / b (&, 7) | AutV (&T)ngdr) 5
%) gy [, ( / / b (€7) dde) E

elde edilir. Buradan Hﬂ@) (t) — ﬂ(l)(t)HBT = Y max u? (t) — u%l)(t)’
=1

1 1
< (\#) My Hﬂ(l)@)Hm Hb(£77—>HL2(Q) < (ﬁ) Mo Az M, < oo dur.

u®

n n

_l u(2) (t)’
7,2 T
< 2 |

3o

(t)

t
o/
olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gore uygulanirsa

o) -0 < (L)

eﬂc(tzT?‘)/ f(& Au® & 7)) =&, Au® (& 7)) | Isinné| dédr

0

2nk

(/ [%/ (f (&, Au® &) —f&, Ay (& 7)) sinn§d§] dT)

N

elde edilir. n ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

R
Zm %
n=1

( / > [% / (f (&7 Au® (€,7) — f (&7, AulV <fm>))sinnfd€] dT)

> o -] < ()

N|=
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elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

> 20 - 10

() e (f2] rcrmoicn - f(g,T,Amn(g,T))ydng)5
<(QQ%M)!jw@ﬂpw”@ﬂ—mw@mVMM)%
<<iﬁém)jjw@ﬂW®@—*WRMM);

()

SIS

1y 2
2

//b2 (& 7) (%)QMUHE(D@)HBT (//b2 (fl,Tl)dfldrl) dedr
LW)%MO- Ar (//62 £,7) (//b2 &1,71) dgldrl) dédr

NI

IN

0

1
2

)éMO AT% _(j]bz(f,T)dde) ]
);Mo AT% (jjb2(§,7)dgdr)2

elde edilir. Buradan |[a®(t) — a®(t)

IN

IN
A/ N 7~

=3 max [ulP(t) — uP(t)

lp, = 2 poax

1 2 1
< [(%) Mo] Ar = 1b(&, )} 0 < [(%) MO] Ap LM < oo di

Tlimevarim yontemiyle her N i¢in dogrulugunu gosterelim:
N =k — Ligin [a®(t) —a® D) = 3 |[ul(t) - uﬁf—”(t)‘
n=1

1 k-1 =
< [(\%)2 Mo] Ar

2
Buradan || (t) —a*~ V(1) = Z max

\/ﬁ (//b2 (& 7) dde) olsun.
10<t<T

uf(0) — uit 1)
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<[() ] ar s et < [ ()
d

0

olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gore uygulanirsa

n 27’Lk

|u(k+1)(t) _ung)@)‘ < (ﬁ)2 y

NI

(/ [% / (f (&7, Au™ (¢,7) — f (&7, Au*™Y <£,T>))sinn€d£] dT)

0

elde edilir. n ye gore toplam alinirsa ve Holder esitsizligi uygulanirsa

n=1

> -l = () (Si)

[NIES

( / > [%/ (f (&7 Au® (6, 7)) — f (& 7, AV (s,ﬂ))sinnfdé] df)

0 0
elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

o0

D |ul (@) = P )]
n=1

N[

= (%E)M / % / (f (&7 Au® (€,7)) = f (&7, AulD (&T)))Qd&h)
< (%);Mo j ] 0 (€, 7) [Au® (€, 7) — AutD (5,7)|2d§d7)2
< <%);Mo /752 (&,7) |ﬂ(k)(t)ﬂ(k1)(t}2d£dr)2
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dedr

0/0/62( 7) [(%)5%‘“%\/% jjb?(g,r)dgdf

= (%)%MO AT\/ﬁ /71? (&) (/]62 (61,T1)d€1d7'1)k1d§d7' 5
i A }
<[(G) ﬁr (//w o)

IA
7 N
-
S~—

]

c?

elde edilir.
—+1) (1 _ (k) o (k1) 1y . (R) )
Buradan |[z* (1) —a®(1)]| , nZ::lOIgtaSXT un () — un (t)

1 k 1 k
< {(\/L;) ’ MOiI AT\/LE ||b(§77)|!]£2(9) < [(\/%7) ’ M0:| AT\/LHMQIC < oo dir.
Buradan

N 00 1
1 )2 1
—(N+1) (k+1 _ —(k) k
)+3 (@ () <3 [<_) Mo| Ar—=nt
k=0 = L\ V!
00 1 k
olur. Y [(\%) ’ Mo] Ar My serisinin yakinsakhigindan {a™(t)} dizisinin By
k=0 '

de diizgiin yakisaklig1 elde edilir. Sonug olarak u(®)(t) + i (@™ (t) —a™M(t))
serisi dlizgiin yakinsaktir.

A}lmoou(NH)(t) = u(t) olsun. {T®™(t)
onu By de siireklidir.

} dizisi diizgiin yakinsak oldugundan w(t) fonksiy-
u(t) fonksiyonunun (4.2.6) integral denklemini sagladigini gostere-
lim:

|ﬂ a1 | _ Z ‘u N+1)(t>‘

<> / o3 () / [f (€m Au(,m) = f (€7 At (€,7))| [sinng] dedr
0

n=1 0
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olur. Cauchy esitsizligi 7 ye gore uygulanirsa

) w00 <3 (L)

(jfuen

elde edilir. Holder esitsizligi uygulanirsa

- (£)'(§2)

[un

T 2

g/ (f & 7, Au (&, 1)) —f(é,T,Au(N) (5,7’)))Sinn§d§] dr)

™
0

IV

(/E:F/KﬂamM@m»f@mAMM@m»ﬁm%%Idﬂ

elde edilir. Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

=

(/ z/ (Fmu(erm) - f (6 (§v7)))2d§dr)
< )J% //“ffhwsf AwMgT%W>
/ / b (€,7) [att) a““(t)fdgdf)é

< (L)l =, ( / / e dw)%

olur. Eger lim |m(t) — a™)

a(t) — ™| < <g)% My x

2

N

E\H

IN
AN
Si-
\_/

=

IN
:1

ol 5, — 0 oldugunu gosterirsek u(t) fonksiyonunun

(4.2.6) integral denklemini sagladig1 sonucu ¢ikar. Cauchy esitsizligi 7 ye gore, Holder
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esitsizligi, Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu uygulanirsa

|ﬂ(t) - E(NJrl) Z |un nNJrl )‘

< z/e—’i’“<t2—72>/\f<g,r,14u & 7)) — f (&7 A (&,7))| |sinng| dédr
0

[N

N[

+
VR
N‘ 3
N————

[ NI
VR
(]
3| =
N——
NI
X

N|=

0 0
1\2 L7 3
S(— M, b (€,7) |u(t) ™+ (¢ !dde)
)l
*(iﬂ QM”( Jrent o | didT)
00
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N|=

< <%)éMoHﬂ(t)—E(N“)(t)HBT j ] b (&, 1) dédr
+(%);MOHE(N“)(t)—H(N)(t)HBT /t ] b* (&,7) dédr §

olur. Buradan

1

70 =00, < (5= ) o 0 =T, 166,

() [

L : a(t) — g+
< (=) 4o ()] 5, Mo +

1 N
ATW [6(8, 7')||L2(Q) ||b(f>7')||L2(Q)

1 N+1
1 2 M. A 1 MN+1
ﬁ 0 T /—N' 2

< (%);MOMQ [a(t) =a™ @), + (%) MoAr VN

elde edilir. ]\}im () —a™ ()| 5, — 0 olur. Boylece u(t) fonksiyonunun (4.2.6)

integral denklemini sagladigi gosterildi.

Lemma 4.2.2. Teorem 4.2.1 in kosullar1 altinda (4.2.6) denkleminin B de en fazla bir

¢Ozimi vardir.

Ispat. Coziimiin tekligini gostermek icin (¢) nin diger bir ¢oziim oldugunu kabul
edelim. [u(t) — v(t)] i¢in kestirim elde edelim:

Cauchy esitsizligi 7 ye gore , Holder esitsizligi, Bessel esitsizligi ve Lipschitz kosulu

uygulanirsa
[a(t) = o(t)] = Y Jun(t) — va(t)]
n=1
< g;%(}/e’i’“(tzTa)o/ |f (&7 Au(&, 7)) — f (&7, Av (€, 7)) [sinné| dédr
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t m

[e=]

N |=

D=

1
2

My / 2 / (f (€7 Au(c, >>f<s,r,Av<5,r>>>2d§dT)

%Mo //b2 &) fut) — v dfd7>2
%);MO —— (]]b? (5,r>d§df)2
00

olur. Boylece

=

lat) - 501, < ( ) My (t) — 56) L, 166710

=

IA
A/~

S-S S

) Mo [a(t) - w(0) ], Mo

VI

(

elde edilir. Buradan [[u(t) —v(t)[| 5, = 0 olur. Yani u(t) = v(t) olup u,(t) = vn(t),

) Moy [[a(t) — 7)),
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(n =1, 00) dir. Bu sonug

=

t

a(t) —o(t)] < (%)éMg / / b2 (&, 7) [a(t) —v(t)|* dedr
:(%YMO /t]ﬂ(t)—ﬁ(t)IQ ]b2(§,¢)d§ dr 5

esitsizligine Gronwall esitsizligi uygulanarak da elde edilebilir.

Yani (4.2.6) integral denkleminin ¢6ziimiiniin tek oldugu gosterildi.

Teorem 4.2.1 in ispati. Lemma 4.2.1 ve Lemma 4.2.2 den (4.2.6) denkleminin tek

¢Oziimii vardir. Boylece teorem ispat edildi.

Teorem 4.2.2. Teorem 4.2.1 kosullar1 altinda (4.2.1)-(4.2.3) probleminin (4.2.5) sek-

lindeki diizgiin yakinsak seri ile temsil edilen tek zayif ¢6ziimii vardir.

Ispat. (4.2.6) denkleminin ¢6ziimii kullanilarak olusturulan (4.2.5) serisi diizgiin yakin-

sak oldugundan siireklidir. (4.2.5) serisinin kismi toplamlar dizisi

l
x,t) = Zun(t) sin nx
n=1

seklindedir. Teorem 4.2.1 ve llimu(l)(x,t) = wu(z,t) den llimf (z,t,up(z,t)) =
f(z, t,u(z,t)) dir.

T w
Sl:// [(%-(-1)%2;2) w + f (2.t ue) 1da:dt
0 0

tanimlansin. lim S; = 0 oldugunu gostermek istiyoruz. Kismi integral alma ard arda

|—00

kullanilarak

S = / / ( (Zun Slnnm) — (- <Zun )" 2ksmnw>>vdxdt
// ,t,uq)) v] dodt
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o 2%
/( (g wn (t smnx)— — k 8% (E U (t smnx))vdxdt
or
0 n=1

+f (x,t,u(l)) vdxdt

=]

™

a2k
/ (——u ) — —1)kta o+ f (36 t ul))> vdzxdt
0

+
°\q Ot~ O\*ﬂ

elde edilir. Buradan

82k
. k
lliglosl // <—u + (—1) t(%%u — f(z,t, u)) vdxdt

olur. (4.2.1) denkleminden

l—o00
dir. Boylece u(x,t) = Y2, u,(t) sin nx fonksiyonu (4.2.1)-(4.2.3) probleminin zayif

¢Oziimiidiir. Teorem ispat edildi.Teorem ispat edildi.

4.3 Yiiksek Mertebeden Degisken Katsayili (¢ ¢arpimli) Hemen Hemen Dogrusal

Parabolik Denklemlerin Coéziimlerinin Varhg:

Bu caligmada agagidaki baslangi¢ ve sinir deger probleminin ¢ézliimiiniin varligini in-

celeriz:
ou o O%Fu
En + (—1)"t otk flz,t,u), (z,t) eQ={0<z<m 0<t<T}, (43.1)
u(xz,0)=0,0<z<m, (4.3.2)
0?u(0,t)  0%u(w,t)
S = e =0 1= 012 k=1 0<St<T. (433)

Burada k& > 1 dogal sayilar, m > 0 ve T > 0 gergel sayilar, f(z,t,u), Q x (—o0, 00)

bolgesinde verilmis fonksiyon ve u = u(z, t) problemin ¢ozimiidiir.

Mevcut probleme iliskin 6zdeger probleminden elde edilen 6zfonksiyonlari igeren Fourier
serisi seklindeki zayif ¢6zlimii verildikten sonra Picard ardisik yaklasimlariyla olustu-
rulan ¢6ziime iligkin dizinin diizgiin yakinsaklig1 gosterilmektedir. Ayrica zayif ¢oziimiin

tekligi de ispatlanmaktadir.
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Tamim 4.3.1. Bir v(z,t) € C*(Q) fonksiyonu eger (4.3.3) deki siir kosullar1 ve

v(x,T) = 0 kosulunu saglarsa test fonksiyonu olarak adlandirilir:

Tamim 4.3.2. Keyfi v(z,t) test fonksiyonu i¢in asagidaki integral esitligini saglayan

u(z,t) € C(N) fonksiyonuna (4.3.1)-(4.3.3) probleminin zayif ¢oziimi denir:

T =

8 a2k
// [(a_: _ (—1)ktm87272) ut f(:z:,t,u)v} dadt = 0. (4.3.4)
00

Fourier serisi formunda zayif ¢6zlim kullanilarak (4.3.1)-(4.3.3) probleminden Fourier
serisi katsayilar1 i¢in dogrusal olmayan sonsuz sayida integral denklem elde edilir.

Fourier serisi katsayilarinin ¢6ziim oldugu uzay tanimlanip uygun norm verilir.

Tamm 4.3.3. By ile [0, 7] araligindaki Fourier katsayilari olan siirekli fonksiyonlar

kiimesi
{ﬂ(t)} = {Ul, U2y ooy Up,y }
nin
o0
max |u,(t)] < oo
£0<I<T

kosulunu saglayanlar1 gosterilsin. By de norm asagidaki sekilde tanimlansin:

o0

w0l = 3 (0]
oa

Acikca By Banach uzayidir.

Problemin Coziimii

(4.3.1)-(4.3.3) probleminin zayif ¢éziimiinii
u(z,t) = Z un(t) sinnz (4.3.5)
n=1

seklinde arayalim. Burada u,(t) (n = 1, 00) bilinmeyen fonksiyondur. Bunu bulmak

icin (4) esitligi kullanilarak agagidaki integral denklemi elde edilir:

t 00
u,(t) = %//e_ﬂﬁ(thrl_TmH)f <§,T, z;un(T) sin nf) sinnéd&dr.  (4.3.6)
00 n=
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Teorem 4.3.1. Asagldaki kosullar altinda (4.3.6) denkleminin By de

M, (1) = max Z / (&,7) |sinné| d€

0<7<¢<T,,
olmak tizere T'My (T) < 1 kosulunu saglayan bir [0, 7°) araliginda tek ¢dziimii vardir:
1) f(x,t, ) biitiin degiskenlerine gore Q x R bdlgesinde siirekli,
2) |f(z,t,u) — fla,t,0)] < bz, t) |u—v|, b(x,t) > 0, b(z,t) € CLQ) ve b(0,t) =
b(m,t) =0,
3) f(z,t,0) € La(Q), f(x,t,0) € CH) ve £(0,t,0) = f(m,t,0) = 0.

Lemma 4.3.1.Teorem 4.3.1 in kosullar1 altinda (4.3.6) denkleminin By de en az bir

¢Ozimii vardir.

Ispat. Ardisik yaklasimlar yontemini uygularsak N = 1, oo olmak iizere (4.3.6) den-

klemi igin

uNHD( //e L m+1)f (f,T, iugN)(T) sinnf) sinnéd&dr
n=1

4.3.7)

elde ederiz.

A (e, 7) = S ufM(r)sinng ve {@M(1)} = {u§N>(t ugm(t),...,ugm(t),...}

alalim. Ag¢ikca

o0

ez |46 )] < 3 e [ )] = [

(4.3.8)

dir. Simdi her N igin w™)(t) € By yani Z max |ul" (t)) < o0 oldugunu géstermek

SZ10<t<T

istiyoruz.

Teorem 4.3.1 deki kosullara gore

—(0
[0 = 3 gm0 =0 <
oldugu agiktur.
N = 0igin
9 t m
2k 1
uld(t) = —//em (o )f (&, Aul (&, 7)) sinn&dédr
T
00
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olur. Buradan

2 ™
(1) < z i
|un (t)| — t()rgggt ﬂ_\/.f (577—7 0) Sin ngdg
0
dir. n ye gore toplam alinirsa
Z ‘un (t)‘ < tmax — [ f(&7,0)sinnédé| = tM (1)
0<r<t T
n=1 n=1 0
. —(1) _ > (1) ‘
elde edilir. Buradan |[u®(t)|| By nz::lolgtang un’(t)| < TM; (1) < oo dir.
N = 11i¢in
t m
(2) 2 _ﬁ(tm+1_7.m+l) (1) .
u ! (t) = — e~ m+1 f (5,7’, Au (5,7)) sin n&dédr
0
00

olur. Ekleme ve ¢ikarma yapilirsa

2
|u$12)(t)| < tmax —
0<r<tTm

/ I (6.7, 4u® (€,7)) — £ (&,,0)| sinng] de
0

0<7<t

—I—tmaxg/|f(§,7',0)sinn§|d§
T
0

elde edilir. n ye gore toplam alinir ve Lipschitz kosulu da uygulanirsa

o

2 w0 < tmang / £ (&7 At (€, 7)) = (&7, 0)| [sinng| dg
n=1 n=1 0

0<r<t

0<r<t

o 2 m
+tmax » — [ |f (& 7,0)sinné|d¢
>/

0<r<t

< tmaxi%/b (&, 1) ‘Au(l) (5,7'){ |sin n&| d€ + tM; (1)
n=1 0

o0}

_ 2 | _
< [0, gmax>2 [ (6,7 sinng] g + )1 (7)
=0

< t[[a @) 5, Mo (7) + My (7)
elde edilir. Buradan
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Hﬂ@)(t)HBT = ZOI?E(T ¢ ( ‘ < T |[a™( ||B o (1) +T M (1) < oo dir.
N = 2i¢in
ud(t) = % / / e mer () 1 (e Au® (€, 7)) sinnédedr
00

olur. Ekleme ve ¢ikarma yapilirsa

|u$l3)(t){ < tmax — /|f &7, Au® (&, T)) —f(f,T,0)| |sin né&| d¢

o<r<t7r

+ tmax — /|f ¢, 7,0)sinné| d¢

o<t

elde edilir. n ye gore toplam alinir ve Lipschitz kosulu da uygulanirsa

<7<t

Z ‘uf’)(t)‘ < tmaXZ%/ |f (ﬁ,T,Au@) (5,7)) — f(5,7,0)| |sin ng| d€

—|—tmaXZ /|f &, 7,0)sinng| d€

o<sr <t

0<r<t

< tmaleg/b &,7) ‘Au@) (& 7)| Isin ng| d€ + tM; (1)
0

max z/b (&, 7) |sinn&| d§ + t My (1)

o0

- Br g<r<td—~r
n=1 0

<t|[@® ()] 5, Mz () + tMy (1)

elde edilir. Buradan

[#O, = 5=

10<t<T
Tlimevarim yontemlyle her N igin dogmlugunu gosterelim:

5 (1) +TM, (1) < oo dir.

a0 < T [720)]| 5, M

_ o _ (k) (-
N = k—1igin [a®@t)], = Z&?&’% 0] < TIEED@|,, M (r) +
TM; (1) < oo olsun.
N = k i¢in
t
2 2k tm+1 'm+1 k)
ulk+D (1) = —//e i ( >f (& 7, Aul ) (&, 7)) sinnédédr
T
00
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olur. Ekleme ve ¢ikarma yapilirsa

o<r<tTr

|u$lk+1)(t)} < tmax — /‘f ¢, 7, Au®) (¢, 7)) —f(§77'70)| |sin né| d§

+ tmax — /|f &, 7,0)sinn| d§

o<r<tTr

elde edilir. n ye gore toplam alinir ve Lipschitz kosulu da uygulanirsa

0<7—<t

Z|u§f+1 <tmaxz /}f & m, AuM (€,7)) — £ (€,7,0)] sinné| dé

0<r<t
n—=

+tmaxZ%/ |f (&,7,0)sinn&| d§
0

< tmaleg/b (&, 7) |Au(k) (5,7')‘ |sin n&| d§ + tM; (1)
0

0<r<t

o0

2 ™
Iy quas > [b(67)fsinne]dg -+ 20 (7)
=L

<t|[@® @), Mo (7) + M ()

<t ||ﬂ(k)

o —(k+1)
elde edilir. Buradan ||u**1)(t)]| By = Z ogliXT

T M, (1) < oo olur. O halde 7™ (t) € BT dir.

WD (t)’ <T ||ﬂ<k) M, (1) +

Ol s,

Simdi {H(N ) (t)} dizisinin N — oo iken B de diizgiin yakinsak oldugunu gostere-

lim. Bunun i¢in

+ i N+1) (N)<t))
N=0

serisinin diizgiin yakimsak oldugunu gostermek yeterlidir. Oncelikle }u (N (1) — aM (1) |

farklar1 i¢in kestirim elde etmek istiyoruz.

[ ) =7 )|,
. > (1) o (0) . 1) B
_ ZmXT uD() — uO()] = mxT WD(0)] < TM, () = Ap < o0
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bulunur.

|2 () = u (1)]

t ™

< %/ " /\f(é,r,Auu) (€.7)) — £ (€,7,0)| |sinng| dédr

e_TH(th»l m+l)
0 0

< tmax — /|f &7, AuW (&, 7')) —f(f,T,O)} |sin n&| d§

o<r<tTr

olur. n ye gore toplam alinir ve Lipschitz kosulu da uygulanirsa

o

D [uP(t) —uP ()]

o0 2 =
< tog%;; / £ (&7 AV (£,7)) — f (&, 7,0)|[sinng| dg

0

< tomaxZ% / b€, 7) [ Aut) (€, 7)| sinné] d¢

§tHﬂ(1)( maXZ / (&, 7) |sinné| d€

Br 0<T<t

S tATMQ (7')

elde edilir. Buradan ||z®(¢) — u*
dur.

z max [ul?(t) — ul ()| < TArM, (1)

} } Br 10§tST

t'm+1 m+1

/|f &1, Au? (&,7)) — £ (&7, AV (¢, 7)) |sinné| dédr

< tmax — /‘f &7, Au® (&, 7')) f(f',T,Au(l) ({,T))Hsinnﬂdf

0<r<tTr
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olur. n ye gore toplam alinir ve Lipschitz kosulu da uygulanirsa

D) = uP )]
n=1

< tmax 32 / £ (&7 Au® (&, 7)) = f (&7, Aul) (€, 7)) | [sinng | dg

0<7r<t

< tmaxi%/b (&, 7) |Au® (&, 7) — Aul) (&, 7)| [sinné| dé
n=1 0

0<r<t

(0.0 2 n
< tmale;/b (€.7) [[a® () — a (1)), [sinne] de
=0

™

2
< tTAp M, (1) max %/b (&, 7) |sinng| d€
- T n=1 0

[e.o]

<tTArMs () My (7)

elde edilir. Buradan ||z (¢) — u(® (t)HBT = Zlorga%}% u$D (1) = uld (1) < T2ApM2 (1)
dir. -

[ui? (8) — ud) (2)]
¢
gl
<z
s
0

2
< tmax —
0<7<tm

6_%<tm+1_7_m+1)

/ 1 (€7 Au® (6,7)) — F (6,7, Au® (€, 7)) | |sinng] dedr
0

/ [f (& 7. Au® (€,7)) = f (&, 7, Au® (&, 7)) | [sinng] dg
0
olur. n ye gore toplam alinir ve Lipschitz kosulu da uygulanirsa

D Pt =P )]
n=1

0<7<t

< tmaxZ%/ ‘f (5,7’, Au® (5,7')) —f (5,7, Au® (5,7))‘ |sin né&| d¢
n=1 0

0<r<t

< tmaXZ;%/b (6,7) |Au® (€,7) — Au® (€,7)] sinng] de
=i 9
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™
o)

2
<t0n<13§t / &, ||u —E(Q)(t)HBT |sin n&| d§
n=1 0

< tT?Ap M3 (1 maxz / (&, 7) |sinng| d€

0<T<t

< tT?Ap M2 (1) My (7)

ili () —g® =
elde edilir. Buradan |7 (t) — a® (1), ZloIEﬂXT
dir.

W) —uP ()| < T3Ar M2 (1)

Tlmevarim yontemiyle her N i¢in dogrulugunu gosterelim:

N =k —1igin

[a® (1) = a* ()| 5, = X max uP () — uV (@) < TH1Ar ME (7) olsun.
=i - =

N = k igin

[ug ™ (1) — u (8)]

t

2J/
S;__
T

0

_ n2k (ﬂn+1 FmAl

e m+1

) / | (&, Au™ (&,7)) = £ (&, Au®V (&, 7)) | [sinné| dédr

< tmax — /‘f ¢, 7, Aul* (£ 7')) —f(ﬁ,T,Au(kfl) (5,7’))| |sin n&| d§

0<7<t7r

olur. n ye gore toplam alinir ve Lipschitz kosulu da uygulanirsa

D uf ) — uP(0)]

o0 2 g
étmax2;/\f(£,r,Au<k> (€,7)) = (&7, AuD (¢, 7)) | |sinné| dg
0

0<r<t

< tmaxi%/b (&, 7) ‘Au(k) &1)— Ay (5,7’)‘ |sin n&| d§

0<r<t

§tmaxz / &, 1) Huk) a* V(¢ )HBT |sin né&| d¢

0§T<t
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™
o0

2
< ATF YA ME (1) max —/b (&,7) [sinné| d¢
T T
T T on=1 0

< tTF YA ME=Y (1) My (1)

elde edilir. Buradan

[@®+0(t) — (¢ ” _ Z()I?ta%)% EFD () — o) (t)‘ < T*ApMF (1) dur.
Buradan
N 0o
™+ (1) )+ Z a1 ( t)) < ZT’“ATMéC (1)
k=0 k=0

olur. TM, (7) < 1kosulu altinda iO:T * Ar M} (1) serisinin yakinsakligindan {u™ (¢) }
dizisinin BT de diizgiin yakmsakﬁg elde edilir. Sonug olarak

a®(t) + Z (@™ () =™ (t))

serisi duzgun yakinsaktir.

lim V) (¢) = u(t) olsun. {w™)(¢)} dizisi diizgiin yakinsak oldugundan u(¢) fonksiy-

N—o0
onu By de siireklidir. %(t) fonksiyonunun (4.3.6) integral denklemini sagladigini gostere-

lim:
|ﬂ N+1 { _ Z ‘Un N+1)( )‘
< Z%/ G /(f(g,f, Au(&,7)) = f (&7, Ad™) (¢, 7)) [sin né| dédr
n=1 0

<D tmax— /}f &1 Au (€, 7)) — f (&7, Au™ (€,7)) | [sin ng| dé

0<T<t

<tmaxz / & T }Au &1)— Au™ (&, 7 ||51nn§|d§

2
< tggggtz;—r / b(&.7) |[7(t) — T (1) 5, Isinng] de
=0

<My (7) [[u(t) =T ()|,

olur. Eger A}im Hﬂ(t) — = 0 oldugunu gosterirsek u(t) fonksiyonunun

Ol 5,
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(4.3.6) integral denklemini sagladig1 sonucu ¢ikar.

|ﬂ(t> N+1) Z ‘u (N+1) t)‘

t ™

/ 1 (67, Au(€,7)) — f (6.7, Aut™ (€,7))| |sinné]| dedr

< itmaxg/ }f(f,T,Au( 7)) — f (§,T,AU(N) (5,7'))| |sin né&| d¢

+ tmax — /‘f ¢, 7, AuNtY (5 7')) —f(f,T,Au(N) (5,7’))‘ |sin n&| d§

0<7<t7r

0<r<t

< tmalegfb &, 1) }Au (€, 7) — AuN+D (5,7)| |sin n&| d€
0

+ tmaxi%/b (&, 7) |Au™N Y (&, 1) — Au™) (€, 1) [sinné| dé
1%

0<r<t

oo

§tmax2% b(&,7) [[u(t) —a™ D ()| ;. |sinng|de

0

+ tmaXZ%/b (& 7) [[a™ () — E(N)(t)HBT |sin n&| d¢
1

0<7r<t
n=

< tM, (7 H” N+1 )HBT + tM; (1) HH(N—H)(t) — ™ t)HBT

olur. Buradan

@) =7,

—a )|, + TM: (7) [@™ (1) — a™)

(t) Bl g,
W(t) _ E(N+1)(t>HBT + TN+1M2N+1 (T) Ap

= O olur.

elde edilir. "M, (7) < 1 kosulu da dikkate alinirsa A}im () —a™ @) By

Boylece u(t) fonksiyonunun (4.3.6) integral denklemini sagladig1 gosterildi.
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Lemma 4.3.2. Teorem 4.3.1 in kosullar1 altinda (4.3.6) denkleminin By de en fazla bir

¢Ozimii vardir.

Ispat. Coziimiin tekligini gostermek icin (¢) nin diger bir ¢oziim oldugunu kabul
edelim. [u(t) — v(¢)| igin kestirim elde edelim:

o0

[a(t) = o(6)] = Y [un(t) = va(t)]

n=1

t ™

/ (€ Au (&, 7)) — (€7 Av (€, )] [sinné] dedr

0

<Y tmax /|f €7, Au(€,7)) — [ (6,7, Av (€, 7)] sinné] de

<tmaxz / (&, 71)|Au (&, 1) — Av (&, 7)] |sinn&| d§

0<T<t

< tmax Y2 / b (&) () = (1), Isinne] g
- T n=1 0

olur. Buradan
[a(t) = v(t)|l 5, < TMa(7)|[u(t) —o(t)| 5,

elde edilir. 7'M, () < 1 kosulu da dikkate alnirsa |[w(t) — v(t)|| 5, = 0 olur. Béylece
u(t) = v(t) olup u,(t) = v,(t), (n=1,00) olur. Yani (4.3.6) integral denkleminin

¢Ozlimiiniin tek oldugu gosterildi.

Teorem 4.3.1 in ispati. Lemma 4.3.1 ve Lemma 4.3.2 den (4.3.6) denkleminin tek

¢Oztiimii vardir. Boylece teorem ispat edildi.

Teorem 4.3.2. Teorem 4.3.1 kosullar altinda (4.3.1)-(4.3.3) probleminin (4.3.5) sek-

lindeki diizgiin yakinsak seri ile temsil edilen tek zayif ¢coziimii vardir.

Ispat. (4.3.6) denkleminin ¢oziimii kullanilarak olusturulan (4.3.5) serisi diizgiin yakin-
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sak oldugundan siireklidir. (4.3.5) serisinin kismi toplamlar dizisi

I
t) = Zun(t) sin nx
n=1

seklindedir. Teorem 4.3.1 ve llim uqy(z,t) = u(x,t) den
llimf (fL‘,t, u(l)(x,t)) = f(z,t,u(x,t)) dr.

T m
ov 0%y
00

tanimlansin. lim .S; = 0 oldugunu gdstermek istiyoruz. Kismi integral alma ard arda

l—o0

kullanilarak

/ / (57 (e - 0 (St snns ) )t
; / e

] (-5 () e o (S o)) i
; / [rte s

/ / ( 9w~ (0L z>+f(xtul))>vdxdt

elde edilir. Buradan

T «
o 1 = atu aka’U, T,l,Uu vaxr
0 0

olur. (4.3.1) denkleminden
lhm Sl =0

dir. Boylece u(x,t) = >, u,(t) sin nx fonksiyonu (4.3.1)-(4.3.3) probleminin zay:f

¢Oziimiidiir. Teorem ispat edildi.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuglar

Bu tez calismasinin esas kismini olusturan Arastirma Bulgular1 boliimiinde ele alinan
problemlerin ¢6ziimlerinin varlig1 ve tekligi incelendi.

m = 0, m = 1 ve m dogal say1 olmak iizere ¢ nin problem f{izerindeki etkisi
arastirildi. Birinci kisimda m = 0 durumunda £ > 1 ic¢in Teoremdeki kosullar al-
tinda varlik ve tekligin her sinirhh 7' i¢in gecgerli oldugu yani global varlik ve teklik
ispatlandi. Ikinci kisimda m = 1 durumunda k& > 1 igin Teoremdeki kosullar altinda
varlik ve tekligin her sinirl 7" i¢in gecerli oldugu yani global varlik ve teklik ispatlandi.
Ucgiincii kisimda m dogal say1 olma durumunda k > 1 igin Teoremdeki kosullar altinda
varlik ve tekligin kiigiik bir aralik olan [0, 7°) i¢in gegerli oldugu yani lokal varlik ve
teklik ispatlandi.

5.1 Oneriler

Ele alinan denklemler yerine pseudo parabolik denklemler i¢cin benzer ¢aligmalar yapila-
bilir.

Ele alinan denklemler i¢in sinir deger problemi i¢in benzer ¢alismalar yapilabilir.
Sadece parabolik degil ayn1 zamanda hiperbolik ve eliptik diferansiyel denklemler i¢in

de degisken katsayili durumda benzer ¢aligmalar yapilabilir.
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