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1. G�IR�IŞ

Mühendislik, Fizik ve di�ger uygulamal� bilimlerin birçok dal�nda karş�m�za c�kan di-

namik sistemlerin ve problemlerin k�smi diferansiyel denklemler ile ifade edilebilmesin-

den dolay� k�smi diferansiyel denklemler teorisi matemati�gin çal�şma alanlar� içinde

a�g�rl��g�n� hissettirmekte ve önemli bir yer tutmaktad�r. K�smi diferansiyel denklem-

ler günümüzde do�gan�n temel kanunlar�n�n matematiksel modelle formüllendirilme-

sinde, uygulamal� matemati�gin geniş bir alan�nda, matematiksel �zikte birden çok

de�gişkene ba�gl� kapsaml� de�gişik problemlerin matematiksel olarak analizinde ve mü-

hendislikte karş�m�za ç�kt�klar�ndan dolay� matematiksel birçok bilimde, özellikle �zik,

geometri ve analizde merkezi bir rol oynar. Bugün matematiksel �zikte birçok prob-

lem k�smi diferansiyel denklemlere uygun başlang�ç ve / veya s�n�r koşullar� verilerek

tan�mlanabilmektedir. Bu problemler, verilen ek koşullara ba�gl� olarak başlang�ç, s�n�r

veya başlang�ç ve s�n�r de�ger problemleri olarak adland�r�lmaktad�r. Bütün �ziksel teo-

remlerin temeli k�smi diferansiyel denklemlere dayanmaktad�r. Diferansiyel denklem-

ler teorisi, matematiksel disiplinler içerisinde en önemlisidir [1].

Genel olarak ikinci mertebeden k�smi diferansiyel denklemler hiperbolik, parabolik ve

eliptik olmak üzere üç s�n�fta toplan�rlar. Daha yüksek mertebeden k�smi diferansiyel

denklemler için de her ne kadar ikinci mertebeden k�smi diferansiyel denklemlerde

oldu�gu kadar kolay belirlenemese de benzer s�n��and�rma bulunmaktad�r.

Bugün elimizde bulunan birçok teorik ve uygulamal� çal�şma iki veya daha yüksek

mertebeli k�smi diferansiyel denklemler içermektedir. Bu denklemleri bar�nd�ran baz�

klasik ve klasik olmayan problemlerin çözümleri için daha geniş bilgi almak isteyenler

[2], [3], [4], [5], [1], [8], [9], [10], [11], [12], [13] kaynaklar�na ve bunlar�n içindeki

referanslara başvurabilir.

Bu tez beş bölümden oluşmaktad�r. Birinci bölüm olan giriş bölümünden sonra, bizim

üzerinde çal�şt��g�m�z denkleme benzer daha önce yap�lan çal�şmalara de�gindi�gimiz

Önceki Çal�şmalar ad�n� alan ikinci bölümde, ele al�nan konu ve denklemler ile ilgili

var olan literatürün özeti verilmiştir.

Sonraki bölümlerde kullan�lacak olan baz� temel kavramlar, tan�mlar, eşitsizlikler, uza-

ylar ve teoremler ile ikinci mertebeden k�smi diferansiyel denklemi içeren başlang�ç

ve / veya s�n�r de�ger problemi için baz� teoremler ve buna örnekler ile problemin

de�gişkenlerine ayr�lmas� (Fourier serisi) yöntemiyle çözümüne ilişkin kaynaklaraMater-

yal ve Metod ad�n� verdi�gimiz üçüncü bölümde yer verilmiştir. Araşt�rma Bulgular�
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olarak adland�r�lan dördüncü bölüm ise tezin orijinal k�sm�d�r. Bu bölüm üç k�s�mdan

oluşmaktad�r.

Birinci k�s�mda s�n�rl� bölgede yüksek mertebeden hemen hemen do�grusal sabit kat-

say�l� parabolik tipten aşa�g�daki denklem için başlang�ç ve s�n�r de�ger problemi ele

al�nm�şt�r:

@u

@t
+ (�1)k @

2ku

@x2k
= f(x; t; u):

Burada k � 1 do�gal say�lar, f(x; t; u); 
 � (�1;1) bölgesinde verilmiş fonksiyon
ve u = u(x; t) problemin çözümüdür.

�Ikinci k�s�mda s�n�rl� bölgede yüksek mertebeden hemen hemen do�grusal de�gişken kat-

say�l� (t li) parabolik tipten aşa�g�daki denklem için başlang�ç ve s�n�r de�ger problemi

ele al�nm�şt�r:

@u

@t
+ (�1)kt@

2ku

@x2k
= f(x; t; u):

Burada k > 1 do�gal say�lar, f(x; t; u); 
 � (�1;1) bölgesinde verilmiş fonksiyon
ve u = u(x; t) problemin çözümüdür.

Üçüncü k�s�mda s�n�rl� bölgede yüksek mertebeden hemen hemen do�grusal de�gişken

katsay�l� (tm li) parabolik tipten aşa�g�daki denklem için başlang�ç ve s�n�r de�ger prob-

lemi ele al�nm�şt�r:

@u

@t
+ (�1)ktm@

2ku

@x2k
= f(x; t; u):

Burada k � 1 do�gal say�lar, m > 0; f(x; t; u); 
 � (�1;1) bölgesinde verilmiş
fonksiyon ve u = u(x; t) problemin çözümüdür.

m = 0 ve f(x; t; u) = F (x; t) durumunda homojen olmayan denklemin homojen

başlang�ç veya s�n�r koşullar�yla birlikte problem, homojen denklemli homojen ol-

mayan başlang�ç veya s�n�r koşullu probleme dönüşece�gi ve ayr�ca e�ger homojen ol-

mayan denklem homojen olmayan başlang�ç veya s�n�r koşullar�yla verilse bu durumda

problem bu iki durumdakilere dönüşece�gi bilinmektedir. Bu problemlerin çözümü için

de�gişkenlerin ayr�lmas� yöntemi lineer birleşim ilkesiyle birlikte yayg�n olarak kul-

lan�lmaktad�r. Bu yöntem Fourier seri yöntemi veya özfonksiyon aç�l�m� yöntemi olarak

da bilinmektedir [14].
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Yukar�da verilen k�s�mlardaki problemlerin çözümlerinin varl��g� ve tekli�gi incelenmek-

tedir. Bu amaçla problemlere ilişkin özde�ger probleminden elde edilen özfonksiyonlar�

içeren Fourier serisi şeklindeki zay�f çözümü verildikten sonra Picard ard�ş�k yaklaş�m-

lar�yla oluşturulan çözüme ilişkin dizinin düzgün yak�nsakl��g� gösterilmektedir. Çözü-

mün ön kestirimlerine dayan�larak uygun koşullar alt�nda Fourier serisi formunda zay�f

çözümün varl��g� ve tekli�gi ispatlanmaktad�r.

Beşinci bölümde ise, tezde elde edilen sonuçlar ve öneriler verilmiştir.
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2. ÖNCEK�I ÇALIŞMALAR

K�smi diferansiyel denklemlerin birço�gunun hiperbolik, parabolik ve eliptik tiplerinden

biri oldu�gu bilinmektedir. Konik denklem s�n��and�r�lmas� yard�m�yla ikinci mertebe-

den iki ba�g�ms�z de�gişkenli k�smi diferansiyel denklemlerin s�n��and�rmaktay�z. Elim-

izdeki en yal�n haldeki k�smi diferansiyel denklemler dalga (hiperbolik), �s� (parabolik)

ve Laplace (eliptik) denklemleri olarak s�ras�yla aşa�g�da verilmiştir:

utt � c2uxx = 0;

ut � kuxx = 0;

uxx + uyy = 0:

Matematiksel �zikte ve yine birçok uygulamal� bilimde karş�m�za ç�kan birçok prob-

lem k�smi diferansiyel denklemlere özellikle yukar�da verilen tipten veya bunlar� içeren

problemlere indirgenirler. �Ikinci mertebeden olan k�smi diferansiyel denklemleri içeren

problemler çeşitli yönlerden çal�ş�lm�şt�r. Ancak karş�laş�lan çeşitli zorluklardan dolay�

yüksek mertebeli denklemler için bu yönlü çal�şmalar azd�r.

Baouendi ve Grisvard 1968 de x@u
@t
+ (�1)m @2mu

@x2m
= f(x; t) denklemi için s�n�r de�ger

probleminin çözülebilirli�gini gösterdi [2].

Amanov and Yuldasheva 2009 da @2ku
@x2k

� @2u
@t2

= f(x; t) denklemi için s�n�r de�ger

problemlerinin çözülebilirli�gini gerçekleştirdiler. Bu çal�şmada k n�n tek de�gerleri için

hiperbolik tipe dönüşen denklem için s�n�r de�ger problemi çal�şman�n zorlu�gu or-

tadad�r [8].

Amanov and Ashyralyev 2014 te @2ku
@x2k

+ @2u
@t2

= f(x; t) denklemi için başlang�ç ve

s�n�r de�ger ile s�n�r de�ger problemlerinin çözülebilirli�ginin k n�n tekli�gi ve çiftli�gine

ba�gl� oldu�gunu gerçekleştirdiler [9]. Bu çal�şmada da k n�n tekli�gi ve çiftli�gine ba�gl�

olarak ortaya ç�kan eliptik tip için de başlang�ç koşullar�ndan ve hiperbolik tip için

s�n�r koşullar�ndan dolay� çal�şman�n zorlu�gu ortadad�r.

Amanov 2015 te tm@2ku
@x2k

+ (�1)k @u
@t
= f(x; t) denklemi için başlang�ç ve s�n�r de�ger

probleminin çözülebilirli�gini gösterdi [11].

Sabitov 2015 te @2ku
@t2k

� @2ku
@x2k

= f(x; t) denklem için s�n�r de�ger probleminin çözülebilir-

li�gini gerçekleştirdi [10].
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Kozhanov and Pinigina 2017 de (�1)k @2ku
@t2k

+ @
@xi
(aij(x)uxj) � a(x)u = f(x; t) den-

klemi için s�n�r de�ger probleminin çözülebilirli�gini gerçekleştirdi [12].

Ciftci ve Halilov 2008 de @u
@t
� a2 @2u

@x2
= f(x; t; u) denklemi için başlang�ç ve devirli

s�n�r de�ger probleminin çözülebilirli�gini gösterdi [6].

Halilov ve Ciftci 2009 da @u
@t
� a2 @2u

@x2
� " @3u

@x2@t
= f(x; t; u) denklemi için başlang�ç ve

devirli s�n�r de�ger probleminin çözülebilirli�gini gösterdi [7].

Yuldasheva 2019 da @2u
@t2
�a2 @2ku

@x2k
= f(x; t; u) diferansiyel denklemi için t ye göre s�n�r

ve x e göre devirli s�n�r de�ger probleminin çözülebilirli�gini gösterdi [13].
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3. MATERYAL VE METOT

Sonraki bölümlerde kullan�lacak olan baz� temel kavramlar, tan�mlar, eşitsizlikler, uza-

ylar ve teoremler ile ikinci mertebeden k�smi diferansiyel denklemi içeren başlang�ç

ve / veya s�n�r de�ger problemi için baz� teoremler ve buna örnekler ile problemin

de�gişkenlerine ayr�lmas� (Fourier serisi) yöntemiyle çözümüne ilişkin [14], [3], [4],

[5], [1] kaynaklara ve bunlar�n içindeki referanslara başvurulabilir.

Ele al�nan problemlerin çözümlerinin varl��g� ve tekli�gi incelenmektedir. Bu amaçla

problemlere ilişkin özde�ger probleminden elde edilen özfonksiyonlar� içeren Fourier

serisi şeklindeki zay�f çözümü verildikten sonra Picard ard�ş�k yaklaş�mlar�yla oluştu-

rulan çözüme ilişkin dizinin düzgün yak�nsakl��g� gösterilmektedir. Daha sonra düzgün

yak�nsad��g� fonksiyonun sürekli oldu�gu dikkate al�narak ilişkin integral denklemi-

nin sa�gland��g� gösterilmektedir. Nihayet çözümün ön kestirimlerine dayanarak uygun

koşullar alt�nda Fourier serisi formunda zay�f çözümün varl��g� ve tekli�gi ispatlanmak-

tad�r.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

Bu bölümün her bir k�sm� di�gerinden ba�g�ms�zd�r.

4.1 Yüksek Mertebeden Sabit Katsay�l� Hemen Hemen Do�grusal Parabolik Den-

klemlerin Çözümlerinin Varl��g�

Bu k�s�mda aşa�g�daki başlang�ç ve s�n�r de�ger probleminin çözümünün varl��g�n� ve

tekli�gini inceleriz:

@u

@t
+ (�1)k @

2ku

@x2k
= f(x; t; u); (x; t) 2 
 = f0 < x < �; 0 < t < Tg ; (4.1.1)

u(x; 0) = 0; 0 � x � �; (4.1.2)

@2lu(0; t)

@x2l
=
@2lu(�; t)

@x2l
= 0; l = 0; 1; 2; :::; k � 1; 0 � t � T: (4.1.3)

Burada k � 1 do�gal say�lar, T > 0 gerçel say�lar, f(x; t; u); 
�(�1;1) bölgesinde
verilmiş fonksiyon ve u = u(x; t) problemin çözümüdür.

Mevcut probleme ilişkin özde�ger probleminden elde edilen özfonksiyonlar� içeren Fourier

serisi şeklindeki zay�f çözümü verildikten sonra Picard ard�ş�k yaklaş�mlar�yla oluştu-

rulan çözüme ilişkin dizinin düzgün yak�nsakl��g� gösterilmektedir. Ayr�ca zay�f çözümün

tekli�gi de ispatlanmaktad�r.

Tan�m 4.1.1. Bir v(x; t) 2 C2k(
) fonksiyonu e�ger (4.1.3) deki s�n�r koşullar� ve

v(x; T ) = 0 koşulunu sa�glarsa test fonksiyonu olarak adland�r�l�r:

Tan�m 4.1.2. Key� v(x; t) test fonksiyonu için aşa�g�daki integral eşitli�gini sa�glayan

u(x; t) 2 C(
) fonksiyonuna (4.1.1)-(4.1.3) probleminin zay�f çözümü denir:

TZ
0

�Z
0

��
@v

@t
� (�1)k @

2kv

@x2k

�
u+ f(x; t; u)v

�
dxdt = 0: (4.1.4)

Fourier serisi formunda zay�f çözüm kullan�larak (4.1.1)-(4.1.3) probleminden Fourier

serisi katsay�lar� için do�grusal olmayan sonsuz say�da integral denklem elde edilir.

Fourier serisi katsay�lar�n�n çözüm oldu�gu uzay tan�mlan�p uygun norm verilir.

Tan�m 4.1.3. BT ile [0; T ] aral��g�ndaki Fourier katsay�lar� olan sürekli fonksiyonlar

kümesi

fu(t)g = fu1; u2; :::; un; :::g
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nin 1X
n=1

max
0�t�T

jun(t)j <1

koşulunu sa�glayanlar� gösterilsin. BT de norm aşa�g�daki şekilde tan�mlans�n:

ku(t)k =
1X
n=1

max
0�t�T

jun(t)j :

Aç�kça BT Banach uzay�d�r.

Problemin Çözümü

(4.1.1)-(4.1.3) probleminin zay�f çözümünü

u(x; t) =

1X
n=1

un(t) sinnx (4.1.5)

şeklinde arayal�m. Burada un(t) (n = 1;1) bilinmeyen fonksiyondur. Bunu bulmak
için (4.1.4) eşitli�gi kullan�larak aşa�g�daki integral denklemi elde edilir:

un(t) =
2

�

tZ
0

�Z
0

e�n
2k(t��)f

 
�; �;

1X
n=1

un(�) sinn�

!
sinn�d�d�: (4.1.6)

Teorem 4.1.1.Aşa�g�daki koşullar alt�nda (4.1.6) denklemininBT de tek çözümü vard�r:

1) f(x; t; u) bütün de�gişkenlerine göre 
�R bölgesinde sürekli,
2) jf(x; t; u)� f(x; t; v)j � b(x; t) ju� vj, b(x; t) > 0 ve b(x; t) 2 L2(
);
3) f(x; t; 0) 2 L2(
).

Lemma 4.1.1. Teorem 4.1.1 in koşullar� alt�nda (4.1.6) denkleminin BT de en az bir

çözümü vard�r.

�Ispat. Ard�ş�k yaklaş�mlar yöntemini uygularsak N = 1;1 olmak üzere (4.1.6) den-

klemi için

u(N+1)n (t) =
2

�

tZ
0

�Z
0

e�n
2k(t��)f

 
�; �;

1X
n=1

u(N)n (�) sinn�

!
sinn�d�d� (4.1.7)

elde ederiz.

Au(N)(�; �) =
1P
n=1

u
(N)
n (�) sinn� ve

�
u(N)(t)

	
=
n
u
(N)
1 (t); u

(N)
2 (t); :::; u

(N)
n (t); :::

o
8



alal�m. Aç�kça

max
0���T

��Au(N)(�; �)�� � 1X
n=1

max
0���T

��u(N)n (�)
�� = 

u(N)(�)



BT
(4.1.8)

dir. Şimdi her N için u(N)(t) 2 BT yani
1P
n=1

max
0�t�T

���u(N)n (t)
��� <1 oldu�gunu göstermek

istiyoruz.

Teorem 4.1.1 deki koşullara göre



u(0)(t)

 = 1X
n=1

max
0�t�T

��u(0)n (t)�� = 0 <1
oldu�gu aç�kt�r.

N = 0 için

u(1)n (t) =
2

�

tZ
0

�Z
0

e�n
2k(t��)f

�
�; �; Au(0) (�; �)

�
sinn�d�d�

olur. Cauchy eşitsizli�gi � ye göre uygulan�rsa

��u(1)n (t)�� � 2

�

0@ tZ
0

e�2n
2k(t��)d�

1A
1
2
0@ tZ
0

24 �Z
0

f(�; �; 0) sinn�d�

352 d�
1A

1
2

�
�

1

2n2k

� 1
2

0@ tZ
0

24 2
�

�Z
0

f(�; �; 0) sinn�d�

352 d�
1A

1
2

elde edilir. n ye göre toplam al�n�rsa ve Hölder eşitsizli�gi uygulan�rsa

1X
n=1

��u(1)n (t)�� �
 1X
n=1

1

2n2k

! 1
2

0@ 1X
n=1

tZ
0

24 2
�

�Z
0

f(�; �; 0) sinn�d�

352 d�
1A

1
2

� 1p
2

 1X
n=1

1

n2

! 1
2

0@ tZ
0

1X
n=1

24 2
�

�Z
0

f(�; �; 0) sinn�d�

352 d�
1A

1
2

9



elde edilir. Bessel eşitsizli�gi uygulan�rsa

1X
n=1

��u(1)n (t)�� � 1p
2

�
�2

6

� 1
2

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

f 2(�; �; 0)d�d�

1A
1
2

elde edilir. Buradan


u(1)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(1)n (t)��� � ��6 � 12 kf(�; �; 0)kL2(
)
=
�
�
6

� 1
2 M1 <1 d�r.

N = 1 için

u(2)n (t) =
2

�

tZ
0

�Z
0

e�n
2k(t��)f

�
�; �; Au(1) (�; �)

�
sinn�d�d�

=
2

�

tZ
0

e�n
2k(t��)

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(1) (�; �)

�
� f (�; �; 0) + f (�; �; 0)

�
sinn�d�d�

olur. Cauchy eşitsizli�gi � ye göre uygulan�rsa

��u(2)n (t)��
� 2

�

0@ tZ
0

e�2n
2k(t��)d�

1A
1
2
0@ tZ
0

24 �Z
0

�
f
�
�; �; Au(1) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

+
2

�

0@ tZ
0

e�2n
2k(t��)d�

1A
1
2
0@ tZ
0

24 �Z
0

f (�; �; 0) sinn�d�

352 d�
1A

1
2

�
�

1

2n2k

� 1
2

0@ tZ
0

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(1) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

+

�
1

2n2k

� 1
2

0@ tZ
0

24 2
�

�Z
0

f(�; �; 0) sinn�d�

352 d�
1A

1
2

10



elde edilir. n ye göre toplam al�n�rsa ve Hölder eşitsizli�gi uygulan�rsa

1X
n=1

��u(2)n (t)��
� 1p

2

 1X
n=1

1

n2

! 1
2

0@ tZ
0

1X
n=1

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(1) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

+
1p
2

 1X
n=1

1

n2

! 1
2

0@ tZ
0

1X
n=1

24 2
�

�Z
0

f(�; �; 0) sinn�d�

352 d�
1A

1
2

elde edilir. Bessel eşitsizli�gi ve Lipschitz koşulu uygulan�rsa

1X
n=1

��u(2)n (t)��
� 1p

2

�
�2

6

� 1
2

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(1) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�2
d�d�

1A
1
2

+
1p
2

�
�2

6

� 1
2

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

f 2(�; �; 0)d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)
��Au(1) (�; �)��2 d�d�

1A
1
2

+
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

f 2(�; �; 0)d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2 

u(1)(t)



BT

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1A
1
2

+
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

f 2(�; �; 0)d�d�

1A
1
2

elde edilir. Buradan


u(2)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(2)n (t)��� � ��6 � 12 

u(1)(t)

BT kb(�; �)kL2(
)
+
�
�
6

� 1
2 kf(�; �; 0)kL2(
) �

�
�
6

� 1
2


u(1)(t)



BT
M2 +

�
�
6

� 1
2 M1 <1 d�r.

N = 2 için

u(3)n (t) =
2

�

tZ
0

�Z
0

e�n
2k(t��)f

�
�; �; Au(2) (�; �)

�
sinn�d�d�

=
2

�

tZ
0

e�n
2k(t��)

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(2) (�; �)

�
� f (�; �; 0) + f (�; �; 0)

�
sinn�d�d�

11



olur. Cauchy eşitsizli�gi � ye göre uygulan�rsa

��u(3)n (t)�� � � 1

2n2k

� 1
2

0@ tZ
0

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(2) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

+

�
1

2n2k

� 1
2

0@ tZ
0

24 2
�

�Z
0

f(�; �; 0) sinn�d�

352 d�
1A

1
2

elde edilir. n ye göre toplam al�n�rsa ve Hölder eşitsizli�gi uygulan�rsa

1X
n=1

��u(3)n (t)��
� 1p

2

 1X
n=1

1

n2

! 1
2

0@ tZ
0

1X
n=1

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(2) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

+
1p
2

 1X
n=1

1

n2

! 1
2

0@ tZ
0

1X
n=1

24 2
�

�Z
0

f(�; �; 0) sinn�d�

352 d�
1A

1
2

elde edilir. Bessel eşitsizli�gi ve Lipschitz koşulu uygulan�rsa

1X
n=1

��u(3)n (t)��
� 1p

2

�
�2

6

� 1
2

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(2) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�2
d�d�

1A
1
2

+
1p
2

�
�2

6

� 1
2

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

f 2(�; �; 0)d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)
��Au(2) (�; �)��2 d�d�

1A
1
2

+
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

f 2(�; �; 0)d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2 

u(2)(t)



BT

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1A
1
2

+
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

f 2(�; �; 0)d�d�

1A
1
2

elde edilir. Buradan


u(3)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(3)n (t)��� � ��6 � 12 

u(2)(t)

BT kb(�; �)kL2(
)
+
�
�
6

� 1
2 kf(�; �; 0)kL2(
) �

�
�
6

� 1
2


u(2)(t)



BT
M2 +

�
�
6

� 1
2 M1 <1 d�r.

12



Tümevar�m yöntemiyle her N için do�grulu�gunu gösterelim:

N = k�1 için


u(k)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(k)n (t)��� � ��6 � 12 

u(k�1)(t)

BT kb(�; �)kL2(
)
+
�
�
6

� 1
2 kf(�; �; 0)kL2(
) �

�
�
6

� 1
2


u(k�1)(t)



BT
M2 +

�
�
6

� 1
2 M1 <1 olsun.

N = k için

u(k+1)n (t) =
2

�

tZ
0

�Z
0

e�n
2k(t��)f

�
�; �; Au(k) (�; �)

�
sinn�d�d�

=
2

�

tZ
0

e�n
2k(t��)

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(k) (�; �)

�
� f (�; �; 0) + f (�; �; 0)

�
sinn�d�d�

olur. Cauchy eşitsizli�gi � ye göre uygulan�rsa

��u(k+1)n (t)
��

�
�

1

2n2k

� 1
2

0@ tZ
0

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(k) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

+

�
1

2n2k

� 1
2

0@ tZ
0

24 2
�

�Z
0

f(�; �; 0) sinn�d�

352 d�
1A

1
2

elde edilir. n ye göre toplam al�n�rsa ve Hölder eşitsizli�gi uygulan�rsa

1X
n=1

��u(k+1)n (t)
��

� 1p
2

 1X
n=1

1

n2

! 1
2

0@ tZ
0

1X
n=1

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(k) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

+
1p
2

 1X
n=1

1

n2

! 1
2

0@ tZ
0

1X
n=1

24 2
�

�Z
0

f(�; �; 0) sinn�d�

352 d�
1A

1
2

13



elde edilir. Bessel eşitsizli�gi ve Lipschitz koşulu uygulan�rsa

1X
n=1

��u(k+1)n (t)
��

� 1p
2

�
�2

6

� 1
2

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(k) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�2
d�d�

1A
1
2

+
1p
2

�
�2

6

� 1
2

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

f 2(�; �; 0)d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)
��Au(k) (�; �)��2 d�d�

1A
1
2

+
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

f 2(�; �; 0)d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2 

u(k)(t)



BT

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1A
1
2

+
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

f 2(�; �; 0)d�d�

1A
1
2

elde edilir. Buradan


u(k+1)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(k+1)n (t)
��� � ��6 � 12 

u(k)(t)

BT kb(�; �)kL2(
)

+
�
�
6

� 1
2 kf(�; �; 0)kL2(
) �

�
�
6

� 1
2


u(k)(t)



BT
M2 +

�
�
6

� 1
2 M1 < 1 olur. O halde

u(N)(t) 2 BT dir.

Şimdi
�
u(N)(t)

	
dizisinin N �! 1 iken BT de düzgün yak�nsak oldu�gunu göstere-

lim. Bunun için

u(0)(t) +
1X
N=0

�
u(N+1)(t)� u(N)(t)

�
serisinin düzgün yak�nsak oldu�gunu göstermek yeterlidir. Öncelikle

��u(N+1)n (t)� u(N)n (t)
��

farklar� için kestirim elde etmek istiyoruz.



u(1)(t)� u(0)(t)


BT
=

1X
n=1

max
0�t�T

��u(1)n (t)� u(0)n (t)�� = 1X
n=1

max
0�t�T

��u(1)n (t)��
�
��
6

� 1
2
M1 = AT <1

bulunur.

��u(2)n (t)� u(1)n (t)��
� 2

�

tZ
0

e�n
2k(t��)

�Z
0

��f ��; �; Au(1) (�; �)�� f (�; �; 0)�� jsinn�j d�d�
14



olur. Cauchy eşitsizli�gi � ye göre uygulan�rsa

��u(2)n (t)� u(1)n (t)��
�
�

1

2n2k

� 1
2

0@ tZ
0

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(1) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

elde edilir. n ye göre toplam al�n�rsa ve Hölder eşitsizli�gi uygulan�rsa

1X
n=1

��u(2)n (t)� u(1)n (t)��
� 1p

2

 1X
n=1

1

n2

! 1
2

0@ tZ
0

1X
n=1

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(1) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

elde edilir. Bessel eşitsizli�gi ve Lipschitz koşulu uygulan�rsa

1X
n=1

��u(2)n (t)� u(1)n (t)��
� 1p

2

�
�2

6

� 1
2

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(1) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�2
d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)
��Au(1) (�; �)��2 d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2 

u(1)(t)



BT

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1A
1
2

elde edilir. Buradan


u(2)(t)� u(1)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(2)n (t)� u(1)n (t)���
�
�
�
6

� 1
2


u(1)(t)



BT
kb(�; �)kL2(
) �

�
�
6

� 1
2 ATM2 <1 d�r.

��u(3)n (t)� u(2)n (t)��
� 2

�

tZ
0

e�n
2k(t��)

�Z
0

��f ��; �; Au(2) (�; �)�� f ��; �; Au(1) (�; �)��� jsinn�j d�d�

15



olur. Cauchy eşitsizli�gi � ye göre uygulan�rsa

��u(3)n (t)� u(2)n (t)�� � � 1

2n2k

� 1
2

�0@ tZ
0

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(2) (�; �)

�
� f

�
�; �; Au(1) (�; �)

��
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

elde edilir. n ye göre toplam al�n�rsa ve Hölder eşitsizli�gi uygulan�rsa

1X
n=1

��u(3)n (t)� u(2n (t)�� � 1p
2

 1X
n=1

1

n2

! 1
2

�

0@ tZ
0

1X
n=1

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(2) (�; �)

�
� f

�
�; �; Au(1) (�; �)

��
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

elde edilir. Bessel eşitsizli�gi ve Lipschitz koşulu uygulan�rsa

1X
n=1

��u(3)n (t)� u(2)n (t)��
� 1p

2

�
�2

6

� 1
2

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(2) (�; �)

�
� f

�
�; �; Au(1) (�; �)

��2
d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)
��Au(2) (�; �)� Au(1) (�; �)��2 d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)
��u(2)(t)� u(1)(t��2 d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2

0B@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)

8><>:
��
6

� 1
2 

u(1)(t)



BT

0@ �Z
0

�Z
0

b2 (�1; �1) d�1d�1

1A 1
2

9>=>;
2

d�d�

1CA
1
2

�
���
6

� 1
2

�2
AT

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)

0@ �Z
0

�Z
0

b2 (�1; �1) d�1d�1

1A d�d�
1A

1
2

�
���
6

� 1
2

�2
AT

1p
2!

240@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1A235
1
2

16



=

���
6

� 1
2

�2
AT

1p
2!

264
0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1A
1
2

375
2

elde edilir. Buradan


u(3)(t)� u(2)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(3)n (t)� u(2)n (t)���
�
h�

�
6

� 1
2

i2
AT

1p
2!
kb(�; �)k2L2(
) �

h�
�
6

� 1
2

i2
AT

1p
2!
M2
2 <1 d�r.

Tümevar�m yöntemiyle her N için do�grulu�gunu gösterelim:

N = k � 1 için
��u(k)(t)� u(k�1)(t)�� = 1P

n=1

���u(k)n (t)� u(k�1)n (t)
���

�
h�

�
6

� 1
2

ik�1
AT

1p
(k�1)!

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1A
k�1
2

olsun. Buradan



u(k)(t)� u(k�1)(t)


BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(k)n (t)� u(k�1)n (t)
���

�
h�

�
6

� 1
2

ik�1
AT

1p
(k�1)!

kb(�; �)k(k�1)L2(
)
�
h�

�
6

� 1
2

ik�1
AT

1p
(k�1)!

M
(k�1)
2 <1 d�r.

N = k için

��u(k+1)n (t)� u(k)n (t)
��

� 2

�

tZ
0

e�n
2k(t��)

�Z
0

��f ��; �; Au(k) (�; �)�� f ��; �; Au(k�1) (�; �)��� jsinn�j d�d�
olur. Cauchy eşitsizli�gi � ye göre uygulan�rsa

��u(k+1)n (t)� u(k)n (t)
�� � � 1

2n2k

� 1
2

�0@ tZ
0

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(k) (�; �)

�
� f

�
�; �; Au(k�1) (�; �)

��
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

elde edilir. n ye göre toplam al�n�rsa ve Hölder eşitsizli�gi uygulan�rsa

1X
n=1

��u(k+1)n (t)� u(k)n (t)
�� � 1p

2

 1X
n=1

1

n2

! 1
2

�

0@ tZ
0

1X
n=1

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(k) (�; �)

�
� f

�
�; �; Au(k�1) (�; �)

��
sinn�d�

352 d�
1A

1
2
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elde edilir. Bessel eşitsizli�gi ve Lipschitz koşulu uygulan�rsa

1X
n=1

��u(k+1)n (t)� u(k)n (t)
��

� 1p
2

�
�2

6

� 1
2

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(k) (�; �)

�
� f

�
�; �; Au(k�1) (�; �)

��2
d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)
��Au(k) (�; �)� Au(k�1) (�; �)��2 d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)
��u(k)(t)� u(k�1)(t��2 d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2

0BB@
tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)

8><>:
���
6

� 1
2

�k�1
AT

1p
(k � 1)!

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1A
k�1
2

9>=>;
2

d�d�

1CCA
1
2

�
���
6

� 1
2

�k
AT

1p
(k � 1)!

0B@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)

0@ �Z
0

�Z
0

b2 (�1; �1) d�1d�1

1Ak�1

d�d�

1CA
1
2

�
���
6

� 1
2

�k
AT

1p
(k � 1)!

1p
k

264
0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1Ak
375

1
2

=

���
6

� 1
2

�k
AT

1p
k!

264
0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1A
1
2

375
k

elde edilir. Buradan


u(k+1)(t)� u(k)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(k+1)n (t)� u(k)n (t)
���

�
h�

�
6

� 1
2

ik
AT

1p
k!
kb(�; �)kkL2(
) �

h�
�
6

� 1
2

ik
AT

1p
k!
Mk
2 <1 d�r. Buradan

u(N+1)(t) = u(0)(t) +

NX
k=0

�
u(k+1)(t)� u(k)(t)

�
�

1X
k=0

���
6

� 1
2

�k
AT

1p
k!
Mk
2

olur.
1P
k=0

h�
�
6

� 1
2

ik
AT

1p
k!
Mk
2 serisinin yak�nsakl��g�ndan

�
u(N)(t)

	
dizisininBT de düzgün

yak�nsakl��g� elde edilir. Sonuç olarak u(0)(t)+
1P
N=0

�
u(N+1)(t)� u(N)(t)

�
serisi düzgün

yak�nsakt�r.
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lim
N!1

u(N+1)(t) = u(t) olsun.
�
u(N)(t)

	
dizisi düzgün yak�nsak oldu�gundan u(t) fonksiy-

onuBT de süreklidir. u(t) fonksiyonunun (4.1.6) integral denklemini sa�glad��g�n� göstere-

lim:

��u(t)� u(N+1)(t)�� = 1X
n=1

��un(t)� u(N+1)n (t)
��

�
1X
n=1

2

�

tZ
0

e�n
2k(t��)

�Z
0

��f (�; �; Au (�; �))� f ��; �; Au(N) (�; �)��� jsinn�j d�d�
olur. Cauchy eşitsizli�gi � ye göre uygulan�rsa

��u(t)� u(N+1)(t)�� � 1X
n=1

�
1

2n2k

� 1
2

�

0@ tZ
0

24 2
�

�Z
0

�
f (�; �; Au (�; �))� f

�
�; �; Au(N) (�; �)

��
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

elde edilir. Hölder eşitsizli�gi uygulan�rsa

��u(t)� u(N+1)(t)�� � 1p
2

 1X
n=1

1

n2

! 1
2

�

0@ tZ
0

1X
n=1

24 2
�

�Z
0

�
f (�; �; Au (�; �))� f

�
�; �; Au(N) (�; �)

��
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

elde edilir. Bessel eşitsizli�gi ve Lipschitz koşulu uygulan�rsa

��u(t)� u(N+1)(t)��
� 1p

2

�
�2

6

� 1
2

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

�
f (�; �; Au (�; �))� f

�
�; �; Au(N) (�; �)

��2
d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)
��Au (�; �)� Au(N) (�; �)��2 d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)
��u(t)� u(N)(t)��2 d�d�

1A
1
2
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�
��
6

� 1
2 

u(t)� u(N)(t)



BT

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1A
1
2

olur. E�ger lim
N!1



u(t)� u(N)(t)


BT

= 0 oldu�gunu gösterirsek u(t) fonksiyonunun

(4.1.6) integral denklemini sa�glad��g� sonucu ç�kar. Cauchy eşitsizli�gi � ye göre, Hölder

eşitsizli�gi, Bessel eşitsizli�gi ve Lipschitz koşulu uygulan�rsa

��u(t)� u(N+1)(t)�� = 1X
n=1

��un(t)� u(N+1)n (t)
��

�
1X
n=1

2

�

tZ
0

e�n
2k(t��)

�Z
0

��f (�; �; Au (�; �))� f ��; �; Au(N+1) (�; �)��� jsinn�j d�d�
�

1X
n=1

�
1

2n2k

� 1
2

�

0@ tZ
0

24 2
�

�Z
0

�
f (�; �; Au (�; �))� f

�
�; �; Au(N) (�; �)

��
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

+
1X
n=1

�
1

2n2k

� 1
2

�

0@ tZ
0

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(N+1) (�; �)

�
� f

�
�; �; Au(N) (�; �)

��
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

� 1p
2

 1X
n=1

1

n2

! 1
2

�

0@ tZ
0

1X
n=1

24 2
�

�Z
0

�
f (�; �; Au (�; �))� f

�
�; �; Au(N+1) (�; �)

��
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

+
1p
2

 1X
n=1

1

n2

! 1
2

�

0@ tZ
0

1X
n=1

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(N+1) (�; �)

�
� f

�
�; �; Au(N) (�; �)

��
sinn�d�

352 d�
1A

1
2
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� 1p
2

�
�2

6

� 1
2

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

�
f (�; �; Au (�; �))� f

�
�; �; Au(N+1) (�; �)

��2
d�d�

1A
1
2

+
1p
2

�
�2

6

� 1
2

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(N+1) (�; �)

�
� f

�
�; �; Au(N) (�; �)

��2
d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)
��u(t)� u(N+1)(t)��2 d�d�

1A
1
2

+
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)
��u(N+1)(t)� u(N)(t)��2 d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2 

u(t)� u(N+1)(t)



BT

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1A
1
2

+
��
6

� 1
2 

u(N+1)(t)� u(N)(t)



BT

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1A
1
2

olur. Buradan



u(t)� u(N+1)(t)


BT
�
��
6

� 1
2 

u(t)� u(N+1)(t)



BT
kb(�; �)kL2(
)

+
��
6

� 1
2

���
6

� 1
2

�N
AT

1p
N !
kb(�; �)kNL2(
) kb(�; �)kL2(
)

�
��
6

� 1
2 

u(t)� u(N+1)(t)



BT
M2 +

��
6

�N+1
2
AT

1p
N !
MN+1
2

�
��
6

� 1
2
M2



u(t)� u(N+1)(t)


BT
+
��
6

� 1
2
M2AT

h�
�
6

� 1
2 M2

iN
p
N !

elde edilir. lim
N!1



u(t)� u(N)(t)


BT
= 0 olur.

u(t) fonksiyonunun (4.1.6) integral denklemini sa�glad��g� gösterildi.

Lemma 4.1.2. Teorem 4.1.1 in koşullar� alt�nda (4.1.6) denkleminin BT de en fazla bir

çözümü vard�r.

�Ispat. Çözümün tekli�gini göstermek için v(t) nin di�ger bir çözüm oldu�gunu kabul

edelim. ju(t)� v(t)j için kestirim elde edelim:
Cauchy eşitsizli�gi � ye göre , Hölder eşitsizli�gi, Bessel eşitsizli�gi ve Lipschitz koşulu
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uygulan�rsa

ju(t)� v(t)j =
1X
n=1

jun(t)� vn(t)j

�
1X
n=1

2

�

tZ
0

e�n
2k(t��)

�Z
0

jf (�; �; Au (�; �))� f (�; �; Av (�; �))j jsinn�j d�d�

�
1X
n=1

�
1

2n2k

� 1
2

0@ tZ
0

24 2
�

�Z
0

(f (�; �; Au (�; �))� f (�; �; Av (�; �))) sinn�d�

352 d�
1A

1
2

�
 1X
n=1

1

2n2k

! 1
2

0@ 1X
n=1

tZ
0

24 2
�

�Z
0

(f (�; �; Au (�; �))� f (�; �; Av (�; �))) sinn�d�

352 d�
1A

1
2

� 1p
2

�
�2

6

� 1
2

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

(f (�; �; Au (�; �))� f (�; �; Av (�; �)))2 d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) ju(t)� v(t)j2 d�d�

1A
1
2

�
��
6

� 1
2 ku(t)� v(t)kBT

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1A
1
2

olur. Böylece

ku(t)� v(t)kBT �
��
6

� 1
2 ku(t)� v(t)kBT kb(�; �)kL2(
)

�
��
6

� 1
2 ku(t)� v(t)kBT M2

=
��
6

� 1
2
M2 ku(t)� v(t)kBT

elde edilir. Buradan ku(t)� v(t)kBT = 0 olur. Yani u(t) = v(t) olup un(t) = vn(t);�
n = 1;1

�
d�r. Bu sonuç ju(t)� v(t)j �

�
�
6

� 1
2

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) ju(t)� v(t)j2 d�d�

1A
1
2

eşitsizli�gine Gronwall eşitsizli�gi uygulanarak da elde edilebilir.

(4.1.6) integral denkleminin çözümünün tek oldu�gu gösterildi.

Teorem 4.1.1 in �Ispat�. Lemma 4.1.1 ve Lemma 4.1.2 den (4.1.6) denkleminin tek

çözümü vard�r. Böylece teorem ispat edildi.
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Teorem 4.1.2. Teorem 4.1.1 koşullar� alt�nda (4.1.1)-(4.1.3) probleminin (4.1.5) şek-

lindeki düzgün yak�nsak seri ile temsil edilen tek zay�f çözümü vard�r.

�Ispat. (4.1.6) denkleminin çözümü kuln�larak oluşturulan (4.1.5) serisi düzgün yak�n-

sak oldu�gundan süreklidir. (4.1.5) serisinin k�smi toplamlar dizisi

u(l)(x; t) =

lX
n=1

un(t) sinnx

şeklindedir.

Teorem 4.1.1 ve lim
l!1

u(l)(x; t) = u(x; t) den lim
l!1

f
�
x; t; u(l)(x; t)

�
= f (x; t; u(x; t))

d�r.

Sl =

TZ
0

�Z
0

��
@v

@t
� (�1)k @

2kv

@x2k

�
u(l) + f

�
x; t; u(l)

�
v

�
dxdt

tan�mlans�n. lim
l!1

Sl = 0 oldu�gunu göstermek istiyoruz. K�smi integral alma ard arda

kullan�larak

Sl =

TZ
0

�Z
0

 
� @
@t

 
lX

n=1

un(t) sinnx

!
� (�1)k

 
lX

n=1

un(t)(�1)kn2k sinnx
!!

vdxdt

+

TZ
0

�Z
0

f
�
x; t; u(l)

�
vdxdt

=

TZ
0

�Z
0

 
� @
@t

 
lX

n=1

un(t) sinnx

!
� (�1)k @

2k

@x2k

 
lX

n=1

un(t) sinnx

!!
vdxdt

+

TZ
0

�Z
0

�
f
�
x; t; u(l)

��
vdxdt

=

TZ
0

�Z
0

�
� @
@t
u(l) � (�1)k

@2k

@x2k
u(l) + f

�
x; t; u(l)

��
vdxdt

elde edilir. Buradan

lim
l!1

Sl =

TZ
0

�Z
0

�
�
@

@t
u+ (�1)k @

2k

@x2k
u� f (x; t; u)

�
vdxdt

olur. (4.1.1) denkleminden

lim
l!1

Sl = 0
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d�r. Böylece u(x; t) =
P1

n=1 un(t) sinnx fonksiyonu (4.1.1)-(4.1.3) probleminin zay�f

çözümüdür.

Teorem ispat edildi.

4.2 Yüksek Mertebeden De�gişken Katsay�l� (t çarp�ml�) Hemen Hemen Do�grusal

Parabolik Denklemlerin Çözümlerinin Varl��g�

Bu çal�şmada aşa�g�daki başlang�ç ve s�n�r de�ger probleminin çözümünün varl��g�n� in-

celeriz:

@u

@t
+ (�1)kt@

2ku

@x2k
= f(x; t; u); (x; t) 2 
 = f0 < x < �; 0 < t < Tg ; (4.2.1)

u(x; 0) = 0; 0 � x � �; (4.2.2)

@2lu(0; t)

@x2l
=
@2lu(�; t)

@x2l
= 0; l = 0; 1; 2; :::; k � 1; 0 � t � T: (4.2.3)

Burada k > 1 do�gal say�lar, T > 0 gerçel say�lar, f(x; t; u); 
� (�1;1) bölgesinde
verilmiş fonksiyon ve u = u(x; t) problemin çözümüdür.

Mevcut probleme ilişkin özde�ger probleminden elde edilen özfonksiyonlar� içeren Fourier

serisi şeklindeki zay�f çözümü verildikten sonra Picard ard�ş�k yaklaş�mlar�yla oluştu-

rulan çözüme ilişkin dizinin düzgün yak�nsakl��g� gösterilmektedir. Ayr�ca zay�f çözümün

tekli�gi de ispatlanmaktad�r.

Tan�m 4.2.1.Bir v(x; t) 2 C2k(
) fonksiyonu e�ger (4.2.3) deki s�n�r koşullar� ve

v(x; T ) = 0 koşulunu sa�glarsa test fonksiyonu olarak adland�r�l�r:

Tan�m 4.2.2. Key� v(x; t) test fonksiyonu için aşa�g�daki integral eşitli�gini sa�glayan

u(x; t) 2 C(
) fonksiyonuna (4.2.1)-(4.2.3) probleminin zay�f çözümü denir:

TZ
0

�Z
0

��
@v

@t
� (�1)kt@

2kv

@x2k

�
u+ f(x; t; u)v

�
dxdt = 0: (4.2.4)

Fourier serisi formunda zay�f çözüm kullan�larak (4.2.1)-(4.2.3) probleminden Fourier

serisi katsay�lar� için do�grusal olmayan sonsuz say�da integral denklem elde edilir.

Fourier serisi katsay�lar�n�n çözüm oldu�gu uzay tan�mlan�p uygun norm verilir.
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Tan�m 4.2.3. BT ile [0; T ] aral��g�ndaki Fourier katsay�lar� olan sürekli fonksiyonlar

kümesi

fu(t)g = fu1; u2; :::; un; :::g

nin 1X
n=1

max
0�t�T

jun(t)j <1

koşulunu sa�glayanlar� gösterilsin. BT de norm aşa�g�daki şekilde tan�mlans�n:

ku(t)k =
1X
n=1

max
0�t�T

jun(t)j :

Aç�kça BT Banach uzay�d�r.

Problemin Çözümü

(4.2.1)-(4.2.3) probleminin zay�f çözümünü

u(x; t) =
1X
n=1

un(t) sinnx (4.2.5)

şeklinde arayal�m. Burada un(t) (n = 1;1) bilinmeyen fonksiyondur. Bunu bulmak
için (4.2.4) eşitli�gi kullan�larak aşa�g�daki integral denklemi elde edilir:

un(t) =
2

�

tZ
0

�Z
0

e�
n2k

2 (t2��2)f

 
�; �;

1X
n=1

un(�) sinn�

!
sinn�d�d�: (4.2.6)

Teorem 4.2.1.Aşa�g�daki koşullar alt�nda (4.2.6) denklemininBT de tek çözümü vard�r:

1) f(x; t; u) bütün de�gişkenlerine göre 
�R bölgesinde sürekli,
2) jf(x; t; u)� f(x; t; v)j � b(x; t) ju� vj, b(x; t) > 0 ve b(x; t) 2 L2(
);
3) f(x; t; 0) 2 L2(
).

Lemma 4.2.1.Teorem 4.2.1 in koşullar� alt�nda (4.2.6) denkleminin BT de en az bir

çözümü vard�r.
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elde ederiz.
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elde edilir. Bessel eşitsizli�gi uygulan�rsa
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elde edilir. n ye göre toplam al�n�rsa ve Hölder eşitsizli�gi uygulan�rsa
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N = 2 için

u(3)n (t) =
2

�

tZ
0

�Z
0

e�
n2k

2 (t2��2)f
�
�; �; Au(2) (�; �)

�
sinn�d�d�

=
2

�

tZ
0

e�
n2k

2 (t2��2)
�Z
0

�
f
�
�; �; Au(2) (�; �)

�
� f (�; �; 0) + f (�; �; 0)

�
sinn�d�d�
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Tümevar�m yöntemiyle her N için do�grulu�gunu gösterelim:
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elde edilir. n ye göre toplam al�n�rsa ve Hölder eşitsizli�gi uygulan�rsa
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elde edilir. Bessel eşitsizli�gi ve Lipschitz koşulu uygulan�rsa

1X
n=1

��u(k+1)n (t)
�� � �p�

2

� 1
2

M0

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(k) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�2
d�d�

1A
1
2

+

�p
�

2

� 1
2

M0

0@ tZ
0

2

�

�Z
0

f 2(�; �; 0)d�d�

1A
1
2

�
�
1p
�

� 1
2

M0

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �)
��Au(k) (�; �)��2 d�d�

1A
1
2

+

�
1p
�

� 1
2

M0

0@ tZ
0

�Z
0

f 2(�; �; 0)d�d�

1A
1
2

�
�
1p
�

� 1
2

M0



u(k)(t)


BT

0@ tZ
0

�Z
0

b2 (�; �) d�d�

1A
1
2

+

�
1p
�

� 1
2

M0

0@ tZ
0

�Z
0

f 2(�; �; 0)d�d�

1A
1
2

elde edilir. Buradan


u(k+1)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(k+1)n (t)
���

�
�

1p
�

� 1
2
M0



u(k)(t)


BT
kb(�; �)kL2(
) +

�
1p
�

� 1
2
M0 kf(�; �; 0)kL2(
)

�
�

1p
�

� 1
2
M0



u(k)(t)


BT
M2 +

�
1p
�

� 1
2
M0M1 <1 olur. O halde u(N)(t) 2 BT dir.
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1X
n=1

��u(2)n (t)� u(1)n (t)�� � �p�2
� 1

2

 1X
n=1

1

nk

! 1
2

�

0@ tZ
0

1X
n=1

24 2
�

�Z
0

�
f
�
�; �; Au(1) (�; �)

�
� f (�; �; 0)

�
sinn�d�

352 d�
1A

1
2

32



elde edilir. Bessel eşitsizli�gi ve Lipschitz koşulu uygulan�rsa
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u(N+1)(t) = u(0)(t) +
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dizisi düzgün yak�nsak oldu�gundan u(t) fonksiy-
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(4.2.6) integral denklemini sa�glad��g� sonucu ç�kar. Cauchy eşitsizli�gi � ye göre, Hölder
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= 0 olur. Böylece u(t) fonksiyonunun (4.2.6)

integral denklemini sa�glad��g� gösterildi.

Lemma 4.2.2. Teorem 4.2.1 in koşullar� alt�nda (4.2.6) denkleminin BT de en fazla bir

çözümü vard�r.

�Ispat. Çözümün tekli�gini göstermek için v(t) nin di�ger bir çözüm oldu�gunu kabul

edelim. ju(t)� v(t)j için kestirim elde edelim:
Cauchy eşitsizli�gi � ye göre , Hölder eşitsizli�gi, Bessel eşitsizli�gi ve Lipschitz koşulu

uygulan�rsa
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eşitsizli�gine Gronwall eşitsizli�gi uygulanarak da elde edilebilir.

Yani (4.2.6) integral denkleminin çözümünün tek oldu�gu gösterildi.

Teorem 4.2.1 in �Ispat�. Lemma 4.2.1 ve Lemma 4.2.2 den (4.2.6) denkleminin tek

çözümü vard�r. Böylece teorem ispat edildi.

Teorem 4.2.2. Teorem 4.2.1 koşullar� alt�nda (4.2.1)-(4.2.3) probleminin (4.2.5) şek-

lindeki düzgün yak�nsak seri ile temsil edilen tek zay�f çözümü vard�r.

�Ispat. (4.2.6) denkleminin çözümü kullan�larak oluşturulan (4.2.5) serisi düzgün yak�n-

sak oldu�gundan süreklidir. (4.2.5) serisinin k�smi toplamlar dizisi

u(l)(x; t) =
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n=1

un(t) sinnx

şeklindedir. Teorem 4.2.1 ve lim
l!1
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l!1

f
�
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�
=
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u(l) + f

�
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�
v

�
dxdt

tan�mlans�n. lim
l!1

Sl = 0 oldu�gunu göstermek istiyoruz. K�smi integral alma ard arda

kullan�larak

Sl =
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0

�Z
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� @
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un(t) sinnx
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� (�1)kt
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un(t)(�1)kn2k sinnx
!!

vdxdt

+
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0
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0

�
f
�
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v
�
dxdt
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lim
l!1

Sl =
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0

�Z
0

�
�
@

@t
u+ (�1)kt @

2k

@x2k
u� f (x; t; u)

�
vdxdt

olur. (4.2.1) denkleminden

lim
l!1

Sl = 0

d�r. Böylece u(x; t) =
P1

n=1 un(t) sinnx fonksiyonu (4.2.1)-(4.2.3) probleminin zay�f

çözümüdür. Teorem ispat edildi.Teorem ispat edildi.

4.3 YüksekMertebeden De�gişkenKatsay�l� (tm çarp�ml�) HemenHemenDo�grusal

Parabolik Denklemlerin Çözümlerinin Varl��g�

Bu çal�şmada aşa�g�daki başlang�ç ve s�n�r de�ger probleminin çözümünün varl��g�n� in-

celeriz:

@u

@t
+ (�1)ktm@

2ku

@x2k
= f(x; t; u); (x; t) 2 
 = f0 < x < �; 0 < t < Tg ; (4.3.1)

u(x; 0) = 0; 0 � x � �; (4.3.2)

@2lu(0; t)

@x2l
=
@2lu(�; t)

@x2l
= 0; l = 0; 1; 2; :::; k � 1; 0 � t � T: (4.3.3)

Burada k � 1 do�gal say�lar,m > 0 ve T > 0 gerçel say�lar, f(x; t; u); 
� (�1;1)
bölgesinde verilmiş fonksiyon ve u = u(x; t) problemin çözümüdür.

Mevcut probleme ilişkin özde�ger probleminden elde edilen özfonksiyonlar� içeren Fourier

serisi şeklindeki zay�f çözümü verildikten sonra Picard ard�ş�k yaklaş�mlar�yla oluştu-

rulan çözüme ilişkin dizinin düzgün yak�nsakl��g� gösterilmektedir. Ayr�ca zay�f çözümün

tekli�gi de ispatlanmaktad�r.
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Tan�m 4.3.1. Bir v(x; t) 2 C2k(
) fonksiyonu e�ger (4.3.3) deki s�n�r koşullar� ve

v(x; T ) = 0 koşulunu sa�glarsa test fonksiyonu olarak adland�r�l�r:

Tan�m 4.3.2. Key� v(x; t) test fonksiyonu için aşa�g�daki integral eşitli�gini sa�glayan

u(x; t) 2 C(
) fonksiyonuna (4.3.1)-(4.3.3) probleminin zay�f çözümü denir:

TZ
0

�Z
0

��
@v

@t
� (�1)ktm @

2kv

@x2k

�
u+ f(x; t; u)v

�
dxdt = 0: (4.3.4)

Fourier serisi formunda zay�f çözüm kullan�larak (4.3.1)-(4.3.3) probleminden Fourier

serisi katsay�lar� için do�grusal olmayan sonsuz say�da integral denklem elde edilir.

Fourier serisi katsay�lar�n�n çözüm oldu�gu uzay tan�mlan�p uygun norm verilir.

Tan�m 4.3.3. BT ile [0; T ] aral��g�ndaki Fourier katsay�lar� olan sürekli fonksiyonlar

kümesi

fu(t)g = fu1; u2; :::; un; :::g

nin 1X
n=1

max
0�t�T

jun(t)j <1

koşulunu sa�glayanlar� gösterilsin. BT de norm aşa�g�daki şekilde tan�mlans�n:

ku(t)k =
1X
n=1

max
0�t�T

jun(t)j :

Aç�kça BT Banach uzay�d�r.

Problemin Çözümü

(4.3.1)-(4.3.3) probleminin zay�f çözümünü

u(x; t) =

1X
n=1

un(t) sinnx (4.3.5)

şeklinde arayal�m. Burada un(t) (n = 1;1) bilinmeyen fonksiyondur. Bunu bulmak
için (4) eşitli�gi kullan�larak aşa�g�daki integral denklemi elde edilir:

un(t) =
2

�

tZ
0

�Z
0

e�
n2k

m+1(tm+1��m+1)f

 
�; �;

1X
n=1

un(�) sinn�

!
sinn�d�d�: (4.3.6)
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Teorem 4.3.1. Aşa�g�daki koşullar alt�nda (4.3.6) denkleminin BT de

M2 (�) = max
0���t�T

1P
n=1

2
�

�Z
0

b (�; �) jsinn�j d�

olmak üzere TM2 (�) < 1 koşulunu sa�glayan bir [0; T 0) aral��g�nda tek çözümü vard�r:

1) f(x; t; u) bütün de�gişkenlerine göre 
�R bölgesinde sürekli,
2) jf(x; t; u)� f(x; t; v)j � b(x; t) ju� vj, b(x; t) > 0, b(x; t) 2 C1(
) ve b(0; t) =
b(�; t) = 0,

3) f(x; t; 0) 2 L2(
), f(x; t; 0) 2 C1(
) ve f(0; t; 0) = f(�; t; 0) = 0.

Lemma 4.3.1.Teorem 4.3.1 in koşullar� alt�nda (4.3.6) denkleminin BT de en az bir

çözümü vard�r.

�Ispat. Ard�ş�k yaklaş�mlar yöntemini uygularsak N = 1;1 olmak üzere (4.3.6) den-

klemi için

u(N+1)n (t) =
2

�

tZ
0

�Z
0

e�
n2k

m+1(tm+1��m+1)f

 
�; �;

1X
n=1

u(N)n (�) sinn�

!
sinn�d�d�

(4.3.7)

elde ederiz.

Au(N)(�; �) =
1P
n=1

u
(N)
n (�) sinn� ve

�
u(N)(t)

	
=
n
u
(N)
1 (t); u

(N)
2 (t); :::; u

(N)
n (t); :::

o
alal�m. Aç�kça

max
0���T

��Au(N)(�; �)�� � 1X
n=1

max
0���T

��u(N)n (�)
�� = 

u(N)(�)



BT
(4.3.8)

dir. Şimdi her N için u(N)(t) 2 BT yani
1P
n=1

max
0�t�T

���u(N)n (t)
��� <1 oldu�gunu göstermek

istiyoruz.

Teorem 4.3.1 deki koşullara göre



u(0)(t)

 = 1X
n=1

max
0�t�T

��u(0)n (t)�� = 0 <1
oldu�gu aç�kt�r.

N = 0 için

u(1)n (t) =
2

�

tZ
0

�Z
0

e�
n2k

m+1(tm+1��m+1)f
�
�; �; Au(0) (�; �)

�
sinn�d�d�
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olur. Buradan ��u(1)n (t)�� � tmax
0���t

������ 2�
�Z
0

f (�; �; 0) sinn�d�

������
d�r. n ye göre toplam al�n�rsa

1X
n=1

��u(1)n (t)�� � tmax
0���t

1X
n=1

������ 2�
�Z
0

f (�; �; 0) sinn�d�

������ = tM1 (�)

elde edilir. Buradan


u(1)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(1)n (t)��� � TM1 (�) <1 d�r.

N = 1 için

u(2)n (t) =
2

�

tZ
0

�Z
0

e�
n2k

m+1(tm+1��m+1)f
�
�; �; Au(1) (�; �)

�
sinn�d�d�

olur. Ekleme ve ç�karma yap�l�rsa

��u(2)n (t)�� � tmax
0���t

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(1) (�; �)�� f (�; �; 0)�� jsinn�j d�
+ tmax

0���t

2

�

�Z
0

jf (�; �; 0) sinn�j d�

elde edilir. n ye göre toplam al�n�r ve Lipschitz koşulu da uygulan�rsa

1X
n=1

��u(2)n (t)�� � tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(1) (�; �)�� f (�; �; 0)�� jsinn�j d�
+ tmax

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

jf (�; �; 0) sinn�j d�

� tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)
��Au(1) (�; �)�� jsinn�j d� + tM1 (�)

� t


u(1)(t)



BT
max
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �) jsinn�j d� + tM1 (�)

� t


u(1)(t)



BT
M2 (�) + tM1 (�)

elde edilir. Buradan
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u(2)(t)


BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(2)n (t)��� � T 

u(1)(t)

BT M2 (�) + TM1 (�) <1 d�r.

N = 2 için

u(3)n (t) =
2

�

tZ
0

�Z
0

e�
n2k

m+1(tm+1��m+1)f
�
�; �; Au(2) (�; �)

�
sinn�d�d�

olur. Ekleme ve ç�karma yap�l�rsa

��u(3)n (t)�� � tmax
0���t

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(2) (�; �)�� f (�; �; 0)�� jsinn�j d�
+ tmax

0���t

2

�

�Z
0

jf (�; �; 0) sinn�j d�

elde edilir. n ye göre toplam al�n�r ve Lipschitz koşulu da uygulan�rsa

1X
n=1

��u(3)n (t)�� � tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(2) (�; �)�� f (�; �; 0)�� jsinn�j d�
+ tmax

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

jf (�; �; 0) sinn�j d�

� tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)
��Au(2) (�; �)�� jsinn�j d� + tM1 (�)

� t


u(2)(t)



BT
max
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �) jsinn�j d� + tM1 (�)

� t


u(2)(t)



BT
M2 (�) + tM1 (�)

elde edilir. Buradan

u(3)(t)


BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(3)n (t)��� � T 

u(2)(t)

BT M2 (�) + TM1 (�) <1 d�r.

Tümevar�m yöntemiyle her N için do�grulu�gunu gösterelim:

N = k � 1 için


u(k)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(k)n (t)��� � T


u(k�1)(t)



BT
M2 (�) +

TM1 (�) <1 olsun.

N = k için

u(k+1)n (t) =
2

�

tZ
0

�Z
0

e�
n2k

m+1(tm+1��m+1)f
�
�; �; Au(k) (�; �)

�
sinn�d�d�
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olur. Ekleme ve ç�karma yap�l�rsa

��u(k+1)n (t)
�� � tmax

0���t

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(k) (�; �)�� f (�; �; 0)�� jsinn�j d�
+ tmax

0���t

2

�

�Z
0

jf (�; �; 0) sinn�j d�

elde edilir. n ye göre toplam al�n�r ve Lipschitz koşulu da uygulan�rsa

1X
n=1

��u(k+1)n (t)
�� � tmax

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(k) (�; �)�� f (�; �; 0)�� jsinn�j d�
+ tmax

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

jf (�; �; 0) sinn�j d�

� tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)
��Au(k) (�; �)�� jsinn�j d� + tM1 (�)

� t


u(k)(t)



BT
max
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �) jsinn�j d� + tM1 (�)

� t


u(k)(t)



BT
M2 (�) + tM1 (�)

elde edilir. Buradan


u(k+1)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(k+1)n (t)
��� � T 

u(k)(t)



BT
M2 (�) +

TM1 (�) <1 olur. O halde u(N)(t) 2 BT dir.
Şimdi

�
u(N)(t)

	
dizisinin N �! 1 iken BT de düzgün yak�nsak oldu�gunu göstere-

lim. Bunun için

u(0)(t) +

1X
N=0

�
u(N+1)(t)� u(N)(t)

�
serisinin düzgün yak�nsak oldu�gunu göstermek yeterlidir. Öncelikle

��u(N+1)n (t)� u(N)n (t)
��

farklar� için kestirim elde etmek istiyoruz.



u(1)(t)� u(0)(t)


BT

=

1X
n=1

max
0�t�T

��u(1)n (t)� u(0)n (t)�� = 1X
n=1

max
0�t�T

��u(1)n (t)�� � TM1 (�) = AT <1
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bulunur.

��u(2)n (t)� u(1)n (t)��
� 2

�

tZ
0

����e� n2k

m+1(tm+1��m+1)
����

�Z
0

��f ��; �; Au(1) (�; �)�� f (�; �; 0)�� jsinn�j d�d�
� tmax

0���t

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(1) (�; �)�� f (�; �; 0)�� jsinn�j d�
olur. n ye göre toplam al�n�r ve Lipschitz koşulu da uygulan�rsa

1X
n=1

��u(2)n (t)� u(1)n (t)��
� tmax

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(1) (�; �)�� f (�; �; 0)�� jsinn�j d�
� tmax

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)
��Au(1) (�; �)�� jsinn�j d�

� t


u(1)(t)



BT
max
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �) jsinn�j d�

� tATM2 (�)

elde edilir. Buradan


u(2)(t)� u(1)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(2)n (t)� u(1)n (t)��� � TATM2 (�)

d�r.

��u(3)n (t)� u(2)n (t)��
� 2

�

tZ
0

����e� n2k

m+1(tm+1��m+1)
����

�Z
0

��f ��; �; Au(2) (�; �)�� f ��; �; Au(1) (�; �)��� jsinn�j d�d�
� tmax

0���t

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(2) (�; �)�� f ��; �; Au(1) (�; �)��� jsinn�j d�
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olur. n ye göre toplam al�n�r ve Lipschitz koşulu da uygulan�rsa

1X
n=1

��u(3)n (t)� u(2)n (t)��
� tmax

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(2) (�; �)�� f ��; �; Au(1) (�; �)��� jsinn�j d�
� tmax

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)
��Au(2) (�; �)� Au(1) (�; �)�� jsinn�j d�

� tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)


u(2)(t)� u(1)(t)



BT
jsinn�j d�

� tTATM2 (�) max
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �) jsinn�j d�

� tTATM2 (�)M2 (�)

elde edilir. Buradan


u(3)(t)� u(2)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(3)n (t)� u(2)n (t)��� � T 2ATM2
2 (�)

d�r.

��u(4)n (t)� u(3)n (t)��
� 2

�

tZ
0

����e� n2k

m+1(tm+1��m+1)
����

�Z
0

��f ��; �; Au(3) (�; �)�� f ��; �; Au(2) (�; �)��� jsinn�j d�d�
� tmax

0���t

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(3) (�; �)�� f ��; �; Au(2) (�; �)��� jsinn�j d�
olur. n ye göre toplam al�n�r ve Lipschitz koşulu da uygulan�rsa

1X
n=1

��u(4)n (t)� u(3)n (t)��
� tmax

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(3) (�; �)�� f ��; �; Au(2) (�; �)��� jsinn�j d�
� tmax

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)
��Au(3) (�; �)� Au(2) (�; �)�� jsinn�j d�
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� tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)


u(3)(t)� u(2)(t)



BT
jsinn�j d�

� tT 2ATM2
2 (�) max

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �) jsinn�j d�

� tT 2ATM2
2 (�)M2 (�)

elde edilir. Buradan


u(4)(t)� u(3)(t)



BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(4)n (t)� u(3)n (t)��� � T 3ATM3
2 (�)

d�r.

Tümevar�m yöntemiyle her N için do�grulu�gunu gösterelim:

N = k � 1 için

u(k)(t)� u(k�1)(t)


BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(k)n (t)� u(k�1)n (t)
��� � T k�1ATMk�1

2 (�) olsun.

N = k için

��u(k+1)n (t)� u(k)n (t)
��

� 2

�

tZ
0

����e� n2k

m+1(tm+1��m+1)
����

�Z
0

��f ��; �; Au(k) (�; �)�� f ��; �; Au(k�1) (�; �)��� jsinn�j d�d�
� tmax

0���t

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(k) (�; �)�� f ��; �; Au(k�1) (�; �)��� jsinn�j d�
olur. n ye göre toplam al�n�r ve Lipschitz koşulu da uygulan�rsa

1X
n=1

��u(k+1)n (t)� u(k)n (t)
��

� tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(k) (�; �)�� f ��; �; Au(k�1) (�; �)��� jsinn�j d�
� tmax

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)
��Au(k) (�; �)� Au(k�1) (�; �)�� jsinn�j d�

� tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)


u(k)(t)� u(k�1)(t)



BT
jsinn�j d�
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� tT k�1ATMk�1
2 (�) max

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �) jsinn�j d�

� tT k�1ATMk�1
2 (�)M2 (�)

elde edilir. Buradan

u(k+1)(t)� u(k)(t)


BT
=

1P
n=1

max
0�t�T

���u(k+1)n (t)� u(k)n (t)
��� � T kATMk

2 (�) d�r.

Buradan

u(N+1)(t) = u(0)(t) +

NX
k=0

�
u(k+1)(t)� u(k)(t)

�
�

1X
k=0

T kATM
k
2 (�)

olur. TM2 (�) < 1 koşulu alt�nda
1P
k=0

T kATM
k
2 (�) serisinin yak�nsakl��g�ndan

�
u(N)(t)

	
dizisinin BT de düzgün yak�nsakl��g� elde edilir. Sonuç olarak

u(0)(t) +
1P
N=0

�
u(N+1)(t)� u(N)(t)

�
serisi düzgün yak�nsakt�r.

lim
N!1

u(N+1)(t) = u(t) olsun.
�
u(N)(t)

	
dizisi düzgün yak�nsak oldu�gundan u(t) fonksiy-

onuBT de süreklidir. u(t) fonksiyonunun (4.3.6) integral denklemini sa�glad��g�n� göstere-

lim: ��u(t)� u(N+1)(t)�� = 1X
n=1

��un(t)� u(N+1)n (t)
��

�
1X
n=1

2

�

tZ
0

����e� n2k

m+1(tm+1��m+1)
����

�Z
0

��f (�; �; Au (�; �))� f ��; �; Au(N) (�; �)��� jsinn�j d�d�
�

1X
n=1

tmax
0���t

2

�

�Z
0

��f (�; �; Au (�; �))� f ��; �; Au(N) (�; �)��� jsinn�j d�
� tmax

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)
��Au (�; �)� Au(N) (�; �)�� jsinn�j d�

� tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)


u(t)� u(N)(t)



BT
jsinn�j d�

� tM2 (�)


u(t)� u(N)(t)



BT

olur. E�ger lim
N!1



u(t)� u(N)(t)


BT

= 0 oldu�gunu gösterirsek u(t) fonksiyonunun
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(4.3.6) integral denklemini sa�glad��g� sonucu ç�kar.

��u(t)� u(N+1)(t)�� = 1X
n=1

��un(t)� u(N+1)n (t)
��

�
1X
n=1

2

�

tZ
0

����e� n2k

m+1(tm+1��m+1)
����

�Z
0

��f (�; �; Au (�; �))� f ��; �; Au(N) (�; �)��� jsinn�j d�d�
�

1X
n=1

tmax
0���t

2

�

�Z
0

��f (�; �; Au (�; �))� f ��; �; Au(N) (�; �)��� jsinn�j d�
�

1X
n=1

tmax
0���t

2

�

�Z
0

��f (�; �; Au (�; �))� f ��; �; Au(N+1) (�; �)��� jsinn�j d�
+

1X
n=1

tmax
0���t

2

�

�Z
0

��f ��; �; Au(N+1) (�; �)�� f ��; �; Au(N) (�; �)��� jsinn�j d�
� tmax

0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)
��Au (�; �)� Au(N+1) (�; �)�� jsinn�j d�

+ tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)
��Au(N+1) (�; �)� Au(N) (�; �)�� jsinn�j d�

� tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)


u(t)� u(N+1)(t)



BT
jsinn�j d�

+ tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �)


u(N+1)(t)� u(N)(t)



BT
jsinn�j d�

� tM2 (�)


u(t)� u(N+1)(t)



BT
+ tM2 (�)



u(N+1)(t)� u(N)(t)


BT

olur. Buradan



u(t)� u(N+1)(t)


BT

� TM2 (�)


u(t)� u(N+1)(t)



BT
+ TM2 (�)



u(N+1)(t)� u(N)(t)


BT

� TM2 (�)


u(t)� u(N+1)(t)



BT
+ TN+1MN+1

2 (�)AT

elde edilir. TM2 (�) < 1 koşulu da dikkate al�n�rsa lim
N!1



u(t)� u(N)(t)


BT
= 0 olur.

Böylece u(t) fonksiyonunun (4.3.6) integral denklemini sa�glad��g� gösterildi.
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Lemma 4.3.2. Teorem 4.3.1 in koşullar� alt�nda (4.3.6) denkleminin BT de en fazla bir

çözümü vard�r.

�Ispat. Çözümün tekli�gini göstermek için v(t) nin di�ger bir çözüm oldu�gunu kabul

edelim. ju(t)� v(t)j için kestirim elde edelim:

ju(t)� v(t)j =
1X
n=1

jun(t)� vn(t)j

�
1X
n=1

2

�

tZ
0

����e� n2k

m+1(tm+1��m+1)
����

�Z
0

jf (�; �; Au (�; �))� f (�; �; Av (�; �))j jsinn�j d�d�

�
1X
n=1

tmax
0���t

2

�

�Z
0

jf (�; �; Au (�; �))� f (�; �; Av (�; �))j jsinn�j d�

� tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �) jAu (�; �)� Av (�; �)j jsinn�j d�

� tmax
0���t

1X
n=1

2

�

�Z
0

b (�; �) ku(t)� v(t)kBT jsinn�j d�

� tM2 (�) ku(t)� v(t)kBT

olur. Buradan

ku(t)� v(t)kBT � TM2 (�) ku(t)� v(t)kBT

elde edilir. TM2 (�) < 1 koşulu da dikkate al�n�rsa ku(t)� v(t)kBT = 0 olur. Böylece
u(t) = v(t) olup un(t) = vn(t);

�
n = 1;1

�
olur. Yani (4.3.6) integral denkleminin

çözümünün tek oldu�gu gösterildi.

Teorem 4.3.1 in �Ispat�. Lemma 4.3.1 ve Lemma 4.3.2 den (4.3.6) denkleminin tek

çözümü vard�r. Böylece teorem ispat edildi.

Teorem 4.3.2. Teorem 4.3.1 koşullar� alt�nda (4.3.1)-(4.3.3) probleminin (4.3.5) şek-

lindeki düzgün yak�nsak seri ile temsil edilen tek zay�f çözümü vard�r.

�Ispat. (4.3.6) denkleminin çözümü kullan�larak oluşturulan (4.3.5) serisi düzgün yak�n-
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sak oldu�gundan süreklidir. (4.3.5) serisinin k�smi toplamlar dizisi

u(l)(x; t) =
lX

n=1

un(t) sinnx

şeklindedir. Teorem 4.3.1 ve lim
l!1

u(l)(x; t) = u(x; t) den

lim
l!1

f
�
x; t; u(l)(x; t)

�
= f (x; t; u(x; t)) d�r.

Sl =

TZ
0

�Z
0

��
@v

@t
� (�1)ktm @

2kv

@x2k

�
u(l) + f

�
x; t; u(l)

�
v

�
dxdt

tan�mlans�n. lim
l!1

Sl = 0 oldu�gunu göstermek istiyoruz. K�smi integral alma ard arda

kullan�larak

Sl =

TZ
0

�Z
0

 
� @
@t

 
lX

n=1

un(t) sinnx

!
� (�1)ktm

 
lX

n=1

un(t)(�1)kn2k sinnx
!!

vdxdt

+

TZ
0

�Z
0

f
�
x; t; u(l)

�
vdxdt

=

TZ
0

�Z
0

 
� @
@t

 
lX

n=1

un(t) sinnx

!
� (�1)ktm @

2k

@x2k

 
lX

n=1

un(t) sinnx

!!
vdxdt

+

TZ
0

�Z
0

f
�
x; t; u(l)

�
vdxdt

=

TZ
0

�Z
0

�
� @
@t
u(l) � (�1)ktm

@2k

@x2k
u(l) + f

�
x; t; u(l)

��
vdxdt

elde edilir. Buradan

lim
l!1

Sl =

TZ
0

�Z
0

�
�
@

@t
u+ (�1)ktm @

2k

@x2k
u� f (x; t; u)

�
vdxdt

olur. (4.3.1) denkleminden

lim
l!1

Sl = 0

d�r. Böylece u(x; t) =
P1

n=1 un(t) sinnx fonksiyonu (4.3.1)-(4.3.3) probleminin zay�f

çözümüdür. Teorem ispat edildi.

54



5. SONUÇLAR VE ÖNER�ILER

5.1 Sonuçlar

Bu tez çal�şmas�n�n esas k�sm�n� oluşturan Araşt�rma Bulgular� bölümünde ele al�nan

problemlerin çözümlerinin varl��g� ve tekli�gi incelendi.

m = 0; m = 1 ve m do�gal say� olmak üzere tm nin problem üzerindeki etkisi

araşt�r�ld�. Birinci k�s�mda m = 0 durumunda k � 1 için Teoremdeki koşullar al-

t�nda varl�k ve tekli�gin her s�n�rl� T için geçerli oldu�gu yani global varl�k ve teklik

ispatland�. �Ikinci k�s�mda m = 1 durumunda k > 1 için Teoremdeki koşullar alt�nda

varl�k ve tekli�gin her s�n�rl� T için geçerli oldu�gu yani global varl�k ve teklik ispatland�.

Üçüncü k�s�mdam do�gal say� olma durumunda k � 1 için Teoremdeki koşullar alt�nda
varl�k ve tekli�gin küçük bir aral�k olan [0; T 0) için geçerli oldu�gu yani lokal varl�k ve

teklik ispatland�.

5.1 Öneriler

Ele al�nan denklemler yerine pseudo parabolik denklemler için benzer çal�şmalar yap�la-

bilir.

Ele al�nan denklemler için s�n�r de�ger problemi için benzer çal�şmalar yap�labilir.

Sadece parabolik de�gil ayn� zamanda hiperbolik ve eliptik diferansiyel denklemler için

de de�gişken katsay�l� durumda benzer çal�şmalar yap�labilir.
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