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Bu tezde, degisken kesitli dairesel bir kanat¢igin sicaklik dagilimi ve termal gerilmeleri
Pseudospectral Chebyshev Yontemi (PCY) kullanilarak sayisal olarak incelenmistir. Calismada,
dairesel kanat¢igin Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeden (FDM) yapildig1 varsayilmistir.
Fonksiyonel derecelendirilmis malzemenin mekanik o6zellikleri dairesel kanatgik boyunca
degiskenlik gostermektedir. Kanat¢ik kalinliginin radyal yonde dogrusal olarak degistigi
diistintilmastir. Bu durum, enerji dengesi ve termal gerilme denklemlerinin daha karmagsik hale
gelmesine ve analitik ¢oziimlerinin giiclesmesine yol a¢mistir. Bu sebeple, Pseudospectral
Chebyshev Yontemi sabit Kesitli bir dairesel kanatgik tizerinde dogrulanmstir. Elde edilen sonuglar
dogrultusunda, Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeden yapilmis degisken kesitli dairesel
kanatgigin sicaklik dagilimi ve termal gerilmeler ayrintili olarak tartigilmustir.

Anahtar Kelimeler: Dairesel kanatcik, Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzeme, termal gerilme,
Pseudospectral Chebyshev Yontemi
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ABSTRACT

In this thesis, the temperature distribution and thermal stresses of a variable cross-section
annular fin have been numerically investigated using the Pseudospectral Chebyshev Method (PCM).
The study assumes that the annular fin is made of Functionally Graded Material (FGM). The
mechanical properties of the Functionally Graded Material vary along the radius of the annular fin.
It is assumed that the fin thickness changes linearly in the radial direction. This results in more
complex energy balance and thermal stress equations, making analytical solutions more difficult.
Therefore, the Pseudospectral Chebyshev Method has been validated for a fin with a uniform cross-
section. Based on the obtained results, the temperature distribution and thermal stresses of the
variable cross-section annular fin made of Functionally Material are discussed in detail.
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Method



GENISLETILMIS OZET

Is1 transferi olgusu, sicak bir ortamdan daha soguk bir ortama enerji akisi olarak tanimlanir
ve son yillarda maliyet ve 1s1l verimlilik agisindan 6nemli gelismeler kaydedilmistir. Bu baglamda,
1s1 transferi konusundaki arastirmalar, aktif ve pasif teknikler olarak iki ana baglik altinda
toplanmustir. Aktif teknikler ek enerji gerektirirken, pasif teknikler ek enerji gerektirmemektedir.
Pasif kontrol teknikleri genellikle yiizey geometrisinin etkilerini incelemektedir. Bu baglamda, pasif
kontrol tekniklerinden biri olan kanatciklar dikkat ¢ekmektedir. Kanatgik tasarimi, kanatgik
malzemelerinin, profillerinin ve boyutlarinin secilmesini kapsar ve 1s1 transferi oranlarim artirmak
agisindan kritik 6neme sahiptir. Dairesel kanatgiklar, sicaklik farki bulunan iki ortam arasinda 1s1
transferini saglamak amaciyla kullanilmaktadir. Dairesel kanatgiklarin tasarim asamasinda dikkate
almmasi gereken birka¢ Onemli unsur bulunmaktadir. Bunlardan biri, dairesel kanatgiklarin
geometrisidir (kesit alani), ¢iinkii bu dogrudan 1sil verimliligi ve kanatgik iizerindeki sicaklik
farklarindan kaynaklanan termal gerilmeleri etkiler. Bu nedenle, tasarim siirecinde geometrik
faktorlerin dikkatle ele alinmasi kritik 6neme sahiptir. Bir diger 6onemli tasarim parametresi ise
dairesel kanatcikta kullanilan malzemedir. Kanatcik tizerindeki farkli sicaklik degerleri, cesitli 1s1l
genlesmelere neden olur. Bu genlesmeler farkli miktarda termal gerilmelere yol agar ve bu gerilmeler
mekanik kusurlara, 6rnegin siinme, yorgunluk, ¢atlaklar ve catlaklarin ilerlemesi gibi sorunlara yol
acabilir. Bu tiir hatalarin 6nlenmesi ve uygun kanatc¢ik tasariminin saglanabilmesi i¢in, kanatgik
tizerinde olusacak termal gerilmelerin 6nceden belirlenmesi gereckmektedir. Yiiksek sicaklik
farklarina maruz kalan kanatgiklarda olusan termal gerilmeleri azaltmanin bir yolu kompozit
malzeme yerine Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzeme (FDM) kullanmaktir. FDM’ler mikro
diizeyde homojen karakterde olmayan kompozit malzemelerdir. Mikro yapilarindaki siirekli
degisiklikler FDM’leri geleneksel kompozit malzemelerden ayirir (Koizumi, 1997). Bu tezde
FDM’den yapilmis dairesel bir kanat¢ik kullanilmistir. FDM’nin 6zellikleri verilen fonksiyona gére
bir yilizeyden digerine kademeli ve siirekli olarak degisir. Malzeme &zelliklerinin kalinliga gore
derecelendirilmesi, gerilim dagilimindaki ani degisiklikleri 6nler. Ayrica bu malzemeyi kullanmanin
faydalarindan birisi de yiiksek sicakliklara iyi dayanabilmesidir. (Maknun ve Zarfatina, 2021).

Kompozit malzemelerden yapilan dairesel kanatgiklarin malzeme Ozellikleri, Halpin-Tsai
yontemi kullanilarak belirlenmistir. Halpin-Tsai, deneysel verilere dayali gelistirilmis bir amprik
model olup, 6zellikle pargacik takviyeli kompozitlerin malzeme 6zelliklerini tahmin etmede oldukga
etkili bir yontem olarak kabul edilmektedir. Bu yontemle, kompozit malzemelerdeki takviye
elemanlarimin ve matris malzemenin 6zelliklerinin birlesimini dikkate alarak, malzemenin genel

mekanik ve 1s1l 6zellikleri su sekilde belirlenir.

1+&nv
% = T (0.1)



"n"ve" f " su sekilde temsil edilebilir:

n= 3 §=2(-) (0.2)

Burada p, parcacik takviyeli kompozit malzemenin bir 6zelligini temsil etmektedir. py,
fiberin 6zelligini; p,, ise matris malzemesinin ozelligini tanimlar. &, fiber geometrisi ile ilgili bir
parametreyi ifade ederken, [, fiber geometrisinin uzunlugunu; m ise genisligini belirtmektedir. Vg,

fiberin hacim oranini; 1}, ise matrisin hacim oranim1 temsil eder ve bunlar su sekilde

tamimlanmaktadir: (Shariyat, 2012; Eker ve ark., 2021)
Vi= G Vn=1-V (0.3)

Bu tezde belirlendigi tizere, fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerde n degeri 2 olarak
alinmustir.

Bu calismada, degisken kesitli bir dairesel kanatcigin sicaklik dagilimi ve buna bagli termal
gerilmeleri Pseudospectral Chebyshev Yontemi kullanilarak sayisal olarak incelenmistir. Sicaklik
dagilimimi yoneten denklemler ve ilgili siir kosullari olusturulurken asagidaki varsayimlar

yapilmistir:

1. Dairesel kanatgik eksenel simetriktir.

2. Kanat¢igin kalinhigi, yarigapa kiyasla oldukea kiigiiktiir.

3. Kanatgik yiizeyinde yalnizca 1s1 iletimi s6z konusudur ve radyasyon ile 1s1 transferi
ihmal edilmistir.

4. Cevre sicaklig1 ve 1s1 transferi katsayisi sabit olarak kabul edilmistir.

5. Kanatcik termal kararliliktadir; dolaysiyla kanatgik icindeki sicaklik zamana bagh
olarak degismemektedir.

6. Kanatcik iginde 1s1 kayb1 veya 1s1 liretimi g6z oniine alinmamustr.

7. Kanatgik kalinligi, kanat¢igin yarigapina bagh olarak degismektedir.

8. Termal gerilmeleri yoneten denklemler ve sinir kosullar1 elde edilirken yukaridaki
varsayimlara ek olarak su varsayimlar yapilmistir:

9. Kanateik i¢inde i¢ kuvvetlerin olmadig,

10. Kanatgik yiizeylerinde traksiyon kuvvetlerinin bulunmadigi kabul edilmistir.

Bu varsayimlar dikkate alindiginda sicaklik dagilimmi yoneten denklem;
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ar? k() 7 6(r)) a(r)k(r)(T To) =0 (0.4)

ve sinir kosullar,
T(a) =T, (0.5)
T'(b) =0 (0.6)

seklinde elde edilmistir.

Dairesel kanatgiklarda gerilme, gerinme ve sicaklik arasindaki iligkileri tanimlayan
denklemler, gerinme ile deplasman arasindaki iliskileri belirleyen denklemler ve gerilme denge
denklemleri asagidaki sekilde sunulmustur.

Gerilme, gerinme ve sicaklik arasindaki iliskiyi veren denklemler:

Or = o v2) (& +vey — (1 +v)aT) (0.7)
T = o v2) (£¢, +ve, —(1+ v)aT) (0.8)

Gerinme-deplasman arasindaki iliskiyi veren denklemler:

d
= 2 (0.9)

£p =~ (0.10)

Gerilme denge denklemi:

or dé(r)y | 9r—0¢ | doy _
§(r), adr + T t+ dr =0 (0'11)

seklinde elde edilmistir.
Degisken kesitli bir dairesel kanatcikta gerilme bilesenini yoneten denklem, gerilme-
gerinme-sicaklik iligkisini, gerinme-deplasman iliskisini ve gerilme denge denklemlerini tanimlayan

denklemler kullanilarak agagidaki gibi elde edilir:

d’u | dufdnn) | E'() | 2v(n)v'(r) _] 4
dr?2 = dr L&) E(r) 1-v(r)? T
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(1 +v())a)T@) |3 R R |+

v'()a(@)T ) +vr)alr) + vr)a' (MT@) + a(r)T'(r) + &' (r)T(r) (0.12)

Termal gerilmeler kismindaki sinir kosullari (8) numarali varsayim kullanilarak asagidaki

gibi elde edilir:
o.(a) =0 (0.13)
o-(b) =0 (0.14)

Sicaklik dagilimini ve termal gerilmeleri yoneten denklemler, belirtilen sinir kosullari altinda
Pseudospectral Chebyshev yontemi kullanilarak sayisal olarak incelenmistir. Bu yontemde,
geometrik parcanin tamami dikkate alinarak, sinir bolgelerinde daha yogun ve merkeze dogru daha
seyrek boluntii noktalar: yerlestirilerek ¢oziimleme yapilmustir. Boliintii noktalar, Gauss-Lobatto

noktalar1 kullanilarak sagdan sola dogru su sekilde elde edilmistir (Trefethen, 2000).
x=cos(X), j=0123 . (0.15)

Denklem (0.15) no’lu denklemde tanimlanan fonksiyonla iliskili olarak, Chebyshev
diferansiyel matrisinin Orgii noktasi dagilimlar1 asagida belirtilen ¢6ziim semasina gore
olusturulacaktir. Coziim semasimi kurgulamak i¢in Chebyshev o6rgii noktalarinda tanimli bir v
vektorii dikkate alinacaktir. Bu v vektoriiniin, ayni 6rgii noktalarindaki ayrik tiirevini w, iki asamada

elde etmek miimkindiir (Trefethen, 2000).
e p derecesi < N olan bir interpolasyon polinomu p(x;) = v;, 0 <j < N seklinde
secilirse

e Orgii noktalarindaki tiirevi w; = p'(xj), 0 < j < N seklinde olacaktir.

Bu islem dogrusal olmasindan dolayr orgii noktalarindaki w tiirevi, Dy olarak

isimlendirilecek olan (N + 1) x (N + 1) boyutunda bir matris ile v ¢arpimi ile temsil edilebilir.

w = Dyv (0.16)

Vi



Dy tirevleme matrisi Lagrange interpolasyonu kullanilarak elde edilir ve boliinti
noktalarindaki birinci dereceden tiirevi temsil eder. ikinci ve daha yiiksek dereceden tiirevler,
tiirevleme matrislerinin (Dy) birbiri ile carpilmasi sonucunda elde edilir ( DZ = DyXDy).
Tiirevleme matrisleri kuillanilarak sicaklik kismin1 yoneten denklemler asagidaki sekilde

ayriklastirlir.
L,T = RHS; (0.17)
Yukarida verilen lineer sistem denklemindeki L, ve RHS; asagidaki gibi verilmistir,

A2 k') 1, &)
Ly=D"+ (k(r) T 5(r)

2h
) - SR (0.18)

2h

RHS; = ) Two

(0.19)

(0.17) no’lu lineer denklem sistemi, sicaklik sinir kosullarinda (0.5 ve 0.6) ¢oziiliir ise
sicaklik i¢in agikar olmayan ¢oziim elde edilmis olur. Ayni prosediir termal gerilmeleri yoneten

denklem icin uygulanirsa

seklinde bir lineer sistem denklemi elde edilir. Bu denklemde gegen L, ve RHS, asagidaki

gibi verilmistir.

2 SI(r) E'(r)  2v(r)w' () 1 1 s’ (r) E (r) 2v(r)v (r)
LZ =D+ [5( T) E(r) 1-v(r)? + r] [ ( ) + ( ) Tz —v(r)? (T) +
v'(r) — ;] (0.21)

(7”) E'(r) 2v()v'(r)
5 TEM T 1=v()?

v'(r)a()T ) +vr)al@r) + v(r)ad' ()T ) + a()T'(r) + a' (r)T(r) (0.22)

RHS, = (1 + v(r))a()T(r) [

(0.20) numarali lineer denklem sistemi, gerilme (0.13-0.14) sinir kosullarinda ¢ozilir ise
deplasmanlar i¢in asikar olmayan ¢6ziim elde edilmis olur.

Yontemin dogrulugu, literatiirde bulunan sabit kesitli dairesel bir kanatgiktaki sicaklik
dagilimi ve termal gerilmeler i¢in yapilmis analitik ¢6ziimle Kkarsilastirilarak dogrulanmustir.

Degisken kesitli fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden yapilmis dairesel kanatgikta elde edilen

Vil



sicaklik dagilimlar1 ve termal gerilmeler, ayn1 malzemeden yapilmis sabit kesitli kanatgiktaki

sicaklik dagilimlar1 ve termal gerilmeler ile karsilagtirilmustir.
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1. GIRIS

Giintimiizde, 1s1 transferinin Onemi; asirt maliyetler, 1sil verimlilik ve endistriyel
uygulamalardaki gereksinimler dogrultusunda giderek artmaktadir. Bu baglamda, arastirmacilar, 1s1
transfer siireclerini daha iyi anlamak ve bu siiregleri iyilestirmek amaciyla kapsamli calismalar
yliriitmektedir.

Is1 transferi, genel olarak iki ana kategoriye ayrilarak incelenmektedir: Aktif ve pasif
teknikler. Aktif teknikler, 1s1 transferini iyilestirmek i¢in ek enerji gerektiren yontemlerdir. Bu tiir
yontemler, genellikle 1sitma veya sogutma siireglerini hizlandirmak amaciyla dis bir enerji
kaynagindan faydalanir. Pasif teknikler ise 1s1 transferini iyilestirmek igin ek enerjiye ihtiyag
duymadan c¢alisan yontemlerdir. Bu tiir yontemler, genellikle yilizey geometrisinin, malzeme
ozelliklerinin ve dogal hava akiglarinin etkilerini en iyi sekilde degerlendirmeye yoneliktir (Mousavi
Ajarostaghi ve ark, 2022). Bu dogrultuda, kanatgiklar, pasif 1s1 transferini artirma konusunda son
derece etkili bir teknik olarak dikkat ¢ekmektedir. Kanatgiklar, ¢esitli mithendislik alanlarinda 1st
transferini optimize etmek i¢in tasarlanmis yapisal elemanlardir. Bu elemanlar, 1s1y1 daha verimli bir
sekilde dagitmak ve yiizey alanini artirmak amaciyla kullanilir, bu sayede 1s1l performans 6nemli
Olciide 1iyilestirilebilir. Kanatciklarin tasariminda dikkat edilmesi gereken unsurlar arasinda;
kullanilan malzemelerin 6zellikleri, kanatcik profillerinin sekli ve boyutlari bulunmaktadir. Malzeme
secimi, kanatgigin dayanikliligi ve 1s1 iletkenligi agisindan belirleyici bir faktordiir: Uygun malzeme
secimi, 1s1 transferinin etkinligini artirmada kritik bir rol oynamaktadir. Kanatgiklarin boyutlart ve
geometrik profilleri de akiskan dinamikleri ve 1s1l transfer siiregleri iizerinde dogrudan etkiye
sahiptir. Bu nedenle, kanatciklarin boyutlandirilmast  ve sekillendirilmesi, miihendislik
uygulamalarinda biiyiik bir dikkatle ele alinmaktadir.

Silindir bigimindeki kanatciklar, mithendislik diinyasinda genis bir uygulama yelpazesine
sahip olup, 1s1 esanjorlerinden igten yanmali motorlara kadar pek ¢ok alanda yaygin olarak
kullanilmaktadir. Bu tiir yapilar, 1s1 transferini artirmak amaciyla tasarlanmig olup, 6zellikle radyal
ve dairesel kanatgiklar en uygun ¢ézlimler arasinda dne ¢ikmaktadir. Is1 transferi uygulamalarinda,
dairesel kanatciklar genellikle radyal kanatgiklara kiyasla daha fazla tercih edilmektedir. Bunun
baslica nedeni, dairesel kanatgiklarin iiretim ve tasarim siireclerinin daha kolay ve maliyet etkin
olmasidir. Bu tezde endiistrinin gereksinimlerine uygun olarak dairesel kanatciklar ele alinmigtir.

Dairesel kanatgiklar, sicaklik farki bulunan iki farkli ortam arasinda 1s1 transferini artirmak
amaciyla olduk¢a etkili bir ara¢ olarak kullanilmaktadir. Kanatc¢iklarin performansini  ve
dayanikliligin1 etkileyen bazi kritik unsurlar tasarim esnasinda dikkate alinmahdir. ilk olarak,
dairesel kanat¢igin geometrisi, yani kesit alani, onemli bir tasarim parametresidir. Geometrik
oOzellikler, 1s1 transferi siireglerini belirleyen faktorlerden biridir ve bu nedenle tasarim asamasinda
dikkatlice secilmesi gereken bir unsurdur. Kanatcigin sekli, ylizey alanini artirarak 1s1 transferini

optimize etmektedir. Ayrica, bu geometrik unsurlar, termal gerilmeler ve sicaklik dagilimlar



tizerinde de etkili olmaktadir. Bu durum, tasarimin hem islevselligi hem de giivenilirligi agisindan
son derece 6nemlidir. Diger bir kritik parametre ise dairesel kanat¢igin malzeme se¢imidir. Farkli
malzemelerin, sicaklik degisimlerine bagli olarak farkli termal genlesme oranlar1 bulunmaktadir. Bu
termal genlesme, malzeme icinde i¢ gerilmelerin olusmasma neden olmaktadir. ¢ gerilmeler,
zamanla malzemenin yapisinda zayifliklara yol acarak cesitli mekanik hasarlarin ortaya ¢ikmasina
neden olur. Ornegin, siiriinme, yorulma, gatlak olusumu ve mevcut catlaklarin genislemesi gibi
sorunlar, malzeme dayanikliligini tehdit eden 6nemli problemlerdir. Bu tiir hasarlarin 6nlenebilmesi
icin, dairesel kanat¢iklarm tasariminda dogru geometrinin ve uygun malzemenin se¢ilmesi hayati bir
oneme sahiptir.

Literatiirde gerceklestirilen c¢esitli arastirmalar, dairesel kanatgiklarin farkli geometrik
formlarinin kullanildigini ortaya koymaktadir (Mokheimer, 2002). Bu caligmalar, 6zellikle sabit
kesitli kanatgik geometrilerinin performansini artirmak amaciyla sicaklik ve termal gerilme
dagilimlarinin optimize edilmesi gerektigini vurgulamaktadir. Sabit kesitli tasarimlar genellikle
belirli sicaklik dagilimlarina ve termal gerilmelere maruz kaldiklar i¢in, bu sorunlarin iistesinden
gelmek icin degisken kesitli geometrilerin arastirilmasi 6nemli bir konu haline gelmistir
(Kanthimathi ve Naga, 2016). Degisken kesitli dairesel kanatgiklar, 1s1 iletimi ve sicaklik dagilimi
acisindan daha verimli ¢6zlimler sunmaktadir. Bu tiir tasarimlar, kanat¢igin belirli boliimlerinde
geometrik degisiklikler yaparak, 1s1 transferini optimize etme olanagi saglar. Ornegin, belirli
bolgelerde daha fazla yiizey alani saglayarak 1s1 transferini artirmak ya da termal gerilmeleri
azaltmak amaciyla cesitli sekil ve boyutlandirma stratejileri gelistirilebilir. Bu baglamda, bu tezde

degisken kesit alanina sahip bir dairesel kanat¢igin tasarimina odaklanilmstir.
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Yiiksek termal iletkenlige sahip malzemeler, genellikle kanatgik tasarimlarinda tercih edilen
ana bilesenler arasinda yer almaktadir. Bu tiir malzemeler, 1s1 transferini etkin bir sekilde
gerceklestirme kapasitesi sayesinde, miithendislik uygulamalarinda 6nemli bir avantaj saglamaktadir.
Ancak, homojen malzeme kullanimi1 bazi durumlarda, kanat¢ik boyunca uniform bir sicaklik dagilimi
elde etme konusunda yetersiz kalabilmektedir. Bu durum, 6zellikle 1s1 transferinin kritik oldugu
uygulamalarda, sicaklik farklarinin yonetimi agisindan zorluklar yaratabilmektedir. Giintimiizde tek
tip malzeme kullanimi1 disinda alternatif ¢oziimler de ortaya ¢ikmistir. Bu alternatifler arasinda,
birden fazla madde igeren kompozit malzemeler ve fonksiyonel olarak derecelendirilmis malzemeler
yer almaktadir.

Kompozit malzemeler yiiksek 1sil iletkenlige sahip olmalarindan dolayr kanatgik
tasarimlarinda oldukga yaygin kullanilmaktadir (Pashah ve ark, 2012). Yapis1 geregi kompozit
yapilarda, gelistirilmis mekanik ve 1s1l 6zellikler elde etmek i¢in homojen elastik yiizeyler birbirine
baglanmaktadir. Ancak bu araylizde tabakalar arasi giiclii gerilmeler meydana gelir. Bu gerilme,
delaminasyon, catlama ve diger mekanik hasarlara neden olabilir. Bu hasarlar1 gidermek amaciyla
bu tezde dairesel kanatgiklarda Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeler (FDM) kullanilmast
Onerilmistir (Benyamina ve ark, 2018).

FDM’ler mikroskobik olarak homojen karakterde olmayan kompozit malzemelerdir. Mikro
yapilarindaki siirekli degisiklikler FDM’leri kompozit malzemelerden ayirir (Koizumi, 1997).
FDM’nin 1s1l-mekanik 6zellikleri verilen fonksiyona gore bir yiizeyden digerine kademeli ve stirekli
olarak degisir. Malzeme 6zelliklerinin kalinliga gore derecelendirilmesi, gerilim dagilimindaki ani
degisiklikleri onler. Ayrica bu malzemeyi kullanmanin faydalarindan birisi de yiiksek sicakliklara
dayanikli olmasidir. (Maknun ve Zarfatina, 2021).

Dairesel kanatciklarda meydana gelebilecek potansiyel hasar tiirleri, gerilmelerin neden
oldugu bir¢ok problemle iliskilidir. Bu tiir hasarlar arasinda yorulma, catlama, catlak yayilmasi ve
asinma gibi durumlar yer alir. Tasarim agamasinda bu hasarlarin 6nceden tahmin edilmesi biiyiik
onem tagimaktadir. Ancak, bu siirecin en biiyiik zorluklarindan biri, sicaklik dagilimi ile gerilme
dagilimini belirleyen denklemlerin karmasikligidir. Bu denklemler, genellikle bir dizi degisken ve
parametre icerdiginden, analitik olarak ¢oziilmesi oldukga giictiir. Bu zorluklari agmak ve daha etkili
bir tasarim siireci saglamak amactyla sayisal yontemler kullanilmaktadir.

Literatiirde, karmagik problemleri ¢ozmek i¢in ¢esitli sayisal yontemler gelistirilmistir. Bu
yontemler arasinda en yaygin olanlar1 Spektral Yontemler, Runge-Kutta, Perturbasyon Y 6ntemleri,
Sonlu Farklar Yontemi, Tamamlayici Fonksiyonlar Yontemi gibi teknikler yer alir. Bu yontemlerin
ortak amaci, karmasik sayisal problemleri daha basit bir bigime, yani polinomlara doniistiirerek
bilgisayarlardan faydalanarak ¢dziimlemektir. Polinomlar, sayisal yontemlerin temelidir ve iki ana
gruba ayrilir: yerel polinomlar ve global polinomlar. Yerel polinomlar, belirli bir bolge icinde
tanimlanan ve o bolgedeki noktalara odaklanan fonksiyonlardir. Bununla birlikte, global polinomlar

ise tiim ¢dzlim alani1 kapsayan ve tiim veri noktalarim dikkate alan daha genis bir bakis agis1 sunar.



Global polinomlarin kullanimi, bu yontemlerin daha yiiksek dogruluk saglamasina ve daha az zaman
maliyeti ile calismasina olanak tanir.

Spektral Yontemler, sayisal analiz alaninda dikkat ¢ceken bir yere sahiptir ve hata oranlari
neredeyse sifira yakindir. Bunun temel nedeni, bu yontemlerin fonksiyonlarin tam degerlerini
bulabilme yetenegidir. Bu 6zellik, Spektral Yontemler’i, daha ¢ok yerel polinomlar kullanan Sonlu
Elemanlar Metodu gibi diger sayisal yontemlerden ayiran énemli bir faktordiir. Ayrica, Spektral
Yontemler’in bir diger avantaji, ¢6ziim siirecinde daha az veri ve bilinmeyen gerektirmesidir. Bu
yontemlerin uygulanmasinda, iki ana polinom tiirii sik¢a kullanilir: Legendre Polinomlar1 ve
Chebyshev Polinomlari. Bu tezde, Chebyshev Polinomlari kullanilmistir. Ilerleyen béliimlerde, bu
polinomlarin ¢aligma prensipleri detayl bir sekilde agiklanmisgtir.

Bu tezde, degisken kesitli FDM’den yapilmig dairesel kanatg¢ik i¢in genel bir termal ¢6ziim
incelenmigtir. Dairesel kanatgigin  mekanik ve termal &zellikleri, fonksiyonel olarak
derecelendirilmistir. Elde edilen genel ¢oziimiin sicaklik ve yer degistirme hesaplamalarinda
Pseudospectral Chebyshev Yontemi (PCY) kullanilmistir. Sayisal ¢éziim, dogrulama amaciyla

homojen sabit kesitli dairesel kanatgik ile elde edilen sonuglarla karsilastirilmustir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Is1 transferini artirmak amaciyla ge¢misten giliniimiize kanatciklarla ilgili bir¢cok calisma
yapilmigtir. Bu ¢alismalar; kanatgiklarda olusan termal gerilmelerin incelenmesi ve analizi,
kanatciklarda kullanilan malzemelerin 6zellikleri, kanatcik cesitleri ve boyutlari, kanatgiklarda
olusan 1sil performans ve kanatgiKlarin verimi ile bu caligmalarin dogrultusunda kullanilan
matematiksel yontemler, yaklagimlar ve paket programlar igermektedir.

Wang ve ark (2013) calismalarinda dikdortgen profile sahip bir dairesel kanatciktaki
sicaklik dagilimlarii ve termal gerilmeleri hibrid bir yontem olan Ara Deger Fark yontemini
kullanarak sayisal olarak incelemislerdir.

Yu ve Chen (1998) elastik izotropik dairesel bir kanatgikta gerilim dagilimin
incelemislerdir. Kanat¢iktaki sicaklik dagilim denklemini Taylor doniistim yontemini Kullanarak
bulmuslar ve elastisite teorisi ile birlestirerek kanatciktaki gerilmeleri hesaplamiglardir.

Wu (1997) ¢alismasinda, dairesel bir kanat¢ikta zamanla azalan 1s1 akisina maruz kalan
gecici termal gerilmeleri incelemistir. Enerji denkleminden tiiretilen boyutsuz kismi diferansiyel
denklem, Laplace doniisiimii kullanilarak adi diferansiyel denkleme donistiiriilmiistiir.

Mallick ve Das (2014) bir dairesel kanatgikta olusan termal gerilmeyi karsilayabilecek,
bilinmeyen parametreleri bulmay1 amaglayan ters bir yaklasgim sunarak belirlemislerdir. Sicakliga
bagh gerilmeleri, elastik teori ile yar1 analitik ¢oziimle birlestirmisler ve bu parametrelerin sicaklik
dagilim1 ve gerilmeler tizerindeki etkilerini tartigsmislardir.

Chiu ve Chen (2002) periyodik 1s1 transferi sinir kosulu altinda sicakliga bagli 1sil iletkenlige
sahip dairesel bir kanatgikta termal gerilmeler incelemislerdir. Sicaklik dagilimini Adomian
Ayristirma yontemiyle analiz etmislerdir.

Lee ve ark (2002) Dairesel bir kanatgiktaki sicaklik ve gerilme denklemlerini, sonlu farklar
yontemi ve Laplace doniisiim yontemini birlestirerek Laplace uzayinda bulmus, sonrasinda ise bu
denklemleri Fourier serileri ve matris benzerlik donlisimii yontemi ile gergek uzaya
doniistirmiislerdir. Bu denklemleri dairesel bir kanat¢igin termoelastik problemini ¢ézmek igin
uygulamiglardr.

Huang ve ark (2008) calismalarinda, dort katmanli ince bir filmde meydana gelen termal
gerilmeleri incelemislerdir. Tek boyutlu sicaklik ve termal gerilim dagilimlart iletimle 1s1 transferi
dikkate alinarak analitik olarak elde edilmistir. Bitisik katmanlar arasindaki normal ve kayma
gerilmeleri iki boyutlu olarak ANSYS aracilifiyla birlesik olmayan elastik teori yontemi ile
hesaplanmigtir. Daha sonra tek boyutlu analitik modelin gegerliligini incelemek amaciyla tek boyutlu
ve iki boyutlu gerilim hesaplamalari arasinda bir karsilagtirma yapmislardir. Sonug olarak tek boyutlu
analitik model, katmanli ince bir filmde meydana gelen termal gerilmelerin hizli bir 6n tahmin igin

kullanilabilecegi sonucuna varmislardir.



Mallick ve ark (2016) c¢alismalarinda 1s1l iletkenlik, termogeometrik ve 1s1l genlesme
parametrelerini Nelder-Mead Minimizasyon yontemi kullanarak tersine ¢6ziimle elde etmislerdir.
Kanatgiktaki termal gerilmeler igin homotopi pertiirbasyon yontemini uygulamiglardir. Sicaklik
dagilimma ve gerilmelere etkisi olan 1s1l parametreleri incelemislerdir. Incelenen bu 1sil
parametrelerin farkli kombinasyonlarini olusturarak gerilme ve sicaklik dagilimina etkilerini analiz
etmislerdir.

Kundu ve ark (2022) termomekanik etkilesimleri arastirmiglardir. Baglangigta Lord-
Shulman modeli altinda i¢i bos goézeneklere sahip bdlgesel olmayan termoelastik gerilme
gozlemlemislerdir. Fiziksel biiyiikliiklerin ifadelerini elde etmek i¢in normal mod teknigini
uygulamislardir. Gerilmeler, yer degistirme bilesenleri, sicaklik alan1 ve degisimi i¢in uygun
malzeme se¢mislerdir. Sayisal hesaplamalar kullanmiglar ve grafiksel olarak gdstermislerdir.

Lee ve Yang (2003) dairesel bir kanat¢igin taban 1s1 akisim bulmak i¢in Birlesik
Gradyanlarin Minimizasyon yontemini basariyla uygulamiglardir. Kanatgigin herhangi bir
noktasindaki sicaklik degeri bilindiginde taban 1s1 akisinin hesaplanabilirligini ortaya koydular.
Ayrica sicaklik dagilimlarini ve termal gerilme dagilimlarini elde etmislerdir. Tersine hesaplama
yonteminin dogrulugu; kanatcikta modellenen ve kesin olmayan 6l¢iimler kullanilarak elde edilen
sonuclar incelenmis ve iyi sonuglar verdigini dogrulamislardir.

Yang ve Chu (2001) dairesel bir kanatcikta zamanla degisen bir 1s1 akinsa maruz kalan
termoelastik davranisi incelemislerdir. Enerji denge denkleminde termomekanik birlestirme etkisini
dikkate almigslar ve elde ettikleri kismi diferansiyel denklemi Laplace doniistimii ile adi diferansiyel
denkleme ¢evirmislerdir. Bessel fonksiyonlar1 yardimiyla sicaklik dagilimini ve gerilmeleri Laplace
uzayinda hesaplamislardir.

Bu ¢alismalar sonucunda kanatgiklarda olusan gerilmelerin karsilanabilmesi agisindan bilim
insanlar1 kanatgiklarda kullanilacak olan malzemenin mekanik ve 1sil 6zelliklerinin incelenmesi
arayigina girmislerdir. Basta kanat¢iklar i¢in kompozit malzemeler uygun olarak goriilse de daha
sonraki yapilan arastirmalar neticesinde Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemelerin (FDM)
mekanik ve 1s1l 6zellikler bakimindan daha uygun oldugu goriilmiistiir. Bunun nedeni ise kompozit
malzemelerde olusan gerilme yigilmalarinin malzemede ¢atlama, delaminasyon ve diger mekanik
hasarlara neden olmasidir ancak FDM’lerde malzeme 6zelliklerinin siirekli degismesi nedeniyle bu
hasarlar meydana gelmemektedir.

Nemat-Alla ve ark (2009) FDM malzemeden yapilan, termal yiiklemeye maruz kalan
kanatgigin termal gerilmeleri iki boyutlu olarak incelemesini yapmuislardir. Sicakliga bagli malzeme
ozelliklerine sahip kanatgikta Elasto-plastik gerilim analizini gergeklestirmek icin sonlu elemanlar
model yontemini kullanmiglardir. FDM malzemesinin metalik bilesenlerinin 1s1 iletkenliginin
sicaklik dagilimlar {izerinde biiyiik etkisi oldugunu bulmuslardir.

Nemat-Alla (2009) siddetli 1s11 yiiklere maruz kalan makine elemanlarindaki termal

gerilmelerin azaltilmasi i¢in fonksiyonel olarak derecelendirilmis malzemeler gelistirmislerdir. FDM



malzemesinden yapilan plakalarin optimizasyonu ile termal gerilmelerin daha fazla azaltilmasini
amagclamaktadir. Kabul edilen 1s1l yilke FDM malzemesinden yapilan plakalarin catlama veya
kirilma olmadan dayanabildigini kanitlamistir. Kabul edilen 1s1 yiiklerinde ele alinan plakalarin
elasto-plastik yapisal analiz modeli, ortaya ¢ikan termal gerilmeleri belirlemek igin kullanilmustir.

Aziz ve ark (2013) 1s1 transferinin taginim ile gergeklestigi, kanat¢ik ucu ve yiizeyindeki 1s1
transferinin taginim ve 1s1nim ile oldugu ve kanatcik iginde 1s1 iiretiminin oldugu homojen malzeme
ve fonksiyonel olarak derecelendirilmis malzemeden yapilmis dairesel kanatgiklardaki 1sil
performansi diferansiyel doniisiim yontemi kullanarak incelemislerdir. Isil iletkenligin radyal yonde
degisiminin performans iizerindeki etkilerini gostermislerdir.

Aziz ve Rahman (2009) Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeden (FDM) yapilmis
dikdortgen profile sahip bir dairesel kanatgiktaki 1s1l performansi incelemislerdir. Isil performans
tizerine etki eden radyal yonde degisen 1s1l iletkenligin 6nemi vurgulanmig ve en yiiksek verimin 1sil
iletkenligin yarigapin karesi ile ters orantili oldugu durumda saglandigi belirtilmistir.

Gaba ve ark (2014) calismalarinda, FDM’den yapilmis, sabit agirliktaki, parabolik dairesel
bir kanatcigin performansini; kanatgik kalinliginin kuvvet kurali ve iistel olarak degistigi iki farklt
durum igin incelemistir. Tiim profiller ve fonksiyonel derecelendirilmis malzeme i¢in ikinci
dereceden adi diferansiyel denklemler tiretmistir. Bu tiir kanat¢iklarin, verimliligi ve etkinlikleri
hesaplanmis ve grafikleri olusturulmustur.

Koizumi (1997) fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerin yapisinin, mekanik ve termal
ozelliklerinde dereceli bir degisime yol actigini arastirmistir. Bu calisma islevsel olarak yiiksek
performansly, 1s1ya dayanikli malzemelerin gelistirilmesine yonelik 6nemli bilgiler sunmustur.

Hassanzadeh ve Pekel (2013) ¢alismalarinda FDM’den yapilmig dairesel bir kanatgiktaki
181 transferinin arttirilmasina yonelik yeni bir yaklasim sunmaktadirlar. Homojensizlik katsayisinin
ve termogeometrik parametrenin kanatgik verimi, sicaklik dagilimi ve kanatgik ug sicakligina etkisi
grafiksel olarak gdsterilmistir. Homojensizlik katsayisinin 1s1 transferinin daha iyi bir sekilde
ger¢eklesmesinde Gnemli bir yere sahip oldugu fakat yarigap oranlarinin artmasi ile etkisinin azaldigi
sonucuna varmiglardir.

Haghighi (2016) FDM’den yapilmis kalinligin degisken oldugu bir dairesel kanatcikta,
yalnizca kanat¢igin U¢ boktasindan 6lgiilen sicaklik verileri kullanilarak tabanda, zamana bagl
degisen bilinmeyen 1s1 akiSin1 Birlesik Gradyanlar Metodu ve Artirimli Diferansiyel Quadrature
Metodu ile ters 1s1 iletimi prosediirii kullanarak belirlemistir. Calisma, yontemin gegerliligini ve daha
az hesaplama zaman ile etkin bir sekilde bilinmeyen 1s1 akisini hesaplamada basarili oldugunu
gostermigtir.

Lee ve ark (2012) caligmalarinda, fonksiyonel olarak derecelendirilmis bir kanatgigin
tabaninda zamana bagli degisen 1s1 akisini, Birlesik Gradyanlar Yontemi ve Farklilik prensibine
dayali ters algoritma kullanilarak elde etmislerdir. Sayisal sonuglar, kullanilan y6ntemin zamana

bagli degisen taban 1s1 akisin1 dogru sekilde tahmin ettigini gostermistir.



Tutuncu ve Temel (2013) sicaklik degisimine maruz kalan, fonksiyonel olarak
derecelendirilmis, diizgiin olmayan donen disklerin termoelastik analizini iki noktali sinir deger
yontemini kullanarak ¢oztimlerini yapmislardir. Termomekanik ozellikler, kalinligin ve sicaklik
degisiminin uzaysal degisimleri; degisken katsayili diferansiyel denklemlerinden olusur. Bu tiir
denklemlerin ¢6ziimii yalnizca derecelendirme fonksiyonlariin belirli formlari i¢in elde edilebilir.
Denklemlerin genel varyasyonlari i¢in sayisal yontemlere bagvurmuslardir ve tamamlayici islevler
yontemini uygun bir segenek olarak gormiislerdir.

Kanatgiklarin verimliliklerini, optimal uzunluklarini, performansini, sicaklik dagilimlarin
ve bunlara etki eden parametrelerin Onemini gosterebilmek i¢in birgok sayisal ydnteme
basvurmuslardir.

Chiu (2002) degisken termal iletkenlige sahip dikdortgen profilli kanatgik i¢indeki sicaklik
dagilimm belirlemistir. Kanat¢igin verimliligini ve optimal uzunlugunu degerlendirmek igin
yaklagik analitik sonu¢ veren Adomian Ayrigtirma yontemini kullanmistir. Adomian Ayristima
yonteminin sonuglart Newton’un dogrusallastirma semasini kullanan sonlu farklar yontemiyle elde
edilen sonuglarla karsilastirilarak yontemin dogrulugunu ispatlamiglardir.

Mokheimer (2002) bolgesel olarak degisken 1s1 transferine tabi farkli profillerdeki dairesel
kanatciklarin 1s1l performansini sayisal bir yontem olan sonlu farklar yontemi ile incelemistir.
Ortamin ve kanatgik geometrisinin bir fonksiyonu olarak kanatgik verimliligi cinsinden ifade edilen
kanat¢ik performansi, grafiksel olarak verilmistir ve elde edilen sonuglar literatiirde bulunan analitik
ve sayisal sonuglarla karsilastirmistir. Elde edilen sonuglar literatiirdeki sonuglardan daha yiiksek
¢ikmustir.

Peng ve Chen (2011) diferansiyel doniisiim ve sonlu farklar yontemiyle birlestiren hibrit bir
sayisal teknik yontemi, sicaklifa bagli 1sil iletkenlige sahip dairesel kanatcigi incelemek icin
kullanmiglardir. Konvektif 1s1 transfer katsayisi, emisyon, termal iletkenligin etkileri ve sicaklik
dagilimina iligskin parametreler incelenmistir.

Chen (1999) konvektif 1s1 transfer olaylariin gerceklestigi, dikdortgen profilli dairesel bir
kanatgikta gegici sicaklik dagilimlarini incelemislerdir. Bir konveksiyon-radyasyon isi transfer
olayinin gergeklestigi kanat ucu dikkate alinmistir ve lineer olmayan diferansiyel denklemler ile
hibrit bir yéntem olan, sinir kosullar1 belirli Taylor dontisiimii ve sonlu farklar yaklagimini kullanarak
¢Ozmuistiir.

Agarwal (1982) Tamamlayici Fonksiyonlar yonteminin dogrusal olmayan sinir deger
problemlerinin ¢6ziimleri igin etkili bir sekilde kullanilabilecegini gostermistir. Yapilan analiz iki
noktal1 sinir deger problemleri i¢in ayn1 zamanda ¢ok noktali sinir deger problemleri ve siir sartlari
verilen diger problemler i¢inde dogrulugunu kanmitlamistir. Tamamlayici fonksiyonlar yonteminin
hem dogrusal hem de dogrusal olmayan iki noktali smir deger problemini ¢dzebilecegini

kanitlamistir.



Belhocine (2015) bir disk diizeneginde sonlu elemanlar yaklasimi kullanarak termal etkileri
ve temas davranisini tanimlamayr amaglamaktadir. ilk olarak termal etkilerin olmadigi disk
modelinin analizi gerceklestirilmistir. Daha sonra konveksiyon, adyabatik ve 1s1 akist
parametrelerinin dahil edildigi disk modelinin analizi gergeklestirilmistir. Sicakligin disk tizerinde
yapisal ve temas davranisim1 6nemli Olciide etkiledigi goriilmiistiir. Gelistirilen sayisal modelin
dogrulugunu kanitlamak icin deneysel ¢caligsma yapmaistir.

Kang ve Look (2007) ¢alismalarinda 1s1l asimetrik dikdortgen profilli, konvektif 1s1 transfer
durumundaki dairesel kanatcik incelenmistir. ki Boyutlu Analitik Metod ve Artimli Arastirma
metodunu kullanmiglardir. Kanat tabani durumu i¢in akiskandan i¢ yiizeye 1s1 transferinin oldugunu
varsaymaktadirlar.

Arslanturk (2004) termal olarak simetrik olmayan konvektif sinir kosullart gbz Oniine
almarak dikdortgen kesitli, iki boyutlu 1s1 transferinin oldugu dairesel bir kanat¢igin optimum
boyutlarini aragtirmigtir. Sicaklik dagilimini ve 1s1 transfer hizini analitik olarak ¢ozmiistir.

Campo ve Stuffle (1997) farkli sekillerdeki kanatgiklarin 1s1 transfer analizlerini
incelemislerdir. Dairesel kanatciklarda kontrol parametreleri acgisindan kanatgik verimi ve ug
sicakligl, sembolik hesaplamali matematik yardimiyla gerceklestirmisler ve hesaplamiglardir.
Sonuglar1 korelasyon denklemler yardimiyla analiz etmis ve raporlamislardir.

Zubair ve ark (1996) degisken profilli ve sicakliga bagli termal 6zelliklere sahip dairesel
kanatgiklarin - optimum boyutlarinin iletkenlik iizerinde etkisini incelemislerdir. Dairesel
kanatciklarin optimizasyonu i¢in genel gii¢ yasasi profili ve sicakliga bagl termal iletkenligi dikkate
almislardir. IMSL ve FSQP paket programlarini kullanarak sayisal olarak incelemislerdir. Sonuclari
regrasyon denklemleri ile sunmuslardir ve en uygun sonucun parabolik profile sahip dairesel
kanatciklardan elde edildigini sonucuna varmislardir.

Arslanturk (2009) sicakliga bagli 1s1l iletkenlige sahip dairesel bir kanatgigin optimum
tasarimu i¢in korelasyon denklemlerini mevcut ¢alismada elde etmistir. Lineer olmayan diferansiyel
denklemi Adomian Ayrigtirma yontemi ile ¢ozerek sicaklik dagilimini analitik olarak elde etmistir.
Yontemin dogrulugunu gostermek igin sayisal sonuglar ile analitik ¢6ziim karsilagtirilmistir.

Ganji ve ark (2011) calismalarinda, analitik bir ¢dziim olan Homotopi Pertiirbasyon
yontemini kullanarak sicakliga bagl dairesel bir kanatgigin sicaklik dagilimini belirlemislerdir. Bu
yontemin dogrusal olmayan diferansiyel denklemleri ¢6zmek igin kullanish ve dogru sonuglar
verdigini kanitlamiglardir.

Kang ve Look (2009) ¢alismalarinda, yeni bir yontem kullanarak trapez profilli dairesel bir
kanatgik optimizasyon analizini gerceklestirmislerdir. Iki boyutlu analitik yontem yaklasimin
uygulamiglardir. Yeni yonteminin kesinligi dikdortgen profilli dairesel kanatgiklarin sonuglariyla
karsilastirilmis ve dairesel kanatgiklar icin uygulanabilir oldugu sonucuna varmiglardir.

Khan ve Aziz (2012) calismalarinda gecici durumdaki 1sil performansi incelemistir.

e

Kanatgcik boyunca 1s1l iletkenligin lineer, quadratik ya da eksponansiyel olarak degistigi



disiiniilmiistiir. Eksponansiyel degisimin hem kararli hem de degisken durumda daha iyi kanatcik
performansi sagladigini ortaya koymuslardir.

Kullanilan matematiksel yontemler kanatcik 6zelliklerine iliskin 6nemli bilgiler vermekte ve
bilim insanlarina 151k tutmaktadir. Bundan dolay1 yapilan her ¢alisma, kanatciklarla ilgili gelismeleri
ileriye tasimaktadir ve bu ylizden az sayida nokta kullanarak yiiksek hassasiyet elde etme prensibine
dayanan sayisal bir yontem olan Pseudospectral Chebyshev yontemi tercih edilmektedir.

Darvishi ve ark (2016) sicakliga bagl termal iletkenlige sahip, hiperbolik profilden olusan
dairesel bir kanatgig1 Pseudospectral yontemiyle sayisal olarak hesaplamiglardir. Calisma kanatgik
olgiileri, yiizey taginim katsayisi ve 1sil iletkenligin 1s1l performans tizerindeki etkilerini grafiklerle
gostermistir. Ayrica, konveksiyon oOzelliklerini ve termal performans parametrelerini dikkate
almislardir ve elde edilen sayisal sonuglarin, sabit 1s1l iletkenlik i¢in mevut olan analitik ¢6ziim ile
karsilastirarak yontemin dogrulugunu ispatlamiglardir.

Bazan (2008) bir boyutlu konveksiyon-difiizyon denklemlerinin sayisal ¢oziimlerini yiiksek
dogrulukta hesaplamak i¢in bir yontem gelistirmistir. Bu yontem oncelikle verilen denklemi uzaysal
degiskene gore ayriklastirir, gercek bir problemi siradan diferansiyel denkleme doniistiir ve daha
sonra ortaya ¢ikan denklem dordiincii dereceden Runge-Kutta yontemine entegre edilir. Uzaysal
ayriklastirma Pseudospectral-Chebyshev yontemi kullanilarak yapilir. Konveksiyon-difiizyon
denkleminde sonlu farklar yonteminin, zamana bagli sinir kosullar1 igeren problemler i¢in uygun
olmadigin1 gostermistir. Boylelikle bir boyutlu konveksiyon-difiizyon denklemleri igin
Pseudospectral-Chebyshev yontemi Onerilmis ve literatiirden alman problemlerin ¢6ziimiiyle
gosterilmistir. Ayrica bu yontemin iki boyutlu problemler i¢in uygulanabilmesi i¢in de devam eden
arastirmalar1 vardir.

Gottlieb (1981) parabolik ve hiperbolik problemlerin analizi i¢in spectral bir yontem olan
Chebyshev yontemini kullanmistir. Pseudospectral-Chebyshev yontemi ilk olarak sabit katsayili
parabolik ve hiperbolik problemler i¢in uygulanmistir. Daha sonra yontemin kararliligini, degisken
katsay1l1 parabolik ve hiperbolik problemlerde gostermistir. Bu yontemin Sonlu Farklar yonteminden
daha hizli sonuglar verdigi sonucuna varmistir. Spectral yontemlerin genel yakinsama teorisini
Ozetlemis olup eger bir spectral yontem bazi normlarda cebirsel olarak kararli ise 0 zaman yontem
cebirsel olarak esdeger yeni bir normda giiglii bir sekilde kararlidir. Siralama noktalarinin se¢imi
tartisilmigtir. Degisken katsayili hiperbolik denklemler i¢in sayisal 6rnekler vermistir.

Funaro ve Gottlieb (1988) Pseudospectral yontemlerin uygulanmasinda yaygin olarak
kullanilan islem kismi diferansiyel denklemlerin simir diigiimlerinin ve smir kogullarinin
saglanmasidir. Diferansiyel denklemin ¢6ziimiinde belirlenen noktalarin sinir sartlarina yakin olarak
keyfi verilemeyecegini gostermislerdir. Chebyshev yaklagimlari igin denklemin sinir diigiimleri ve
sinir kosullarinin kombinasyonu tartisilmistir. Bu baglamda bu yaklagimlar1 dogrusal hiperbolik
denklemde uygulayip analizini gergeklestirmistir. Daha sonra bu ydntemi parabolik denklemlere

uygulamis olup gergek ve negatif sonuglar elde etmistir.
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Fox (1962) adi diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimii i¢in Chebyshev polinomlarinin
ozelliklerinden yararlanan iki yontem onermistir. Lineer adi diferansiyel denklemlerinin ¢éziimii,
sonlu bir polinom veya sonlu bir Chebyshev yontemi ile yaklasik olarak tahmin edilebilir. Hesaplama
¢Oziimiin tam olarak pertiirbasyonlu diferansiyel sistemin karsilayacagi sekilde gerceklestirilebilir,
pertiirbasyonlar bir veya daha fazla Chebyshev polinomunun katlar1 olarak hesaplanir. Coziimdeki
hatalarin st sinir1 genellikle diferansiyel sistemin yaklasik ¢6ziimii ile tahmin edilebilir. Hatalari
daha kiiciik hale getirmek i¢in verilen diferansiyel denklemin entegrasyonu ve sonug sabitlerinin
uygun sec¢imi de dahil olmak tizere gesitli yontemler kullanilir. Burada hem baslangi¢ deger hem de
sinir deger problemleri icin ¢esitli yonlerini tartigmakta ve ayni zamanda otomatik hesaplama igin
bir yontem onermektedir.

Chebyshev polinomlari, baslangic ve smir deger problemlerinin ¢dziimiinde yiiksek
dogruluk saglarken, Bessel fonksiyonlari, 6zellikle dalga ve 1s1 iletim problemlerinde kritik rol
oynamaktadir. Bu baglamda, Chebyshev polinomlariyla elde edilen ¢6ziim yontemleri, Bessel
denklemlerinin analitik Ozelliklerini anlamada da katkida bulunur. Boylece, her iki alanda
gergeklestirilen aragtirmalarin birbirini tamamlayici nitelikte oldugu ve farkli matematiksel yapilart
bir araya getirerek daha kapsamli ¢éziimler sunma potansiyeline sahip oldugu ortaya ¢ikmaktadir.

Li ve Qin (2022) Bessel fonksiyonlari ilk olarak Daniel Bernoulli tarafindan tanimlanmistir
Matematiksel diferansiyel denklemlerinden biri olan Bessel denklemleri belirli kosullar altinda
Neother simetrilerine sahiptir. Bessel fonksiyonlar1 dalga problemleri gibi bir¢ok alanla iliskili olup
cesitli problemlerin ¢oziilmesinde 6nemli bir yere sahiptir. Bundan dolay1 bilim insanlar1 Bessel
fonksiyonlar1 iizerine bir¢ok calisma yapmakta ve Bessel fonksiyonlarinin tiirevinin analitik
ozelliklerini belirli parametrelere gore tartismaktadir. En ¢ok silindirde ve dairesel filmlerin 1s1
iletiminin analizinde kullanilir. Bessel fonksiyonlarinin tlirevlerinin hizli algoritmalar1 belli bir
parametreye gore elde edilmistir. Bu hizli algoritmalar sayesinde heterojen Bessel fonksiyonlarinin
tiirevlerinin hesaplamalarint incelemistir. Ayn1 zamanda Bessel fonksiyonlariyla iliskili bir¢ok
integralinde hizli bir sekilde hesaplanmasi yapilmigtir. Bu hesaplamalar Mathemtica programinda
yapilmistir. Aragtirmasinda algoritmalarin hizli ve yiiksek duyarlilikta oldugunu sayisal 6rneklerle
gostermigtir.

Aziz ve Fang (2010) tabaninda sabit sicakliga ve sabit 1s1 akisina maruz kalan kanatciklarda,
kanat¢ik ucunun izole edildigi ve izole edilmedigi iki durumdaki sicaklik dagilimini analitik bir
yontem olan Bessel fonksiyonlarimi kullanarak incelemislerdir. Calismada kanatgik ucunun izole
edildigi durumda ve izole edilmedigi durumda boyutsuz 1s1 akisinin, kanat¢ik parametresinin ve ilgili
diger parametrelerinin analitik iliskilerini vermislerdir. Bu arastirmada sayisal yontemler
kullanilmagtir.

Acosta-lborra ve Campo (2009) dairesel kanatgiklardaki sicaklik degisiminin
hesaplanmasinda Bessel diferansiyel denklemini basitlestirmek igin ortalama deger teoremini

kullanmiglardir. Analitik sicaklik yaklasimi arasindaki farklar bu ¢aligmada gelistirilen ve Bessel

11



fonksiyonlarina dayanan kesin analitik sicaklik dagiliminin agsagisindadir. Daire seklindeki kanatgik
icin yaygin ifadelerin aksine boyuna kanatcik i¢in verimlilik ve kanat ucu sicakligi olmak iizere
ortalama deger teorimi yaklagimi bu parametrelere iliskin tahmin saglar.

Kundu ve Das (2001) kademeli kalinlik degisimin oldugu es merkezli dairesel bir
kanatgiktaki sicaklik dagilimini ve kalinliktaki birim degisimini incelemislerdir. Kanatgiktaki
sicaklik dagilimimi Bessel fonksiyonlar1 yardimiyla analitik olarak elde etmislerdir. Bu tiir
kanat¢iklarin optimum tasarimini kanat¢ik hacmini dikkate alan Lagrange carpami teknigiyle
gergeklestirmislerdir. Belirli bir hacimde, sabit kalinlikli dairesel kanatgiklara gore kademeli kalinlik
degisimi olan kanat¢iklarda daha fazla 1sinin transfer edildigini ispatlamiglardir.

Baricz ve Mehrez (2018) calismalarindaki amag¢ degistirilmis birinci tiirden Bessel
fonksiyonlarim ve Redheffer tipi yeni esitsizlikleri gostermektir. Burada kanit iki yargiya
dayanmaktadir. Birincisi diferansiyellenebilir fonksiyonlarin kisimlarin monotonluguna ikinci ise iki
kuvvet serisinin kisimlarinin  monotonluguna. Bunlara ek olarak degistirilmis Bessel
fonksiyonlarimin kisimlar1 ve birinci tlirden Bessel fonksiyonlarinin kisimlar {izerine bilinen
sonuglar referans olarak kullanmislardir. Bessel fonksiyonlari ve degistirilmis Bessel fonksiyonlar
matematigin bircok uygulamasinda goriildiigii i¢in analitik esitsizlikler bakimindan da incelemeye
deger oldugunu soylemislerdir. Bu yiizden kendi ¢alisma konulari olan bu fonksiyonlari igeren
esitsizliklere iliskin ¢aligmalar yapmiglardir.

Ahmed (2020) Bessel fonksiyonlari Ozellikle belirli diferansiyel denklemlerinin
cOziimlerinde yararli oldugu bilinmektedir. Bir¢ok 6zel fonksiyon gibi Bessel fonksiyonu da farkli
sekillerde genellestirilebilmektedir. Birinci tiirden k Bessel fonksiyonu adi verilen Bessel
fonksiyonun genellemesi yapilmistir. Calismasinda birinci tiirden k Bessel fonksiyonunu barindiran
belirli integralleri olusturmustur. K Bessel fonksiyonunun Laplace dontsiimii tiretilmistir.
Calismalariin sonucunda birinci tiirden k Bessel fonksiyonunun yeni integrallerini elde etmistir.

Bulunan yeni integrallerin klasik Bessel fonksiyonuna uyarlanabilecegini gostermistir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Halpin-Tsai Homojenizasyon Yontemi

Halpin-Tsai Homojenlestirme Yontemi, kompozit malzemelerin mekanik ozelliklerini
detayl1 bir sekilde tanimlamak amaciyla gelistirilmis 6nemli bir yaklasimdir. Bu yontem, 6zellikle
cesitli kompozit yapilarin mekanik davraniglarini anlamak ve modellemek i¢in siklikla bagvurulan
bir tekniktir. Kompozit malzemelerin belirli 6zelliklerini tanimlamak i¢in Halpin-Tsai modelinin
sundugu olanaklar oldukca genistir. Ornegin, bu model, kompozit dairesel kanatciklarin 1sil
genlesme oranmi etkili bir sekilde belirlemek igin kullanilirken, ayn1 zamanda 1s1 transfer
katsayisinin, Poisson oraninin ve elastik modiiliin hesaplanmasinda da énemli bir rol oynamaktadir

(Halpin, 1969; Halpin, 1992; Gibson, 2016).

p _ 1+énVy (31)

Pm 1-nVm

"n"ve" & " susekilde temsil edilebilir

n="t—  i=2(3) (32)

Burada p, pargacik takviyeli kompozit malzemenin bir 6zelligini temsil etmektedir. pg, lifin
ozelligini; p,, ise matris malzemesinin 6zelligini tanimlar. &, lif geometrisi ile ilgili bir parametreyi
ifade ederken, [, lif geometrisinin uzunlugunu; m ise genisligini belirtmektedir. V, lifin hacim

oranini; V;, ise matrisin hacim oranini temsil eder ve bunlar su sekilde tanimlanmaktadir: (Shariyat,

2012; Eker ve ark., 2021)
V= G Vm=1-V (3.3)

Bu tezde belirlendigi iizere, fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerde n degeri ikiye

esittir.

3.2. Sayisal Yontem

"Diferansiyel denklemler” terimi, matematiksel bir kavram olarak, bir veya birden fazla
bagimsiz degiskenin tiirevleri ile ilgili olan denklemleri tanimlar. Bu denklemler, genellikle bir
fonksiyonun degisimini ve dinamik siireclerin nasil gelistigini anlamamiza yardimci olur. Farkli

bilimsel ve miihendislik disiplinlerinde, birgok problemin temelinde, belirli degiskenlerin diger
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degiskenlere olan bagimliliklarinin incelenmesi yatmaktadir. Ozellikle, bazi durumlarda bu
degisiklikler o kadar ince ve hassas bir sekilde gergeklesir ki, bu durumlari agiklamak igin
diferansiyel denklemler tercih edilmektedir. Diferansiyel denklemler, degiskenleri ve bunlarin
tlirevlerini iceren matematiksel modeller olusturarak karmasik sistemlerin dinamiklerini anlamamaiza
olanak tanir. Bu tiir problemler, miihendislik, istatistik, aerodinamik ve hesaplamali akiskanlar
mekanigi gibi birgok alanda genis bir uygulama yelpazesine yayilmaktadir. Ornegin, miihendislikte,
yapisal analiz veya dinamik sistemlerin simiilasyonunda siklikla diferansiyel denklemler kullanilir.
Ayrica, istatistikte veri analizi ve modelleme siireglerinde de bu denklemler 6nemli bir rol
oynamaktadir. Daha karmasik durumlarda, baz1 diferansiyel denklemler yalnizca tek bir bagimsiz
degiskene bagli olmayabilir. Bu tiir durumlarda, ilgili denklemler kismi diferansiyel denklemler
olarak adlandirilir (Cengel ve Palm, 2013).

Diferansiyel denklemlerin ¢dziimii, genellikle denklemi tam olarak saglayan bir fonksiyonun
bulunmasi olarak tanimlanir. Ancak, bircok durumda analitik ¢ézlimler elde etmek ya imkansiz ya
da son derece zordur. Boyle durumlarla karsilasildiginda, sayisal yontemlerin kullanimi kaginilmaz
hale gelir (Cengel ve Palm, 2013). Modern matematiksel literatiirde, sayisal yontemlerin kullanimi
giderek yayginlagmis ve bu alanda yapilan aragtirmalar, analitik ¢éziimlere oldukg¢a yakin sonuglar
elde etmeyi miimkiin kilan yeni tekniklerin gelistirilmesine onciiliik etmistir. Bu baglamda, sayisal
¢Oziim yontemlerinden bazilari, sonlu eleman ve sonlu fark yontemleri gibi yerel polinomlar kullanan
yontemlerdir. Bu yontemler, belirli bir alandaki problem iizerinde ¢6ziim elde etmek icin bolgesel
orgili noktalara dayanmaktadir. Ancak bu tiir yontemlerin 6nemli bir dezavantaji, yiiksek dogruluk
saglamak icin genellikle biiyiik sayida orgii noktaya ihtiya¢ duymalaridir. Bu durum, hesaplama
maliyetini artirarak islem siiresinin uzamasina yol agabilir. Ote yandan, kiiresel polinomlar kullanan
spektral yontemler, daha az 6rgii nokta ile yiliksek dogrulukta sonuglar elde etme avantajina sahiptir
(Kirkése ve Yarimpabug, 2019). Spektral yontemler, 6rgii noktalarinin dagilimi ve yapilarina baglt
olarak farklilik gosterir ve bu ¢esitlilik, Fourier Galerkin yerlestirme, Legendre Galerkin yerlestirme
ve Pseudospektral Chebyshev yontemi gibi gesitli tekniklerin gelisimine olanak tanimaktadir (Voigt
ve ark, 1984; Trefethen, 2000). Pseudospektral yontemler, spektral yontemler kategorisinde yer alan
bir alt grup olarak, ¢oziimlerin elde edilmesinde oldukga etkili bir yol sunar. Pseudospektral
yontemlerin, sonlu eleman ve sonlu fark yontemleriyle karsilastirildiginda en belirgin farki, ¢6ziim
alaninin tamamini kapsayan yiiksek dereceli bir polinom kullanmalaridir. Bu yaklagim, ¢6ziimiin
kalitesini artirarak daha dogru sonuglar elde edilmesine olanak tanir. Polinomun derecesinin istenilen
sekilde ayarlanabilmesi, bu yontemlerin esnekligini artirmakta ve dolayistyla dogrulugunu 6nemli

olgtide yiikseltmektedir (Altunalan, 2016).

3.2.1. Chebyshev-Gauss-Lobatto Orgii Noktalar
Diferansiyel denklemlerde, periyodik araliklar igeren problemlerde Fourier Spektral ve

Fourier Pseudospektral yontemleri; periyodik olmayan araliklar igeren problemlerde ise Legendre
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Spektral, Chebyshev Spectral ve Chebyshev Pseudospektral yontemleri tercih edilmektedir (Guo,
1998). Bu calismada, periyodik olmayan araliklar i¢in kullanilan Pseudospektral Chebyshev
yontemi, [—1,1] araliginda taniml1 Chebyshev polinomlarini taban fonksiyonlar olarak kabul ederek
coziim gergeklestirmektedir. Bu tanimli aralik, kiigiik diizenlemelerle herhangi bir araliga
dontstiirtilebilir. Belirli bir aralikta ¢6ziim aranirken, hatay1 en azda tutacak sekilde nokta dagilimi
secilerek bu noktalara karsilik gelen ara deger bulma polinomu elde edilir. Ayrik 6rgii noktalarini
belirlemek igin, sinir bolgelerinde orta noktalara gére daha sik nokta dagilimina sahip Chebyshev

Gauss-Lobatto noktalari tercih edilmistir. Bu noktalar (Trefethen, 2000; Eker, 2020);
x=cos(%), j=0123 .N (3.4)

Yarim ¢ember lizerinde esit araliklarla konumlandirilmis olan noktalar, yatay eksene
izdiisiimleri alindiginda orta noktalarda seyrek aralikli bir dagilim gozlenirken, sinir bolgelerinde
daha sik aralikl1 bir nokta dagilimi gézlemlenmektedir (Sekil 3.1.). Bu sayede, daha az sayida orgii
noktast kullanilarak elde edilen tiirevleme matrisleri yiiksek hassasiyetle ¢oziimler sunmaktadir
(Trefethen, 2000). Bu noktalar {izerinde, Lagrange interpolasyon polinomlarindan faydalanilarak
tiirevleme matris operatorii olusturulur. Elde edilen tiirevleme matrisini kullanarak, diferansiyel
denklemlerdeki tiirevli ifadeler dogrusal denklem sistemine doniistiiriiliir ve bu sistem herhangi bir

ayrigtirma yontemi ile ¢oziilebilir hale gelir.

! N

Sekil 3.1. Gauss-Lobatto Orgii Noktalar1 Dagilimi

3.2.2. Pseudospektral Chebyshev Tiirevleme Matrisi

Denklem (3.4)’de tamimlanan fonksiyonla iliskili olarak, Chebyshev diferansiyel matrisinin
orgili noktasi dagilimlar1 asagida belirtilen ¢6ziim semasina gore olusturulacaktir. Céziim semasini
kurgulamak i¢in Chebyshev orgii noktalarinda tanimh bir v vektorii dikkate alinacaktir. Bu v
vektorlinlin, ayn1 Orgli noktalarindaki ayrk tlirevini w, iki asamada elde etmek miimkiindiir

(Trefethen, 2000).

15



e p derecesi < N olan bir interpolasyon polinomu p(x;) = v;, 0 <j < N seklinde
secilirse

e Orgii noktalarindaki tiirevi w; = p'(x]-), 0 < j < N seklinde olacaktir.

Bu islem dogrusal olmasindan dolayr orgii noktalarindaki w tirevi, Dy olarak

isimlendirilecek olan (N + 1) x (N + 1) boyutunda bir matris ile v ¢arpimi ile temsil edilebilir.
w = Dyv (3.5)

Burada N, pozitif bir tam sayidir ve Pseudospektral Chebyshev yonteminde tam sayisinin
tek veya ¢ift olmasina dair herhangi bir kisitlama bulunmamaktadir. Chebysheyv tiirevleme matrisinin
tiretilmesini daha anlasilir hale getirmek amaciyla, 1. ve 2. dereceden Lagrange interpolasyon
polinomlarinin kullanimi ele alinacaktir.

Birinci dereceden Lagrenge interpolasyon polinomu olusturmak igin gerekli olan iki nokta,
Denklem (3.5) kullanilarak x, = —1 ve x; = 1 olarak belirlenmistir. Bu iki nokta ve karsilik gelen
bilinmeyen fonksiyon degerleri (Xg,vy) Ve (Xx1,v;) seklinde verilmistir. Bu verilere dayanarak,

birinci dereceden Langrange interpolasyon polinomu elde edilecektir (Eker, 2020).

_ (x=xq) (x=Xp)
p(x) - (Xo—%1) Yo (x1—Xo) U1 (36)
seklinde olur. N = 1 i¢in 6rgii noktalar1 x, = —1 ve x; = 1 noktalarini saglayan Lagrange

interpolasyon polinomunda yerine yazilirsa,
1 1
p(x) = > 1+ x)vy + 3 1-x)1 (3.7)
elde edilir. p(x) interpolasyon polinomunun tiirevi alinacak olursa
, 1 1
wi=p'(x) = SVo+571 (3.8)
elde edilir. Belirlenen x, = —1 ve x; = 1 noktalar i¢in elde edilecek tiirev degerleri
7 ! ! 1 1
J=0,wo= w'(x) =p'(1) = 7V~ 301

i=Lw=wik)=p'(-D= %Vo —%U1 (3.9)

olur. Bu baglamda interpolasyon polinomunun birinci tiirevi matris bigiminde
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"oy

" :f ] (3.10)

NIRr NP

bu sekilde yazilir. Bilinmeyenler vektoriine carpim durumunda olan katsayilar matrisi, 2 X 2

boyutunda Chebyshev tiirevleme matrisi olup,

r 1

p,=1* * (3.11)
2 2

seklinde elde edilir.

Ikinci dereceden Lagrange interpolasyon polinomunu olusturmak igin gerekli ii¢ nokta,
Denklem (3.5) kullanilarak x, = —1, x; = 0 Ve x, = 1 degerleriyle hesaplanir. Bu ii¢ nokta ve
bunlara karsilik gelen bilinmeyen fonksiyon degerleri (Xg, vg), (X1,V1) Ve (X3, v,) verildiginde,

ikinci dereceden Lagrange interpolasyon polinomu asagidaki sekilde ifade edilir (Eker, 2020):

(x—x1)(X—X32) (x=Xo) (X—X3) (X—Xo) (X—X1)

p(x) = (Xo—X1)(Xo—X2) 0 ' (X1-%X0)(Xz=Xg) T | (Xg=Xo)(Xz—X1) 2 (312)

seklinde olur. N = 2 i¢in 6rgili noktalart X, = —1, x; = 0 ve x, = 1 noktalarim saglayan
Lagrange interpolasyon polinomunda yerine yazilirsa,

p(x) = x(x2+1) vo + (X—13(1x+1) v +x(X2—1) v (3.13)

elde edilir. p(x) interpolasyon polinomunun tiirevi alinacak olursa,

wj = p'(x) = 2t vy + 2rvy + %vz (3.14)

elde edilir. Belirlenen xy = —1, x; =0 ve x, =1 noktalar igin elde edilecek tiirev
degerleri:

j=0;wo = p'(xo) = p'(1) = Zvp — 20y +3 1, (3.15)

j=1wy = p'(x) = p'(0) = 3vp —35 7 (3.16)
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j =2 wp = (k) = p'(-1) = Jvo + 2vy — vy (3.17)

elde edilir. Bu baglamda interpolasyon polinomunun birinci tiirevi matris bigiminde

_, 1
2 Vo
0 — [vl] (3.18)
1o, 3|t
2

[—
£ ==
N = O
—
Il
—————
NIk N W

2

bu sekilde yazilir. Bilinmeyenler vektoriine carpim durumunda olan katsayilar matrisi, 3 X 3

boyutunda Chebyshev tiirevleme matrisi olup

8 o 1
2
D=z 0 -2 (3.19)
1 3
~ T
seklinde elde edilir.

Bundan bdyle, herhangi bir N nokta sayisi i¢in diferansiyasyon matrisinin genel olarak elde
edilebilecegi belirtilmektedir. N > 1 interpolasyon noktast p(Xg, vg), p(X1,v1) Ve p(Xy, Vy)Ve en
genel formu (N + 1) x (N + 1) boyutunda olan Chebyshev diferansiyasyon matris Dy ele

alinacaktir. Satir ve siitunlar 0'dan N'e kadar indekslenmistir.

2N2+1
(Dn oo = A (3.20)
. B _
On)jj = gaoupy = 12N =1 (3.21)
Dy = S s ij=12,.N -1 3.22
On)ij = (oo V#T LI =12, (3.22)
2N?+1
(Dn vy = — P (3.23)

seklinde bulunur ve

{2, i=0veyai=N
Ci =

1, diger durumlarda (3.24)
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Bu yaklasim ile, N ayrik noktalar tizerinde tanimlanan diferansiyasyon matrisine dair genel
bir iliski gosterilmistir. Diferansiyasyon matrisinin ayrik bilinmeyen vektér v = [vg, vy, ..., vn]7Ye
uygulanmasi sonucunda v''(x;) = (Dv;) elde edilmektedir. Matrisin v’ = [v'g,v'y, ..., v'y]
vektoriine uygulanmasi, v”(xj) = (D(D (vj)vj) sonucunu iretir. Bu siireg, tiirevlerin istenilen

dogrulukta hassas bir sekilde yaklasik degerlerini saglar.

3.3. Dairesel Kanatcigin Sicaklik Dagilimi ve Termal Gerilmeleri
Degisken kesitli dairesel bir kanatgikta enerji denkleminin genel hali, enerjinin korunumu

yasast olan termodinamigin birinci kanunundan asagidaki denklem elde edilir (Cengel, 2017).

(K anatgikta Biriken) _ (Kanatglga Giren) + Kanatcik Iginde B
Enerji B Eneryji Uretilen Eneryji

(Kanatc;lktan Clkan> _ (Kanat(;lkta Tﬁketilen)

Enerji Enerji (3.25)

o(r) \

e !"%-, - \
NN
\ \“\.
Y\ \‘] |

I'

-
Yot
B

Sekil 3. 2. Degisken Kesitli Dairesel Kanat¢ik

Kanatgiga enerji girisi, tabanindan iletim yoluyla ger¢eklesirken, enerji ¢ikisi ise kanatgik
ylizeyinden 1smnim ve tagimm yoluyla saglanir. Buna gére birim zamanda olusan enerji denklemi

asagidaki gibi olur.

. . . . . AE
Qiletim + Qiiretim - Qtaslnlm - lelnlm - Qtﬁketim = At (3-26)

(3.26) no’lu enerji denklemini diizenlemek igin agagidaki kabuller yapilmigtir.
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1) Dairesel Kanatcik eksenel olarak simetrik bir yapiya sahiptir,

2) Kanatgik kalinligi degisken kesitli olup bu kalinlik kanatgik ¢apina gore ¢ok kiigiiktiir,

3) Kanatgik yiizeyinde 1s1 yayinimi sadece taginim ile olup, 1ginim ile 1s1 yayimiminin ihmal

4) edildigi,

5) Cevre sicakliginin ve 1s1 transfer katsayisinin sabit oldugu,

6) Kanatcigin herhangi bir noktasinda zamana bagli sicaklik degisimi olmadigi, yani
kanatg¢igin kararli duruma ulagtigi,

7) Kanateik igerisinde 1s1 kayb1 ve iiretimi olmadigi, kabul edilmistir. Bu kabullere ek
olarak

8) Kanatgiktaki 1sil iletkenligin ve kalinligin kuvvet fonksiyonu olarak derecelendirildigi

kabul edilmistir.

(3), (5) ve (6) no’lu kabullere gore (3.26) no’lu denklem diizenlenirse enerji denklemi

asagidaki gibi olur;
Qiletim - Qtaslnlm =0 (3.27)
(3.27) no’lu denklemdeki ii¢ boyutlu bir kanatgiktaki birim zamanda iletilen 1s1;
Qiletim = Qr - Qr+Ar + Qq,’) - Q¢+A¢) + Qz - Qz+Az (3.28)
seklinde olur.
(1) no’lu kabul geregince kanatgigin eksenel olarak simetrik olmasi nedeniyle, tegetsel
yondeki 1s1 iletimi kanatgiktaki 1s1 iletimine etki etmemektedir ve (2) no’lu kabule gore kanatgik

kalinliginin ¢ok kiigiik olmasi nedeniyle, z yoniinde gergeklesen 1s1 iletimi ihmal edilmektedir.

Bu yiizden 1s1 iletimi;

Qiletim = Qr - Qr+Ar (3.29)
seklinde 1s1 iletim denklemine doniisiir.

(2) no’lu kabule gore kanatgik ucu alaninin az olmasi sebebiyle kanatgik ucundan transfer

edilen 1s1 ihmal edilmekte dolaysiyla 1s1 tasinimi kanatgigin yan ylizeyinde olmaktadir. (4) no’lu

kabule gore sabit gevre sicakligl ve sabit 1s1 transfer katsayisi kabuliinden 1s1 taginimi;

Qtasmlm = hA (T — To) (3.30)
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seklinde olur. (3.29) ve (3.30) denklemleri (3.27) no’lu denklemde yerine yazilirsa;

Qr - Qr+Ar — hA (T —Ty) =0 (3.31)

denklemi elde edilir. Sekil 3.2 de r ile Ar arasinda yer alan silindirik par¢anin hacmi 4r ile

radyal yondeki yiizey alani (4) ¢arpimina esittir ve su sekilde gosterilir.

V = Adr (3.32)

Silindirik parcanin hacmi farkli bir sekilde kanat¢ik kalinligi §(r) ve r ile Ar arasinda

bulunan yan yiizey alani (4y) ¢arpimi ile bulunur ve su sekilde gosterilir.

V =A8(r) (3.33)

Iki hacim de birbirine esit olduguna gore;

_ Aar
s =30 (3.34)
seklinde ifade edilir. Is1 ile taginim kanatgigin her iki yiizeyinde oldugundan
244
Aes = 245 = 55 (3.35)

Kalinlik, radyal eksen boyunca degiskenlik géstermektedir. §(r), kalinligi ifade eden ve
kanatgigin yarigapina bagli bir fonksiyon olarak tanimlanmaktadir. Kanat¢igin ucundaki kalinlik sifir
olamayacagindan, M bu ugtaki kalinlik olarak belirlenmis; y;, ise kanat¢igin tabanindaki kalinlik

olarak tanimlanmistir ve agagida gosterilmistir:

r=a - 8=y

r=b - 6(r)=M (3.36)
_ r=b)(yp—M)
6(r) = e + M (3.37)

ifade edilir. (3.35) no’lu denklem (3.31) no’lu denklemde yerine yazilirsa;
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Qr = Qriay = W55 (T = T) = 0 (3.38)

1
A(r)Ar

denklemi elde edilir. (3.38) no’lu denklemin her iki tarafi ile carpilirsa;

1 Q'T_Q'r+Ar_i _ —

denklemi elde edilir. Ar’nin ¢ok kii¢iik oldugu degerlerde,

Ar - 0
Qr_Qr+Ar _ &
Ar T odr (3'40)

olur. Buna gore Ar’nin ¢ok kiigiik oldugu degerlerde enerji denklemi;

1 do, 2h r
ﬁ dr - %(T - Too) =0 (341)

bu sekilde yazilir. Burada kalinlik (&), kanatgik yaricapina (r) bagh bir fonksiyondur bu
ylizden radyal yondeki yiizey alan (A) da kalinliga bagh bir fonksiyon oldugu i¢in agsagidaki sekilde

ifade edilir;
A(r) = 2nréd(r) (3.42)

Fourier 1s1 iletim yasasina gore radyal yonde iletilecek 1s1: 1s1 iletiminin oldugu yiizey alani,

1s1 iletim katsayisi (r’ye bagli bir fonksiyon) ve 1s1 akisinin ¢arpimina esittir ve su sekilde ifade edilir;
: dar
Qr = A(Mk(r) o (3.43)

(3.43) no’lu denklem (3.41) no’lu denklemde yerine yazilirsa

1 d
A(r)dr

kAT G = 505 T =T =0 (3.44)

(3.44) no’lu denklemde tiirev alma islemi yapilirsa;
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15| (K AT + 4 @kE) G+ kA - 5 (T =Te) = 0 (3.45)

(3.42) no’lu denklem (3.45) no’lu denklemde yerine yazilirsa;

anz(r) [(k’(r)2”7”5(7‘) + k(r)(2ns(r) + &' (r)2nr)) % + k(r)2nrd(r) ZZT: _
M iy 7~ T) =0 (3.46)
elde edilir.

(3.46) no’lu denklemde gerekli sadelestirmeler yapilirsa (27 ifadesi yok olursa);

[ U 8@ + (O + 8 (I 5+ k(rIr8 () | -

S(r) (T —TW) =0 (3.47)

(3.47) no’lu denklemde 1fades1 parantez i¢ine dagitilirsa;

k k(r)or
(k (r) + 0 (r) (;)(r)(r)) dr2 k(r )_m(']" Tw) =0 (3.48)

(3.48) no’lu denklem %T) ile carpilirsa;

ST dr ) 1, 50
dr? + (k(r) +r+ S(T)) S(T)k(r)

(T—Tyw)=0 (3.49)
genel denklem elde edilir.
Sicaklik farki bulunan iki ortam arasinda transfer edilen 1s1 miktarini artirmak i¢in kullanilan
dairesel kanatciklarda sicaklik farki nedeniyle termal gerilmeler meydana gelir. 3. boliimde yapilan

kabullere ek asagidaki kabuller de yapilmistir (Yildirim ve ark, 2018).

9) Kanatgikta i¢ kuvvetlerin olmadigi,
10) Kanatgik yiizeylerinde traksiyon olmadigi,
11) Elastik modiil, lineer 1s1l genlesme katsayisi, Poisson orani ve sicakligin kuvvet

fonksiyonu olarak derecelendirildigi kabul edilmistir.
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Sekil 3.2’de verilen dairesel bir kanat¢igin eksenlerinde meydana gelen gerinmeler, bu
eksenlerde olusan gerilmelere ve sicaklik farkina baghdir ve asagida gosterildigi gibidir
(Timoshenko, 1970).

& =¢&f +&f (3.50)
gp =gt Sg (3.51)
g, =¢ef +&f (3.52)

Sicakliktan dolay1 olusan gerinmeler, 1s1l genlesme katsayisi («) ve r’nin bir fonksiyonu olan

sicakligi (T) carpimina esittir ve asagida gosterildigi gibidir.
e +ep+el =al (3.53)

Kanatgikta 1s1 iletimi tek boyutlu ve simetrik oldugu i¢in sicaklik sadece r’ye bagli olarak
degismektedir.

Kanatgik kalinligi, ¢apina gore ¢ok kiiciik oldugu i¢in z yoniindeki gerilmeler ihmal
edilmekte ve problem yiizey gerilme problemine dontismektedir. Aymi zamanda z yoniindeki sicaklik
farki, tek boyutlu 1s1 iletimi varsayimi sebebiyle ihmal edilmektedir. Bu nedenle z yoniinde gerinme
olmadig1 disiiniilmektedir.

Kanat¢ik malzemesinin elastik sinirlari igerisinde radyal yonde etki eden gerinmeyle bu
yonde uzama meydana gelirken, tegetsel yonde Poisson oranina (V) bagli olarak daralma meydana

gelir ve Hooke yasast ile asagidaki gibi ifade edilir (Yayla, 2014).

g == (3.54)

£ = —v% (3.55)

ef = —v=2t (3.56)
g

g =2 (3.57)

Radyal ve tegetsel yondeki gerinmeler neticesinde olusan radyal ve tegetsel gerinmeler;
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ef ==X — vJE—"’ = %(Ur - va¢) (3.58)
.1

E E

Gerilmeler neticesinde elde edilen (3.58) ve (3.59) no’lu denklemler ile sicakligin etkisi ile

olusan (3.53) no’lu denklem (3.50) ve (3.51) no’lu denklemde yerine yazilirsa;
& = %(ar - v0¢) +aT (3.60)
Ep = %(04, - var) +aT (3.61)

ifadeleri elde edilir. (3.60) ve (3.61) no’lu denklemler diizenlenecek olursa;

o, = H_E—vz)(sr +vey — (1 +v)aT) (3.62)
oy = —(1_Evz) (ep + ve, — (1 + v)aT) (3.63)

Gerinme ve sicakliga bagli gerilme denklemleri elde edilir. Denge halinde toplam kuvvet ve
toplam moment sifir (3, F = 0,YM = 0) olur. Radyal ve tegetsel gerilme arasindaki iligki Sekil
3.2’de verilen r ile Ar arasinda kalan par¢anin incelenmesi ile edilir. Elemanin baslangi¢
noktasindaki kalinlik §(r), olarak tamimlanirken baslangi¢ noktasindan Ar uzaklikta &(7r),;ar
olarak gdsterilmektedir. Bu iki sinir noktasi arasindaki bolgede, kalinligin bu iki sinir degerinin

ortalamast olarak kabul edildigi varsayilmaktadr. Iliskiler asagida gosterilmistir:

_ =) yp—M)
5(r), = 02 M (3.64)
Ar—b -M
O )rsar = T+ M (365)

8(r)gry = 2P0 Drstr (3.66)
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Sekil 3.3. Normal ve Kayma Gerilmeleri

r ile Ar arasinda kalan parga ve bu parcaya etki eden normal gerilmeler (g, o), kayma
gerilmeleri (tgy, Tr¢) ve parcacik igerisindeki i¢ kuvvetler (R, Rg) Sekil 3.3 de gosterilmistir.
Merkezden r birim uzakliktaki bir noktada olusacak gerilme o, ise bu noktadan Ar gibi ¢ok

kiiclik bir uzaklikta olusacak gerilme o, 5, ye esittir. r yoniindeki gerilme de degisim miktari ise

asagidaki gibidir (Yayla, 2014).

. Or+Ar—Or do,
lim &~ = —~ 3.67
Ar—0 Ar dar ( )

Bu ifadeye gore Ar birim uzunlugundaki normal gerilme asagida gosterilmistir.

doy

Or+ar = Op +— A1 (3.68)

Ayni sekilde Ar birim uzunlugundaki kayma gerilmesi de agagidaki gibi ifade edilir.

Trpsar = Trgp T+ rqb Ar (3.69)
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Ayni yaklagimda tegetsel yonde de A¢ gibi ¢ok kiiciik bir agidan sonraki normal ve kayma

gerilmeleri agsagidaki gibi elde edilir.

do
U¢+A¢ ::U¢ +‘7;flA¢) (3.70)
dTgr
T¢T+A¢ = T(I)T + di Ad) (371)

Sekil 3.3 deki pargacik dengede oldugundan, pargacik lizerine etki eden radyal ve tegetsel

yondeki kuvvetlerin toplami sifira esittir ve asagida gosterilmistir.

YE =0 (3.72)

Y Fs=0 (3.73)

Bir parga iizerine etki eden gerilme birim yiizey alandaki kuvvete esittir ve asagidaki gibi

ifade edilmistir.

O'=§—>F=O'A (3.74)
F
T=Z—>F=‘L’A (3.75)

Denge durumunda radyal yondeki kuvvetlerin toplami sifirdir. Radyal yonde etki eden

kuvvetlerin toplami asagidaki gibi ifade edilir.

do, dter A¢
YE = (ar + ?Ar) (r + Ar)AGS (1) ryar + | Topr + WA(}S ArS(r)ortcos7

R (r+r+Ar)A¢p

. A¢
. > Aré(r)ore — 07 TAPS (1) — 0 ATE (1) o SIN——

2
d . A A
- (o‘¢ + dL;Aqﬁ) Ar(S(T)OTtSlTlT(P — TprAr6 (1) oreCOS Td) =0 (3.76)

(3.76) no’lu denklemde gerekli carpma islemleri yapilirsa;

S = 0y(r + A)AGS()ysar + SEAT(r + A IAGS (1) ar + TorArS(r) orecos 2L+

dTer
a¢

APATS (1) oreCOS % + R, w ArS (1) ore — 0, TAPS (1), —
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A . Ap d . A
OpATS (1) ore SiN 7¢ — 04 Ar8(T) o SiN 7¢ — dL; APATS(T) preSin 7¢ —

TerArS (1) oreCOS % =0 (3.77)

elde edilir. Ag ¢ok kiiciik degerler aldiginda,

sin% ~ % ve cos% =1 (3.78)

olarak yazilir. (3.78) no’lu denklemdeki degerler (3.77) no’lu denklemde yerine yazilirsa,

T dter
SF = 0,(r + AAGS()rsar + GEAT(T 4+ ATIAGS () sy + G2 AGATS (M) ort +
R, wAr(g(r)ort — 0, rAPS(r), — O'¢AT5(r)ortA¢ -

ﬂAqﬁArS(r)ortsinﬂ =0 (3.79)
de¢ 2
elde edilir. (3.79) no’lu denklem diizenlenirse,

YE =0, rAp(S (1) rsar — 6(1)y) + 0, ATAPS (7)1 yar + %AT(T + Ar)AGS (1) rinr t+

dtgr 8)riart6(r)y @r+Ar)APAT (S()rsar+ST)r) _
deo A('MT( 2 ) + Ry 2 ( 2 )

S(Mr+artd()y _ ﬂ S(Mr+artd (M) % _
g (H2rart2Or) g - & 2 Agir (FPreart2@r) 22 = g (3.80)

1
ArAg¢

elde edilir. (3.80) no’lu denklem ile garpilirsa,

5( )r r_5( )r d T
ZFr = O0pT (%) + O-rfs(r)r+Ar + d_(:" (1" + Ar)g(r)r+Ar +

dT¢T S(M)ryar+6(r)y 2r+A7r) (8(M)ripr+8(r)y S(M)ryar+6(r)y
d¢( 2 )+RT 2 ( 2 )_G‘P( 2 )_

m S(M)reartd(r)y %_
d¢ ( 2 ) 2 L

(3.81)
elde edilir. Ar = 0 ve A¢p — 0 limiti altinda, (3.81) no’lu denklem

YE =or dig,r) +0,.6(r), +

do,
- ré(r), +

d;ja(r)r + R r8(r)y — 048(r), =0 (3.82)
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1

ifadesine yaklagir. (3.82) no’lu denklem o),

ile garpilirsa, radyal yondeki denge denklemi
asagidaki gibi elde edilir.

_ drer1 as(r) 1 or=0¢ , doy _
Xk = ap r o Tar 6(r)r+ — T +R. =0 (3.83)

Denge durumunda tegetsel yondeki kuvvetlerin toplami sifirdir. Tegetsel yonde etki eden

kuvvetlerin toplam1 asagidaki gibi ifade edilir.

Yy = (% + %Aﬁb) Ar (M) cos% +

d

(T¢r + ;;’;r Aqb) Ar (M) sin % + T4 AT (M) sin % +

(r+r+Ar)A¢ S(M)rpar+6(M)y aty
Ry _ Ar ( +A2 ) + (Tr¢ + d—rd’Ar) (r + AY)APS (1) yiny —

o AT (M) cos % — TrpTAPS (1), = 0 (3.84)

(3.84) no’lu denklemde gerekli carpma islemleri yapilip ve A¢ c¢ok kiigiik degerlerde
asagidaki ifade elde edilip (3.84) no’lu denklemde yerine yazilirsa,

Ad Ad

. AP
cos—- = 1 ve sin—-~—= (3.85)

2

(M) r4art8(r)y\ Ap dT(bT S(M)ryart8()y\ Ad
T‘l’rAr( +2 )7+ do Aqur( +2 )7+

_ S(M)rsear+8(r)y ﬂ S(M)rrartd()y
NFp = ol (F2E0N) 4 S8 A Ay (HDreertoDr) o

S(M)reartd (), A (2r+Ar)Ad S(Mr+artd()y
SPWEESE Y A

TT¢TA¢(6(T)r+Ar - 6(T)r) +

o (KDt - ¢ (3.86)

ZI A (r + AT)AGS () ar —

T

1

elde edilir. (3.86) no’lu denklem ey

ile carpilirsa,

YFy = 49¢ (6(r)r+Ar+6(T)r) + Tgr (5(T)r+Ar+5(T)r) + dTer (5(T)r+Ar+5(T)r) Ag

i) 2 2 ¢ 2 2t
@r+Ar) (8(M)riar+t8()y S(M)r+ar—0()r
Ry =5 ( - )+Tr¢r( o )+
Z18 (1 + AP () par = 0 (3.87)

29



elde edilir. Ar = 0 ve A¢p — 0 limiti altinda, (3.87) no’lu denklem,

as(r)y
ar

YFy = dog8()y + Tpr8(r)y + Ryr8(r)y + Tyor +Z215(r), = 0 (3.88)

1
r8(r)y

ifadesine yaklasir. (3.88) no’lu denklem ile carpilirsa tegetsel yondeki denge denklemi

asagidaki gibi elde edilir.

_ d0'¢,+T¢,r as(r), 1 dTT¢
- + ¢ qr 6(r)r+ dr

Parcanin dengede olabilmesi icin “O” noktasina etki eden toplam momentin sifira esit olmasi

gerekir. Radyal yone dik olan kayma gerilmelerin “O” noktasina olan dik uzaklig % dir. Tegetsel

yone olan dik olan kayma gerilmelerinin “O” noktasina olan dik uzaklig (r + %) % dir. Denge

durumundaki momentlerin toplamu sifirdir QM = 0) ve asagidaki gibi ifade edilir.

dt, A A
M = (Tr¢ + %Ar) (r + Ar)ApS(r)yynr 7T + T TAGS (1) 7T -

(0 + ) (i), rys8

TorAT (—S(T)”AZTM(T)T) (r + %) 22— o (3.90)

(3.90) no’lu denklemde gerekli ¢arpma islemleri yapilirsa,

dT‘r'd)
dr

A A
IM =14 (r + AT)AGS(T)r 4 ar % + Ar(r + Ar)APS (1) riar % +

T TAGS (1), % — TgrAT (M) (r + E) 2 _

2 2
o g () )t

TorAT (w) (r + %) % =0 (3.92)

1

elde edilir. (3.91) no’lu denklem o

ile carpilirsa,

S(M)ysar azy A 8(r)y
XM =1.4(r + Ar)% + d—f(r + Ar)6(r)r+Ar7r + TrpT ; —

Tor (5(r)r+Ar+6(r)r) dter (T‘ n ﬂ) (5(T)r+Ar+5(T)r) A

4 d¢ 2 2 2
Tgr (r+ ) (RRreartdr) - g (3.92)
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elde edilir. Ar = 0 ve A¢ — 0 limiti altinda, (3.92) no’lu denklem

TrpT0(1)y — Tgr78(r), = 0 (3.93)

ifadesine yaklasir. (3.93) no’lu denklem diizenlenirse,

TrpT 6 (1) = Tr78(1)y (3.94)

TT(b = T(pr (395)

elde edilir. (3.83) no’lu radyal yondeki denge denklemi ile (3.89) no’lu tegetsel yondeki
denge denkleminde 7y, yerine 7,.4 yazilarak denge denklemleri asagidaki gibi olugur.

dTrd)l dé(r)y 1 Or—0¢ ﬁ _
Tl g B Ly IO SR, =0 (3.96)
Aor—Trg as(r)y 1 Atrg _al

T ar S(r)r 4 dr 4 R¢ =0 (3'97)

Dairesel kanat¢igin eksenel simetrik olmasi sebebiyle gerilmeler ¢p’ye bagli olmayip r’nin

bir fonksiyonu olmasi nedeniyle ayrica kanatgikta i¢ kuvvetlerin olmamasi asagidaki ifadelerde

gosterilmistir.
Yo _o =0 3.98
E = uUve TT¢) = ( ' )
R, =0veRy =0 (3.99)

Bundan dolay1 tegetsel yonde denge denklemindeki biitiin terimler sifira esit olacagindan bu

yonde denge denklemi elde edilmez. Radyal yondeki denge denklemi ise asagida gosterilmistir.

Or da(r)r_l_dr_dda dor
6(r), dr r dr

=0 (3.100)

r ile Ar arasindaki elemanin, gerilmelere maruz kaldiktan sonra olusan gerinmeler sekil
3.4'te yer almaktadir. A’'B'C'D' elemani, ABCD elemaninin gerilmelere maruz kaldiktan sonraki

gerinmeyi temsil etmektedir.
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Sekil 3.4. Eksenel ve Tegetsel Gerinmeler

Sekil 3.4'te goriildiigii gibi u,., AB yiizeyinde etkili olan gerilmelere bagli olarak olusan
gerinmeyi temsil ederken, u,, 5, DC ylizeyindeki gerinmeyi ifade etmektedir.

r ile Ar arasinda kalan ve gerilmelere maruz kalan parcada gerinmeler meydana gelmektedir.
Gerinmedeki degisim miktari ise

Ur+Ar—Ur

o (3.101)

olur. (3.101) no’lu ifadedeki Ar — 0 radyal yondeki gerinme degisim hizi yani radyal

gerinme asagidaki gibi elde edilir.

& =12 (3.103)

Radyal yondeki gerinme hizi aym1 zamanda tegetsel yonde de gerinmeye sebep olur. Buna

gore sadece radyal gerinme igin tegetsel gerinmedeki degisme miktar1 asagidaki gibi olur.

(r+wA¢-rA¢ _ rA¢+ul@-A¢ _ uldp _u

AP rap  Ap T (3.104)

Tegetsel yondeki gerinme yine ayn1 yaklasimla bulunur ve asagidaki gibi elde edilir.
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dv

Tegetsel yondeki toplam gerinme;
£p = Z_; (3.106)

elde edilir. Dairesel kanat¢igin eksenel simetrik olmasi sebebiyle gerilme bilesenleri yani

gerinmeler ¢’ye bagli degildir. Bundan dolay1 tegetsel yondeki gerinme asagidaki gibi elde edilir.
£p = % (3.107)

Dairesel kanat¢igin sinir kosullart asagida verilmistir.

g, =0 r=b (3.108)

(3) no’lu kabule gore elastik modiil, lineer 1s1l genlesme katsayisi, Poisson orani ve sicakligin

kanatcik boyunca radyal yonde degistigi varsayilmistir ve asagida verilmistir.

E=E(r) (3.109)
v=v(r) (3.110)
a = a(r) (3.111)
T=T() (3.112)

(3.103) ve (3.107) no’lu gerinme denklemleri ile (3.109)-(3.112) no’lu denklemler (3.62) ve
(3.63) no’lu gerilme denklemlerinde yerine yazilarak elastik modiil, lineer 1s1l genlesme katsayisi,

Poisson orani ve sicakligin degisken oldugu gerilme denklemleri agagidaki gibi elde edilir.

r = s [ v E = A+ v T )] (3.113)
% =71 Elf(rr)y [ +u(r )— -+ V(r))a(T)T(r)] (3.114)
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(3.113) ve (3.114) no’lu gerilme denklemleri (3.100) no’lu denge denkleminde yerine

yazilirsa;

T O[B4 v E = (L4 v@)a(IT ()] +

r(1Eir()r)z) [_ +v(r)=—(1+ ”(r))“(T)T(r)]

E
e L T Y g = A+ vE)aTO)] +
d E(r) [d
r [ EO [ vt - (14 v(r))a(r)T(r)]] (3115)
elde edilir. (3.115) no’lu denklemde tiirev islemi yapilip o —— (1155:(1)2) parantezine alinirsa,

(:((r? 1 Ev((rr))z [Zl: +v() -1+ U(T))a(r)T(r)]

r(1E§7r()r)2) [— +v(r )— - (1+v(™)a(®)T() - % —v(r) Z—I: +(1+ v(r))a(r)T(r)] +
E'(r)(1-v(r)2)+E(r)2v(r)v' (1) du u

e T+ v = (1+v))a()TE)] +
[t v () +v@xﬁﬁ—§)—v@m@ﬂ@o—
(uvanmmmmo+unr@m£%%=o (3.116)

elde edilir. (3.116) no’lu denklemde gerekli islemler yapilirsa,

fﬁ,((rr)) 1 Ev((rr))Z [Z: to(r )‘ -1+ U(T))a(r)T(r)]

E(r) u
e | (L= v() A = v +

E'(M)(1-v(r)2)+EMm) (2v(r)v' (1)) du

Z v - (1+v())a()TE)] +

(1-v(r)?)?
[ZZTZ + v’(r)% + v(r) (Z—Z% — —) —v'(Ma()T(r) —
a+wmnw@ﬂﬁo+anr@nhigz=o (3.117)

elde edilir. (—; - —) % (;) esitligi (3.117) no’lu denklemde yazilip ve gerekli carpma

islemleri yapilirsa,

o(r) E(r) du  &1(r) E(r)
8(r) 1—v(r)? dr 6(r) 1-v(r)?

&i1(r) E()
6(r) 1-v(r)?

v(r)= - (1+v@)a™T@) +

34



B _du
1-v(r)2drr

(1-v() + 28y PO,y LD (14 v())a()T() +

1-v(r)2dr 1-v(r)? 1-v(r)?

EMQv(mv' () du | E@)vr)v'(r) ( )E _ E(r)(Zv(r)v’(r))

(1 + v(r))a(r)T(r) +

A-vm??  dr | (-2 1-v(r?)?

it e )+ A m%g 0 ()T -

1_13,,(:2)2 '‘MOT) — - E(r) za(NT'(r) —— v( )2 v(r)a' (DT (r) —

L va@r' @) =0 (3.118)

elde edilip, (3.118) no’lu denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa,

é1(r) E(r) du s1(r) E(r) u_ s1(r) E(r)
8(r) 1-v(r)? dr &(r) 1—v(r)? U(T) r 8(r) 1-v(r)? ( t U(T))Q(T)T(T) t

v(r)= -

EMQv(v'(M)du , EM)v()v' (1) i) u E(T)(Zv(r)v'(r))
1-v()?)? dr (1-v(r)?)? T (1-v(r)?)?

E(r) d*u | E(M) E(r) E(r) B
e+ v ()~ 22 (Na(T() — s @ (T ()

Er) du, E'(M du E'(r)
1-v(r)?2drr  1-v(r)? dr 1-v(r)?

E'(r)
1-v(r)?

(1 + v(r))a(r)T(r) +

(1+v()a(T(r) +

E(m)
1-v(r)?

aMT' () = =L v(r)a' () = —L v a ()T () = 0 (3.119)

1-v(r)? 1-v(r)?

(3.119) no’lu denklem =2 = ( ) Ifade81 ile ¢arpilirsa,

&1(r) du+5/(r) (r ) &) (1 +17(T'))(X(T‘)T(T) +__+E () du E (r) v(r )__

6(r) dr 6(1r) 6(r) drr E(r) dr E(r)

E'(r) 20V (r)du . 2v(r)v' () u

o (1+v())a(T (@) + oz o T 1) v(r)~ -

%(1 +v(r)a(@)T(r) + — 4y (r) —v'()a()T(@) — o ()T () —

a(mT'(r) —v(r)a' (r)T(r) — v(r)a(r)T’(r) =0 (3.120)

elde edilir 2% =1 (d—u — —) esitligi (3.120) no’lu denklemde yazilip, ortak ifadeler parantez
arr _ r\ar Sitlig y p; p

i¢ine alinirsa,

d?u | du[s(r) | E'() 200w’ 1
drz = dr L&(r)  E@) 1-v(r)? +T]+

81(r)
S(r) ( )+

E'(r)
E(r)

5r(r) E'(r)  2v(r)' (1)
(1 +2@)amTE) [52+ 55 + 5252 +

BOVD vy +v'(r) -] =

v(r) +
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v'(r)a(T ) +vr)al@r) + v(r)ad' (X)T(r) + a()T'(r) + o' (r)T(r) (3.121)

genel denklem elde edilir.

3.4. Sayisal Coziim

Sicaklik dagilimim ve degisken kesitli FDM’den yapilmig dairesel kanat¢igin gerilmelerini
elde etmek amaciyla, 6nceki boliimde agiklanan Pseudospectral Chebyshev Yontemi uygulanmstir.
Sicaklik dagilimi ve yer degistirme denklemlerini igeren (3.49) ve (3.121) numarali denklemler,
Pseudospectral Chebyshev Yontemi kullanilarak lineer bir denklemler sistemine doniistiirilmistiir.
Bu lineer denklemler matris bigiminde olusturulmus ve MATLAB ile yazilan kod igerisinde
kullanilmagtir.

Ikinci dereceden homojen olmayan diferansiyel denklemlerin lineer sistem denklemlerine

doniisiim siireci asagida agiklanmaktadir.

3.4.1. Sicaklik DagihmiDairesel kanatgigin varsayimlari ve geometrisi goz oniinde
bulundurularak, enerji denge denklemi (3.25) olusturulmustur ve sicaklik dagilimi igin

asagidaki (3.122) numarali denklem elde edilmistir:

g a1,

SI(T)) _ 2h
drz = dr \k(r) r  8(r)

s (T = T) = 0 (3.122)

(3.122) numarali denklemi Pseudospectral Chebyshev Yontemi kullanarak ¢ézmek igin,

ayriklastirma islemi agsagidaki gibi gerceklestirilmistir:

_p2y (KO 1 8@\, _ _ 2h
Li=Db"+ (k(r) T 5(r)) b S(r)k(r) (3.123)
2h
RHS, = 8(rk(r) Teo (3.124)
Burada, bu yaklagimlar ile lineer denklemler sistemi elde edilmistir.
L,T = RHS; (3.125)

Pseudospektral Chebyshev Yontemi, tim lineer denklem sistemini ayni anda ¢dzmek
amactyla matrisler kullanir. Onceden belirtilen lineer denklem sistemi matris bigiminde ifade

edilmistir.
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[ (L)1 ] [ (RHS1)1
(L1)2 (RHS1)
Los| | RHSDs
(L1)s (RHS1)sg
(L1)o (RHS1)9
L(L1)10d L(RHS)10

Sinir degerleri:

T(a)=T,

T'(b) =0 (3.126)

3.4.2. Termal Gerilme Dagilim

Dairesel kanat¢iklarin varsayimlari ve geometrisine dayanarak, denge denklemi (3.121) elde
edilmistir. Termal gerilme dagilimlarini incelemek igin, denklemi (3.108) yer degistirme ikinci
dereceden homojen olmayan diferansiyel denklem olarak formiile edilmistir. Pseudospektral
Chebyshev Yontemi'ni kullanarak (3.121) numarali denklemi ¢ézmek igin, ayriklastirma islemi

asagidaki gibi gergeklestirilmistir.

2 BI(r) E'(r) 2v(r)v’(r) 1 6 (r) E'(r) 2v(r)v' (r)
L, =D*+ [a(r) 5 )2 ]D + = v(r) +—= 50 v(r) + T v(r) +
v'(r) —;] (3.127)

(r ) | E'(r) 2v(r)v'(r)
50 T E@ | 1-v)?

v'(M)a()Tr) +vr)al) +v@)ad' (MT@) +a(@)T'(r) + a'(r)T(r) (3.128)

RHS, = (1 + v(r))a()T(r) [

Pseudospektral Chebyshev Yontemi, tiim lineer denklem sistemini aymi anda ¢6zmek
amactyla matrisler kullanir. Onceden belirtilen lineer denklem sistemi matris biciminde ifade

edilmistir.
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[ (L)1 [ (RHS3)4 T
(L2)2 (RHS3),
()| | RHS,);
| (3.130)
(L2)s (RHS3)g
(L2)o (RHS3)q
L(L2)10- L[(RHS3)10

Sinir degerleri:

0,=0

o, =0 (3.131)

Sinir kosullari (3.62-3.63) numarali denklemlere uygulanirsa:

g, =0; Z—z+v%= (1 +v)aT(a)
0y =0; X2+ v 22 = (1 + v)aT(b) (3.132)
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeden yapilmis degisken kesitli dairesel bir kanatgigin
genel termal analizi, Pseudospectra Chebyshev Yontemi (PCY) kullanilarak yapilmistir. Analizde i¢
yarigap a = 0.01 (m), dis yarigap b = 0.02 (m), kanatgigin tabanindaki kalinlik y, = 0.005 (m)

ve uctaki kalinblk M = 0.0005 (m) olarak almmustir. Is1 transferi katsayist h =

w
m2K

2.560165x10 3(—-), cevre sicaklig1 T,, = 273 (K) ve taban sicakhigi T, = 373 (K) olarak kabul

edilmigtir. Kanatcigin kesiti degisken kesitli olarak secilmis olup, bu kesit Sekil (3.2)'de
gosterilmistir. Kompozit kanadin Silisyum Karbiir ve Aliiminyum malzemelerinden yapilmis oldugu
varsayilmaktadir. Analiz i¢in dikkate alinan malzeme ¢iftinin mekanik ve termal 6zellikleri, Tablo-

4.1'de verilmistir.

Tablo 4.1. Silisyum Karbiir ve Aliiminyumun Mekanik ve Termal Ozellikleri

E (Pa) k (W/mK) a (UK) v
SiC 350x10° 80 4,6x107° 0.27
Al 69x10° 220 23,6x107° 0.33

Sayisal yontemin dogrulama iglemi yapilirken, dairesel kanat¢igin Silisyum Karbiir ve
Aliminyumdan yapildigi ve homojen bir dagilim gosterdigi varsayilmistir. Tablo 4.3 incelendiginde,
sadece 10 orgii noktasi ile biiyiik oranda dogruluk elde edildigi goriilmektedir.

Tablo 4.1 incelendiginde, Silisyum Karbiir ve Aliminyum malzemelerinin 1sil genlesme
katsayilar1  arasindaki fark ¢ok biiyliktiir. Bu sebeple termal gerilmeler homojen dagilimli bir
dairesel kanat¢iga kiyasla ¢ok yiiksek c¢ikmaktadir (Yildirim ve ark, 2022). Bundan dolay1
fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerde ¢oziim yapilirken, birbirlerine daha yakin 1s1l genlesme
katsayisina sahip malzemeler kullanilmstir.

FDM’den yapilmis kanatcigin 1si1l-mekanik 6zellikleri Tablo 4.2°de gosterilmistir.

Tablo 4.2. Aliminyum OKksit Titanyum 6-Aliiminyum 4- Vanadyumun Mekanik ve Termal

Ozellikleri
E (Pa) k (W/mK) a (UK) v
Al,05 380x10° 39 7,4x107° 0.22
Ti — 6Al — 4V 116,7x10° 75 9,5x10°° 0.312
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Tablo 4.3. Sayisal Yontemin Analitik Sonuglarla Karsilastirilmasi (Caglar, 2024)

r T (K) g, X10° (Pa) o X106 (Pa)

Analytical PCM Error x1078 Analytical PCM Error x1073 Analytical PCM Errorx10~°
0.010000 | 373.000000 | 372.999999 | 0.00000013 0,00000000 0,00000000 | 0,00000000 | -40.0079587 -40.0079587 | 0.06282991
0.010244 | 371.309552 | 371.309552 | 0.03662082 -0.90670874 -0.90670874 | 0.06912914 | -35.9553306 -35.9553306 | 0.01012795
0.010954 | 366.815964 | 366.815964 | 0.09261584 -2.83426246 -2.83426246 | 0.00028606 | -25.6652201 -25.6652201 | 0.07623740
0.012061 | 360.904549 | 360.904548 | 0.19691170 -4.32633675 -4.32633675 | 0.01188002 | -13.1720138 -13.1720138 | 0.01447886
0.013454 | 355.053252 | 355.053251 0.31241889 -4.62587336 -4.62587336 | 0.00031646 | -01.9832269 -1.9832269 | 0.49715404
0.015000 | 350.295940 | 350.295938 0.43369227 -3.90228207 -3.90228207 | 0.01041034 | 06.1465300 6.1465300 0.11547695
0.016545 | 347.060492 | 347.060490 | 0.55623001 -2.71596667 -2.71596667 | 0.00037147 | 10.9813763 10.9813763 | 0.02626142
0.017938 | 345.265629 | 345.265627 | 0.65457545 -1.55508863 -1.55508863 | 0.02212730 | 13.1607337 13.1607337 | 0.07704613
0.019045 | 344.519249 | 344.519246 0.74296706 -0.68063951 -0.68063951 | 0.00044122 | 13.6752970 13.6752970 | 0.00610759
0.019755 | 344.333698 | 344.333695 0.78815199 -0.16647095 -0.16647095 | 0.19101726 | 13.5064382 13.5064382 | 0.08524002
0.020000 | 344.320831 | 344.320828 0.81352758 0,00000000 0,00000000 | 0,00000000 | 13.3639122 13.3639122 | 0.01494372
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—B8— Degisken kesitli FDM kanatcik sicaklhik dagilimi-PCY

Sekil 4.1. Dairesel Kanatcigin Sicaklik Dagilimi

Sekil 4.1°de, yarigapin 0.01 (m) ile 0.02 (m) arasinda degistigi fonksiyonel derecelendirilmis
malzemeden yapilmis bir dairesel kanat¢igin sicaklik dagilimlari gosterilmektedir. Radyal yonde
ilerledik¢e kanatgigin kesit kalinlig1 azalirken, yan yiizey alani artar. Bu durum, kesiti sabit ve
degisken olan homojen yapili kanatgiklarla karsilastirildiginda 1s1 transfer oraninin artmasina neden
olur. Kanatgik uglarindaki sicaklik degerleri ise, kanat¢igin geometrisine bagli olarak degisim
gostermektedir. Degisken kesitli FDM’den yapilmig Kanatgik uglarmin sicakligi, sabit kesitli ve
degisken kesitli homojen yapili kanat¢ik uglarina gére daha diisiik oldugundan, bu tip kanatgiklar
konveksiyon yoluyla daha verimli bir 1s1 transferi sunar. Ayrica, ayni 1s1 transfer performansin
saglamak icin degisken kesitli FDM’den yapilmis kanatciklar, sabit kesitli homojen yapili

kanatgiklara kiyasla daha az malzeme kullanimi1 avantaji sunar.
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—E— Degigken kesitli FDM kanatgik Radyal Gerilme dagilimi-PCY
Sekil 4.2. Dairesel Kanat¢igin Radyal Gerilmeleri

Sekil 4.2°de, kanatgik kalinliginin ve malzemenin fonksiyonel derecelendirilmesinin radyal
gerilmeler tizerindeki etkisi gosterilmistir. Degisken kesitli kanatg¢ikta, sabit kesitli kanat¢iga kiyasla
radyal gerilmede artan bir egilim gozlemlenmistir. Degisken kesitli FDM’den yapilmis dairesel
kanatgikta radyal gerilmeler once basma sonra ¢ekme yoniindeyken, sabit ve degisken kesitli
homojen malzemeli kanatgiklarda radyal gerilmeler basma yoniindedir. Fonksiyonel
derecelendirilmis malzemelerin kullanimiyla kanatcikta gerilmelerin azaldig1 gozlemlenmistir. Sekil
4.2 incelendiginde en yiiksek radyal gerilmenin degisken kesitli homojen malzemeden yapilmig
dairesel kanatgikta elde edildigi goriilmektedir. Radyal gerilmelerin biiytikliikleri dairesel kanat¢igin
tabaninda birbirlerine ¢ok yakinken, en diisiik radyal gerilmenin ise degisken kesitli fonksiyonel

derecelendirilmis malzemeden yapilmis dairesel kanatcikta elde edildigi gézlemlenmistir.
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Sekil 4.3. Dairesel Kanat¢igin Tegetsel Gerilmeleri

Sekil 4.3’te dairesel kanat¢ikta meydana gelen radyal gerilmenin davranisi gésterilmistir. Bu
sekilde, kanatcik kalinliginin ve malzemenin fonksiyonel derecelendirilmesinin tegetsel gerilmeler
tizerindeki etkisi incelenmistir. Degisken kesitli FDM’den yapilmis kanatcikta tegetsel gerilmeler
once ¢ekme egilimindeyken daha sonra basma egiliminde ilerleme gostermistir. Homojen yapidaki
kanatgiklarda ise tam tersi gozlemlenmistir. Fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerin
kullanimiyla kanatgikta gerilmelerin azaldigi goriilmiistiir. Sekil 4.3 incelendiginde en yiiksek
tegetsel gerilmenin sabit kesitli homojen malzemeden yapilmis dairesel kanatcikta elde edildigi
gorlilmektedir. En diisiik tegetsel gerilmenin degisken kesitli fonksiyonel derecelendirilmis

malzemeden yapilmis dairesel kanatcikta elde edildigi gézlemlenmistir
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Degisken kesitli fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden yapilmis dairesel kanatgigin
genel termal analizi, Pseudospektral Chebyshev Yontemi (PCM) kullanilarak incelenmistir. Dairesel
kanatc¢igin kalinligi, radyal yonde dogrusal olarak degismekte olup, icgen bir profile sahiptir. Bu
durumda enerji denge denklemleri ve termal gerilme denklemleri daha karmasik hale gelmekte ve
analitik ¢oziimler zorlasmaktadir. Bu nedenle, sunulan sayisal teknigin dogrulugunu test etmek
amaciyla, diizgiin kesitli bir dairesel kanatgik {izerinde karsilastirmali bir ¢alisma yapilmustir. Ayrica,
farkli u¢ kalinliklar1 dikkate alinarak sicaklik dagilimlari ve gerilme degerleri birbirleriyle
karsilastirilmasgtir.

Sonug olarak, asagidaki ¢ikarimlara ulagilmistir:

e  Dairesel kanatgiklarin 1s1l-mekanik 6zelliklerinin fonksiyonel olarak derecelendirilmesi
sayesinde termal gerilmelerde ciddi bir diisiis gozlemlenmistir.

e Ayni 1s1 transfer kapasitesi icin, degisken kesitli kanatcik, sabit kesitli kanatgiga gore
malzeme tasarrufu saglamaktadir.

o  Ug noktalarindaki sicaklik farkina bagli olarak elde edilen sonuglar degisken kesitli
FDM’den yapilmis kanatcigin sabit kesitli ve degisken kesitli homojen yapidaki
kanatgiga gore konveksiyonel 1s1 transferi agisindan istiin oldugunu gostermistir.

e  Kanatgik kalinliginin radyal yonde degismesi, konveksiyonla is1 transferini, sabit kesitli
dairesel kanat¢iktan daha olumlu etkilemistir.

e Radyal ve tegetsel gerilme grafikleri incelendiginde, fonksiyonel derecelendirilmis
malzemeler dairesel kanatgiklarda gerilmelerin ciddi oranda azalmasina sebep oldugu

gOrilmustiir.
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