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Bu tez dort boliimden olusmaktadir. 11k boliimde; tez boyunca kullanilacak olan temel tanim
ve teoremlere yer verilmistir. Ayrica, bu boliimde cesitli fonksiyon uzaylar1 ile dogrusal
pozitif operatdrlerin genel 6zellikleri tanitilmis ve bu uzaylar i¢in bazi yaklasim teoremleri

verilmistir.
Ikinci ve iiciincii boliimlerde; siras1 ile tek degiskenli ve iki degiskenli fonksiyonlar igin
Bernstein-Chlodowsky polinomlari ile yaklasim 6zellikleri incelenmis, ayrica yaklasim hizlari

alisilmis siireklilik modiilii ve agirlikls siireklilik modiilii yardimai ile analiz edilmistir.

Son boliim olan dordiincii boliimde ise, degisken sinirt olan iiggen piramit bolgede {i¢

degiskenli siirekli fonksiyonlar i¢in Bernstein-Chlodowsky polinomlar1 ile yaklasim
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OZET (devam ediyor)

ozellikleri arastirtlmistir. Ayrica, yaklasim hizlar alisilmig siireklilik modiili ve agirlikli
siireklilik modiilii tanimlar1 yardimiyla incelenmistir. Yapilan yaklagimin etkinligi grafiksel

olarak gdsterilmistir.

Anahtar Sozciikler: C[a, b], Bernstein-Chlodowsky Polinomlari, Agirlikli Uzay, Dogrusal
Pozitif Operatorler, Agirlikl Siireklilik Modiilii.

Bilim Kodu: 403.03.01
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ABSTRACT

Ph. D. Thesis

WEIGHTED APPROXIMATION OF CONTINUOUS FUNCTIONS OF THREE
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This thesis consists of four sections. The first section is devoted to introduction and some
essential definitions and theorems. Moreover, some function spaces and the general properties
of linear positive operators are introduced and some of the approximation theorems for these

spaces are given.

In the second and third sections the properties of approximation by Bernstein-Chlodowsky
polynomials for functions of one variable and two variables are investigated respectively, and
the rates of approximations are analysed by the usual modulus of continuity and the weighted

modulus of continuity.



ABSTRACT (continued)

In the fourth chapter which is the final chapter of the thesis; the properties of approximation
by Bernstein-Chlodowsky polynomials for continuous functions of three variables in a
tetrahedron with variable boundary. The rates of approximations are analysed by the usual
modulus of continuity and the weighted modulus of continuity. The effectiveness of this

approximation is presented graphically.

Key Words: Cl[a, b], Bernstein-Chlodowsky Polynoms, Weighted Space, Linear Positive
Operators, Weighted Modulus of Continuity.

Science Code: 403.03.01
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BOLUM 1
GIRIS

Matematiksel analizin 6énemli dallarindan biri olan Yaklasim Teorisi; verilen bir fonksiyona,
basit ama daha iyi 6zelliklere sahip ve kullanish fonksiyonlar ailesi ile yaklagimini inceler.
Genel olarak, bir yaklagim probleminde {i¢ 6nemli durum belirlenmelidir. Bunlardan birincisi,
yaklasim yapilan f fonksiyonu, ikincisi yaklagim fonksiyonunun ait oldugu uzay ve iigiinciisii
ise bu yaklasimin f fonksiyonuna ne kadar yaklastiginin belirlenmesidir. Buradan yola
cikilarak yapilan ve yaklasim teorisinin temelini olusturan arastirma 1885 yilinda Weierstrass

tarafindan yapilmstir.

f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli, € > 0 olsun. Bu durumda [a, b] araligindaki her x i¢in

lf () =P <e
esitsizligini saglayan bir P polinomunun varligini1 kanitlamstir.

Picard, Volterra ve Lebesgue gibi 6nemli matematik¢iler Weierstrass teoreminin kanitini
farkli yontemler kullanarak vermislerdir. Rus matematik¢i Bernstein (1912), Weierstrass

teoreminde belirtilen P polinomunun niteligini Binom formiilii yardimiyla; x € [0,1] igin

n

B, (fix) = Z f (S) (Z) xk (1 — x)nk

k=0

olacak sekilde ortaya koymustur ve ayrica keyfi bir € > 0 verildiginde her x € [0,1] ve
yeterince biiyiik n € N icin



|f(x) = B, (fix)| <e

esitsizliginin saglandigini gostermistir.

1953 yilinda Korovkin; L,: Cla, b] — C[a, b] dogrusal pozitif operatorler dizisi olmak tizere

her x € [a, b] icin

lim ”Ln (t’?;x) —x ”C[a,b] =0 n= 0,1,2
n—-oo

seklindeki ti¢ kosul saglandiginda, [a, b] de siirekli ayrica a da soldan b de sagdan siirekli ve

tiim reel eksende siurli her f fonksiyonu i¢in
Jim 1Ly, (f5%) = f ()l ¢fa,p) = O

esitligi gecerli oldugunu gostermistir. Bu teoremin ispatindan sonra Bernstein polinomlar
dizisi dogrusal pozitif operatorler dizisi olacak sekilde ele alinarak birgok genellesmesi
tanimlanmis ve yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Bernstein polinomlarinin ¢ok yaygin olarak
kullanilmasimin nedeni sade insasi ve Onemli &zelliklerinin olmasindandir. 1937 yilinda

Bernstein 6grencisi Chlodowsky, Bernstein polinomlarini [0, b, ] araligina tastyip

B, (f;x) = Zf(%b) ME) (1-2) ozx=n,
k=0 " n

seklinde taniminit vermistir. Chlodowsky tanimladigi bu operatdr dizilerinin yakinsaklik

Ozelliklerini sinirsiz aralikta incelemistir; burada b,, artan,

olacak sekilde gercel degerli bir dizidir.

Verilen bir f fonksiyona yaklasim yapan dogrusal pozitif operatdr dizilerinin varligi, yapilan
yaklagimin ne kadar hata ile yapildig1 sorusunu giindeme tasimistir. Bu nedenle bu ¢aligmalar

diinyanin bir¢ok iilkesinde matematiksel ¢alismalarin ilk siralarinda yer almaktadir.



Bu tezde; li¢ degiskenli fonksiyonlar i¢in Bernstein-Chlodowsky operator dizilerinin tanimini
ortaya koyup, C[0,A] uzay1 ve agirlikli uzaylarda yaklasim o6zellikleri incelenmistir. Daha
sonra yine belirtilen uzaylarda Bernstein-Chlodowsky operator dizilerinin yaklasim hizlari

stireklilik modiilii ve agirlikli stireklilik modiilii yardimiyla arastirilmastir.

1.1 SONLU ARALIKTA TANIMLI SUREKLI FONKSIYONLAR UZAYI

Tanmm 1.1.1

[a,b] sonlu araligi tlizerinde tamimlanmis ve araligin tiim noktalarinda siirekli olan
f:[a, b] = R fonksiyonlar uzayina [a, b] aralig1 {izerinde tanimli stirekli fonksiyonlar uzay1
denir ve C|a, b] ile gosterilir. Kisaca

Cla,b] = {f: f,her x € [a, b] i¢in stirekli ve a da soldan b de sagdan stirekli}

seklinde ifade edilir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Tanim 1.1.2

f:la, b] = R siirekli bir fonksiyon olsun. C[a, b] uzayinda norm;

Ifllctas = ma |f ()l

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Onerme 1.1.3

(f,) © Cla, b] fonksiyon dizisinin bir g € C[a, b] fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi igin
gerekli ve yeterli kosul her x € [a,b] ve M > 0 olmak iizere sifira yakinsayan bir (&,), ey

dizisi igin,

|fn(x) - g(x)l < Mgn
olmasidir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).



Tamm 1.1.4 (Holder Esitsizligi)

p > 0 ve g > 0 reel sayilar %+ ; = 1 sartin1 saglasin. Bu durumda her (a;) ve (b;) dizisi

i¢in

1
q

1
[ee] oo 5 (00}
D lahil < (Zlam) (Zlbkw)
k=0 k=0 k=0

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik p = g = 2 i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi olarak adlandirilir

(Lorentz 1953).

1.2 DOGRUSAL POZITiF OPERATORLER VE GENEL OZELLIKLERi
Tamm 1.2.1

X ve Y iki fonksiyon uzay1 olsun. Her f € X igin,

L(f;x) = g(x)

olacak sekilde bir g € Y bulunuyorsa L doniistimiine operatérdiir denir (Hacisalihoglu ve

Haciyev 1995). Bernstein operatorii ve Haciyev operatorii gibi drnekler verilebilir.
Tamm 1.2.2

X,Y dogrusal uzaylar, f1, f, € X ve a1, a2, € R olsun.

L(aifi + azf2,x) = a1 L(f1,x) + a;L(f2, %)

esitligini saglayan L operatoriine dogrusaldir denir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Uyan 1.2.3

L dogrusal bir operatdr olsun.



L(0,x) = L(f(t) — f(©),x)
= L(f(®),x) — L(f(),x)
=0
oldugundan L(0,x) = 0 dur.
Tanim 1.2.4

Xt:={f:f(x) =0herx € Ricin},Y*:={g: g(x) = 0,her x € Rigin}

iki fonksiyon uzay1 olsun. L: X* — Y™ operatérii i¢in, L(X*) < L(Y™") oluyorsa L’ ye pozitif

operatordiir denir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Uyan 1.2.5

L dogrusal pozitif operatorii negatif fonksiyonlar1 da negatif fonksiyonlara dontistiirtr.

Uyan 1.2.6

Dogrusal pozitif operatérler monotondur.

Kanit:

Her x € R igin f(x) < g(x) olsun. Bu durumda her x € R igin f(x) — g(x) < 0 esitsizligi

elde edilir. Uyar1 1.2.5 ve operatdriin dogrusalligindan

L(f—g;x)<0
L(f;x) —L(g;x) <0

olur. Boylece L(f; x) < L(g; x) bulunur.

Tanim 1.2.7

X ve Y normlu uzaylar ve L: X — Y dogrusal bir operatdr olsun. Her f € X i¢in



IL(F 0y < Clifllix

oluyorsa L’ye sinirlt operator denir. Bu C sabitlerinin en kiigiigiine L operatériiniin normu

denir. Operator normu
LIl = inf{C | IL(F5 0)ly < ClIfllx}

seklinde gosterilir (Rudin 1973).
Onerme 1.2.8

X ve Y normlu uzaylar, L:X — Y dogrusal operator olsun. ||f||y # 0 olmak fizere, L

operatoriniin normu:

IL(f5 0y

ILllxoy = sup ————
x=y IIfIIXI:tO £ Il x

(1.2.1)

bi¢giminde de tanimlanir (Rudin 1973).
Uyan 1.2.9

X ve Y normlu uzaylar, L:X —» Y dogrusal operator olsun. ||g|ly =1 olmak fizere, L

operatoriniin normu;

ILllx-y = sup [IL(g; )lly
lgllx=1

seklinde olur (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Onerme 1.2.10

L: X — Y dogrusal pozitif operatdr olsun. Bu durumda

IL(f; 01 < LAfL %)

esitsizligi saglanir.



Kanit:

L dogrusal pozitif operator olsun.

—Ifl<f<Ifl

esitsizligine L operatdrii uygulanir ve L operatdriiniin monotonluk 6zelligi kullanilirsa;
L=Ifl;x) = L(f5 %) < L(f1; %)

olur. L operatdriiniin dogrusalligindan,

—L(fl;x) < L(f;x) < L(f]; %)

yazilabilir. Bu ise

IL(f5 01 < LAf1; %)

olmas1 demektir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

1.3 SONSUZ BOLGELERDE SUREKLI VE SINIRLI FONKSIYON UZAYLARI
Tanim 1.3.1

p fonksiyonu her x € R™ icin p(x) = 1 olacak sekilde R™de siirekli bir fonksiyon olsun.
Ayrica,

lim p(x) =
|x |00
olsun. f: R™ — R olmak tizere

If Il < Mep(x)



esitsizligini saglayan fonksiyonlar uzayma B, (R™) uzay: denir ve kisaca

B,(R™) = {f: vx € R™ icin [|f (x)|| < M;p(x), f:R™ - R}

seklinde gosterilir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Tamm 1.3.2

B, (R™) uzayindaki siirekli fonksiyonlarin uzayma C, (R™) uzay: denir. Bu uzay,
C,(R™) = {f: f € B,(R™) ve f, R™de siirekli}

seklinde gosterilir.

B,(R™) ve C,(R™) uzaylarina Agirlikli Uzay denir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Tamm 1.3.3

B,(R™) ve C,(R™) uzaylar1 i¢in norm,

_ |f (Ol
7l = sup oy

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Onerme 1.3.4

L:C,(R™) - B, (R™) doniistimii yapan dogrusal pozitif operatorler sinirlidir.
Onerme 1.3.5

Bir (f;,) fonksiyonlar dizisinin



_ |f (ol
Ifll, = sup o)

X€

normunda sifira yaklagmasi igin gerekli ve yeterli kosul (g,) sifir dizisi olmak iizere her

x € R™ i¢in

£ (O] < &rp(x)

olmasidir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Onerme 1.3.6

p = 1 olmak iizere, p tiim R™ uzayinda siirekli bir fonksiyon,

lim p(x) =
lx|~c0
ve X = C,(R™) ve Y = B,(R™) olsun. Bu durumda L: C,(R) — B,(R) ye doniisiim yapan

dogrusal pozitif bir operator olmak iizere;

ILIlc, wy-B, &y < IIL(o; )l

esitsizligi gecerlidir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Tamm 1.3.7 m = 1 olmasi durumunda ise B, (R)

B,(R) = {f: Vx € Rigin |f(x)| < M; p(x)}

seklinde ifade edilir. Burada My, f fonksiyonuna bagli bir sabit ve p(x) = 1 + x? olup,
b}}gnoo p(x) = oo

kosulunu saglayan bir fonksiyondur. B, (R) uzayindaki siirekli fonksiyonlarin uzayina C, (R)

uzayt denir. Bu uzay,



C,(R) ={f: f € B,(R) ve f R de siirekli}
seklinde gosterilir.

Onerme 1.3.8
lim p(x) = o
| |—o0

esitligini saglayan her x € R icin p(x) = 1 olacak sekilde R de siirekli bir fonksiyon olsun.

L: C, — B, dogrusal pozitif operator olsun. Bu durumda f € C, olmak iizere

IL(F5 00 < MIIfIl,

olmas1 igin gerekli ve yeterli kosul en az bir M >0 igin ||L(p;x)||, <M olmasidir.

(Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Kamt:

(=) L: C, — B, dogrusal pozitif operatdr ve f € C, olsun. Bu durumda L(f;x) € B, olur ve
her x € R ve M > 0 i¢in |L(f;x)| < Mp(x) esitsizligi saglanir. Ozel durumda ise p € C,
oldugundan |L(p;x)| < Mp(x) olur. L pozitif ve p =0 oldugundan L(p;x) =0 olur.
Boylece her x € Ri¢in L(p; x) < Mp(x) olur. Her x € R igin

L(p; x) L(p; x)

<M ve su <M
e vk @)
olacagindan

IL(p; ), =M < o0

elde edilir.
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(<:) Simdi herhangi bir L operatdrii igin ||L(p; x)||, < M olacak sekilde bir M > 0 sayisinin
var oldugu kabul edilsin. Bu durumda her f € €, i¢in L’nin monotonlugu ve pozitifligi

kullanilarak;

IL(f; )] < L(f; x)

~(Iflo®
= L( 710 ")

o
=1 (sup o 7%)

= lIfll,L(p; %)

olur. Son esitsizligin her iki tarafi p(x) ile boliiniip supremum alinirsa;

IL(f; %) IL(p; %)
xer  p(x) S”f””ilelug p(x)

esitsizligi ve buradan operatér normu tanimi kullanilarak
L5200, < F N, ILCos )1,

esitsizligi elde edilir. Kabulden;

LG5 00, < MlIfl,

olacak sekilde M > 0 sayist vardir. Bu ise kanit1 tamamlar.
Onerme 1.3.9

(fa) € B, olacak sekilde (f;) fonksiyonlar dizisi alalim. (f,;) fonksiyonlar dizisinin B,

uzayinda sifir fonksiyonuna yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sart (g,) sifir dizisi olmak {izere

her x € R i¢in

lfn (| < £,p(x)
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olmasidir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Uyan 1.3.10

)RZ ={(x,y) |x =0,y > 0}

olmak {izere bu uzaydaki siirekli fonksiyonlarin uzay1 igin
C(R%) = {f | f:R% - R siirekli}
gosterimi kullanilacaktir.

ii) p(x,y) = 1 + x? + y? olmak iizere C (R2) nin agirlikl uzaylari;

B,(R%) = {f | V(x,y) € Riigin |f(x,y)| < My (1 + x> +y?)}
C,(RD) ={f | f € CR) ve |f(x,y)| < M;(1+x? +y?)}

seklinde gosterilecek olup bu uzaylar

Ifllc, 2y = sup |f (x, )|

normuyla birer dogrusal normlu uzaylardir.

Uyan 1.3.11

DR ={(x,y,2)|x=0,y>0,z>0}

olmak {izere bu uzayda taniml ve siirekli fonksiyonlarin uzay1 igin
C(RY) ={f | f:R3 - R siirekli}

gosterimi kullanilacaktir.

ii) p(x,y,2) = 1+ x% + y? + z? olmak iizere C(R3) nin agirlikli uzaylar;

12



B,(R3) = {f | V(x,y,2) € Ry icin |f(x,y,2)| < Me(1 +x% + y? + z%)}
C,(RD ={f | f €CRY) ve |f(x,y,2)| < M;(1 +x* +y* + 2%)}

seklinde gosterilecek olup bu uzaylar

Il gy = sup —2 o)
CP(R+ x20,y>0,220 1+ x2+ yZ + z2

normuyla birer dogrusal normlu uzaylardir.

1.4 C[a,b] UZAYINDA TANIMLI OPERATOR DIZILERI ICIN KOROVKIN
TEOREMLERI

Teorem 1.4.1 (Korovkin Teoremi)
L,:Cla, b] = C[a, b] dogrusal pozitif operatorler dizisi olsun. Her x € [a, b] i¢in n = 0,1,2

olmak iizere,

1im L, (£7; %) = 27l = 0 (14.1)

seklindeki ii¢ kosul saglantyorsa, [a, b] de siirekli ayrica a da soldan b de sagdan siirekli ve

tiim reel eksende sinirlt her f fonksiyonu i¢in

Tim (1L (f5) = £ llegasy = 0
esitligi gecerlidir. (Korovkin 1960).
Kamt:

f fonksiyonu R’de sinirli oldugundan her x € R igin

lfl =M
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olacak sekilde en az bir M > 0 vardir.

f € Cla, b] oldugundan; her € > 0 igin en az bir § > 0 vardir, dyle ki x,t € [a, b] igin
|t — x| < 6 oldugunda |f(t) — f(x)| < € olur.

Her t € (—,) ve x € [a, b] igin |t — x| < § oldugunda da |f(t) — f(x)| < € esitsizligi
gecerlidir.  Gergekten; x € [a,b] ve té&[a,b] olsun. |[t—x|<d oldugunda
l[f(t) — f(x)| < € esitsizligi f fonksiyonu a’ da soldan, b’ de sagdan siirekli oldugu i¢in

dogrudur.

t—x|?
52

Diger taraftan, [t — x| > § oldugunda ise | > 1 olup agikca

2M )
ZMSF“—Xl

esitsizligine ulasilir. Uggen esitsizligi ve son esitsizlikler kullanilarak her £ > 0 igin

2M
F(®) = f@] < e+ lt x|’ (1.4.2)

esitsizligi elde edilir. Ayrica

ILn (f5 %) = f O lerap) = NLn (F @) = f() + F (X)) = £l cfa
= ILp (f () = f(x); ) + L (f ()5 %) = F () ca,p)
= ILn (f () = f(x); ) + FOOLn (1) = F () llcfa,p)
= Ly (F () = f(x); ) + FCOILn (1;2) = Lllc1a,p)
S NLn (F @) = £ D) + 1F Ly (%) = 1ll¢pa,)
< ML (F ) = £ 0 Nerap + max [f QHILn (1) = Lllra)

esitsizligi bulunur ve buradan ¢, sifir dizisi olmak {izere
”Ln(l,X) - 1”C[a,b] < &
olacagindan,
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ILn (F5 %) = flctap) < NLn (1F @) = FOIL D cran) + €nllflicran (1.4.3)

esitsizligi elde edilir. (1.4.2)’ den

2M
Lo(F©) = F10) < Ly (S (6 =07 + &)
=1L, (25A2/I (t — x)?; ) + L, (g x)
2M
= ¢eL, (1; x)+ L, (t* — 2tx + x%; x)
=eL,(1; x)+ (L (t%x) — L, (2tx; x) + L, (x?; %))

2M
=e(L,(1;x)—1)+¢ +F[(Ln(t2;x) —x?) + x?

—2x(L,(t;x) —x) — 2x% + x?(L,,(1;x) — 1) + x?]

esitsizligi gecerli olup

M (P = FOO D lcgany = max [L (£ = FG); )
< max L,(f(®) = F(Ol;2)
< max {g(L 1; x)—1)+£+2 (Lo (% 20) — x2)
—2x(Ly, (t; %) — x) + x* (L, (1; %) — 1)] }
< & max (L, (1 ) =1+ + [max(L (€% x) — x2)
— max 2x(Ly (62) = ) + max x* (L (1) - 1)]

2M
< ellL,(1;x) = Llcrap) + €+ —=

7 110 (6% ) = €l

=2allLy (t; ) = xllcja by + D2I1Ln (1;2) = Llcpap]
olur. (1.4.3) esitsizliginin her iki tarafinin n — oo i¢in limiti alinirsa

Jim 1Ly, (f5) = f()lega,py < Tm [[L, (F () = £ D lcpan)
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2M )
Seen+£+ﬁen—2aen+b &n

esitsizligi bulunur ve buradan
1im L, (f32) = FOlcap = 0

esitligi elde edilir. Boylece kanit tamamlanmis olur.

Sonuc 1.4.2
(L,) dogrusal pozitif operatorler dizisi [a, b] araliginda,

lim |1, (1) = 1llcfapy = 0

Tim 1L, (£ = 1% 2) = (¢ = )2 llcfap = 0

kosullarini sagliyorsa C[a, b] uzayindaki herhangi bir f fonksiyonu i¢in

lim 1L, (550 = F®llclag) = 0

saglanir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Asagidaki teorem R™ in kompakt bir alt bolgesinde Korovkin Teoremi’nin gegerli oldugunu

gosterir.

Teorem 1.4.3 L,: C(R™) — C(R™) dogrusal pozitif operatorler dizisi olsun. X € R™ simirh
bir bolge olmak tizere eger (L,) dogrusal pozitif operatorler dizisi, K € X kompakt

bolgesinde

gi_r)(r)lo”lzn(ti;X) - Xi”c(K) =0 (i=12-,m)

1im 1L, (1112550 = xlllecey = 0
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seklindeki (m + 2) kosulu saghiyorsa X bolgesinde siirekli ve tiim R™ de sinirl herhangi bir

f fonksiyonu i¢in K {izerinde
1im 1L, (f; ) = F@)llegey = 0

saglanir. Burada x = (xq, %, -+, x,,,) Ve
m 1/2
Ixll = (Z x%)

k=1

seklindedir (Hactyev ve Hacisalihoglu 1995).
1.5¢C, (R™) UZAYINDA YAKINSAKLIK KOSULLARI

C,(R) ve B,(R) uzaylarindan olusturulan, p; ve p, seklinde farkli agirlik fonksiyonlari
alinarak elde edilen C,, (R) ve C,,(R) uzaylarinda doniisiim yapan dogrusal pozitif operator

dizilerinin yaklasim 6zellikleri Coskun (1997, 2011, 2012) de ¢alisilmustir.
p fonksiyonu
p(x) =1+ x?

olmak tizere p fonksiyonu ile bagimli B, ve C, uzaylan ile ilgili teorem asagidaki sekilde

verilebilir.

Teorem 1.5.1 (Haciyev Teoremi) L,:C,(R) » B,(R) dogrusal pozitif operatorler dizisi

olsun. Bu dizi

lim||L, (1;x) = 1]|, = 0 (1.5.1)
n—>0o
lim ||L, (t; x) — x|, =0 (1.5.2)
n—->00
lim ||L,, (t% %) — %2, = 0 (1.5.3)
n—oo
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kosullarini saglasm. Bu durumda bir f* € C, (R) igin
Jim 1Ly, (75 ) = £ GOll, # 0
olur. (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995, Coskun 1997).

Tanim 1.5.2

®(x), R de monoton artan siirekli bir fonksiyon ve K¢; f e bagh pozitif bir sabit olmak {izere

p(x); p(x) = 1 + ¢?(x) seklinde tanimlansin.

lim —f(x) =
ot 14+ @2(x) 7

esitligini saglayan C, nun elemanlarindan olusan alt uzaya Cpk (R) uzay: denir. (Hacisalihoglu

ve Haciyev 1995).

Asagidaki teorem, Cg‘ (R) c C(R) uzayinda keyfi (L,,) dogrusal pozitif operatorler dizisi ile

yaklagimin saglanacagini gosterir.

Teorem 1.5.3 L,;: C,(R) - B, (R) dogrusal pozitif operatorler dizisi olsun. Bu dizi

lim I, (1;x) = 1|, = 0 (1.5.4)
lim |1, (03 %) = @()ll, = 0 (15.5)
lim L, (0% ) = @* (), = 0 (15.6)

kosullarini saglasin. Bu durumda keyfi f € C¥(R) igin
lim JIL,, (f; %) = f()l, = 0
olur. (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).
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1962 yilinda Baskakov, [a, b] araliginda siirekli ve My, f fonksiyonuna bagl bir sabit olmak

uzere
If ()] < Mp(1 + x?) (1.5.7)
kosulunu saglayan f fonksiyonu i¢in Korovkin Teoremi’nin saglandigini gostermistir.

Teorem 1.5.4 L,:C,([a,b]) = B,([a,b]) dogrusal pozitif operatdrler dizisi olsun. Her

x € [a, b] iginn = 0,1,2 olmak iizere,

Jim [ILy, (75 %) — X" ll¢pa,py = O (1.5.8)

seklindeki ti¢ kosul saglaniyorsa, [a,b] de siirekli ve (1.5.7) kosulunu saglayan her f

fonksiyonu i¢in

Jim 1L, (3 %) = £ llcpapy = 0

esitligi gecerlidir. (Baskakov 1962).

Kamt: f € C[a, b] oldugundan her € > 0 igin |t — x| < § oldugunda her t, x € [a, b] igin

lf@) = f0)] <e

esitsizligini saglayan en az bir § > 0 vardir. x € [a, b] ve t € [a, b] ise f a da soldan ve b de
sagdan siirekli oldugundan |t — x| < § oldugunda yine |f(t) — f(x)| < € esitsizligi saglanir.
Ayricat € Rve x € [a, b] i¢in |t — x| < § oldugunda da s6z konusu esitsizlik saglanir. Diger

t—x|?

52

. o 2M .
taraftan |t — x| = & oldugunda ise 1 < olacagindan 2My < 6—2f |t — x|? dir ve

lf@®) = f < If O+ 1f (0]
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< Mp(1 4 x2) + Mp(1 + t2)

= M (2 +x* 4+ t%)

=M;(2+ (t—x+x)?+x%)

=M (2 + (t —x)* + 2x(t — x) + 2x?)

— x)2 — x)? — )2
<M <2 4 52x) A P MGt Pkl 62x)>

L[ 2 2x  2x?
=Mf(t—x) §+1+F+F

bigiminde yazilabilir. Bu esitsizlikte her t € R ve x € [a, b] i¢in

2x  2x?2

2
C(x,6):=§+1+?+y

olarak alinirsa
If (&) — f() < e+ C(x, )M (t — x)? (1.5.9)
elde edilir. L,, dogrusal operatdr oldugundan

ILn (F5 %) = fOOlerapy = Lo (F () = f) + f(x); %) = f(O)lcpan)
= L, (f () = f(x); %) + L (f (), %) = f ()l ¢fap)
< L, (fF @) = £ G Dllepap) +xrer%aa'>l§]|f(X)llan(1,X) — 1ll¢pa

= Ln (F (&) = F 5 Ol cap) HIfllcap 1 Lr (1, 2) = Llega )

esitsizligi bulunur. &, sifir dizisi olmak {izere ||L, (1,x) — 1ll¢[q ) = &, dir. Buradan, L, nin

monotonlugundan

WLy (f5 %) = F O lcpap) < NLn (F (&) = f(x)5 %) = fFOlcpap) + €n
< L Af @) = fFCIx) = fFOlcfap) + €n

yazilabilir. (1.5.9) esitsizliginden
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Ly (If @) = () %) < Ly (&%) + C(x, )My L, ((t — x)%; %)
=¢[L,(1;x) — 1] + £ + C(x, )M L, (t* — 2xt + x2; x)
= [L, (1;x) — 1] + £ + C(x, )M [L,, (t%; x) — x* + x* — 2xL,, (t; x)
+x%L,(1;x) — x? + x?]
= ¢[L, (1;x) — 1] + & + C(x, )M [(L, (t%; x) — x?)
—2x(L,(t; x) —x) + x2(L,(1;x) — 1)]

bulunur. Norma gecilirse

”Ln(lf(t) - f(x)l: x)”C[a,b] < Elan(l;x) - 1||C[a,b] t+e
+M;C (b, ){IIL, (¢ %) = x*|lcfap) — 2bI1Ly (& X) = Xl cla)

+b?||L,, (1; x) — 1”C[a,b]}

esitsizligi elde edilir. (1.5.8) kosullar1 saglandigindan
Jim Ly, (£ (€) = £ OOl ) leapy = 0

olur. Boylece (1.4.3) esitsizliginden istenen

Tim 1Ly, (f5%) = f(l¢fa,p) = 0

elde edilir. O halde Korovkin Teoremi saglanmis olur.
Teorem 1.5.5

fim = tT™ fonksiyonu olmak iizere, L,: C,(R%) = B,(R%) dogrusal pozitif operatdrler

dizisi i¢in

lim [|Lo fim = fiml, =0, 0<k+m=<2, kme{012}
n—oo

kosullar1 saglandig1 halde bir f* € C,(R%) vardir dyle ki,

TmllLaf* = £ll, # 0

olur (ibikli 2005).
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Kamt: f € C,(R}) ve A,= {(x,¥):x,y = 0,x + y < n} olmak iizere

1+ x2+y?
f,y) + ————

fe+Ly+D-f@N] 5 ey,
Lu(fi%,y) = rgw 0 v v

fxy) ;o (ny) ERIA,
seklinde taniml1 L,, operatdrlerini géz dniine almsin. (x,y) € R3\A, icin kanit agiktir.

(L,) dogrusal pozitif operatorler dizisinin C,(R%) dan B,(RZ) ya bir déniisim oldugu

gosterilmelidir. Buradan hareketle,

1+ x? +y?
1+ 4n?
1+ x2+y?
T
1+ x% +y?
1 + 4n?

L,(p;x,y) = p(x,y) + [p(x+1Ly+1) —plxy)]

=pxy) + [1+ (c+ 12+ + D= 1 +x2 +y?)]

=p(x,y) + 2[x+y+1]

seklinde yazilabilir. (x,y) € A, oldugundan

1+x?+y?

1T an? 2[n+ 1]

L,(p;x,y) < p(x,y) +
olur. p(x,y) = 1 + x? + y? oldugundan

p(x,y)
1+ 4n?

2(n+1)
1 + 4n?

L,(p;x,y) < p(x,y) + 2[n + 1]

=plx,y) |1+

<2p(x,y)

olup, Onerme 1.3.9 dan (L,) dogrusal pozitif operatérler dizisinin C, (R%) dan B, (R?%) ya bir

doniisiimdiir.
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Simdi k, m € {0,1,2} ve tammlanan dogrusal pozitif operatorler dizisi igin
7}ij{}o”Lnfk,m - fk,m”p =0

oldugu gosterilecektir.

fem = tkT™ fonksiyonu oldugundan, foo(t,7) = 1igin,

14 x% 4+ y?

1 + 4n2 [fO,O(x-I_1’y+1)_f0,0(x)y)]

Lo (fo0i % ¥) = foo(x,¥) =

=0

olup,

0

|Ln (fo.05%,¥) = foo(t. )|
sup =
x=0,y=0 p(x,y)

ifadesinden
7’}1—1’)1;;10 [Ln (fo0: %, ¥) = foo (2, ) ”p =0
elde edilir.

f1,0(t,T) = tigin,

1+x%+y?
Ln(fl,oier) —fio(y) = W[X +1 — x]
C14x?+y?
14 4n?
olacagindan,
|Ln (fro; % ¥) = fro(x2)] _ 1
p(x,y) 1+ 4n?
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ifadesi elde edilir. Bu ifade kullanilarak,

. |Ln(f1,02x: }’) - f1,0(x,)’)| s 1 _
lim sup = lim ——— =10
N=%0y>0,y>0 p(x,y) now 1+ 4n
esitligi elde edilmis olup
7}i_f}olo”Ln(fl,o:JC;}’) - f1,0(%3’)||p =0
olacaktir. Benzer sekilde
fo1(t, T) = T igin;

1+ x% + y?
L,(fo1;%,y) — for(x,¥) = Txanz [y+1-y]
1+ x%+y°
14 4n?
esitligi gecerlidir. Her iki tarafin p(x, y)’e boliinmesiyle
L. (fo.1;%,¥) = for (9| _ 1
p(x,y) 1+ 4n?
ifadesi elde edilir. Bu esitlik kullanilarak,
L X, V) — X, 1
lim sup 1L, (fo;%,¥) = for (7)) - lim =0
N=%0y>0,y>0 p(x,y) now 1+ 4n
olacagindan

gi_{?o”Ln(fl,o;X'}’) - fl,O(x:y)”p =0

bulunur.

24



Son olarak, f, o(t,7) = t2 ve fy,(t,7) = 72 olmak iizere,

9gx,y) = fo0(t,7) + fo2(t,T)

fonksiyonuna operator uygulanirsa;

+ x% + y?
L,(g;x,y) = g(x,y) +W[g(x +1L,y+1)—glxyl
1+ x% + y?
=g(x,y) +W[f2,o(x +Ly+D+fo,(x+1Ly+1)

—f20 (x,y) — fo,2 (x, }’)]
ifadesi elde edilir. Buradan,

1+ x% + y?
1+ 4n?

1+ x2+y?
=2— 1
Tranz xHy+il

esitligi yazilabilir. Dolayisiyla

L,(g;x,y) —g(x,y) = [(x+ 1%+ (v + 1) —x* — y?]

|Ln(g;x:y) _g(x;y)l _
p(x,y) 1+ 4n?

[x +y+ 1]

elde edilir. (x,y) € A, oldugundan

1L, (g;x,y) — g(x, )| - 2(n+1)

su <
xzo,fzo p(x,y) 1+ 4n?
ve boylece

: 1L (g; %, y) — g(x, )|

lim sup =0
n=0 x>0,y>0 p(x,y)
gecerli olup,
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lim |
n—oo

Lo(fa0 + fozs %, y) — (fz,o(x: y) + fo2(x, 3’))”p =0

esitligi bulunur. Boylece

lim || Ly, fiom — fk,m||p =0, 0<k+m<2 kme{01.2}
n—->oo
oldugu gosterilmis olur. Simdji;

() = (x* + y*) cosm(x + y)

fonksiyonu goz 6niine alinsin. Oncelikle f* € C,(IR%) oldugu gosterilecektir.

If* (e, )| = 1x* + y*|lcos m(x + y)
<x2+y?+1

=px,y)

olup, agik¢a f*(x,y) € C,(R}) olur. (x,y) €A, oldugundan fonksiyona operatdriin

uygulanmasi ile

2

22y + (1) + (% =1) |teosma 43

(56 = f @l 1
p(x,y) ~ 1+ 4n?

elde edilir. Buradan,

1L, (f*52%,9) — f*(x,y)| - 2n2 —2n+2

su >
xzo,ypzo p(x,y) 1+ 4n?
olup,

. 1L, (F5%y) — Oy 1

lim sup ==
N0 x>0,y>0 p(x,y) 2
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esitsizligine ulasithr. Bu da f*(x,y) €C, (R2) fonksiyonu igin yakinsakligim

gerceklesmedigini gosterir.

1.6 BiR DEGISKENLi FONKSIYONLAR iCIN SUREKLILIK MODULU VE
OZELLIKLERI

Tanim 1.6.1 Bos olmayan I c R sinirli araligi igin

d(l) = sup{lx —yl|:x,y € I}

ifadesine I kiimesinin ¢ap1 denir (Natanson, 1964).

Tanim 1.6.2 [ c R smnurh bir aralik, f: 1 — R fonksiyonu [ {izerinde smirli olsun. d = d(I), I

kiimesinin ¢ap1 olmak tizere,

w(f,6) = sup{lf (x1) = f(x2)| : x1, %2 €1, |x1 — x| < 6}

w:]0,d] = [0,0[ fonksiyonuna f fonksiyonunun I ftizerindeki siireklilik modiilii denir
(Natanson 1964).
Siireklilik modiiliiniin baz1 énemli 6zellikleri asagida verilmistir (Musayev 2003, Natanson

1964, izgi 2004).

Ozellik 1.6.3
i. §>0i¢inw(f,8)=0dmr.
ii.  w(f,d) monoton artandir.

iii. n € N olmak tizere

w(f,nd) < nw(f,d6)
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saglanir.
iv. A pozitif reel say1 olmak iizere
w(f,26) < A+ Dw(f,9d)
esitsizligi saglanir.
v.  f, I araliinda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

lim w(f,6) =0

esitligi saglanir.

1.7 iKi DEGISKENLi FONKSIiYONLAR iCiN TAM VE KISMi SUREKLILIiK
MODULU TANIMI VE OZELLIiKLERI

Tamm 1.7.1 D c R? simirli bir bélge ve f: D - R tanimli, sinirl bir fonksiyon olsun. K € D

kompakt bir bolge ve x = (x1,x,), ¥y = (¥1,y,) olmak lizere,

o(f,8) = sup{If G, 1) = fO ¥l %,y €K, G —x)2 + 0 — y2)? < 6}

fonksiyonuna f fonksiyonunun tam siireklilik modiilii denir.

Tamm 1.7.2 D c© R? simirhi bir bélge ve f: D - R tanimli, sinirh bir fonksiyon olsun. K © D

kompakt bir bolge ve x = (x1,x,), y = (¥4, y,) olmak iizere,

w1(f,6) = sup{lf (x1,y) = f O, M|+ (x1,¥), 2, ) €K, |x1 — x2| < 6}
wZ(f'(S) = Sup{lf(x'yl) _f(x'yZ)l : (X,y1), (xIYZ) € K: |J’1 _y2| < 6}

fonksiyonlaria f fonksiyonunun x’e gore ve y’ye gore kismi siireklilik modiilii denir.
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1.6.3 Ozellikleri, Tanim 1.7.1 ve Tanim 1.7.2 i¢in de gecerlidir. iki degiskenli fonksiyonlar

i¢cin agirlikli stireklilik modiilii tanimi ve 6zellikleri asagida verilmistir.

Tamm 1.7.3 Her f € C,(R}) ve x = (x1,%;), h = (hy, hy) i¢in

A6y = sup SELthu¥tha) = fla,x0)l

x€[0,00] A+ x5 + [[Al1?)
[h1]<6,|h2|<6

(1.7.1)

seklinde tanimli ifadeye f fonksiyonunun agirlikli siireklilik modiilii denir. Q(f; &) nin baz1

temel 6zellikleri asagidaki lemmada verilmistir.

Lemma 1.7.4 f € C,(R3) olsun. Bu durumda asagidaki dzellikler gegerlidir.
i. & = 0 olmak tizere Q(f; §), § nin monoton artan bir fonksiyonudur.
ii. Herf € C,(R%) igin
(lsiir(l) Q(f;6)=0
olur.
iii.  Her u € Nicin Q(f; ud) < 4u(1 + 262)Q(f; 8) esitsizligi gecerlidir.
iv. A nm pozitif her degeri i¢in Q(f; 18) < 4(A + 1)(1 + 262)Q(f; 6) esitsizligi vardir.

v.  Her f € C,(R}) vex = (x1,x3), t = (ty,t;) igin

If@®) = FOOI < (X4 1lt = x I + xS e — xID
esitsizligi saglanir.
vi. Herf € C,(R) vet = (t1,t;), x = (1, %) i¢in

It — x|

If(t)—f(X)|S4< 5 +1>(1+IIxII2)(1+Ilt—xllz)(1+252)ﬂ(f:5)

esitsizligi saglanir.
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Kamt:
1) ve ii) nin kanit1 acik oldugundan diger 6zellikler kanitlanacaktir.

(iii) Her f € Clﬁ‘ ve x = (x1,x3), h = (hy, hy) igin

QF;8) = sup |f (1 + Ry, xp + hy) — f(xq, x2)]

x1,02€[0,00[ A+ [IxlIH@ + [[R][?)
|h1]<8,lh2|<6

ifadesinde x; + hy =:p ve x, + h, =:r olarak alinirsa

;8= sup f (1) — £ (1, %)

p,7,x1,X2€[0,0] (1 + (p - xl)z + (T‘ - xz)z)(l + ”xllz)
[p—x11<68,lr—x2|<6

elde edilir. O halde |p —x1| < ud ve |r —x,| < ud olmak tizere x; + uhy =p ve x, +
uh, = r seklinde segilirse |hy| < 8 ve |h,| < 6 elde edilir. Bulunanlar (1.7.1) ifadesinde

yerine yazilirsa

Q(f;u6) = sup |f Gy + phy, xp + phy) — f(xq,22)|

x1,02€[0,00[ (1 + el + [1x]1?)
[h1]<6,lh2|<6

bulunur. Diger taraftan x = (xy,x3), h = (hq, h,) olmak tizere

u
£ G+ ) = FGOL = [ (FGe + k) = £x + (k = D)
k=1

u
< Z|(f(x +kh) = f(x + (k — D))
k=1

O (FGe+ kR = £+ (k= DR))

2 _ 2
- & (L+[IRIP (A + llx + (k = DAJIZ) (L + [RIF)@ + llx + (k= DA%
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esitsizligi saglanir. Esitsizligi her iki tarafi (1 + |[uh]|?)(1 + ||x||?) ifadesiyle boliiniirse,

|f (x + ph) — f(x)]
(1 + llehl)(A + llx]1*)

# |(fx + kh) = f e + (k = D)) A + IRIP (A + lx + (k = DAIIP)
— & (AR A A+ llx + (e = DAI) (1 + [lphlI#) (A + [lx]1?)

bulunur. Her iki tarafin |hy| < § ve |h,| < & lizerinden supremum alinirsa,

(1 + llx + (k = DAII®)
(1 + lehl>)(@ + llx]1*)

u
Q(f; 48) < O(f; 8)(1 + 262) 2 (1.7.2)
k=1

ifadesine ulasilir. Ote yandan;

(14 llx + (k = DRI < 1+ 4(lIx)I* + 11k — DRI

< 41+ lxl1* + Ik — DRI
ifadesi elde edilir. k — 1 < u oldugundan

(1+ llx + (k — DRI < 4 + [lx)I” + [luhll*)
< 41+ llx1 + llwhll®) + 4(llxl?[lxh]1*)
=41+ [IxI))(1 + lluhll?)

elde edilir. O halde,

(1 + llx + (k — DAJI?) <4
(1 + luhlIH @ + llx)1?) —
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yazilabilir. Bu esitsizlik (1.7.2) de yerine yazilirsa,

Q(f; ud) < 4u(1 + 262)Q(f; 6)

bulunur.

(iv) A € R nin tam kismi1 [A] olmak iizere

Al <A<A]+1

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik ve (ii) 6zelliginden

O(f;46) < a(f; (121 + D)

esitsizligi gecerlidir. yazilir. [A] + 1 € N oldugundan (iii) 6zelligi uygulanarak,

Q(f; 46) < Q(f; ([4] + D6)
<4([A] + DA + 26H)Q(f;6)

bulunur. Ayrica her A € R" i¢in [A] + 1 < A + 1 oldugundan

Q(f;28) <4+ 1A + 26H)(f;6)
elde edilir.
(v) x4 +h; =t; ve x, +h, =t, olmak tlizere Q(f;8) ifadesinde § = ||t — x| olarak

segilirse,

|f () — f()I
-Q(f: It — x| = sup 2 2
titaarapelool (1 + [t —x12)(X + [Ix||%)
[t1—x11<8,|t2—x|<6

seklinde ifade edilebilir. Ayrica supremum tanimindan,
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Vs VO
= W+ Tle— DA + 1217

Qf; e = xl

esitsizligi gecerlidir. Boylece gosterilmek istenen

If®) = fGOI < @+ It —xIP)A + [Ix IS5 e — xI)

esitsizligine ulasilir.

(vi) (v) ozelliginden

Lﬂﬂ—f@ﬂS(LHMWX1+m—xWM%fﬂ;%ﬂ5>

esitsizligi gecerlidir. Ayrica; ”t;—x” € R* olup, (iv) 6zelliginden

t—x t—x
Q<f; I 5 I 5) <4 <” 5 I + 1) (1 +289)Q(f;8)
esitsizligi dogrudur. Son esitsizlik (1.7.3) te yerine yazilirsa

It — x|
6

If () = f(x)] S4(

elde edilir. Bu ise kanit1 tamamlar.
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1.8 UC DEGISKENLi FONKSiYONLAR iCiN TAM VE KISMi SUREKLILIiK
MODULU TANIMI VE OZELLIiKLERI

Tamm 1.8.1 D c R3 simirli bir bélge ve f: D - R tanimli, sinirl bir fonksiyon olsun. K © D

kompakt bir bolge ve x = (x1,y1,21), ¥ = (X3, V5, Z) olmak tizere,

(l)(f, 6) = Sup{|f(X1,Y1,Z1) _f(xZJyZiZZ)l XY eEK )

V1 =202+ (1 —y2)% + (21 — 2)% < 5}
fonksiyonuna f fonksiyonunun tam siireklilik modiilii denir.

Tamm 1.8.2 D c R3 simirli bir bélge ve f: D - R tanimli, sinirh bir fonksiyon olsun. K © D

kompakt bir bolge ve x = (xy,y1,21), ¥ = (X3, V5, Z) olmak tlizere,

(1)1(f,6) = SUp{lf(xl,y,Z) _f(xZ'ny)l : (xl,y,Z), (xZIy'Z) €K, |X1 _x2| < 6}
wZ(f'(S) = sup{lf(x,yl,z) _f(nyZ'Z)l : (x,y1,z), (xJYZ'Z) € K; |y1 _yZI < 6}

w3 (f,8) = sup{lf (x,y,z1) — f(x,¥,22)| : (%,¥,21),(x,,2,) €K, |z; — z,| < 6}

fonksiyonlarma f fonksiyonunun x’e gore, y’ye gore ve z’ye gore kismi stireklilik modiilii

denir.

1.6.3 Ozellikleri Tanim 1.8.1 ve Tanim 1.8.2 i¢in de gegerlidir. Uc degiskenli fonksiyonlar

icin agirlikli siireklilik modiilii tanimi ve 6zellikleri agagida verilmistir.
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Tamm 1.8.3 Her f € C,(R}) ve x = (x1,%;,%3), h = (hy, hy, h3) igin

Q(f;6) = sup |f Cer + hy,xp + o, X3 + h3) — (1, %2, %3)|

x€[0,00] 1+ llx[2) (@ + [I~I1%)
[h11<6,|h2]|<6,|h3|<5

(1.8.1)

seklinde tanimli ifadeye f fonksiyonunun agirlikli siireklilik modiilii denir. Q(f; &) nin bazi

temel Ozellikleri asagidaki lemmada verilmistir.

Lemma 1.8.4 f € C,(R3) olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler gegerlidir.
i. 8 = 0 olmak tizere Q(f; §), § nin monoton artan bir fonksiyonudur.
ii. Herf € (C,(R}) i¢in
(lsi_r)ré Q(f;68)=0
olur.
iii. Her u € Nicin Q(f; u6) < 4u(1 + 362)Q(f; 8) esitsizligi gecerlidir.
iv. A nm pozitif her degeri i¢in Q(f; 18) < 4(A + 1)(1 + 362)Q(f; 6) esitsizligi vardr.

v.  Her f € C,(R}) ve x = (x1,X3,%3), t = (t1, tp, t3)igin

If () = O < (T + It = xIIDA + x5 1l = xI)
esitsizligi saglanir.
vi. Her f € C,(R3) ve t = (ty,t5,t3),x = (x1, %, x3)i¢in

It — x|

If () = fF()| < 4( + 1> (1 + Ix*) A + 1t =« + 385)Q(f; )

esitsizligi saglanir.

Kamt:
1) ve i1) nin kanit1 agik oldugundan diger 6zellikler kanitlanacaktir.

(iii) Herf € C‘é{ Ve X = (xl,xz,X3), h = (hl,hz,h?,)igin
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Q(f;6) = sup fCer + ha, 25 + ha, x5 + ha) — £, X0, 23))

xe[0,e0] (1 + [lx)(@ + [IR11%)
|h11<8,Ih3<8, h3|<5

ifadesinde x; + hy =:p, x, + h, =:1 ve x3 + h3 =:q olarak alinirsa

Q(f; 8) = sup If (p, 7, q) — f (31, %2, %3) |

p,r,q,x1,x2€[0,00[ (1 + (p - xl)z + (T - xZ)Z + (q - X3)2)(1 + ”xHZ)
l[p—x1|<6,|r—x2|<6,lg—x3|<6

elde edilir. O halde |[p—x1| < ud, |[r—x| <ud ve |q—x3] <ud olmak lizere
X1 +uhy =p, x; +uh, =7 ve x3+ uhz =q seklinde segilirse |hy| <8, |hy| <6 ve

|h3| < 6 elde edilir. Bulunanlar (1) ifadesinde yerine yazilirsa

Afine) = sup LT R X+ ihe X5+ phs) — f, %, 3)|

xX1,%2,%3€[0,00] (1 + luhl2) @ + [1x]1?)
[h1]<6,lh2|<5,|h3|<5

bulunur. Diger taraftan x = (xq, x5, x3), h = (hy, hy, h3) olmak iizere

u
£ G+ ) = FGOL = [ (FGe + k) = £x + (k = D)
k=1

u
< Z|(f(x +kh) = f(x + (k — D))
k=1

O (FGe+ kR = £+ (k= DR))|

2 — 2
~ LA+ TRIDA + Tl + (k= DRIP) (L +RIP)A + llx + (e = DRI

esitsizligi saglanir. Esitsizligi her iki tarafi (1 + |[uhl]|?)(1 + ||x||?) ifadesiyle boliiniirse,
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|f (x + ph) — f(x)]
(1 + (Il (X + llx]12)

 [(Fe+ kR) = £ + (k= DR)| (L + IAID(A + lIx + (k — DAIZ)
= LA+ TRDA+Ix+ = DAID (1 + IghlD + ]2

bulunur. Her iki tarafin |hy| < 6, |h,| < 6 ve |h3| < 6 lizerinden supremum alinirsa,

(1 + llx + (k = DAII®)
(1 + [lhl1#) (L + [lx]12)

U
Q(f; u8) < Q(F; 8)(1 + 362) Z (1.82)
k=1

ifadesine ulasilir. Ote yandan;

(1+ llx + (k = DRI?) < 1+ 4(lxlI? + Ik — DAI?)

< 4(1 + lIxlI* + Itk — DRI

ifadesi elde edilir. k — 1 < p oldugundan

(14 llx + (k = DAI?) < 4C1 + llx)I* + [lphll®)
< 4CL+ [lxl® + llphll?) + 4ClxNZ N phll?)
= 4(1+ [lx]I*)(1 + lluhl*)

elde edilir. O halde,

(1 + llx + (k — DAJI?) -
(1 + lehlIH @ + llx)1?) —

yazilabilir. Bu esitsizlik (1.8.2) de yerine yazilirsa,
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QO(f; ud) < 4u(1 + 362)Q(f; 6)

bulunur.

(iv) A € R nin tam kismi1 [A] olmak iizere

Ml <A<[A]+1

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik ve (ii) 6zelliginden

O(f; 48) < o(f; (121 + 1)6)

esitsizligi gecerlidir. [A] + 1 € N oldugundan (iii) 6zelligi uygulanarak,

O(f;46) < a(f; (121 + 1)

< 4([2] + 1A + 382)Q(f; 6)

bulunur. Ayrica her A € R" i¢in [A] + 1 < A + 1 oldugundan

Q(f;26) < 41+ D1 + 362)Q(f; 8)

elde edilir.

(V) x; + hy = t1, xp + hy, = t, ve x3 + hy = t3 olmak lizere Q(f; 6) ifadesinde & = ||t — x||

olarak secilirse,

Qf; it — xI) = su If () — f (%)

p
t1to,t3,01,%2,x3€[0,00[ (1 + ”t - xllZ)(l + ”xllZ)
|t1—x11=<6,|t2—x2|<6,|t3—x3]|<6
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seklinde ifade edilebilir. Ayrica supremum tanimindan,

If (&) — f(0)l
D= F =D a+ =D

Q(f;llt =

esitsizligi gecerlidir. Boylece gosterilmek istenen

If(®) = fGII < @+ It —xIP)A + Ix IS5 e — xI)

esitsizligine ulasilir.

(vi) (v) ozelliginden

F© = F@I < A+ IxIDA + it - x||2)Q<f; e~ 5>

esitsizligi gecerlidir. Ayrica; ”t;—x” € R* olup, (iv) 6zelliginden

Q<f; [ - x| 5) <4 <”t . i 1) (1 +361)0(f; 6)

esitsizligi dogrudur. Son esitsizlik (1.8.3) te yerine yazilirsa

It — xll

If () = ()] S4<

elde edilir. Bu ise kanit1 tamamlar.
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BOLUM 2

BiR DEGiISKENLI FONKSiYONLAR iCiN BERNSTEIN-CHLODOWSKY
POLINOMLARI ILE YAKLASIM

2.1 WEIERSTRASS YAKINSAKLIK TEOREMI VE BERNSTEIN ISPATI

Bu boliimde Weierstrass yakinsaklik teoreminde ifade edilen P(x) polinomunun yerine

Bernstein polinomu alindiginda da ilgili teoremin saglandigi gosterilecektir.

Teorem 2.1.1 (Weierstrass Yakinsakhik Teoremi)

f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli, € > 0 olsun. Bu durumda [a, b] araligindaki her x igin
lf () —P)| <e

esitsizligini saglayan bir P polinomu vardir.

1912 yilinda S. Bernstein, Weierstrass’in yaklagim teoreminin yeni bir ispatint yapmistir ve

[0,1] araliginda verilmis siirekli bir fonksiyona yakinsayan polinom tanimlamustir.

Tanim 2.1.2

0 < x <1 olmak tlizere

n

B.(f;x) = 2 f (S) (Z) (1 =)k (2.1.1)

k=0
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bi¢iminde tanimli operatdrler dizisi literatiirde Bernstein polinomu olarak adlandirilir.
Acikga, Bernstein polinomu dogrusal ve pozitiftir. Gergekten, her a;,a, € R ve fi, f, € [0,1]

i¢in

B, (a1 f1 + azf2; %) —2(a1f1+azf2'x)( )( ) xk(1—x)nk

—a12f1< ) k(l )" k+a22f2< ) k(l x)nk

= a1 B, (f1; ) + a2 B, (f2; x)
oldugundan B,, polinom dizisi dogrusaldir.

Ayrica, x¥(1 — x)" ¥ > 0 oldugundan her f > 0 igin B, (f; x) = 0 olacaktir. Dolayistyla B,

operator dizisi pozitiftir.

Teorem 2.1.3
Eger f fonksiyonu [0,1] araliginda siirekli ve € > 0 ise bu araliktaki her x degeri i¢in

n

B.(fix)= ) f (g) ()1 =t

k=0

olmak tizere

If(x) = B,(f;x)| <e

esitsizligi saglanir.

Kamt: (Bernstein Kaniti)

Kanit i¢in; [0,1] araliginda f(x) fonksiyonu siirekli oldugunda B, (f,x) in [0,1]’de f(x)’e

diizgiin yakinsak oldugunu gosterilmelidir. Korovkin teoremine gore B, (fj;x), fi (x)’e
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diizgiin yakmsar. f,(t) =tX k =0,1,2 (Korovkin teoremindeki f(x) fonksiyonunun
stirekliligi sagda b’den solda a’dan saglanir). Fakat Bernstein polinomu f(t) fonksiyonunun

[0,1] araliginin digindaki davranigina bagimli degildir.

Eger0 <k <nise0 < S < 1 oldugundan ek varsayimlar burada gereksizdir.

n

B,(1;x) = Z (Z) (- =(x+1—x)" =1 (2.1.2)
k=0

Bt = Y ()@=t = Y () k1 -
k=0 k=1

kmy knn-1)--mn-k+1) Mm-1D--n-k+1) m—-1

E(k)‘ﬁ k(k — 1) B (k — 1! _(k—l)

oldugundan

B,(t;x) = Z (Z : 1) xk(1—x)nk
k=1

n

-1\ . 1 —(le— n—
=x Y (M)t - = x4 1 = (213)

bulunur. Benzer sekilde,

n 2 n

k km—
B, (t%x) = kZOE(Z) xk(1—x)nk = ;;(2_ D xk (1 —x)nk
Sk (n—1)!
= XZE(k — 711)! s k)!xk‘l(l — "k

k=1
k-1 (n—1)! 3 .
:kaz n (k—l)!(n—k)!xk o

n

X (n—1)! B .
+sz:1(k ey ey A
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n—1vx (n—2)! B 0
= kzzz(k—Z)!(n—k)!xk A-xnt

n—1

X (n—1)!
£k=0 (n—1-k)!k!

xk (1 _ x)n—l—k

n-10  (n-2)!
| — —
n k:ok' n—k-2)

x
=x lxk(l — )27k 4 EBn_l(l;x)

n—1 X
= x?2 B, ,(1,x)+-B,_ (1,
X n nZ( X) n nl( x)

(2.1.4)

elde edilir. Bu da f, (t) = t* k = 0,1,2 i¢in B, (fi; x)’in f, (x)’e diizgiin yakinsak oldugunu
gosterir. Boylece [0,1]’de stirekli f(t) i¢in B,(f;x)’in [0,1]’de f(x)’e diizgiin yakinsak

oldugu bulunur. Her € > 0 i¢in

If(x) =B,(x)|<e 0<x<1

esitsizligi saglanir. Bu ise kanit1 tamamlar.

Teorem 2.1.4 f,[0,1] araliginda siirekli bir fonksiyon olmak {izere B, (f;x) polinomlari
n — oo iken ayni aralikta f fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

Kamt:

Kanit i¢in Korovkin teoreminin kosullarmin saglandiginin gosterilmesi yeterlidir. (2.1.2),

(2.1.3) ve (2.1.4) esitlikleri kullanilirsa; n = oo igin

|B, (1; x) — 1ll¢cpo1 = O

| B, (t; x) — xll¢o,17 = O

2
X — X
x% + —x% -0

B, (t%; x) — x? = max |B, (t%; x) — x%| = max
IB, (t*; x) lcroa OSxSll , (%5 %) | max
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saglanir. Korovkin teoreminin kosullari saglandigindan her f € €[0,1] igin

1B, (f;x) — f(x)||c[0,1] -0
olur. Boylece kanit tamamlanmis olur.

Bernstein polinomu keyfi [a, b] araligi i¢in de yazilabilir. Bu halde x € [a, b] igin,

n

_ _ n—k
Ba(fi ) = Zf<a+§<b—a>) MG=D =)

k=0

seklinde tanimlidir. @ = 0 oldugunda [0, b] araliginda Bernstein polinomu x € [0, b] igin,

I k

Bo=>r(=0)()G) (1-3) 2.15)

k=0
seklinde tanimlidir.

Uyan 2.1.5 (2.1.5) ifadesinde b sabit bir sayidir. b sayis1 yerine n’ye bagh bir artan dizi
almirsa ne Weierstrass teoremi ne de Korovkin teoremi saglanir, ¢iinkii bu iki teorem de
kapali sonlu aralik i¢in gecerlidir. (b,) dizisi artan ve lim, _, b, = © oldugunda x
degiskeninin tanim bolgesi [0, oo yariekseni olur. Bu nedenle bu tiir artan dizilere bagh

Bernstein polinomlarini 6zel olarak incelemek gerekir.
2.2 BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLINOMLARI VE YAKLASIM KOSULLARI

1932 yilinda Bernstein’in 6grencisi Chlodowsky tarafindan asagidaki polinomlar dizisi

tanimlanmustir.

Tamm 2.2.1 (b,);
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kosullarin1 saglayan gergel say1 dizisi olmak {lizere

By (f;%) = zn:f (% b,) (i) (;)k (1- bi)n_k, 0<x<b, 2.2.1)
k=0 n n

seklinde tanimlanan polinomlar dizisi Bernstein-Chlodowsky polinomu olarak adlandirilir.
Chlodowsky (1932), (2.2.1) polinomlarinin noktasal yakinsakligini incelemis ve f
fonksiyonunun bir x, noktasinda siirekli ve tiim pozitif yarim eksende sinirli olmasi

durumunda

lim B, (f;%0) = f(xo)

esitliginin saglandigini gostermistir.

1995 yilinda E. Ibikli-E. Gadjieva tarafindan Bernstein-Chlodowsky polinomlarinin asagidaki

gibi bir genellesmesi ele almmistir. a,f >0 ve a+f =1 gergel sayilart i¢in bu

genellesmeyi

B (f;x) = if (ax + ﬁ%bn> () (bi)k (1 _ bi)n_k, a<x<bh, (2.2.2)
i " }

seklinde tanimlamuslardir. Burada yine (b,,) dizisi

kosullarini saglayan gergel sayilarin bir dizisidir.

(2.22)de a = 0, B = 1 yazildig1 taktirde

BY(f3 ) = kZof o) () (bi)k (1- bi)k a<x<b,

(2.2.1) polinomlar dizisine doniiseceginden (2.2.2) esitligi ile verilen operatdrlerin, Bernstein-

Chlodowsky polinomlarinin bir genellesmesi oldugu kolayca goriilebilir.
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Uyan 2.2.2 Genel halde B, £ (f;x) dizisinin; yalnizca f fonksiyonunun polinom oldugu

durumlarda bir polinom olacagina dikkat edilmelidir.

Uyan 2.2.3 Acikea (2.2.1) ile gosterilen B;; dizisi dogrusal ve pozitiftir. Her f;, f; € [0, oo[ ve

her a;,a, € R igin

B+ aufim) = Y o auto (500 () () (1)
k=0 n n
“e 3 )R (-2
v (o) ) G (1-5)

= u B, (fi;x) + azB, (f2;x)

esitligi gecerli oldugundan B,, dogrusaldir. Simdi B,, dizisinin pozitifligi incelenecektir.

0 < x < b, oldugundan bi >0vel-— bi > 0 dir. Dolayistyla her f = 0 i¢in B, (f;x) =0

n

oldugundan (2.2.1) pozitiftir.

Simdi (2.2.1) ile verilen B, (f;x) in sonlu aralikta f fonksiyonuna diizgiin yakinsak
oldugunu goérmek i¢in Korovkin teoremi uygulanacaktir.

Teorem 2.2.4 A € R* olmak iizere [0, A] araliginda tanimli, siirekli ve
If (O] < Mp(1 + %)
sartin1 saglayan olan her f fonksiyonu ve B, (f;x) polinom dizisi i¢in

lim 1B, (f32) = FOOl g0y = O
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olur. Yani B,, (f; x) polinom dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.
Kanit: Yukarida (2.2.1) ifadesinin dogrusalligi ve pozitifligi gosterildiginden yalnizca

Korovkin teoremindeki {i¢ sartin saglandigin1 géstermek yeterlidir.

f(t) = 1i¢in B, (1;x) operator dizisi,

B, (;x) = Zn:(z)(;c_)k(l_%)n_k

(2.2.3)

-y () (-2
_ xZ%k' (n"'_ - (I:)k—l (1 ) chn>n—k
St 0-5)”

<y asernla) (03

(26 -5

[y

:ka

0

3

oldugundan
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B,(t;x) =x

elde edilir. Son olarak f(t) = t? alimrsa B, (t%; x) operatdr dizisi,

Il
S
[N
w

n(k —(111)!_(711)!— k! (%)k (1 - %)H

n
k=0

Sk—1+1 (n—1)! (x>k<1_i)n—k

LT m G-DIm-Rl\b, n

no 1 Kk n—k
= = k n 1 (k —(;l)! (Tll)'— k)! <%> <1 ) :_”>

n — 1)1 k n—k
WS ()

=~ ; 1 bi £ (k —(Z)!_(rzl)!— 1! (%)k (1 - %)H

T e LS

- LT e (%)H (1- bi)k

%bn ; C —(;l)!_(;ll)!— B (%)H (1 B %)H

zn—ln_2 n—2\/x\k x \n k=2
=== ()G ()
n 4\ k) \b, b,
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= x? +=b
Sl n "
oldugundan
x(b, —x
B,(t%x) = x* + % (2.2.5)

elde edilir. Boylece n — oo i¢in (2.2.3) ve (2.2.4) ten

lim 1B, (1;) = lcjo,a = 0

,}i_r)?o”B"(t; x) — xll¢coa; =0

esitlikleri gosterilmis olur. Son olarak (2.2.5) esitliginden;

x(b, — x) Ab
lim || B, (t?; x) — x? = max |x2+—2F 2 x2[ <=
n_m” 0 ( ) ”C[O,A] Ost}fq n ="

esitsizligi gecerli oldugundan
T}i_)rglan(tz;x) —x%l¢jo.a1 = 0

bulunur. O halde f € C[0, A] fonksiyonu i¢in B, (f; x) polinom dizisi f fonksiyonuna diizgiin

yakinsar.
Bernstein-Chlodowsky polinomlari, tanimli oldugu [0, b, ] aralig1 (b,,) artan ve

limb, = o

n—oo

oldugu durumda [0,oo[ araligina doniiseceginden Korovkin Teoreminin son kosulunu

saglamayacaktir.
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Yani, C[0, o] iizerinde f(x) = x? fonksiyonuna (2.2.1) ile yaklasim miimkiin olmamaktadir.

Ciinkii (2.2.1) den

b?
4n

1B, (t%; %) — x*llcjop,) =
olup,
rlil?olan(tz;x) — x*|l¢iop,] =

bulunur. Bu ise yakinsamanin olmadigini gosterir.

2.3 BIR DEGISKENLI FONKSIYONLAR ICIN BERNSTEIN-CHLODOWSKY
POLINOMLARININ YAKLASIM HIZI

Asagidaki teoremde wq44(f,6); [0,1 + A] araliginda f fonksiyonunun siireklilik modiiliini

gostermek iizere Ibikli ve Gadjiev (1995) tarafindan verilen kanitin bir uygulamasi

yapilacaktir.
Teorem 2.3.1

f, tim R de siirekli ve
If Ol < Me(1 + [x]%)

kosulunu saglayan fonksiyon olsun. Bu durumda herhangi bir [0, A] araliginda

b
1B, (f; %) = F(X)] < C @iy f,\/;

esitsizligini saglayan n den bagimsiz pozitif bir C sabiti vardir.
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Kanit:

x € [0, A] olmak tizere
Ey={k:2b, 2 1+ A} ve B, = {k: b, <1+ 4}

kiimeleri tanimlansin.

B0 - 1= [Y 1 )@ (-2) -rw

=2l G-l G (-5)

Il
—
~
/N
S| =
[~
N————

|

-
N
=
N/
—
/N
=S
N——
/-~
|
N————

-
RS

—_

|
®|><
N————

1

olarak yazilabilir.

= o) el V) (-2
e S Cn) ol ) ()
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olarak tanimlansin. t,, ve s,, ifadeleri ayr1 ayr1 g6z Oniine alinirsa; k € E; ve x € [0, 4] i¢in f

fonksiyonunun 6zelliklerinden

I (50n) - o] < my (24 (£5,) + <)

2

= [(Sbn —x) +2x (Sbn - x)+2(1 +x2)l

elde edilir. |Sb” — x| = 1 oldugundan

2

|f(kbn) —f(x)’ < 2M; (Sbn —x) [4 + 4x + x2]

n

k 2
< 2M; (A + 2)* (;bn - x)

olup B = 2M(A + 2)? ile gosterilirse
) reo] <8 (o)
fobn) = fC| =B\ ~bn —x

elde edilir. O halde
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esitsizligi bulunur. lim,,_,. b;" = 0 oldugundan yeterince biiyiik n degerleri i¢in b;" < \/%

yazilabilir. Ozellik 1.6.3. (iv) den

’bn ’bn ’bn 1 /bn
C — < y |7 - S - , |
f 17 = wisa| f n = n Cf wisal f n

olacak sekilde f fonksiyonuna bagli Cr > 0 sayis1 vardir. O halde M = 5

A .
olmak tzere
Cr

(2.2.1) den
b,
th < Mwiig| f, Py

esitsizligi elde edilir.

k € E, ve x € [0, A] igin siireklilik modiiliiniin 6zelliklerinden

o) = reo] = (ron =)

1 |k
< (1)}+A(6n) [1 +6_ Ebn —X|]
n

olarak yazilabilir. Cauchy-Schwartz esitsizligi kullanilarak

Sn < W44 (Sn)

1 <k nm [/ X \k x \"k
) = () G) (1-5) ]
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r 1 =k 2 N 7 x\K X ”"‘]
Sw1+A(6n)l1+§ ;(Ebn—x) (k)(Z> (1—5) ‘

1 [x(b, —x)
= w0144(6,) [1+5— |————
1 /b
< wy44(8y) 1+6—\/Z 7”

olarak bulunur. §,, = \[% ve K = 1 + v/A olarak belirlenirse

b,
Sn < Kwyya| "

elde edilir. Bu durumda t,, ve s, ifadelerinden C = M + K olmak iizere

b
|B,(f;x) — f(x)] < Cwyyy f’\/%

istenen esitsizlik elde edilir.

1
e2x+5

Ornek 2.3.2 f(x) =

fonksiyonunun x € [0,5] ve b, =+/n dizisi almarak siireklilik

modiilii yardimiyla elde edilen yaklagimin hata degerlerini veren MAPLE programi asagida

verilmistir.

> restart;
> f:=x%x->1/exp (2*x+5) ;

f=x> REREE)

>n:=1:

> for k from 0 to 9 do
>n:=10%*n;
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>beta(n) :=sqrt(n) :
> delta(n) :=evalf (simplify (beta(n)/n));
> omega (f,delta(n)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (£f (x+h) -
f(x))),x=0..1,h=0..delta(n)))):
> errorL:= omega(f,delta(n));
>end do;
n:=10

B(10):=//10
8(10) :=0.3162277660
o(f, 0.3162277660 ) := 0.003158172724
errorL :=0.003158172724
n =100
B(100):=10
3(100) = 0.1000000000
o(f, 0.1000000000 ) := 0.001221382578
errorL:=0.001221382578
n :=1000
B(1000) :=10./10
5(1000) :=0.03162277660
o(f, 0.03162277660 ) := 0.0004129489526
errorL :=0.0004129489526
n := 10000
B(10000) := 100
3( 10000 ) :=0.01000000000
o(f, 0.01000000000 ) := 0.0001334202885
errorL :=0.0001334202885
n = 100000
B(100000 ) := 100 /10
3( 100000 ) :=0.003162277660
o(f, 0.003162277660 ) := 0.00004248004381
errorL = 0.00004248004381
n = 1000000
B(1000000 ) := 1000
3( 1000000 ) :=0.001000000000
o(f, 0.001000000000 ) = 0.00001346242484
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errorL = 0.00001346242484
n = 10000000
B(10000000 ) := 1000 ,/ 10
5(10000000 ) := 0.0003162277660
o(f, 0.0003162277660 ) := 0.4260107418 107>
errorL = 0.4260107418 107
n := 100000000
B( 100000000 ) := 10000
§( 100000000 ) := 0.0001000000000

o(f, 0.0001000000000 ) := 0.1347454641 107

errorL = 0.1347454641 107
n := 1000000000
B( 1000000000 ) := 10000 -/ 10
5(1000000000 ) := 0.00003162277660
o(f, 0.00003162277660 ) := 0.4261279821 10°°

errorL:=0.4261279821 10°°
n = 10000000000
(10000000000 ) := 100000
d( 10000000000 ) := 0.00001000000000

o(f, 0.00001000000000 ) := 0.1347569186 10°°
errorL:=0.1347569186 107
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BOLUM 3

IKi DEGISKENLI FONKSiYONLAR iCiN BERNSTEIN-CHLODOWSKY
POLINOMLARI ILE YAKLASIM

3.1 UCGENSEL BOLGEDE iKi DEGISKENLi FONKSiYONLARA BERNSTEIN-
CHLODOWSKY POLINOMLARI VE YAKLASIM KOSULLARI

Bu béliimde ilk olarak Biiyiikyazici, Ibikli (2006) da tanimlanan bir iiggensel bolgedeki iki
degiskenli fonksiyonlara Bernstein-Chlodowsky polinomlar1 ile yaklasimin bir uygulamasi
yapilacaktir. Daha sonra, Ibikli (2005) de yine iki degiskenli fonksiyonlar icin yapilan sinirsiz

kiimelerde siirekli fonksiyonlara yaklagimin uyarlanmasi yapilacaktir.

Tanim 3.1.1 (b,,) dizisi

lim b, = , lim = =0

n—-oo n-o N

esitliklerini saglayan monoton artan gercel terimli pozitif sayilarin bir dizisi olsun. Bu

durumda A, lggensel bolgesi
Ap, = {(x1,%3) 1 %1 2 0,x; 2 0,x; +x; < by}

seklinde tanimlansin. (x1,x,) € A, olmak iizere, bu iiggensel bolgede iki degiskenli

fonksiyonlar yardimiyla Bernstein-Chlodowsky tipli bir polinom

n n—k

Bo(f3 21, %) = kzzo ; f (g bn,%bn) (" ; k) (%)k (%)j (1- ;—n - %)H_j (3.1.1)
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seklinde tanimlanir. (3.1.1) ile tanimlanan ifadenin dogrusalligi, o, € R ve fi,f; € CAbn

olmak tizere

n n—k

B, (afi + Bfo; x1,x3) = Z Z(aﬁ + B f2; %1, %3) (Z) <n ]_ k) <z_1)k (z_2>]
k=0j=0 " "

b, b,

n n—k . _ .
LSS b0
e MICER Y

G G (-3
b,/ \by, b, by,
= aB, (fi;x1,%2) + BB, (f25 %1, %2)
seklinde gosterilir.
a yeterince biiylik bir sabit olmak iizere
A= {(x1,x3) 121 =2 0,x, =20,x; +x, < a}
bolgesi ve
C(Ay) =1{f:f,A, bolgesinde siirekli}

uzay1 tanimlansin. (3.1.1) ifadesinin C(A,) dan C(A,) ya doniisiim yaptig1 f fonksiyonunun

stirekliliginden aciktir.

Lemma 3.1.2 (3.1.1) ile tanimlanan B,;: C(A,) = C(4A,) dogrusal pozitif operatorler dizisi
asagidaki dort kosulu saglar.

B, (fooix1,%;) =1 (3.1.2)
B, (f1,02x1;x2) =X (3.1.3)
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B, (fo,1ix1'x2) = X2 (3.1.4)

x1(b, —x x> (b, — x
10 1)x%+ 2( - 2) (3.1.5)

B, (fa0 + fozi x1,%2) = xf +

Kamt: Kanit icin Ibikli (2005) de kullanilan notasyonlar kullanilacaktir. Oncelikle, k ve m
pozitif tam sayilar olmak iizere f ,,, = tkt™ fonksiyonu icin B, ( f0.05 X1, xz) belirlenmelidir.

B, (f kms X1, xz) polinom dizisi i¢in (3.1.2)-(3.1.5) esitlikleri gecerlidir. Gergekten;

fo,0(t, ) = 1 olmak iizere,

n n—k

o) =20 (06 6 02

esitligi gecerlidir. Benzer sekilde, f o(t,7) = t igin,

n n—k
k ny (m—k\ (x\* (x2\/ X; Xy \V kT
Bn(fl’o'xl’xz)_;Z<Ebn)(k)< j )(Z) (Z) (1_5_5)
_]_O
n n—k .
_Z<kb )(") <x1)kz (n—k) (xz)f( X1 JQ)" k=j
k=0 j=0
Y (T (76 (-2
=x k—1)\b, , j b, b, b,
k=1 j=0
Y () -
= L \k-1)\5, b,
1
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esitligi elde edilir. Simdi f; ; (¢, T) = T fonksiyonu i¢in,

n n—k . .
-3 SO0 @) -
B“(fo'l'xl'xZ)_ZZ<nb”)(k)<j 5,) 5,) ! 75,75,
k=0 j=0
-n Y (G S e () -
"L \b,) n L == it \b, b, b,
- =
=06 TS ) )
=2 \W\b,) nlati—k—-piG -1 \b, b. b,
k=0 j=1
_ - (n)(xl)kln_kn—k (n—k)! <x2)1'—1
“ 2L \W\b,) nlan—km—k=-iG-1D!\b,
k=0 j=1
X1 Xy n—k—j
(-5-%
S D) Y ey
2/ \\b,) Thn L —k=-)G -1 \b,
n—k—j
b33
b, by
n n—k—1

-3 (D6 Y woe )

Il
~

Il

o

b, b,
B = n x1\kn—k x1>“—k_1
_XZZ(k)(bn) n < b,
=
Z n! n—k(xl)k (1 xl)”_k_l
=X, — — I —
= n—kK)!'k! n \b, b,
(n—1)! x1\* X\ kL
-x.) G (1-7)
(m—k— Dk \b, b,
i
n—1y /x\* xp\" k1
== (")) (-5) =
k=0

olarak bulunur. Yine f50(t,7) + fo(t,7) = t? + t2 olmak iizere, B, (fz,o + fo2; xl,xz)

asagidaki gibi hesaplanir.

n n—k .

Bn(fz,o + fo,zFxlfo) = ]Z:O;) l(gbn> + (]Zb") l (Z> (n ]_ k) (Z_:l)k (Z_i)]
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b, b,
— z”: nz—k (kb )2 (n) (n - k) (x1>k (xz)j (1 X x2>n—k—j
k=0 j=0
S ) O ) -y
Li\n ") \k j b,/ \b, b, b,
=0 j=0
=T +T"

ifadesi elde edilir. Islemlerin kolaylig1 agisindan toplamlar ayr1 ayr1 hesaplanirsa;

n n—k 2 .
, k ny m—k\ /x\k (x\/ X; xy\k
r=m(hnn) =) ) (o) ()G G (1-5-5)
=0j=

n 2 n—k _ ' e
=) D) 2 (TE) (-
= ; % (n —(Z)!_(i)!— D! (Z_i)k (1 - z_i)n_k

b2 kzzl (k — 711) +1 - _(:)'—(i)'_ " (z_i)k (1 _ z_:l)n_k

: ; : (n —(:)!_(i)!— 1)! (Z_,ll)k (1 B ;,%)n_k

M:

by

=

=1

e (078)

3

gy L) (x1>’<—2<1_x_1)”"‘

—_ | — 1 7
p] (n—k)! (k= 2)!'\b, b,

n—1

_I_xlbn (Tl — 1) (ﬁ)k (1 3 x_l)n—k—1
n k bn bn
k=0
n—2

=X b, 1 b, + .

—k=2)k!
n Lu(n—k—2)k
n—2

_ xzn — 12 <TL — 2) (ﬁ)k (1 _x_1>n—k—2 +x1bn
1 n k bn bn n

x1(b, — x
=x12+%

63



elde edilir. T" ise agagidaki gibi hesaplanir.

= ntnn)- 313 () O 6 6 -3
S OG S 76 05

n

n—k _ j n—k—i
> G 2 ramr o= (33

k=0
iy 2\ kb2 (= 1) + 1 (n — k)! J
(k)<i) n 4 n (n—krij)!(j—l)!(;c_i)

n gk . N j
S O6) (5 )

(1 X x2>”—k—f +bﬁnz_]f1 (n—k)! <x2 J
b, b, n_ln(n—k—j)!(j—l)! bn)
i=

n K Zn—k _ | j

- ;Z‘:o (Z) (z—i) %;%(n — k(n—])I'(z;' —2)! (be_,zl)
L n—k -
3 )

B 7 x1\* xzzn_k (n—k)! x,\)
—Z(k)(a) F,:Z(n—k—j)!(j—zy(a)

X1 X\" k7 x,b
<1__1__2) + zzn
n

(n—k)
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j—1

Z (n (1;_ G - D! <;_2) (- z_l B ;_z)n_k_]

= x\K [ x3 . (n—k—2)!
- (k)<E) pz (e —k=1) Z m—k—j—2)!
k=0 j=0
- n—k—j—2
x_21< _ﬂ_ﬂ> Xoby
(b,) =%, 75, oz )

Z (n—Fk—-1)! (xz)j (1 X x2>n—k—1—1
— (n—k—j—1D!j'\b, b, b,

_ n (n) (Z:l)k <x22 (= 1)k — 1) (1 ~ Z_:l)n_k_z

_ "_22 (Z) (Z—1>k (n—K)m—k—1) (1 - Z—l)n_k_z

k=0
= @S (n ; 2) (;%)k <1 B z_:)n—k—z
n-1 <n — 1)( ) (1 _ z_1>n—k—1

x5(n—1 X X, (b, — x
— 2( )_I_ Zn:x%_}_ Z(n 2)
n n n

olarak bulunur. Son olarak iki toplam birlestirilirse

X1 (by, — x1) x2(by, — x32)
Bn(fZ,O +fo,2ix1rx2) = x{ +++ x5 ++

esitligi elde edilir.
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Tanim 3.1.3 (b,,) dizisi

n—oo n—-o N

esitliklerini saglayan monoton artan gercel terimli pozitif sayilarin bir dizisi olsun. Bu

durumda A, Uggensel bolgesi
Ap, = {(x1,%3) 1 %1 2 0,x; =2 0,x; + x5 < by}
seklinde tamimlansin. (x1,x;) € 4, olmak izere, bu liggensel bolgede iki degiskenli

fonksiyonlar yardimiyla Bernstein-Chlodowsky tipli bir polinom

n n—k

B, (f;x1,%2) = kZO ; f <§ bw#’ﬂ) (Z) (n ; k) (%)k (2_72)]
(1 _ Z_:l _ ’bf_i)"_k_j (3.1.6)

seklinde tanimlanir.

B, (f; x1,x;) dogrusal pozitif operator dizileri C,(R%) dan C,(R%) ya doniisiim tanimlar.

Gergekten, f € C,(R%) ve K = 1 olmak iizere

|B,, (f s x1, x2)| < B (If]; %1, x2)
< B,(Mp(1 +t2 +12);x1,%7)
= M (B, (1;x1,x2) + B, (% x1,%3) + B, (7% x1, %3]

[ x1(b, —x X, (b, — x
=M, 1+x12+ 1(nn 1)+x%+ z(nn 2)]

x1 (b, — x1) + x,(b,, — x3)
n

=M [1+x{ +x5 +

[ b x? + x2
=Mf 1+X12+XZ2+7H(X1+Xz)— ! 2

[ 2 2
x{ +x
< My |1+ x} +03 +K(xy +x,) == 2]

< Me[14xf + x5 + 2K(xf + x5 + 1)]

66



esitsizligi gecerlidir. Burada

M’y = Mg (1 + 2K)

olarak tanimlanirsa,

|By (f; x1,20)] < M'p (1 + xf + xF)

bulunur. O halde B, (f; x1,x;) € C,(R%) olur.

(3.1.6) ile tamimlanan B, (f;xy,x,) dogrusal pozitif operatorler dizisi Teorem 1.4.1 in

kosullarini saglar.

Teorem 3.1.4 (3.1.6) ile verilen B,: C, (R2) - C, (R2) dogrusal pozitif operatdr dizisi igin n
yeterince biiyiik bir say1 olmak lzere A, tli¢gensel bolgesinin herhangi bir A, tliggensel
kompakt alt bolgesinde k, m € {0,1,2} ve fj, ,, = tkt™ olmak tizere

T}i_r){)lo||3n(fo,0ix1:xz) - fo,o(xl'xz)llcma) =0

r}i_r)1010||Bn(f1,oix1;xz) - f1,0(x1»x2)||c(Aa) =0

TP_{‘{}Jan(fo,lixsz) - fO,l(xl:xZ)”C(Aa) =0

Ayrica; h(t,T) = f,0(t,T) + fo2(t, T) olmak iizere,

r}i_{lolo”Bn(hi x1,%2) — h(xq, x)l¢a,) = 0

seklindeki dort kosul saglansin. 4, ii¢gensel bolgesinde tamimli, tim R? de
If (e, )| < Mp(1 + x§ + x3)

kosulunu saglayan siirekli fonksiyonlar igin
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lim 1B, (f; 21, %2) = fGer, %) e,y = 0
esitligi saglanir.

Kamt: Lemma 3.1.2 de elde edilen (3.1.2)-(3.1.4) ifadeleri kullanilirsa
,}i_{§0||3n(fo,oix1»x2) - fo,o(xbxz)”C(Aa) =0
Jim [|B, (fi,05x1,22) = froCer 22| ) = 0
lim [|B, (fo.15 21,%2) = fon e, %2 oy =0

esitlikleri bulunur.
Simdi (3.1.5) ifadesi gz oniine alindiginda

x1(b, —x x,(b, —x
B, (h; x1,x3) — h(xy,x3) = xf +%+x22 +2(+2)—x12 — x5

_ x1(by — x1) n x2 (b, — x7)
n n

ve
x;(b, —x x,(b, —x
sup |B,(h;x1,%2) — h(xy,x)| = sup 1(by — x1) + 2(bn = X2)
(x'Y)EAa (Xl,XZ)EAa n n
x1(by — x1) x2 (b, — x3)
= sup ——+ sup ———
(x1,%2)€Aq n (x1,x2)€0, n

esitligi yazilabileceginden, ayn1 zamanda,

a (b, -5)
sup [B, (s 31, %) = h(xr, %)| = ———2
(x1,x2)€EAq n
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oldugundan ve (b,,) dizisinin se¢iminden

T}i_l)‘golan(h; x1,%2) — h(xq, x2)llca,) = 0

elde edilir. Boylece Teorem 1.4.1 in sartlar1 saglandigindan her f € C, (R2) fonksiyonu igin
r}i_l)‘go”Bﬁk*(f; x1,x2) — f (1, x)lea,) = 0

bulunur. Bu da kanit1 tamamlar.

Sonu¢ 3.1.5 a yeterince biiyiik pozitif gercel bir say1 olmak iizere A, kompakt bolgesinde

B, :C(A,) —» C(A,) dogrusal pozitif operatorler dizisi n — oo i¢in (3.1.2)-(3.1.5) seklindeki
sartlar1 sagliyorsa her f € C(4,) i¢in

lim [|B, (f; 21,%2) = fCer, %2 oy = O
esitligi saglanir.

Uyann 3.1.6 A, iicgensel bolgesinin sinirl olmadigi durumda f(xq,x;) = xf + x5

fonksiyonuna (3.1.1) polinom dizisi ile yaklasim miimkiin degildir. Gergekten polinom

dizisinin tanimindan;

x1 (b, — x1) x3 (b, — x3)
B, (f;x1,%3) — f(x1,%5) = xf +++x% ++—x12 — x5

x1 (b, — x1) n x3 (b, — x3)
n n

ve
x1(by, —x1)  x,(b, — x7) b?
sup 1B, (31, x,) — flr,x)l = sup { n—x)  xa(by _bi
(xl'XZ)EAbn (xl,xz)EAbn n n 2n
olup,
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2

lim  sup |B,(f3x1,%) — f(x, %) = lim == = o
=% (x1,x2)€Ap, n-w 21

olacak sekilde bir tane (b,) dizisi vardir. Bu da yakinsamanin simirsiz bolgelerde

saglanmadigin gosterir.
Simdiki 6nerme, sinirsiz A, bolgesinde (3.1.1) ile 6zel bir yaklagimin varligini gosterir.

Onerme 3.1.7 y > 0 olmak iizere her f € G, (R2) fonksiyonu i¢in

. 1B, (f; 1, x2) — f (%1, x7)|
lim sup =

0
n—oo (x1,%2)€Ap, (1 + xlz + x22)1+y

esitligi saglanir.
Kamt: Her € > 0 i¢in x; + x, > a olmak iizere

1

——— < 3.1.7
1+ x} + x% £ (3.1.7)

esitsizligini saglayan yeterince bilylik a > 0 sayis1 secilirse

olacak sekilde C > 0 sayis1 vardir. Diger taraftan

sup | By, (fs x1, x2) — f (1, x2)| < < | B, (f; x1, x2) — f (1, x2)|
wery,  (A+xf+xD T gyen, (D4 X+ x)MY
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+ sup | B, (f; x1, x2) — f (1, x2)|
(x1,%X2)EAp, \Ag 1+ x12 + x%)lﬂ/

< sup |B,(fix1,x) — f(xy,x2)| +

(x1,x2)€Aq

N sup |Bn (fi Xy, X3) — f(x1,x2)|
oredy, \a, (L4 xf +x5)1HY

=1, (D +1 ()

seklinde yazilabilir. Lemma 3.1.2 den

limI',,(f) =0
n—oo0

olur. Ayrica (3.1.6) polinom dizisi i¢in,

|B, (f; x1, x2)| < B, (If]; x1, x2)
< Bn(Mf(l +t% 4+ 12);x1,x2)

= M (B, (1; x1,x2) + B, (% x1, %3) 4B, (1% x1, x)]

=My |1+ xf + —————+x]

xl(bn B xl) 2 4 X2 (bn B xz)l
n

x1 (b, — x1) + x,(b, — x7)
n

1+ x4+ x5 +

[ b x? + x2
1+x12+x22+7n(x1+x2)— ! 2

- 2, 2
X%+ x
1+x?+x2+Clx; +xy) — ! 2]

< Mp[1+xf + x5 4+ 2C(xf + x5 + 1)]

esitsizligi gecerlidir. Burada

olarak tanimlanirsa,

|B, (f; x1, %) < M'p(1 + xf + x3)
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bulunur. Dolayistyla, |f (1, x2)| < Mp(1 + x{ + x3) oldugundan,

|Bn(f' xlle) - f(xltxZ)l

I” ( ) —
o oxemy \b, (L4 xf + x5
< |Bn(f' xl!xZ)l + |f(xl,XZ)|
< sup 7 > AYER.
(x1,%2)€0, \Aq (1+xi +x3)
- M'r(xf + x5 + 1) + Me (1 + x7 + x5)
= Su
(xI:XZ)EEbn\Aa 1+ x12 + x22)1+y
1

< (M + Mf) sup

(rap)edy, \a, (1 +xf +x3)7

esitsizligi gecerli olur, her € > 0 ve her y > 0 i¢in (3.1.7) den,

I (f) < (M + My)e®
saglanir. Buradan

lim I",(f) =0
n—oo

elde edilir.

lim  sup 1B, (f s x1, x2) — f(xq, x2)|
=% (x1,x2)€Dp,, (1 +xf +x)1HY
olup,

lim  sup 1B, (f s x1, x2) — f(xq, x2)|
=% (x1,x2)€Dp,, (1 +xf +x)H1HY

esitligi bulunur. Bu da kanit1 tamamlar.

< lim (T () + 170 (f) =0

=0

y =0 olmasi durumunda (3.1.1) ifadesi Teorem 1.5.6 nin kosullarim1 sagladigi i¢in

feq, (R%) fonksiyonuna yakinsamasi saglanmaz. y = 0 icin yakinsama kosullarini

asagidaki onerme ile verilebilir.
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Onerme 3.1.8 k,m € N, ve fem = tkT™ olmak iizere (3.1.6) ile tamimlanan iki degiskenli

fonksiyonlar i¢in Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi, k + m < 2 i¢in

li |Bn(fk,m;x1'x2) _fk,m(xltxz)l _
m sup =

n—oo 1+ xf + x% 0
(x1,x2)€h0p, 1 2

ifadesini saglar.

Kamt: B, (f; x1, x;) polinom dizisinin tanimini kullanarak; agik¢a
B, (fo,05 X1, X2) = fo0(x1,%2) = 0,

B, (f1,02x1:x2) - f1,0(x1;x2) =0

ve

B, (for; x1,%2) — fo1(x1, %) = 0

bulunur. Dolayistyla her bir k, m € {0,1,2} igin,

0

li |Bn(fk,m;x1'x2) _fk,m(xlixZ)l _
im  sup Tl =
=% (x1,x2)€Ap, +xi + X3

bulunur.

Simdi de, olmak tizere (3.1.5) ve f; o fonksiyonu i¢in (3.1.6) polinom dizisi tantmi1 kullanilirsa

x1 (b, — x1)

Bn(fZ,O;xl'XZ) _fZ,O(xler) = n

olacaktir. Bu esitligi kullanarak;

|Bn(f2,0;x1,x2) —fz,o(xl;xz)l _ x1 (b, — x1) < (b, — x)
14 x% +x2 nl+xt+x3)~ n
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esitsizligi yazilabileceginden A, lizerinden supremum alinarak,

sup |B (fz O'xlfo) f o(xl,xz)l sup (b, — x1) b_n
(x1,x2)€EAp,, 1+ xl + xz (x1:x2)€Abn n n

esitsizligine ulasilir. Her iki tarafin n — oo {izerinden limiti alinirsa

=0

. |B, (fzo'xl'xz) fzo(x1;xz)| b,
lim sup lim —
N9 (x1,62)€Ap, 1+ xl + xz n—ow N

bulunur. Son olarak;
k =0, m = 2 olmak iizere (3.1.5) ve f;,(x1,x,) = x5 oldugundan

x (b, — x3)
B, (fo,zi xbxz) - fO,Z(xlle) = nT

elde edilir. O halde

|Bn(f0,2;x1,x2) —fo,z(xpxz)l _ x7 (b, — x3) < (b, — x3)
14 xf + x2 nl+xf+x3)~ n

bulunur. Dolayisiyla,

|B (foz,xpxz) foz(x Y)l (b, —x3) by
sup sup ———=< —
(x1,x2)€Ap,, 1+ xl + xz (x1rxz)€Abn n n

esitsizligine ulasilir. Her iki tarafin n — oo {izerinden limiti alinirsa

li By (foz'xpxz) foz(x1,x2)| bn
im  sup n
n—-oo (xl‘xz)EAb 1 + xl + xZ n—)oo n

=0

gerceklenir. Bu durumda kanit tamamlanir.
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3.2 iKi DEGISKENLi FONKSiYONLAR iCIN BERNSTEIN-CHLODOWSKY
POLINOMLARININ YAKLASIM HIZI

Teorem 3.2.1 w(f;6,), f fonksiyonunun A > 1 olmak iizere [0, A] aralig1 {izerinde tanimli
tam stireklilik modilii olsun. f € C(A,) fonksiyonu igin [0, A] araligi iizerinde, yeterince

biiyiik n ler i¢in

b
By, (f; x1,%2) — f (1, %) | < 6Aw f;\/%

esitsizligi saglanir.

Kamit: x;, x, € [0, A] olmak iizere

n n—k .

=00 =33 ) s O G )
k=0 j=0 n n

(1-3- x_z)“"‘"

=Y Y [r o) Coume) 1 ) 1)
e .

W)

( 1)k< 2>1( : 2) .
bn bn bn bn
n n—k

S W) 1S TC 8 Wl 3}
k=0 j=0 n

(=) (1-2-2) - > [ (Ee) - ren )]

elde edilir. Buradan;

<35 o (o) O
(2SS () ()
() @) (-2

= P1(x1, %) + P (x1, x2)
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bulunur. Y (x1, x;) ve Y, (xq, x,) ayrt ayri hesaplanirsa; ilk olarak ¥, (x4, x3) ele alindiginda,

n n—k

=3 3 (i) Q)G 6 (-5

Sl DG L6 (-

JWGE) (-3

ifadesine ulasilir. x, t € [0,A] ve A > 1 olmak flizere, siireklilik modiiliiniin

= wl(f;‘gbn_xl

() = F)] < 0 (f;6) (1 s x') 3.2.1)

ozelligi ve Cauchy-Schwarz esitsizligi son esitsizlikte kullanilirsa,

n

> ) 6 (-2

1
P2(x1,%2) S @1 (f58,) {1+ 5

1 (x;(b, —xq) 1 [xyb
S (f;8,) {1+ /% <o (fi8) {145 [
n n

1 |Ab,

elde edilir. Burada §,, = \/% olarak secilirse,

b
P2 (x1,%2) < Wy f:\/; {1+ VA}

b
< 24w, f;\/% (3.2.2)

esitsizligine ulasilir. Diger taraftan (3.2.1) Ozelligi kullamilarak ;(xq,x,) ifadesi

hesaplanirsa;
TR 6 -2
kXN J\by/ \by b, by

n n—k .
]
Pi(x1,x7) = 2 Z W) <f: ‘Ebn — X3
k=0 j=0

=07
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n n—k

< wy(f;6,) 1+% kzo 0|ilbn_x2 )(n]_k)(z_i>k(z—j>]
=0 =
SEN
b,
= w,(f;68,) 1+% > <x1> z’Jb x (n—_k)(z_i)f

n—k

Sl DX R o
OGS =506 635
< 0y (f;8,) {1 + %sz}

esitsizligi elde edilir. x, € [0, A] oldugundan,

1
Y1(x1,x2) < wo(f;6,) {1 + EZA}

esitsizligi saglanmis olur. Yeterince biiyiik n ler igin §,, = \/% olarak secilirse;

b,
P1(x1, x2) < 34w, f:\/; (3.2.3)

ifadesine ulasilir. (3.2.2) ve (3.2.3) esitsizliklerinden

b b
|B, (f; x1,%2) — f(x1, %) | < 2Aw, f:\/; + 34w, f;\/%

elde edilir. Son olarak;
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b, by, b, b,
w1 f; 7 +(1)2 f; 7 <2A(1)1 f; 7 +3A(1)2 f} 7
/bn /bn

< 34 wq f; 7 +0J2 f; 7

oldugundan, ayrica kismi siireklilik ve siireklilik modiilii arasinda iyi bilinen

b b b
w1 f;\/% + w, f;\/; < 2w f;\/%

ifadesi kullanilarak

b
|B, (f; %1, %2) — f (1, %2)| < 6Aw| f; ’f
esitsizligine ulasilir.

Teorem 3.2.2 Her f € C, (R2%) ve yeterince bilyiik n icin B, (f; xq, x,) ile tanimli operatdr

olmak tiizere,

B, (f:x;,x5) — f(xq,x b
G2 Y e (R [P (g
x1,x2€[0,00[ (1 + [[x]I%) n

esitsizligi gecerlidir.

Kanit: Operatoriin tanimindan

nesn -S5O TG 6 653
- (3.2.4)

esitligi dogrudur. Operatdriin dogrusalligi ve monotonlugu kullanilarak

n n—k ,

) =t 00 [ (o) = resa () G2) G
k=0 j=0 n n
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(1 - Z>n_k_] (3.2.5)

esitsizligi elde edilir. Iki degiskenli fonksiyonlar i¢in agirhikli siireklilik modiiliiniin (vi)

ozelliginde t; = Sb” ve t, = %bn olarak segcilirse; her §,, > 0 i¢in

< 41+ ) 6,1 + lIxl1?)

|Gowrt )— G|

n

(1ot oo

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlik (3.2.5) de yerine yazilirsa yine operatoriin monotonluk

HEDETA RS

0zelligi kullanilarak;

B (f5 21, %2) — f (31, x2)| < 4(1 + 8)QU(S5 8,) (A + [I1x]I*)

n n—k

ZZ

n»] b (xl»xz)”
+1

NG E

elde edilir. Son esitsizlikte ||x|| = Y2, |x;| normu kullanilarak,

B (f 21, %2) — f (31, x2) | < 4(1 + 8)QU(S5 8,) (A + [1x]1?)
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(1 (=] oo =]) )T G

< 16(1 + 62)Q(f; 6,) (1 + [Ix]1%)

n n—k

) |
by — x| [Eby -]

ZZ I S
k=0 j=0 n n

k 2 j 2 n /n—k x1k
(”‘Ebn‘xl +io = >(k)< j )(z?)
G (-2-g)
b, b, by

= 16(1 + §)Q(f; 6,1 + IIxI*)

n n—k

k
1+ Z z |_bn — X1
n
k=0 j=0
X1 X2 n—k—j
1____
( b, bn> * Z
k=0

MeTIE @
L ()7 R
@7

n n
1 k j m (m—k\ (X1\* (x2\
E;Z{)|ﬁbn‘xl||;bn‘x2| W6 G
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X1 x2>n k=i 1 |] | n (n—k) <x1
1—-———-——= + — b x
( b, b, 6, = n 2 (k) j b,
n—k—j n n—k 2 .,
(xz)f ( X xz) N 1 |kb j b
— - —— — —b, —x{| |-b, —x
b, b, b, 5nk=01=0 ] B
DT @ (-2
k J b,/ \by, b, by,
n n—k n—k—j

k=0 j=0
ifadesine ulasilir. Elde edilen toplamlar ayr1 ayr1 hesaplanmalidir. Yani;
n n—k 2 k , n—k—j
=3 796 @ (-2
! &y eyln n RN G )b,/ \b, b, b,
n n-k | 2 ) n—k—j
b= 2 el (TG G (55
2 Ly yln no 2 \k/N G )\, \b, b, b,
1 n n—k K i i n—k-j
ny (n—k\ (X1\" (X2 X X
= 255 el OO TG ) (122
=5 22,00 =00 )G G) -5 -3
=0j=0
n n—k 3 . n—k-j
- 2SS OO TIE B (-3
s, L laln T \kJN ) \b,) \b, b, b,
=0j=0
1 n n-—k K . K i n—k—j
an=n| @6 G (-5-5)
o = — _h — Zy _ - Ze _ .z
5 5n2 |nbn | [ bn = %2 (k)< j J\b,) \b, b, b,
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1 j m (n—k\ (x1\* (x2\/ X1 X
k=502 = ("G G) -3-5)
k=0 j=0
LN gl NN N A
n n— 1 2 1 2
h=52 > | | ("G G) -3-5)
k=0 j=0
n n—k 3 ) n—k—j
0 e 0796 G (-2
8T s, Llaln LRI ) \b,) \b, b, b,
k=0 j=0

yazilirsa, I; ve I, i¢in daha dnce yapilan hesaplamalar dikkate alinarak,

n n-k ; n—k—j
== QTG 6 (- -2
n U \kJ\ ) \b,) \b, b, b, T n
k=0 j=0
ve
n n—k 2 ) n—k—j
== QO 6 055 -
n " 2l \kJ\ j J\b,) \b, b, b, T n
k=0 j=0

esitlikleri yazilabilir. Ugiincii toplam i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa;

n n—k n—k—j

1 k ny (n—k\ (x1\* (x2\/ X1 X _
SnZZ|nb" x1|(k)< j )(bn) (bn> <1 b, bn) -
k=0 j=0
1 . k n Xq k X1 n—k
5 2t =6l () Gr) (1-5)
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L
1 ( ) n)(x1>k<1 x1>n_k 2<1 x1 (b, — x1)
6 - k/\b, b, -4, n
ifadesine ulasilir. Dordiincii toplam ele alinarak, Cauchy-Schwarz esitsizliginden
1% O |k ’ k) S
a2 b n DTG G (-5-5) -
nk=0j=0 n -] n n n n
1 - k k 2 n X1 k X1 ok
5 2t | lme-n QG (0-3) =
k=0
1w |k m X1\ X1\ k /2
1 1
b l(OG) 0-5)7)
k=0
k 20 my (x\ X\ 7k 2
1 1
o nl (DG (0-397) =
n 1/
1 n\ (X1 k X1 n—k
e G (-3)
k=0
n 1
k Yo (x\k x\"k 2
(e ] QG (-3
k=0
1 [x1(by, — x1) k ny (X1\* xp\" K
< — = -7 - -
-5, 1’ n Z|nbn *1 (k) (bn> (1 bn)
k=0
(3.2.7)

ifadesine ulasilir. (3.2.7) ifadesi ise asagidaki sekilde ayrica hesaplanmalidir.

2

WE-T) -

1 [xy(by — x1) i‘kb
8, n pon TN
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esitliginde t* = t(t — 1)(t — 2)(t — 3) + 6t3 — 11t? + 6t acilinu kullanilarak her bir ifade

ayr1 ayr1 hesaplanmalidir.

S ) () (-2 -3

(Z) (Z—i)k (1 - z—i)n_k (3.2.8)

) O (- S ) (i)
(-2l G -3

yazilabileceginden (3.2.9) esitligi

)2 ) (-2

,(n=1Dn-2) (bn) P ;xl) (b_n>2

=x —
1 n? n
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2, (%)3 (3.2.10)

seklinde bulunur. (3.2.10) esitligi yardimiyla (3.2.8) esitligi hesaplanirsa,

o(im) (2)-m (o) () + o) () |
W6 (-3

—1D(n-2)(n-3 —1)(n—2) (b,
:xf(n )(nn3 )(n )+6x13(n T)lgn )(7)-’_

n

() o (8) o2

b, — x1) /b, \* b\} b, —x
18x; M(l) —12x <_") —11x M
n n n

ifadesine ulasilir. (3.2.10) ve (3.2.11) ifadeleri (3.2.7) ifadesinde yerlerine yazilir ve gerekli

sadelestirmeler yapilirsa;

n n-k . n—k—j
35 k- OO I6 6 (-5-3)
5, nt H\kJ\ ) \b,) \b, b, b,
k=0 j=0
si x1 (b, — x1) xt (n—l)(n—Z)(n—3)_4xf n—-1Dmn-2)
8, n n3 n?

n

;,(n—=1D(n-2) (b_n> +ox? (b, — x1) » (b —x1) (bn)
n n

+6x7 7z x{ — 12x7

2

L
b b, — x1) (bp\° b 2
+8xf (Xn) + 7x1 by — 1) ~ ) (—n> — 6x; (Xn) — 3xf>

n
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yazilir. Is, I, I7, I3 toplamlar igin ise, |f—lbn — x1| <6, ve |£bn — x2| < 6, esitsizlikleri

dikkate alinarak (3.2.6) esitsizligi yeniden yazilirsa,

|B, (f; x1,%2) — f(x1,%2)| < 16(1 + 8)Qf;6,) (1 + Ix]I*) lz +367 + e (bnn_ 4 +

x2 (b, — x7) +l x1 (b, — x1) +i x1 (b, — x1)
n o n o, n

(xf (n-1Dn-2)(n-3) gt (n-1Dn-2)

n3

3(n—l)(n—2)<b_n)+6 3 (b —x1)
n x n

+6X1 n2

b, —x,) /b b, \? b, —x;) /b, \*
g B (B) g () 7, Lo m20) By
n n n n n

Y
b, 3 \ 2
—6x, (7) — 3x1>

(n—1)(n-2)(n-3) <1 (n—-1)(n-2)
n3 ’ n?

elde edilir. Buradan, n € N i¢in < 1 esitsizlikleri kullanilarak,

x1 (b, — x1) n

n

xz(b _xz) ’x1(b ’x1(b

— X X
<8x1 + 6x ( )+6x13n—1+ 12x12—1)<—>
n n n n

|Bo (f5 x1,%2) — f (1, x2)| < 16(1 + 8)Q(f;5 8,) (1 + [Ix[1*) lZ +368;7 +

yazilabilir.
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B (f 21, %2) — f (1, %2) | < 16(1 + 6)Q(f;5 6,) (1 + lIx[1*)

b 1 1
24362 +— — —” —/ b
+ n + n (x1 +x2) +6n n 6n n

b b
<8xf +12x3 (f) + 20x? (T:) + 13x1 )

yazilabilir. Son esitsizligin her iki tarafi (1 + ||x]|?)3 ye boliiniirse;

52
(1 + [lx||)?

|Bn (f} xl'xZ) - f(xlfo)l
(1 + llx]1%)3

2
< 16(1 + 6)Q(f;5,) l(l n ”x”Z)Z

bn (x1+x2) 1 \/x_l bn+ 1 \/_ bn
n L+ 1xI2? 76, A+1xIP?{n 8, (L+IIxI?)

2 2

xf x13 b X1 bn
( @+ ezt (1+||x||2)2< )+2°(1+||x||2>2 ()

% A3 1,
N CPNDE (7) >

esitsizligi elde edilir. Burada,

— o 4 3
o<, At g oy Mg o<1 o<1 ve
A+x112) A+x112) (+1x]12) (1+x112) (1+x112) A+x112)

X1

m < 1 esitsizlikleri kullanilarak

|Bn (f; x1'x2) - f(xl'XZ)l b 1 bn
T IBE < 16(1+ 8)Q(f;6,) |2 + 362 +—+6—j;
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2 3\ V/

1 /bn< b, b, b, 2
+=— |— 8+12(—>+20(—) +13(—>
Syl n n n

esitsizligine ulasilir. Burada K; b, den bagimsiz bir sabit olmak iizere 6, = \/g olarak

b <
alinirsa ve 7" — 0 oldugundan

sup |Bn(f:x1,x2)—f(x1'x2)|SKQ f;\/%

x1,x2€[0,00[ (1 + ”x”2)3

esitsizligi gosterilmis olur. Bu da kanit1 tamamlar.

Ornek 3.2.3 f(x,y) = x3y? fonksiyonunun x,y € [0,5] ve b, = v/n dizisi aliarak siireklilik

modiilii yardimiyla elde edilen hata degerlerini veren MAPLE program asagida verilmistir.

> restart;
>fi=(x,y) —>x*3*y*2;
[=y) =Xy

>n:=1:
>for i from 1 to 9 do
>n:=10%*n;

>beta (n) :=sqgrt(n) :
>delta(n) :=evalf (simplify (beta(n)/n));
>
omega (f,delta(n)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y+
h)-f(x,y))) ,x=0..1-delta(n) ,y=0..1-delta(n) ,h=0..delta(n)))):
> errorL:= 30*omega (f,delta(n))
>end do;
n:=10

B(10) =10
3(10) :=0.3162277660
o(f, 0.3162277660 ) := 0.8505288739
errorL :=25.51586622
n =100
B(100):=10
3(100) := 0.1000000000
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o(f, 0.1000000000 ) = 0.4095100000
errorL :=12.28530000
n := 1000
B(1000) :=10/10
0(1000) :=0.03162277660
o(f, 0.03162277660 ) :=0.1484251424
errorL :=4.452754272
n := 10000
B(10000) =100
d(10000 ) :=0.01000000000
o(f, 0.01000000000 ) := 0.04900995010
errorL :=1.470298503
n := 100000
B(100000 ) := 100 /10
d(100000 ) :=0.003162277660
o(f, 0.003162277660 ) := 0.01571170403
errorL :=0.4713511209
n := 1000000
(1000000 ) := 1000
d(1000000 ) := 0.001000000000
o(f, 0.001000000000 ) = 0.004990009995
errorL :=0.1497002998
n := 10000000
B( 10000000 ) := 1000 ./ 10
3(10000000 ) :=0.0003162277660
o(f, 0.0003162277660 ) :=0.001580139146
errorL :=0.04740417438
n := 100000000
(100000000 ) := 10000
3( 100000000 ) := 0.0001000000000
o(f, 0.0001000000000 ) :=0.0004999000100
errorL :=0.01499700030
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n := 1000000000
B( 1000000000 ) := 10000 -/ 10
81000000000 ) := 0.00003162277660
o(f, 0.00003162277660 ) := 0.0001581038833
errorL :=0.004743116499

Ornek 3.2.4 b, = v/n olmak iizere f(x,y) = \/|x2 — y?| fonksiyonuna (3.1.1) iki degiskenli
Bernstein-Chlodowsky polinom dizileri yardimiyla, n =7, n = 10, n = 15 ve n = 18 i¢in
yaklagimi grafik iizerindeki goriiniimii asagidaki sekildedir.

> restart;
skeske ook sk sk sk sk sk sk seoske sk sk sk s sk sk seoske sk sk sk s sk sk sk sk s sk sk s sk sk sk sk s sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ske sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skesk

******************f = (x,Y) —>sqrt (abs ( (xAz) -

(yA2) ) ) ;>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<>I<************************
sk s skt sk sk sk sk st sk sk st sk sk sk skeoskeoseoskoke skok skokok n: =1 Xl =nA (1/2) :

P[k,j]l (n,x,y) :=binomial (n, k) *binomial (n-
k,j)*(x/c)*k*(y/c)*3*(1-(x/c)-(y/c)) * (n-k-J):

B[n] (f,x,y) :=sum(sum(£f ((k/n) *c, (j/n) *c) *P[k,j] (n,x,y) ,j=0. .n-

k) ,k=0 . .n) :**************************************************************
Skeske s sk sk sk sk sk sk skeskoskose sk sk sk sk sk sk sk skeske sk sk sk sk sk sk skeosk n: ='7 cC: =n/\ (1/2) .

P[k,j]l (n,x,y) :=binomial (n,k) *binomial (n-
k,j)*(x/c)*k*(y/c)*F*(1-(x/c)-(y/c)) " (n-k-3):

B[n] (£,x,y) :=sum(sum(£f ((k/n) *c, (j/n) *c) *P[k,j] (n,x,y) ,j=0. .n-
k) k=0, .n) ;s s R o
kst s sk sk sk st sk sk sk skeoske sk sk sk sk st sk sk sk skeoske skeskeske sk sk sk sk sk sk n: =10 ‘C: =n/\ (1/2) -

Plk,j]l (n,x,y) :=binomial (n,k) *binomial (n-
k,j)*(x/c)*k*(y/c)*3*(1-(x/c)-(y/c)) * (n-k-J):

B[n] (f,x,y) :=sum(sum (£ ((k/n)*c, (j/n) *c) *P[k,j] (n,x,y) ,3=0. .n-
k) k=0, .n) o sk R R AR R R

skske sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk st sk sk sk sk sk st skeoske sk sk skeskeoskeskeske sk sk n:=15:c:=n/\ (1/2) :

P[k,j]l (n,x,y) :=binomial (n, k) *binomial (n-
k,j)*(x/c)*k*(y/c)*3*(1-(x/c)-(y/c))* (n-k-J):

B[n] (£f,x,y) :=sum(sum (£ ((k/n)*c, (j/n) *c) *P[k,j] (n,x,y) ,j=0. .n-

k) ,k=0 . .n) :>k>k>l<>l<>k>k>l<>l<>k>k>l<>l<>k>k>k>l<>l<>k>k>l<>l<>k>k>k>l<>l<>k>k>l<>l<>k*******************************
sk st sk sk ske sk sk sk st sk sk sk st sk sk st skt sk skeoske skeoste sk skeoskeske skeskesk n: =18 ‘C: =n/\ (1/2) .

P[k,j]l (n,x,y) :=binomial (n,k) *binomial (n-
k,j)*(x/c)*k*(y/c)*3*(1-(x/c)-(y/c))* (n-k-J):

B[n] (£f,x,y) :=sum(sum(£f ((k/n) *c, (j/n) *c) *P[k,3j] (n,x,y) ,j=0. .n-
k) ,k=0..n):

>

plot3d({f(x,y) ,B[7] (f,x,y) ,B[15] (f,x,y) ,B[10] (f,x,y) ,B[18] (f,x
,y)},x=0..1,y=0..1);

fi=(6y) =[x =]
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Sekil 3.2.1 f(x,y) =+/|x? —y?| fonksiyonuna n =7, =10, n =15 ve n =18 igin
yaklasim.

91



92



BOLUM 4

UC DEGISKENLI FONKSiYONLAR iCiN BERNSTEIN-CHLODOWSKY
POLINOMLARI iLE YAKLASIM

41 UCGEN PIiRAMIT BOLGEDE UC DEGISKENLi FONKSiYONLAR iCiN
BERNSTEIN-CHLODOWSKY POLINOMLARI VE YAKLASIM KOSULLARI

Bu boliim tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Bir onceki boliimdeki iki degiskenli
fonksiyonlar icin kullanilan (3.1.1) Bernstein-Chlodowsky polinom dizisi li¢ degiskenli
fonksiyonlara tasinarak yaklasim kosullar1 elde edilmistir. Ug degiskenli fonksiyonlar igin
stireklilik modiilii tanim1 ve ozellikleri insa edilerek olusturulan yeni polinom dizisinin
yaklasim hiz1 incelenmistir. Son olarak, yeni polinom dizisinin farkli fonksiyonlara yaklagimi

grafik olarak desteklenmistir.

Tamm 4.1.1 (b,,) dizisi

limb, =0 , Ilim—=0

n—oo n-o N

esitliklerini saglayan monoton artan gergel terimli pozitif sayilarin bir dizisi olsun.

Bu durumda A, liggen piramit bolgesi
Ap, = {(x1,x2,x3) : %1 = 0,x, = 0,x3 = 0,x1+x; + x3 < by}

seklinde tanimlansin. (xq,x,x3) € A, olmak lizere, bu liggen piramit bdlgede ti¢ degiskenli

fonksiyonlar yardimiyla Bernstein-Chlodowsky tipli bir polinom

n n—kn—k—j

B, (f;x1,%2,%3) = IZ;; ; f<§bn'i_.bn’%bn) (:) (n ]_ k) (Tl _f _j) (%)k (2%)1
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seklinde tanimlanir. (4.1.1) ifadesinin dogrusalligi, a, f € Rve f1, f, € C Ay, olmak iizere

n n—kn—k—j
n\/m-—=k —k—j
B (afi + B = ) D ) h+fmnx) ()7 7)("TET)
k=0j=0 s=0 g
GGG -
n n—kn—k—j k . k
B k j s ny /m— n—k—j
_az‘ fl(nbn'nbnrnbn)(k)( ] )( S )
k=0j=0 s=0
k n—k—j—s

= aB, (f1;x1,%2,%3) + BB, (f2; %1, %2, %3)
seklinde gosterilir.
d yeterince biiyiik bir sabit olmak {izere
Ag={(x1,x5,%x3) 1%, =20, =20,x3 =0,x; +x, + x3 < d}
bolgesi ve
Cp, ={f:f, Aq bolgesinde stirekli}

uzay1 tamimlansin. Agikea (4.1.1) ifadesi Cp, den Cp, ye doniisiim yapar.
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Lemma 4.1.2 (4.1.1) esitligi ile verilen B, (f;x;,x2,x3) operator dizisi C,, den Cp, ye

tanimli olup asagidaki bes kosulu saglar.

B, (fo,o,oixpxz'xz) =1 (4.1.2)
B, (f1,0,02x1:x2'x3) =X (4.1.3)
B, (f0,1,oix1'x2'x3) = X2 (4.1.4)
B, (f0,0,12x1»x2'x3) = X3 (4.1.5)

Ayriea; g(t,7,1) = f2,00(6 T, 1) + fo,20(E, T, 1) + fo,0,2(t, 7, 1) olmak iizere,

x1(by, — x xX(by — x x3(by, —x
B, (g;x1,%2,%3) = x12 +%+ x22 + y + x% + % (4.1.6)

Kamt: Kanit i¢in A; lizerinde (4.1.1) ifadesinin Korovkin teoreminin sartlarim1 sagladigi
gosterilmelidir. Yani, k,m,p € {0,1,2}, fimp = thkT™nP, ve f € C(A,) olmak iizere (4.1.2)-
(4.1.6) esitlikleri gecerlidir. Gergekten;

fo.0,0(t, T,n) = 1 oldugundan

n n—kn—k—j

B, (fo,o,o:X1,xz,x3) = kZzonO ; (Z) (n ]_ k) (n _i‘c _]) (z_,l)k <Z_,21)] (Z_z)s

b, b, b,
nn_kn n—ky (xp\k xzjn_k_j n—k—j
vy (k)< j )(Z) (Z) ( s )
k=0 j=0 s=0

esitligi yazilabilir. Burada,

n—Kk-j

X X, X3 X\ kT V — L — i\ [X32\S X; X, X3\V ks
(1__1__2__3+_3) — (n k 1)(_3> (1__1__2__3)
b, b, b, b, y s b, b, b, b,

s=
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esitligi gegerli oldugundan,

n n—k

) -3 S O TR 6 (-

n— . .
(796 b-p-3
Jj /\by b, by,

)]

==

==
Il

o
-
Il

[e]

halini alir. Yine burada,

ifadesi kullanilarak

n
n X X n—k
s =3 (O (13 -
k=0 n n

bulunur. Simdi de,

f1,00(t, T,n) = t fonksiyonu i¢in benzer bir hesap yapilirsa,

n n—kn—k—j

n Gromares) =3 90 5" (58) ()0 ) 2

n—k n—k—j

k=0 j=0 s=0
@_;_i_g>
b, b, by
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esitligine ulasilir. Burada, (4.1.7) esitligi kullanilarak B, ( f1.0,05 X1, X2, x3) polinom dizisi

n n—k

k m m—k\ /x\* 1x\/ X1 x,\nk—J
B, Growx) =2, 0 (20) () Gr) () (-5, -5)
k=0 j=0 J n n n n
n n—k . ]
-3 En) OGS (Y6 (-2
B n ") \k/\b,) < j b, b, b,
SR 10 o I G [ 0 N
=X k—1/\b, . j b, b, b,

seklinde ifade edilebilir. Diger taraftan, (4.1.8) esitligi gecerli oldugundan

n n— 1 xl k—1 xl n—k
B, (fl,0,0; X1,X2, X3) =X E (k _ 1) (b—> (1 _ b_>
n n

n—1

ST -

X1

seklinde bulunur.
fo.1,0(t,7,n) = 7 fonksiyonu i¢in ise polinom dizisi asagidaki sekilde belirlenir:

n n—kn—k—j

s G =23 30 () (D7) ENGY 6 G

S EIOCE @'Y e
<1 _Z_:l_;_i_;c_i>n—k—j_s

Burada, (4.1.7) esitligi gecerli oldugundan, bu esitlik polinomda yerine yazilirsa;
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n n—k

m G =3 5 () G566 0337

n x1>k1n_k. (n—k)! (xz)j_l (1 X xz)"_k_j
(k)(Z y 1](n—k—j)!j! b, b, b,
]:

n—k o
DE) S )

n—k -
XZZ(Z)GDI(:LZZ—Z@ k(n ])l'cz]'—l)!(z_i)] 1

X; X \V kI
2

b, b,
B . n) x1> n— k' n—k-1)! (ﬁ)j_l
_XZkZO K\b,) T La—k=DIG—1)!\b,
_Xi(n)<x) knil (n—k—1)! (xz)f
=x, —

£ N/ \by, = (n—k—j—1)j

X, xp\vkl
(1-5-5)

olarak bulunur. Burada;

x N X n—-k—1 n—k—1 K 1 X j X x n—k—j—1

1 2 2 n—xK-— 2 1 2

1————)+— = z ( . )(—) (1————) 419
<< b, b, bn> _ j b, b, b, (4.1.9)

n

n\ /x\en—k x,\—k—1
b Gosmsn) =5 3 () (2 25039

k=0
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S ) -y
=X — S
2k=0(n—k)!k! n \b, b,

n—1

= x, (n—1)! (x1>" (1 ~ ﬂ)n—k—l

& (n—k —Dk!\b, b,
S (T -y
2 &\ k )\, b,

esitligi gegerlidir.
Benzer sekilde fj 1 (t, T,17) = n fonksiyonu i¢in operator dizisi

n n—kn—k—j .

B, (foo15%1,%2,x3) = kZO; ; (% b”) (Z) (n ; k) (n _f _j) <z_i)k (z_j)’ (z_j)s

b, b, b,
2= n—k\ /x;\k /x fn_k_] s X
_ ny (1= kY (1< (e n—k—jy (%3
=220 6 2 G T)E)
k=0 j=0 s=0
(1 3] X, x3>n—k—]—s
b, b, b,
n n—k . n—k—j i
YW G5 Y e
= X3 k ] T -— = o\ EPEY
&4 j I\by) \by) n L Gi—k—j =)~ D
<X3)S_1 (1 X1 X2 x3>n_k_] -
by, b, b, by
n n—k K n—k—j
=62 > WG G 5 Y e
SL LN j ) \b,) \b,) n n—k—j
k=0 j=0 s=1

(n—k(r_l;fs_)!jz!s— 1)!(2:_,3;)3_1 (1 _ﬁ_ﬂ_ﬁ) o

n n—k

== 0 (G 6=
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n—k—j

Z —j—D! (x3> st (1 X1 X x3>
= (Tl—k ]_S)'(S_1)| bn bn bn
n n—k .
X \K fxoNNn—k—j
=522 ()6 G
k=0 j=0 b n
n—k—j—1 n—k—j—s-1
n—k—j—-1) <x3)5< X1 Xy x3>
e m—k—j—s—1!s!\b b, b, b,
seklinde yazilabilir.
n—k—j-1 n—k—j-1
X1 X2 X3 X3 Z n_k_]_l <X3>
1 _____ - _ j—
((0-3-2-3)+3) a6
s=0
X1 Xy x3)n—k—j—s—1
1—-————— — 4.1.10
( b, b, b, ( )

esitligi dikkate alinirsa,

n n—k

n—kyx\F )y n—k—j X x\"TT
B, = b, 175 T,
(fOOlfxlle'x3) x322 < j )( n> (bn) n < b, bn>

LN S m—k x\Vn—k—j x;  xp\" kTl
=X ) -— '’ 1____
3L (k <bn> - ( j )(bn) n ( b, bn)

k=0 j=
n YO Gl
Lk b, G—k—pin b,
k=0 =0
X, X n—k—j—1
(1-5-3)
i(n) X K (n—k)! X\
=% (G 7 2w —miG)
P n nj=0 m—k—j—D!j'"\b,
X X n—k—j—1
(1-5-5)
n n—-k—1
Z(n)<x1>kn—k (n—k-1! /x;\V
=% L\ \p, DY ( )
— n n = n—-k—j—1)
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esitligine ulasilir. Burada yine, (4.1.9) esitligi kullanilirsa,

n

X k n—=k X n—k-1
B, (foo,13 X1, X2, %3) = x3 Z (Z) (b—l) - (1 _ b_l)
n n

k=0
e R (0
B 3k=0(n—k)!k! b,/ n b,
. n-1 (n—1)! (ﬁ)k (1 ~ ﬂ>n—k—l
£ (n—k — Dk \b, b,
= x;

olacaktir. g(t,7,1) = f200(t, 7,1) + fo20(t, T, 1) + fo,02(t, T, 1) oldugundan
fo00& T + fo20t,T.M) + fo02(t,T,m) = t* + 7% + 1P

fonksiyonu icin de polinom dizisi,

n n—kn—k—j

B, (g;x1,%2,x3) = Z Z Z
k=0j=0 s=0

2

(En) +(Ln) + Co) ]k

G GG (-3
b,/ \b,/ \b, b, b, by
n n—kn—k—j
20 X ) O0HCENE) 6) 6)
o e i n " k j S b, b, b,
X Xy X3 n—k—j—s
(=555
n n—kn—k—j j 2 osom—k n—k—j\ (% K xo\ 33\
2,2 2 (G0) QC)CTE) 6 6
k=0j=0 s=0
(1_ﬂ_x_2_ﬁ)n—k—]—s
b, b, by
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s b,/ \b,

I e O 6 6

bulunur. Kolaylik agisindan T', T" ve T'"' ifadeleri ayr1 ayr1 hesaplanacaktir. T’ ifadesinin
hesab1 i¢in (4.1.1) den

S5 ) Q06 6

s b,/ \b,

(J@)S(l XX x3>" K
by, b, b, b,
Sk nkx"xln_k_] k— i\ (X3\°
- i nmy (M=K (X1\" (X2 n—k—j (_3>
2.2.Go) Q)G G 2, (TG
k=0 j=0 5=0
b, b, by,
esitligi gecerlidir. Yine, (4.1.7) esitligi kullanilarak
_p _ _nn_kkbzn n—k xlkxzfl xX;  Xp\" Tk
= (s = 2, ) () G ) Gr) o) (-5 -5,)
k=0 j=0
=k N\ on X1 = n—k\/y\ X, Xp\" Tk
-2 Go) GG 2. (56 (=55
n k/\b,) & j /\by, b, by
k=0 j=0

ifadesine ulasilir. Burada, (4.1.8) ifadesinden

: Ck (=D kL xgyk
— . — K2 _ -1 1
T = B (fagoix ¥ %5) b"kz_ln(n—k)!(k—l)!(bn) (1 bn)

S e G (5
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-hy (n —(Z)!_(?!— ] (z_l)k (1- Z_l)k

n n—k
S (1
k_ln(n—k)!(k—l)! b,, b,
Y ) (-
B 1k_2n(n—k)!(k—2)! b, b,
n—1
x1 b, n— 1\ /x;\* xq \" k1
#2206 (-5)
k=0
n—2
_,n—1 (n—2)! <x1>k (1_ﬂ)"_k_2+xlbn
— M n _O(n k—2)k!'\b b, n
S (G (- e
n k b, n
k=0
b, —
_x12+x1( xl)

n
ifadesi bulunur. Benzer sekilde T'' hesaplanirsa;

n n—kn—k—j

T" = B, (fo2,0 %1, X2, %3) = ZZ Sz ( ) (njk>(n_§_j)(z_i)k(z_i)j

n—k 2 n—k—j

o) GG G 2 5

k=0 j=0 s=0

elde edilir. Yine benzer esitlik kullanilarak, yani (4.1.7)’den

n n—k ; k—j

T" =B, (fozo’xllxz"%) ZZ< ) (n;k)(z_i)k(;_iy (1_;96_711_2_721)71_
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0 j= n

n P2k ) i

Z;(Z) (2%) %Fl%(n—k(rij)llcz;—l)!(z_i)
e

J

n nk ~
ZZ(Z)%)I{% 1(] iz)+1(n—k(rij)]!{z/!'—1)!(z_z)

n 2n—k__ _ | j
SO (55 o

n—k o ,- N
Yol (-3

j=1
n K 2 n—k _ | j
-5 06 (B =)

<1 X1 xz)"_k_j X, by,
b, by,

n—k

gAY j—1 n—k—j
j:l(n—k(rij)l!(z;"—l)!(z_ﬁ <1_%_Z_i) kj)

n2

n ,n—k N j—2
- kZO (Z) (Zo%)k (%jzz (n— k(n—])l% —2)! (2%)
() e

n—k j—1

(n— k); o _(7]1{__];),_(]1)_' D! (z_i) (1 - ;C_,ll - z_jl)nkj>
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n—k—2

206 (3 ) TG

k=0 j=0

J

"y Zo (n (‘n"_—kf_—ll);!j! (;C_Z) (1- z_l B Z_§>n_k_j_1
S O] (oo
s 2—1)“)

) %k ; (D) a-we-k-n(-2)"
() 05

= @Zz: (n ; 2) (;c_:)k (1 B Z_:)n—k—z

+

(b S ' (y
n L\ k )\b, b,
x2(n—1) x,b x5 (b, — x
— 2( )+ 2n=x%+ Z(n 2)
n n n

nr

ifadesine ulagilir. 7" toplamt igin (4.1.1) den

n n—kn—k—j ,
1" =B, (fo,o,z;x1,xz,x3)=lzzoj:0 ) Cb) G ) @) @
G -gep)
N LY xp\F xzjn_k_] S N m—k—j
=22 WG G 2 Gr) (75)
k=0 j=0 s=0

(x3)5<1 X1 X x3)n_k_j_s
b, b, b, by
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n n—k . n—k—j

— 2 —k—j)!
SYOOTIE LY e

k=0 j=0 s=1
S
by by b, by

n n—k ; Zn—k—j
22006 GBS X =
B £ \k j b,/ \b,/ n n

k=0 j=0 s=1

(n—k - ))! (B (- xg)"'k_j_s

(m—k—j—9s)(s—1D'\b, b, b, b,
-ERO06I 6
B Tl bn

=0

n—k—j

by Z s — (n—k—j)! (xs)

n n (n k—j—s)(s—1D!\b

) n—k—j

% xg)”‘k‘l‘s_l_b,zl 1 (n—k— )

b, b, b, n nn—k—j—s)(s—1)!

<
( .

2n—k—j i
b2 (n—k—j)! x3\°
<_2 (n—k—j—s)!(s—Z)!(E)

[_h X x3>n_k_j_s+x3brzlnz (n—k—j)!
b, b, b, n? 1(n—k—j—s)!(s—1)!

x3 o (n—k—j)! x3)\° 2
— (n_k_j—s)!(s—2)1<E>
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n—k—j
(1 X1 Xy x3>”‘k‘f‘5+x3bn ](n—k—j)(n—k—j—l)!

s=1

n—k—j

2
k= o—k—j=1) ) o
s=2

—k—j—9s)!(s—2)!

bulunur. Ayrica, (4.1.10)’dan

"

n
T" = B, (fo,o,22x1»x2'x3) = Z

M7 G

n—k—j—2)! X3
G

k=0 j=0
n—k—j—2
x3 (n—k—Dm—k—j—Dn—k—j—2)
n? (n—k—j—s—=2)!s!
s=0
X1 Xy X3\VkITs72 x3by .
12222 = — k=
< b, b, bn> T (k=)
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n? m—k—j—s)!(s—1)!

X3
b,

.

:



oldugundan,

n n—k

22 ( j )(;)k(z—j)j(%%(n—k—j)(n—k—j—l)

nk12 n—k—j—1
(-3 e 1)

b, by b, b,
x5 C n_k(n) n—k\ /x\* rxp\/
2,2, (" )(—) () @k =p@=k=j=1
n k=0 j=0 J b by
(1_x_1_x_2>n I xsby SO ™) (n—k> (X1>" (x_Z)’
b, b, n2 k j b,) \b,
k=0 j=0
] X1 Xy n—k—j—1
(n—k—j) (1 E E)
2% X\E R m— ke (x\)
_Z ny (%1 - 2
ZZ(k)(E) ( j )(E) (n—k—-j)n- j—1
k=0 j=0

ﬂ)knz_k (n—k)! (ﬁ)l (1 _ﬂ_ﬂ)n_k_j_z
by &g (n—k —j—2)!j!\b, b, b,

+xff§"z (xl) Z(n—gcn—_jk—)!l)!j! (%)j (“%‘Z_i)n_k_j_l

2 1 n—k—2

22_32 (Z)(xl) (n—k)(n-k-1) z( f 2><z_i>j
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n—k-2  n—k-2 . .

e ks IR W i [ N CEr > B
b, b,/ by s J by, b, by,

ve (4.1.9)’dan

n—2

x? ny (X1\K x
T =B, (fo,o,z;x1,x2;x3) = n_zz (k) (b—l) nmn—k(n—-k-1) (1 - b_l

n—1

SE2 MG en(-3)

B x5 riz n! <x1>k (1 xl)"‘k‘z
n? ~ (n—k—2)k!'\b, b,
n—1

| k

+x3bn Z n! (ﬂ) (1 B x_l)n—k—l
n2 i (n—k—1)!k!'\b, b,

2 n-2 k n—k—2
P o N
=, =D ( k )<bn> (1 bn>

k=0
n—1

* n Z( k ) b, 1 b,

k=0

bulunur. Ayrica,

veE

oldugundan,
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x3bn

"

, X3
T" =B, (fooz %1, %2,%3) = 7(" -1+

sonucuna ulasilir. T', T" ve T"" i¢in
B,(g;x1,%3,x3) =T +T +T"

2+x1(bn_x1)+x2+x2(bn_x2)+x2+x3(bn_x3)

- n 2 n 3 n
elde edilir.
Tamm 4.1.3 (b,,) dizisi
b,
limb, =00 , lim—=0
n—-oo n—-o N

esitliklerini saglayan monoton artan gercel terimli pozitif sayilarin bir dizisi olsun.

Bu durumda A, tiggen piramit bolgesi
Ap, = {(x1,%2,x3) 1 61 2 0,x, 2 0,x3 =2 0,x1 +x, + x3 < by, }

seklinde tanimlansin. (xq, x5, x3) € A, olmak iizere, f € C, (R3) igin Bernstein-Chlodowsky

tipi bir polinom

n n—kn—k—j ] .
= 555 (i) 0T NG G

n—k—j—s

(’;_i)s (1 _ﬁ_x_z_ﬁ> (4.1.11)

seklinde tanimlanir.

B, (f;x1,%,,%x3) dogrusal pozitif operatdr dizileri C,(R}) dan C,(R}) ya doniisiim saglar.

Gergekten, f € C,(R}) ve K = 1 olmak iizere
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|B, (f; %1, %2,%3)| < By (If]; %1, %2, x3)
< B, (Mf(1+¢% + 7% +12); %1, %2, x3)
= M;[B, (1;x1,%2,x3) + B, (t%x1,%2,%3) + By (7% %1, %2, x3)
+B, (1% x1,%,x3)]

x1(bp, — x1) 2 X2 (by — x3) 424 x3(b, — x3)l
n n n

=Mf 1+x12+—+x2+ 3

x? + x5 + x2
n

[ b
= M; 1+x12+x22+x§+;n(x1 + x; + x3) —

x% + x5 +x§l

< Mg [1+xf 4+ x5 + x5+ K(xq + 2, + x3) — -

< Mp[14xf + x5 + x5 + K(xf + x5 + x5 + 1)]
esitsizligi saglanir. Burada
My = M¢(1+K)
denilirse
|B, (f;x1,%2,%3)| < M’y (1 + x¢ + x§ + x}
bulunur. Béylece B, (f;x1,x;,%3) € C, (Ri*) olur.

Tanmimlanan B,, (f; xq, x5, x3) dogrusal pozitif operatorler dizisi Teorem 1.4.5 in kosullarini

saglar.
Teorem 4.1.4 (4.1.11) ile verilen B, : C,(R3) — C,(R3) dogrusal pozitif operatér dizisi igin

n yeterince biiyiik bir say1 olmak tizere A, tggen piramidinin herhangi bir A; kompakt alt

bolgesinde k, m,p € {0,1,2} ve femp = tkrmr)p olmak tizere
T}I_I;go”Bn (fo.0,0; X1, %2, %3) _fO,O,O(xl'x2:x3)”C(Ad) =0

T}I_I;go”Bn (fr.0,05 X1, %2, X3) —f1,o,o(x1,x2’x3)||C(Ad) =0
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T}I_I;go”Bn (fo,05 X1, %2, %3) _fO,l,O(xl'x21x3)”C(Ad) =0

r}l_{‘go”Bn (fo.0,15 X1, %2, %3) _fO,O,l(xl'xZ:xS)”C(Ad) =0

Ayrica; g(t,7,m) = f200(& 7,1 + fo,20(& T, 1) + fo,0,2(¢, T, 1) olmak lizere,
7}1_{210”311 (g5 %1, %2, %3) — 9(x1'x2'x3)||C(Ad) =0

seklindeki bes kosul saglansin. A, bdlgesinde tanimli, tiim R3 de

|f Cer, 22, 23) 1 < Mp(1 + xf + x5 + &)

kosulunu saglayan siirekli fonksiyonlar i¢in

T}I_r){)lo”Bn (f; X1, %2, X3) —f(x1rxz’x3)||C(Ad) =0

esitligi saglanir.

Kamit: Lemma 4.1.2 de elde edilen (4.1.2)-(4.1.5) ifadeleri gz oniine alinirsa
TP_{{)‘O”Bn (fo,0,0 X1, %2, X3) —fo,o,o(xpxz;xs)llcmd) =0

Tll_{{}ouBn (fr0,05 %1, X2, x3) —f1,o,o(x1'x2’x3)||C(Ad) =0

rll_{lc}o”Bn (for,0 %1, X2, %3) _fO,l,O(xler:xB)”C(Ad) =0

7}1_{130”311 (fo.015 %1, X2, %3) _fO,O,l(xler:xB)”C(Ad) =0

esitlikleri bulunur.
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Simdi (4.1.6) ifadesi gbz Oniine alinirsa

x1 (b, — x1) x2(by, — x3)
B, (g;x1,%2,x3) — g(xq, x5, %3) = x{ +nT+ x5 +nT+ x5

x3(b, — x3)

n
_ x1(by, — x1) n x5 (b, — x3) n x3(b, — x3)
n n n

ve
x1(by —x1)  x,(b, — x7)
sup  |B,(g; x1,x3,x3) — g(x1,%x5,x3)| = sup { = + =
(x1,x2,x3)€EAq (x1,%2,x3)€Aq n n
n x3(b, — xs)}
n
x1 (b, — x1) x2(by, — x7)
= sup e su _
(x1,x2,x3)€Aq n (x1,x2,x3)€EAg n
x3(b, — x
+ sup 3( n 3)
(x1,x2,x3)€Aq n
yazilabileceginden, diger taraftan,
d
3d (b —3)
sup |Bn (g;xlixz'x3) _g(x11x21x3)| =5
(x1,x2,x3)€EAq 2 n

oldugundan ve (b,,) dizisinin se¢iminden

r}l—l:go ”Bn (gl X1,X2, x3) - g(xl, X2, x3)||C(Ad) =0

elde edilir. Boylece Teorem 1.4.5 in kosullar saglandigindan her f € C, (R3) fonksiyonu igin
7}1_1;120”311 (fl X1, x21x3) - f(xllxz'x?’)”C(Ad) =0

bulunur. Bu da kanit1 tamamlar.
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Sonug¢ 4.1.5 d yeterince biiylik pozitif gercel bir say1 olmak tlizere A; kompakt bolgesinde
B, : C(A;) » C(Ay) dogrusal pozitif operatorler dizisi n — oo igin (4.1.2)-(4.1.6) seklindeki
sartlar1 sagliyorsa her f € C(A,) igin

7}1—{?0”311 (f; %1, %2, x3) —f(x1'x2'x3)||C(Ad) =0
esitligi saglanir.

Uyar1 4.1.6 n — o i¢in A, iiggensel piramit bolgesi iizerinde f(xy,xp,x3) = X + x5 + x5
fonksiyonuna (4.1.1) polinom dizisi ile yaklagim miimkiin degildir.

Gergekten polinom dizisinin tanimindan,

x1(b,, — x1) X2 (by — x2)
B, (f;xl,xz,x3)—f(x1,x2,x3):x12+ : nn 1 +x22+ : nn : +x§

x3 (b, — x3)
+#—xf—x§—x§

n
x1(by —x1) | %2(by —x2) | x3(by — x3)
= + +
n n n
yazilabilir. Norm tanimindan;
x1(by —x1) | x2(by — X3)
sup |Bn (f; xl,XZ,X3) - f(xl)x21x3)| = sup { - + =
(x1,%2,%3)€4p, (x1,x2,x3)ENp n n
n x3 (b, — x3)}
n
3p2
~ 4n

2
esitligi gecerli olup, n — oo igin b;” — oo olacak sekilde bir (b,,) dizisi bulunabileceginden

, . 3b?
lim sup |Bn (fl lex21x3) - f(xlle;x:S)l = lim — = o
=% (x1,x2,%3)€Ap,, n—e 4n

olacak sekilde (b,,) vardir. Bu da yakinsamanin sinirsiz bolgelerde olmadigini gosterir.
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Simdiki teorem, n — o igin A, bolgesinde (4.1.1) ifadesi ile dzel bir yaklagimin varligini

ortaya koyar.
Teorem 4.1.7 p(x;, X2, x3) = 1+ x{ + x5 + x5 olmak tizere hery > 0 ve f € C,(R3) i¢in

Ap, = {(x1,%2,x3) 1 X1 2 0,x, 2 0,x3 =2 0,x1 +x, + x3 < by, }

bolgesinde
. |Bn (f; x1, %2, x3) —f(xl,xz,x3)|
lim sup 3 5 NIT =0
=% (x1,x2,x3)€Dp, (1 +x{ + x5 +x)HY
esitligi saglanir.
Kamt: Her € > 0 icin
! < (4.1.12)
su € 1.
(x1,x2,x3)gAbn\Ad 1+ x12 + xzz + x%)y

olmak tizere x; + x, + x3 > d olacak sekilde yeterince biiyiik d > 0 sayis1 segilirse (b,,)

dizisinin se¢iminden b;" dizisi sinirhdir. O halde
b
— <K

olacak sekilde K > 0 sayis1 vardir. Ayn1 zamanda,

sup |Bn (f; %1, X2, x3) — f(xl.xz;xs)l
(x1,x2,x3)€ENp,, 1+ xl2 + x22 + x§)1+y

< |Bn (fs x1, %2, x3) — f(xl'xZ’x3)|
< sup 1 3 5 NIty
(x1,%2,X3)€0g (1 +x{ +x3 +x3)

+ sup |Bn (f! X1,%X2, x3) - f(xl,xz, x3)|
(x1,x2,x3)EAp, \Ag 1+ xlz + xzz + x%)lﬂ/

< sup |Bn (f5 x1, x2,%3) — f(xl,xz,x?,)l +

(x1.x2,x3)€Ag
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+ sup |Bn (f! X1,%X2, x3) - f(xl,xz, x3)|
(x1,x2,x3)EAp, \Ag 1+ xlz + xzz + x%)lﬂ/

=R () + " ()

seklinde yazilabilir. Teorem 4.1.3 den

lim h',,(f) =0

n—->00

olur. Ayrica, yine Lemma 4.1.2 de elde edilen ifadeler yardimiyla

|B, (f; %1, %2,%3)| < By (If]; %1, %2, %3)
<B, (Mf(l + 2 4+ 12+ 02);x1, %5, %3)
= M;[B, (1;x1,22,%3) + B, (%51, %2, %3) + By (T2 %1, %2, %3)
+B, (% x1,%2,%3)]

[ x; (b, — x x,(b, — x x2(b, — x
:Mf 1+.X'12+ 1( nn 1)+x22+ 2( nn 2)+X§+ 3( nn 3)]

x? + x5+x5
n

[ b
= M; 1+x12+x22+x§+7n(x1 + x5 + x3) —

n

< My _1 +xf + x5+x% + K(x; + x5 + x3) —Ml
< Mf[_l + x? + x2+x3 + K(x? + x3+x% + 1)]

esitsizligi saglanir. Burada

M’y = Ms(1+K)

denilirse

|Bn (f: X1,X2, X3)| < M,f(]. + x12 + x22+x§)

bulunur. Ayni zamanda
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|Bn (f5 X1, %2, x3) — f(xpxz,xg)l

h", (f) = sup
U (r1x2,23) €85, \Ag (1 +xf + x5 +x3)1HY
|Bn (fs xl,xz,x3)| + |f (1, x2, x3) |
< sup > NIt
(x1,%2,X3)EAp,, \Ag (1 +xf +x5+x3)tH
- sup M'r (1 + xf + x5+x5) + Mp(1 + xf + x5+x5)
 (1x2x3)€8p, \Ag (1+x12 + x% +x§)1+y
1
< (M'y + My) sup

olur, (4.1.12) den, her € > 0 i¢in
R (f) < (M'y + My)e
esitsizligi saglanir. Boylece

lim 2, (f) = 0

sonucuna ulasilir. Dolayisiyla,

|Bn (f5x1, %2, x3) — f(xl,xz,x3)|

lim sup
= (xq,x2,%3)€Ap,

(1 + x? + x5+x2)1ty

esitsizligi gecerli olup,

|Bn (f5x1, %2, x3) — f(xl,xz,x3)|

lim sup

2 2 2
Mo (x1,x9,%3)€Dp, (1 + X1 + X5 +x3)1+)/

esitligi gosterilmis olur.

(x1,%2,%3)EAp,, \Ag 1+ x12 + x22+x§))/

< lim (W2 () +1"4(f) = 0

=0

Yy = 0 olmasi durumunda (4.1.1) ifadesi Teorem 1.5.5 geregi her f € C, (R3) igin yakisama

saglamak zorunda degildir. y = 0 i¢in yakinsama kosullar1 asagidaki teoremle verilir.

Teorem 4.1.8 fi ., = xky™zP fonksiyonu igin (4.1.1) ile tanimlanan ii¢ degiskenli

fonksiyonlar i¢in Bernstein-Chlodowsky tipi polinomlar dizisi,
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A= {(k,m,p):k,m,p €ENyk=0m=0,p=>0,km,p€ {0,1,2}}
olmak tizere (k, m,p) €A’ igin

lim sup 1By (frem,pi X1, %2,X3) = fiomp (X1, %2, %3))| _

0
2 2 2
=% (x1,x2,%3)€Ap,, 1+xf +x5+x3

ifadesini saglar.

Kamit: k = m = p = 0 olmak lizere f;go(x1, X2, x3) = 1 fonksiyonu i¢in polinom dizisinin

tanimindan,

By, (fo,0,05 %1, %2, %3) — fo.00(%x1,%2,%3) = 0

elde edilir. O halde

I B (fo,0,05 %1, %2, X3) = fo,00(%1, %2, %3)|
im  sup =

0
2 2 2
=% (x1,x2,x3)€Ap,, 1+xf +x5+x3

bulunur.
k =1, m = 0 ve p = 0 olmak iizere f g o(x1, X2, X3) = x; fonksiyonu ve polinom dizisinin

sagladigi (4.1.3) esitliginden

B, (fi,0,0; %1, %2,%3) — f100(x1,%2,%3) = 0

yazilabilir. Boylece

0

. 1By (f1,0,05 X1, %2, %3) — f1,00(X1, X2, X3) |
lim sup 5 W =
=% (x1,x2,x3)€Ap,, 1+ xf +x5+x3

olacaktir. Benzer sekilde,
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k =0, m =1 vep = 0 olmak iizere fj 1 (1, x5, X3) = x, fonksiyonu i¢in (4.1.4) esitligi

g0z Oniine alinirsa,

B, (f0,1,02x1»x2,x3) _fO,l,O(xl;xZ;x3) =0

esitligi saglanir. Dolayisiyla

. 1B, (fo.1,05 %1, %2, %3) — fo1,0(x1, %2, x3)|
lim sup 5 ) =
N2 (x1,x2,%3)€Ap,, 1+xf +x5+x3

0
esitligi gegerlidir.

k=0, m=0 ve p=1 olmak iizere f(x1,x;,x3) = x3 fonksiyonu i¢in (4.1.5) esitligi

yardimiyla,

B, (fo.015 %1, %2, %3) — fo01(x1,%2,%3) =0

bulunur. O halde

0

. |Bn (f0,0,13 xl,xz,x3) - f0,0,1(x1:x2»x3)|
lim sup > 5——> =
M=% (x1,02,%3)€Ap, 14+ x7 +x5+x3

elde edilir.
k=1 m=1 ve p=0 olmak iizere f;10(x1,x2,%x3) = x1x, fonksiyonu i¢in (4.1.3) ve

(4.1.4) esitlikleri goz ontine alinarak,

B, (f1,1,01x1Jx2:x3) - f1,1,0(x1,xz,x3) =0

bulunur. O halde

i |Bn (f1,1,01x1'x2:x3) - f1,1,0(x1’x2»x3)| _
im sup =

0
2 2 2
M=% (x1,02,%3)€Ap, 14+ x7 + x5+x3
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elde edilir.

Benzer sekilde; k = 1, m = 0 ve p = 1 olmak lizere f; o, (x1, X2, X3) = x1x3 fonksiyonu i¢in

(4.1.3) ve (4.1.5) esitlikleri kullanilarak,

B, (f1,0,13x1:x2:x3) — f101(x1,%2,x3) =0

bulunur. O halde

i |Bn (f1,0,11x1'x2»x3) - f1,0,1(x1’x2»x3)| _
im sup =

1 2 2 2 0
=% (x1,x2,%3)€EAp,, +x7 +x;+Xx3

bulunur.

Diger taraftan, k = 0, m = 1 ve p = 1 olmak iizere f; 1 1 (%1, X2, x3) = x,x3 fonksiyonu i¢in

(4.1.4) ve (4.1.5) esitlikleri yardimyla,

B, (fo115%1,%2,%3) — fo11 (1, %2,%3) = 0

bulunur. O halde

I 1B, (fo1,15 %1, %2, %3) — fo1.1 (1, %2, %3))| _
im sup =

n-co 14 x2 + x24x2 0
(x1,x2,x3)€0p, 1 2TA3

elde edilir.

Son olarak,

g(t, T, TI) = f2,0,0 (t, T, 77) + fO,Z,O (t, T, TI) + f0,0,2 (t' T, 7’)

fonksiyonu igin

bn - bn - bn -
x1( X1) + x2( X2) N x3( X3)

B, (g:xl,xz,xg) - g(xl,xz,xg) = n n n
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elde edilir. 1+ xf 4+ x5+x3 ifadesine boliiniir ve (x1,X2,x3) € A, iizerinden supremum

alinirsa,

|Bn (g5 x1,%2,%3) — g(xler:x3)| _x1(by — x1) + x2(by, — x2) + x3(byy — X3)
1+xf +x5+x3 n(1 + x2 + x2+x2)

< (bn - xl) + (bn - xZ) + (bn - x3)
- n

bulunur. Dolayisiyla,

|Bn (g; x1, X2, X3) — g(xl,xzfx3)| (b, — x1) + (b, — x2) + (b, — x3)
sup 5 W) < sup
(x1,x2,x3)€ENp, 1+ x7 +x5+x3 (x1,x2,x3)€Ap, n
3b,
T n

esitsizligine ulasilir. Her iki tarafin n — oo tizerinden limiti alinirsa (b,,) dizisinin tanimindan

. |Bn (9; x1, %2, %3) —g(xl,xz,xg)l . 3b,
lim sup > 5> < lim—=0
M=% (x1,02,%3)€Ap, 14+ x7 + x5 +x3 n-e n

bulunur. Bu ise kanit1 tamamlar.

4.2 UC DEGISKENLi FONKSiYONLAR iCIiN BERNSTEIN-CHLODOWSKY
POLINOMLARININ YAKLASIM HIZI

Teorem 4.2.1 w(f;6,), f fonksiyonunun B > 1 olmak tizere [0,B]x [0,B] X [0, B]
tizerinde tanimli tam siireklilik modiilii olsun. f € C(Ag) fonksiyonu i¢in [0, B] X [0, B] X

[0, B] tizerinde, yeterince biiyiik n ler igin

b
|B, (f; x1, %2, %x3) — f(%1,%2,x3)| < 9Bw fi\E

esitsizligi saglanir.
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Kamt: x;, x,, x5 € [0, B] olmak iizere

n n—kn—k—j

B, (f;x1,%2,%3) — f(x1, %3, X3) = z Z Z [f (%bn'%bn'%bn> - f(xl,xz,xg)] (Z)
k=0 =

j=0 s=0

k . n—k—j—s
(TN () @)
J s b,/ \b,/ \by, b, b, by
elde edilir. Buradan;

n n—kn—k—j

k j s
1B (Fx1,32,25) = FGa ) < D0 " D |F (S b L b2, ) = fxn, 2 5)
k=0 j =

n
(i)
i=0 s=0
(e ) () ) e
j s b,/ \b,) \b, b, b, by,
n n—kn—k—j

k j s k j
- 2, I Gowgbuzn) =1 (Gongons)

=0,=0 s=0

J J J
bn'ﬁbn'x's’) —f <x1’£bn'x3) +f (xlrﬁbn'x3> - f(xl,xz,x3)|

(00 Y )

=

—+

f

b, b, by
n n—kn—k—j k k
J S ] n
<22 2 | (bngtngtn) =1 (owgoes)] ()
k=0j=0 s=0

S
N
=
w
~—
-
—
=
<
2~
S
3
=
w
~—
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k=0 =0 s=0
G G G (i

b,/ \b,/ \by b, b, by

n n—kn—k—j I o — k n— ki
2.2, 2 elrfre =)0 )7
G GGy O™

n/ \bp/ \by b, by, by

n n—kn—k—j j =y e
* or (il =] ) () (") 75 )

0
) 66 (-2
b.) \b) \b, b, b, b,
= 01 (x1, x2,x3) + 0,(x1, X2, X3) + 03(x1, X7, X3)

bulunur. 6;(xq,x2,x3), 0,(x1,x2,%x3) ve 03(x1,x5,x3) ayr1 ayr1 hesaplanirsa; ilk olarak

0, (x1, x5, x3) ele alindiginda,

n n—kn—k—j
k ny /m-—k — k= i\ (X\K rxp\
I [ [ SR IS
k=0j=0 s=0 J n n
<x3>s (1 X Xy x3>n—k—]—s
bn bn bn bn
k nxkn_knkxfn__j k—i\ [%3\°
= = -1 - -2 n—rx-—J\ (22
- wl(ﬂ b xl)(k)gh> 22( j )(@) ( s )<@)
fe=0 j=0 s=0
(1 X1 X x3)n—k—1—s
b, b, b,
k n X1 kn_ n—=k Xy ] X1 Xy n—k—j
= e (=) GG 2 ()G (-3 -5)
k=0 =0

ifadesine ulasilir. x,t € [0, A] ve A > 1 olmak {izere, siireklilik modiiliiniin
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£ - F@)] < w(f; 6) (1 ; @) 42.1)

ozelligi ve Cauchy-Schwarz esitsizligi son esitsizlikte kullanilirsa,

n

> o) [DG) (-5

1 |x1(b, —x1) 1
< w1 (f;6y) 1+§ ’% <wi(f;6,)1+ a /
+

1
0, (x1,x2,%3) < w1 (f;6,){1+ 5

[ |
[EnN
S~
[\S]

Ab,

1

elde edilir. Burada §,, = \/% olarak secilirse,

b
0, (x1, %2, %3) < wq fi\/g {1+ \/Z}
b,
<240 | f; \[; (4.2.2)

esitsizligine ulasilir. Diger taraftan (4.2.1) oOzelligi kullanilarak 65(xq, x5, x3) ifadesi

hesaplanirsa;
n n—kn—k—j k k j
J, (TR M-k - X2
05 (x1, x2,x3) = z ' z w2 (f' | bp = x; )(k)( j )( S )<bn> (bn>
k=0j=0 s=0
<x3>5 (1 xl xz x3)7’l k—j—s
by, b, b, by
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GG (i)
b.) \b, b, by b,

1 n
= w,(f; 6,) 1+6_ z
" k=0

s=0
= n X1 kn_kj n—kyxy
= 0y (f38) ) 1+ (k>(b_> Z|ﬁb"_x2|< )(b_>
= "g=o "

k=0 j=0
-3 ) (6 -3
b, b, K\b,) YL\ )\, b, b,
k=0 j=0

< wy(f;6,) {1 + ézxz}

esitsizligi elde edilir. x, € [0, B] oldugundan,

1
03(xy, X2, x3) < wo(f;6,) {1 + 6‘_23}

esitsizligi saglanmis olur. Yeterince biiyiik n ler i¢in §,, = \[% olarak secilirse;

b,
63(X1,X2,X3) < 3B(U2 f'\[; (423)

ifadesine ulagilir. Son olarak (4.2.1) 6zelligi yardimiyla benzer olarak 6;(xq,x,, x3) ifadesi

hesaplanirsa;
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=~
Il
o

~.
Il
o
7]
Il
o

1 [ my rx = n—ky/x fn_k_] s
1 - 2
= w3(fi8n) 145 ]Z_()(kxbn) ,_( j )(b) Z [ o =)
= j=0 s=0
(n—k—j)<x_s)s(1_x_l_ﬂ_ﬁ>“"""’"s
1[Ny \K S fn— Ky (x " S k
: il jadl B ot n—k—j
< 03(fid) 1+ & Z(k)(bn> , ( j )(b) G ()
k=0 j=0 s=0
x3\° X, X, x\"FITS o my x kS n—k\ /x,\/
G) (55 206 206
by, b, b, by e k/ \b,/ & J by,
n—k—j n—k—j-s
n—k—j (ﬁ>s< _ﬂ_x_z_x_i’*)
- =0 ( $ ) bn ! bn bn bn

< w3(f; 6,) {1 + é2x3}

esitsizligi elde edilir. x3 € [0, B] oldugundan,

1
01(x1, X2, x3) < w3(f; 8,) {1 + 6_23}

n

esitsizligi saglanmis olur. Yeterince biiyiik n ler i¢in §,, = \[% olarak secilirse;

’b
91(.X1,.X2,X3) < 33(03 f, 771 (424)
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ifadesine ulasilir. (4.2.2)-(4.2.4) esitsizliklerinden

by, by, by,
|Bn(f;xl,X'2,X3)_f(xl,xZ,X3)| SZB(I)l f, 7 +3B(l)2 f, 7 +3B(1)3 f, 7

elde edilir. Son olarak;

b b b b b

b, by, by,

oldugundan, ayrica kismi stireklilik ve siireklilik modiilii arasinda iy1 bilinen

b b b b
w1 f;\/% + w, f;\/; + ws f;\/; <3w| f; gn

ifadesi kullanilarak

3| &

b
|B, (f; x1, %2, x3) — f(x1,%x2,%3)| £ 9Bw f;\E

esitsizligine ulasilir.

Teorem 4.2.2 Her f € C,(R3) ve yeterince biiyiik n i¢in B, (f; x1, X2, X3) ile tanimli operator

olmak iizere,
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B, (f; x1,x2,x3) — f(x1,%2,% b
p i) —feuxml o f b
x1,02,x3€[0,00[ (1 + lIx11%) n

esitsizligi gecerlidir.

Kamt: Operatoriin tanimindan

n n—kn—k—j K k . k j
nm (n — n—k—j\/x x x3\°
B, (1;x,x3,%x3) = 2 (k) ( j ) ( s ) (b_l) (b_z) <b_3)
k=0j=0 s=0 " " "
X1 Xy X3 n—k—j—s B
(1 5% bn) _ 1 (4.2.5)

esitligi dogrudur. Operatoriin dogrusalligi ve monotonlugu kullanilarak

n n—kn—k—j

B 07220 = (x| S 230 D[ (bbb = x| )
=0 =0 =

=0 s=0

[ [ A P (R

esitsizligi elde edilir. Ug¢ degiskenli fonksiyonlar igin agirhikli siireklilik modiiliiniin (v)

ozelliginde t; = Sbn, t, = i—'lbn ve t3 = %bn olarak segilirse; her §,, > 0 icin

.
|7 (b b2 b)) = £ 0,3 < 401+ 8D 8,001 + 1211

N

(ionbtngon) = oram]

n n
6n
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k j s 2
1+ | Gowgngtn) - Gz

esitsizligi gegerlidir. Bu esitsizlik (4.2.6) da yerine yazilirsa yine operatdriin monotonluk

ozelligi kullanilarak;

|Bn (f! xlixZJXS) - f(x1'x21x3)| < 4‘(1 + 61%)9'(]0' 611)(1 + ”x”2)

n

i z . (Ebn'ibn)%bn) - (xl,xz,x3)|| +1
k=0 On

<1 + ”(Sbn%bn%bn> - (xl,xz,xg)”z) (Z) (n ; k)
n—k—j X1 ¢ ﬂj X3\
)G G G

elde edilir. Son esitsizlikte ||x|| = ¥3_; |x;| normu kullanilarak,

|B, (f; x1, %2, %3) — f(x1, %2, x3)| < 4(1 + HQ(f;58,)( + |1x]?)

TR E) () @)



< 16(1 + 62)Q(f; 6,) (1 + [1x[1%)

n n—kn—k—j Ebn_x1| |Lbn_x2| |ibn_x3|
kZoj=0 s=0 n On e O = 6y 1
J ? 2\ m
<1+|—bn—x1 + Ebn—xz +| b, x3| )(k)

YT @) @) @)

= 16(1 + §)Q(f; 6,) (A + lIxI*)

n n—kn—k—j k 2 K k i k
n n— n—xkK—j X1
IO L K G [ G [
k=0j=0 s=0
. i —kn—k—j
(xz)l <x3>5<1 X1 X xg)n S +zn:nz:nzj |jb ?
— ) \—=)\1-—F—7- — —b, — X
b,/ \b, b, by, by, Gb L ?

b, b, by

n n—kn—k—j 9 k : k j
wxl CT)CTT)E) G

_ nt 3 \k J s b,/ \b,

k=0j=0 s=0
—kn—k—j

G O3 gy 2 e
b o bu by On k=0j=0 s=0 " 1
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X, Xy X3 )”_k s 1 Z s
eSS S
bn bn bn On k=0j=0 s=0
Lo GG G G
b — ) (Z22) (=2
| n =] (1) j s ) \b,) b,
g n—k—
(1 X1 Xy x3)n—k—]—s . 1 n n-kn J ‘kb 3
_____ T ra hn — X1
bn bn bn On k=0j=0 s=0

1 n n—-kn—k—j I k
S J n(n— )(n— —])(xl
+8n _ |nbn X2 (k) j s b,
k=0j=0 s=0
GG (53
n n bn bn bn
n n—kn—k—j

n n—kn—k—j .
= o= QTG 6 6
B nt TH g s b,) \b,) \b,

k=0j=0 s=0
(1 X1 Xy x3)n—k—]—s
b, b, b,

n n—kn—k—j )
N T T [ )
B n "t T2 \KJ\ s b,) \b,) \b,

k=0j=0 s=0
(1 X1 Xy xg)n—k—]—s
b, b, by,
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)G G G

3 _ - —
P = [0 — ] (k)( j )( s
k=0j=0 s=0
(1 X1 X x3)n—k—]—s
| &k K k—j
_ n—K—J\ (X
4= — ‘—b . (n. )( )(_>
On £ 4 non (k) J bn
k=0j=0 s=0
(1 X1 X7 X3)n—k—]—s
1 n n—kn—k—j k k ]
j nm /n — n—rx—J\ (X
8y £ 4 non (k) J n
k=0j=0 s=0
(1 X1 X7 X3)n—k—]—s

k:O]ZO s=0
(1 X1 Xy x3)"_k_]_s
b?’l bn bn
n n—kn—k—j
7 1 k
I"=< ‘Eb" &
nk:O]ZO s=0
(1 X1 Xy x3)"_k_]_s
b?’l bn bn
1 n n—kn—k—j 3 k k i
b1 Lo ()T
I —5,2 |b” = (i) j s
=0 =0 s=0
(1 X X, X3 )n—k—] -s
b?’l bn bn
n—k n—k—j

a3 S B ()
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110

111

112

113

114

115

b, b, by,
n n—kn—k—j
1 k
(5_ _bn — X1
"k=0j=0 s=0
b, b, by
n n—kn—k—j
1 ’kb
- - — X
671 n n 1
k=0j=0 s=0
b, b, by
1 n n—-kn—k—j
]
— ~b, —x
Sy |n nooz
k=0j=0 s=0
b, b, by
1 n n—-kn—k—j
]
— ~b, —x
S |n nonz
k=0j=0 s=0
b, b, by
n n—kn—k—j
1 S
5_ _bn — X3
"k=0j=0 s=0
b, b, by
n n—kn—k—j
1 S
5_ _bn — X3
"k=0j=0 s=0
b, b, by

Lo (;
o=l ]
[
[,
o]
[y
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yazilirsa, I, I? ve I3 igin daha 6nce yapilan hesaplamalar dikkate aliarak,

OO G G

(1 X X x3)n_k_j_s _x1(by —x1)
n )

b, b, by

(1 X X x3)n_k_j_s _x(by — x3)

by by by n

esitlikleri yazilabilir. I* toplami igin Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa;

n n—kn—k—j .

5, Lz ] VIR s ) \b,) \b,
k=0j=0 s=0
X1 X X3 n—k—j-s _ 1 = |k | n (xl)k ( xl)”_k
(1 b, b, bn) =5, kz_o pbn (i) n) 175

2l e -2

k=0
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ifadesine ulasilir. I°> ve I° toplamlarinin hesab1 igin |];bn — x2| <6, ve E b, — x3| <4,

esitsizlikleri yardimiyla,

n n—kn—k—j ,
s EERE 6] TG S N O )
~ 5, Ll Lyl o2 \kJ\ s b,) \b,) \b,
X1 Xy X3 n—k—j—s
(1 —b——b——b—) <1 (4.2.8)
1 n n—kn—k—j K k i k j
S n\ /n — n—k—j\/x X9 x3\%
=5 sl )G G G
6n k=0j=0 s=0 |nbn x3|(k) J S by, by, b,
X, Xy X3 n—k—j-s
(1 —b——b——b—) <1 (4.2.9)

esitsizliklerine ulasilir. I” ifadesinin hesaplanmasi i¢in daha nce elde edilen (3.2.7) esitsizligi

kullanilirsa,
n n—kn—k—j 3 ; k ;
r=5 == D) )E) G G
6nk=0j=0 = " "k J s bn/ - \bn/ Abn

X, Xy x3”k15 N X1
(=555 Z| by = [ =] )G (1-3)

x1(by — x1) ( ,(n =DM —-2)(n-3)
n *1 B

3
n n

,(m=1Dn-2) +ox? n—1DMn-2) (%)

X
1 7’12 1 nz
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2

b, — x b, —x1) (b b
+6x13(”n—1)—12x12¥(;">+8x12 (f)

1
+7x; by = x1) (—) — 6x; (—) — Bxf)
n n

T '
yazilir. I8 — I toplamlari icin ise, |; b, — x1| <6, J;bn — x2| <65, ve E b, — x3| <34,

esitsizlikleri dikkate alinarak (4.2.7) esitsizligi yeniden diizenlenerek yazilirsa,

|B, (f; %1, %2, %3) — f (1, %2, %3)| < 16(1 + 62)Q(f; 6,) (1 + [|x?)

x1 (b, — x1) n x2(by, — x7) N x3(b, — x3)
n n n

’xl(b —x1) /x1(b - x1)

<x1 mn—1DMn-2)(n-23) it n—l)(n—2)+

3+882+

n3 1 n?

3
6x7

(n—1Dn-2) (%) +ex? (by ;xl)

n? 1

b, —x,) /b b \> b, —x;) /b, \°
12x2 by = x1) (—") 8x} (—”) +7x, by = x1) <—")
n n n n

n

A3 1,
- ) — 4
6x1 ( " ) 3x1>

(n-1D(n-2)(n-3) <1 (n-1D(n-2)
7’13 ’ 7’12

elde edilir. Buradan, n € N i¢in < 1 esitsizlikleri kullanilarak,

|Bn (f 21, X, %3) — f (21, %2, %3)| < 16(1 + 5)Q(f; 8,)(1 + lIx[1*)

x1(by — x1) +x2(bn —X32) n x3 (b, — x3)

3+862 + — — —
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+l x1 (b, — x1) +i x1(by — x1)
o, n o, n

b b, —x b, —x1) (b
<8xf+6x13 (7")+6x13("n—1)+12x12("n—1)<7")

b (b, — x1) /b,\* b\> /2
ot () + 7 0 () on () )

yazilabilir. Buradan bazi diizenlemeler yapilarak,

|B, (f; %1, %2, %3) — f (1, %2, x3)| < 16(1 + 82)Q(f; 6,) (1 + [|x[)

b 1 b
[3+86,%+7n(x1+x2+x3)+a xlgn

1
1 / b b b,\ b\ 2
+a X1 7”<8xf + 12x3 (7") + 20x} (7") +13x, <7") )

yazilabilir. Son esitsizligin her iki tarafi (1 + ||x]|?)3 ye béliiniirse;

Si

|Bn (fl xl'x21x3) - f(xl'x2rx3)| 3 +
(1 + ||lx|1*)?

(1 + [|x][?)3

3
<16(1+ 6,%)9-(](; 5,) [(1 + |x]12)2 +

bn (x1+x2+x3) 1 \/x_l bn_l_ 1 \/x_l
n A+1xl2)? 8 A+ xl12)?n = & (1+[1x]?)

bofg X 4, M (b")+
n (1 +[x]?)? 1+ Ixl1*)? \n

1
2 2 3\ /2
X3 bn> X1 (bn)
20— () 13— (=
* °(1+||x||2)2(n HECEuTT AR
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esitsizligi elde edilir. Burada,

4 3
1 <1, (x1+x7+x3) <1 VX1 < VX1 <1 X1 1 X7

? (1+x112) REBY —1__ <1

(A+Ix]12)? AHxID? = 7 AHxIDZ = 5 @) = 7 QHRlP? = 5 asepz = o v
X1 . )

———<

At DZ = 1 esitsizlikleri kullanilarak

|B, (f; x1, X2, x3) — f (%1, %2, %3)|

b 1 |b
< 2 . 2 n n
SENFBE < 16(1+ 803 8,) |3 + 887 +—+ 5 /—n

1
1 bn< b, b,\* b\ /2
+— f— 8+12<—>+20(—) +13<—)
OpAl M n n n

esitsizligine ulasilir. Burada K; b, den bagimsiz bir sabit olmak iizere §, = \/bnZ olarak

b <
aliirsa ve — — 0 oldugundan
n

B, (f;xq1,x5,%x3) — f(xq, %9, % b
sup |B, (f; x1, %2, %3) f(123)|SKQf;’?n

Xl,XZ,X3€[O,00[ (1 + ||x||2)3

esitsizligi gosterilmis olur. Bu da kanit1 tamamlar.

Ornek 4.2.3 f(x,y,z) = x3y?z fonksiyonunun x,y,z € [0,5] ve b, = v/n dizisi almarak
stireklilik modiilii yardimiyla elde edilen yaklasimin hata degerlerini veren MAPLE programi
asagida verilmistir.

> restart;

>fi=(x,y,z)->x"3*y*2*z;
f=xy2)>xyz

>n:=1:

>for i from 1 to 9 do

>n:=10*n;

>beta(n) :=sqrt(n) :
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>delta(n) :=evalf (simplify (sqrt(beta(n)/n)));
>
omega (f,delta (n)) :=evalf (simplify (maximize (abs (expand (f (x+h,y+
h,z+h)-f(x,y,2z))) ,x=0..1-delta(n) ,y=0..1-delta(n),z=0..1-
delta(n) ,h=0..delta(n)))):
> errorL:= 45*omega (f,delta(n)) ;
>end do;
n:=10

B(10):=//10
3(10) :=0.3162277660
o(f, 0.3162277660 ) := 0.8977957944
errorL :=40.40081075
n =100
B(100):=10
3(100) = 0.1000000000
o(f, 0.1000000000 ) := 0.4685590000
errorL :=21.08515500
n = 1000
B(1000) :=10./10
5(1000) :=0.03162277660
o(f, 0.03162277660 ) := 0.1753543039
errorL :=7.890943676
n := 10000
B(10000) =100
d( 10000 ) :=0.01000000000
o(f, 0.01000000000 ) :=0.05851985060
errorL :=2.633393277
n = 100000
B(100000) := 100 ,/ 10
3( 100000 ) :=0.003162277660
o(f, 0.003162277660 ) := 0.01882429692
errorL :=0.8470933614
n := 1000000
B(1000000 ) := 1000
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(1000000 ) := 0.001000000000
o(f, 0.001000000000 ) := 0.005985019985
errorL :=(0.2693258993
n := 10000000
B( 10000000 ) := 1000 ./ 10
(10000000 ) := 0.0003162277660
o(f, 0.0003162277660 ) := 0.001895867229
errorL = 0.08531402530
n := 100000000
(100000000 ) := 10000
8( 100000000 ) := 0.0001000000000
o(f, 0.0001000000000 ) := 0.0005998500200
errorL = 0.02699325090
n := 1000000000
B( 1000000000 ) := 10000 -/ 10
(1000000000 ) := 0.00003162277660
o(f, 0.00003162277660 ) := 0.0001897216602
errorL :=0.008537474709

Ornek 4.2.4 (4.1.1) de tanimlanan Bernstein-Chlodowsky tipli polinom dizisinde b, = Inn

alimarak f(x,y,z) = (x — %)2 + (y — %)2 + (z — %)2 —i fonksiyonuna n =10, n = 25,

n = 50 ve n = 100 i¢in yaklagimin yapildig1 grafik ve program pargasi asagidaki seklindedir.
Dort boyutta grafik ¢izmek miimkiin olmadigindan yaklasimin yapildigi grafik 6zel olarak

1 e
z=7 alinarak cizdirilmistir.

> restart;

with (plots):

with (plottools):

f:=(x,y,z)->(x-1/2)*2+(y-1/2)*2-1/4;

c:=n->1ln(n) ;

B:=(n,x,y,2z)-> simplify(sum(binomial (n, k) *sum(binomial (n-
k,j) *sum(£f ((k/n) *c(n), (j/n) *c(n), (s/n) *c(n) ) *binomial (n-k-
j,s)*(x/c(n))*k*(y/c(n))*j*(z/c(n))*s*(1-(x/c(n))-(y/c(n))-
(z/c(n)))*(n-k-j-s) ,s=0.. (n-k-j)),3=0..(n-k)) ,k=0..n));
implicitplot3d([f(x,y,z)=0,B(10,x,y,z)=0,B(25,x,y,x)=0,B(50,x,
y,z)=0,B(100,x,y,z)=0
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],%x=0..1,y=0..1,2z=0..1,color=[magenta,gray,blue,yellow,red], tr
ansparency=0.6) ;

2 2
f:(nyz%%(x—;)+(y—;]—i
c:=n—>In(n)

n n—k n—k—j
B:=(n,x,y,z) —> simplify Y binomial(n, k) { > binomial(n —k,j)(
k=0

= j=0 s=0

. k J s
kc(n) jce(n) sc(n)),. . ) X y Z
f( P jlnnonnﬁ(n——k—y,s)(c(n)) (c(n)j (c(n))

(n—k—j—s)
(i) )
c(n) c(n) c(n)

Sekil 4.2.1 f(x,y,2) = (x — %)2 +(y- %)2 +(z- %)2 — 2 fonksiyonuna n = 10, n = 25,

n = 50 ve n = 100 i¢in yaklagim
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Ornek 4.2.5 f(x,v,2) = (x — %)2 + (y — %)2 + (z — %)2 — i fonksiyonunun, x,y,z € [0,1]

ve b, = Inn alinarak siireklilik modiilii yardimiyla elde edilen yaklasimin hata degerlerini

asagidaki tabloda verilmistir.

n f fonksiyonunun siireklilik modiilii yardimiyla elde
edilen yaklasimin hata degerleri

10 6,739040215
102 4,550712319
10° 2,057539091
10* 0,7945427310
10° 0,2865969234
10° 0,09998388036
107 0,03423488795
108 0,01158324296
10° 0,003886246460
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