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DEGISKEN USLU BAZI HIPERBOLIK TIPTEN DENKLEMLERIN
COZUMLERININ KALITATIF ANALIZI

OZET

Anahtar Kelimeler: Global varlik, Coziimlerin patlamasi, Enerji azalmasi, Degisken
iis, Ters problem, Dalga denklemi, Viskoelastik denklem

Birinci boliimde, enerji azalimi ve ¢ézlimlerin patlamasiyla ilgili olarak bugiine kadar
gercgeklestirilen caligmalarin tarihsel siireci incelenmistir.

Ikinci boliimde, tezde kullanilacak olan temel kavramlar, ana teoremler ve 6nemli
esitsizlikler ayrintili olarak verilmistir.

Ucgiincii béliimde, calismada yararlanilacak enerji azalimi ve ¢dziimlerin patlamasina
iligkin temel lemmalar ile bunlarin ispatlart sunulmustur.

Dérdiincii boliimde lineer olmayan kaynak ve soniimleme terim igeren bir Lame ters
probleminin ¢dziimlerinin enerji azalmasina calisilmistir. Bu problem elastisite
teorisinden gelmekte olup, yapisal analizlerde siklikla karsilasilan bir modeldir.
Cozlimlerin enerji fonksiyonelinin zamanla azaldigi, belirli kosullar altinda sifira
yakinsadig1 gosterilmistir. Luxemburg normu altinda yapilan analizler, Poincaré tipi
esitsizlikler ve tiirevsel enerji tahminleri ile desteklenmistir. Teorem 4.3.1 ile
¢ozlimlerin enerji fonksiyonelinin zamana bagli olarak iistel bicimde azaldig
ispatlanmistir.

Besinci boliimde, dogrusal olmayan yar1 lineer bir dalga denklemi tipi i¢in degisken
islii soniimleme ve kaynak terimleri iceren ters problem analiz edilmistir. Negatif
baslangi¢ enerjisine sahip ¢oziimlerin sonlu zamanda patladigi Georgiev-Todorova
metodu ile gosterilmistir. Bu sonug, fiziksel sistemlerde enerji birikimi veya instabilite
durumlarinin matematiksel modellemesi agisindan 6nemlidir. Teorem 5.3.1 ile enerji
fonksiyonunun negatif kaldig1 siirece ¢ozlimlerin sonsuz hale gelmeden 6nce bir sonlu
zamanda patladig ispatlanmaigtir.

Altinc1 boliimde, dogrusal olmayan degisken iislii soniimleme ve kaynak terim iceren
lokal olmayan tekil viskoelastik denkleminin ¢ozlimlerinin global varligi, enerji
azalmas1 ve patlamasi incelenmistir. Enerji azalimi Nakao esitsizligi kullanilarak
ispatlanmustir. {lk olarak bu denklem sistemine bagli bir E(f) fonksiyonu bulunup,

E(t) fonksiyonunun artmayan oldugu gosterilmistir. Daha sonra belli esitsizlikler,
lemmalar kullanilarak p=1 icin ve 1< p < % i¢in iki farkli durumda enerji azalmasi

gosterilmigtir. Coziimlerin patlamasi baslangic enerjisinin m(x) =2 oldugunda,
EW0)=0, EW0)>0 ve E(0)<O0 ¢ farkli durumu i¢in 2003 yilinda Li ve Tsai
tarafindan bulunan yontem kullanilarak gosterilmistir. Ayrica, m(x)#2 i¢in, 1994
yilinda Georgiev-Todorova tarafindan gelistirilen yontemle problemin bir u(x)

¢dziimii i¢in sonlu bir 7~ zamaninda ¢dziimiin patlamasi gosterilmistir.
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Tezin son ve yedinci boliimiinde, tartisma ve sonug boliimiine yer verilmistir. Burada
tezde yapilan sonuclarin literatiire kattig1 yeniliklerden ve gelecekte hangi tiir
caligsmalara yardimci olabileceginden bahsedilmistir.
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QUALITATIVE ANALYSIS OF SOLUTIONS OF SOME OF HYPERBOLIC-
TYPE EQUATIONS WITH VARIABLE EXPONENT

SUMMARY

Keywords: Global existence, Blow-up of solutions, Energy decay, Variable exponent,
Inverse problem, Wave equation, Viscoelastic equation

The first chapter thoroughly reviews the historical development of studies concerning
energy decay and blow-up of solutions.

In the second chapter, the fundamental concepts, main theorems, and important
inequalities that will be utilized throughout the thesis are presented in detail.

In the third chapter, the basic lemmas related to energy decay and blow-up of solutions,
along with their proofs, are provided, forming the essential analytical tools employed
in the subsequent analysis.

In the fourth chapter, the energy decay of solutions to a Lame-type inverse problem
involving nonlinear source and damping terms is studied. The following problem is
examined:

u, —Au—div(|Vu |7 Vu)+ Bu, + h(x,t,u,Vu)+a|u
= f(Ow(x), (x,t) e Qx(0,00),

u(x,r>=‘2—j<x,z) 20, (n1)edQx(0,00),

, ’m(x)—Z M, +b ’ u ’p(x)—Z u

u(x,0)=u,(x), u,(x,0)=u(x), xeQ),
Igu(x,t)w(x)dx =4(t), t>0,

where Q is a bounded domain with smooth boundary 0Q2 in R"(n>1), £,b,a>0
and w(x), h(x,t,u,Vu) are real functions. Also, A, refers to the elasticity operator,
which is a differential operator of size nxn and is defined as follows;

Au=pAu+(a+p)V(divu), u=(u,u,,..,u)",
where 1 and « are the Lame constants such that,
u>0, a+u=0.

This problem originates from elasticity theory and represents a model frequently
encountered in structural analysis. It is demonstrated that the energy functional of the
solutions decreases over time and converges to zero under certain conditions. The
analysis carried out under the Luxemburg norm is supported by Poincaré-type
inequalities and differential energy estimates. In Theorem 4.3.1, it is proved that the
energy functional of the solutions decays exponentially with respect to time.

In the fifth chapter, blow up of solutions of inverse problem for the wave equation with
source and nonlinear damping terms is studied. The following problem is examined:

xvii



r(x)-2 m(x)-2

u, —div(|Vu \Vul)+alu, ) PO = FOWx), (x,t) e Qx(0,T),
u(x,t)=0, 0Qx(0,7),

u(x,0)=u,(x), u,(x,0)=u/(x), €,

j uCx, Hw(x)dx = g(t), t>0,

Q

—b|u

where Q is a bounded domain with smooth boundary 0Q2 in R"(n>1), and a unit
outer normal v. Also, a and b are positive constants and w(x) and ¢(z) are real valued
functions. The exponents p(x), m(x), and r(x) are measurable and continuous

functions on Q such that satisfy the following inequality;

2<n <m <m(x)<m, < p, < p(x)< p, <r(x),

with
D, =ess injg p(x), p, =ess sug p(x),
1, = essinf r(x), r, = esssupr(x),
xeQ xeQ)
m, = ess iné m(x), m, = ess sug m(x),
and
Nr(x) r,<N

r.(x) =1 esssup __s(N —m(x)) ’

+00 , =N

It is shown by the Georgiev-Todorova method that solutions with negative initial
energy blow up in finite time. This result is significant for the mathematical modeling
of energy accumulation or instability phenomena in physical systems. In Theorem
5.3.1, it is proven that as long as the energy functional remains negative, the solutions
blow up at a finite time before becoming unbounded.

In the sixth chapter, energy decay, global existence and blow up of a singular nonlocal
viscoelastic system with a nonlinear damping term, nonlocal boundary condition and
variable exponents are studied. We examine the following problem:

m(x)-2

=[uf"u, (0,0)x(0,T),

t_|

t
= (), + [ (=)~ G, (5, ), d -+,
X 0 X

U()C, O) = MO (X), u; (X, O) = Z'tl (X) ’ X e (07 K)a
£
u(l,t)=0, Ixu(x, H)dx =0,
0
where (<o0,T <00, and g(-):R" —R" is a function. Additionally, the exponents
m(x) and p(x) are measurable functions on the domain that satisfy the following
inequality:
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2<m,p, =ess i%ff)m(x),p(x)

2
<m(x), p(x) <ess sup m(x), p(x)=m,, p, < n2 ,n>3.
xe(0,0) n—

The definitions of the lower and upper bounds for the variable exponents are given as
follows:

m, =ess inf m(x), m,:=ess sup m(x),
xe(0,0) xe(0,0)

p, =ess i%f[)p(x), p, =ess sup p(x).

xe(0,0)

Additionally, the log-Ho6lder continuity condition is written as:

|r<x)—r(y)IS—log|%y, xye0.0 ve |v-y|<d,

where w>0 and 0<o <.

Energy decay has been proven using the Nakao inequality. First, an E(¢) function

associated with this system of equations is derived, and it is shown that the function
E(?) is non-increasing. Then, energy decay is demonstrated in two different cases: for

p=1 and for 1< p< % , using certain inequalities and lemmas. The blow-up of the

solutions has been shown for three different initial energy conditions: E(0)>0,
E(0)=0, and E(0)<0, in the case where m(x)=2 is the given function using the
method found by Li and Tsai in 2003. Additionally, for m(x)# 2, the blow-up of the
solution in a finite time 7~ for a solution u(x) is shown using the method developed
by Georgiev-Todorova in 1994.

The final and seventh chapter of the thesis contains the discussion and conclusion

sections. Here, the innovations of the results presented in the thesis are discussed, as
well as the potential future studies that could benefit from these findings.
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1. GIRIS

1.1. Tezin Amaci ve Literatiir Taramasi

Bu tezin amaci, dordiincii boliimde ele alinan dogrusal olmayan degisken iislii kaynak
terimi, dogrusal olmayan degisken iislii soniimleme terimi ve esneklik operatorii

igeren,

u, —Au—div(|Vu |7 Vu)+ Bu, + h(x,t,u, Vu)+a|u, "7 u, +b|u "7 u

= f(Ow(x), (x,2) € 2x(0,0),

u(x,t)=%(x,t):0, (x,1) € 3Qx(0,%0), (1.1)
u(x,0)=u,(x), u,(x,0)=u(x), xeQ

[ e oywdx = g(0), t>0,

ters problemin ¢oziimlerinin enerji azalimini, besinci boliimde ele alinan dogrusal
olmayan degisken iislii yar1 lineer dalga denklemi tipindeki,

r(x)-2 m(x)-2

u,— div(|Vu |Vu|) +a |u, ; —b|u POy = f(Ow(x), (x,1)eQx(0,T),
u(x,t)=0, o0Qx(0,7),

u(x,0) =u,(x), u,(x,0) =u,(x), Q, (1.2)
ju(x,t)w(x)dx =0 t>0,

ters problemin ¢oziimlerinin patlamasini, altinc1 boliimde degisken iislii sontiimleme

terimi igeren,

m(x)-2
u

= | u, (0,0)x(0,T),

t_|

t
= Gra,), + [ glt—5)~ G, (x, ), ds +
X 0 X

u(x,0)=u,(x), u(x,0)=u/(x), xe(0,0), (1.3)
u(l,t)=0, -[xu(x, t)dx =0,

dogrusal olmayan tekil viskoelastik denkleminin ¢ézlimlerinin global varligini, enerji

azalimin ve patlamasini incelemektir.



Oncelikle (1.1) ve (1.2) ile verilen ters problemler ile ilgili yapilmis olan galigmalar
asagida verilmistir. Eden ve Kalantarov 2005 yilinda asagidaki ters problemi

incelediler (Eden ve Kalantarov, 2005):

u, —Au+b(x,t,u,Vu)=b|ul” u=F({t)w(x), xe, t>0,

u(x,t)=0, xeoQ, t>0,
u(x,0) =, (%), xeQ, (1.4)
IQu(x,t)w(x)dx = §(2), t>0.

Ozellikle ¢(r) =1 alindiginda, ¢dziimlerin global varligini engelleyen yeterli kosullar
buldular. Ek olarak, b(x,z,u,Vu)=0 durumunda, zit isaret kosullarina bagl bir
kararlilik sonucu elde etmiglerdir. Daha sonra, Tahamtani ve Shahrouzi 2012 yilinda
onceki sonuglart bir Petrovsky ters kaynak problemine genislettiler (Shahrouzi ve
Tahamtani, 2012). Ayrica bkz. (Tahamtani ve Shahrouzi, 2013). Shahrouzi ise 2020

yilinda asagidaki soniimleme terim iceren viskoelastik ters problemini inceledi:

t
u, —V[(a, +a|Vu|" )Vu]+ Ie“"”g(t-r)Au( 7)d7 +bu,

0

=h(x,t,u,Vu)+|u|” u+ f()w(x), xeQ, t>0,

u(x,t)=0, xeQ, >0, (1.5)
u(x,0) =u,(x), x e,

Igu(x,t)w(x)dx =1, t>0,

ve baslangic fonksiyonlar1 {izerinde yeterli kosullar altinda, degistirilmis konkavlik
arglimanim1 kullanarak ¢ozlimlerin patladigin1 kanitladi (Shahrouzi, 2020). Bkz.
(Shahrouzi, 2016).

Ote yandan, elektro-reolojik akiskanlar, dogrusal olmayan viskoelastisite ve goriintii
isleme gibi bazi fiziksel olaylarin modellenmesinin, standart olmayan biiylime
kosullarina sahip denklemlere, yani dogrusal olmayan degisken {islere sahip
denklemlere yol a¢tig1 bilinmektedir. Degisken iislii tipte dogrusal olmayan terimlere
sahip denklemler cogu yazar tarafindan tartisilmistir. Ornegin, Antontsev 2011 yilinda

asagidaki denklemi ele almistir (Antontsev, 2011):

|0'(x,t)—2

u, = div(a(x,t)|Vu plre2 Vu) +ahu, +b(x,)uu + f(x,1) (1.6)



Qc R" lizerinde, burada a >0 bir sabittir ve a,b, p,o verilen fonksiyonlardir.
a,b, p,o tizerindeki belirli kosullar altinda, kii¢iik ve herhangi bir sonlu zaman i¢in

varlik teoremleri kanitlanmig ve ayrica, veriler iizerinde uygun bazi kosullar altinda
¢Ozlimlerin patlamasi (blow-up) gosterilmistir. Messaoudi ve Talahmeh 2017 yilinda
asagidaki degisken iislii dogrusal olmayan denklemi incelemislerdir (Messaoudi ve

Talahmeh, 2017):

r(x)-2 m(x)—2 p(x)-2 u. (1 7)

t

u, —div(|Vu

Vu)+a|u

u, =blu

Negatif baglangic enerjisine sahip ¢oziimler i¢in sonlu zamanda patlama (blow-up)

sonucunu kanitladilar ve ayrica uygun m(x), r(x) ve p(x) degerleri i¢in pozitif
enerjiye sahip belirli ¢éziimler i¢in de bu sonucu elde ettiler.

Simdi, (1.3) viskoelastik denklemi ile alakali yapilan ¢alismalar incelenirse, Mesloub
ve Messaoudi 2010 yilinda, Q= (0,a)x(0,7") bolgesinde, T'<oo, a<wo, p>2 ve

g:R" > R" oldugu durumda,

(e, + [ (=) (o, (x.)) s =|ul’ ", Q icind,
X 0 X

a

j xu(x,t)dx =0, u(a,t)=0, (1.8)
u(x,00=¢(x), u,(x,00=y(x), xe(0,a),

probleminin ¢dziimiiniin global varliini, enerji azalimini1 ve patlamasini ¢alistilar.
Patlamasini1 calisirken Georgiev ve Todorova metodunu kullandilar (Mesloub ve
Messaoudi, 2010). Shuntang 2011 yilinda ayni problemin, aymi kosullar altinda
¢Ozlimiiniin patlamasina ¢alistt (Shuntang, 2011). Calismasinda Li ve Tsai metodunu

kullandi (Pigkin, 2021). Liu, Sun and Li 2010 y1linda,

u, —l(xux)x + Ig(t - s)l (xu_(x,s)) ds+au, = |u|p_2 u, xe(0,0), te(0,0),
X 0 X

’

[xu(x,tdx =0, u(t,n=0, [0,), (1.9)

u(x,0) =u,(x), u,(x,0)=u,(x), xe[O,f],

(<o, p>2 ve g:R" —>R" oldugu durumda, soniimleme terimi igeren problemin

enerji azalimini ve ¢6zlimiin patlamasini ¢alistilar (Liu ve ark., 2017). Boulaaras and



Mezouar 2020 yilinda, Q=(0,)x(0,7) bolgesinde o <xo,7 <o, p,g>1 ve

2.0),g,():R" > R" oldugu durumda,

t
u, - i (o), + Igl (t-=s) i (xu, (x,s)) . ds+a(x)u, = |v|q+l |u|”_' . O
0

p+l

o Q

v, — 1 (xv,), + j g,(t—ys) 1 (xv, (x,5)).ds+a(x)v, = |u
X 0 X

u(x,0) =u,(x), u,(x,0)=u,(x), xe(0,a), (1.10)

v(x,0) =v,(x), v,(x,0)=v(x), xe(0,m),

u(a,t) =v(a,t) =0, jmu@m:jwuﬁm:a
0 0

denklem sisteminin ¢Oziimlerinin global varligin1 ve enerji azalimini ¢alistilar
(Boulaaras ve Mezouar, 2020). Zarai, Draifia and Boulaaras 2017 yilinda (1.10)
probleminin ¢ézlimlerinin patlamasini ¢alistilar (Zarai ve ark., 2018). Alaeddine 2021
yilinda, yukaridaki denklem sisteminin soniimleme terimi igermeyen halininin
¢Oziimiinlin enerji azalimini c¢alisti. Sonuca ulasirken farkli bir yontem kullandi

(Alaeddine, 2021).

Park ve Kang 2018 yilinda, 0<7 <o ve Qc R"(n>2) Lipschitz smirh bir bolge
olmak tiizere, a,b >0 sabitler, g artmayan bir fonksiyon, p(x) ve m(x) Olgiilebilir

fonksiyonlar olan,

(x)-2 (x)-2
m(x ut:b|upx

u, —Au+Jg(t—s)Au(s)ds+a|ut u, Qx(0,7),
0

u(x,0)=0, 0Qx(0,T), (1.11)
u(xa O) = ”0 (X), ut ()C, 0) = ul (X),

probleminin pozitif olmayan baslangi¢ enerjisinin yaninda pozitif baslangi¢ enerjisi ile
¢Ozlimiiniin patlamasini ¢alistilar (Park ve Kang, 2018). Bu ¢alismada Georgiev-

Todorova metodunu kullandilar (Georgiev ve Todorova, 1994).

Piskin, Boulaaras, Kandemir, Cherif ve Biomy 2021 yilinda,

fiv), fo(u,v): R?,

2(r+1) r+2

2

fl(u,v):a|u+v "u

(u+v)+b

u \%

2(r+1) r+2

’

-
1%

(u+v)+b

v u

fz(u,v):a|u+v

oldugu durumda,


https://waseda.elsevierpure.com/en/persons/vladimir-simeonov-gueorguiev

n, (), +j (=)~ Gau, () s+ = fia,v), (0,0)x(0.7),
X 0 X

v, 1 (xv,). + ng (t —s)l(xvx (x, ). ds + v v, = f,u,v), (0,a)x(0,T),
X 0 X
u(x,0) =u,(x), u,(x,0)=u,(x), xe(0,a), (1.12)

v(x,0) =v,(x), v,(x,0)=v,(x), x€(0,a),
u(a,t)=v(a,t)=0,

Ixu(x, t)dx = va(x,t)dx =0,
0

0
denklem  sisteminin, a,beR, r>2-lL(a=b=1), a<w, T<o ve
g,(),2,():R" > R"iken, ¢6ziimiiniin (1.11) probleminde kullanilan yo6ntemle

patlamasini ¢alistilar (Pigkin ve ark., 2021).






2. ON BILGILER

Bu boliimde, dordiincii, besinci ve altinci boliimler i¢in gerekli olan bazi1 tanimlar,
uzaylar ve esitsizlikler verilmistir (Adams, 1975, Adams ve Fournier, 2003; Brezis,

2011, Diening ve ark., 2011, Evans, 1998, Zeidler, 1995).

2.1. Normlu Uzay, i¢ Carpim Uzay, Hilbert Uzay:
Tanmm 2.1.1. X bir reel (veya kompleks) vektor uzayi olsun. x € X vektoriinii ||7c||

reel sayisina doniistiiren ve asagidaki sartlari saglayan reel degerli [|: X —R*

fonksiyonuna X tizerinde bir norm denir. Vx,y € X ve VA €K igin, sartlar
i) [x¥]=0ve|¥|=0cx=0;

i) 2] =[A[]}¢

if) %+ | <[]+ ]
dir. Norm uazay1 K =R veya K =C {izerindeyse, sirastyla bir reel norm uzayi veya

bir kompleks norm uzay1 olarak adlandirilir. Bu durumda X vektor uzayina norm ile

birlikte normlu vektor uzay: veya normlu uzay denir. ||5c’|| gosterimine de X in normu

denir.

Tanim 2.1.2. (X,

) normlu uzay olsun. Boylece VX, y € X i¢in

d(%.5)=[¢-7]

seklinde tanimlanan d fonksiyonu X iizerinde bir metriktir. Bu metrige normun
olusturdugu metrik denir.

Tanmm 2.1.3. (x, ), X normlu uzayinda bir dizi olsun.

=0

lim

n—>0

X _x”X

olacak sekilde bir x € X varsa (x”) dizisine yakinsak veya giiclii yakinsak dizi denir

ve bu yakinsama



seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.4. Bir (X |- ) normlu uzayda her Cauchy dizisi bir limite sahipse, bu uzay

tam normlu uzay veya Banach uzayi olarak adlandirilir.
Tanmm 2.1.5. X bir reel vektor uzay1 olsun.
(L) XxX >R

fonksiyonu

1) (
i1) <u,v> < >

<

(e,

u,u>>0ve< >:0<:>u:0

iii) (u+v w> <u w>+<v,w>
cu,vy={(u,cv) =c(u,v)

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢arpim denir. Bu i¢ ¢arpim ile

v)

L
[ = (. x)2
seklinde tanimlanan ||||X — R fonksiyonu norm olur. Normu, bir i¢ ¢arpim ile

tanimlanan uzay, i¢ ¢arpim uzay: olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.6. Bir (X ,<.,.>) i¢ carpim uzayindaki her Cauchy dizisi, X uzayimnda bir

limit igeriyorsa, bu tiir bir uzay Hilbert uzay: olarak adlandirilir.

2.2. Lebesgue Uzay1 (L7 (Q2))

Tanmm 2.2.1. QQ, R" {izerinde bir bolge olmak {izere, u fonksiyonu 6Sl¢iilebilir ve

1< p <o kosulu altinda,

yani,

I|u(x)|p dx < o

o zaman u(x), p. kuvvetle integrallenebilir fonksiyonlar kiimesine aittir ve bu uzay

17(Q) ya dakisaca I” olarak gosterilir. Bu uzayda norm,



e
Q

1/p
) :”””,, :(“u(x)rdxj

seklinde tanimlanir.

2.3. Sobolev Uzayr (W7 (Q))

Tanmm 2.3.1. QQ, R" lizerinde bir bolge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay1 ve

1< p <oo kosullar altinda,
wnr (Q) = {u el” (Q): Duel? (Q), 0< |a| < m}

bu sekilde tanimlanan uzaya Sobolev uzay: denir. Sobolev uzaylarinda normlar,

1
o =l { 5 \\Dauu"]"

Os‘a‘Sm

seklindedir.

2.4. Degisken Uslii Lebesgue Uzay1

2.4.1. Temel kavramlar

Tamm 2.4.1.1. Q, R" de pozitif 8lgiimlii (|Q|> 0) bir bdlge olsun. Bu durumda
p:Q—> [1, oo]

oOl¢iilebilir fonksiyonuna degisken iis denir. Degisken iislii fonksiyonlarin ailesi P(€2)

ile gosterilir.

p =ess ingp(x) ve p’ =esssup p(x)

xeQ

olmak lizere

dir. Ayrica Q bolgesi
Q'Y ={xeQ: p(x)=wx},

Qe ={er: p(x)zl},
Q'Y ={xeQ: 1< p(x) <o},



seklinde li¢ kiimeye ayrilir. Bu li¢ kiime sirasiyla p(x) yazilmadan Q_, Q,,€Q,
seklinde de yazilabilir.

Tanim 2.4.1.2. p(x) Us fonksiyonunun eslenigi p'(x) seklinde gosterilir. Burada

x € Q olmak tizere

1 1
-+ —
p(x)  p'(x)
dir. Ayrica
PN =),
(P'x) =(p"),
yazilabilir.

Tanmm 2.4.1.3. QeR, r:Q— R olsun. Vx,yeQ ve |x—y|<% i¢in

Co

|’”(x)—’”(y)|3m

olacak sekilde ¢, sabiti varsa r(x) fonksiyonuna lokal log-Hélder siireklidir denir ve

r(x) e LH () ile gosterilir.
Eger Vx e Q igin

Coo
|r(X)—Vw|£m

olacak sekilde c, ve r, sabitleri varsa r(x) fonksiyonuna sonsuzda log-Holder
stireklidir denir ve r(x)e LH () ile gosterilir. r(x) fonksiyonu hem lokal log-

Holder siirekli hem de sonsuzda log-Hoélder siirekli ise 7(x) € LH(Q) ile gosterilir.

2.4.2. ’(Q) Uzayi
Tamm 2.4.2.1. Q, R" de |Q]> 0 olacak sekilde bir bolge olsun. Bu durumda

'DP(J(M): I |u(x)|1)(x) dx+€SSgllp|u(x)|

Q\Q,

<0

PO e + ||u(x) @)

= I |u(x)

0\Q,

10



veya p* <o ise (|Q,|=0 olacagindan)
Py @) = [uo)" dx < o0
Q

bu kosulu saglayan olgiilebilir u# fonksiyonlarinin olusturdugu uzaya degisken islii
Lebesgue uzay! denir ve L’ (Q) veya [’V(Q) ile gosterilir. Burada P, W) (veya

p(u)) modular fonksiyoneli olarak adlandirilir.

Ornek 2.4.2.2. Q=[1,4], p(x)= 1 ve u(x)= 2" icin uel’Y(Q) oldugunu
X

gosteriniz.

Coziim: Verilen Q2 bolgesinde p(x)= 1 fonksiyonu sinirli oldugundan |ro| =0 dir.
X

Boylece
4 1
P50 (u)= .[|u(x) PO e = j 2% [*dx
Q 1
4

2° 14

= =—— <
In2 . In2

oldugundan u € I (Q) dur.

Tanim 2.4.2.3. p* <o ise degisken iislii Lebesgue uzayinda norm

. u
i, =it 2055, (421}

) u(x) e
=1inf /1>O:I dx<1
Q

A
seklinde tanimlanir. Bu norma Luxemburg normu denir. Burada p(.) = p (sabit) olursa

klasik Lebesgue uzayindaki norm elde edilir.

Tamm 2.4.2.4. [’*)(Q) uzay1 bir Banach uzayidir. Ayrica 1< p < p' <oo ise

L' (Q) uzay1 yansimalidir.

Teorem 2.4.2.5. u,v e I’ (Q) ve hemen hemen her yerde

|u(x)| < |v(x)|

11



ise

el = M

dir.

Ispat: Bakiniz (Diening ve ark., 2011).

2.5. Degisken Uslii Sobolev Uzay1 (" (Q))

Tanmm 2.5.1. QcR", m pozitif bir tam say1, o =(,,,,...,a,) ¢oklu indis ve

p:Q—- [1, ) dlgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere
wmrO(Q) = {u e ’'(Q): Du e 'Y (Q), 0<|a| < m}

uzayina degisken iislii Sobolev uzay: denir. Bu uzay

el gy =il = 2 1P
0<|a|<m

p()

normu ile Banach uzayidir. 1< p~ < p* <o ise W™*Y(Q) uzay1 yansimalidir.
Ayrica C; () uzaymnm W0 (Q) uzaymndaki kapanist ;""" (Q) dir. Aciktir ki
mm,p() (Q) c Wm,p() (Q)

dir.

Teorem 2.5.2. O, R" de koni kosulunu saglayan acik bir bolge, 0 <m < n , p()
p

fonksiyonu Q bdlgesinde 1< p < p* < n kosulunu saglayan Lipschitz siirekli bir
m

fonksiyon ve g0): Q>R hemen hemen her xeQl icin

np(.)

p()<g(H)<p ()= olsun. Bu durumda

Wm,p(-) (Q) 2N Lq(~) (Q)
stirekli gdmiilmesi vardir.

Ispat: Bakimiz (Diening ve ark., 2011, Edmunds ve Rakosnik, 2000, 2002, Fan ve
Zhao, 2001, Fan ve Zhang, 2003).

12



Teorem 2.5.3. O, R" de koni kosulunu saglayan acik bir bolge, 0 <m < ﬁ, p()
p

fonksiyonu Q bolgesinde 1< p~ < p* < n kosulunu saglayan Lipschitz stirekli bir
m
fonksiyon ve ¢(.):Q — R hemen hemen her x € Q igin p()<g(.) ve
ess 1%f[p (x)— q(x)] >0
olsun. Bu durumda
Wm,p(-) (Q) G [0 (Q)

stirekli gdmiilmesi vardir.

ispat: Bakimiz (Diening ve ark., 2011, Edmunds ve Rakosnik, 2000, 2002, Fan ve
Zhao, 2001, Fan ve Zhang, 2003).

Teorem 2.5.4. Q, R" de smirh bir bdlge ve p(.):Q — [l,n) stirekli bir fonksiyon

1 . . :
olsun. Ayrica 0< ¢ <—1 ve VxeQ i¢in 1<g()< p ()—¢ ise
n_

e, = <Vl

dir.

Ispat: Bakimz (Diening ve ark., 2011, Edmunds ve Rakosnik, 2000, 2002, Fan ve
Zhao, 2001, Fan ve Zhang, 2003).

Lemma 2.5.5. Eger

1< p, =ess ing p(x)< p(x)< p, =esssup p(x) <o
xe xeQ)

ise, 0 zaman herhangi bir u € I’V (Q)

D
0’

P2

u”p()} < Proy (u) < max {”u ;

pQ)’

ull: )

min {Ju|
dir.

2.6. Baz1 Onemli Esitlikler ve Esitsizlikler

Lemma 2.6.1. (Cauchy Esitsizligi) Eger £ >0 ve a,b R ise, bu durumda

13



Jab| < Zlaf +-of
2 2¢
esitsizligi gecerlidir.

Lemma 2.6.2. (Young Esitsizligi) a,6>0, p>1, 1 + 1 =1ve £>0 ise
2

p q
apf <l o
p q

esitsizligi ya da
|ab| <ea” +C(e)b?
esitsizligi yazilabilir.
Lemma 2.6.3. (Sobolev Esitsizligi) »>1 olmak lizere Q — R" acik olsun. n> p,

p=1ve ueW,”(Q) ise, o zaman

e

r(Q)
olacak bigimde bir C = C(n, p) sabiti vardir.
p>n ve Q smirli ise, bu durumda u € C(Q) ve
1/n-1/
suplu|<C|" " | Du ()
Q
olur.
Lemma 2.6.4. (Sobolev-Poincare Esitsizligi)
2<p<o ;0 n=12
2
2<p< ! ; n=3
n—2
olsun. O zaman, Vu € H,(Q) igin
e, < C. |Vl

dir. Burada C, =C, (Q,p) dir.

14



Lemma 2.6.5. (Holder Esitsizligi) 1<p <p()<p" <o, 1<q <qg()<q <o,
1 1

—+—=1, ue’’(Q) ve ve I’Y(Q) olsun. Bu durumda uv e L'(Q) ve
rC) 90
1 1
Jlotae( Lo Ll b,
dir. Eger t 1.1 , uel’2(Q) ve ve 'Y(Q) ise
rC) 90 ()
Jeovll o< el M,

esitsizligine genellestirilmis Holder esitsizligi denir.
Teorem 2.6.6. (L' Uzaymda Gomiilme) Q, R" de siurl bir bolge, 0<|Q <o ve

p(),q()e L7 (QQ)= {u e L”(Q):ess i%fu > 1} olsun.

Lq(-) (Q) o LP(-) (Q)

gomiilmesinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul hemen hemen her xeQ igin

p() <q(.) olmasidir. Bu durumda

e, = e (L[ e,

olacak sekilde ¢ >0 sayis1 vardir.

Lemma 2.6.7. (Poincare Esitsizligi) 2, R" de smirhi diizgiin bir bolge ve
p() € LH(Q) olsun. Bu durumda Vu € W"*"(Q) igin
[, <[V,

olur. Burada ¢ =c(n, p(.),Q2) dir.

Teorem 2.6.8. (Minkowski Esitsizligi) 1< p<oco olsun. Eger u,ve L’ (Q) ise bu

durumda u+ve L’ (Q) ve
e 9], <], + [V,

dir.
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Lemma 2.6.9. (Kismi integral Alma Formiilleri) Q c R” (8Q e C' smirma sahip)
bolgesinde tanimhi F(x) = (Fl(x),Fz(x),...,Fn (x)) vektorii i=1,2,...,n olmak {izere

F(x)e C(Q) NC'(Q) bilesenleri ile verilmis olsun. div F(x)= % +ot Zf’
1

n

fonksiyonu € bélgesinde integrallenebilir veya Q (R”uzaymnda smirli bolge)

bolgesinde siirekli ise,

j divF (x)dx = j Fjids

Q o
olur. n(x); € bolgesine gore disa yoOnlendirilmis A€ smirinin birim normal
vektoriidiir. Buna Ostrogradsky formiilii de denir.
Teorem 2.6.10. (Green Ozdesligi) u(x)eC*(Q)NC' (ﬁ), v(x) eCl(ﬁ) ve
Au = div(Vu) fonksiyonu Q bolgesinde integrallenebilir olsun.

vAu =v.div(Vu) = div(wWu)—VuVv, VuVv = u, v, +..+u v  oldugundan

IvAudx = I vﬁ—uds - J. Vu.Vvdx
Q

Q o on

bulunur. Burada 7, disa dogru yonelen birim vektorii temsil etmekte olup, Z—u =nVu
n
oldugu takdirde bu ifade Green formiilii olarak bilinmektedir.

Lemma 2.6.11. (Gronwall Esitsizligi (Diferansiyel Form)) 7(z), [O,T ] araliginda

negatif olmayan mutlak siirekli bir fonksiyon, w(¢) ve ¢(¢) negatif olmayan [O,T ]

tizerinde toplanabilir fonksiyonlar olmak tizere,
17'@) < pOn0)+y ()

esitsizligi saglansin. O zaman 0<7 <7 icin

j¢(s)ds

n(n<e (77(0)+ [ w(s)ds]

yazilabilir.
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Lemma 2.6.12. (Gronwall Esitsizligi (Integral Form))

i) &(t) , hemen hemen her 0<¢<T ve C,,C, >0 sabitleri igin
t
E0<CJE@s)ds+C,
0

integral esitsizligini saglayan, [O,T ] iizerinde toplanabilir, negatif olmayan bir

fonksiyon olsun. Bu durumda hemen hemen her 0<7<T igin
E) <G, (1+Cte)

olur.

(ii) Eger hemen hemen her 0<7<T i¢in

£ < C [ E(s)ds

ise, bu durumda &(¢) =0 dur.

Teorem 2.6.13. a,b>0 ve 1< p<co olsun. Bu durumda
(a+b)" <27 (a” +b”)
dir.
Teorem 2.6.14. (Birim Yuvar Ozelligi) « < I’ (Q) olsun.
], <1
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Ppo <1

olmasidir.
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3. COZUMLERIN ENERJi AZALMASI VE PATLAMASI iLE ILGILI BAZI
LEMMA VE ESITSIZLIKLER

Bu bdliimde dordiincii, besinci ve altinct bolimlerde  verilen problemlerin
¢Oziimlerinin enerjisinin azalmasi ve patlamasi ile ilgili sonuglara ulagmak icin

kullanilan lemma ve esitsizliklere yer verilmistir.

3.1. Coziimlerin Enerjisinin Azalmas ile flgili Bazi Lemma ve Esitsizlikler

3.1.1. Nakao esitsizligi

Lemma 3.1.1.1. ¢(f) fonksiyonu, [0,00) araliginda tanimli negatif olmayan ve

artmayan bir fonksiyon olmak tizere; w, >0 ve m >0 i¢in

#7 (1) < wy ($(2) -4 (1+1))

esitsizligini saglasin. O zaman V¢ €[0,7] i¢in

#(1) < o)) . m=0,

M) <O +wmlt—1T) " : m>0

dir. Burada [7 —1]" = max {r —1,0} ve w, = ln( Yo J dir (Nakao, 1977, 1978).
Wy —
ispat:
i) m >0 i¢in y(¢)=¢ "(¢) olsun. O zaman,

KD =y =™+~ 0) = [ 00 +1)+(1-0) (0] " a0
= [-m[ gt +1)+(1-0)p() " [pt+1) - (1)]d0

> mj.[9¢(t+l) +(1—9)¢(r)]""‘1 w, 6" (1)d 6



=mw, ¢ () [[0p(c + 1) +(1-0) p(1) | " dO
>mw, """ ()" (t) = mw,”!

olur. Buradan

t+1

y(E+1) = y(t)+mw,” = V'(t)dtr > mw,”
0 0

t

1

elde edilir. Elde edilen esitsizlik 7 >0 i¢in [0,¢] lizerinde integre edilirse,

jtfy'(r)drdt > jmwoldt
00 0

t+1

j V' (z)dr=mw, 't

0

y(t+1) > y(0)+mw, 't
yazilabilir. y(f) nin tamimindan, ( yt)=¢" (t))
P+ =g (0)+mw, 't
ve ¢>1 alinirsa, n <r<n+1 olacak sekilde n tamsayisi i¢in
¢ ()= ¢ (0)+mw, " (1 1)

elde edilir. [z —1]" = max {r —1,0} olmak iizere,
¢ () 27" (0)+mw, " [t-1]

1
esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizligin (——] kuvveti alinirsa, esitsizlik yon degistirir

m
ve boylece
1

¢ms@%mﬁm%ﬂpﬂjm

bulunur.
ii) Simdi m =0 olsun. Bu durumda
" (1) < wy ($() = p(1+1))

esitsizligi
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p()<wy(2(1)-0(t+1)) = w(t+1)<(w,—1)4(¢)
1

= ¢(t+1)£(1——)¢(t)

Wo

olur. Ayrica eger ¢ >1 alinirsa, # tamsayisi i¢in n <z <n+1 dir.

O halde

=11 Jotr-n)

1
Wo
yazilabilir. Bu durumda

Mﬁs[L_LT¢U—nsms(L_LI¢U—@

Wo

olur. Boylece (#(1) <#(0) oldugundan)

Wo

ﬂog@_iyka—@smm@-lqwr

:¢(O)e‘[t—l]+ [ JOJ =¢(0)67W‘[H]+

. 1 N w,
elde edilir. Burada w;=In| l-— | =In drr.
w, w, —1

Boylece lemmanin ispati tamamlanmis olur.

3.2. Céoziimlerin Patlamasi ile Tlgili Kullanilan Bazi Lemma ve Esitsizlikler

3.2.1. Georgiev ve Todorova metodu

Bu metot 1994 yilinda Georgiev ve Todorova tarafindan gelistirilmistir.
Lemma 3.2.1.1. Bu metodun temel fikri uygun segilmis bir y/(¢) fonksiyoneli igin

y'() = ey (1)
>0, ¢,>1, t20 oldugu durumda diferansiyel esitsizligini elde etmektir. Buradan

(0,¢) araliginda integral alinirsa
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V'@

1°

we(n
v _yeo),
l-c, l-c,
olur. Bu ifade diizenlenirse
1

R R ey

elde edilir. Boylece paydayi sifir yapan

_ v (0

e 0)— -1)t=0; t=
l// () Cl(CZ ) Cl(Cz—l)

zamanminda ¥(f) smirsiz olur.

Georgiev ve Todorova ¢aligmalarinda lineer olmayan séniimleme (|U, i - u, ) ve kaynak

terim (|u|q_1 u) iceren

u, —Au+ |ut|p_l u, = |u|q_1 u

denkleminin lokal varligini ve negatif baslangi¢ enerjisi (£(0)<0) igin ¢dziimlerin

patlamasini ¢alistilar. Burada
I<g<p ise global ¢6zlim,
I<p<g < I se patlama,
n—2
oldugunu gosterdiler (Georgiev ve Todorova, 1994).

3.2.2. Li ve Tsai metodu
Lemma 3.2.2.1. 5 >0 ve B(r) e C*(0,%) negatif olmayan fonksiyonu, >0 i¢in

B"(t)—4(5+1)B'(1)+4(5+1)B(t) =0 (3.1)

esitsizligi saglansin. 7, =2 (5 + l) -2, /(5 + 1) 0 olmak tizere; eger

B'(0)>r,B(0)+K, (3.2)
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ise, 0 zaman ¢ > 0 i¢in B'(¢) > K, dir. Burada K, sabit sayidir (Li ve Tsai, 2003).
ispat.

P —4(65+1)r+4(5+1)=0 denkleminin kdkleri 7 =2(5+1)+2,/5(5+1) ve
r,=2(5+1)-2,/8(5+1) dir. O halde (3.1) diferansiyel esitsizligi

d d
(E—I’lj(a—rsz(I)ZO,

B"(t)-nB'(t)-nB'(t)+rrB(t) =0,
B"(t)—rB'(t) 2 rB'(t)—n1r,B(t)

seklinde yazilabilir. Buradan da

(BW-1B0) _
B()-rB@0)

(3.3)

bulunur. (3.3)’iin 0 dan ¢ ye integrali alinirsa

In(B'(t)-nB@))| 2 nt

1(MJ y
B'(0)-r,B(0)

B®)—-nB(@) o
B'(0)-r,B(0)

elde edilir. Buradan
B'(t)2r,B(t)+ (B'(O) — rzB(O)) e

olur. Béylece B'(¢) > K|, elde edilir.

Lemma 3.2.2.2. Eger H(¢), [tO,OO] araliginda artmayan ve ¢ ¢, igin

1
[H'O] 2a+b[H®)] > (3.4)
diferansiyel esitsizligini saglayan bir fonksiyon ise, o zaman

lim H(t)=0

T

esitligini saglayacak sekilde sonlu bir 7° zamani vardir. Burada a >0, beR dir.
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T 1n iist sinirlari igin asagidaki kestirimler gegerlidir:

i) Eger b<O0 ve H(t0)<min{1,‘/—%} ise, 0 zaman

a
. 1 b
T <t + In (3.5)
J-b a
_Z_H(to)
dir.
ii) Eger »=0 ise, 0 zaman
. H
r<p 4 1) (3.6)
Ja
dir.
iii) Eger b >0 ise, o zaman
. H(to) . 35+1 c |: _1:|
T < veya T <t,+2 % —|1-(1+cH(¢,)) 2 3.7
\/Z W 0 \/; ( (0)) (3.7

2+l

dir. Burada ¢ = (%j ’ dir (Li ve Tsai, 2003).

ispat.

i) ¢>d>0 igin V¢’ —d* >c—d oldugundan, (3.4) den ¢ >1, igin

H'(t)<—Ja +-b [H(r)]”%
<—Ja+-bH (1)

H(I)S(H(to)— \/%Jeo—row N _%

olur. Burada lim H(f)=0 olacak sekilde pozitif bir 7" <oo sayist vardir ve T~

t—>T ~

elde edilir. Boylece

sayisinin st sinir1 (3.5)’de verilmistir.

24



ii) =0 ise, (3.4)den 7>¢, i¢in

H(t)< H(0)~~a(t1,)

olur. Béylece burada lim H(¢) =0 olacak bigimde pozitif bir 7" < oo say1s1 vardir ve

(T

T sayisinn iist smir1 (3.6) da verilmistir.

iii) 5> 0 ise, (3.4) den

H'(t) < —\/a(l + (cH(t))“fsJ (3.8)

N 2+E
dir. Burada ¢ = (g) dir.

m,n>0 ve ¢2>1 olmak iizere
m’ +n? 22" (m+n)’
esitsizligi ele alinirsa, g =2 +% olarak secilip (3.8) den

-1-6

H'(t)<—Ja2 % (1+ cH(t))“ﬁ

diferansiyel esitsizligi elde edilir. Bu diferansiyel esitsizligin ¢éziilmesiyle

| 3041 28
H(t)sl ~1+ (1+cH(t0))25+g2 2 (t—t,)
c (&

bulunur. Béylece burada 1iITI,1 H(t) =0 olacak bigimde pozitif bir T "< say1s1 vardir
-

ve I' sayisinm iist sinir1 (3.7) de verilmistir.
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4. DEGISKEN USLU KAYNAK VE SONUMLEME TERiMi iCEREN BiR
LAME TERS PROBLEMININ COZUMLERININ ENERJI AZALIMI

Bu boliimde degisken iislii dogrusal olmayan kaynak ve soniimleme terim iceren Lame

ters probleminin ¢ézlimlerinin enerji azalimi incelenecektir.

4.1. Giris

Bu boliimde degisken tislii dogrusal olmayan kaynak ve soniimleme terim igeren

u, —Au—div(| Vu "7 Vu)+ u, + h(x,t,u,Vu)+a|u, "% u, +b|u "7 u

4.1)
= f(O)w(x), (x,t)eQx(0,0)

u(x,t)= Z—u(x,t) =0, (x,t) € 0Q2x(0,0) 4.2)
v

u(x,0) =uy,(x), u,(x,0)=u/(x), xeQ 4.3)

Jgu(x, Hw(x)dx = d(t), >0, (4.4)

Lame ters problemi ele alinmistir. Burada QQ, R" de 6Q diizgiin sinirina sahip siirh
bir bolgedir. A,
A= pAu+(a+pV(divu), u=u,u,,..,u,)",

esitligi ile tanimlanan, nxn matris degerli diferansiyel operatorii temsil eden esneklik

operatoridiir. 4 ve o,
u>0, a+u=>0

esitsizliklerini saglayan Lame sabitleridir. £, a ve b pozitif sabitler olup
h(x,t,u,Vu) ve w(x) ise daha sonra belirlenecek 6zel kosullar1 saglayan bilinen
fonksiyonlar olmak tizere, {u(x,t), f (t)} bilinmeyendir. Degisken iisler i¢in kosullar

asagidaki gibidir:



2<r<r(x)<r, <o,
2<m; <m(x)<m, <o,
2<p <px)<p, <o

1= ess ing r(x),r, = ess sup r(x), (4.5)
xXe XGQ

m, = essinf m(x), m, := ess sup m(x),
xeQ XEQ

p, =ess ing p(x), p, =ess sup p(x).

xeQ)

4.2. On Bilgiler

Bu boéliimde sonuca ulagmak icin kullanilan gerekli notasyonlar, fonksiyonlar ve

lemmalar verilmistir. || . Q2 bolgesi iizerinde L’ - normunu gostermektedir, daha 6zel

olarak Q bélgesi iizerinde L’ - normu |||| ile gosterilmektedir.
M, , M, pozitif sayilar1 ve p(x), r(x) degisken iisleri i¢in A(x,t,u,Vu),

p(x) r(x)
| h(x,t,u,Vu)|<M,|u| > +M,|Vu|? (4.6)

seklinde tanimlanmaktadir.

u, € H2(Q) N L (Q) A "D (Q),
u, € C(Q)N L' (Q),

oldugu durumda, w(x) fonksiyonu ise asagidaki esitlikleri saglar:

[ s Coyw()dx = g(0),

4.7
we H2(Q) N LP(Q) N L") (Q) N LY (Q), IQ W (x)dx = 1.

Burada degisken tislii Lebesgue ve Sobolev uzaylar1 hakkinda bazi hipotez ve teorilere

ihtiya¢ duyulmaktadir. p(x)>1 ve Olgiilebilir fonksiyon olmak iizere, asagidaki

esitliklerin saglandig1 varsayilsin:

C.(Q)={hheC(Q), h(x)>1 VxeQ,

h = max h(x), h = mgn h(x) YheC(Q),

L"(Q) = {u|u reel degerli ol¢iilebilir bir fonksiyon, Igp(x) 7™ dx < o0}
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Islemlerde kullanilacak lemmalar asagida sirastyla verilmistir (Diening ve ark., 2011,

Edmunds ve Rakosnik, 2000, 2002, Fan ve Zhao, 2001, Fan ve Zhang, 2003).

Lemma 4.2.1. Q bolgesi R” ile sinirl bolge olsun,

! +L =1 oldugu durumda, (L" @), p(x)) Banach uzay1 olup bu
p(x) gq(x)

uzaya ait eslenik uzay1 da L*”(Q) *dir. Herhangi u € L’V (Q) ve v e L'(Q)
icin agagidaki esitsizlik saglanir,

[ ver| < [i +1] Hall, vl
o P 4

ii. Eger, herhangi x€Q icin p,qeC (Q) olmak iizere g(x)< p(x) esitsizligi
saglaniyorsa 7™ (Q)© L' (Q) gomiilmesi saglanir ve bu gomiilme

siireklidir. Degisken {islii Lebesgue Sobolev uzay1 olan W"**(Q), asagidaki

esitlik ile tanimlanmustir.

W@ ={ue Q)] Vu ve [Vul e "(Q).

Tanimlanan buuzay Il u Il =lwull, , +1 Vul normuna gdére Banach uzayidir.

Wl,p(U(Q) p(x)

Ayrica WPY(Q), W"™(Q) iizerinde C; (Q)’m kapanisi olsun. ;" (Q) ‘i

eslenigi W7 (Q) olarak tanimlanirsa, klasik Sobolev uzaylari ile aym sekilde

L,
p(x) p'(x)

=1 esitligi saglanir.

Eger p (x);

N,
(pzy) @ PN
* _J)esssu - X
p (x)= VLY TP
o0 , p,=N

seklinde tanimlanirsa, asagidaki lemma yazilir:

Lemma 4.2.2. O, R" ile sinirli bolge olmak iizere; herhangi Olciilebilir sinirh

degisken iissii p(x) icin, asagidaki maddeler yazilir:

i.  WrYQ) ve WP (Q) ayrilabilir Banach uzaylardr;
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ii. Eger herhangi xeQ icin ¢eC (Q) ve g(x)<p'(x) ise, WP Q)
L' (Q) gdmiilmesi kompakt ve siireklidir;
iii. Eger Q iizerinde p(x) siirekli fonksiyon ise asagidaki esitsizlik saglanacak

sekilde C > 0 sabiti vardir,

Null  <CUVUll,  YueW"(Q).

p(x)—

1 ey e e C
Eger C(6,q(x))=——(0q(x)) A “) ise, Young’s esitsizligi asagidaki gibi yazilir:

q'(x)
ab<6a'™ +C(0,q(x)b*™, a,b>0,5 >0, b + ,1 =1. (4.8)
q(x) q'(x)
Ozel durum olarak 6 = % alinirsa, (4.8)’den,
q(x
q(x) q'(x)
ab<d 4P (4.9)

q(x) q'(x)
esitsizligi elde edilir.
(4.1) denklemi w(x) ile carpilip, (4.7) kosullar1 altinda bdlge iizerinde integre

edildiginde, bu ¢aligmanin temel gozlemi, (4.1)—(4.4) numarali probleminin asagidaki

dogrudan problem ile esdeger oldugu goriilmektedir;

u, —Au—div(|Vu "7 Vu)+ Bu, + h(x,t,u, Vu)+a|u, "7 u, +b|u |’V u

(4.10)
= f()w(x), (x,1) € 2% (0,00)
ou
u(x,t)zg(x,t)zo, (x,1) € 0% (0,0) 4.11)
u(x,0) =1, (0, (50 =1(x), xeQ (4.12)

burada bilinmeyen f(¢) fonksiyonu

F(O)=¢"(t)+ B () + ng VuVw(x)dx +(a + 1) jQ (div u)(div w(x))dx
+ jﬂ Vu |7 Vw(x)dx + jﬂ h(x,t,u, Vi)w(x)dx + a jQ b, "7 uw(x)dx (4.13)
+bJ.Q|u PO w(x)dx

seklindedir.
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Teorem 4.2.3. (Lokal Varlik) u, € W, (Q), u, € L’(Q) olsun ve (4.5), (4.6) ve (4.7)

saglansin. Her 7>0 ve L+
r(x) r'(x)

=1 oldugu durumda, (4.1)-(4.3) problemi
asagidaki 6zellikleri saglayan tekil bir zayif ¢ozlime sahiptir:
ue L’ ((0.7),Q) "L ((0,7), 7, ()),
u, € L' ((0,7),Q) N L*((0.7), (%)),
u, € L ((0,7),W, " )(Q).

Ispat. Teoremin ispati Junning’in calismasindakine benzer sekilde yapilabilir

(Junning, 1993).

4.3. Enerji Azalim

Bu boliimde denklemdeki tiim terimler dahil olmak {izere (4.10)-(4.12) probleminin

¢Oziimiiniin enerji azalimi incelenecektir.

Problem ile iliskili olan enerji fonksiyonu asagidaki gibidir:

E@W) =2 (0, 12 401Vl ()] divul ds)+ [~ Va0 d
2 ) e (4.14)

1
+b[ lu [P d.
¢ p(x)
Ustel anlamda bir enerji azalmas: elde edebilmek i¢in, asagida verilen esitsizliklerin

saglandig1 varsayilsin:

gl n@at) Ep@ptD oy
my—e(m,~1)" 25(;-1) b2p,(p,~1) m, -1

burada ¢ €(1,2) dir.

Bu boliimiin temel sonug teoremi asagida verilmistir.
Teorem 4.3.1. (4.5), (4.7), (4.15) ‘in saglandig1 ve p ve [ ‘nin yeteri kadar biiyiik
secildigi varsayism. Ayrica, ¢,¢',¢" fonksiyonlarmin [0,00) iizerinde ¢" siirh

fonksiyon olacak sekilde siirekli fonksiyonlar oldugu ve ¢,¢' fonksiyonlarinin ¢ — oo
icin sifira gittigi kabul edilsin. O halde, (4.1)-(4.4) probleminin enerji fonksiyonu olan
E(t) ¢oziim boyunca sifira yaklagir.
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Teoremin ispat1 i¢in ihtiya¢ duyulan lemmalar asagida verilmistir.

Lemma 4.3.2. Teorem 4.3.1 kosullar1 altinda, (4.14) ile tanimlanan FE(¢) enerji

fonksiyoneli asagidaki esitligi saglar;

E'(0)=—Blu, > —a jgp, " g — IQh(x,t,u,Vu)utdx+ FOF ).  (4.16)

Ispat. (4.10) denkleminin tiim terimleri u, ile ¢arpilip bolge iizerinde integre edilirse,

qudx— ( _H J %%”%2

Q

—j A uu,dx =— j pAuu, dx — j (a+ w)V(div u)u,dx
Q

dt(“ﬂv P+ 2”)j|dwu| dx]

U Lt u)
dt[ ||V || I|dvu| dxj

r(x) de
s

—j div(| Vu |7 Vu)u,dx = i(IL |Vu
= dt\ § r(x)
Iﬂututdx = ﬁj u’dx
Q Q

J.h(x, t,u, Vu)u,dx,
Q

J-a lu, "7 wu dx = aI| u, " dx,

Q Q
(x)
P dx],

p(x)-2 = i L u
E[b|u|() uu,dx—dt(j |
[ rOweouds = £ @O wixudx = £(O$'@),

o p(x)

sirastyla yukaridaki ifadeler elde edilir. Elde edilen tiim ifadeler (4.10)’da yerine

p(x) dxj

yazildiginda,

r(x 1
vVl dx + —|u
5 p(x)

O Al 4wl + 2 [ | L
Q
+ﬂju,2dx+Ih(x,t,u,Vu)utdx+aI| u, " dx = f(1)p 1),
Q Q Q
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ifadesi elde edilir. Buradan FE(¢) fonksiyonunun (4.14)’de yazildig1 gibi oldugu
goriiliir ve ispat tamamlanir.
Lemma 4.3.3. Teorem 4.3.1 kosullar1 altinda, (4.13) ile tanimlanan f(¢) fonksiyonu
baz1 £ >0 degerleri i¢in asagidaki esitsizligi saglar;

|4/ (O)+ep(D)| £(2)

2 p2
P 32 IV ll? + g(“;”) [ ulf av+ "= j b " dx (417

[27/ JJ. Vu [ a’x+[2p2 ]J. b [P dx+ H (1)
p

burada B, Poincaré esitsizliginde en iyi sabittir ve H(¢) fonksiyonu,

1|80 +ed0)|]

H@®)= 2B

Il Vw(x) I?

(¢"(0)+Be' (1)) +

r(x)

I [¢'(0)+ £4(2)

0 | V() @ dx + (0[2—-;'U)|¢'(t) +ep(t)| jQ idiv w(x) [* dx

(4.18)
m(x) 0 p(x)
_[ K0k g¢(t)|] w(x) " dx + _fg L0 +(g¢;(t)|] w(x) [ dx
+ |¢ (t) +25¢(t)| (\/psz +\/F2M23 ) " w "2
seklindedir.
Ispat. (4.13)’iin her iki tarafi | ¢'(¢)+&d(t)| ile arpildiginda,
|00+ ()] £ (1) =|¢' (1) + £p(0)|(¢" (1) + B (1))
(1) + (1)) jQ VuVw(x)dx +|@'(t) + ep(0)| jQ Vi "7 Vw(x)dx

(4.19)

(0)-1
M wx)dx

b (6)+ 2g(0)] | b 1" wix)dx
M OR.0) Igh(x,t,u,Vu)w(x)dx

+a

elde edilir. Cauchy-Schwarz ve Young’s esitsizligi ile birlikte (4.5) ve (4.6)
kullanilarak, (4.19) un sag tarafindaki ikinci, {igiincii, dordiincii, besinci ve altinci

terimleri asagidaki gibi sinirlandirilabilir:
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1|86+ £ () ‘ [ Vqu(x)dx‘

IEB g OO o
2ﬂ82322 ’
|¢w»~waﬂjﬁmrm*quyM
r(x)
I”(X) 1’V ’r(x) dx + I |¢ (t) ¢(t) |VW(X) ‘r(x)
@ r(x) r(x)
Lo v g [ PO+ o
S [IVurt e [ S V)

(ar+ g (1) + (o) |[, (v u)(div ()

< WIQ |le u |2 dx + (a2+ IU) | ¢'(t) + g¢(t) |2 .[Q'div W(X) |2 dx’
&

alg O+ g (o) |[ e 1" wix)d
mO1 o g wam+wmﬂ

Sl m(x)

S IBWm ww] W) " d,

Ww(x) ") dx

M¢w»~vaﬂkwvm4wuwh
p(x)

I -1 e P dx+j [b|¢'(t)+ ¢(t)|] w(x) ["™ dx
2 p(x) o p(x)

p(x)

J' u |p(X) dx + '[ [b|¢ (t)+ ¢(t)|:| w(x) |p(X) dx.

tamamlanir.

Baz1 £ >0 degeri i¢in, asagidaki esitlik tanimlansin,

F()=E(t)+¢ jg .

Asagidaki lemma F''(¢) i¢in yaklasik iist sinir hesaplamasiyla ilgilidir.

esitsizligi saglar;
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(4.20)

4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

Elde edilen (4.20)-(4.24) kestirimleri (4.19) denkleminde yerlerine yazildiginda ispat

(4.25)

Lemma 4.3.4. Teorem 4.3.1 kosullar1 altinda, ¢6ziim boyunca F(¢) asagidaki



F'(t)<— { [x/p2M3+\/rz Bn u, ||2—a{1—g[’";—:lﬂjgpt|mm dx

2BZ
—[e,u 3 gaC ,882

m,

eod u ™ gy — L P g
(g erzW| d (gb pjjgm d

L\/pzM /M J"u"2 H' () + ep(0)) £ (0).

jll Vull? —g(a+u)J. divu | dx
(4.26)

Ispat. (4.25)’in ¢ ye gore tiirevi aldiginda asagidaki esitlik yazilir;
F'()=—(B-&)lu > —a jQ b, " dx — pe N Vul?> —e(a + p) jg divu | dx
—¢ jQ Vu | dx—eB jQ wu,dx — £a jQu u, [ dx—eb jQ b [P dx (4.27)
L jQ h(x, 1,1, Vit dx — ng h(x,t,u, Viudx +(¢'(2) + £d(1)) £ (£)

(4.8), (4.9), Cauchy-Schwarz esitsizligi ve (4.5) kullanilirsa asagidaki kestirimler elde

edilir:
g,BU uudx‘<£|lu 2 LB g, (4.28)
o T 2 '

m(x)—l u |m(x) dx

m(x) m(x) |’
<—J.|u|'”(")d +—— J.|u|’”(x)dx

U wu, "2 u,dx‘s j ——u " dy+ [ TP
Q Q

(4.29)

Ayrica, H) & L"™(Q) goémiilmesinin en iyi sabiti c. olmak iizere asagidaki esitsizlik

yazilabilir:

s m] [ a5 |

<max{c | Vull™ e | Vull™} (4.30)
<max{c" I Vu ™ > N Vull™ 2 I VulP< C Il Vu ll* |

(4.29) ile (4.30) birlikte yazilirsa,

C -1
U ulu, "7 udxe| <— I Vull® +m2—j b, " d, (4.31)
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ve (4.27)’in sondan ikinci ve lgilincli terimine kestirimler uygulanirsa asagidaki

esitsizlikler elde edilir:

UQ h(x,t,u, Vu)utdx‘

4.32)
M, +\r,M; (
gLf WI"(")dHLI Wu|’<">dx+Jp2 AT I, 12,

2p, 7@ 2r, °© 2
‘8jgh(x,t,u,Vu)udx‘

1 : 1 ) g’ (\/psz +\/r2M23) (4.33)

- p(x - r(x 2

jgm dx+2r2 jQWu| dx + > Il

(4.28), (4.31), (4.32), (4.33) kestirimlerinin hepsi (4.27)’de yerine yazilirsa istenen

sonug elde edilerek ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.1%in ispati. F(¢) nin tanim1 ve Lemma 4.3.4 kullanilarak, herhangi & >0

i¢in,

F()+ SF() < — [ﬁ_é_g_(Jpsz N )} AL

—a[l o2 ]I b, " dx— [ —%‘—ﬂ—@}lv 112
ml
—(a+,u)[£—éjj div u [ dx—(g————Jj Vu [ dx (4.34)
rZ
1 &b
| eb——-22 PO gyt &2 (o M7+ M w12
(5 ’, plj";"ul X+ & (\/p +\/r ) u

+0e jQ i, dx+ | ¢'(1) + ep(0) | £(2)

elde edilir. Cauchy-Schwarz, Poincaré and Young’s esitsizlikleri (4.34)’iin sondan

ikinci terimine uygulanirsa asagidaki esitsizlik yazilir:

—~ 2
e[, d| < aEC e OBy
m,B; 4aC 435)
i .
<4C g MO By, Nk
m, 4aC

(4.35), (4.34)’de yerine yazilip, ardindan Poincaré esitsizligi ve Lemma 4.3.3

kullanilarak,
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F'(t)+8F () < —[ﬁ S, mdB —[‘/p M 4R H I, 12

2 2 4aC 2
n, n, o
—~ 2
[ gy OH_26aC_ pape _g_cl(\/psz + M} )] I Va > (4.36)
2 m, 2
a+u _— 1 6 2n-1 ()
- = j(g—é)J.Quvadx—[g—Z—:l— 2 IQWu| dx
_ gb_L_@__zm_lJLpW) dx+H(t),
P, D 2p,

yazilir. (4.36) esitsizliginde, 0 :=¢ ve u, £ ise bulunduklari parantezi sifirdan biiytik

yapacak sekilde secilerek, (4.15) ile verilen kosullar altinda,
F'(t)+eF(t) < H(t) (4.37)

elde edilir. (¢,,¢) araliginda (4.37) ¢oziiliirse,
t
F(t)<e ™ (F(to) + j e‘“o)H(s)ds) (4.38)

yazilir. ¢(¢) iizerine getirilen sartla # —>oo icin H(¢) >0 olacagindan, (4.38)
esitsizligi @(¢) acisindan F'(¢) fonksiyonelinin sifira gittigini gosterir. Boylece bazi
pozitif C, i¢in sonug, C,E(¢) < F(¢) esitsizliginden gelir ve Teorem 4.3.1 in ispati

tamamlanir.
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5. DOGRUSAL OLMAYAN DEGISKEN USLERE SAHIP BiR YARI LINEER
DALGA DENKLEMI TiPINDEKiI TERS PROBLEMIN COZUMLERI
ICIN PATLAMA ANALIZI

Bu ¢alismada, hiperbolik tipten bir ters problemin ¢oziimlerinin sonlu zamandaki
davranigi incelenecek olup, literatiirde incelenmemis olan farkli metot kullanilacaktir.
Sonuca ulasildiginda, ters problemler Georgiev ve Todorova metodu ile incelenebilir

hale gelecektir (Georgiev ve Todorova, 1994).

5.1. Giris

Q, diizgiin bir sinir 0Q2 ile R"'de smirli bir bolge olsun. Asagidaki baslangig-sinir

deger problemi incelensin:

w, —div(Vu| 7 V) +alu |7 u, bl u = fewx), (x,1) € Qx(0,T) (5.1)
u(x,t)=0,  aQx(0,T) (5.2)

u(x,0) =uy(x),  u,(x,0) =u,(x), 9) (5.3)

j u(x, yw(x)dx = (1), t>0, (5.4)

Q

burada a,b >0 sabitler ve m(x), p(x) ve r(x) tsleri Q iizerinde asagidaki esitsizligi

saglayan Olctlebilir fonksiyonlardir,
2<r <m <m(x)<m, < p, < p(x)< p, <n(x). (5.5)

Bahsedilen degisken {isler i¢in alt ve list smir tanimlamalar1 asagidaki sekilde

verilmistir:

D, =ess inff; p(x), D, =esssup p(x),

xeQ

r, = essinf r(x), r, = esssupr(x),
xeQ) xeQ
m, = ess in(t; m(x),  m,=esssupm(x),
X€. O

xeQ

Ve



Nr(x)
7 (x) =1{ €S sup(N —m(x)) ’

xeQ

+ 00

Ayrica m(x), p(x) ve r(x) fonksiyonlarinin log-Hoélder siireklilik kosulunu sagladigi

varsayilsin,

A
|q(x)—q(y)| < _log|Ty’ x,yeQ) igin, |x—y| <7 iken (5.6)

burada 4>0, 0<z <1 dir. A, u=div(|Vu

r(x)-2 Vu) terimi 7(x)— Laplacian olarak

adlandirilmaktadir.

5.2. Tamim ve On Bilgiler

Simdi bazi notasyon ve fonksiyon tanimlamalar1 yapilacak olursa,

> QQ bolgesi

lizerinde L?- normunu géstermektedir, daha &zel olarak Q bolgesi iizerinde L -

normu || ile gosterilmektedir.

u, € H:(Q) N L'™(Q) N PP (Q),
u, € (Q) N L' (Q),

olmak tizere w(x) fonksiyonu asagidaki esitlikleri saglar:

Jo o YWY = $(0),

(5.7)
we Hy (Q)NL(Q)NL" Q)N L' (), jQ w (x)dx =1.

Amaglanan sonuca ulagsmak i¢in degisken tislii Lebesgue ve Sobolev uzaylar1 hakkinda

gerekli bazi bilgileri vermek gerekir (Diening ve ark., 2011, Edmunds ve Rakosnik,
2000, 2002, Fan ve Zhao, 2001, Fan ve Zhang, 2003). Q, R" de bir bolge olmak

iizere, p:Q—[1,0] olacak sekilde dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. O halde, p(x)

degisken iislii bir Lebesgue uzayi,

Q) ={v:Q>R; slgilebilir Q:¢,,(Av)<+w, bazi A >0 igin},

seklindedir. Burada ¢, ,,(v) fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir,
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gpp(x)(v) = J.|v(x)|p(x) dx.
Q

_. e
M, = 1nf{/1 -0: T‘dx < 1},

Luxembourg tipi norm ile tanimlanan L”*’(Q) uzaymm bir Banach uzay1 oldugu

bilinmektedir.

Degisken iislii Sobolev uzayr W"”™ (Q) asagidaki sekilde tanimlanmaktadir,
W (Q) = {v e Q)| Vv yazilabilir ve Vv =L1""(Q) dir.}

Yukarida yazilan esitlik,

|V|| =||v||p(x)+||Vv|| normuna goére bir Banach

whre (@) p(x)

uzayidir. flave olarak, W"**(Q) uzaymda W,”(Q), C7(Q)’m kapams olarak
verilsin. Degisken iisler s6z konusu oldugunda W"”*(Q) uzay1 farkli bir tanima

sahiptir. Ancak (5.6) kosulu altinda her iki tanim da esdegerdir (Diening ve ark., 2011).
WP (Q) uzayr W(Q) uzaymin ikili uzayidir ve klasik Sobolev uzaylariyla

ayni sekilde tanimlanir, burada 48 +

— =1 dir (Messaoudi ve Talahmeh, 2017).
p(x)  p'(x)

Lemma 5.2.1. (Diening ve ark., 2011) Q < R" sinirl1 bir bolge olsun ve p(x)’in (5.6)
esitsizligini sagladig1 varsayilsin, dyleyse,

v

Vv e WPN(Q) igin,

<clv]

p(x) p(x)’

saglanir. Burada C >0, yalmzca p,, p, ve Q ya bagl bir sabittir. Ozellikle |V v||p o

, WP (Q) normuna esdeger bir norm tanimlar.

Lemma 5.2.2. (Diening ve ark., 2011) Eger 7(x) € C(Q) ve ¢(x):Q — [l,oo) ,

nr(x)
s r,<n
essin f._o (r"(x) —q(x)) >0 ile r'(x) =4 €S igg(n—r(x))
0 , h2n

esitsizligi saglanacak sekilde olgiilebilir fonksiyonlar ise, W, (Q)o L'“(Q)

gomiilmesi siirekli ve kompakttir.
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Lemma 5.2.3. (Diening ve ark., 2011) € {izerinde Olgiilebilir fonksiyonlar olan
P(x),q(x),5(x) =1,

1 1 1
= + , X
s(x)  p(x)  q(x)

e,

esitligini saglasin.

Eger, u e I’ (Q), ve L' (Q) ve

< 2||u

(% vl

s(x) p(x) q(x)

ise, uv e L'Y(Q) dir.

Lemma 5.2.4. (Diening ve ark., 2011) p(x), Q {izerinde Ol¢iilebilir bir fonksiyon

olun. Asagidaki iki ifade birbirine esittir,

|1

e <l ve ¢, (f)<1.

Lemma 5.2.5. (Diening ve ark., 2011) Eger p(x), (5.5) i1 saglayan Q iizerinde

dlgiilebilir bir fonksiyon ise, Vu € 7™ (Q) i¢in asagidaki esitsizlik saglanr,

u 23 }
p(x))°

@(t)=1 alinarak, (5.1) denklemi w(x) ile ¢arpilip, (5.7) kosullar1 altinda bolge

D
p(x)°

ul” } <@, W< max{||u|

min {||u| o)

P
p(x)’

tizerinde integre edildiginde, bu calismanin temel goézlemi, (5.1)—(5.4) numaral

probleminin asagidaki dogrudan problem ile esdeger oldugu goriilmektedir;

u, — a’iv(|V1,z|r(x)_2 Vu)+alu, e , —blu PO = F(OW(x), (x,6) e Qx(0,T) (5.8)
u(x,f)=0, QX (0,T) (5.9)
u(x,0)=u,(x), u,(x,0)=u(x), Q (5.10)

burada bilinmeyen f(¢) fonksiyonu

r(x)-1 m(x)—1

PO w(x)de (5.11)

f= “Vu Vw(x)dx + aj |ut w(x)dx —b“u

seklindedir.
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Teorem 5.2.6. (Lokal Varlik) u, € W, (Q), u, € L’(Q) olsun ve (5.5), (5.6) ve (5.7)

saglansin. Her 7>0 ve L+ ,
r(x) r'(x)

=1 oldugu durumda, (5.1)-(5.3) problemi
asagidaki 6zellikleri saglayan tekil bir zayif ¢ozlime sahiptir:
ue L’ ((0.7),Q) "L ((0,7), 7, ()),
u, € L' ((0,7),Q) N L*((0.7), (%)),
u, € L ((0,7),W, " )(Q).

Ispat. Teoremin ispat1 Antontsev’in ¢alismasindakine benzer yapilabilir (Antontsev,

2011).

5.3. Negatif Baslangic Enerjisi ile Coziimlerin Patlamasi

Bu béliimde ¢oziimlerin patlama sonucu ve onun ispati verilmektedir. C6ziimiin enerji

fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir,

E() =~ [l ae+| L™ ae— b g (5.12)
25 5 7(x) 5 P(x)
Teorem 5.3.1. Teorem 5.2.6 ‘nin saglandig1 ve
E0)<0 (5.13)

oldugu kabul edilsin. Oyleyse (5.1)-(5.3) probleminin ¢dziimii sonlu zamanda patlar.
Teoremin ispati i¢in ihtiya¢ duyulan lemmalar asagida verilmektedir.

Lemma 5.3.2. Lemma 5.2.2' nin kosullarinin gegerli oldugu varsayimi altinda,

yalnizca Q ya bagli olan C > 1vardir, dyle ki

s

(05(})(”) < C(”Vu

esitsizligi her u e )" (Q) ve r, <5< p, icin gegerlidir.

Ispat. Eger ¢, (u)>1 ise, gppé‘) W) <@, ()< C(||Vu

'+ Py (1)) esitsizliginin

saglandig1 agikga goriiliir.
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Eger ¢, (1) <1 ise, Lemma 5.2.4 kosulu araciligiyla ||u||p o <1 yazilir. Sonrasinda

Lemma 5.2.2 ve Lemma 5.2.5, C >1 oldugu durumlar i¢in uygulanirsa,

S n

051 9 < max Bl ] = bl

elde edilir. Boylece Lemma 5.3.2 nin ispat1 tamamlanir.

< C||Vu

p(x)° p(x) 7(x)

Ozel bir durum olarak, asagidaki sonug yazilabilir.

Sonug 5.3.3. Lemma 5.3.2 varsayimlari altinda, her u € W,” ™ (Q) ve 1, <s < p, icin,

< (1w, el ). 615
esitsizligi yazilir.
Simdi,
x 1 r(x) 1 2
H(t)=—E(t)= b ul P dx— [ —Vu P ax—=[lu'dx  (5.16)

olsun ve C, yalnizca ) ya bagl olan genel pozitif bir sabit olarak belirtilsin. (5.12)
ve (5.14) bir arada kullanilirsa asagidaki sonug yazilabilir.
Sonug 5.3.4. Lemma 5.3.2 varsayimlari altinda, her u € W,” ™ (Q) ve 1, <s < p, icin,
asagidaki esitsizlik saglanir,

p<x>(”) <C (lH O+ ]; + 2,0 (u)) (5.17)

Ozel bir durum olarak, asagidaki sonug yazilabilir.

Sonug 5.3.5. Lemma 5.3.2 varsayimlari altinda, her u € W, (Q) ve 1, <s < p, icin,

asagidaki esitsizlik saglanir,

<O+l ). (5.18)

Lemma 5.3.6. (5.5) ve (5.6) ‘nin saglandig1 ve E(0) <0 oldugu kabul edilirse, (5.1)-

(5.3) probleminin ¢oziimii, baz1 ¢ >0 sabitleri i¢in asagidaki esitsizligi saglar,

Doy @) 2 cuf”. (5.19)
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Ispat.  ={xeQ/|u(x,1)

21} ve :{er/|u(x,t)

< 1} bolgeleri iizerinde,

Doix) (u)= _“u P(x)dx = J. |u p(x)dx+ J‘ |M|p(x)dx
e Q, Q

esitligi saglanir. Burdan yola ¢ikarak,

P

P
P2 > J‘|u|p| +01(J. MMJ
Q, Q_

ifadesi yazilir. Bu esitsizlik, asagidaki iki durumun yazilmasini saglar,

Py () 2 f jul ™ + J. ju
Q, Q.

P
b

Cz((/’mx)(”))% = _|-|”|pl ve @, (u)2 “”
Q. Q, (5.20)

P
€ (q’p(x) (“))PZ + P00 (W) 2 ”“”: :

(5.20) ve
b
0< H(0) < H(t) < g, (1),
yZ
sayesinde
L
P2 |
0,0 14¢, (%H(O)j >l
elde edilir.

Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Lemma 5.3.7. (5.5) ‘in saglandig1 varsayilsin ve u, (5.1)-(5.3) denkleminin ¢oziimii

olsun. Oyleyse asagidaki esitsizlik saglanir,
m(x) A it
[l e < C[(gop(x)(u))lﬂl +(,0))7 j (5.21)
Q

Ispat.

Jlu

Q

A
" gy < J.|u|m‘dx+ J. |u|m2dx£ C (I |u|plde +[ I |u|p‘a’x
Q Q, Q.
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my

:12 ) < C[(%(x)(“))::: + (%m (U))”l],

<€l +1e

burada son satira Lemma 5.3.2 sart1 dogrultusunda gegilip, ispat tamamlanir.

Lemma 5.3.8. u, (5.1)-(5.3) denkleminin ¢6ziimii olsun, asagidaki esitsizlik

saglanacak sekilde ¢, >0 sabiti vardir,
||Vu(x, t)||r(x) 2¢, Vt=0. (5.22)
Ispat. Varsayalilsin ki, celiskiyle,
||Vu(x,t)||r(x) —0 iken k— o,
olacak sekilde bir #, dizisi vardir. Oyleyse, Lemma 5.2.2 ve 5.2.5 sayesinde,
@y U(x,,)) >0  iken k — o,
yazilir. . Bu durum, E(#) <0, V>0 gergegiyle gelisen, asagidaki esitsizligi verir,

lim £(1,)> 0.

Teorem 5.3.1 in Ispati. (5.8) denkleminin tiim terimleri u, ile carpilip Q bélgesi

tizerinde integre edilirse,

d 1 2
dx=—— dx |,
_[”n“t b dt2(g[|ut| x]

r(x)-2

d 1
Vu)u,dx = EU@ |Vu

Q

—I dz'v(|Vu
Q

r(x) dxj
)

Ia lu, "7 wu dx = a_[| u, " dx,
Q Q

j u(x,t)w(x)dx =1 oldugundan j FOWu,dx = f(£) j w(xu,dx =0,

esitlikleri bulunur. Elde edilen tiim terimler (5.8)’de yerine yazildiginda,
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" dx
b

p(x) de = —a‘“ut
Q

ifadesi elde edilir. Burada tiirev operatorii i¢indeki ifadenin (5.12) ile verilen enerji

i(l”utr dx+J.L|Vu ) dx—bJ.L|u
dt 23 5 r(x) 5 p(x)
fonksiyonuna ait oldugu goriilmektedir.

Oyleyse, E(t) mutlak siirekli bir fonksiyon oldugu i¢in (Messaoudi ve Talahmeh,

2017), t e [O,T) ise,

E'(t)==a|[u,(e,0)]"dx <0, (5.23)

Q

yazilir. Buradan, H'(¢)>0 ve tiim ¢ e [O,T ) i¢in, (5.13) esitsizligi araciliguyla,

0< H(0)< H(f) < igop(x)(u), (5.24)
y2!
elde edilir.
Simdi,
L(t) = H" (t)+ & uu, (x,0)dx, (5.25)
Q

fonksiyonu tanimlansin. Burada & daha sonra tanimlanacak yeterince kiigiik bir

sayidir ve o,

0<a£min{p'_2, pomy 111 } (5.26)
2p, p,(m,-1) m,-1 r,-1 p,—1

seklinde tanimlanmistir. (5.25)‘in her iki tarafinin tiirevi alinip, (5.8)-(5.11) esitlikleri

kullanilarak,

r(x)dx

L'(t)=0-a)H “(t)H )+ gj udx + gbj ju"dx — & j Vu
Q Q Q

r(x)-1

_ga_[|1,tt|m(x)_1 udx + 8J|Vu Vw(x)dx (5.27)
Q Q

+ gaJ. lu, |m(x)71 w(x)dx — ng. |u|p(x)71 w(x)dx
Q Q

elde edilir. 0 <7 <1 olmak iizere, (5.16) esitliginden faydalanarak,
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p(x)

"> b [T J
o p(x)

gi“

b o

V(V) p(x)

dx
p(x)

O R dxm;'

p(x)

1- b
25(1—77)H(t)+‘9(T77)||u,||2+‘9( D [l -+ 2L [l
h Q p2 Q

yazilir. Buradan,
ebflu"” 2001~ o+ X p |

1 r(x
+—g( ) pl“Vu ( )dx+p—plf|u
Q

2 Q 2

p(x)dx

(5.28)

(5.29)

elde edilir. Simdi, (5.27) esitliginin sag tarafindaki son dort terime Vo >0 icin

strastyla Young’s esitsizligi uygulanirsa,

_m(x)
J'| m(x)— 1| |d -l I5M(X) m(x)d .[5 m(x)— 1| m(x)
2
Q m g m,
r(x)
J'| r(x)= 1|VW(X)|dX< J'é'r(x) Vi(x )r(x) .[5 r(x)— 1|V r(x) dx,
Q 2
_m(x)
J'| m(x)= 1| (x)|dx < J‘é‘m(x) (X) m(x) .[5 m(x)— 1| m(x) dx,
Q
(1)1 1 @) ot 4
“upx |w(x)|dx£—'|‘5p(") w(x)pxdx _[5 P~ l| " dx,
Q b o b

kestirimleri elde edilir.
k daha sonra belirlenecek olan yeterince biiyiik bir sabit olmak tizere ¢,

_ m(x)

§ " = kH ™ (¢),

seklinde secilip, (5.30)’da yerine yazilirsa,

J.|ut|m(x>—1 |u|dx£LIkkm(") y
Q ml o

|m(x) Ha(m(x)fl) (t)dx + (m2 _1)k
a

m,

elde edilir. (5.24) esitsizligi ve Lemma 5.3.7 kullanilarak,
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ﬁ-%—ur(m2 -1) ﬂ-%—ot(mZ -1)

" dx < C|:(¢p(x) (u))p' +((pp(x) (u))p] > (3:39)

Ha(mzfl)(t)-“u
Q

yazilir.
s=m,+ap(m,-1)<p ve s=m+ap(m,—-1)=<p,

secilsin, (5.26) ve Lemma 5.3.2 kullanilarak, (5.35) asagidaki gibi yazilabilir,

" dx < C(”Vu

H“" @) |u o Po (u)). (5.36)
Q

Lemma 5.2.5 ve (5.20)’den yola ¢ikarak,

i

r(x)?

@, (Vu)=c, ||Vu

(5.37)

elde edilir. (5.36), (5.34)’de yerine yazildiginda, (5.30) asagidaki gibi yazilir,

Jlief e (vl + 0,00 @)+ D E e 0. (538)

Q 1 2

1-m,
m(x)—1

Benzer sekilde (5.32) esitsizligi icin ayn1 & degeri ile kestirim elde edilecek olursa,

.“th m(x)-1 |W(_X)|dx Sij-kl—m(x) W(X) m(x) Ha(m(x)—l)(t)dx

m

¢ Lo " (5.39)
+ MH*Q (OH (1),
m2
yazilir. (5.24) esitsizligi kullanilarak,
b a(my—1) (1)
HO (1) < (;] (£,00@0)" ", (5.40)
1

elde edilir. Benzer sekilde,
h=poa(m,-1)<p,

secilip # <A oldugu durumda, (5.26) esitsizligi ve Lemma 5.3.2 kullanilarak, (5.40)

asagidaki gibi yazilir,

H ") <€ (v

:‘(x) +(pp(x)(u)). (5.41)

Ayrica,
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“w(x) "0 g = C,,

Q

olmak iizere, burada C, pozitif bir sabittir. Buradan yola ¢ikarak (5.32),

Jlie " wionde < S 1Vl +0,0000)+ 2 @), (542)

Q 1 2

1—-my
m(x)-1

seklinde yazilir. Burada C, = C,C, *dir.
Simdi (5.31) esitsizligi ele alinsin, n <k ve daha sonra belirlenecek olan yeterince
biiyiik bir sabit olmak iizere, 6 asagidaki esitligi saglayacak sekilde segilirse,

_r(x)
S r(x)-1 _ nH—a (t),

(5.31) asagidaki gibi yazilabilir,

r(x)— 1 . r(x 3

“Vu K 1|Vw(x)| dx S—In'"’(x) V()| O (r)dx
r

¢ 2 | (5.43)

+ (r=bn H™ (t)“Vu "y
1 Q
(5.24) esitsizligi kullanilarak,
b a(r,—1) (i)
HAO D () < (;j (0,00@)"" (5.44)
1

yazilir ve
v=ap(n-D<p,

secilerek, 7 <v oldugu durumda (5.26) esitsizligi ve Lemma 5.3.2 kullanilarak, (5.44)

asagidaki gibi yazilabilir,

H D0 <C, [Vl + 0,00 @) (5.45)
Ayrica,
“VW(X) "y = Cs,
Q

olmak iizere, C; pozitif bir sabittir. Buradan yola ¢ikarak (5.43)’{in son hali,
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r(x)-1

"0, (5.46)

1-7
“Vu |Vw(x)|dx SnTC6 (”Vu :'(x) +(0p(x)(u))+

Q 1 2

G\ TN
r Q

seklindedir. Burada C, = C,C; ’dir.

Simdi (5.33) esitsizligi ele alinsin, k£ </ ve daha sonra belirlenecek olan yeterince

biiylik bir sabit olmak tizere, & asagidaki esitligi saglayacak sekilde secilirse,

_r

§ PO = IH(p),

(5.33) asagidaki gibi yazilabilir,

[lu” o] dx sijl”“‘) w()|" H* P9 (1)dx
a pa y (5.47)
+ (pZ r ) Hfa (t)J.|u P(x)dx.
b Q
(5.24) esitsizligi kullanilarak,
b a(py-1) ( H
al(p,— a(py—
HO ()< [;j (0,00 @) (5.48)
1

yazilir ve
z=pa(p,~D<p,

esitligi 7, < z olacak sekilde segilirse, (5.26) esitsizligi ve Lemma 5.3.2 kullanilarak,

(5.48) asagidaki gibi yazilabilir,

H P (0 < G, (|Vall + 0,0 @) (5.49)

Ayrica,

j|w(x)|p(x)dx =G,

Q

olmak iizere, C; pozitif bir sabittir. Buradan yola ¢ikarak (5.47) nin son hali,

¢

p(x)-1 ll_pl n
|w(x)| dx < 7 C, (||Vu o T Poc) (u))
‘ (5.50)

p(x) dx
b

2

NESPIN
p o
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seklindedir. Burada C, = C,C; dir.

Elde edilen (5.29), (5.38), (5.42), (5.46) ve (5.50) esitsizlikleri, (5.27)’de yerine

yazilirsa,

L) >(1-a)H *(OH'(t)+¢ j uldx+e(l—n)pH(t) +

e(1-n)

2

r(x)dx

+

pl.ﬂVu " dx + w—nplﬂu
Q p Q

2

PO e — 8J |Vu
Q

k' ™"Mea . e(m, -k
m, C(”Vu r(x) +(pp(x)(u))_;”l—2

H(0)H (1)

1-
n g e g

7 -1 .
Cs (”Vu v T Poo) (”)) - MH (l)_“Vu

1 2 Q

K ™Mea e(m, -k

¢ (Ivull,, + @, @)= H(O)H ()

1 m,

~ 1P eb

. “ieb .,
C, (”Vu r(x)wp(x)(u))——(pz 2 e (0]
Q

1 2

elde edilir. Diizenleme yapilirsa,

L(OZ{O—a)—%ﬁﬁLZDE}H‘%OHK0+80—UH%HU)

m,

+ g{l + m} jutzdx
2

Q

Ad-mp, (nb-1o 1 -“Vu

r r Q

" dx

+&

P
byp, (p,—1)bs"" I
P, D, Q

)
ul” " dx

+&

_kl—ml kl—ml 1-n ll—plb
el e Ao+ 2, (||Vu
m m n D

yazilir. 17 yeterince kiigiik secildiginde,

P> 5]

b

1—
2D |

p(X)d_x

i
r(x) + ¢l’(JC) (H))

(5.51)

(5.52)

_ Pyl _ _ ; _
p=min) (-pp, 2L L2 D00T Qo (oD (DB,

D )2 r 5
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olmak tizere, (5.52) asagidaki sekilde yazilabilir,

L'(t)> {(1 —a)- M} H(OH ()

m,

+¢&f [H () +|u, ||§ + I|Vu

1-my 1-m, 1-7 1-p,
_{k ac.k 2o, +2 C6+lpr9}(||Vu

m, m, h P

A j Ju P(")dx} (5.53)
Q

i
o T %(x)(“))-

Yazilan bu esitlikten yola ¢ikilarak,

kl—ml kl—ml 1-7 ll—pl b
G:{ 2 e+t +——2¢ |>0,
m m " b

olarak secilirse,

L'(t)> {(1 —a)- M} H“()H ()
m,

(5.54)
+2(B=0)| H@)+|u [, +vu

,,I(X) + ¢p(x) (u):| >
elde edilir. f—o >0olacak sekilde, k,/ ve n degerleri uygun sekilde yeterince
bliyiik secilir. Secilen & degeri ve yeterince kiiciik secilen £ degeri ile birlikte,

2e(m, — Dk

(-a)— >0 ve L(0)=H"“(0)+ gj 1y (X, (xX)dx > 0,

m, Q

yazilir. (5.54) esitsizligi bu bilgiler dahilinde ve (5.19) araciligiyla,
L'(t)>e(f- a)[H(t) o [+ ] } (5.55)

olarak yazilabilir. Sonug olarak tiim 7 >0 degerleri i¢in,
L(t)>L(0)>0,
esitsizligi dogrudur. O zaman, Holder’s ve Young’s esitsizlikleri kullanilarak,

2 12

||u||2:[fu2de2S (I(|u|2)pl/2dx]m(jldx]m <clu], . (5.56)

\%
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J‘uutdx

Q

<l Jll, < el o,

ifadesinden, 1 + 1 =1 ise,

U
1
l-a
| e M A I T e (5.57)
Q
elde edilir. @=2(1—«) alinarak, (5.26) esitsizligi araciligiyla, = 2 <p
l-a 1-2«a

< p, oldugu yerde,

azilir. s = <
y =

u

1
1-a
< CD

esitsizligi elde edilir. Sonu¢ 5.3.5 ile yukaridaki elde edilen esitsizlik birlikte

J-uutdx

Q

N iy 2
e )

kullanildiginda,

l-a

J. uu,dx

Q

<ClHO+ull! +[u]; |, vezo, (5.58)

yazilir. Bu islemlerden yola ¢ikarak,

1

(1) = {Hl”‘ 0 +éf uu,dx}la
o (5.59)

<cqH(@)+

J uu,dx

Q

<e{H@O+|ul}! +[u

2
2 (>

elde edilir. (5.55) ve (5.59)’dan yola ¢ikarak, A(&(f—0o),c)>0 oldugu durumda,

1

L'(t)= AL (¢), (5.60)
saglanir. (5.60) esitsizliginin her iki tarafinin (0,¢) araliinda integrali alinirsa,

Lo (t) > !

—a b

L (0)- 12—
-«

54



yazilir ve buradan ¢6ziimiin patladigi sonlu zaman,

- l-a
AaL”"(0)

olarak bulunur. Boylelikle ispat tamamlanir.
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6. DOGRUSAL OLMAYAN DEGIiSKEN USLU SONUMLEME TERIiM
ICEREN LOKAL OLMAYAN TEKIL VISKOELASTIiK DENKLEMININ
COZUMLERININ GLOBAL VARLIGI, ENERJi AZALMASI VE
PATLAMASI

Bu boliimde dogrusal olmayan degisken tisli soniimleme ve kaynak terim igeren lokal
olmayan tekil viskoelastik denkleminin ¢ézlimlerinin global varligi, enerji azalmasi ve

patlamasi iki durum i¢in incelenecektir.

6.1. Giris

Ele alinan denklem agagidaki gibidir:

u, —l(xux)x b j.g(t - T)l(xux (x,7)).dr+ |ut -2 u, = |u P2 u, (0,0)x(0,7),(6.1)
X ! X

u(x,0) =u,(x), u,(x,0)=u,(x), xe(0,0), (6.2)

u(l,t) =0, jxu(x, f)dx =0, (6.3)

burada (<o, T<owo ve g():R"—>R" daha sonra tanimlanacak olan bir
fonksiyondur. Ayrica, m(x) ve p(x) lsleri bolge tlizerinde asagidaki esitsizligi
saglayan Olctlebilir fonksiyonlardir,

2<m, py =ess inf m(x), p(x)

m (6.4)
<m(x), p(x) <ess sup m(x), p(x) =m,, p, < —2,n >3.
xe(0,0) n—

Bahsedilen degisken iisler i¢in alt ve tist sinir tantmlamalari,
m, =ess inf m(x),m, =ess sup m(x),
xe(0,0) xe(0,0)
p, =ess 1r&)f( : p(x), p, =ess sup p(x).

xe(0,0)

seklindedir. Ayrica log-Holder stireklilik kosulu,

()= () g—bgr'%y, x,ye(0,0) ve |[x—y|<5, (6.5)




yazildig1 gibidir, burada w>0,0< 06 <1 dir.

6.2. Tamim ve On Bilgiler

Bu boliimde sonuca ulagmak i¢in kullanilacak olan bazi notasyon ve lemmalara yer

verilecektir.

L" = I”((a,b)) normlu Banach uzay1 asagidaki sekilde tanimlanmustir,

Ju

)= [Ix|u|p dx}p . (6.6)

a

Ozel olarak p =2 alindiginda H = I (a,b) olarak gosterilen agirlikli Hilbert uzaymin

sonlu normu,
b ) 1
Jedl, = (] el oy, (6.7)

olarak gosterilir. Agirlikli Hilbert uzayinin,

1

Jil, = Qe + e J2)? (6:8)

ux

%S

Vo={veV;va)=0=v (a)} (6.9)
norm hali ¥ =V"'(0,a) gosterilir.

Lemma 6.2.1. [Poincare Esitsizligi] (Mesloub ve Messaoudi, 2010) Herhangi ve )
i¢in,

j. 0’ (x)dx <c, _[ xv,” (x)dx (6.10)

0

esitsizligi saglanir. Burada c, pozitif sabittir.

Lemma 6.2.2 (Piskin ve ark., 2021) 2 < p <4 olmak tizere, her u €V, i¢in asagidaki

esitsizlik saglanir;

p <C*

£ (0,a) —

’ (6.11)

H=1*(0,a)’

Ju u

X
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burada C. yalnizca a ve p ’ye bagl bir sabittir.

g:R" > R", C* de artmayan fonksiyon olmak iizere,
2(0)>0, 1- j 2(r)dr =1>0. (6.12)
0

yazilan esitsizlik saglanir. Ayn1 zamanda & pozitif tlirevlenebilir fonksiyon olmak

uzere g,
, 3
gt <Le)g’(t), t=0, 1£p<5, (6.13)
ve bazi pozitif L sabiti i¢in, &,
e'(t) \ . Y 4
i <L, &'()<0, tim t>0 icin, j e(r)dr =+, (6.14)
& 0

(6.13) ve (6.14) esitsizliklerini saglar.
[lave olarak, 1< p<3/2 oldugu durumda herhangi bir sabit ¢, >0 igin, asagidaki

esitsizlikler saglanacak sekilde p’e bagli bir C, pozitifi sabiti vardir;

t K 1
<C, < 400, (6.15)
: Jopy ~° '([ : Y
1+ j e(r)dr 1+ [e(r)dr
I lo
tim ¢ >¢,, v >1 i¢in saglanir (Liu ve ark., 2017).
Not 6.2.3. p <3/2 olmasi asagidaki esitsizligi garanti eder,
g7 (@)dr <. (6.16)
0
[lave olarak,
Ct 5
(gou )(t) = Ijxg(l =), (x,t)—u_(x, z')| drdx, (6.17)
00

oldugu yerde uhesaplama yapilarak,
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Ig(t — T)(Vu(r) -Vu, (t))ds = —%g(t)”Vu(z‘)”2 + %(g 'oVu)(1)
’ (6.18)

1d ’ 2
_EE{(g'OVu)(I)—[ ! g(r)er”Vu(Z)” }

elde edilir.

Teorem 6.2.4. (Lokal Varlik)2< p, = p(x)= p, <3 ve (6.12) saglansm. Oyleyse
herhangi u,€V, ve wu,eH igin, (6.1)-(6.3) probleminin 7>0 igin
ueC(0,T;V,)NC'(0,T; H) oldugu durumda tek bir lokal ¢dziimii vardir (Muravei ve

Philinovskii, 1993).

6.3. Coziimlerin Global Varhg:

Bu boliimde, E(0) pozitif ve yeterince kiiciik oldugunda, (6.1) problemine ait her
¢ozlimiin global oldugu gosterilecektir. Sonuglart ispatlamak i¢in asagidaki
kavramlara ihtiya¢ duyulmaktadir.

(

1(t)= Ll — j g(z‘)drj I xu, dx + (goux )(l) — J.x|u(t)|p(x) dx, (6.19)

0

[ 1-fetae [ ars e - 101
J@)==|1-|g@)dr || xu dx+—(gou )(t)— | ———dx, (6.20)
2 0 0 2 0 p(x)
esitlikleri tanimlansin.
Not 6.3.1. Asagidaki esitlik not edilsin,

l

Lo
E@0)=J@0)+ j xu,dx. 6.21)
0

Ayrica, (6.1)-(6.3) problemine ait enerji fonksiyonu,

1 4 , , | (t)p(x)
E(t):EJx dx+— jg(r)dr jxu dx +— (gou )t) - de (6.22)

0

seklinde tanimlanmaktadir.

Lemma 6.3.2. (6.1) esitliinin her iki tarafi xu, ile ¢arpilip, (0,() bdlgesi iizerinde

integre edilirse, her # >0 i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir,
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( ( (
%E(r) = %(g'oux)(t) —%g(t)_([xuxzdx - J.xut'”(x)dx < —I xu,"Vdx <0. (6.23)

0 0

Ispat. (6.1) esitliginin her iki tarafi xu, ile garpilip, (0,() bdlgesi iizerinde integre

edilirse, her >0 igin,

‘ 1 t
Iuttxu,dx =— (E ! xu,’ J

e

.:[g(t —-5) % (xu (x,7)) xudrdx = %(% [(goux )t)— '(i; g(r)dr_([ xudexD,

(
—_[ 1 (xu,), xu,dx =
x

0

SR

S Sy

l

Iz

0

4 ¢ p(x)
“u p(x)-2 uxutdx — i[J’ﬂu—de’
dt p(x)

0 0

m(x)-2

(
2
u,xu,dx = _[xu, dx,
0

yukaridaki kestirimler yazilir. Elde edilen tiim kestirimler (6.1) denkleminde yerine

yazilirsa,

p(x)

d{1: ) xu(t)
E[E_([x dx+5[ jg(r)dr]jxu dx+ (gou )(t)— I ) J
(6.24)

0
= l(g'ou )(t)—lg(t)-[xu dx — jxu ") dlx
2 " 207 . ’

elde edilir. Tiirev operatoriiniin i¢cindeki ifadenin (6.22) ile verilen enerji fonksiyonuna

ait oldugu goriilmektedir. Ayrica g fonksiyonuna ait (6.12) ve (6.13) goz Oniine

alinarak kolaylikla (6.23)’lin saglandig1 goriiliir. Boylelikle ispat tamamlanur.

Lemma 6.3.3. 2< p(x) <3 saglansm ve g fonksiyonu (6.12)’yi saglasin. Oyleyse,

her peV,, y € H i¢in,

Py
I(p) >0, ﬁ_Q(l(zpl )E( )j <1, (6.25)
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I(u(t))>0, Vt [O,T ) oldugu durumda yukaridaki esitsizlik saglanir.

Ispat. 7(¢) >0 oldugudan ¢ €[0,7;,) degerleri igin /(u(¢)) >0 olacak sekilde 7, <T

degeri vardir. Bu bilgiye dayanarak,

1 t 14 , 1 (x|u(t)|p(X)
J(t):E l—jg(r)dr jxux dx+5(g0ux)(t)—jwdx

=2 0 ( 2 1 1
:—szI Hl—‘([g(r)dr}!xux dx+5(goux)(t) +;11(t) (6.26)

‘
> pl__zlj xuxzdx, Vte [O, Tm);
2p,

yazilir, dolayisiyla asagidaki esitsizlik elde edilir,

0 2 2p, 2p; 2p,
.([xux dxél(pl_z) J(t)sl(pl_z) E(t)él(pl_z) E(0), Vte[0,T,). (6.27)

(6.11), (6.25) ve (6.27) kullanilarak,

¢

p(x) r _ Cop o2 2
jx|u dx < C.|u,||,, 1 ul,  ul,
0

2
H

)

u

X

SQ(LE(O)
[\ I(p,—2)
P2—2

2
sc*[LE(O)] !
I\ I(p-2)

. vte[o,T,);

x g

p(X)*%
] (6.28)

2
H

2
w =Pl

u)C uX

<l

u

kolaylikla elde edilir. Dolayisiyla,

1(2) = (1 - jg(r)dr}

yazilir. Boylelikle V¢ e [O,Tm) degeri i¢in /(u(¢)) >0 oldugu goriiliir.

u, "ax>0, vielo,T,), (6.29)

2 +(g0ux)(t)—jx|u

0

Teorem 6.3.4. (Global Varlik) 2 < p(x)<3 saglansin ve g fonksiyonu (6.12)’yi
saglasm. Oyleyse, (6.25)’i saglayan her ¢ € V,, y € H igin, (6.1) probleminin ¢dziimii

siurl ve globaldir.
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Ispat. Ispat: tamamlamak icin ||”x||2 +||u,||2 degerinin ¢ den bagimsiz olarak sinirli

oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun ig¢in (6.21), (6.23) ve (6.26) kullanilarak
asagidaki esitsizlik 7(¢) >0 oldugu i¢in yazilabilir,

E(0)> E(t) = %[1 -| g(r)dr) w ), + %( gou )(1)— pijx|u(z) "+ %”u, Il

> 222 () [ g(@ydr |Juf +2 Lo+ L 630
2022 |1 @ flul, +5(sou)0) |+ 10+, (630)
p—2 1
> Z =l + el
1
Boylelikle,
[}, +lull, < CE©)

elde edilir. Burada C, p, ve [ ‘ye bagl bir sabittir. Istenilen amaca ulasilarak, global

varlik ispati tamamlanmis olur.

6.4. Coziimlerin Enerjisinin Azalmasi

Bu boliimde, degisken {slii ve dogrusal olmayan soniimleme terimi igeren (6.1)
probleminin ¢odziimlerinin enerji azalimi incelenecektir. Coziimiin enerji azalimini

kanitlamak i¢in gerekli fonksiyonlar agsagida tanimlanmaktadir:
F@)=E@)+o,p(t)+0,x(1), (6.31)

burada o, ve o, pozitif sabitler olup ¢ ve y,

o(t) = &(1) j xu,uudx, (6.32)

(@)= —g(t)j xu, j g(t—7)(u(t)—u(r))drdx. (6.33)

seklinde tanimlanmaktadir.

Lemma 6.4.1. Yeteri kadar kiiciik o, ve o, degerleri i¢in, asagidaki esitsizlik J, ve

0, pozitif sabitler olmak tizere saglanir;

S.F(t) < E(t) < S5,F(f). (6.34)
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Ispat. F(¢) fonksiyonunda tiim degerler yerine yazilip diizenlendiginde,
4 { t
F(t) = E(t)+ 0,6(0) [ xuudx - 0,(0) [ xu, [ g(t = 7)(u(t) —u())drdx
0 0 0

14 14 14
<E(f)+ % &(?) ! xudx + % g(z)l xuldx + % &(7) { xudx

+ %g(z)ix[i a(t—7)u(t) —u(r))dr] dx
<E@)+ % g(t).! xu, dx + % 6‘(2‘)'([ xu'dx + % e(t)'([ xu,”dx
+ % 3(t)j: xi g(r)dz‘_(i:g(t —)u(t)—u(r)) drdx

L C 4
<E@)+ (o]++2)g(t) I xu, dx + "TO-I e(t)j xu,dx
0 0

; % (1=1)s(t) ! ng(z — D) u(t) —u(z)) drdx
<E(t)+ M ! xu2dx + % ) { xu 2d + % (1-1)C, &(t)(gou, (1)

1
<—E(1),
5 EO

1

elde edilir. Benzer yolla,
(0, +0,)e(t) ¢ C,o ¢ o
F()>E®t) —% j xudx —PTg(t) J’ xudx —72(1 ~1)C &(t)(gou, )(t)
0 0

‘ C ¢
2 2 ) 2" 2 )

p(x) dx

.{%—%02 (1—l)g(t)}(goux)(t)—%jﬂ“

10

1
> —E(),
5 £@

2
yazilir. Burada o, ve J, yeterince kiiciiktiir.
Lemma 6.4.2. ve L”((0,T); H), v, € L"((0,T); H) ve g, [0,T] araliginda siirekli bir

fonksiyon olsun ve 0 < 3<1 ve p >0 oldugu varsayilsin. Oyleyse asagidaki esitsizlik

saglanacak sekilde bir C >0 sabiti vardir;
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p-l1

! (p-1+9)
0,2, | g”’(r)dr}
0

[g=D)|v.(.0-0,(0);, dr < c( sup
0 0<z<T

(6.35)

><ng(t—f)

Ispat. Bakimiz (Mesloub ve Messaoudi, 2010).

) (p-1+8)
Ux(.,t)—ux(.,r)”H dr .

Lemma 6.4.3. ve L”((0,7); H), v, e L"((0,T); H) ve g, [0,T] araliginda siirekli bir
fonksiyon olsun ve p >0 oldugu varsayilsin. Oyleyse asagidaki esitsizlik saglanacak

sekilde bir C >0 sabiti vardir;

t , (p=D/r
[0, -0, (o} dr < C[r .0 +[lo. o, ‘”}
7 0

X(Jt'g”(t—r)

Ispat. [Bakiniz (Mesloub ve Messaoudi, 2010)]

(6.36)

Y
0,(.0) 0,7, er .

Lemma 6.4.4. 2 < p, < p(x) < p, <3 olmak lizere, (6.12), (6.13), ve (6.25) saglansin.
Oyleyse (6.32) ile tanimlanan ¢ fonksiyonu (6.1)-(6.3) probleminin ¢dziimii boyunca,

asagidaki esitsizligi saglar:

0'(t) < (1 + % +(2E(0))"" j e(t) j xu2dx — B - Z—; - aC;L } (t) j xu2dx

l , (6.37)
+ %)( j gz_”(r)dr] (g”ou_ (1)) +&(f) j xu”dkx.
0 0
Ispat. Oncelikle (6.32) ile verilen ¢(¢) fonksiyonunun tiirevi alinirsa,
0 4 (
p'(t)= g(t)j xu, udx + g(t)j xu dx+& '(t)_[ xuu,dx, (6.38)
0 0 0

elde edilir. (6.38)’in birinci terimi, (6.1) denkleminin her ki tarafinin Lemma 6.3.2’nin
ispatina benzer sekilde xu ile garpilip, bolge ilizerinde integre edilmesiyle bulunur.

Sonrasinda bulunan esitlik, tekrardan (6.38)’de yerine yazilirsa,
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m(x)-1

udx
(6.39)

P'(t) = g(r)j xu,2dx — g(t)j xu 2dx+g(t)j xu”dx g(r)j x|u,

+ E(Z)I xXu, I gt—tu (x,7)drdx+¢ '(t)j xuu,dx,

ifadesi kolaylikla elde edilir. (6.39)’un sondan ikinci terimi i¢in kestirim elde edilirken,
g fonksiyonuna ait olan esitlikler, Young’s esitsizligi ve Poincare esitsizligi

kullanilirsa,

5(t)j xXu, j gt—ou, (x,7)drdx

S%ixuxzder?ix(j:g(t— J dx (6.40)

)dTT dx

rahatlikla yazilir. Ardindan (6.40)’mn sag tarafindaki ikinci terim igin, her 7 >0
oldugunda, Young’s esitsizligi kullanilirsa,

jxﬁg )erzdx
ijﬁg(“ (D)-u, de
+j ’{jg(t 7)u, (t)|drj2 dx

-

+2j U g(t-
ux(t)|dr] dx
j dx,

S(l+n)jx£t
j dx < jgz_p(r)drj.g

¢ 4 t
< il‘)J.xuxzdx+@J-x
2 0 2 0 0

(6.41)

u, (t)| dz'] dx

{o-tlfjo

elde edilir. Asagidaki ifade direkt olarak yazilabilir;

=
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Boylece, I g(r)dr < j g(r)dr =1-1 ifadesi kullanilarak, (6.41),
0 0

jx(t )drj dx
0 ol 0 (6.42)

+ (1 + %j i g’ (r)drj j; xg”(t—

halini alir. Elde edilen ifadeler (6.40)’da yerine yazilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir;

g(t)J‘ xXu, j gt—7u (x,7)drdx

(
([ xfu, (0)] el (6.43)

+ ?(1 + %]j;gZp (r)dr_([':[xgp(t 4

Ayrica, a >0 i¢in (6.39)’un son terimi asagidaki sekilde yazilir,

(
Siﬂjxuxzdx+iﬂ
2 2

£

& (t)fxuud g(l) O

(C ajxu zdx+éj;xu j (6.44)

Benzer sekilde (6.39)’un sondan iiciincii terimi asagidaki gibi yazilir,

NC,
&J.xuxzdx. (6.45)
4y

0

l £
—8(t)J.x|ut R yg(t)jx|u,|2(m(x)_l) dx +
0 0

4
(6.21) esitliginden yola ¢ikarak, 2(E(¢)—J(¢)) = jxutzdx ve E(0)> E(t) oldugundan,

0
£
2E(0) > [ xudx, (6.46)
0

elde edilir. Bu bilgiye dayanarak, (6.45) in sag tarafindaki birinci terime kestirim

uygulanirsa,

(
J.X|M,

0

‘ m(x)—-1 1 4
2Am-D g o [J‘ xutdeJ < (2E(0))’"2‘2 J.xutzdx = C‘Ixutzdx, (6.47)
* 0

0
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yazilir. Son olarak elde edilen tiim esitsizlikler (6.39)’da yerine yazilirsa,

4
p'(t) < (1 + L +C* J g(t)j xu,’dx
2a 7

_?{1_(1“7)(1_1)2 —S—;—anLquxzdx (6.48)

—(1 + lj (j g>" (T)dl'] (g’ou (1)) + 8(t)J.xu”(X)dx,
nJ\% 0

bulunur.Burada 7 =//(1-1) alindiginda, (6.37) elde edilir ve ispat tamamlanur.

Lemma 6.4.5. 2 < p, < p(x) < p, <3 olmak iizere, (6.12), (6.13), ve (6.25) saglansin.
Oyleyse, (6.33) ile tanimlanan y fonksiyonu tiim x>0 degeri igin, asagidaki

esitsizligi saglar;

(O <eu|1+C +2(1- l)zijuxzdx

+ (1) {u—j.g(r)drhuC' +,L1L}J.xut2dx
p 0 (6.49)

241)C ’
+[2L+2ﬂ+%} g(t)ugz"(r)dr](gpoux)(f)

Y7,

C
588 ou)(0).
U

Ispat. y fonksiyonunun direkt olarak tiirevi almip, (6.1) denkleminden de yardim

alindiginda, asagidaki esitlik elde edilir;
2O =] xu, (r)( [egt-)0)- ux(r»drjdx
— g(t)J. X (j gt—7)u (t)—u, (r))dr] U gt—71)u, (r)er dx

[ (6.50)
—g(t)J.x|u

Py, U g(t—7)(u(t) - u(r))dr] dx

— E(Z‘)I xu, j. g'(t—7)u(t)—u(r))drdx
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+&(t)| x|u, uj 2t —)(u(t) —u(r))drdx
— E(Z)I xu,” j. g(t—r1)drdx.

Simdi (6.50) denkleminin sag tarafindaki terimlerine, tim x>0 degerleri icin

kestirim uygulansin. ilk terim,

g(t)j- xu () U gt—7)u (t)—u, (T))dT] dx

[ (6.51)
2 1 t 2-p P
< ,ue(t)z[ xXu “dx + E e(t) [! g (r)er (g ou, )(t)
Ikinci terim,
&) x(jg(r 1), (1) -, (r))dr](iga o, (r)dr]dx
T ( ’ t (6.52)
<2u(1-1)&(t) j xu dx + [2;1 + i) g(t)( j gz_p(r)drj( g’ou)(t).
0 4u 0
Uciincii terim,
&) [ x[ul"" u [j gt —7)(u(t) —u(r))dr]dx
D c (6.53)
< uC *S(t)£ xu,”dx + 8(t)ﬁ[ ! g (r)d Tj(gpoux )(),
burada, C" asagidaki gibidir,
- C. [ 2p, E(O)J ’ .
3-p,\U(p,—2)
Dordiinct terim,
&0 xutj.g (¢ —7)(u(t) - u(r))drdx
o0 (6.54)

< ug(t)j xu,>dx — 20 C,e(0)(g ' ou,)(?).
0 au

Besinci terim i¢in, (6.45) e uygulanan kestirime benzer bir kestirim uygulanirsa,
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g(t)j X |ut u, j[ g(t—7)u(t)—u(r))drdx

(6.55)

< ue(t)C* jxu 2dx+[jﬂ]8(t)("-g P(T)dTJ(g ou )( )-

Son terim igin,

- '(t)j xu, j g(t—71)(u(t)—u(r))drdx
I:,ujxu “dx+ L Lj‘gZ p(z‘)dz'}(g ou )( ):I (6.56)
(J.gZP(r)dr}(gpoux)(t).

Elde edilen tiim kestirimler, (6.50)’de yerine yazilirsa ispat tamamlanir.

< g(t)

< ,uLg(t)j xu,
0

Teorem 6.4.6. Teorem 6.2.4 kosullar1 gegerli olmak iizere, ilave olarak (6.13) ve
(6.14) saglansin. Oyleyse, her #,>0 degeri igin, asagidaki esitsizlik saglanacak

sekilde K ve x pozitif sabitleri vardir,

—Kj.S(T)dT
Ke " ;0 o p=1
E()< t ~1/p-1 (6.57)
3
K| 1+ | e(r)dr ;o I<p<—
( !() J p<3

Ispat. g fonksiyonu siirekli ve g(0)> 0 oldugunda her t, > 0 i¢in, asagidaki esitsizlik

yazilir,
t ty
Ig('r)dr > Ig(r)dr =g, tim t>t, igin. (6.58)
0 0

(6.23), (6.37), (6.49) ve (6.58) kullanilarak,
Fi()=E{t)+0,p'(t)+0,x'(1)

1 1 f m(x 1 1
= E(g ‘ou )(t) —Eg(t)J' xuxzdx - Ixu, ®dx + o,0'(t)+o,x'(t)
0

0

4 £
< %( g'ou)(t) - % ()] xudx+C* [xuldx+ 0,8 '(0) + 0,7 (1)
0 0
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1 (
<—|-C"? -0, (1+£+C'J+02 (go —,u(1+L)—/1C°) g(t)Ixutzdx
2a 7

4
+ Glg(t)jx|u 7O e+ {l _%:EO)
0 2 4u

Cpg(o)} (g'ou,)®)

_ {01 (5 - 4_; - Tfj -0, y(l +C +2(1-1) )}g(t);[xuxzdx

+ {ﬁ +0, |:L + 2ﬂ + %:H g(t) (j- gZ—p (T)d'[] (ngux (t))a
2 4u 0

. _ .1 C aCL
elde edilir. & ve y degeri, ———%——=

2 4y 2

> 7 esitsizligi saglanacak sekilde segilip,
yeteri kadar kiiciik # degeri icin asagidaki kestirim yazilabilir,

k2:%11—02;1(1+C*+2(1—l)2)>0. (6.59)
a, y ve u degerleri sabit olmak iizere, o, ve o, degerleri (6.34) ve (6.59)
esitsizlikleri gegerli kalacak sekilde yeterince kiigiik secildiginde,

1

°2

k, =-o, 1+L+C’+

+0, (g, — u(1+L)— uC*) >0, (6.60)
2a o,

1 0,C,8(0) o, 1 e+0C, (¢ .,
kS—E—TE(O) {21”2[2#”‘”—4# }ug (r)de}>0,(6.61)

kestirimleri yazilabilir. Bu nedenle, (6.13) ile verilen esitsizlik kullanildiginda, ¢ > ¢,
degeri icin,
(

F'(t)< —gg(z){ j xufdx—jx|u|”">dx+ j xudx+ (gpoux)(t)}, (6.62)

0 0

elde edilir. Burada ¢ = min{k,,k,,k,} dir.

Simdi p nin farkli degerleri i¢in asagida iki farkli durum verilecektir:

6.4.1. Durum 1. (p=1)
0,,0, ve u se¢imi sayesinde (6.62) yazildi, ve simdi S, >0 sabiti i¢in asagidaki

yazilir,
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F'@&)<-Be@)E(®), tim t=>t, igin. (6.63)
Devaminda, (6.34) esitsizliginin sol tarafindan ve (6.63)’den yardim alarak,
F'@t)<-poec@®)F(), tim t=t, igin, (6.64)
elde edilir. (6.64) esitsizliginin (f,,7) araliginda integrali alindiginda, asagidaki
esitsizlik yazilir,

(o) etexe

F)<F(,) tim t=t, igin. (6.65)

Boylelikle, (6.34) yardimiyla, (6.57) saglanir.

6.4.2. Durum 2. (1< p< %)

(6.13) ve (6.14) kullanilarak,

207 2 (p-D[e(e)dr+2(1,)"",

)
yazilabilir. 0 < 3<1 i¢in, agagidaki esitsizlik elde edilir,

® 2 1
j 2 (r)dr < j T (6.66)
0 0

(p-D[e(r)dr+g(t,)"™"

)

0<3<2—-7<1igin, (1-9)/(1-7)>1 oldugu goriiliir. Bu bilgi ve (6.15) kullanilarak,
J.gl’g(r)dr <oo, tim 0<8<2-p icin,
0

elde edilir. Lemma 6.4.2 ve (6.27)’ye bakilarak,

© (p-D/(p-1+9)
(gou)t) < C(E(O)I g™’ (T)dZ'J (gpoux)‘g/(p‘”‘g),
0

baz1 pozitif C sabiti i¢in yukaridaki esitsizlik elde edilir. Buradan, her p, >1 degeri
i¢in,

4

4 (
E” (1) < CE”(0) (I xu,”dx —Ix|u|p(x)dx + J.xuxzde +C(gou )™
0

0 0
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( ( ¢
< CE”(0) (J.xutzdx —J-x|u|p(x)dx + J.xuxzde
0 0 0
® pi(p-D)/(p-1+9) (6.67)
- 9o, /(p-1+3)
+ C{E(O)Ig1 S(T)a’rj} {(gpoux)(t)} aflo-t+9)
0

elde edilir. 9p,/(p—1+9)=10lmasi igin $=1/2 ve p, =2p—1 se¢ildiginde, (6.67)

o p-l

esitsizligi baz1 ' = J. g ? (r)dr >0 degeri igin,
0

l l (
E” ()< F(Ixutzdx—jﬂur(x)dx + jxuxzdx +(g”ou, )(t)], (6.68)
0

0 0

elde edilir. (6.34), (6.62) ve (6.68) bir arada kullanilirsa asagidaki ifade yazilir,

F'() < —%g(r)E"' (1) < —%MF”‘ (t), wim t=t, igin. (6.69)

(6.69)’un (t,,t) araliginda integrali alinirsa,
. ~1/(p-1)
F(H)<C (1 +jg(r)er . tiim t>t, icin (6.70)
f
yazilir. Buradan asagidaki esitsizlik yazilir,

1

[ P s | ——
" " (1 + g(r)dr}

)

1/(p,—1)>1 ve t — +o0 iken 1+Ig(r)dr—>+w oldugu i¢in, (6.15)den,

0}

TF(t)dt <o, (6.71)

)
elde edilir. Ek olarak, (6.15) kullanilarak, asagidaki esitsizlik yazilir,

tF (1) < T Gt

t 1/(/71
" [1 + J.g(r)er

ty

—<C,. (6.72)
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Buradan, agagidaki ifade elde edilir,

suptF(t) < +oo. (6.73)

121,

E(¢t) sinirh oldugundan, asagidaki esitsizligi elde etmek i¢in (6.34), (6.71) ve (6.73)

kullanilmistir,

TF(t)dt +suptF(t) < .

>
% >0

Oyleyse, Lemma 6.4.3 ve (6.27) kullanildiginda,

(gou,)(®)

; (p-D/p 1, Ve
2 CRO o [ ) B [ P e

0

( (p-D/p
<C, (tF(t) +[F (f)dfj (g7ou,)"” <Cy(g"ou,)"”,
0

/ (p-D/p
elde edilir. C; =C, [IF )+ I F(r)d r] olan pozitif bir sabittir. Buradan da,
0
(g”7ou,)(t) 2 Cy(gou,)”, (6.74)

P (p-1)
sonucu ¢ikar. Yani pozitif sabit olan C,=C/ =C (IF (t)+IF (r)dr]
0

seklindedir. Sonug olarak, (6.62) ve (6.74) birlikte kullamldiginda, 7>z, ve
C,=¢C, >0 igin,
l 4

(
F'(t)<-Ce(t) Dxuﬁdx - jx |u|p(x)dx + Ixuxzdx + (goux)p(t)} ,
0

0 0
yazilir. Diger taraftan C, =I'C, >0 olmak tizere (Mesloub ve Messaoudi, 2010) daki
gibi ¢ >, i¢in, asagidaki esitsizlik yazilir,

‘ ¢

l
E?(t)<C, D xu, dx — J.x|u|p(x)dx + Ixuxzdx +(gou )’ (t)}.
0

0 0

Son iki esitsizlik ve (6.34) kullanilarak,
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F'(t)<—C,e()F*(t), tim t>t, icin, (6.75)

C . . .
C,=—26, >0 olmak tizere, elde edilir. (¢,,7) araliginda (6.75)’in integrali alinirsa,

6

C; >0 olmak iizere asagidaki sonuca varilir,

; -1/(p-1)
F(1)<C, £1+jg(r)dr] , tiim t>1, icin.

)

Boylelikle yeniden (6.34) araciligiyla, (6.57) elde edilir ve ispat tamamlanir.

6.5. Coziimlerin Patlamasi

Bu boliimde m(x) =2 oldugu durumda yani soniimleme terimi lineer iken ¢éziimiin
patlamasi Li ve Tsai metodu ile incelenecektir. [lave olarak m(x) # 2 oldugu durumda

yani sonlimleme terimi lineer degilken ¢6ziimiin patlamasi Georgiev ve Todorova

yontemi ile incelenecektir.

6.5.1. m(x)=2
Sonuca ulagmak i¢in Lemma 3.2.2.1 ile verilen Li ve Tsai metodu kullanilacaktir.

m(x) =2 alindiginda (6.1)-(6.3) problemi,

POy (0,0)%(0,T), (6.76)

u,— l (xux)x + jg(t - T) l (xux (xv T))x dr + u, = |u
X 0 X

u(x,0) =u,(x), u,(x,0)=u,(x), xe(0,0), (6.77)

u(l,t) =0, jxu(x, f)dx =0, (6.78)

halini alir. Sonuca ulasmak icin (6.12)’ye ilave kosul olarak,

o (6.79)

>0, g'(r)<0 dr <
g2(z) g'(1)<0 ve {g(r)r —

yazilsin.

Tamm 6.5.1.1. (6.76)-(6.78) probleminin u ¢dzliimii i¢in,

75



lim ( j xuj) =0 (6.80)

t—>Tx

*
sartin1 saglayan sonlu bir I zamani varsa, buna ¢dziimiin patlamas1 denir.

Not 6.5.1.2. E(¢) fonksiyonu (6.76)-(6.78) problemi icin de (6.22)’de yazildig:
gibidir. Ayrica benzer sekilde,

(

%E(r) — (g'ou)(t) - g(t)! xu v [ xu 2 <0, (6.81)

0
yazilir.

Not 6.5.1.3. (6.81) esitsizligi, (0,¢) aralifinda integre edilirse,
t t ¢ t
E@)=E0)+ I(g ‘ou )(7)dr — Ig(r)I xu,”(x,7)dxdr — “‘qu2 (x,7)dxdr, (6.82)
0 0 0 00

elde edilir.

Simdi u, (6.76)’nin ¢oziimi olmak iizere,
( t
H(t) = j xu® (x,t)dx +qu2 (x,7)dxdr, (6.83)
0 00

fonksiyonu tanimlansin.
Lemma 6.5.1.4. (6.79) ve 0< 5 < plT_z saglansin, o halde asagidaki esitsizlik yazilir,
( t
H"(t) =4 +1)[ xudx > (~4-85)E(0) + 425 +1)[ [ xu (x,r)dxdz.  (6.84)
0 00
ispat. (6.83)’den,
( t
H'(t)= 2I xuu, dx +J. xu’dx, (6.85)
0 0
yazilir. (6.85)’den,

( ( (
H"(t)= ZJ‘ xu, dx + ZJ. xuu,dx +2 j xuu, dx, (6.86)
0 0 0
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elde edilir. Bu esitligin son terimi, (6.76) denkleminin her iki tarafi xu ile carpilip

(0, 0) lizerinde integre edilerek yeniden diizenlenirse,

l (
H"(1) = ZJ xu, dx + 2I xuu,dx
0 ° (6.87)
F x)-2 1 t 1
+ 2Ixu {|u|p( g —(xu,), — J.g(t -7)—(u,(x,7)) dt —ut}dx,
0 X 0 X

bulunur. Parantez icindeki terimler tek tek diizenlenirse, diverjans teoremi de

kullanilarak,

4 ( 4
H"(t)= ZJ. xu,dx + ZI xuu,dx + ZI X |u|p(x) dx
. . ’ [ (6.88)
— 2I xudx + 2I I gt—oxu (x,t)u, (x,7)drdx —2I xuu,dx,
0 00 0

elde edilir. Son esitligin sag tarafindaki bastan ikinci terim ile son terimin birbirini

gotiirdiigii goriiliir, yani esitligin son hali asagidaki gibidir,
( ( ( (¢
H'"(t)= 2_[ xu,’ dx + 2I X |u|p(x) dx — ZJ‘ e dx + 2I j gt —7)eu (x,t)u (x,7)drdx. (6.89)
0 0 0 00

Ispati tamamlayabilmek i¢in 4(25 +1)E(0) elde edilmesi gerekir. Oncelikle (6.82)

esitliginden,
t t ( t
EQ0)=E(t)- I (g'ou )r)dr + Ig(z')J‘ xu’ (x,7)dxdt + I I xu”(x,7)dxdr, (6.90)
0 0 0 00

oldugu goriiliir. (6.22) ile verilen E(¢) fonksiyonu (6.83)’de yerine yazilirsa,

1 1 t ¢ 1 ¢ x|u p(x)
EW0)=— xu,zdx+—(l— g(r)dr] xudx+—(gou )(t)— | ——dx
2! 2 { ! 2 ! p(x)

{ . (6.91)
—I(g'oux)(r)dT+Jg(r)I xu,’(x, r)dxdr+_”xurz(x,z')dxdr,

elde edilir. (6.84) esitliginin her iki tarafi 4(20 +1) ile carpildiginda istenen elde edilir,
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426 +1)E(0) =2(25 + 1)j xu dx + (2 +405) (1 —~ j g(r)dr]jxujdx

0

¢ p(x)
+2(26 +1)(gou, (1)~ 425 +1)| |u(—)dx (6.92)
2 p(x

—4(25 + 1)j (g'ou )T)dr +4(25 + 1)j [ (x,)dxd.

Simdi (6.92) esitligi (6.89) esitligine eklenip ¢ikarilirsa,

H'(t) = (-85 —4)E(0) +4(5 +1) j xuldx +(2+40) [1 - j g(r)ds} j xu 2dx

0

¢ t
40+2) [xlu"dx— 425 +1) [ (g"ou, X2}z
i 4 0 (6.93)

t !l 0 (t
+4(20 + I)I J. xu,dxdr — 2I xu, dx + 2I I g(t—7)xu (x,tu (x,7)drdx,
00 0 00

+2(20 +1)(gou )(t)+2(1-

elde edilir. (6.93) esitsizliginin sag tarafindaki son terim asagidaki gibi yazilir,

O C—y

jg(t —7)xu (x,tu (x,7)drdx = Ijxg(t —T)u (x,)(u, (x,7)—u (x,t))drdx
‘ ' 4 (6.94)

t

4
+ I J. g(t—1)xu’(x,t)dzdx.
00
(6.94) lin sag tarafina Holder ve Young’s esitsizlikleri uygulanirsa,
(t 1 1 t (
I I gt —7)xu (x,t)u (x,7)drdx > — {E (gou )(t)+ 5 I g(r)drj xu,”(x,t)dx
00 0 0
t £
+ j g(r)dr j xu 2 (x,1)dx (6.95)
0 0

= _% (gou,)(t)+ % j). g(r)drj xu”(x,t)dx,

0

bulunur. (6.95) esitsizligi (6.93)’de yerine yazilirsa,

(

H"(t)—4(5 + 1)j xu dx > (=4 —88)E(0) + [45 —(1+ 45)j g(r)drj j xu dx
0 0 ‘ (6.96)

p(x)dx

+(4§+1)(g0ux)(t)+2(1— 45+2jjx|u
no )y

1
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t t (
—2(2+45) j (g'ou)(7)dT +4(25 +1) j j xudxdr,
0 00

elde edilir. Lemma 6.5.1.4°de verilen kosullar altinda, ispat tamamlanir.

-2
Lemma 6.5.1.5. (6.79) saglansin ve 0<5<p'T olsun. Ayrica asagidaki
durumlardan biri saglansin:

i) EW0)<0 ve unouldx >0,

i) £(0)=0 ve |xuyudx>0 ve

Ot—— D

H(0) > [ xuy’dx, (6.97)
iii) £(0)>0 ve
H'(0)>r,| H0)+ K +jxu *dx (6.98)
y 4(5+1)| 5 " '

¢
Bu durumda > igin H'(t)> Ixuozdx olur. Burada, (i) durumunda ¢, =¢" ve (ii), (iii)
0
durumlarinda da 7, =0 dir. Ayrica K, ve ¢ strasiyla (6.110) ve (6.105)’de verilmistir.
Ispat.
l
i) E0)<O0ve Ixuouldx >0 olmas1 durumunda, (6.84)’den
0

H"(t)>~4(1+25) E(0),

yazilir. Burada 0 dan ¢ ye integral alinirsa,

jH"(r)dr > j—4(l+25)E(0)dz',

(H (1)~ H'(0)) > -4(1+25) E(O)t, (6.99)
H'(t)> H'(0)—4(1+25) E(O).

elde edilir. (6.85) ifadesinde ¢ yerine 0 yazilirsa,
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( t
H'(0)= 2J Xu,u,dx +I xu, dx,
0 0

elde dilir. Bu esitlik (6.99)’da yerine yazilirsa,

( (
H'(t)> ZI Xuyu,dx +J. xu, dx —4 (1 + 25) E0)t,
0 0

halini alir. £(0)<0 ve Ixuouldx >0 oldugundan, ¢ >¢" igin,
Q

4
H'(t)> Ixuozdx,
0
olur. Bu ifade ve (6.99)’dan,
4
4(1+28) E(O)t = H'(0)— [ xuy’dx,
0
olacak sekilde ¢ vardir. Bu esitsizlikten ¢ c¢ekilirse,

H'(0)~ jxuo
2 4(1+25)E(O) ’

elde edilir. 1>1 igin,

¢t =max-<0,

3

H'(0)- jx
5

4(1+25)E(0)

bulunur.

¢
ii) Eger E(0)=0 ve Ixuouldx >0 ise, bu durumda (6.84)’den >0 i¢in,
0

H"(t)>0,
olur. Burada (0,7) araliginda integral alinirsa,
H'(t)> H'(0)

yazilir. Ayrica,
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4 (
H'(t)= 2‘[ xuu,dx +I xu’dx
0 0
ve
4 l
H'(0)= 2I xXuu,dx +I xu,’dx
0 0
dir. H'(t)> H'(0) ifadesi iistteki esitsizlikte yerine yazilirsa,

( 4
H'(t)=2 J. Xuu,dx +J. xu,”dx,
0 0

elde edilir. Boylece ¢ >0 i¢in ve Ixuouldx >0 kabuliinden,
Q

4
H'(t) > jxuozdx,
0

olur.

iii) £(0)>0 ise, oncelikle

Zj‘j.xuutdxdr = %j.j.xuzdxdr = jxuz(t)dx - j.xuz(O)dx (6.106)
00 00 0 0

esitligi yazilsin. (6.106) denkleminden,
¢ ( t (
j xu’ (£)dx = Ixuz (0)dx + 2_[ I xuu,dxdr,
0 0 00

dir. Bu denklemde esitligin sag tarafindaki ikinci terime Holder esitsizligi ardindan
Young’s esitsizligi uygulanirsa,

1 1
x2ux?u,dxdt

J-xu (t)dx = jxu (0)dx+2j

| [=
< j xu (O)dx+2j[ : ] dx}r (6.107)

0

< Ixuz (0)dx + j'[xuz(f)dxdr + J‘J‘xur2 (t)dxdr,

yazilir. (6.83) ile verilen H(?) esitliginden yola ¢ikarak,
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l t (

I xu” (x,t)dx =H (t) — I I xu’(x,7)dxdr,
0 00

elde edilir. Ayrica (6.85) yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa,

t ( 4
H'(t)=H(t) —Ijxuz(x, T)dxdt + ZJ xuu,dx,
00 0

bulunur. Bu ifadeye 6nce Holder esitsizligi uygulanirsa,

‘0 (1Y (r1 Y
H'()<H(t)- j j xu®(x,7)dxdr + 2{ j (xqu de[ j (xzulJ de :
00 0 0
elde edilir. Ardindan Young’s esitsizligi uygulandiginda,

H'@®)<H(®) —jjxuzdxdf +J€xu2dx+jxut2dx,
00 0 0

¢
yazilir. (6.107) ifadesinden Ixuz(t)dx yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler
0

yapilirsa,

( ( t l

H (6) < H(t)+ [ xuy dx + [ xudx+ | [ xudxd, (6.108)

0 0 00

elde edilir. (6.108) esitsizliginin her iki tarafi —4(J +1) ile garpilirsa,
(
(S +DH (1) 2 ~4(8 +DH (1)~ 45 +1) [ 3, dx
0
( t !
—4(0+ I)I xu, dx —4(S + 1)I I xu_dxdr,
0 00
olur. Bu ifade ile (6.84) taraf tarafa toplanirsa,
4 (
H () =48 + D) H (£) 2 ~4(5 + D H () =4S +1) [ xu dx — 45 +1) [ xu, dx
0 0
t (
—4(S5+1) j j xu_2dxdr —4(28 +1)E(0)
00
t !l (
+4(20 + I)J. _[ xu_”(x,7)dxdt +4(S + l)j xu, dx,
00 0

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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H"(t)—4(8 + V) H () + 4(5 + 1) H (£) + 425 +1)E(0)

t l ¢ t l
~428 +1)| [xu,*dvdr +4(5 +1) [ xu, dx + 48 +1) [ [ xu,*dxdr 2 0,
00 0 00

olur. Boylece,

H"(t)-4(S+)H'()+4S+DH(1)+K, >0, (6.109)
bulunur. Burada,
( t !
K, = (85 +4)E(0)+4(5 +1)[ xu, dx — 45 [ [ xu dvdr, (6.110)
0 00
dir. #> 0 igin,
K
B(t)=H(t)+ L
O=HO+ 5

olsun. Bu durumda B(f), Lemma 3.2.2.1’i saglar. Lemma ispat: tamamlanur.

Teorem 6.5.1.6. (6.79) sartlar1 saglansin ve 0<5<plT_2 olsun. Asagidaki

durumlarda,

i) E0)<0ve jxuouldx >0,
0

‘

ii) £(0)=0, jxuouldx >0 ve (6.97) saglanr,

[H () — j xuozde

0

S(H(to) +(T, - to)j‘xuozdx}

0

iii) 0< £(0) < ve (6.98) saglamir. Oyleyse, u

¢Oziimii (6.80) anlaminda sonlu bir T " zamaninda patlar.

i) durumunda:

. L(t
r<q - L) (6.111)
dir. Ayrica, eger L(Z,) <min {1, /— } ise, 0 zaman,
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T <t ,+ In 6.112
_E _L(to)
olur. Burada,
2,2 ‘ ? N
a=0°L (1) (H 't,) —J‘xuozdx} —8E(0)L °(t,) (6.113)
0
ve
b=86E(0) (6.114)
dir.
ii) durumunda:
T*er—L(tO) (6.115)

dir.
iii) durumunda:

* L * &Tl —L
T sﬁ veya I™ <f,+2 2 ﬁ{l—[HcL(to)] w},
a Ja

Ja

b \2+s
olup, burada ¢ = (—j dir. Burada a ve b sirasiyla (6.113) ve (6.114)’de verildigi
a

gibidir. i durumunda 7, =" (6.105)’de verildigi gibidir, ii ve iii durumunda ¢, =0 dir.

Ispat. ¢ [0, 7;] i¢in,

L(t)= {H(r) +(T,-1) j xufdx} (6.116)

0

olsun. Burada 7, daha sonra belirlenecek olan bir sabittir. (6.116) nin birinci ve ikinci

mertebeden tiirevleri alinirsa,
( -o-1 ¢
L'(t)y=-06 {H(r) + (T1 — t)jxuozdx} {H (t)— J‘xuozdx} ,
0 0
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buradan,
L'(t)= 51 0] {H -] xuozdx} (6.117)

yazilir, ve

L"(t)=—5(—5—1){H(t)+(Y]—t)j.xuozdx} { Ok J.xuo }

" (6.118)
—5{}1(;) +(T,—1) j xuozdx} H"(t)
dir.
Lo = {H(t) +(T, 1) j xufdx}
oldugundan,
L'(t)=—SL o () H "(t){H(t) +(T; - t)Ixuozdx}
g (6.119)

+5L”(2>‘(t)(1+5){ () - jxuo }

elde edilir. Buradan,

Viy=H "(t){H(t) +(T,—1) j xuozdx} —(1+ 5){}1 (t)- j.xuozdx} (6.120)

0

olmak tizere,

L'(6)==8L " (1) (1) (6.121)

yazilabilir. Hesaplamalarda kolaylik olmasi i¢in,

xu

u

P = jxuzdx, R,

xu 2abcdr

“Jura
|

0, :jjxuzdxdr, S,
00

S C—

gosterimleri kullanilacaktir. (6.84)’den,
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4 t (
H"(t) > (—4—88)E(0)+4(5 + 1) xu dx + 425 + 1) [ [ xu,” (x, 7)dxd x
0 00
yazilir. Buradan,
4 t L
H"(t) > (-=4—85)E(0)+4(5 +1) {j xu2dx + j jxu,zdxdr} (6.122)
0 00
elde edilir. (6.106), (6.85)’de yerine yazilirsa,
l t !l (
H'(t) = 2.[ xuu,dx +2j I xuu,dxdt + Ixuozdx
0 00 0

elde edilir. Bu esitligin sag tarafinin ilk iki terimine Holder esitsizligi uygulanirsa,

H'it)< 2[j.xu2de2 Uxufdx}z

0 0

(6.123)

1
+ Z(jjxuzdxdr]z [Ijxuﬁa’xa’r}2 +jxu02dx
00 00 0

bulunur. (6.116) ve (6.122)-(6.123) esitsizlikleri (6.120)’de yerine yazilirsa,

V(t)> {(—4 ~85)E(0)+4(5 +1) { j xu dx+ j j xufdxdrHL_; (t)

0

: t e t 2
_4(1+5)!\/J€xu2dxj.xut2dx +\/Ijxu2dxdfjjxurzdxdrl
00 00

(6.124)

0 0

olur. Yani,

V(t)2[ (-4 —85)E(0)+ 45 +1){R, +5,}] L350

2 (6.125)
_4(1+5)[\/Ruf; +40, 5, ]

yazilabilir. (6.125)’de diizenleme yapilirsa,

V()= (-4 —85)E(0)L‘§ 0)
,7(6.126)

+4(5+ 1)[(1%“ +8, )[H(t) +(T, —z)jxuozdxj_(JRu P, +40,5,)

elde edilir.
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HO)=F,+0,

olmak tizere, (6.126) nin son hali,

M) =(R,+S,)(P, +Qu)—(\/Ru.Pu +0,, )2 (6.127)

oldugu durumda,

V(t)= (-4 85)E(0)L‘§ () + A4S +D)(R, +8,) (T, —0) [ xu,dx + M (¢) (6.128)

seklinde yazilir. a,b,c,d >0 olmak iizere,
(ab+ed <(a +¢') (b +d)

formundaki Schwarz esitsizliginden 6tiirii M (f) nin negatif olmadig agikca goriiliir.

Boylece t>¢, icin,

V(t)=(-4-85)E(0)L °(t) (6.129)

dir. (6.121) ve (6.129)’dan ¢ ¢, i¢in,

l+g 1+l
L'(t)==6L ° (1)V (t)<46(1+28)E(0)L °(¢) (6.130)
esitsizligi elde edilir.
(6.117) ve Lemma 6.5.1.5°den ¢ >¢, i¢in L'(f)<0 oldugu goriiliir. (6.130) esitsizligi

L'(¢) ile ¢arpalip [¢,.¢] lzerinde integrali alinirsa, 1 >1 igin,

j.L (@)L "(0)dt > 45 (1+25) E(O)jL“; ()L'(t)dt

elde edilir. Yukarida yazilan integral esitsizlikten,

t

z(45(1+25)E(0))% ,
f +—

t

L*(1)
2

ty

z452E(0)[L2+‘;(f)—L2+‘;(fo)}

L™(0)-L"(t)
2
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(L2()-L7(,))> 852E(0)L2+% (1) - 852E(0)L2+§ t,)

elde edilir, buradan da,
2+l 2+l
L*(t)>85°E(0)L ()-8 E(0)L °(t,)+L"(t,) (6.131)
yazilir. (6.117)’den,
2
L?(1,)=6L 5(t ){H (t,) - jxuo }
bulunur ve (6.131)’de yerine yazilmasiyla,
2+l 2+l
L7(t)=85°E(0)L °(t)-85°E(0)L “(t,)
2+g ?
+85°E(0)L ° (ro)[ (t,) - jxuo }
1
—852E(0)L (1)
22 ‘ ’ 1
+5°L °(t,) [H'(to)—jxuozdx] ~8E(0)L °(t,)
0
esitsizligi elde edilir. Boylece ¢ > ¢, igin,

1
L2(t)>a+bL % (1)
bulunur. Burada a ve 4 sirasiyla (6.113) ve (6.114)’deki gibidir.

Eger (ii1) saglaniyor ise, (i) deki adimlara benzer olarak, 4 > 0 olmasi i¢in ancak ve

ancak,

[H'(to) - j xuozdxj —SE(O)L‘é (t,) >0,

[H () — jxuozdxj

8L ° (1)

> E(0)

esitsizligi saglanmalidir. (6.116)’dan yola ¢ikarak,
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L(t)_% = H(t)+ (T, —1) [ xu,dx

yazilir. O halde bu esitlikten yola ¢ikarak,

(H '(¢,)— j xuozde

0

(6.132)

E0)< -
8(H(t0)+(7; —to)jxuozdxj

olur. Boylece Lemma 3.2.2.2°den,

lim L(1)=0

t—>T

~ . * . * .. . . ..
sartim saglayan sonlu bir ' zamani vardir ki T 1n iist siirlar1 E(0) m isaretine gore

belirlenir.

6.5.2. m(x)#2

Bu boliimde m(x), (6.4) ile tammlanan sekilde iistten smirli oldugu durumda
¢dziimlerin patlamasi Georgiev ve Todorova metodu ile incelenecektir. m(x) # 2
olmasi, denklemdeki soniimleme teriminin lineer olmadig1 anlamina gelmektedir. Bu

sebeple yapilan bu inceleme literatiire énemli bir katki sunmaktadir. m(x)#2

alindiginda (6.1)-(6.3) problemi,

1 ‘ 1 m(x)—2 (x)-2
u,t—;(xux)x+_([g(t—T);(xux(x,r))xdr+|u,| u, =|M|P u, (6.133)
(0,0)x(0,7),
u(x,0) =u,(x), u,(x,0)=u,(x), xe(0,0), (6.134)
¢
u(£,0)=0, [ xu(x,)dx =0, (6.135)
0
halini alir. Sonuca ulagsmak i¢in (6.12)’ye ilave kosul olarak,
. by
g0, g@<0 ve [g@)dr<—2—. (6.136)
0 & -1+
2 2p,

89



yazilsin.

Not 6.5.2.1. E(f) fonksiyonu (6.133)-(6.134) problemi i¢in de (6.22)’de yazildig1
gibidir. Ayrica benzer sekilde,

14

E't)=(g"ou,)(t)— g(¢) [ xu*dx— [ x|u|"dx <0, (6.137)

0

elde edilir.

Simdi asagidaki esitlikler yazilsin,

1 1

B D :
Bl—max{l,lw}, /L_[bBl’"] ; EI—(E—;]&, G(t)=E,—E(t).(6.138)

E, € (E(0), E)) olacak sekilde daha sonra se¢ilecek bir sabittir. (6.138)’den, asagidaki

ifade yazilir,

G'(t)=—E'(t) = jx|u,

0

"D x> 0. (6.139)

Lemma 6.5.2.2. (Park ve Kang, 2019) (6.12) saglansin ve p(x) ve m(x) (6.4) ve (6.5)

kosullarini saglasin. O zaman,

1
E0)<E, ve X <M0)=1*|Vu,|, <B",
esitsizliklerinin saglandig1 varsayilsm. Oyleyse,
1|Vu@|, 2 22, 20, (6.140)

%S

¢
[xu)™ = BP Az, >0, (6.141)

0

olacak sekilde A, > A, sabiti vardir.

Lemma 6.5.2.3. p(x), (6.4) kosullarin1 saglayan dlgiilebilir fonksiyon olsun. Oyleyse

u=H}(0,0) ve 2<s< p, igin,

[

p(x))

x) Js
1248

i
o |7 < vl +fe

L'[\f(-’f)

(6.142)
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yazilir, burada C, = max {1,3 2} dir.

Lemma 6.5.2.4. Lemma 6.5.2.2’nin kosullar1 saglansin. Oyleyse, u=H)(0,() ve

2<s< p, igin,

Lp( )

I

elde edilir. C, , I ve C, e bagl pozitif sabittir.

e }’1 <C, ( ~G(O) =}, + [l ) (6.143)

Ozel Hal 6.5.2.5. Lemma 6.5.2.2’nin kosullar1 saglansin. Oyleyse, u = H}(0,() ve

2<s < p, i¢in, asagidaki ifade yazilir,

i <Co (=GO =, O, +[ul )- (6.144)

Lemma 6.5.2.6. Lemma 6.5.2.2’nin kosullar saglansin. Oyleyse,
l
0<G(0)<G(r) < j xfu@)|" dx, (6.145)
0

elde edilir.

Lemma 6.5.2.7. Lemma 6.5.2.2°nin kosullar1 saglansin. C; >0 olmak {izere,

asagidaki esitsizlik saglanir,

5 =l

LP() -

(6.146)

LPI *
Lemma 6.5.2.7 ve L (0,0) < L™ (0,() Sobolev gdbmmesi ile, asagidaki lemma yazilir.
Lemma 6.5.2.8. Lemma 6.5.2.2°nin kosullar1 altinda ve m, < p, olmak tizere, C, >0

degeri i¢in,

Ll()

m(X)) <C {(” |p(r))/ (” |

yazilir. Patlama sonucunu gostermek ig¢in, besinci boliimde yazilanlara benzer

. 1) 7 } (6.147)

argiimanlar kullanilacaktir.

Teorem 6.5.2.9. p(x) ve m(x), (6.4) ve (6.5) kosullarim saglasm. m, < p, olmak

lizere, g fonksiyonu (6.12) ve (6.136) kosullarin1 saglasm. Oyleyse,
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1-/ 3 _
——2)JE1 ve A <I*|Vuy, <B™,

E(0) < [1
P (p1 -

oldugunda, (6.133)-(6.135) probleminin ¢6zlimii sonlu zamanda patlar.

ispat.

Fi)=G""(t)+¢ j xuu, dx (6.148)

fonksiyonu, & > 0 daha sonra secilecek bir say1 ve

O<u<min{p1_2, P } (6.149)
2p,  p(my—1)

olmak iizere, tanimlansin.

(6.133) ve Young’s esitsizliginden,
F(6)=(1-0)G(OG(t)+&|u, )|}, — & |[Vu),

+¢& jg(t—z')xu (x,0)u (x,7)drdx (6.150)

(

l

¢ . ( !

ejx (t)|m(x)_ utudx+g'|.x|u(t)|pm dx,
0 0

elde edilir. Baz1 0<¢g, <1 i¢in, Young’s esitsizligini kullanarak, asagidaki ifade

yazilir,

© Ly

j g(t—7)xu (x,t)u (x,7)drdx = j jxg(t —7)Vu(t) (Vu(z') — Vu(t)) drdx

t

+ Ig(t -7) ||Vu(t)||2 dr = jjxg(t —7)Vu(t)Vu(r)drdx

0

- j j xg(t —7)|Vu()| drdx+ j g(t—0)|Vu@)|, dr (6.151)

—j [e@adz|Vu@,

—l(goux)(t)+%j;g(r)drlxuxzdx > [1— 1

2

_ pl(lz_gl) (goVu)(t).

(6.151), (6.150)’de yerine yazilirsa,
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F(t)2(1-0)G"(O)G'(t)+e|u, @), - | Vu),

1 0 2 (=g
+g[1—mj ! g(@)dze|[Vu(), —%&)(gow)(t) (6.152)

l
- EI x|u, (t)|m(x)72 u,udx + 8I x |u(t)|p(x) dx,
0 0

elde edilir. (6.152) de (goVu)(r) yerine (6.22) ve (6.138)’den gerekli terimler

yazilarak, agsagidaki esitsizlik elde edilir,

F'(t)> (l—u)G“(t)G'(t)+g(1+@)||ut O, +&p,(1-)G(0)

(d-g t 1 t 2
%(%—%— j g(r)drj—mlg(ﬂdr}llwﬂllﬁ

‘

—ep,(1-)E, —&[ x[u,(¢)

0

(6.153)

m(x)=2 p(x)

uudx + g¢, ||u(t) o

(6.12) ve (6.136) kullanilarak, asagidaki esitsizlik yazilir,

Pplm e
(2 jl 2p](l 1)>0. (6.154)

(6.154) den, 0< ¢ <& ve t>T, olacak sekilde ¢ >0 ve T, >0 bulmak kolaydir,

pl(l_gl)_ _ 1 _ 2

{( 2 l)l ey Z)}%
p1(1_51)_ _ 1 _ 2

>{( 2 l)l ) 1)}4'

(6.155)

Ayrica,

(“—1)1—1(1—1)
EO)<(-—=L g -\2 2p,

p(p -2)l pll

\%

pl(l_gl)_ _ 1 _ b _L _
( 2 ljl 2p1(1—61)(1 ! (2 IJI 2191(1 %
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esitsizliklerinden yola ¢ikarak,

(pl(l_gl)_]]]_l(l_l)
2 2p1(1—81)

iy A 2(1-¢)E,, (6.156)
1

saglanacak sekilde ¢, > 0 yeterince kiiciik ve E, € (E£(0), E,) alindiginda, elde edilir.

(6.12), (6.140), (6.155) ve (6.156) kullanilarak, asagidaki ifade yazilir,

pl(l_gl)_ _t _
{(—2 1)[1 ggmdrj - jgmdr}nv O -

—-p(1-¢)E, 20.

(6.157), (6.153)’de yerine yazilirsa,

F'(H)2(1-0)G ()G (t)+8(1+p1(12 j”u (t)|| +ep,(1-¢£)G(?)

¢

t &g ””(t)||2(:)> — 8.[X|ut (1)

0

(6.158)

m(x)-2
uudx, t>T,,

elde edilir. (6.158)’in son terimi hesaplanacak olursa, (6.4) ve Young’s esitsizligi

kullanilarak, V7 >0 igin,

( ¢ mXx)
j xlu, (6)™ udv < — Jnm(x)x|u(t)m(x) m’fn—_ljn ", (0™ dx, (6.159)
0 2 0

yazilir. 77 degeri,

__m(x)

m(x) 1 IBG—U (t)

daha sonra belirlenecek biiyiik bir £ katsayisi igin, yukarida yazilan esitlik saglanacak
sekilde secilip, (6.139)’daki bilgiler kullanilarak, (6.159)’da yerine yazilirsa,

m(x)— 1 m(x)

j a0 jﬁl“”G“““l%ﬂxWU)

+(m2—1),8

m,

(6.160)
G (G @),

elde edilir. (6.145) ve (6.147) kullanilarak,
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lm]

Mﬂ ijmmlkﬂxWUHM)

Iﬁl m(x)Gu(m(x) l)(t)x|u(t)

m; 5

m(x) dx

P - max {G"" " (1), " (1)} j xfu(t)

m, 0

1—my
Y

m,

) v (Je

L.U( )

v(my-1)
p(x)
e ”
() JOlm= D+ () U(nq—i)+%§£
L[,:( x) } b + [” LP(X) } ' b
p(o) T plo) Tm D2
2 J P+ [” il J

C, max{G”“"l-”(z),G”“”f”(t)}[(II o) 7 }

oo )/ (e

LP( )

v(m-1)

1—
<L Comad( L] (Lo
m, )2 ) P

1 o(m—1)
e |
< 4

ml ij”(’”z_l) |:||u
4

elde edilir. 2<m, <m, < p, den, asagidaki yazilir,

o

max{u(ml—1)+ﬂ, o(m, 1)+ 22 v(m, —1)+22, u(m2—1)+ﬂ}

b )2 D D

= o(m, —1)+ 22
D

6.149) ve Lemma 6.5.2.4 kullanilarak, s =m, +vp,(m, —1) < p, i¢in,
( , TP\, 2

f BOG O @] de < Co M (<G = [, + o

m; 5

v(m—-1) v(my—1)
elde edilir, burada C, = 26,C, max (LJ ,Lij dir.
m, 4 b

(6.158), (6.160), ve (6.161) birlikte kullanildiginda, asagidaki ifade bulunur,

Pt ) (6.161)

Lp(k)

F'(t)z[(l—u)—M}G (t)G(t)+g(1+Cﬂl '"urp1 j|| Ol
m, (6.162)

p(x)
L[’(X) ’ tZ TE}

+&(p(1-8)+C ™ )G(0) + (8 - C ™ )u(t)

Oncelikle,

£ —CB " >0

saglanacak sekilde f >0 yeterince biiyiik segilir.
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Oyleyse burdan elde edilen £ kullanilarak ve

(m,—1)&B

m,

(1-v)- >0, G+ efu(T,u,(T,)dx >0,

olacak sekilde &£ > 0 yeterince kiigiik segilir.

Elde edilenlerden, (6.146) ve (6.162)’den,
F@=C(Ju, @, +[ul, +G®), =T, (6.163)
yazilir. Burada ve devaminda C genel pozitif bir sabiti ifade eder. Oyleyse,

F()2F(T)>0, t>T,

yazilir. O zaman, besinci boliimde kullanilan gegisler kullanilirsa,

F @ < C(Ju, @), +|u

o +G(t)), (2T, (6.164)

Pl
Ly

elde edilir. 27 (0,0) < L7 (0,¢) gommesinin kullanildig1 not edilsin,

< @l o 0 < C @] e @)

H)

jxu(t)u, (t)dx

1-20 1
+
21-v)  2(1-v)

bulunur. =1 olmak iizere Young’s esitsizligi kullanilarak, asagidaki

esitsizlik elde edilir,
l

j xu(t)u, (t)dx

0

I 11-v

s C(||”(t)||4’l

2/1-20

Pl
Lx

w Ol )< (™ @l ) ©.165)

(6.144) ve (6.149) kullamilarak, s =~ 2

< p, i¢in,

l

j xu(tyu, (£)dx

0

1-v

n +G(t)). (6.166)

Pl
L.x

< C (O, +

yazilir. (6.148) ve (6.165)’den, (6.164)’lin saglandig1 goriliir. (6.163) ve (6.164)
birlikte kullanildiginda,

1

F'(t)2CF™ (1), 2T,
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yazilir. Basit bir integral alinarak,

1

- Cut’
FoT)—-—2
(7)) 0

Fro ()= t>T,,

N
elde edilir. Sonug¢ olarak, (6.1)-(6.3) probleminin ¢bziimii T SEF vN(T,)

zamaninda patlar.

97






7. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda, degisken iisler i¢ceren dogrusal olmayan dinamik denklemlerin
¢Ozlimlerinin kalitatif davraniglar1 kapsamli bir sekilde analiz edilmistir. Yapilan titiz

matematiksel incelemeler sonucunda asagidaki temel sonuglara ulagilmistir:

Bazi ters problemler icin, uygun kosullar altinda ¢éziimlerin enerji fonksiyonellerinin
istel bicimde azaldig1 gosterilmis ve bu sonug klasik Nakao esitsizligi cergevesinin

degisken iislii uzaylara basariyla genellendigini ortaya koymustur.

Baslangi¢ enerjisi negatif olan veya belirli bir esik degeri saglayan durumlarda, yari
lineer dalga denklemleri ve viskoelastik denklemlerin ¢oziimlerinin sonlu zamanda
patladig1 ispatlanmistir. Bu, hem dogrusal hem de dogrusal olmayan soniimleme

terimlerinin ¢6zlim davraniglar lizerindeki etkisini agik bir sekilde gostermistir.

Gelistirilen yontemlerin esnek ve saglam oldugu, -elektroreolojik akiskanlar,
biyomekanik sistemler ve dogrusal olmayan malzeme bilimi gibi karmasik fiziksel
modellerin matematiksel analizinde etkin bi¢imde kullanilabilecegi ortaya

konulmustur.

Bu c¢alismada elde edilen bulgular, degisken iislii fonksiyonel uzaylarda taniml
dinamik denklemlerin teorik anlayisina 6nemli katkilar saglamaktadir. Gelecekte
yapilacak ¢aligsmalarda bu yontemlerin, zamanla stokastik pertiirbasyonlar veya kesirli
tiirevler igeren sistemlere uygulanmast miimkiin olup, bu yondeki ¢aligmalar soyut
matematiksel modellemeyle miihendislik ve fizik bilimlerinde karsilasilan gergek

diinya uygulamalar1 arasindaki bag1 daha da giiclendirecektir.
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