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OZET

DEGISKEN USLU SOBOLEV UZAYLARINDA HiPERBOLIK TiPTEN
DENKLEMLERIN COZUMLERININ ANALIZI

YILMAZ, Nebi
Doktora, Matematik Boliimii
Danisman: Prof. Dr. Erhan PISKIN
Aralik 2024, 117 sayfa

Diferansiyel denklemler, fiziksel sistemlerin zaman igerisindeki degisimlerini
modellemek i¢in kullanilan matematiksel araglardir ve pek ¢ok alanda (fizik, kimya,
mihendislik,...) énemli bir rol oynarlar. Evoliisyon denklemler ise zaman bagimli
stirecleri modellemek i¢in kullanilir ve sistemlerin zamana bagli olarak nasil
degistigini anlamamiza olanak tanir. Bu denklemlerin daha karmasik formlarindan biri
olan degisken {islii diferansiyel denklemler, klasik diferansiyel denklemlerden farkli
olarak iislerin mekana (x) veya zamana (¢) baglh oldugu daha esnek modeller sunar. Bu
modeller, daha heterojen yapilar {izerinde ¢alismay1 miimkiin kilar ve birgok modern
miithendislik ve bilimsel problemin ¢o6ziimiinde kullanilir. Bu baglamda tezin ilk
boliimiinde miihendislik ve fen gibi uygulamali bilimlerde ortaya ¢ikan degisken tislii
denklemlerden s6z edilmistir. Tezin ikinci boliimiinde, degisken iislii hiperbolik tipten
denklemler iizerine yapilan Onceki caligsmalar ayrintili bir sekilde incelenmistir.
Ucgiincii béliimde ise, tezde kullanilacak temel tanim, lemma ve teoremler yer almistir.
Bu boliim, sonraki teorik sonuglarin anlagilmasi icin gerekli olan matematiksel
altyapiy1 olusturur. Dordiincii boliimde, degisken tslii dogrusal olmayan Petrovsky
denklemin ¢oziimlerin varli§i ve patlamasi ele alinmistir. Besinci boliimde ise,
degisken iislii yliksek mertebeden logaritmik kaynak terimli Kirchhoff tipi denklemin
¢Oziimlerinin patlamasi incelenmistir. Altinct bdliimde, degisken iislii viskoelastik
denklemin ¢6ziimlerinin global varlig1 ve patlamasi ele alinmistir. Yedinci boliimde,
degisken islii logaritmik kaynak terimli m-Laplacian denkleminin ¢éziimlerinin global
varlig1 ve azalmasi incelenmistir. Son olarak, sekizinci boliimde degisken {islii Klein-
Gordon denklem sistemi incelenmis, bu sistemin patlamasi ve sayisal sonuglari
sunulmustur. Iki boyutlu sayisal rnekler verilmis ve grafikler ¢izilmistir.

Anahtar Kelimeler: Azalma, Degisken iis, Degisken iislii Sobolev uzay1, Degisken tislii
Lebesgue uzayi, Global varlik, Klein-Gordon denklemi, Kirchhoff tipli denklem,
Lokal Varlik, m-Laplacian denklem, Patlama, Viskoelastik tipli denklem.
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ABSTRACT

ANALYSIS OF SOLUTIONS FOR HYPERBOLIC-TYPE EQUATIONS IN
VARIABLE EXPONENT SOBOLEYV SPACES

YILMAZ, Nebi
Doctorate of Science in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Erhan PISKIN
December 2024, 117 pages

Differential Differential equations are mathematical tools used to model the changes
in physical systems over time and play a significant role in many fields (physics,
chemistry, engineering, etc.). Evolution equations, on the other hand, are used to model
time-dependent processes and help us understand how systems evolve over time.
Variable exponent differential equations, as more complex forms of these equations,
differ from classical differential equations by allowing the exponents to depend on
space (x ) or time (t), offering more flexible models. These models enable the study
of more heterogeneous structures and are utilized in solving many modern engineering
and scientific problems. In this context, the first chapter of the thesis discusses variable
exponent equations that arise in applied sciences such as engineering and physics. The
second chapter provides a detailed review of previous studies on variable exponent
hyperbolic-type equations. In the third chapter, the fundamental definitions, lemmas,
and theorems to be used in the thesis are presented. This chapter establishes the
mathematical groundwork necessary for understanding subsequent theoretical results.
In the fourth chapter, the existence and blow-up of solutions to variable exponent
nonlinear Petrovsky equations are examined. The fifth chapter focuses on the blow-up
of solutions to a variable exponent higher-order Kirchhoff-type equation with a
logarithmic source term. In the sixth chapter, the global existence and blow-up of
solutions for the variable exponent viscoelastic equation is addressed. The seventh
chapter examines the global existence and decay of solutions for the variable exponent
m-Laplacian equation with a logarithmic source term. Finally, the eighth chapter
investigates the variable exponent Klein-Gordon system, presenting its blow-up and
numerical results. Two-dimensional numerical examples are provided, and graphs are
illustrated.

Keywords: Blow up, Decay, Global existence, Kirchhoff-type equation, Klein-Gordon
equation, Local existence m-Laplacian equation, Variable exponent, Variable
exponent Lebesgue space, Variable exponent Sobolev space, Viscoelastic type
equation.
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1. GIRIS

Bilim ve matematik, insanligin bilgi birikimini derinlestirmek ve anlamak icin temel
araclar olarak kabul edilmektedir. Bu iki disiplin, birbirini tamamlayan ve karsilikli
olarak besleyen onemli alanlardir. Matematik, mantik ve sayilarin sistemli incelen-
mesiyle olusturulmusg bir yap1 sunarken, bilim doganin temel yasalarin1 kesfetmek ve

aciklamak i¢in gozlemler ve deneylerle desteklenen bir siire¢ sunar.

Matematik, bilimin temelinde yatan yapiy1 olusturur ve bu yapi, kendine 6zgii bir
cerceve sunar. Ote yandan, bilim deneyler ve gozlemler yoluyla elde edilen verileri
analiz etmek ve anlamak i¢cin matematiksel yontemler kullanir. Matematik, kendine
has bu yontemleri kullanirken gercek diinyayla her zaman tam uyum saglamayabilir.

Bu olumsuzlugu ortadan kaldirmak i¢in modelleme adi verilen bir dil kullanilir.

Bilimsel arastirmalarda sikca karsilasilan matematiksel aracglardan biri diferansiyel
denklemlerdir. Diferansiyel denklemler ilk olarak 17. yiizyilin sonlarinda Isaac New-
ton, Gottfried Wilhelm Leibniz ve Bernoulli kardesler Jakob ve Johann’in ¢alismalariyla
tanitilmistir. Bu denklemler, bu biiyiik bilim insanlarinin kalkiiliisiin yeniliklerini meka-
nikteki belirli problemlere uygulama cabalarinin dogal bir iiriinii olarak ortaya ¢cikmastir.
Ucg yiizyildan fazla bir siiredir, diferansiyel denklemler, bircok bilim dalindaki sorun-
lar1 tanimlamak ve analiz etmek i¢in vazgecilmez bir ara¢ olmustur. Bu denklem-
lerin 6nemi, nesiller boyu matematikgileri ve diger bilim insanlarini, ¢dziimlerinin
ozelliklerini incelemek icin yontemler gelistirmeye yonlendirmistir. Bu yontemler,
basit fonksiyonlar iizerinden kesin ¢oziimler bulmaktan, modern analitik ve sayisal
yaklasimlara kadar genis bir yelpazede yer almaktadir. Ayrica, diferansiyel denklem-
ler matematigin ilerlemesinde merkezi bir rol oynamig, bu denklemlerle ilgili sorular
yeni matematiksel alanlarin dogmasina yol agmis analiz, topoloji, cebir ve geometri
gibi alanlardaki gelismeler diferansiyel denklemler i¢in yeni bakis acilari saglamistir

(Kelley ve Peterson 2010).

Bu denklemler, sistemlerin zaman igindeki degisimlerini anlamamiza olanak tanir ve
bircok alanda uygulanabilir. Ancak, bu tiir karmagik sistemlerin analizi genellikle daha
gelismis matematiksel araclar gerektirir. Bu noktada, kismi tiirevli denklemleri 6nemli

bir rol oynar.



Bazi denklemler degigken iis icerebilir. Bu denklemler ve modellerin incelenmesinde,
degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylar1 devreye girer. Degisken {islii Lebesgue
uzaylari, klasik Lebesgue uzaylarindan farkl olarak, p (x) gibi degisken bir iisle tanim-
lanir ve bu 6zellik, daha heterojen yapilar ve fonksiyonlar iizerinde calisma esnekligi
saglar. Sobolev uzaylari ise, diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini incelemek i¢in kul-
lanilan fonksiyonel analiz araglaridir ve degisken tislii Sobolev uzaylari, bu analizlerde

daha karmasik ve heterojen sistemlerin incelenmesine olanak tanir.

Degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylari, degisken iislii diferansiyel denklemler
gibi karmasik matematiksel modellerin analizinde gii¢lii araclar sunar. Bu araclar,
matematik¢ilerin daha dogru ve kapsamli modeller gelistirmelerine olanak tanir, bdylece

gercek diinya olaylarini daha iyi anlamamizi saglar.

Degisken iislii Lebesgue uzaylar literatiirde ilk kez Orlicz’in (1931) makalesinde or-
taya ¢cikmistir. Daha sonraki biiyiik adim, 1990 larin baginda Kovécik ve Rdkosnik’in
makalesidir. Bu makale, L”) ve Sobolev uzaylarimin temel bircok 6zelligini ortaya
koymustur. Bunu izleyen yillarda bir¢ok yazar tarafindan ¢alisilmigtir. Bu tiir problem-
ler, elektro-reolojik akigkanlar, sicakliga bagh viskoziteli akigkanlar, gozenekli ortam
tizerinden filtreleme islemleri, goriintii isleme ve termoreolojik akigkanlar gibi bir¢cok
modern fiziksel ve miihendislik modellerinde ortaya ¢cikmaktadir ve bu modeller stan-
dart olmayan modellerle modellenmesi gerekmektedir (Chen vd.,2006; Diening vd.,

2017; Ruzicka, 2000).

Dogada karsilagilan karmasik miihendislik problemlerinin ¢oziimleri olduk¢a karma-
siktir. Problemin karmagik olmasi ¢6ziim agamasini da hassasiyetten uzaklastirir. Kar-
magik problemlerin kisa yoldan ¢oziime gotiiriilmesi fiziksel bir sistemin matematik-
sel olarak ifade edilmesi mantigina gore calisan sonlu elemanlar metodu kullanilarak

yapilabilir.

Sonlu elemanlar yontemi, fizik ve miihendislikte ortaya c¢ikan problemlerin modelini
olusturan diferansiyel denklemlere yaklagik ¢oziimler veren sayisal bir tekniktir. Daha
yaygin olarak kullanilan sonlu fark semalarinda oldugu gibi, sonlu elemanlar yontemi
de geometrik alanda (veya bolgede) tanimlanan problemleri, alan1 daha kiigiik bolgelere

(bir ag) bolerek, belirli noktalarda bir ¢6ziim bulma problemine indirger.
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Sonlu elemanlar yonteminin matematiksel temelleri, ilk olarak Rayleigh (1877) ve Ritz
(1909) tarafindan gelistirilen klasik Rayleigh—Ritz ve varyasyonel hesap yontemlerine
dayanir. Bu teoriler, varyasyonel ifadelerin elde edilebildigi problem sinmiflarinda yon-
temin neden 1yi caligtifini aciklamistir (6rnegin, dogrusal difiizyon tipi problemler).
Ancak yontem, sivilarla ilgili problemler gibi klasik teorinin uygulanamadig: alanlara

genigletilince, bu teoriler sinirl kalmistir (Pepper ve Heinrich, 2017).



2. ONCEKI CALISMALAR

Bu tezin orijinal boliimleri dordiincii, besinci, altinc1 yedinci ve sekizinci boliimlerdir.

Tezin dordiincii boliimiinde
wy — A — Ay + A% — Auy + |ue[P 2y = |u)™@ 2y

degisken {islii dogrusal olmayan Petrovsky denklemi i¢in ¢oziimlerin varli§1 ve patla-

masi c¢alisildi. (Yilmaz vd., 2023a).
Tezin beginci boliimiinde
2
uy + M (HP%UH ) Pu+ w2y = [u|™ ?ulnu

degisken iislii logaritmik yiiksek mertebeli Kirchhoff tipi denklemin, ¢6ziimlerinin pat-
lamasini ¢aligildi (Yilmaz ve Pigkin, Baskida) . Burada P = (—A)™ , m > 1 dogal bir
sayidir. M (A) = s + s9\Y ve sq, so > 0,y > 1 dir.

Tezin altinci boliimiinde
t
Uy + APy — / g (t—s) A% (s)ds + puy = |u]™ 2w
0

degisken tislii viskoelastik denkleminin ¢oziimlerinin pozitif baglangi¢ enerjisi i¢in pat-
lamasim ¢alisildi (Yilmaz, vd., 2024).

Tezin yedinci boliimiinde

Ut — At 4t 4 gy | PO+ pouy (2t — 7) [ug PO (2,8 — 7)

= uu/™ I |u|*,

degisken iislii logaritmik kaynak terimli m-Laplacian denkleminin ¢dziimlerinin global

varlig1 ve enerji azalmasi ele alinmistir (Yilmaz ve Piskin, 2024b). Burada m-Laplacian
Apu = div (V™ Vu)
dir.

Tezin sekizinci boliimiinde

Uy — Au + miu + \ut]p(z%l u = f1 (u,v),

vy — Av +miv + \vtlr(x)_l v = fo (u,v)

4



degisken tislii Klein-Gordon denklem sisteminin ¢oziimlerinin patlamasini ve niimerik

sonuglarini incelendi (Yilmaz vd., 2023b).

2.1 Denklemlerin Fiziksel Anlamlari
Bu kisimda ¢alistiZimiz denklemlerin fiziksel anlamlarina yer verdik (Bialynicki-Birula

ve Mycielski, 1975; Cazenave ve Haraux, 1980; Diening vd., 2017; Riizicka, 2000).

2.1.1 Degisken iislii problemler

Degisken iisler iceren denklemler, iislerinin belirli bir fonksiyon veya parametreye

bagh olarak degistigi matematiksel modelleri ifade eder. Bu tiir denklemler, goriintii

isleme, gbzenekli ortamlardaki filtreleme siirecleri (6rnegin, su veya gazin gecirgenligi),
elektro-reolojik sivilarin (elektriksel alan etkisi altinda viskozite 6zelliklerini degistiren

stvilar) ve dogrusal olmayan viskoelastisitenin (maddelerin hem elastik hem de viskoz

ozelliklerini iceren davranislari) modellenmesinde kullanilir. Degisken iisler, bu prob-

lemleri daha esnek bir sekilde modellemeye olanak tanir ve bilimsel alanlarda genis

kapsaml etki saglar.

2.1.2 Petrovsky denklemleri

Petrovsky denklemleri, sabit iisler iceren kismi diferansiyel denklemler olarak tanimlanir
ve tarihsel olarak levha ve kiriglerin incelenmesiyle ilgili Petrovsky modelinden tiiretil-
mistir. Bu denklemler, okyanus akustigi, jeofizik, optik ve akustik gibi cesitli fizik-
sel alanlarda uygulama bulur. Petrovsky denklemlerinin bu alanlardaki kullanimu,
bu tiir denklemlerin ¢ok sayida disiplinin gercek diinya problemlerini ¢c6zmede pratik

Onemini ortaya koyar.

2.1.3 Logaritmik kaynak terim iceren denklemler
Logaritmik kaynak terim iceren denklemler, niikleer fizik, kuantum alan teorisi, optik,

jeofizik gibi fizigin bir¢ok alaninda genis uygulamalara sahiptir.

2.2 Literatiir Taramasi

2.2.1 Degisken iislii soniim terim Iceren Denklemler

Messaoudi, Talahmeh ve Al-Smail (2017)

Uy — A+ |ug PP 2wy = w72



denkleminin zay1f ¢coziimlerinin varligin1 Faedo-Galerkin yontemiyle ve sonlu zaman-

da patlamasini negatif baglangi¢ enerjisi i¢in incelediler.
Piskin (2019)
u — Au 4 mPu+ Jug "7 uy = |ul? u
Klein-Gordon denkleminin ¢éziimlerinin patlamasina ¢aligti.
Tebba vd. (2020), degisken iislii:

2

Uy — Au — Auy +a |ut|m(gﬁ)_2 u = b |u|p(x)_ u

denklemin ¢oziimlerinin lokal varligini Faedo-Galerkin yontemini kullanarak

gosterdiler. Ayrica, ¢oziimlerin sonlu zamanda patladigini kanitladilar.

Piskin (2020)

uy — M (||Vu||2) A+ Jue P72y = [u|f ™2y

Kirchhoff denkleminin ¢éziimlerinin patlamasini ¢alisti.

Antontsev vd. (2021a) caligmalarinda su dalga denklemini incelemislerdir:

Uy + A%u— M (||Vu||2) A+ Jue P72y = u|f® 2y

Timoshenko denkleminin ¢oziimlerinin lokal varligin1 ve patlamasini calistilar.
Antontsev vd. (2021b)

g + A% — Ay + |ut|p($)_2 Uy = |u|q(x)_2 u

denkleminin ¢6ziimiiniin lokal varligin1 ve patlamasini incelediler.
Liao ve Li (2023)

Uy + AP — M (HVU||2) Au — Auy + [ug| ™2 0y = [uf %
degisken iislii denkleminin ¢oziimlerinin patlamasini calistilar.

Ouaoua ve Boughamsa (2023)

m(x)—2 r(x)—2

Uy + A% — Au + |y ur = |ul u



denklemin ¢oziimlerinin lokal varligini ve patlamasini calistilar.

Ding vd. (2023)

uy — M (HVqu) Apu+ \utlr(m)_Q Uy = \u|q(x)_2 u

degisken iislii Kirchhoff-tipi denkleminin ¢6ziimlerinin patlamasini ¢alistilar.
2.2.2 Degisken Uslii Logaritmik Kaynak Terim Iceren Denklemler
Rahmoune (2022)

wy — Au+ g™y = [uP 2 ulnw

denkleminin ¢6zlimiiniin lokal varlig1 , tekligi ve patlamasina calist.

Kafini ve Noor (2023)

gy — Au — Ay + jig |u,5|m(:"“)72 (x,t) ug (1)

gt ™7 (@t — ) ug (2t — 7) = [uP 2w n |ulf

¢Oziimiiniin global varligini1 ve azalmasini calistilar. Ayni zamanda niimerik

sonuglarini gosterdiler.
Kafini (2024)
t
g — Au + / gt —7) Au () dr + |ug|™ 2wy = |uf 2 uln |ulf
0
denkleminin global yokluguna ve sonsuzda patlamasina calistilar.
Yilmaz ve Pigkin (2024c)
g + A2 A+ PPy = [ wln

denkleminin ¢dziimiiniin patlamasini incelediler.



2.2.3 Degisken iislii denklem sistemleri

Messaoudi vd., (2021)
uy — div (AVu) + |u,5|m(x)72 w = f1 (x,u,v),
vy — div (BV) + |v|" @0, = fo (z,u,v)
denklem sistemin ¢oziimlerinin global varligina, patlamasina ve niimerik
sonuglarina ¢alistilar. A ve B, C'(Q x [0,00)) smifinda simetrik matrislerdir ve
ap, by > 0 sabitleri ile tiim £ € R"™ i¢in agagidaki kosullar saglanir:
AL € > aol€?,  BE-€ > bol¢f,
A/ggg()’ Blgféov

Burada A’ = % ve B = %—f olarak tanimlanir.

Messaoudi vd., (2022)

gy — A+ |ut|m(%)_2 u = f1 (u,0),
vy — Av + |vt|7”(x)_2 v = fo (u,v)

denklem sistemin ¢oziimlerinin global varli§ini ve azalma sonuglarini ispatladilar.

Bouhoufani vd., (2022)

gy + A%u + |ut\m($)_2 u = f1 (z,u,v),
v 4+ A%+ o2 = fy (3, u,0)
degisken iislii lineer olmayan biharmonik denklem sisteminin ¢éziimlerinin patlamasini

ve azalmasini c¢alistilar.

Messaoudi vd., (2023a)

wy — Au+ [ (t— ) Au(s)ds + |2 0y = hy (u,v),
vy — Av + f(f 7o (t — 8) Av (s)ds + |vy)" @2 vy = hy (u,v)
viskoelastik denklem sisteminin uygun sartlar altinda ¢oziimlerin varlig1 ve enerji azal-

masini gosterdiler.

Messaoudi vd., (2023b)

Uy + A%y + |ut\m(1)72 ur = f1(u,v),
vy — Av + |vt]T($)_2 vy = fo (u,v)



denklem sisteminin ¢oziimlerinin global varlig1, patlamasini ve azalmasini ispatladilar.

Ayrica, bazi yazarlar hiperbolik tipten denklemlerin ¢oziimlerinin varligi, tekligi, patla-
mas1 ve enerji azalmasi ile ilgili sonuglar elde etmislerdir (Al-Mahdi vd., 2023; Kafini
ve Messaoudi, 2019; Messaoudi ve Talahmeh, 2017; Park, 2021; Pigkin ve Yilmaz,
2022a; Piskin ve Yilmaz, 2022b; Segal, 1965; Yilmaz ve Pigkin, 2024a; Yilmaz ve
Pigkin, 2024b; Yilmaz ve Pigkin, 2024c; Yiiksekkaya ve Pisgkin, 2022; Zhang, vd.,
2013).



3. ON BILGILER

3.1 Temel Kavramlar

Bu béliimde Lineer cebir ve Analiz ile ilgili temel tanimlar verilecektir. Daha sonra
degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylar1 hakkinda bazi1 6nemli tanim, teorem ve
lemmalar yer verilecektir ( Adams ve Fournier 2003; Brezis 2011; Diening vd., 2017;
Diening ve Riizicka, 2003; Kaya ve Dinlemez Kantar, 2018; Kesavan 1989; Piskin
2017; Pigskin ve Okutmustur 2021; Pigkin 2022; Shahrouz,2018, Sobolev 1991; Zheng,
2004).

Tamim 3.1.1 (Vektor uzayi) V' bos olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun ( A cismi
reel sayilar olsun).

Yu,v,w € V ve Va,b € R olmak iizere

1. u +v € V (kapallik)

il. u + v = v + u (degisme)

iii. (u+v) +w = u+ (v+ w) (birlesme)

iv. v + 0 = 0 + u = w olacak sekilde bir tek 0 € V' vardir (etkisiz eleman)

v. u+ (—u) = (—u) + u = 0 olacak sekilde bir tek —u € V' vardir (ters eleman)
vi.au €'V

vil. a (u +v) = au + av

viil. (a +b)u = au + bu

ix. a(bu) = (ab)u

X. lu = u olacak sekilde bir tek 1 € V'

aksiyomlar saglaniyorsa V' kiimesi cismi lizerinde bir reel vektor uzayidir.

Tanim 3.1.2 (Alt vektor uzayi ) V bir vektor uzay1 U # () ve U C V olsun. Eger U,
V' vektor uzayindaki iglemlere gore bir vektor uzayi ise U ya V' nin alt vektor uzayi

veya alt uzay1 denir.

Tanim 3.1.3 (Lineer bagimlilik ve lineer bagimsizlik) V' bir vektor uzayi, uq, us, ..., u, €

Vvecy,c,...,c, € R olmak lizere
cluy + cog + ... + cpu, =0
esitliginde
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1. ¢1, Co, ..., C, lerden en az biri sifirdan farkl ise uq, us, ..., u,, vektorleri lineer bagiml

ii. ¢1, Co, ..., ¢, lerden tiimii sifir ise uq, us, ..., u,, vektorleri lineer bagimsizdir denir.

Tanim 3.1.4 (Germe) V' bir vektor uzayr her v € V vektorii uy,ug,...,u, € V

vektorlerinin lineer birlesimi olarak yazilabiliyorsa, yani
UV = C1U] + CoU9, ..., Cply

olacak sekilde cy, co, ..., ¢,, € R skalerleri bulunabiliyorsa w1, us, ..., u,, vektorlerine V'

yi geren (iireten) kiime denir.

span {uy, ug, ..., un}t, Sp{ur, gy ooy Un }, (Ur, Ugy ..oy Uy) VEya ger {uy, ug, ..., Uy }
ile gosterilir.

Tanim 3.1.5 (Baz (Taban)) V' bir vektor uzay1 ve U = {uq,us,...,u,} da V deki
vektorlerin sonlu bir alt kiimesi olsun. Eger,

1. U lineer bagimsizdir,

ii. U kiimesi V' yi gerer.

sartlarin1 sagliyorsa U, V' vektor uzayinin bir bazi(tabani) dir denir.

Ayrica, U nun eleman sayisina V' nin boyutu denir ve boyV veya dimV ile gosterilir.
3.2 Lebesgue Uzay1 (L” (Q2))

Tanim 3.2.1 ), R™ de bir bolge olsun. wu Olgiilebilir ve 1 < p < oo olmak iizere

|u(x)” Lebesgue anlaminda integrallenebilir ise, yani

/Q|u(x)\pdx < o0

ise u (=) fonksiyonlari p. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar sinifi olarak adlan-

dirilir ve LP (§2) veya LP ile gosterilir. Bu uzaydaki norm

1/p
lll oy = N, = ( / |u<x>\pda:)

seklinde tanimlanir.

11



3.3 Sobolev Uzay1 (W™ (§2))

Tanim 3.3.1 €2, R™ de bir bolge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay1 ve 1 < p <

oo olmak lizere
WmP(Q)={ue LP(Q): Duec LP(Q), 0 <|a] <m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay1 denir. Sobolev uzaylarinda normlar:
1/p

lllymnay =l = | D Dl da

0<|e|<m

3.4 Degisken Uslii Uzaylar (LP® (Q) ve W™P@) (Q))

Tanmm 3.4.1 A > 0, 0 < § < 1 olmak iizere her z,y € Q ve |z — y| < J i¢in

A

L (3.1
In |z —y|

log-Holder siireklilik kosuludur.

Tanim 3.4.2 () C R" de pozitif dl¢iimlii bir bolgeden seg¢ilsin. O halde
p:Q— 1, 0]

olciilebilir fonksiyonuna degisken iis denir ve P (£2) seklinde gosterilir.

p1 = essinf p(x) ve po = esssupp ()
e 2€Q

olmak tizere

1<pi <p(x) <p,<oo

dir. Ayrica (2 bolgesini ii¢ kiimeye ayirabiliriz:

ng = {zeQ:px) =00},
R = fzeQip@) =1},
@O = {z€Q:1<p(z)<oo}.

Burada p (-) yazilmadan kiimeleri 2, 2; ve €2, seklinde yazilabilir.
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Tanim 3.4.3 (Degisken iislii Lebesgue uzayi) 2, R" de 2| > 0 olacak sekilde bir

bolge olsun.

o = [ )P de s sup fu (o)
Q\ Qoo

CEEQOO

_ / (@) dz + ol e
O\ Qoo

< o0
veya py < o0 ise (|2 = 0 olacagindan)
o @) = [ @ do < oc

kosulunu saglayan ol¢iilebilir u (z) fonksiyonlarmnin olugturdugu siifa degisken iislii
Lebesgue uzay1 denir ve LP@) (Q) veya LPU) (1) ile gosterilir. Burada py (u) (veya

p (u)) modular fonksiyoneli olarak adlandirilir.

Tamim 3.4.4 p, < oo ise degisken iislii Lebesgue uzaymda norm
. u
lull,y = mf{)\ >0 pp() <X> < 1}

p(x)
_ inf{)\>0:/ u(x) dxgl}
Q

seklinde tanimlanir. Bu norma Luxemburg norm denir. Burada p (-) = p (sabit) alinirsa

klasik Lebesgue uzayindaki norm elde edilir.

Tanim 3.4.5 (Degisken iislii Sobolev uzayi) ), R", m pozitif tam say1, o = (o, o, ..., )

coklu indis ve p : 2 — [1, 00) Olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere
Wm0 (Q) = {u e L’ (Q) : D*u e LY (Q), 0 < |a| <m}
uzayina degisken {iislii Sobolev uzay1 denir. Bu uzay

lllymsor@y = Nl iy = D 1Dl

0<]al<m
normuna gore bir Banach uzayidir. 1 < p; < p, < ooise W™P0) () uzay1 yansimalidur.
Lemma 3.4.6 Eger
1< py = essinf p(z) < p(z) < pp = esssupp (x) < oo
zeQ z€Q
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ise, 0 zaman herhangi bir u € LP() (Q)

min { lull2 ull%) } < ppc () < max {ullsy) )}

dir.

Lemma 3.4.7 Eger m,r, s > 1, Q) lizerinde taniml 6lgiilebilir fonksiyonlar ise ve
= + ! , Yy €

s(y) m(y) r(y)

noktasal olarak neredeyse her y € €2 icin gegerli ise 0 zaman v; € L™ (Q) ve vy €

L") (Q) oldugunda gegerli ise, v;v, € L*0) (Q) olur ve asagidaki norm ile sinirlidir:

||U1U2||s(~) <2 ||Ul||m(.) ||U2||r(4) :
3.5 Bazi Onemli Esitlikler ve Esitsizlikler
Lemma 3.5.1 (Cauchy esitsizligi) a,b € R ve e > 0 ise
€2, 1 0
bl < = — b
jabl < 5 Jal?+ - 1o

esitsizligi yazilabilir.
Lemma 3.5.2 (Young esitsizligi) p > 1, . + . =1, > 0vea,b € Rise
p b q
lab| < Jal + U
p q
esitsizligi ya da
lab| < ea? + C () b?
esitsizligi yazilabilir.

Lemma 3.5.3 (Holder esitsizligi) p > 1, J + . = 1,u € L7 (Q) ve v € L1(Q) ise

uv € L' (Q) uzayinn elemani olup

lwoll iy < Nlull ooy 101l Loge)

esitsizligi yazilabilir. Ayrica, p = ¢ = 2 oldugunda bu esitsizlige Cauchy-Schwarz-

Bunyakowski esitsizligi adi verilir.
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Lemma 3.5.4 (Komornik) ' : R — R* artmayan bir fonksiyon ve a > 0 ve C' > 0

iki sabit olmak iizere V¢ € R* i¢in
/ Fott (s)ds < CF (0) F (s),
t

oldugunda V¢ > C icin

C+at %
C+aC ’

F(t) < F(0) (
dir (Komornik, 1994).

Lemma 3.5.5 (Poincaré esitsizligi) (2, R" de sinirli bir bolge olsun ve ¢ () (3.1) i

saglayan bir fonksiyon olsun ve 1 < ¢; < ¢ (x) < ¢o < 0, burada

¢ = essinf g (z), go = esssupq ()
xe) zeQ
olur. O zaman
1,q(-
ullyy < ClIVullyy > e W™ ()

dir. Burada pozitif sabit C' yalnizca ¢, g ve §2 ya baghdir.

Lemma 3.5.6 (Gronwall esitsizligi (Diferansiyel form)) v,, [0, 7| aralifinda negatif
olmayan mutlak siirekli bir fonksiyon, ¢, (¢) ve o (t) negatif olmayan [0, 7] iizerinde

toplanabilir fonksiyonlar olmak tizere,
w (t) < @1 () u(t) + 2 (1)
esitsizligi saglansin. Bu durumda 0 < ¢ < 7' icin
. t
g (t) < elowr(ndr (u (0) +/ o (T) dT)
0
dir.

Lemma 3.5.7 (Gronwall esitsizligi (Integral form))

i. u (t) , hemen hemen her ¢ ve C, C5 negatif olmayan sabitler i¢in

u(t) §Cl/tu(7)dT+C’2
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integral esitsizligini saglayan negatif olmayan, 0 < ¢t < 7' de toplanabilir fonksiyon

olsun, bu durumda hemen hemen her [0, 77 i¢in
u(t) < Cy (14 Cyte™)

saglanir.

ii. Ozel durum olarak, eger hemen hemen her 0 < ¢ < T'icin
t
u(t) < 01/0 u(r)dr
ise, bu durumda her yerde u (¢) = 0 saglanur.
Lemma 3.5.8 Her a,b € R™ ve her z €  igin
(\av’(f)—z a — [pfP@ 2 b) (@a—b)>0
dir.
Ispat. f (z) = |a|"™ ™% a fonksiyonunu ele alahm. p (z) > 1 igin
(@) = (p(x) = 1) |af*Ina >0

oldugundan f (x) fonksiyonu monotondur. Dolayisiyla f (a) ile f (b) arasindaki farkin,

a — b ile ayni isaretlidir. Bu nedenle,

(f (@) = f (b)) (@a=0) =0

esitsizligi saglar.

Lemma 3.5.9 o pozitif bir say1 olsun. v = i iken tiim ¢ € [1, o) igin agagidaki
In¢g < ~¢?

esitsizlik saglanir.

Ispat. Her u € R icin

2 U3

oldugu biliniyor. Bu nedenle
1+u<e®
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olsun. Burada u = o Iln ¢ — 1 doniigiimii uygulanirsa ve esitsizlikte yerine yazilirsak

o<
eo

elde ederiz.

Lemma 3.5.10 (Green dzdesligi) u € C?(Q) N C() olsun. O halde

/vAudx:/ v@ds—/VvVuda:
Q an On Q
9

seklinde yazilabilir. Burada n disa dogru yonlendirilmig birim vektor ve 5= = nVu

9
dir.

Lemma 3.5.11 (Zorn Lemmas1) Bos olmayan kismi sirali bir kiime i¢indeki her
zincirin o kiimede bir iist sinira sahip ise, bu kismi sirali kiimenin bir maksimal elemamn

vardir.

Lemma 3.5.12 ( Aubin-Lions Lemmasi) X, VV ve Y Banach uzaylari olsun. 1 < p <
oo ve q = 1veyap=1veq > 1i¢in asagidaki sartlar saglansin:

i. X — V gomiilmesi kompakt,

iil. V — Y gomiilmesi siireklidir,

jii. U = {uel”(0,T;X) % € L9(0,T;Y)} kiimesi U C L? (0,T; X) seklinde
tanimlansin.

Bu sartlar altinda, U kiimesi L? (0,7; V') uzayinda nispeten kompakt bir kiimedir
(Aubin, 1963; Lions, 1969).

Teorem 3.5.13 (Isaret koruma 6zelligi) f fonksiyonu a noktasinda siirekli ve f (a) #
0 olsun. Bu durumda a nin 6yle bir 4 komsulugu vardir ki bu komguluktaki her x i¢in

f (z)ile f (a) ayni isaretlidir.

Teorem 3.5.14 (Birim yuvar ozelligi) v € L") (Q) olsun.
||qu(.) <1

olmasi icin gerek ve yeter kosul

Po(y <1
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olmasidir.

3.6 Coziimlerin Patlamasi

2 C R™ de agik bir bolge ve T' > 0 olsun. Bir baslangi¢ sinir deger probleminin
¢6ziimii 2 x [0, T') de olsun. T lerin supremumuna ¢oziimiin varlik araliginin uzunlugu
denir ve T}, ile gosterilir. Eger

1. Tihax = 00 ise global ¢oziim vardir,

il. Thax < 00 ise global ¢coziim yoktur. Bu durumda ¢6ziim sonlu zamanda patlar.

3.7 Zayif Coziim

Her r € W,'* (m,n) icin

/ p (@) y'r' (@) + ¢ () yr (2)] do = / f(@)r (@) de
esitligi saglayan y € Wy* (m, n) fonksiyonuna

(—p(@)y) +q@)y=f(r), m<x<n
y(m)=y(n)=0

sinir deger probleminin zayif (genellestirilmis) ¢oziimii denir.

3.8 Faedo-Galerkin Yontemi

Bu yontem ¢oziimlerin varliginin ispatinda kullanilan 6nemli metotlardan biridir. Ayrila-
bilir bir V Hilbert uzayinda tanimli bir fonksiyon uzayinda, bir (.4) probleminin ¢dziim-
lerinin varligin1 bulmak isteyelim. Bu (\A) probleminin tek bir ¢6ztimii w olsun. V' nin
bir V,,, Galerkin yaklagimini segtikten sonra, sonlu boyutlu (V;,,) uzayinda, tek bir (u,y,)
¢oziimiine sahip yaklasik bir (.A4,,) probleminin tanimlanmasi gereklidir. Daha sonra
asagidaki adimlar uygulanir:

Adim 1: (A,,) probleminin ¢oztiimii w,, olsun.

Adim 2: w,, nin diizgiin sinirh oldugunu gostermek icin w,, lizerinde kestirimler
olustururuz.

Admm 3: u,, nin diizgiin sinirli olmasindan dolayi, 2. adimdaki kestirimleri i¢eren
uzayin zayif topolojisinde, bir limite sahip, {uy,},,cy- dizisinin bir {u],}  _\. alt
dizisini segmek miimkiindiir. Elde edilen limit » olsun.

Adim 4: (A) probleminin ¢6ziimiiniin v oldugunu gosteririz.

Adim 5: Boylece, giiclii yakinsaklik sonuglar1 elde edilir.
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Yaklagim siirecinin olusturulmasinin esas amaci, bir ¢oziimiin varliginin elde edil-

mesini saglamaktir, bu siire¢ u,, (x,t) ya, (z,t) € Q x [0; T] i¢in

olacak sekilde w; tabanlarinin fonksiyonlarinin dogrusal bir kombinasyonu olarak yaklas-
maya tekabiil eder. Bagka bir deyigle, bir problem icin yaklagsik bir problem tanimlanir.
Adi diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi gibi, ele alinan yaklasik sistemin,
dogrusal olmayan terimleri diizgiin oldugundan Zorn Lemmas1 kullanilarak maksimal
bir [0, t;) aralifina genisletilecek sekilde tek bir lokal ¢oziime sahiptir. Sonraki adim
olarak bazi kestirimler elde edilir. Boylece tiim ¢ > 0 icin tanimli bir ¢oziim elde

etmek igin aralik [0, ;) disina genisletilebilir (Lions, 1969).

3.9 Genellestirilmis-o Yontemi

Genellemis-o¢ yonteminin temel formu asagidaki gibidir:
dn1 = dp + At (a(an — Bany1)) (3.2)

Upt1 = Up + AL ((1 = y)a, + vani1) (3.3)

Man+1 — a, + CUn+1 — Up + Kdn+1 - dn == F(tn+1) - F(tn)

Baglangi¢ kosullari:
dy=d
Vo =0

ap =M (F(0) — Cv — Kd)

Burada:
dn+1 — = (]. — Oé)dn + Oédn+1

U1 —a = (1 —a)v, + avyyq
ani1 —a = (1 —a)a, + aayq

Yot1 — = (1 =)y, + v
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Burada n € {0,1,...,N — 1}, N zaman adim sayisidir ve At zaman adimdur.
Yer degistirme ve hiz giincelleme denklemleri olan (3.2) ve (3.3) Newmark algorit-
masindakiyle aynidir. Bu giincelleme denklemlerinin yapisi, d(t,.1) ve v(t,,1) nin
Taylor serisi acjliminda yer alan ivme terimlerinin katsayilarinin toplamini sinirlayarak
elde edilmistir. Basit sayisal deneyler, bu giincelleme denklemi yapisinin her periy-
otta zirve yer degistirme ve hiz hatalarinda monoton bir artisa yol actigini gostermistir

(Chung ve Hulbert, 1993).
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4. DEGISKEN USLU DOGRUSAL OLMAYAN PETROVSKY DENKLEMININ
COZUMLERININ VARLIGI VE PATLAMASI

Bu béliimde, 2% (0, T') bolgesinde agagidaki baglangi¢-sinir deger problemi incelenmistir
(Yilmaz vd., 2023a):

(

Uy — A — Auy + A%u — Ay + \ut]p(m)_2 up = \u]q<m)_2 u,
u(x)t):: Q%%%Q ::O’ (4.1)

\ u(z,0) = ug(x), uz,0)=us(x).

Burada Q@ C R" (n € NT), 00 diizgiin sinira sahip sinirli bir bolge ve ug (z) €
HZ(Q)N H*(Q), uy (z) € L* () baslangig kosullaridir. v dig birim vektordiir. p(-)
ve q(+) olgiilebilir fonksiyonlar1 agagidaki kosullar1 saglar:

2<pri <p(x)<py<oo, n<d,

2n—4
n—4"7

n >4

2<p <plx)<p <

veE

2<q1<q(r) <q<oo, n<4,

2<q<q@) << n>4
burada
p1 = ess ;Ielgf)p (x), p2 = esssup,cqp (),
@ = essinfq(z), go = esssup,eaq ()
dir.

Lemma 4.1 Eger () iizerinde 6l¢iilebilir bir r (-) fonksiyonu (3.1) kosulunu sagliyorsa
Hy () = L'V (Q)

ve

H () — L' (Q)

gomiilmeleri siirekli ve kompaktir.

Asagidaki fonksiyonelleri tanimlayalim:

1
(el + 1¥72ll” + 1 Vael* + (| Aull) ~ / —— |u|" du, 4.2)
Q

Bt) = q ()

N | —
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1(t) = [Vul® + || Au? - / i) d 43)

ve

() = £ (IVul? + | Au)?) - / L g (4.4)
2 aq (1‘)

dir.

Asagidaki lemma enerji fonksiyonelinin artmayan oldugunu ifade etmektedir.
Lemma 4.2 Eger u, (4.1) denkleminin bir ¢oziimii ise ¢ € [0, T] i¢in

E'(t):—/|Vut|2dx—/|ut|p(z) dz
Q Q

veE

Ispat. (4.1) deki denklemi w, ile carpip €2 bolgesi iizerinde integral alinirsa
/ Uy (utt — Au — Autt -+ A2U — Aut + "Ll/t’p(x)_2 'U,t> dr = / U |u|q(£€)—2 udx
Q Q

olur. Buradan

/ututtdx—/utAudx—/utAuttdx+/utAQde

-~ ~~ ~~ -~

A1 AQ A3 A4

—/ w Aupdx —/ |ut|p(x) dr = / Uy |u|q(x)_2 udx 4.5)
Ja o Ja o Ja

As Asg Az

seklinde yazilabilir. Simdi her terimi ayr1 ayr1 diizenlenirse:

A; terimi

Al = / ututtdx

Q
1d )
= m/Q’“t' d

La e
= ——|u
2dt "t
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dir.
Aj terimi Green 6zdesliginden

Ay = / Vu;Vudx

= 2dt/|Vu| dx

elde edilir.

Ajs terimi Green 6zdesliginden
Ag E= / VutVuttd:C

= 2dt/’vut’ dx

= o IVulP

olur.

Ay terimi Green 6zdesliginden

Ay = / AuAudx

= 2dt/|Au| dx

Au
2 dt “ H
elde edilir.

Ajs terimi Green 6zdesliginden

A5 = / VutVutdx

= /|Vut| dx

= ||V

elde edilir.
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Ag terimini diizenlenirse

A6 = / Ut |Ut|p(x)_2 Utdx
Q

= / ‘Ut’p(z) dz
Q

elde edilir.

Ay terimini diizenlenirse

1
A; = i/ —— u|™™ udx
dt Jo q(x)

elde edilir. Bulunan bu ifadeler (4.5) te yazilirsa,

d /1 ) 5 9 2 / 1 (@)
k(. A Aul?) — | —— )@ q
o (2 (lwe|l® + I Vul|* + | Aw|® + || Aul?) 1@ |u| ™ da

—_/]Vut]2dx—/|ut\p(m)d:c
Q Q

olur. Yani

E'(t) = —/ |Vut|2dx—/ |ue [P da < 0, (4.6)
Q Q
E(t)<0

dir. (4.6) esitsizligini (0, t) arahiginda integral alinirsa

t t
/E’(t)dtg/ 0dt
0 0

E(t)y<0

Lemma 4.3 Lemma 4.2 nin kosullart saglansin ve £ (0) > 0 olsun. Ayrica
1(0)>0
ve

0, +0, <1 4.7)
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ise her ¢t € [0, 7 igin
I(t)>0

dir. Burada c; , ve ¢y, sirastyla HZ () < L1®) (Q) ve HZ () — L1®) (Q) gomiilmelerinin

gomiilme sabitleri olmak iizere 0 < o < 1 i¢in

92-2 92-2
w p0) ™ (250)
0, = al cf, E(0 , P, E(0 ,
! { (Z2e) o (22rw
2 q2;2 2 q2;2
— _ g1 T q2 q1
n=a a>{c2,* (o) ([ 25E0) }

dir.

Ispat. Siirekli fonksiyonun isaret koruma 6zelliginden dolay: I (0) > 0 oldugundan

oyle bir T, vardirki ¢ € [0, 7.] i¢in
1(t)>0 4.8)

dir. Simdi, ¢; < ¢ (x) den ve tiim ¢ € [0, T}] i¢in

1 2 2 / 1 (@)
J (@) == (|IVu|” + |Aul]") = | —— |u|™" dx
(1) =5 (I9ul’ + Jaul?) - [ —sul
1 1 .
>3 (IVal + 8ul?) = — [ Jul" dz “9)
q1 Jo
dir.

1O = 19ul + 1l = [ ) da
ise

[t e = 7P+ aul® < 70
dir. Bu ifade (4.9) da yazilip diizenlenirse

1 1
J(t) =2 3 (IVul® + |Au)?) - m (IVull® + |Au)* = I (t))
g1 —2

1
Vu 2 + Au 2 +

—1
q1

(t)
olur. (4.8)den t € [0, T,] i¢in

2¢1
Vull? + ||Aul]?) <
(17l + l12u?) < =2

J () (4.10)
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dir. Lemma 4.2 den

IVal® + [ Al

< 2q1
G — 2
dir. Ayrica, Lemma 3.4.6 dan

/Q |u|q($) dr < maX{HUHZE.) g HUHZ?)}
— amaX{HquE.) 5 HUHZ%)}
+(1—a) max{lluﬂgz.) ; ||“||Z?-)}

elde edilir. HZ (Q) < L1 (Q) ve H2 (Q) — L) (Q) gomiilmelerinden

E (0) (4.11)

[ 1t e <oma (et [Vl o [l

+ (1 — o) max {3 * | Aull3 , ¢327° || Aull3 }
<amax {f, | Vul§', ¢, [|Vull3 } [[Vull;

+ (1 — a)max {c, | Aul, &, [|Aul§ } | Al

a1—2 qo—2
2 2 R 2
<o max {c‘fl* (Q1 q_12E(O)> 2, (q1 61_12E(0>> } |Vul2

q1—-2 922

2(11 2 2(]1 2

+ (1 — o) max c'“*( EO) ,cq2*< EO)
(1o { 2npw) e (eo

2
X || Aully

olur. Daha sonra t € [0, 7] i¢in

/Q u| " dz < 0y | Vul® + 05 || Aul|? (4.12)
elde edilir. 6, + 6 < 1 oldugundan ¢ € [0, T.] igin

/Q|u|q<l’> do < |V + | Aul? @.13)
dir. Boylece ¢ € [0, 7] igin

I(t)>0

elde edilir. Yukaridaki siireci tekrarlayarak, 7% zamanin1 7" ye genisletilebilir.

Lemma 4.4 B ve B* Banach uzaylart ve B = (B*) olsun. Ayrica 1 < p < oo
icin L? ([0,7] : [B]) uzayinda u,, — u ve u, — u’ ne zayif yildizil yakinsak ise B
uzayinda u,, (0) — wu (0) a zayif yildiz1l yakinsar (Zheng, 2004).
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4.1 Lokal Varhk
Bu boliim, problem (4.1) in lokal varligim1 Faedo-Galerkin yontemini kullanarak elde

edilecektir.

Teorem 4.1.1 Kabul edelim ki p (z), ¢ (z) € C (Q) ve log-Holder kosulu saglansin.
Bu durumda herhangi bir (ug,u1) € HZ () N H* (Q) x L? () i¢in (4.1) problemi

lokal bir ¢oziime sahiptir ve

u € L*((0,7), H3 (),
w, € L™ ((0,T), H3 () NL™ (Qx(0,T))

dir.

Ispat. {v};°,, H2 () uzaymn bir ortonormal tabani olsun. {v;};°, bazinmn ilk &
vektoriinden olusan bir altuzay1 Vi, = span {vy, v, ..., vx } olsun. Normalizasyon ne-

deniyle, ||v;|| = 1 dir. Bir k tam sayis1 i¢in yaklagik ¢oziim:

k
U (t) = Z Uk (t) U

=1
olacak sekilde asagidaki Cauchy probleminin ¢oziimii olsun. [ = 1,2, ..., k i¢in

(up (t) o) — (Dug (1) ;o) = (Auy (), o) + (A%up (1), vr)

— (A (8) o) + (ly (P g (1) 1)

_ (\uk ()95 =2 4, (1) ,vl> , (4.14)
k

uy (0) = uop = Z (uk (0),v0) v — wo, Hy (Q) N H* (Q), (4.15)
=1
k

uj, (0) = wrg = > (uf, (0),00) v — uy, Hy () (4.16)
=1

olur. (4.14)-(4.16) problemi adi diferansiyel denklem oldugu gibi Picard ardigik yaklagim
yontemi ile ¢oziilebilir. Dolayisiyla T, > 0 i¢in [0, 7},) araliginda bir ¢dziim mevcut-
tur. Asagida verilen kestirimleri kullanarak bu ¢6ziimii herhangi bir 7 > 0 i¢in [0, T')

araligina genisletilebilir.

27



I Kestirim: (4.14) denklemini u), (¢) ile ¢carparak ve [ yi 1 den k ye kadar toplanirsa

Z/ ) uy, (t Uld(E— /Auk Yuyy (¢ )'Uldx— /Au ) uy, (t) vd

J/ J/
V ~

B3
+Z/A w (€) uy, (¢ Uldm—Z/Auk uy, () vdx

B4 Bs

k
—ZAM®W”%®%®WI
=1

J

k
= Z/ |ug, (if)lq(a:)_2 uy, (t) uy, () vidx 4.17)
1=1 79

/

~~

Bz

elde edilir. Simdi her terimi ayr1 ayri diizenlenirse:

k
B, = Z/ t) uy, () vidx
Q

= / Zulk ) udx
- /14@>;umm

=:2dt/\k 2 da

2
= Sl @,

By, = ;/{)Auk (t) uy, () vdz
_ /Q Aug (1)1, () da

I / Vg () Vi, (t) da

- —§EHVWX)H7
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veE

Bq

k
S [ e OF 2 e 0 (6
=1 Y9

/Q g (1) 7 (£) (1) dt
d

1
dt/gq(x) o (B
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bulunur. Elde edilen By, Bs, ..., By ifadeleri (4.17) de yazilirsa

d 1

—/|Vu§€|2dx—/|u;€|p(x)dx
Q Q

ifadesi elde edilir. Buradan

—/\Vu%]gdx—/\u;\p(w)dazg()
0 Q

olur. (4.18) in (0, ¢) araliginda integrali alinirsa:

1 9 1 9 1 2 1 2
5”“2” +§HVUM| +§HAU2H +§HAukH

o ()
- — || ™ dx
/0/52(1(x)‘ t

esitsizligi elde edilir.. Daha sonra (4.13) ten (4.19) esitsizligi

1 -2 q — 2
5 sup e ))” + 2 sup || Vu||* + “5— sup [Au”
te(0,T) 1 te(0,T) 1 te(0,T)

1 x
g, A+ / / dy (, )P drds
2te( Q

<E(0)
esitsizligine doniisiir. (4.20) den

{ug}, L= ((0,T); Hi () uzayinda diizgiin sinirhdir,
{ui}, L= ((0,7); Hy (2)) N LPO (2 x (0, 7))

uzayinda diizgiin sinirhdir,

A A —— |u)?®
dt{ (Wl + IV + D+ 12l?) = [

) dx]

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

{u}}, LP®) (Q x [0, T)) uzayinda diizgiin siirl oldugundan, {\uup ()2 uﬁe} de

p(z)
L)1 (2 x [0,T7) uzayinda smirlidir; dolayisiyla bir alt diziye kadar |u},|” (@)-2 ul,,

p(x)
® ye L1 (Q x [0, T]) uzayinda zayif siirhdir. & = [o/[P™)
mek gerekir. Ayrica, Lemma 3.5.5 ve (4.21) den,

{|1,Lk|q(:‘”)72 uk} , L= ([0, 7)) ve L? (Q) de esit olarak sinirlanmistir.
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(4.21) ve (4.22) den, uy, dizisinin bir alt dizisi ile bir © fonksiyonu elde edilir:

ug, wya L ([0, T]; HZ (€2)) uzayinda zayif* yakinsar;
uj, u' ye L ([0,T]); HZ () ve LPO) (Q x (0,T)) uzayinda @23
zayif*yakinsar;

\ g "2 g, b ya L ([0, T]), L% () zayif yakinsar.

Aubin-Lions lemmasini (Lions, 1969) kullanarak (4.23) dan uy,, uya C ([0, T] ; HZ (Q2))

uzayinda giiclii yakinsar yani
g, wya Q x [0,7] (4.24)
bolgesinde yakinsar. (4.23) ve (4.24) den

| 2 g, a2 wya L (0, T]), L? () uzayinda yakmsar. (4.25)
II. Kestirim : Simdi de (4.14) ii ¢ ye gore tiirevini alirsak [ = 1,2, ..., k icin
(ug’ (1), v0) = (A (), v) — (A (t) ,v) + (A% (£) , v1)

— (A (1), o) + (@) = 1) [ O (1), 1)
= ((a (@) = D (1 w1 (1), 1) (4.26)

elde edilir. Sonra, (4.26) denklemini uj), (¢) ile carparak ve [ i¢in 1 den k ya kadar

toplanarak asagidaki ifade elde edilir:

2 2 2 2 x)—1 2
337 LI+ NP+ I7 4 1adl?] + [ 9 e) = 1)l s d

/|Vu I do = /(q () — 1) Juge| "2 b d. (4.27)
Holder esitsizliginden

x)—2
< (g2 — 1) w4002

/Q (¢(2) — 1) "2 ol |ul| d

X ||u;€||2(q(m)—1) [l (4.28)
dir. Dolayisiyla

u, € L ([0,T], H (Q))
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veE

A

2@ —-1) < 2(q(x)-1)

IN
[\
—
>
)
|
—
~—

IN
G

den
/]ukIQq(z)_2dx§/\uk]2q1_2dx+/ |ug|*® 72 dx < 400
0 0 Q

olur. (4.28) esitsizligi

/Q (q (@) = 1) [ug "2 | Jup] da| < ex o)) Ikl (4.29)

olur. Young ve Poincaré esitsizliginden

/(q () = 1) Jua "7 fup ] [ d| < 5 [|Vuil|” + 6 || (4.30)
Q

elde edilir. (4.30) i (4.27) de yerine yazilirsa ve ¢ € [0, T'] i¢in (0, ¢) araliginda integral

alinirsa
[ (1 + (96 + (90 + |8 + (9 d
Q
< (Il O + 1Vt () + [ 7, )1 + 1 Au, (0)]°)
¢ 2 2
oo [ (1961 + ufl?) ds @431)
0
ve (4.16) ile ||V, (0)]|* < e || Aul (0)]|* dan
IV (O)]” + 1At (0] < e (4.32)

elde edilir. Burada c4, £ dan bagimsiz pozitif bir sabittir.
(4.14) denkleminin her iki tarafini uj), (¢) ile ¢arparak, [ igin 1 den k kadar toplayarak,
t = 0i¢in

luf O)I° = (A (0) 1 (0)) — (Aug (0),uf (0)) + (A%ux (0) ,uf (0))

— (At (0) . (0)) + (Juk ()2 (0)uf (0)) = (fue (0)1°) % e (0) ,uf (0))

olur. (4.15), (4.16) ve Young esitsizligi kullanilarak
[ (0)])* < s (4.33)
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elde edilir. Burada c5, k dan bagimsiz pozitif bir sabittir.

(4.32) ve (4.33) ten (4.31) esitsizligi
/ |u/k/|2dx+/ \Vuﬂ?dx—i—/ (V) |? dm—i—/ \Auﬁfdx—l—/ \Vuy|? da
0 0 0 0 0
t

<eg+ 07/ (yu;q? VUL + [V + A + |V 2) ds (4.34)
0

olur. (4.34) ve Gronwall lemmasindan, ¢ € [0, 7] i¢in

g ]1” + [Vl + IV ]]” + A + [ Var]* < es, (4.35)

elde edilir. Burada cg, £ dan bagimsiz pozitif bir sabittir.

(4.35) ten

{uj}, L= ([0,T], H3 () uzayinda diizgiin simrhdir,
{ul}, L>([0,T], Hy (Q)) uzayinda diizgiin sinirlidir.

(4.36)

Benzer sekilde

uy , L ([0,T], H2 (Q)) uzayimda diizgiin sinirhdir,
ufl , L™= ([0, T], H} () uzayinda diizgiin sinirhdir.

(4.37)

k — oo alindiginda (4.14) denkleminden

(W' (t) ,v) — (Au(t),v) — (Au” (t) ) + (APu(t) ,v) — (AU (t) ,vy)
+ (J OF 7 @), ) = (Ju @ @), ) (4.38)
elde edilir. {v;},°,, H§ (€2) uzayimn bir ortonormal tabani oldugundan u, (4.1) denk-

leminini saglar. (4.23), (4.37) ve Lemma 4.4 ii, sirasiyla B = HZ () ve L*(Q)

alindiginda

uh, H? (Q) uzayimda diizgiin sinirlidir,
i Hp (2) uzay g (4.39)

uy, Hy (Q) uzayinda diizgiin sinirhidir

elde edilir. (4.15), (4.16) ve (4.39) dan u (0) = uo, u; (0) = uy sonucu elde edilir.

Boylece ¢oziimiin var oldugu ispatlanmig oldu.
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4.2 Coziimiin Tekligi
Simdi ¢oziimiin tek oldugunu kanitlamak icin y ve z ifadesi (4.1) in iki ¢6zlim olsun

ve w =y — z olsun. Bu durumda w asagidaki denklemi saglar:

Wit — Aw — Awtt + AQ'LU — Awt

eV P L A [V e T T (4.40)
burada
w (z,0) = wo (z), wy (z,0) = wy (x)

dir. (4.40) ifadesini wy ile carpip ve = e gore integral alinirsa

1
5/ (Jurf? + [Vl 4 Va2 + |Awf?) da
Q

t t
+/ /|Aw!2d:c—|—/ / (|yt\p(‘r)_2yt—\zt|p(z)_2zt> wydxds
0o Jo 0o Ja
t
= //<|y|q(x)2y—|z|q(m)2,z> wydxds.
0o Ja

elde ederiz. Lemma 3.5.8 den her = € (2 i¢in

lwel* + Vel + Ve |” + (| Aw]|*
SC’/t/ (|y|q<$)_2y — | |2 z) wedxds (4.41)
0 Jo
elde edilir. Daha sonra benzer kestirimlerde bulunarak asagidaki sonuca varilir:
/Q (lwel? + [Vl + [V + | Auw]?) de
gc/t/Q (lwe]* + [Vw|?) dzds. (4.42)
0
Buradan da
/Q (fwrl? + [Vl + Va2 + |Awf?) da
§C/t/Q (lwe)* + [Aw]? + [Vw]* + |Aw[?) dvds (4.43)
0
dir. Gronwall esitsizliginden

lwell” + [V ewl* + [[Vawe|* + | Aw]* = 0
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dir. Boylece, w = 0 olur. Yani

y—z=20
olacagindan
y==z

dir.

4.3 Coziimiin Patlamasi
Bu boliimde, (4.1) probleminin ¢6ziimiiniin patlamasiincelenecektir.

Once asagidaki lemmalari verilecektir.

Lemma 4.3.1 Eger ¢ : 2 — |1, 00) 6lgiilebilir bir fonksiyon ve

2<q1<q(r)<g<oo n<A4,

(4.44)
2§Q1§Q($)§(J2<% n>4
ve
min { ull %, ), } < o (w) < max { |l ul2) }
gecerli ise, 0 zaman
o )
Pate (W) < C ([Aull” + pyy (w)) (4.45)

esitsizligi elde edilir (Messaoudi ve Talahmeh, 2017).

Ispat. Eger p (u) > 1ise C' > 1 igin

pit, () < p(u) < C (J2ul + p (w)

dir. Eger p(u) < 1 ise birim yuvar 6zelliginden
Jull,, <1

dir. Buradan Lemma 4.4.1 den

2

Paiey (W) < pylyy (u)

2
< |max {Jullf, el }] "
2
= ||U||q(.)

< COfAul”
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elde edilir.

Lemma 4.3.2 Lemma 4.4.1’in kosullarinin saglandi81 varsayilsin ve u, (4.1) denklem-

inin bir ¢oziimii olarak kabul edilsin. Bu durumda

)l < © (Iaul? + ull?) (4.46)
i) paty (w) < C(H @)+ lwl® + IVl + pycy (W), (4.47)
i) ully, < € (H) + ol + 9l + ) (4.48)
v) Jlullf < Cpyy (v) (4.49)

dir. Burada u € Hf () ve 2 < s < ¢y dir. Burada py( (u) = [, u|™ dzve C > 1
pozitif bir sabit olup, H (t) = —F (t) dir. H (t), E (t) fonksiyonelleri daha sonra
tanimlanacaktir.

Simdi, patlama sonucumuz ifade edilip kanitlanacaktir.

Teorem 4.3.3 n > 4 i¢in

(n—2)
n—4

2< i <p@)<pp < <qr)<qgp<2
olsun ve Lemma 4.4.2 nin kosullar1 saglansin ve
E0)<0

olsun. Boylece, (4.1) in ¢dziimii bir 7™ sonlu bir zaman patlar ve

T* < l——aoz
al s (0)

olur. Burada ¢ € (0,1), ¥ () ve o daha sonra sirasiyla (4.51) ve (4.53) te belirtilecek-

tir.

Ispat. Tiim zamanlarda ¢6ziimiin var oldugu kabul edilip buradan celiski elde edile-
cektir. Bunun i¢in H (t) = —FE (t) olarak tanimlanacaktir. Bu durumda £ (0) < 0
kabuliimiizden ve (4.6) dan H (t) > H (0) > 0 olur. Buradan

1 1 N
H(t) =— = (lul® + IVul* + [V | + (| Aul?) +/ —— [u|"® dx
2 0 q(v)
g/ ) dg
0 q(x)
1
< Pa()(w) (4.50)
q1
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dir. £ daha sonra belirlenecek yeterince kiigiik bir say1 olmak iizere

(1) = H0 (1) + 5/ wtd + [Vl @51)
Q
ve
—9 _
O<a§min{q1 T h } (4.52)
a1 q(p—1)
olsun. (4.51) ifadesinin tiirevi alinirsa
UVt)=1—a)H “)H (t)+ 5/ urdr + 5/ uuydr
Q Q
olur. (4.1) denklemi kullanilirsa
, d
V' (t)+— e | VuVudr
dt Q
=1 —a)H " (t)H (1)
+ e/ (u? — |Vul]? + |[Vug|* — |Aul?) dz
Q
+ 6/ |u|™™ da — 5/ w|ug [P vy (4.53)
Q Q

elde ederiz. (4.53) esitligin son terimi i¢in her 6 > 0, X, Y > 0 ve % + % = 1 olmak

lizere

0° 5t
XY < —X°+ TYt
s

seklindeki Young esitsizligini kullanilirsa (4.53) iin son terimi

1 —1 _ @
/ulut\p(“ dr S/ 5P [y P der/%gp&)_l 1y P iy
Q Qp(z) o ()

olur. Elde edilen bu ifadeyi (4.53) te yerine yazilirsa

d
U (t) + — (5/ VuVutdx>
i \° J,

> (1 —a)H ™ () H (1)

+€/ (u? — |Vul]? + [V, | — |Aul?) derE/ ] g
¢ Q

1 — 1 pa
. / 5p($) |u‘p(l‘) dr — / mé?(fﬂ()—)l |Ut|p(50) Utdl’ (454)
qp(x) o pl(2)

elde edilir. Bu nedenle, k yeterince biiyiik olmak tizere ¢ y1
§P@)/p(@)=1 _ fgy—o (t)
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olacak sekilde alip (4.54) te yerine yazilisa

v () + dit (5 /Q VuVutdx) > {(1 —a)— kP2 1} H () H (1)

D2
+ 8/ (uj — \Vul> — |Vu,|* — |Au|2) dx
Q

+E/ |U|Q(I) 1
Q

Jel—p1
— HP2L(t) / | dz (4.55)
P1 Q

elde edilir. (4.55) in sa§ tarafina eq; H (t) ekleyip ve ¢ikarilirsa

' (t) + % (g /Q VuVutdx> > {(1 N S 1} H™ () H' (t)

D2
+8<1+q21>/ 2dx+6(%—1>/ﬂ|Vu|2da:
——1>/|Vut| dx

+g<——1>/|Au| dr +eqiH ()

kl—pl

How2—1) ()/ u|P® da (4.56)
b1 Q

elde edilir. (4.56) ve Lemma 4.4.2 nin esitsizliginden yararlanarak,
0 1) [l de <o (€ (o) + 0 ()
Q

1 a(p2—1)
< (_) <Hu|l>1+aql(1>2 1)+ Hquz+aq1(p2 1))
q1

(4.57)

elde edilir. (4.57) den

V(1) + % (5 /Q vuvutdl) > [(1 ) — kP2 1} Ho ()M (1)

b2

-|—5<1+q21>/ dx+6 ——1 /|Vu| dz

+e ——1 /\Vut\ dx

+s(——1 /|Au| dr +eqiH (t)

kl—pl 1 (p2 1)
)
Y4 q1

< C (Hu“eraql(m 1) + Hqu2+aq1(p2 1)) (4.58)
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elde ed. Sonra Lemma 4.4.1 ve (4.52) yi kullanarak
s=ptaq(p—1)<q
ve

s=prt+aqg(p—1) <aq

olmak iizere, (4.58) esitsizligi

d
W' (t) + T (5/ VuVutdx>
Q

> {(1 —a) — ek2 1] Ho (1) H (2)

D2
Q 2 @
a(1+2)/ﬂutdx+g 1) /|Vu| dz
+e ——1 /|Vut| d:zc—i—e ——1 /|Au| dx

£ [ql’H (t) — k' Cy (7‘[ (t) + lluell® + [ Vae® + ] Zi)]

2 a(p2—1)
esitsizligine doniigiir. Burada C'; = - (q1> . Ayrica

a=(@+2)/2+(@—-2)/2

ve

1 1
H(E) = luelly, = 3 (lel” + I 7ull” + 1V |* + ]| Aul*)

ifadelerinden

N (t) > {(1 — ) — k2= 1} H (t)H' (1)

D2

6
e (D) gty ) w42 (2 ) vu)?
4 4
-2 —2
+€ (Q1 4 . k,l—mcfl) ||vut||2 +€ (ql 4 ) ||AU||2

@+ 2 1—p1 q — 2 1—p1 1
5( 5 —k pcl)H(t)+€(2—(h—k pC’l ||u|g1

elde edilir. Burada

N(t) =W (t) +% (e /Q VuVutdw)
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dir. k y1 yeterince biiyiik segilirse 7 (), ||ug]|%, | V| [ullj, ifadelerin katsayilari

pozitif olacagindan

U’ (t) +% (€/QVuVutdx> > {(1 —a) - ak;pr; 1} H* (t)H' (¢)

e [H () + lul® + [ Vull® + | Ve |

Al + ull (4.62)

olur. Burada v > 0 bu katsayilarin minimumudur. Bir £ sabit, ¢ yeterince kiigiik

secilsin ki
(1—a)—ek(pp=1)/p2 20

vE

U (0) =H'""(0) +s/

€
Uouldl' + = HVU[)HZ >0
Q 2

olsun. Bu nedenle (4.62) yi
, d
U'(t)+— e | VuVudr
dt Q
>ey [’H (8) + el * + [ Full* + [ Vuel* + | Al® + [l (4.63)
seklinde yazariz. Boylece t > 0 i¢in
U(t)>w(0)>0
dir. Simdi ¢ > 0 i¢in
T (t) +d% (5 / VuVutdx) > Dot/ =) () (4.64)
Q

diferansiyel esitsizligi gosterilecektir. Bu da W (¢) nin sonlu bir zamanda patladigini
gostermektedir (6rnegin Batle vd., 2016 ya bakiniz). Burada I',evy ve C' ye ((4.46)
denkleminin sabiti) bagh olan bir pozitif sabittir. (4.64) i kanitlamak i¢in 6nce su

kestirimde bulunulacaktir:

/ uuy (z,t) dx
Q

< [lelly [luell

<C (Il el (4.65)
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dir. Buradan

/ uuy (x,t) dx
0

yazilabilir. Young esitsizligi kullanilirsa

t/l=e) /(1—a) 10—
< C /) el

1/(1-a)
/ wuy (x, 1) do < C [ lully/ 07 + a0 (4.66)
Q
elde edilir. Burada § + . = 1 di. § = %, aliirsa ve (4.52) den % = 15, < @
olur. Boylece (4.66) e§it51zhg1
1/(1-a) ,
Juwds <ol + ]
Q
olur. Burada s = =5— < ¢y dir. £ > 0 olmak iizere (4.48) i kullanilirsa
1/(1-a) ) 4
/ wee (1) dz| < C[H) + el + [Tl + 2] (4.67)
Q

elde edilir. Son olarak

1/(1~a)
\Ijl/(l—a) (t) < C {'Hl/(l—a) (t) + g/ UUt (:p, t) d:L‘]
Q

1/(1—a)
/ uuy (z,t) de
Q

g0z oniinde bulundurarak ve (4.63) ile (4.67) den, (4.64) esitsizligi elde edilir. (4.64)

S 21/(1—a)c Hl/(l—a) (t)+

esitsizligini (0, t) araliginda integrallenirse

7 Gal-a) (1) Tt/ (1 - a) (4.68)

olur. (4.68) bize ¥ (¢) nin sonlu bir zamanda patladigini gosterir:

> l—« :
Lo [W (0)]*/17)

burada ' ve o < 1 olacak sekilde pozitif bir sabittir. Boylece ispat tamamlanur.
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5. DEGISKEN USLU YUKSEK MERTEBELI LOGARITMIiK KiRCHHOFF
TiPi DENKLEMIN COZUMLERININ PATLAMASI
Bu boliimde

1|12 ()—2 (@)—2
uy + M ‘PEUH Pu + |u]” up = |u|? ulnu, Qx(0,7),

gulel) — 0, j=0,1,...,m—1, o0 % (0,7), G
u (2,0) = o (x), 1w (2,0) = uy (&), re

yiiksek mertebeden logaritmik Kirchhoff tipi denklemin patlama davranig1 incelenmisgtir
(Yilmaz ve Pigkin, Baskida). Burada P = (—A)™, m > 1 dogal bir sayidir. Q C R"
(n € NT) de 09 diizgiin sinira sahip sinirh bolgedir. Ayrica M (A) = s; + s2\7 ve
51, So >0,y > 1dir.

p(+) ve q(-) fonksiyonlari 2 bolgesinde 6l¢iilebilir ve asagidaki kosullar: saglanmaktadir:

(5.2)
2<q1<q(x) <q < gq.
Burada
p1 = ess infyeqp (), p2 = esssup,eq p () (5.3)
@ = ess infcqq(x), @@ = esssup,cq ¢ ()
ve
2 < p. <00 n < 2m,
5.4)

2<p, <2 n>2m

n—2m

dir. Ayrica log-Holder siireklilik kosulunuda saglamaktadir.

5.1 On Bilgiler
Bu kisimda, bazi lemma ve teoremler ifade edilmektedir (Diening vd., 2017; Diening

ve Riizicka, 2003).

Lemma 5.1.1 Eger p : 2 — [1, 00| 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve u, 2 iizerindeki bir
fonksiyon ise, n > 3 i¢in

2n
2<pisp(a)sp < —5 (5.5)

dir. O zaman, H} () < LP0) () gomiilmesi siirekli ve kompaktir.
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Yukaridaki lemmadan ve Sobolev gomme teoreminden, asagidaki sonug c¢ikarilabilir:

Sonug 5.1.2 p : 2 — [1, oo] dl¢iilebilir bir fonksiyon ve u, 2 tizerindeki bir fonksiyon,
p (x) ve ¢ (x) fonksiyonlar

2n
n—2m

2<p<p@)<p<q<qa) <g< (5.6)
olsun. O zaman H{" (Q) — LPU) (Q) gémiilmesi siirekli ve kompaktir.

Lemma 5.1.3 (5.1) de verilen problemin enerji fonksiyoneli (5.2) kosulu altinda art-

mayandir. Yani

= [ u dz <o (5.7)
Q
ve
E(t) < E(0)
dir. Burada
2 1 1 2(y+1)
s =S Hpiad gk e
© = Il + 5 [P + 5 s [P
1 1
+ [ ——Juo|™ In |ug | dz + / |1 dx (5.8)
e el e s
ve
1y 1l |2 L (26D
B(0) =3l + 5 [P H Term Ll
1 e | \q(w
+ 5 |u| 1n|u|dx (5.9
Q9 (

dir.
Ispat. (5.1) de verilen denklemi v, ile carpip, {2 bolgesi iizerinde integrali alinirsa

2y
/ Uy [utt + (31 + 59 P%uH ) Pu + ]ut\p(x)_z ut} = / Uy ]u\q(x)fzulnu
Q Q

olur. Buradan

1
/ututtdx—/ut (51+52 Pzu
Q Q
N o

WV ~~ v~

C1 Cy Cs

2y
) Pudx + / Uy |ut|p(g”)_2 wdx
Q

s
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:/ut|u\q(x)2ulnud$
Q

N J/
-~

Cy

yazilabilir. Simdi her terim ayr1 ayri diizenlenirse:

(' terimi,

/ Ul AT

Q
1d
/ |ug|* da
Q

2dt
seklinde bulunur.

Ch

(5.10)

(), terimi,
1 2y
CQ = /ut <81+52 Piu >Pu,
Q
m 1l 2y
= 31/ut(—A) U+32/Ut Pzu|| Pu
Q Q
d (s 1|2 S 1 [12(v+D)
- Al b
dt(QH “I Fam I
dir.
C; terimi,
q,zl/mm$@2wm
Q
= |ut]‘I(x) dx
Q
olur.
Cy terimi,
d 1 _ 1
—<— ]u|q(m) lnu) = w \ulqm llnu—i——]u\q(r)%
dt \ q(x) q(z) u
= |u|q(g”)71 Inu+ — |u|q(x)71 Uy

Ut |U’q($)_1 Inu -+ %

dolayisiyla Cy terimi

Cy / g [u| ™™ uInudz
0

1 1
d / —— |u|® lnudx—/ 5
0 q(z) Q

dt ¢ ()
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olur. Diizenlenen C, Cs, (3, C ifadelerini (5.10) da yazilirsa

1 20r+D) q(z
i Hut” + H T 7+1 ’P u‘ +qu |l da
(@)
—Jo ‘Z‘z In |u| dz

_/ g diz
Q

elde edilir. Buradan

B = — /Q g [P d
0

olur.

IN

Lemma 5.1.4 (5.5) kosulu saglansin ve u, (5.1) in ¢6ziimii olsun. O zaman,

/|u|q(x) de > lu|™ dx
Q Qo

lllgy

dir. Burada Q5 = {x € Q : |u(z,t)| > 1} dir.

Ispat Q) = {x € Q:|u(z,t)| < 1} olsun. Bu durumda

/]u|q(m)dx = | de + [ |u]"™ da
Q Qo 2
> jul™ dz+ [ |u|® dx
Qs on
> / jul™ d
= Jlullg q,
elde edilir.

Lemma 5.1.5 (5.6) sartlar altinda, H (¢) fonksiyonunu ¢ > 0 i¢in

Q B s
B o

0<HO)=H) = =+ T Tae

esitsizligini saglar. Burada s yeterince kiiciik secilirse

G <qgp<s<oo, n=1,2,

n<p<s<A n>3

27
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ve Vu € Hj (Q) i¢in
lully < Bs [[Vull,

dir. By, H} () nin L? () deki gémiilmenin pozitif bir sabitidir.
Burada, # (t), (5.11) de tanimlanmustr.

Ispat. Lemma 5.1.3 ten A (t) , ¢t > 0 igin artmayan oldugundan

H(t) > H(0)

dir. (5.8), (5.10), (5.12) ve o > 0 i¢in

1
Ing < —¢°
eo
esitsizliginden
0 < H(t)
1
< = [ lule 0 e, 0)) ds
q1 Ja
1
= = [ (e, )] (@, )| (Ju (2, 1)]) dae
41 J{ze:|u(z,t)|<1}
1 e
+— Ju (2, )" fu (2, 1) In (Ju (2, t)]) da
A1 J{we:|u(z,t)|>1}
Q 1
< u—!— / lu (z,t)|" dz
q1€  0q1€ Jize:|u(x,t)|>1}
o 1 .
< ! V q2+o
- QI€+UQI6 IVulzs
Y B, s
< — 4+ ———||Vu
qpe (s —q)qe Vel
elde edilir.

Yukaridaki lemmadan ve Sobolev gobmme teoreminin uygulanmasindan

asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 5.1.6 Lemma 5.1.5 sartlari altinda, H (t) fonksiyonunu ¢ > 0 i¢in

o< <Hp <A B

- - P?u
qi1€ (3 - Q2) q1€
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esitsizligini saglar. Burada s yeterince kiiciik secilirse

G < g < s <oo, forn <2m,

2n
n—2m’

g1 < g2 <s< for n > 2m

ve Yu € HJ" (2) igin

lully < By

P%UH
2
dir. Bg, HJ* () nin L* (2) daki gémiilmenin pozitif bir sabitidir.

5.2 Coziimlerin Patlamasi

Bu kisimda, patlama sonucunun kanit1 verilmektedir.

Teorem 5.2.1 Kabul edilsin ki (5.6) saglansin ve £ (0) < 0 kosulu gegerli olsun. Bu

durumda, (5.1) denkleminin ¢6ziimii sonlu zamanda patlar.

Ispat. H (t) fonksiyoneli ¢ > 0 icin

H(t)=—FE(t) (5.11)
olsun. Bu durumda #' () > 0 ve

0<H(0) <H(t) < /QL |7 Tn Ju| da

dir. Simdi

O(t)=H"7 () + 5/Quutdx (5.12)

seklinde tanimlansin. Daha sonra yeterince kiigiik secilecek olan o > 0 sayisi

-2 — 2(q1 — 2(q1 —
0<o< min{ch : 1 — P2 ’ (g1 —p1) : (@1 —p1) } (5.13)
20 " q(p2—1) s —Da sp2—Da
dir. (5.12) nin tiirevi alinirsa
q)/ (t) = (1 — U) H (t) Hl (t) + 5/ |Ut|2 dx + 5/ uuttda:
Q Q
elde edilir. Burada (5.1) problemin birinci denkleminden faydalanarak
2
() =(1—o)H ™ () H (¢) +e/ |ug|* dar — g/ uM (HPUH ) Pudz
Q Q
—5/u|ut|p(@_2 utdx—l—a/u]u\q(x)_Qulnud:c
Q Q
L2
= (1= ) KT (O H () + e llull” — = | Phu
2(v+1)
—c HP%U ! +6/ Jue| ") In uda — 5/ w | P2 wyd (5.14)
Q Q
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elde edilir. (5.14) esitligin sag tarafina 0 < n < ‘“q—:Q icin € (1 —n) 1 H (t) ekleyip

cikarilirsa
Pt) > l—o)H7WO)H t)+e(l—n)qH () +e (1 + w> AR

te ((1_% _ 1) HP%U “ie (% _ 1) HP%u

1—
—i—an/ lu|?™ Inudz + ¢ (%) / |u|™™ da
Q 43 Q

—e/uut | [P 2 da
Q

2(y+1)

2

olur. Burada

1 1
—2/ |u)™ dz < —/ |ue |7 In udz
43 Ja 41 Jo

esitsizligi kullanilirsa

W) >A—a)H O H ) +e(l—n)qH(t) +¢ (1 + %) (A

e (U0 bl ve (2222 1) [

—1—5%/ |7 dx—e/uut [P 2 da (5.15)
92 Jo Q

2(y+1)

2

elde edilir. Lemma 5.1.4 ve (5.15) ten
) >(1—0)H 7 ()H (t)
+eB [% (£) + [ludl|® + HP%uH2 +||[paeu
— 6/ Uy |9t\p(‘r)72 dx
Q

> —o)H 7 (t)H (1)

2(y+1)
" / 1) d:c}
Q

2(y+1
H q1,822

2 )
+ef [7—[ (1) + Jluel® + HP%UH + HP%U [ ]
—s/uut | [P 2 da (5.16)
Q

dir. Burada
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dir. Simdi, Young esitsizliginden (ab < ﬁ + bq) a yerine uvy, b yerlne t yazilirsa

(5.14) iin son terimi Vv > 0 i¢in

- 1
/uutlut|l’(x) de S_/,yp(gc) ‘u|p(x) dr
& P1 Ja

—1 _ _p@) .
+ B2 /7 P |y, [P day (5.17)
D2 Q

esitsizligi elde edilir. Bu durumda, £ > 0 yeterince biiyiik olmak iizere -y asagidaki
gibi secilirse:

p(x)

NTP@T = kHTC (t)

ve bu ifadeyi (5.17) esitsizliginde yerine yazilirsa, Vy > 0 igin

n 1 "
/uyutv’(’f) " da §—/k1 @@= () [P dy
Q b1 Ja

p2—1
P2

esitsizligi elde edilir. (5.16) ile (5.18) den

- kM= (t) H' (¢) (5.18)

' (t) > {(1 —0) — gpng ! k} H (t)H' (1)

+56[ () + [l —i—HPuH —l—”P?u

kl P1

"l }

HoP2mD) ()/ u|P™ da (5.19)
Y4 9)

elde edilir. Sonug 5.1.6 kullanilarak

70 (P2—1) (t)/ |u|p(x) dr

o( 1)— |Q’ 7p2=l) Q1 zi q1 %
<zt (B (i) + (lulga,) ™)

(B )80(p2 1)
m <||u|q1 o T ||u|q1 QQ> (5.20)

so(p2—1)

49010 HPu

elde edilir. Simdi de (5.20) esitsizliginin sag tarafindaki terimlere Young esitsizligi

uygulanarak kestirim yapililirsa:

1 so(p2—1) Q1_p1 e
Phad " ok, < 2l + [Pl
) s;‘él’Q‘l)‘il
—pl 1 q1—P1
= Pl g, +CM 2 ([P
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elde edilir. Benzer sekilde kestirimde bulunulursa

(po— so(pa—1)qy

1 ||89P2 q1—P1
[Poall i, < 22 a0, + b
olur. Asagidaki esitsizlik kullanilarak
1
azga—l—lg(l—l—g)(a—l—b);‘v’aZ0,0<z<1,b20 (5.21)
ve a = |lullll g, ,e1 =1+ 55,0 =H(0) ve z = o (z = 2’—?) icin (5.6) kosulunu

g0z Oniinde bulundurarak

Pl p2

(el g,) ™ + (el )™ < 201 (Il o, + 7 (0))
21 ([l g, + H (1))

2
=14 b=H(0)vez = solba=la e (5.13)

IA

.- 1
elde edilir. Ayricaa = HP?u 50

kosulunu g6z 6niinde bulundurarak

so(pg—1)a1
1 2 2(q1—p1) 1 2
(1) < af[phl +no)
2
1 2
< o ([P + o)
2
elde edilir. 6= 1+ 7055, b=H(0) ve z = 52 jin
so(pa—1)ay
1 2\ 2(e1—pr2) 1 2
(IPall) ™ e ([Pief +2000)
olur.cin
2
o) ( /|u|p<z < C <||u|q o, +H )+ H'PUH ) (5.22)

elde edilir. Burada C' = C' (2, e, a, p12, ¢12) > 0dir. (5.19) ve (5.22) den

(1) > [(1 S 1/{} W () H (1)
P2
+ € lﬁ — kml(]]
D2
2(v+1)
S ORI ot A T (529

1
dir. Buradan v = (8 — kp;;C’ >0,k > (%) 1=r1) olacak sekilde secilir, ¢ > 0
yeterince kiiciik secilirse

P2 —
€
D2

1
(1—-0)— k>0
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veE

®(0) =H'"7(0) +€/Qu0 (x)uy (x)dz >0

olur. Boylece (5.23) esitsizligi

, 2(v+1)
(1) 2y [H () + ol + [P

e

+ g, QJ (5.24)
seklini alir. Bu durumda ¢ > 0 i¢in
O(t)>P(0)>0

dir. Ote yandan (5.12) denkleminden

/ uudx
Q

dir. Holder esitsizligi kullanilarak,
/ uUdx
Q

elde edilir. Tekrar, (5.21) esitsizliginde, a = ||0||"

0<z= (1_25;)(]1 < 1 alinirsa (bkz 5.13)

O™ (f) < 2079 (H (t) +

) (5.25)

_1
(1-0o)

IA

Cllullg, uelly

IN

Cllullg, o luelly

c:1+ﬁ,b:7-[(0)ve

q1,822 7

(a2 0, ) ™ < € (o, +70)

elde edilir. Bu durumda, Young esitsizliginden ¢ > 0 icin

/ uudr
Q

1
(1-0) 2(1—0)

_ 1
-0
< Ol g + el }

— q1,822

2
T=o)ar
< € |(Iulg0,) T + k]

< C ||u|

2 g T H () + ]3]

esitsizligi elde edilir. (5.24) ve (5.25) den

o (1) > (DT (1) (5.26)
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dir. Burada ( = ( (¢,7,C) > 0 olarak alinir. Simdi (4.26) ifadesini (0, ¢) araliginda

integrali alinarak,

/ t o (7)1 (1) dr > cdr,
0

Pi=0
1;U<T> > Cﬂg,
l1—0o 0
_—o _—o —0
DT (1) — 9T (0) = Tt
o 1
O (1) > (5.27)

T T (0) — 1ZCt
elde edilir. Burada ¢oziim sonlu bir 7™ zamaninda patlar. Burada

e 179
(o®T=7 (0)

dir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
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6. DEGISKEN USLU VISKOELASTIK DENKLEMIN COZUMLERININ PAT-
LAMASI

Bu boliimde ¢oziimlerinin pozitif baslangi¢ enerjisi i¢in patlamasi ele alindi (Yilmaz

vd., 2024).

6.1 Coziimiin Patlamasi
Tezin bu boliimiinde
up + A% — [3 g (t—s) A%u(s)ds + pu, = u|™™ 2w, Q% (0,T),
u(z,t) = Zu(x,t) =0, o0 x (0,7, (6.1)
u(z,0) =wug (), u (z,0) = uy (), x €}
probleminin ¢6ziimiiniin patlamasini baglangi¢ enerjisi pozitif iken ele alindi. Burada
QC R" (n € NT), 09 diizgiin sinira sahip sinirh bir bolgedir. v dig birim vektordiir.

ug () ve wuy (z) baglangi¢ fonksiyonlar olup p (z), n > 5igin

2n
2 < = inf < < = <
<p=essinfp(r) < q(z) < essilelgp(x) P2 —

dir. Ayrica (6.1) probleminin enerji fonksiyoneli

1 1 !
B0 =5l + 3 (1= [ o)) jau?
1 o _ 1 a(@)
+3 (g o Au)(t) /Q 1) |u|™ dx (6.2)

dir. Burada

<gov><t>=/0 gt —3) o (t) — v ()] ds

dir.

Lemma 6.1.1 ¢ — [1, c0) siirekli bir fonksiyon ve n > 5 igin

2n

2 < < < <
Sa<q@)<e< —)

oldugunda HZ (Q) — L@ (Q) gémiilmesi siirekli ve kompaktir (Diening vd., 2017).

Simdi g cekirdek fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin:
(H1) g :[0,00) — (0, 00) fonksiyonu V¢ > 0 i¢in

g(0)>0,1—/oog(s)d5:l>0 (6.3)
0

53



ve
(H2)

oo L _q
/0 g(s)ds<ﬁ2—

1
2 _1""%

sartlarin1 saglayan C'! (R™) de artmayan bir fonksiyondur. Ayrica
t

/ g(t—3s)(Au(s),Au(t))ds =
0

s [wo s [oas) auor

esitligi kolayca hesaplanabilir. Burada

(9.0 Au) (t) = / gt - s) || D (t) - Au(s)|ds

dir.

5 ) [2u O] +

(9" o Au) (2)

(6.4)

(6.5)

Lemma 6.1.2 (Korpusov, 2012). Kabul edelim ki ® € C? ([0, T']) fonksiyonu, a > 1,

B >0,v>0igin

OO, — ad? + 40D, + P >0, > 1, >0, 7> 0

® (t) >0, ®(0) >0

veE

o —

o (0) > L - (0) ve (@’ (0) —
sartlarini saglasin. Bu durumda

tl_l)I%io sup @ (t) = oo

a—1

(6.6)

olur. Burada 7' < T, < d!—@ (0) A~! dir, A ise daha sonra belirlenecektir. Ayrica

P (1) > e
(P (0) — At)a—1

dir.

ispat.

PP —  (P') + PP + P > 0
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esitsizligini 1+ ya bolersek

o ((I)/)? o’ 6
—_— — e —_— >
do a(I)l-‘,-a +fy(1)a + do — 0

N\ ¥ B
— — 4+ = >
(Q)a) _'_’Y(I)a_'_q)a —O

q)lfa "
(1—02 * 1ja (@) +p2 >0

olur. Burada ®'7° (t) = 2z (¢) alinirsa

" !/
gtz
l—a 1-a

2y =B (a—1)2 <0

olur. Burada a; = ﬁ dir.
z(t) = e Y (¢)
alinirsa
(e‘”tY)H + (e_VtY)/ —B(a—1) (e_WtY)O‘1 <0,
Ve Y — 29e Y + e Y — 42T £ e Y — B(a — 1) e 7Y™ <0,
e MY —ve Y — Bla—1)e 7Y™ <0,
Y =Y = B(a—1)e®Y* <0
olur. Burada § = v (a; — 1) = v (32 — 1) = - dir. Ayrica
Y(t) = e'z(t)
= P (1)

ve
Y = ("ot

= 7@ (1 —a) PP

= M(a—1)0 <%<I> (t) — & (t)>

yazilabilir. ' (0) > —2-® (0) oldugundan t, > 0 i¢in @' (t) > L5 () esitsizligi

t € [0, o) aralifinda saglanir. Boylece Y’ < 0 olacagindan —vY” > 0 dir. Yukaridaki

esitsizlikten ¢ € [0, #y) i¢in
Y~ B(a—1)e Y™ <0
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yazilabilir. Bu esitsizligi Y ile carpalim (Y’ < 0 oldugundan)
YY"~ B(a—1)e®Yy' >0
olur.

e—5tycxlyl — % (6—6tyl+a1) + 5€—§tyl+a1 o ale—ﬁtyalyl’

1 d 1
—ity o ! —ity 1+« -ty 1+a
S/ 1 S/ — S/ 1 6 S/ 1
¢ 1+a1dt(6 ) 1—1—0416

oldugundan
ﬂ (Oé - 1)i (e—dtyH—oq) _ 6 (Oé - 1) 4
1+ Qaq dt N 1+ aq

~
>0 oldugundan ihmal edilirse

Y/y// _ e—(StYl-‘qu Z 0

J/

pla—1)
1+O[1

CWV_ﬂ&wﬂkawﬂm)EO

Y'Yy _ (6—6tyl+a1>’ >0

2 1 —+ (o5}
olur. Buradan integral alinirsa

((Y')2 _ Bla— 1)6—5ty1+a1) = <(Y/ (0)° _Bla- Dy s (0)> =0

N2 / 2 25 (a B 1) 141 26 (a — 1) —5ty 1+aq
o~ 2= i gy 2801 i,
T (Of a1 ¢

A

.

2
A2 + 262(05 _11) e—&tyl-‘roa,
a —

Vv
>0 oldugundan ihmal edilirse

J/

(V)" > A°
elde edilir. Burada

> 28(a— 1)2Y1+°‘1

A= ) - 0 (0)
_ [(a — 1) (0) (;1@(0) — (0))}
2o 1) ey B
20 — 1

= (a—1)232(0) {@’(0)— 7 @(0)}2

2B(a— 1)2q)_2a

207 (0) @ (0),
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a—1 T 2a—1

A2:(a—1)2q>2a(o>{lq>/(0)— 1 @(O)T 2 <I>(0)}>o

J/

~~
Kabulden >0 dir

dir. Kabulden dolay1 parantez i¢i pozitiftir. Dolayisiyla A% > 0 olur.

(Y')? > A%,
Y| > A, (A>0,Y <0)
Y <-A<0

dir. Sonug olarak Y (¢y) < 0 oldugundan
¥ (t) > —= (t)
a—1

dir. Buradan devam edilirse V¢ € [0,7] i¢in Y’ () < 0 olur. Y’ (¢) < —A integrali
alimirsa Y (t) <Y (0) — At bulunur. Buradan Y (t) = ¢7'®'~° (¢) oldugundan

Y (t) <Y (0) — At

e (1) < @ (0) — At,

P (t) < e (D17 (0) — At),

vt

ea—1

(@1 (0) — At)aT

O (1) >
bulunur. (®17(0) — At)ﬁ = 0igint = &'~ (0) A~! olur. Boylece

li O (t) =
ool TP () = 00

tgr%io sup ® (t) = oo
olur.

Teorem 6.1.3 (H1) kosulu altinda ve ¢ (-) € C' () (6.6) daki gibi tanimlansin. Ayrica

q1 > 21icin

e’} 2
CI1_291
s)ds < ———— (6.7)
/0 9(5) i —2q +1

olsun. Eger baglangi¢ verileri i¢in
E(0) >0,
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1% 2
= ol

/ uotrdr >
Q

> 0

veE

2 2
(/ wourdy — 2 ||uou§) = 25/(0) [[uo|?
Q q — 2

ise bu durumda

* 1 1_ﬂ
T < 7 lluolly ?
olmak tizere
Jim sup [Ju (-, 2], = +o00
dir. Burada

2
2 _ (41 —2-p _ 2p 2\ 2
47 = (B 1) [(/uudx ql_2||uo||) 28(0) luo]*]  (68)

dir.

Ispat. (6.1) probleminin ilk denklemini w ile carpip €2 bolgesinde integral alinirsa

¢
/uuttda:—l—/uA%dx—/u/ g (t—s) A*u(s) dsdx+u/uutdx
Q Q a Jo Q
:/ |u|q(x) dx
Q

elde edilir. Green 6zdegliginden

/ututtdaj—/ |u(t)|2d:v+/AuAudx
0 0 0

/tg(t—s)/QAu(t)Au(s)dxds—i—u/ﬂuutdx

— [ 1 o
olur. Buradan
dt2(/|ut () dm) /|u )2 dx+/|Au () da
—/0 g(t—s)/ﬂAu()Au( )dmds+—( /| (0)]2 dx)
[ o @
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olur. Burada

—/Q|u(t)]2dx
:/Q|ut ) da

alinirsa, yukaridaki esitlik
1 d2¢ t
— — A A
S — J(t) /g(t S)/ u (t) Au(s) dxds

+——+/|Au )| dads

:/Q|u(t)y” iz

(6.9)

esitligine doniisiir. Asagida, (6.9) esitligindeki ticiincii terimle ilgili olarak 6 > 0 i¢in

kestirim yapilirsa:

—/tg(t—s)/Au()Au( ) dds
/ (t— ) / Au(t) [Du (s) — Au (£)] deds

_ (/0 g(s)ds>/Q|Au(t)l dx

§5/ |Au ()| d
Q
1 t

i g(t—s)[Au(s) — Au(t)] dr

2

dx

T35 ).

_ (/Otg(s)ds>/Q|Au(t)|2da:

yazilabilir.

Cauchy-Schwartz esitsizliginden

/ﬂ /Otg(t—s) [Au (s) — Au (t)] ds| dx < (/Otg(s)ds) (g0 Au) (t)

dir. Dolayisiyla, (6.10) esitsizligi Vo > 0 icin
t
—/ g(t—s)/Au(t) Au (s) dxds
0

<5/\Au )2 dx+415 (/tg(s)ds> (g0 Au) (1)
~([aas) [ 1sutopas

2
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esitsizligine doniisiir. Sonug olarak (6.9) esitsizligi V6 > 0 i¢in
1d?%¢ wdo t
—— — —— 4 — s)ds A

(1+5 / >/|Au )| dadr

> / o ()] da (6.13)
Q

olur. Benzer sekilde, (6.1) probleminin ilk denklemi wu, ile carpilip §2 bolgesinde inte-

gral alinsin:

% [%J(t) +%/Q|Au (t)|2dm] + pJ (t)

_/Otg(t—s)/QAu(s)Aut(t)dxds

1

:/ —— |u|"™™ dx (6.14)
Qq(z)

dir. (6.5) teki

—/Otg(t—s)/QAu(t)Au(s)da:ds

_ %di {(goAu) (t) - (/tg(s)ds)/Mu(t)]Zdw}
1
39!

/|Au )z~ 5 (9 0 ) (1)

esitligi goz Oniine alinirsa, (6.14) esitligi

%% {J(t)+ (1—/:9(8)618)/QIAu(t)Izdﬂngoﬁu) (’f)}

1 1
+ 29 (t) / |Au (t)|2 dr — 3 (¢ o Au) (t) + / |ut|p(x) dx
Q
d 1

"t Jo q(@)

[ul*”) da

(6.15)

esitligine doniisiir. Buradan (6.15) denklemi (0, ¢) araliginda integral alinirsa

t 1
/ [ /]Au )| d:v—§(g o Au) ( /|u\p(‘r dx}dt>0
0

esitsizligine doniisiir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

%J(t)—k%(l—/o g(s)ds)/Q|Au(t)|2dx—l—%(goAu)(t)—E(O)

1
<_/ u|?™ dz (6.16)
a1 Ja
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olur. Burada

1 1 1 q(@)
E(0) = 2/|u1| dx + - /|Au0| dx — /Qq(x) |uo| ™ dx

dir. (6.13) ve (6.16) dan

%J(t) (21(1—/0tg(s>ds)/ﬂ|m(t)l2dx

+ L (g0 Au) (1) — i E(0)

2
510+ 5 ([ 908) ge s
+ (1+5—/Otg(s)ds>/Q|Au(t)|2d:v (6.17)

elde edilir. Buradan 6 > 0 i¢in

%( / ds)/|Au )2 da
—<1+5 /0 ds)/\Au )? dz > 0,

8L ([aeas) wern =0

olur. Burada (6.7) esitsizligi kullanilirsa (6.17) esitsizligi

Ld*¢  pdd ¢
5@4‘5%4‘ 1E(0) <1+§>J<t)

esitsizligine doniisiir. Tekrar Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanilirsa

g7 < 4J¢

esitsizligine kolayca ulagilir. Son iki esitsizligi birlestirerek

PP — % (1 + %) O} + ppdu + 21 E(0) ¢ > 0 (6.18)
elde edilir. $imdi (6.6) ile (6.18) den

1
— <1+q21) >1, B=20E(0) >0,

2
200 — 1

v 4
Ta—1 g —2

= 8E (0) (6.19)

v =p =0,
elde edilir. Boylece Lemma 6.1.1 den ¢ — 7™ i¢in
Jim sup Ju (- 1)]], = +o0
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olacak sekilde
* 1 -4
" < S luoll>

degeri vardir. Burada A, (6.9) da verilmistir. Ayrica

> e
Jull, > S

[luolly ™ — A¢] ™

esitsizligi istenen sonuctur.
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7. DEGISKEN USLU LOGARITMIK KAYNAK TERIMLIi m-LAPLACIAN
DENKLEMININ COZUMLERININ GLOBAL VARLIGI VE ENERJi AZAL-
MASI

Bu boliimde, asagidaki baslangi¢-sinir deger problemi ele alindi (Yilmaz ve Piskin,

2024b):

(

U — At + 1+ g Jug P2
Fhauy (2, — 7) [P (2t — 7)
s L (z,t) € Q% (0,00), o
u(x,t) =0, (x,t) € 0Q x (0,00),
u(z,0) =g (z), u (x,0) =uy (x), x€Q,
\ut(l’,t—T):fo(iC,t—T), Q% (0,7)

burada 2 C R™ de, 0f2 diizgiin sinira sahip sinirli bolgedir. 7, k, uy > 0, m > 2,

Lo € R ve m-Laplacian
Apu = div (|Vu|" " Vu)

seklinde ifade edilir. Baslangic fonksiyonlar1 ug, u; ve fo daha sonra belirilecektir.

p(-) ve ¢ () degisken iisler ) bolgesinde

2< i <p@)<pr<q <qz)<g <2

n >3, (7.2)
seklinde ifade edilir. Burada

p1 = essinfoeqp (), po = esssup,eqp (z),

q1 = essinfeqq(x), g2 = esssup,cqq (),

p(+) ve ¢ (+) log-Holder kosulunu saglar.

7.1 Global Varhk
Bu boliimde, (8.1) probleminin ¢éziimlerinin global varligi gosterilecektir. Bunun i¢in

r e, pe(0,1)vet > 0igin
U(J},p7t) =zt (xat - TIO)
seklinde bir fonksiyon tanimlayalim ( Nicaise ve Pignotti, 2006). Buradan

Tug (x, p,t) +u, (x,t —7p) =0
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esitligi elde edilir. Bu ifadeleri (7.1) probleminde yazilirsa

( ()-2
Uy — Aptt 4w+ py Jue]™ 7wy

oz (2,1,8) |2 (2, 1,8)[P 2

= u|u|™ 2 In |ul*, Q x (0,00),

Tz (2, p,t) +u, (2, p,t) =0, Q2 x(0,1) x (0,00),
z(2,p,0) = fo(z,—p7), Q x (0,1),
u(z,t) =0, 90 % [0, 00),

u(z,0) =wug (), u (z,0) =uy (), £

sekline doniigiir. (7.3) probleminin ¢ > 0 icin enerji fonksiyoneli
|q(96

)
dx
q* (z)

a(w) | ! £\ [P@)
o q(z) 0 Ja p* (z)

dir. ( siirekli fonksiyonu x € €2 icin

1 1 |
B (t) = lull + - [Vl + 5 Il + & |

T lp2| (p () —1) < C(2) <7 (mam (z) — [p])
seklinde tamimlansin. Ornegin ( siirekli fonksiyonu

C@) = 5 lual (0 () = 1) + o (&) = o

2 [(r + ) p () = 2 |p2o]]

S N

>

seklinde alinabilir.

(7.3)

(7.4)

(7.5)

Asagidaki lemma uygun kosullar altinda enerji fonksiyonelinin artmayan oldugunu

ifade etmektedir.

Lemma 7.1.1 (7.3) probleminin bir ¢6ziimii (u, z) olsun. Cy > 0 igin

E'(1) < G, [ [ (412 1P da:)} <0
Q

dir.
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Ispat. (7.3) problemin ilk denklemini v, ile carpip € bolgesinde integral alinirsa

/ Wt dr — / wpdiv (|Vu|m*2 Vu) dx
) Q
—l—/ wpudx + iy / Uy \ut]p(')_2 uydx
Q Q
—I—,ug/ wz (x,1,8) |2 (z,1,0) PV d
Q

- / ww [u]* 72 In |u)f do
Q

elde edilir. Buradan

d1 , d 1

4z dr + 2= m g

dt2/9|ut| x—l—dtm/Q|Vu| T

+i1/|u|2dx—l— /|u P dy
at2 |, R

+u2/utz (z,1,8) |2 (z,1,1) PV d
0

_d / "o fuf® / b lul™
Q q(z) o q(x)u
1

dt
J a@) 1, |1k J a(x)

_4 / [l Inful’ g 4 fRIT 7.7)
dt Jo  q(z) dt Jo ¢*(z)

olur. Simdi (7.3) probleminin ikinci denklemini ¢ (z) |z|” @)=2 - carpip Q x (0,1)

bolgesinde integral alinirsa

1
1 .
/ /;C(m)|z|p() 22z (z, p,t) + u, (z, p,t)] dedp = 0
o Ja

esitlik diizenlenirse

d ! p(x) 1 1 )
E/0 /Q%dxdp—i—/o /Q;C(x)wp(x) 2zup (x,p,t)dzdp =0 (7.8)

elde edilir. (7.7) ve (7.8) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

q(x)
|t;| ”
q* (x)

a@) | | e
o q(z) o Jo P*(2)
. 1 ! 2)—
:_u1/|ut|p( )dx—;// C(2) |z (2, p, ) "™ 22 (x, p,1) 2, (z, p, t) dpdz
Q aJo

— o / g u (2, 1,9 0 (2,1, 1) da (7.9)
Q

dl1, o, 1 S
— |z — ||V - k
" [2 el + Il + 5 10+
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elde edilir. Simdi (7.9) esitliginin sag tarafindaki ikinci ve ligilincii terimleri i¢in kesti-

rimde bulunulacak:
1 1
—— / / C(x) |2 (z, p, )P 72 22, (x, p, t) dpda
/ S (e (@, 0.0P® — |2 (@101 da

C‘T) p(x)
Tp( / | @ L e

p(px()le ve 1’ = p () olacak sekilde Young esitsizligi uygulanirsa

olur. Son terim r =

» P2 v
[P + P —1 |2 (2,1, 8)["”

_ 1
| |2 (2, 1, )P < ——
p(x)

elde edilir. Sonug olarak son terim

—,ug/utz|z(x, 1,6) P72 d
Q

< 1l (/Qlﬁ|ut|p(l’)dm+/ﬂ%|z(x,1,t)|p(x)dx)

esitsizligine doniisiir. Boylece

o0 - [ ()

p(x
B 0 o ol (p () = 1) z(x P@) do
/Q(TP(ZE) »(2) )| (z,1,0)|"" d

olur. (7.5) ifadesinden Vz € Q icin

wlmzul_(C(%) N Iu2l)>0

™ (r)  p(x)

veE

(@) |uel(p(x) = 1)

(@) p@

Yo (x) =

dir. Eger p (x) simurli ise ¢ (x) de simirlidir. Bu durumda ), () ve 15 (z) de sinirhdir.

Bu nedenle x €  icin

Co (x) = min {¢y (x), P ()} >0

olacak sekilde tanimlanirsa Cyy = infg Cj (x) olacagindan Cy (z) > Cy > 0 olur.

~Co| [ (1l + I (e, 1.7 o)
Q

0

Boylece

E'(t)

IN

IN

66



olur.

Simdi de agagidaki fonksiyoneller tanimlansin:
L(t) = | Vully, + [lul® - /Q [ul ™ In ful* der

\

’q(ﬂc

1 w1 ||
) = — - k d
J(t) — IVl + 5 llul” + /qu Ol

q(z) k 1 p(x)
Ny Ty T
0 Q(x) o Jo P (95)

Buradan

1 2
E(t) = J(t)+ 5 llwl
yazilabilir.

Lemma 7.1.2 Kabul edelim ki baslangic verileri z, € W, () ve 2z, € L? () olsun.
Ayrica ¢y > m, I (0) > 0 ve
qo+k—

B=Cpin (Q1E(O)) z <1

g —m

kosulu saglansin. Bu durumda ¢ € [0, T i¢in
I(t)>0
dir. Burada v > 0 sonra belirlenecektir.
Ispat. Eger
/ |u|™ In [ul* dz < 0

Q
ise sonug aciktir. Bu durumda ¢ € [0, 7%] i¢in
/ |u|™ In ul* dz > 0

Q

ise 1 (0) > 0 oldugundan siireklilikten 7* < T olacak sekilde bir 7* vardir ve bu
durumda t € [0,7*] i¢in I (t) > 0 saglanir.
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Bu durumda ¢ € [0, 77| i¢in

k
T0) > IVl gl /|u|q dz

__/\u|q<z In Juf* dx+/ /C Z|p
> (D) v+ (222 e
—/|u|q d+//< Z|p ddt+ -1 (1)
> (=) vl

dir. Boylece

IVal? < (=2} J(@)
=

< (2 )e0

= ((hq—lm) 20)

elde edilir. Diger yandan, In |u| < |u| ve |u| > 1 esitsizliginden

/|u|q<$) ln|u|kdx</\u]q(m)+kdx§/|u!q2+kda¢
Q Q Q

elde edilir. Eger 0 < k < —=; ve Wy'™ (Q) < L®t* (Q) gomiilmesi uygulanirsa

/Q [ d <y | V] 2

k—
=Copse [Vl Va5

m my 227k
=Cootk [[Vull, ([[Vull,) ™

ggtk—m

(@ E ()
<Cypr IVl (f] ”) (7.10)

—m

elde edilir. Burada C,,; gomiilme sabitidir. Boylece

/Q [u " 1o [ul* dz < 8|Vl (7.11)
dir. Sonug olarak (7.10) ve (7.11) den Vt € [0, T*] i¢in

1(t)> (1 - B)|IVul >0

elde edilir. Bu islemin tekrariyla, 7, T" ye kadar genisletilebilir.

68



Teorem 7.1.3 Eger baslangic verileri 2y ve z; Lemma 7.1.2 kosulunu sagliyorsa (7.3)

problemi diizgiin sinirl ve globaldir.

ispat. | Vz||”" + ||z ]| ifadesini ¢ den bagimsiz siirh oldugunu gostermek yeterlidir.

Acikca goriilmektedir ki

E(0) > E(®)
S 0
1 2 qgi—m m
> gl + (22wl (222 e
p(l"
/|u|q(r dm+//€ |Z| dwdt + — 1()
> Sl + (2 ) 1l

dir. Buna gore
IVl + [lu]|* < CE (0)
elde edilir. Burada C' pozitif sabiti; k, ¢; ve ¢, ye baghdir.

7.2 Coziimiin Azalmasi
Bu boliimde, (7.3) probleminin ¢dziimlerinin azalmasi gosterilecektir.
Lemma 7.2.1 (Komornik) £ : Rt — R* artmayan bir fonksiyon olsun. Eger o > 0,

w > 0veVs > 0igin
* 140 1 o o
ET(t)dt < —FE7(0)E° (s) = cE(s)
s w
esitligi saglantyorsa V¢ > 0 icin

-1
CEO) (1407, o>0,
b <] EOO
E@t)<cE0)e“ =0
dir.

Lemma 7.2.2 (7.3) problemin ¢dziimii boyunca

—T/ /6 o7¢ () [u (@, p, t) P dadp,

fonksiyoneli

1
< /QC(JU) |ut|p(x) dr — 7'67/0 /Qg(x) 2 (z, p, t)’p(r) dadp



esitsizligi saglar (Kafini ve Noor, 2023).

Ispat. F (¢ (t) nin tiirevini alip (7.3) probleminin ikinci denklemi kullanilirsa

Fl(t) = / [ e c@p@ =y sded,
—T/ / e ¢ (2) ]2 \p(x)> dzdp
—T/ /e o7¢ (x) |2 (2, p, 1)) dadp

< / C(2))z (x,0,8)P“ dadp

1
—T/ /e"”( (z) | 2P dadp
0 Q
1
< [c@luldo=re [ [ ¢(a)le @ p 0 dudp
Q 0 Q

Teorem 7.2.3 Kabul edelim ki (3.1) ve (7.2) kosullar1 saglansin. (7.3) probleminin

CE(0)(1+ )77, py >0,

—at

E(t)
ce p(z)=0

kosulunu saglayacak sekilde ¢ ve « pozitif iki sabit olmak iizere global ¢oziimii vardir.
Ispat. (7.3) probleminin birinci denklemini s < 7' olmak iizere uE" (t) ile ¢arpip

Q2 x (s,T) bolgesinde integral alinirsa

o = minda -9, (2020 (2202 0) @2 - a0 -)f

> 0

elde edilir. Bu da

T d T T
/ B (1) / % () ddt / B (1) / Wdrdt + / B (1) / V™ dedt
s s Q s Q
T T
+/ E" (t)/quxdt—l—ul/ E" (t)/u|ut\p(z)_2utda:dt
s Q s Q

T
+ o / E" (t) / wz (z,1,) |2 (2,1, 6) P2 dadt
s Q
T
—/ E" (t)/|u\q(x)ln|u\kdxdt
s Q
=0 (7.12)

dir. (7.4) deki E (t) tanimini ve

jt (ET( ) /Q““tdf”) =B () B (1) /Q wudz + B (t)% /Q wuyd
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esitliginden faydalanarak (7.12) ifadesi

Q/STE”“(t):—/STjt (E’"( )/Quutdx) dt

+r/ EY () E (t)/uutd:z;dt
s Q

T
—,ul/ E" (t)/u|ut|p(x)_2 updxdt
s Q

T
s / o) / wz (21,8 |2 (2, 1, 6) P92 dadt
s Q
T
+2/ E" (¢ /|ut] d:cdt—i—/ E" (¢ /\u!qm)ln\ul dxdt
p
+2/ E (¢ / /C |Z e D" (7.13)

ifadesine doniisiir. (7.13) ifadesinde esitligin sag tarafindaki birinci terimi asagidaki

kestirimde bulunulursa

[ (0 [ )

E7 (ts) /Q 22 (,8) dz — E" (T) /Q 22 (z,T) da

< %E’"(s) Uﬂz (z, s)dx+/9 (z, s)dm}
+%E’" (T) ng? (z,7) dx+/gzt2 (z,7) dx}
< LB (5) [C. VAP + 28 (9)]

+%E’” (T) [/Q 22 (2, T)dw +/ta2 (,T) d:z:]
< E"(s)[CLE(s)+E(s)|+E"(s)[C.E(T)+ E (T)]

esitsizligine doniisiir. Burada C,, Poincaré sabitidir. F' (¢) nin monotonlugundan

B Y o I
[ (0 fn)al

<cE"(0) E (s)
<cE (s) (7.14)
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elde edilir. Benzer sekilde ikinci terim

[ OE @ o] < [0 G50 <20
< —c/STET () E (1) dt

SCErJrl (8)

<cFE (s) (7.15)
doniigiir. Diger terim i¢in
Qr={zeQ |zt >1} veQ_ ={x € Q: |z (z,t)] <1}
ve Holder ile Young esitsizliginden

/STET(t) Umufdwr/ daz}

dt

T
E" (t)/\utIdedt‘ =
0

T [ o)
< c/ E" (t) (/ | | d:c) +< ]ut\pg da:) ]dt
T m v
< C/ E" (t) (/ |ut|p d:L‘) + (/ |ut|p ) ] dt
T /
< c/ B )| (- 0)n + (-2 )" }dt
T _T,pl T
< ca/ B ()] dt+c(5)/ (=B (1)) dt
) T ST 2(r+1)
tee / B (1) dt + ¢ (e) / (B (1) 5" dt
ifadesine doniigiir. p; > 2ver =B —1i 191n =r+1-+ p2 - dir. Buradan
T T
/ E" (t) / zfda:dt' <ce / E™ () dt
s Q s
pP2—P1 T
tee[E (0)] 5 / B (t) dt + ¢ () E ()
T S
§05/ E™ () dt + c(e) E (s) (7.16)

elde edilir. p; = 2 durum igin r = &2 — 1 se¢imi de benzer sonuglar verecektir.
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Diger terim i¢in Young esitsizliginden V x € )

T
—ul/ E" (t)/u|ut|p(x)_2 utdxdt‘
s Q
T
< ¢ / E" (1) / lu (8) ) ddt
] Q
T
+e / E" (1) / ce (@) [ug '™ dadt
s Q
T
< 5/ E" (1) {/ |u(t)|p1da7—|—/ |ut|p2dm} dt
s Q4 -

T
—i—c/ E" (t) / ce () [uP™) dxdt
s Q

elde edilir. Burada Young esitsizliginde

p ()
p(z)—1

ifadeleri kullanirsak

q(x) = ve ¢ () =p(x)

ez (z) = ' 7P [<p ()@ (p (z) — 1)}17(2:)—1

olur. Dolayisiyla H} () < LP* (Q) ve Hj () < L2 () gomiilmelerinden
T
’—/Ll/ E" (t) / | [P 2 utdxdt‘
s Q

T T
<e / BN () [c|V2 ()2 + ¢ |V (s)|2] de + ¢ / B (1) / . (z) |uaP@ dadt
S s Q

p2—2
2

< / oat (B (0) B (1) + B (0) B (1) + / oAt /Q . (2) [ug P dadt
< / CE ) 1 / a0 /Q . (2) [us P dadt
<e /T E™ () dt + c(e) E (s) (7.17)

elde edilir. Burada c (£), € bagl sabittir.

(7.13) ifadesindeki siradaki terim benzer sekilde
T
’—ug/ B (t)/u|z(a:,1,t)|p(x)_1dxdt
s Q
T
< [ EOEITuE)E + |V d
T
+/ E" (t)/cE (z) |z (x, 1,8)[" dadt
s Q

T
<e / ET () dt + ¢ (e) E (s) (7.18)
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ifadesine doniisiir. Logaritmik terim i¢in H} () — L% (Q) gdmiilmesi ve

[ 1l do < 5. 9l
Q

ifadesi kullanilirsa

T T
/ B (t)/u2 |u]q<$)_2ln|u]kda:dt' < / B (t)/ |7 In |u|* dadt
s Q s Q

<4, / T (t) [Vl dt

<P, / B (¢ (7.19)

elde edilir. Burada 0 < 8, < 1ve q» + k < -5 + k < =5 dir. (7.13) ifadesinin son

terimine Lemma 7.1.2 uygulanirsa

p(z)
/Er //C |Z pb)| drdp
— ET //C ) |2 (@, p, )" dadp
t=T
(ET // —7¢ (a) |2]P@ d:xdp)
+— ET / /e ¢ (2) |ug P dadp

elde edilir. ¢ (x) sinirliligindan ve ¢ > 0 igin

/ o //c |”p, B dedp

IN

IN

=S

< () B (s)+ B (D)
27; CET(0)E(s) + %ET“ (T) E (s)
<cFE (s) (7.20)

dir. (7.13) - (7.20) den

/T E™ (t)dt < (e + B) /T E™ () dt + cE (s)

S S

elde edilir. 8, < 1, € yeterince kiiciik olacak sekilde € + 3, < 1 dir. Bundan dolay1

/T E™ (t)dt < cE (s)

s
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dir. ' — o0 i¢in
/ B (1) dt < cE (s)

dir. Sonug olarak, Komornik lemmasi o0 = r = % — 1 ile saglanir ve bu da istenilen

sonucu Verir.
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8. DEGISKEN USLU KLEIN-GORDON DENKLEM SIiSTEMININ COZUM-
LERININ PATLAMASI ILE ILGILI TEORIK VE NUMERIK SONUCLAR
Bu boliimde (8.1) denklem sisteminin ¢oziimlerinin lokal varlig1 , patlamasi ve sayisal

sonuglar elde edilecektir (Yilmaz vd., 2023b).

(

wy — Au+ mPu+ [u POy = fy (wv), 2 eQ, >0,

v — Av + miv + \vtlr(m)_l v = fo(u,v), xeQ t>0,

u(x,t) =v(x,t) =0, x e, t>0, (8.1)
u(x,0) =wug(z),v(z,0) =v (), x € ),
ut(xao):ul(aj)avt(z70):’01<x>7 z €

burada €2, R" de (n = 1,2,3) 02 diizglin simira sahip sinirh bolgedir, fi (u,v) ve

fa2 (u, v) kaynak terimleri asagidaki gibidir:
i (u,0) = alu+ 0“0 (u+v) + bl w o]0 (8.2)
f2 (u,0) = afu+ o0 (w+ v) + blul O+ o]0y

burada m;y, mo pozitif sabitlerdir ve a,b pozitif olmayan sabitlerdir ve f; (u,v) ve

f2 (u,v) tanimindan, asagidaki ifade kolayca elde edilebilir: V (u, v) € R?

wfi(u,v) +vfa(u,v) =2(q(x) +2) F (u,v) (8.3)
dir. Burada
1 2(q(z)+2) (2)+2
F(u,v) = —————— |a|u+v|™ + 2b |uv|?
(1.0) = g [alu o |
dir.

Lemma 8.1 Messaoudi ve Talahmeh, 2022. ¢, ve c; olmak iizere iki sabit vardir, dyle

ki

Co 1
——F (u,v) < F(u,v) L ————F5 (u,v
2gw) vy =S 50y Y
Burada
Fy (u,v) = [’u‘Q(Q($)+2) + ’U|2(q(x)+2)]

Fy (u,0) = [|u|2<q<x)+z> i |U|2(q(x>+2>]

dir.
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Ispat. Esitsizligin sag tarafin dogrulugu aciktir. Sol tarafta v = v = 0 ise esitsizlik
saglanir. Genelligi kaybetmeden v # 0 kabul edilirse, o zaman ya |u| < |v| veya
|u| > |v] olur.

Eger |u| < |v] ise,

2(q(x)+2) U

1
F(u,v) = ——— [p[2d®)+2) {a (1 + 2
v

2(q(z) +2) v

q($)+2:|

elde edilir. s € [—1,1] ve x € Q olacak sekilde
T(s)=all+ 8‘2(11(36)-5-2) + 2 \s|q(x)+2

stirekli bir fonksiyonunu tanimlayalim.

Dolayistyla, minY (s) > 0 olur. Eger minY (s) = 0 ise, sop € [—1, 1] aralig1 i¢in
T (s) = a1+ 50| 4 2|50 9 F? = 0 elde ederiz.

Bu,

1+ sg| = |so| = 0 anlamina gelir ki bu imkansizdir. Bu nedenle, T (s) = 2¢o > 0
olur.

Sonug olarak,

o 2(q(z)+2)
Fu,v) > —— v
(o) >
> ‘o |u|2(q(x)+2)
q(z)+2

dir. Dolayisiyla,

2(q(z)+2) (z)+2
OF (u,v) > — 0 |y[a@)+2 [a ‘1 + 3‘ 2 |2 }
q(x)+2 v v
veya
2(q(z)+2) (z)+2
L|u’q($)+2 a’l_’_g 1 E ¢ S 2F (u)v)
2(q(z) +2) v v
dir. Eger |u| > |v| ise,
1 v 2(q(z)+2) v |a(@)+2
F(u,v) = ———|u| (?®+2 {a‘l—l——‘ +2b‘— }
Co q(z)+2
— v
q(x)+2 H
dir. Boylece ispat tamamlanir.
Sonug 8.2 ¢y ve ¢; olmak iizere iki sabit vardir, dyle ki
colo () + 0 (v)] < / F(u,0)dz < e [o(u) + 0 (v) (8.4)
Q
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dir.
p(-),7 () veq(-) degisken iisler, (2 lizerinde tanimli1 Sl¢iilebilir fonksiyonlar asagidaki

gibi tanimlanmusgtir.

burada

p1 = essinfocqp (), pa = esssup,cqp (7),
) )

r = essinfyeqr (), 1o = esssup,eqr (),
¢ = essinf,eqq(7), g = ess5Up,eq q (7)

Ve

2<prt,q" <o, n=1,2,
2<prqg <6, n=3

dir.

8.1 On Bilgiler
Bu boliimde, bazi lemma ve teoremleri ifade edelim (bkz. Antontsev ve Shmarev 2015,

Diening vd., 2017, Piskin ve Okutmustur 2021).

Lemma 8.1.1 Eger 1 < ¢; < ¢(x) < go < 00 saglaniyorsa, o zaman
min { ]2, el b < euc) (w) < max {[lellf, . ]2 }
herhangi bir w € L) (Q) i¢in gegerlidir.

Tanmm 8.1.2 (Zayif ¢oziim) (u,v) ikilisi 77 > 0 i¢in asagidaki kosullar1 saghyorsa

(8.1) probleminin zayif ¢oziimii vardir:

(u,v) € L= ((O,T)  Hy (Q)) ,
u, € L™ ((0,7),L*(Q)) N LPOUT(Q x (0,T)),
v, € L®((0,7),L*(Q) N LI (Q x (0,T)).

Ayrica ¢ € H} (Q) N LPO+L(Q), o € HE () N L0+ (Q) fonksiyonlart igin ve
U(,O) = Up, U (70) = Vo, Ut (70) = U1, Ut (7O> = U
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ilet € [0, 7] i¢in (u, v) ikilisi

/utqﬂr/ /VuV¢+/ /m1u¢+/ /|Ut’p = /Ot/ﬂflﬁb,
/Qvtw—l—/o LV@V@D#—/O /ngvw—ir/o /Q]vt]T'lut@D = /Ot/Qfgw

esitliliklerini saglar.

Asagidaki teoremi Faedo-Galerkin yontemini kullanarak Antontsev vd. (2021b), Mes-
saoudi vd., (2021) Messaoudi vd. (2022) deki gibi elde edilebilir.

Teorem 8.1.3 (Lokal varlik) p(-), r(-), ¢(-) € C () olmak iizere (3.1) kosulunu

saglasin ve x € () i¢in,

p(x) >0, n=1,2,

(8.5)
p(r) =0, n=3,
r(z) >0, n=12
(8.6)
2<r(x)<6, n=3,
2)>2 n=12
(]( )2 (8.7)

2<q(x) <6, n=3

ve

((uo, u1), (vo, v1)) € Hy () x L* (Q)

olsun. 7" > 0 i¢in (8.1) probleminin

(u,v) € L>((0,T), Hy (),

u € L ((0,7),L*(Q)) N LPOH(Q x (0,7)),
v € L ((0,7), L* () N L"OF (Q x (0,7))
uzaylarinda zayif lokal ¢6ziimii vardir.

8.2 Coziimiin Patlamasi
Bu boliimde, ana sonucumuzu kanitlamak amaciyla (8.1) i¢in enerji fonksiyonelini su

sekilde tanimliyoruz:

E(t) = 3 (luell* + llvell® + 1 Vull* + [|V0]*)

1 (8.8)
+3 (mi [ull* +m3 [Jv]| ) Jo F (u,v) de.
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Lemma 8.2.1 F (t) enerji fonksiyoneli artmayan bir fonksiyondur.

Ispat. (8.1) in ilk denklemini v, ile carpip, sonra €2 bolgesinde integrali alinirsa

/ Uy (utt — Au+miu + \ut]p(m)_Q Ut) = / ufi1 (u,v) dzx
Q Q

olur. Buradan

/ututtdx—/utAuda:—l—mf/utudx—i-/ut\ut|p($)_2 wdx

N~ ~~ ~~ v~

D1 D2 D3 D4

:/ uf1 (u,v) dz (8.9)
Ja

g

Ds

yazilabilir. Benzer sekilde (8.1) in ikinci denklemini sirasiyla v; ile ¢arpip, sonra 2

bolgesinde integrali alinsin

/ vy (vtt — Av +miv + \vt|T(m)_1 Ut> — / v fa (u,v) dx
0 Q

olur. Buradan

/vtvttdx—/vtAvda:+m§/vdx+/vt\vtlr(x)_2 v dx

s

~~ g g g

Eq Es> E3 Ey

:/ v fo (u,v) dx (8.10)
Q

N J/
-~

E5

yazilabilir. Simdi herbir terimi ayr1 ayri diizenlenirse:

D, terimi

D1 = /ututtdx
- Zdt / uf” da

elde edilir. Benzer sekilde F;

Er = 2dt/’vt‘ du

dir.
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D, terimi Green 06zdesliginde

Dy, = / Vu;Vudzx

= 2dt/|Vu| dx

elde edilir. Benzer sekilde F terimi

Ey, = th/ Vol dz

olur.

D3 terimini diizenlersek
D3 = m? / uudx
Q

2
my d 9

. d
2 dt/Q’u| 4

olur. Benzer sekilde E5 terimi
= d
Es 2 di / [of* de
olur.
D, terimi

D, :/ |ut|p(z) dx
Q

dir. Benzer sekilde £ terimi
E4 — / |Ut|1“($) dl'
Q
olur.
Dy terimi
Ds :/Utfl (u,v) dzx
Q
elde edilir. E5 terim

Es = /QUth (u,v)dz
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dir. Diger yandan (8.2) fonksiyonlarini sirasiyla u; ile v; carpilirsa
wfi (u,v) = auy [u+ o (w4 0) + buy [u] " u o)1

ve

vefa (u,v) = avy [u + 0|29 (4 4 v) + b|u|TOT2 o]0y

elde edilir. Elde edilen bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa

urf1 (u,v) + v fa (w,v) = alu+ 'U\ DA (ug +v) + b |uv|q(')Jrl (upv + uvy)
d a ()+1)+1 q(-)+2:|
= —|———|u+v + uv
i {2<q<->+2>’ ’ TOES A
d
= aF(u v)

olur. Diizenlenen bu ifadeler (8.9) ve (8.10)’te yazilarak taraf tarafa toplanir.

d 2 2 2 1 20(,,112 20(,,112 /
w ||+ ||ve||* + || Vul|” + || Vo m7|lul|® + ms||lv + | F(u,v)dx

—1—/ | PO d + / |vg|"®* dz = 0
Q 0

buradan

E' (1) :_/ |ut|p($)+1dx—/ v " dz < 0 (8.11)
Q Q

elde edilir.

Lemma 8.2.2 (Messaoudi ve Talahmeh, 2022) Kabul edelim ki (8.5) saglasin. u,v €
H; (Q) ve2 < s<2(q +2)igin

o () + o T < O [|Vull’ + |Vo]* + o (u) + o ()] (8.12)
s 2 2
lull3r s < € [Vl + 19007 + el 313 + a3 )] (8.13)
s 2 2
[Wli3,52) < C (190l + 190 + el 30073 + lerl32 )] (8.14)
p1+1 po+1
/ [uf ™ do < o1 [(0 (w) + 0 (0)) T + (o (u) + o (v) T (8.15)
Q
r1+1 ro+1
/ [uf ™ d < e | (0 (w) + £ (v)) T + (o (u) + o (v) T (8.16)
Q

esitsizlikler yazilabilir. Burada C' > 1, ¢; > 0, co > 0 sabitlerdir.
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Teorem 8.2.3 Kabul edelim ki (3.1), (8.5), (8.6) ve (8.7) saglasin. Bu durumda

2(q +1) > max {py + 1,75 + 1} (8.17)
ve

E(0) <0

kosullar1 altinda (8.1) problemi sonlu zamanda patlar.

Ispat. H (t) := —F (t) olsun. £ (0) < 0 ve (8.11)dan H (t) > H (0) > 0 dir. H ()

nin tanimindan ve (8.4) ten

H(t) = —3 [[lul® + l[oell® + I Vu]l* + V0] ]
—LIm2||u))® +m2 |v|?] + [, F (u,v) dz
< Jo F (u,v)dz
<co(u)+o(v)].
dir. Daha sonra se¢ilecek ¢ yeterince kiiciik olacak sekilde
U(t)=H"(t) + 6/ (uuy + voy) dx (8.19)
Q
tanimlansin ve
1 2 4= 1) 2 . 8 1
O<a§mm{ atl (1 +2) (p2+), (p1+2) <r2+)} (8.20)
2(q +2) 2my (¢1 +2) 2ra (q1 +2)
olsun.
U (t) yi t ye gore tiirevini alip (8.1) ve (8.3) kullanilirsa
V() =(1—a)H () H () + < (w5 + oell3)
— e (IVul® + Voll*) = & (m [lull* +m3 |lo]*)
—1—25/ (q(x)+2) F (u,v)dx
Q
— 5/ u |ut]p(x)_1 updr — 5/ v |U,;|T(x)_1 ved. (8.21)
Q Q

elde edilir.

H (t) tanimindan

ea(L-OH() = %‘5)(uutn2+uwnz)
028 (9ul? + vl

LE0 ) 2 g2 4+l o))

—5Q1 /
Q



esitligi elde edilir. Burada 2 < n < 2(¢; + 2) . (8.21) sag tarafina —eq; (1 — &) H (¢)

eklenip ¢ikartilirsa

]__
W02 0= a8 0+ () (il + )
+e( 1) IVl + [0l?) +eqi (1 — &) H (1
te ( 1) il + m3 o]
@@t (- 5))/ (u,v) da
—5/ [u|ut|px7 up + v o7 vt} dx (8.22)
Q
elde edilir. (8.4) kullanilirsa

V() 2 (1 — o) H O (t) H' (t) + B [H () + Juels + o5
+[IVull* + [IVol* + m ul® + m3 ol* + o (u) + o (v) ]

— 8/ [u |uePO ™ v o[ vt} dx (8.23)
Q

elde edilir. Burada

B = min {ql(l —¢), q1(12—§) +1, q1(12—§) -1, 00(2(611 +2) —q(l - f))} >0

dir. Simdi de (8.23) iin son terimi Young esitsizliginde faydalanarak kestirimde bu-

lunulursa
1 xr xr
/Q |ut|P(1’) ’u| dx §p1 1 /Q(Si’( )+1 ‘u|p( )+1 du
_p(x)+1
+ppi - / 8 " PO d (8.24)
1 Q
ve
r(z) 1 r(z)+1 | r(z)+1
lvg] ™ |v| de < dy |v| dx
Q 1+ 1 Jg
T2 - 7(f()x+)l r(z)+1
r / 5, T @ gy (8.25)
1 Q

yazilabilir. Burada daha sonra belirlenecek 61, do > 0, ¢ den bagimsizdir. §; ve ds yi

_px)+1 _r(z)+1

5, " = H (1) ve s, " = kyH (1)
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sekilde secelim. Burada k; ve ky daha sonra belirlenecektir. 0, ve d, yi sirastyla (8.24)

ve (8.25) te yazilirsa,

k
[P e < B [ upe e o PR o i) 320

ve
r(z) k;2_r1 r(xz)+1 rrar(z) T2k1 —a /
|vg| ™ o] de <—— [ || H (t)dx + H™(t)H' (t) (8.27)
Q 1 + 1 QO T1 + 1

elde edilir. (8.23), (8.26) ve (8.27) den

k rok
W () > | (1 — P21 2R1 H-
(>_[< a) 6]91+1 8101—1‘1

“(t) H' (1)
2 2 2 2
+eB [H () + lluelly + llvelly + [ Vull” + [[Vo]|

2 2
+mi [|ul|® + m3 ||v] +@(u)+9(v)]

k:_1 . o

E‘:]'{:2 " r(@)+1 rrar(z)
— g | H (t)dx (8.28)
T Q

elde edilir. Simdi de (8.28) esitsizliginin son iki terimi (8.15), (8.16) ve (8.18) den,
/Q |u|p(w)+1 (@) (t) da
<C"[(0/(w) + 0 (0)) 5% 1 (o (u) + o (v) a7+ (8.29)
dir. Lemma 6.1.8 ile
s=(p2+1)+2aps (1 +2) <2(q +2),
ve
s=(p1+1)+2ap2 (¢1 +2) <2(q1 +2)
kullanilirsa (8.29) ifadesi
/Q PO 7P (1) do < C || Vul® + | Vol|* + o (u) + 0 (v)] (8.30)
ifadesine doniisiir. Benzer sekilde
/Q o] 7@ (1) de < C [[|[Vul]® + | Vol® + o () + 0 (v)] (8.31)
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elde edilir. (8.30), (8.31) ve (8.28) den

/ kal roko _ /
Ut)>|(1—a)— - H ™ (t)H (¢
(02 (1= o) -2 2 e )

kP k3" 2 2 2
— — H(t
ve (- 20— B0 [0+l + l+ V)

2 2 2
HIVol” +mi ull” + m3 [lol” + o (u) + o (v)]

elde edilir. &y, ko yeterince biiyiik olacak sekilde

—P1 —r2
ky _ ks

C>0
p1—|—1 7"2—1—1

Y=p5-
secilsin. Ayrica yeterince kiigiik € i¢in

D2k roks >0

l—a)—-=¢ — €
( ) p1+1 7'1+1_

veE

v (0) :Hla(0)+€/

g
(uour + vouv1) dr + E [IVuoll® + | Vol*] > 0
Q

ifadeleri kullanilirsa (8.32)

W' () >ye [H (8) + fudlls + lJoells + 1Vl + [1Vol* + o (u) + 0 (v)]
>ye [H () + Juells + el + | Vul?
+[[Voll* 4 m [full* +m3 [|v]|]
formuna doniigiir. Sonug olarak ¢ > 0 icin
U(t)y>w(0)>0

olur.

Diger yandan Holder esitsizliginden ve L*@+2) () — L2 (Q) gomiilmesinden

< lully luell

/ uudx
Q
elde ederiz. Bu da

/ uudx
Q

< C HUHQ(q1+2) [[e]

1

1-a % %
< C Il el 7
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anlamina gelir. Benzer sekilde

1

1
/ VU dx
Q

yazilabilir. Young esitsizliginden ve i + % = 1 kosulu altinda

/uutd:v+/vvtda;
Q Q

2]
<c [Hun IO e L e } (8.34)

1
<C ||UH2 @t luell2™

-«

dir. (8.29) ile 72~ = —=- < 2 (g + 2) elde etmek i¢in § = 2 (1 — «) seklinde alinsin.
Bu nedenle (8.34) ifadesinden

1
/uutd:v—ir/vvtda:
Q Q

olur. Burada

2 2
< C [l + 100305 42 + el + 1]

2
1 -2«

s = <2(q +2)

dir. (8.13) ve (8.14) kullanirsak ¢ > 0 i¢in

/uutda:—l—/vvtdx
Q Q

<C[H (&) + lluelly + oells + IVull” + [ Vol* + 0 (u) + 0 (v)] (8.35)

11—«

l—«

dir. Boylece, (a + b)? < 2P~ (aP + P) esitsizli§inden de yararlanarak
Uie (t) = {Hlo‘ (t) + 5/ g + vvtdxl
e

=
/uutda:—l—/vvtdx
Q Q

<C[H (&) + lluelly + loell + [IVul]l” + [Vol* + 0 (u) + 0 (v)] (8.36)

<27 [H (t) +

olur. (8.33), (8.36) ve & pozitif sabit olmak iizere
V() > T (1) (8.37)
dir. (8.37) iin (0, t) araliginda integrali alinirsa
T 2 VT (),
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/qm e

> &ty

Tt (1) — O TR (0) < ———¢t,

11—«
__o __a «
YR (1) S UTTR (0) - g,
o 1
Ui-a (t) > -
V2

bulunur. Burada ¢oziimiin sonlu bir 7™ zamaninda patlar ve

e LT (8.38)
§ali-e (0)

dir. Boylece ispat tamamlanmustir.

8.3 Niimerik Sonuclar

Bu boliim, Teorem 8.2.3 teki sistemin ¢oziimlerine iligskin niimerik orneklere ayrilmigtir.
Niimerik uygulama, zaman ayriklastirmasi i¢in iki yaklasima dayanmaktadir; bun-
lar esas olarak BDF (Backward Differentiation Formula - Geriye Dogru Farklilasma
Formiilii) ve Genellestirilmis-o (GA) yontemleridir. Ayrica uzay ayriklagtirmasi igin
P1-sonlu elemanlar yontemi uygulanmistir. Zaman-Bagimli ¢oziiciiler i¢in basit bir
giris COMSOL Multiphysics Referans Kilavuzunda da bulunabilir. Bu calismadaki

tiim niimerik gosterimler COMSOL Multiphysics yazilimi ile gerceklestirilmistir.

8.3.1 Mesh alani ve niimerik uygulama sistemi
Parametreleri a = 1, b = 1 olan ve baglangi¢ sinir kosullarinin saglandigi iki boyutlu

eliptik bir alandaki
22
Q= {(m,y) : Z—Fyz < 1}
bolgesini alalim. Baslangi¢ fonksiyonlari

{L'2 2 .TQ 2
ug (z,y) =3 L vo (z,y) =2 1 +y

\

uy (z,y) =0, vi(z,y)=0
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olsun. Ustel fonksiyonlar Teorem 8.1.3 te verilen kosullar1 saglayacak sekilde p () =
2,q(z,y) =2ver(xz,y) = 2 olsun. Sonra At zaman adimi, n iterasyon sayisi olmak
lizere zaman arahig1 t,, = nAt, n = 1,2,...,N + 1 olacak sekilde [0,7] yi N es
alt araliga [t,,, t,, 1] boleriz. t = t,, anindaki yaklagik ¢oziimler U™ (z,y) ve V" (z,y)

olsun. U (z,y) ve U}; (x,y) zamana bagl tiirevler igin geriye dogru fark formiili
U (z,y) = U™ (z,9)
At
ve merkezi fark formiilii
U (z,y) — 20" (2,y) + U (2, 9)
At?

kullanarak ayriklastirilmis sistem

Ul (z,y) =

Ul (z,y) =

—AWHAW M 4 Wt = FQ,

wntl =, o082

seklini alir. Burada
Wt — [Un+1 vn+1]T

AwnJrl _ [AU'7L+17 Avn+1:| T ’
o
SN
dir. Bagli sistemi dogrusal sonlu elemanlar kullanarak asagidaki sekilde ¢ozeriz:
1. Zaman adim1 At = 1074, sonlu zamanh patlama davramsini elde etmek igin yeter-
ince kiictiktiir.
2. Sekil 8.1 deki gibi € tiggenlemesi 3160 sayida ticgenle 12890 serbestlik derecesin-

den olusur.

(a) Q2 bolgesi (b) €2 bolgesinin liggensel bolge

Sekil 8.1: Yiizey bolgesi
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8.3.2 Geriye dogru farklhilasma formiilii (BDF) ile ¢coziimler

BDF yontemi, geriye dogru farklilasma formiilleri kullanan zamana bagh bir ¢oziiciidiir.
Bu boliimdeki niimerik yontem, zaman i¢inde BDF yontemine ve uzayda P1-sonlu ele-
manlar yontemine dayanmaktadir. Niimerik testlerin uygulanmasi, sistemin ¢oziimlerinin
sonlu bir zamanda patladigin1 gostermektedir.

Sekil 8.2, baslangi¢ verileri ug ve vy gosterir. Sekil 8.3, Sekil 8.4, Sekil 8.5 ve Sekil
8.6 swrasiyla n = 32, 46, 53 ve 55 iterasyondaki niimerik ¢oziimleri gosterir. Sekil 8.7

da yani n = 56 da (veya ¢t = 0.0056 zamaninda) sayisal ¢oziimiin patladig1 goriilebilir.

2

@uo(zy)=3(1-5-9*)  Ouly=2(1-5-1)

Sekil 8.2: t = 0 baglangi¢c zamani

5|

( a) U32 (b) V32

Sekil 8.3: ¢ = 0.0032 anindaki niimerik ¢oziimleri
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(a) U46 (b) V46

Sekil 8.4: t = 0.0046 anindaki niimerik ¢oziimleri

( a) U53 (b) V53

Sekil 8.5: ¢ = 0.0053 anindaki niimerik ¢oziimleri

.

(a) U55 (b) V55

@ e M oW B oW @ W @ W

Sekil 8.6: ¢ = 0.0055 anindaki niimerik ¢oziimleri
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*10° w10%

0.2 0.2
o o
-0z -0z

( a) U56 (b) V56

Sekil 8.7: t = 0.0056 anindaki niimerik ¢6ziimii-Patlama zamam

8.3.3 Genellestirilmis-o (GA) ¢oziicii ile ¢oziimler

Genellestirilmis-o yontemi de zaman bagimh bir ¢oziiciidiir. « parametresi, yiliksek
frekanslarin soniimlenme derecesini kontrol eden terimdir. Niimerik testleri, GA yontemi
zaman icinde ve Pl-sonlu eleman yOontemini uzayda ele alarak tekrarliyoruz. Pat-
lama zaman1 oncesi ve patlama zamani i¢cin GA yontemi ve BDF yontemiyle elde
edilen sekiller neredeyse ayni oldugundan, sadece BDF coziiciisii i¢in sayisal ¢izimleri
gosteriyoruz. Niimerik ¢Oziimiin patlama zamani GA yonteminde ¢ = 0.0062 de
gerceklesirken, BDF yonteminde ise ¢ = 0.0056 da gerceklesir. Diger bir deyisle,

BDF yontemi patlama davranisint GA yonteminden daha hizli yakalamaktadir.
8.3.4 Sistemin enerjisi

Bu boliimde niimerik ¢oziimler ile (8.1) sistemin enerjisi arasindaki iligkiyi inceliy-

oruz. Daha Ozel olarak,
1 2 2 2 2
E (1) =§(||utH + [Joel” + (I Vul|” + (Vo)

1
3 G fulP + i ol) = [ F w0 do

seklinde tanimlanan enerji fonksiyonu F (¢) nin patlama zamaninda ve patlamadan
once davranigini sayisal yaklasimlarla gozlemliyoruz. Tablo 8.1 de niimerik ¢oziimlerin
sonsuz normlart ve sistemin enerjisi, n = 1, 32, 46, 53, 55 iterasyon zamanlarinda
ve son olarak patlamanin gerceklestigi n = 56 da listelenmistir. Iterasyon zaman-
lar1 niimerik sonuglara gore secilmistir. Baglangi¢ enerjisinin negatif oldugunu, yani

E (t) = —34249.9 dur.

92



tn | [Ulleo | IVl E(t)
0.0001 | 2.00 | 3.00 | -34249.9
00032 | 258 | 358 | -39458.4
0.0046 | 3.85 | 485 | -1.5428E+5
0.0053 | 623 | 723 | -1.134E+6
0.0055 | 18.02 | 19.03 | -1.5428FE+7
0.0056 | 1.4E+6 | 1.4E+6 | -1.5428 E+47

Tablo 8.1: ||U ||, ||V ||o Ve E(t) degerlerinin zamanla degisimi.

Patlama gergceklesmeden Once enerjinin ilk iterasyonlarda yavasca azaldigini; daha
sonra t = 0.0032 zamanindan sonra daha hizli azaldigin1 gozlemliyoruz. Bu siireg
patlama zamani ¢ = 0.0056 olana kadar devam eder.

Bu 0ozellik, patlamadan Onceki zamana ve patlama anina gore enerjinin grafiginin
gosterildigi Sekil 8.8 de de goriilebilir. Patlama siiresi boyunca sistemin enerjisini
gozlemlemek i¢in zaman araligmm ¢ = 0,0040 ile ¢ = 0,0056 arasinda sinirladik.
t = 0,0050 den sonra ¢ = 0,0056 ya kadar keskin bir diislis gozlemlendi. Yani Tablo
8.1 ve Sekil 8.8 e gore, patlama siiresinden hemen 6nce ve patlama siiresi boyunca en-
erjide keskin bir diisiis gozlemlendi. Bagka bir deyisle, 0, 0056 lik patlama siiresinde
bir enerji patlamas1 meydana geldi. Dolayisiyla, Sekil 8.3, Sekil 8.4, Sekil 8.5, Sekil
8.6 ve Sekil 8.7 da gosterilen niimerik sonuglarla Tablo 8.1 deki sonuclar, Teorem 6.1.9

un patlama sonucuyla uyumludur.

%107
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1
1.1

Elt)

0.004 0.0045 0.005
Time

Sekil 8.8: n = 0 ile n = 56 arasindaki iterasyonlarda enerji
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8.3.5 Teorik ve niimerik patlama zamanini karsilastiran bir 6rnek
Teorem 8.2.3 iin bir sonucu olarak, ¢dziimiin sonlu bir zaman 7™ da patladigin1 kanitladik;
burada bu iligki i¢in bir iist sinir

l1—0

*

Burada o, (7.2.13) esitsizligini saglar, ¢ kiiclik pozitif bir sabittir ve W su sekilde

tanimlanir:
U5 (0) = H* (0) = (—E (0))°

burada, £ (0) baglangi¢ enerjisidir.

Ote yandan, BDF ve GA yontemlerine dayali olarak ¢oziimiin belirli kosullar ve baslangic
verileri altinda sirasiyla t = 0,0056 ve t = 0,0062 sonlu bir zamanda patladigin1 sayisal
olarak gosterdik. Niimerik patlama siiresinin teorik olarak da karsilandigin1 dogrulayabiliriz.
(8.20) ye uygun olarak o = 0.3125 ve & = 14.9 secilsin. Bu degerler (8.38) de yerine
yazilirsa, 7™ i¢in tist sinirm 0.0056 oldugu; yani 7% < 0.0056 oldugu sonucu ¢ikar.
Benzer sekilde, (8.20) yi saglayacak sekilde £ = 13.43 ile a = 0.3125 alindiginda,
(8.20) esitsizligi 1™ i¢in bir {ist sinir olarak niimerik patlama siiresi 0, 0062 ile sonuglanir;
yani 7" < 0.0062 dir. Bu nedenle BDF ve GA yontemlerinin patlama siirelerini hem
teorik hem de niimerik olarak elde ettik, bu da niimerik sonuglarin Teorem 8.2.3 iin

teorik sonuglartyla tutarli oldugu anlamina gelir.
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9. SONUCLAR VE ONERILER

Degisken iislii Lebesgue uzaylari, ilk kez Orlicz’in 1931°deki makalesinde literatiire
girmigtir. Bu alandaki bir diger biiytik adim, 1990’1arin basinda Kovacik ve Rakosnik
tarafindan atilmistir. Onlarin ¢alismasi, LP() ve Sobolev uzaylarmin temel 6zelliklerini
ortaya koymus ve sonraki yillarda bircok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Degisken

islii uzaylarla ilgili problemler, elektro-reolojik sivilar, sicakliga bagli viskoziteli akiskanlar,
gozenekli ortamlardaki filtreleme iglemleri, goriintii isleme ve termoreolojik akiskanlar

gibi bircok modern fizik ve miihendislik modeliyle iligkilidir. Bu baglamda, degisken

iislii denklemler matematik literatiiriinde giderek daha fazla 6nem kazanmaktadir.

Dordiincii boliimde,
g — Au — Ay + A% — Ay + |u,5|p(5”)72 up = |u|q(gc)72 u 4.1)

degisken iislii dogrusal olmayan Petrovsky denklemi icin ¢oziimlerin varlig1 ve patla-
masi1 kanitlandi.

Besinci boliimde,
2
e + M (Hpu” ) Pu+ a7 wy = [u* ™ ulny 5.1)

degisken iislii logaritmik yiiksek mertebeli Kirchhoff tipi denklemin ¢oziimlerinin pat-
lamas1 kanitland.

Tezin altinci boliimiinde
t
uy + A% — / g (t—s) A% (s)ds + puy = |u]™ 2w (6.1)
0

viskoelastik denklemin pozitif baglangic enerjisi i¢in ¢dziimlerinin patlamasi kanitlandi.

Tezin yedinci boliimiinde

i — A+ u 4 g |ugPO7% 4 pgug (2t — 1) JugPO 7 (2t — 7) (7.1)

= u[u" % In |ul"

degisken iislii logaritmik kaynak terimli m-Laplacian denkleminin ¢oziimlerinin global
varlig1 ve enerji azalmasi incelendi.

Sekizinci boliimde, :

Ut — AU/ + m%u + ‘Ut’p(Z)il Uy = f]. (u7 /U) 9 (8 1)

vy — Av +miv + \vtlr(m)_l v = fo (u,v)
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degisken iislii Klein-Gordon denklem sistemi i¢in ¢oziimlerinin patlamasi kanitlanip
niimerik sonuglart gosterildi.

Elde edilen sonuglarimiz daha farkli kosullar altinda ¢aligilabilir. Ayrica (4.1), (5.1)
ve (6.1) problemlerinin ¢oziimlerinin enerji azalmasi ¢aligilabilir. (7.1) probleminin

patlamasi ve (8.1) probleminin de enerji azalmasina ¢alisilabilir.
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