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Diferansiyel denklemler, fiziksel sistemlerin zaman içerisindeki değişimlerini 
modellemek için kullanılan matematiksel araçlardır ve pek çok alanda (fizik, kimya, 
mühendislik,…) önemli bir rol oynarlar. Evolüsyon denklemler ise zaman bağımlı 
süreçleri modellemek için kullanılır ve sistemlerin zamana bağlı olarak nasıl 
değiştiğini anlamamıza olanak tanır. Bu denklemlerin daha karmaşık formlarından biri 
olan değişken üslü diferansiyel denklemler, klasik diferansiyel denklemlerden farklı 
olarak üslerin mekâna (x) veya zamana (t) bağlı olduğu daha esnek modeller sunar. Bu 

modeller, daha heterojen yapılar üzerinde çalışmayı mümkün kılar ve birçok modern 
mühendislik ve bilimsel problemin çözümünde kullanılır. Bu bağlamda tezin ilk 
bölümünde mühendislik ve fen gibi uygulamalı bilimlerde ortaya çıkan değişken üslü 
denklemlerden söz edilmiştir. Tezin ikinci bölümünde, değişken üslü hiperbolik tipten 
denklemler üzerine yapılan önceki çalışmalar ayrıntılı bir şekilde incelenmiştir. 
Üçüncü bölümde ise, tezde kullanılacak temel tanım, lemma ve teoremler yer almıştır. 
Bu bölüm, sonraki teorik sonuçların anlaşılması için gerekli olan matematiksel 
altyapıyı oluşturur. Dördüncü bölümde, değişken üslü doğrusal olmayan Petrovsky 
denklemin çözümlerin varlığı ve patlaması ele alınmıştır. Beşinci bölümde ise, 
değişken üslü yüksek mertebeden logaritmik kaynak terimli Kirchhoff tipi denklemin 
çözümlerinin patlaması incelenmiştir. Altıncı bölümde, değişken üslü viskoelastik 
denklemin çözümlerinin global varlığı ve patlaması ele alınmıştır. Yedinci bölümde,  

değişken üslü logaritmik kaynak terimli m-Laplacian denkleminin çözümlerinin global 
varlığı ve azalması incelenmiştir. Son olarak, sekizinci bölümde değişken üslü Klein-

Gordon denklem sistemi incelenmiş, bu sistemin patlaması ve sayısal sonuçları 
sunulmuştur.  İki boyutlu sayısal örnekler verilmiş ve grafikler çizilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Azalma, Değişken üs, Değişken üslü Sobolev uzayı, Değişken üslü 
Lebesgue uzayı, Global varlık,  Klein-Gordon denklemi, Kirchhoff tipli denklem, 

Lokal Varlık, m-Laplacian denklem, Patlama, Viskoelastik tipli denklem. 
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Differential  Differential equations are mathematical tools used to model the changes 

in physical systems over time and play a significant role in many fields (physics, 

chemistry, engineering, etc.). Evolution equations, on the other hand, are used to model 

time-dependent processes and help us understand how systems evolve over time. 

Variable exponent differential equations, as more complex forms of these equations, 

differ from classical differential equations by allowing the exponents to depend on 

space (𝑥𝑥 ) or time (𝑡𝑡), offering more flexible models. These models enable the study 

of more heterogeneous structures and are utilized in solving many modern engineering 

and scientific problems. In this context, the first chapter of the thesis discusses variable 

exponent equations that arise in applied sciences such as engineering and physics. The 

second chapter provides a detailed review of previous studies on variable exponent 

hyperbolic-type equations. In the third chapter, the fundamental definitions, lemmas, 

and theorems to be used in the thesis are presented. This chapter establishes the 

mathematical groundwork necessary for understanding subsequent theoretical results. 

In the fourth chapter, the existence and blow-up of solutions to variable exponent 

nonlinear Petrovsky equations are examined. The fifth chapter focuses on the blow-up 

of solutions to a variable exponent higher-order Kirchhoff-type equation with a 

logarithmic source term. In the sixth chapter, the global existence and blow-up of 

solutions for the variable exponent viscoelastic equation is addressed. The seventh 

chapter examines the global existence and decay of solutions for the variable exponent 

m-Laplacian equation with a logarithmic source term. Finally, the eighth chapter 

investigates the variable exponent Klein-Gordon system, presenting its blow-up and 

numerical results. Two-dimensional numerical examples are provided, and graphs are 

illustrated.  

Keywords: Blow up, Decay, Global existence, Kirchhoff-type equation, Klein-Gordon 

equation, Local existence m-Laplacian equation, Variable exponent, Variable 

exponent Lebesgue space, Variable exponent Sobolev space, Viscoelastic type 

equation. 



1. GİRİŞ

Bilim ve matematik, insanlığın bilgi birikimini derinleştirmek ve anlamak için temel

araçlar olarak kabul edilmektedir. Bu iki disiplin, birbirini tamamlayan ve karşılıklı

olarak besleyen önemli alanlardır. Matematik, mantık ve sayıların sistemli incelen-

mesiyle oluşturulmuş bir yapı sunarken, bilim doğanın temel yasalarını keşfetmek ve

açıklamak için gözlemler ve deneylerle desteklenen bir süreç sunar.

Matematik, bilimin temelinde yatan yapıyı oluşturur ve bu yapı, kendine özgü bir

çerçeve sunar. Öte yandan, bilim deneyler ve gözlemler yoluyla elde edilen verileri

analiz etmek ve anlamak için matematiksel yöntemler kullanır. Matematik, kendine

has bu yöntemleri kullanırken gerçek dünyayla her zaman tam uyum sağlamayabilir.

Bu olumsuzluğu ortadan kaldırmak için modelleme adı verilen bir dil kullanılır.

Bilimsel araştırmalarda sıkça karşılaşılan matematiksel araçlardan biri diferansiyel

denklemlerdir. Diferansiyel denklemler ilk olarak 17. yüzyılın sonlarında Isaac New-

ton, Gottfried Wilhelm Leibniz ve Bernoulli kardeşler Jakob ve Johann’ın çalışmalarıyla

tanıtılmıştır. Bu denklemler, bu büyük bilim insanlarının kalkülüsün yeniliklerini meka-

nikteki belirli problemlere uygulama çabalarının doğal bir ürünü olarak ortaya çıkmıştır.

Üç yüzyıldan fazla bir süredir, diferansiyel denklemler, birçok bilim dalındaki sorun-

ları tanımlamak ve analiz etmek için vazgeçilmez bir araç olmuştur. Bu denklem-

lerin önemi, nesiller boyu matematikçileri ve diğer bilim insanlarını, çözümlerinin

özelliklerini incelemek için yöntemler geliştirmeye yönlendirmiştir. Bu yöntemler,

basit fonksiyonlar üzerinden kesin çözümler bulmaktan, modern analitik ve sayısal

yaklaşımlara kadar geniş bir yelpazede yer almaktadır. Ayrıca, diferansiyel denklem-

ler matematiğin ilerlemesinde merkezi bir rol oynamış, bu denklemlerle ilgili sorular

yeni matematiksel alanların doğmasına yol açmış analiz, topoloji, cebir ve geometri

gibi alanlardaki gelişmeler diferansiyel denklemler için yeni bakış açıları sağlamıştır

(Kelley ve Peterson 2010).

Bu denklemler, sistemlerin zaman içindeki değişimlerini anlamamıza olanak tanır ve

birçok alanda uygulanabilir. Ancak, bu tür karmaşık sistemlerin analizi genellikle daha

gelişmiş matematiksel araçlar gerektirir. Bu noktada, kısmi türevli denklemleri önemli

bir rol oynar.
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Bazı denklemler değişken üs içerebilir. Bu denklemler ve modellerin incelenmesinde,

değişken üslü Lebesgue ve Sobolev uzayları devreye girer. Değişken üslü Lebesgue

uzayları, klasik Lebesgue uzaylarından farklı olarak, p (x) gibi değişken bir üsle tanım-

lanır ve bu özellik, daha heterojen yapılar ve fonksiyonlar üzerinde çalışma esnekliği

sağlar. Sobolev uzayları ise, diferansiyel denklemlerin çözümlerini incelemek için kul-

lanılan fonksiyonel analiz araçlarıdır ve değişken üslü Sobolev uzayları, bu analizlerde

daha karmaşık ve heterojen sistemlerin incelenmesine olanak tanır.

Değişken üslü Lebesgue ve Sobolev uzayları, değişken üslü diferansiyel denklemler

gibi karmaşık matematiksel modellerin analizinde güçlü araçlar sunar. Bu araçlar,

matematikçilerin daha doğru ve kapsamlı modeller geliştirmelerine olanak tanır, böylece

gerçek dünya olaylarını daha iyi anlamamızı sağlar.

Değişken üslü Lebesgue uzayları literatürde ilk kez Orlicz’in (1931) makalesinde or-

taya çıkmıştır. Daha sonraki büyük adım, 1990 ların başında Kovácik ve Rákosnı́k’in

makalesidir. Bu makale, Lp(·) ve Sobolev uzaylarının temel birçok özelliğini ortaya

koymuştur. Bunu izleyen yıllarda birçok yazar tarafından çalışılmıştır. Bu tür problem-

ler, elektro-reolojik akışkanlar, sıcaklığa bağlı viskoziteli akışkanlar, gözenekli ortam

üzerinden filtreleme işlemleri, görüntü işleme ve termoreolojik akışkanlar gibi birçok

modern fiziksel ve mühendislik modellerinde ortaya çıkmaktadır ve bu modeller stan-

dart olmayan modellerle modellenmesi gerekmektedir (Chen vd.,2006; Diening vd.,

2017; Rŭzicka, 2000).

Doğada karşılaşılan karmaşık mühendislik problemlerinin çözümleri oldukça karma-

şıktır. Problemin karmaşık olması çözüm aşamasını da hassasiyetten uzaklaştırır. Kar-

maşık problemlerin kısa yoldan çözüme götürülmesi fiziksel bir sistemin matematik-

sel olarak ifade edilmesi mantığına göre çalışan sonlu elemanlar metodu kullanılarak

yapılabilir.

Sonlu elemanlar yöntemi, fizik ve mühendislikte ortaya çıkan problemlerin modelini

oluşturan diferansiyel denklemlere yaklaşık çözümler veren sayısal bir tekniktir. Daha

yaygın olarak kullanılan sonlu fark şemalarında olduğu gibi, sonlu elemanlar yöntemi

de geometrik alanda (veya bölgede) tanımlanan problemleri, alanı daha küçük bölgelere

(bir ağ) bölerek, belirli noktalarda bir çözüm bulma problemine indirger.
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Sonlu elemanlar yönteminin matematiksel temelleri, ilk olarak Rayleigh (1877) ve Ritz

(1909) tarafından geliştirilen klasik Rayleigh–Ritz ve varyasyonel hesap yöntemlerine

dayanır. Bu teoriler, varyasyonel ifadelerin elde edilebildiği problem sınıflarında yön-

temin neden iyi çalıştığını açıklamıştır (örneğin, doğrusal difüzyon tipi problemler).

Ancak yöntem, sıvılarla ilgili problemler gibi klasik teorinin uygulanamadığı alanlara

genişletilince, bu teoriler sınırlı kalmıştır (Pepper ve Heinrich, 2017).
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

Bu tezin orijinal bölümleri dördüncü, beşinci, altıncı yedinci ve sekizinci bölümlerdir.

Tezin dördüncü bölümünde

utt −∆u−∆utt +∆2u−∆ut + |ut|
p(x)−2 ut = |u|q(x)−2 u

değişken üslü doğrusal olmayan Petrovsky denklemi için çözümlerin varlığı ve patla-

ması çalışıldı. (Yılmaz vd., 2023a).

Tezin beşinci bölümünde

utt +M

(∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2
)

Pu+ |ut|
p(x)−2 ut = |u|q(x)−2 u ln u

değişken üslü logaritmik yüksek mertebeli Kirchhoff tipi denklemin, çözümlerinin pat-

lamasını çalışıldı (Yılmaz ve Pişkin, Baskıda) . Burada P =(−∆)m , m ≥ 1 doğal bir

sayıdır. M (λ) = s1 + s2λ
γ ve s1, s2 ≥ 0, γ ≥ 1 dır.

Tezin altıncı bölümünde

utt +∆2u−

∫ t

0

g (t− s)∆2u (s) ds+ µut = |u|q(x)−2 u

değişken üslü viskoelastik denkleminin çözümlerinin pozitif başlangıç enerjisi için pat-

lamasını çalışıldı (Yılmaz, vd., 2024).

Tezin yedinci bölümünde

utt −∆mu+ u+ µ1ut |ut|
p(·)−2 + µ2ut (x, t− τ) |ut|

p(·)−2 (x, t− τ)

= u |u|q(·)−2 ln |u|k ,

değişken üslü logaritmik kaynak terimlim-Laplacian denkleminin çözümlerinin global

varlığı ve enerji azalması ele alınmıştır (Yılmaz ve Pişkin, 2024b). Buradam-Laplacian

∆mu = div
(
|∇u|m−2 ∇u

)

dır.

Tezin sekizinci bölümünde






utt −∆u+m2
1u+ |ut|

p(x)−1 ut = f1 (u, v) ,

vtt −∆v +m2
2v + |vt|

r(x)−1 vt = f2 (u, v)
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değişken üslü Klein-Gordon denklem sisteminin çözümlerinin patlamasını ve nümerik

sonuçlarını incelendi (Yılmaz vd., 2023b).

2.1 Denklemlerin Fiziksel Anlamları

Bu kısımda çalıştığımız denklemlerin fiziksel anlamlarına yer verdik (Bialynicki-Birula

ve Mycielski, 1975; Cazenave ve Haraux, 1980; Diening vd., 2017; Rŭzicka, 2000).

2.1.1 Değişken üslü problemler

Değişken üsler içeren denklemler, üslerinin belirli bir fonksiyon veya parametreye

bağlı olarak değiştiği matematiksel modelleri ifade eder. Bu tür denklemler, görüntü

işleme, gözenekli ortamlardaki filtreleme süreçleri (örneğin, su veya gazın geçirgenliği),

elektro-reolojik sıvıların (elektriksel alan etkisi altında viskozite özelliklerini değiştiren

sıvılar) ve doğrusal olmayan viskoelastisitenin (maddelerin hem elastik hem de viskoz

özelliklerini içeren davranışları) modellenmesinde kullanılır. Değişken üsler, bu prob-

lemleri daha esnek bir şekilde modellemeye olanak tanır ve bilimsel alanlarda geniş

kapsamlı etki sağlar.

2.1.2 Petrovsky denklemleri

Petrovsky denklemleri, sabit üsler içeren kısmi diferansiyel denklemler olarak tanımlanır

ve tarihsel olarak levha ve kirişlerin incelenmesiyle ilgili Petrovsky modelinden türetil-

miştir. Bu denklemler, okyanus akustiği, jeofizik, optik ve akustik gibi çeşitli fizik-

sel alanlarda uygulama bulur. Petrovsky denklemlerinin bu alanlardaki kullanımı,

bu tür denklemlerin çok sayıda disiplinin gerçek dünya problemlerini çözmede pratik

önemini ortaya koyar.

2.1.3 Logaritmik kaynak terim içeren denklemler

Logaritmik kaynak terim içeren denklemler, nükleer fizik, kuantum alan teorisi, optik,

jeofizik gibi fiziğin birçok alanında geniş uygulamalara sahiptir.

2.2 Literatür Taraması

2.2.1 Değişken üslü sönüm terim İçeren Denklemler

Messaoudi, Talahmeh ve Al-Smail (2017)

utt −∆u+ |ut|
p(x)−2 ut = |u|q(x)−2 u

5



denkleminin zayıf çözümlerinin varlığını Faedo-Galerkin yöntemiyle ve sonlu zaman-

da patlamasını negatif başlangıç enerjisi için incelediler.

Pişkin (2019)

utt −∆u+m2u+ |ut|
p(x)−2 ut = |u|q(x)−2 u

Klein-Gordon denkleminin çözümlerinin patlamasına çalıştı.

Tebba vd. (2020), değişken üslü:

utt −∆u−∆utt + a |ut|
m(x)−2 ut = b |u|p(x)−2 u

denklemin çözümlerinin lokal varlığını Faedo-Galerkin yöntemini kullanarak

gösterdiler. Ayrıca, çözümlerin sonlu zamanda patladığını kanıtladılar.

Pişkin (2020)

utt −M
(
∥∇u∥2

)
∆u+ |ut|

p(x)−2 ut = |u|q(x)−2 u

Kirchhoff denkleminin çözümlerinin patlamasını çalıştı.

Antontsev vd. (2021a) çalışmalarında şu dalga denklemini incelemişlerdir:

utt +∆2u−M
(
∥∇u∥2

)
∆u+ |ut|

p(x)−2 ut = |u|q(x)−2 u

Timoshenko denkleminin çözümlerinin lokal varlığını ve patlamasını çalıştılar.

Antontsev vd. (2021b)

utt +∆2u−∆ut + |ut|
p(x)−2 ut = |u|q(x)−2 u

denkleminin çözümünün lokal varlığını ve patlamasını incelediler.

Liao ve Li (2023)

utt +∆2u−M
(
∥∇u∥2

)
∆u−∆ut + |ut|

m(x)−2 ut = |u|p(x)−2 u

değişken üslü denkleminin çözümlerinin patlamasını çalıştılar.

Ouaoua ve Boughamsa (2023)

utt +∆2u−∆u+ |ut|
m(x)−2 ut = |u|r(x)−2 u
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denklemin çözümlerinin lokal varlığını ve patlamasını çalıştılar.

Dinç vd. (2023)

utt −M
(

∥∇u∥pp

)

∆pu+ |ut|
r(x)−2 ut = |u|q(x)−2 u

değişken üslü Kirchhoff-tipi denkleminin çözümlerinin patlamasını çalıştılar.

2.2.2 Değişken Üslü Logaritmik Kaynak Terim İçeren Denklemler

Rahmoune (2022)

utt −∆u+ |ut|
m(x)−2 ut = |u|p(x)−2 u ln u

denkleminin çözümünün lokal varlığı , tekliği ve patlamasına çalıştı.

Kafini ve Noor (2023)

utt −∆u−∆utt + µ1 |ut|
m(x)−2 (x, t) ut (x, t)

+µ2 |ut|
m(x)−2 (x, t− τ) ut (x, t− τ) = |u|p(x)−2 u ln |u|k

çözümünün global varlığını ve azalmasını çalıştılar. Aynı zamanda nümerik

sonuçlarını gösterdiler.

Kafini (2024)

utt −∆u+

∫ t

0

g (t− τ)∆u (τ) dτ + |ut|
m(x)−2 ut = |u|p(x)−2 u ln |u|k

denkleminin global yokluğuna ve sonsuzda patlamasına çalıştılar.

Yılmaz ve Pişkin (2024c)

utt +∆2u+ |ut|
p(x)−2 ut = |u|q(x)−2 u ln u

denkleminin çözümünün patlamasını incelediler.
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2.2.3 Değişken üslü denklem sistemleri

Messaoudi vd., (2021)






utt − div (A∇u) + |ut|
m(x)−2 ut = f1 (x, u, v) ,

vtt − div (B∇v) + |vt|
r(x)−2 vt = f2 (x, u, v)

denklem sistemin çözümlerinin global varlığına, patlamasına ve nümerik

sonuçlarına çalıştılar. A ve B, C1(Ω × [0,∞)) sınıfında simetrik matrislerdir ve

a0, b0 > 0 sabitleri ile tüm ξ ∈ R
n için aşağıdaki koşullar sağlanır:

Aξ · ξ ≥ a0|ξ|
2, Bξ · ξ ≥ b0|ξ|

2,

A′ξ · ξ ≤ 0, B′ξ · ξ ≤ 0,

Burada A′ = ∂A
∂t

ve B′ = ∂B
∂t

olarak tanımlanır.

Messaoudi vd., (2022)






utt −∆u+ |ut|
m(x)−2 ut = f1 (u, v) ,

vtt −∆v + |vt|
r(x)−2 vt = f2 (u, v)

denklem sistemin çözümlerinin global varlığını ve azalma sonuçlarını ispatladılar.

Bouhoufani vd., (2022)






utt +∆2u+ |ut|
m(x)−2 ut = f1 (x, u, v) ,

vtt +∆2v + |vt|
r(x)−2 vt = f2 (x, u, v)

değişken üslü lineer olmayan biharmonik denklem sisteminin çözümlerinin patlamasını

ve azalmasını çalıştılar.

Messaoudi vd., (2023a)






utt −∆u+
∫ t

0
r1 (t− s)∆u (s) ds+ |ut|

α(x)−2 ut = h1 (u, v) ,

vtt −∆v +
∫ t

0
r2 (t− s)∆v (s) ds+ |vt|

β(x)−2 vt = h2 (u, v)

viskoelastik denklem sisteminin uygun şartlar altında çözümlerin varlığı ve enerji azal-

masını gösterdiler.

Messaoudi vd., (2023b)






utt +∆2u+ |ut|
m(x)−2 ut = f1 (u, v) ,

vtt −∆v + |vt|
r(x)−2 vt = f2 (u, v)
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denklem sisteminin çözümlerinin global varlığı, patlamasını ve azalmasını ispatladılar.

Ayrıca, bazı yazarlar hiperbolik tipten denklemlerin çözümlerinin varlığı, tekliği, patla-

ması ve enerji azalması ile ilgili sonuçlar elde etmişlerdir (Al-Mahdi vd., 2023; Kafini

ve Messaoudi, 2019; Messaoudi ve Talahmeh, 2017; Park, 2021; Pişkin ve Yılmaz,

2022a; Pişkin ve Yılmaz, 2022b; Segal, 1965; Yılmaz ve Pişkin, 2024a; Yılmaz ve

Pişkin, 2024b; Yılmaz ve Pişkin, 2024c; Yüksekkaya ve Pişkin, 2022; Zhang, vd.,

2013).
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3. ÖN BİLGİLER

3.1 Temel Kavramlar

Bu bölümde Lineer cebir ve Analiz ile ilgili temel tanımlar verilecektir. Daha sonra

değişken üslü Lebesgue ve Sobolev uzayları hakkında bazı önemli tanım, teorem ve

lemmalar yer verilecektir ( Adams ve Fournier 2003; Brezis 2011; Diening vd., 2017;

Diening ve Rŭzicka, 2003; Kaya ve Dinlemez Kantar, 2018; Kesavan 1989; Pişkin

2017; Pişkin ve Okutmuştur 2021; Pişkin 2022; Shahrouz,2018, Sobolev 1991; Zheng,

2004).

Tanım 3.1.1 (Vektör uzayı) V boş olmayan bir küme ve K bir cisim olsun ( K cismi

reel sayılar olsun).

∀u, v, w ∈ V ve ∀a, b ∈ R olmak üzere

i. u+ v ∈ V (kapalılık)

ii. u+ v = v + u (değişme)

iii. (u+ v) + w = u+ (v + w) (birleşme)

iv. u+ 0 = 0 + u = u olacak şekilde bir tek 0 ∈ V vardır (etkisiz eleman)

v. u+ (−u) = (−u) + u = 0 olacak şekilde bir tek −u ∈ V vardır (ters eleman)

vi. au ∈ V

vii. a (u+ v) = au+ av

viii. (a+ b) u = au+ bu

ix. a(bu) = (ab)u

x. 1u = u olacak şekilde bir tek 1 ∈ V

aksiyomlar sağlanıyorsa V kümesi cismi üzerinde bir reel vektör uzayıdır.

Tanım 3.1.2 (Alt vektör uzayı ) V bir vektör uzayı U ̸= ∅ ve U ⊂ V olsun. Eğer U ,

V vektör uzayındaki işlemlere göre bir vektör uzayı ise U ya V nin alt vektör uzayı

veya alt uzayı denir.

Tanım 3.1.3 (Lineer bağımlılık ve lineer bağımsızlık) V bir vektör uzayı, u1, u2, ..., un ∈

V ve c1, c2, ..., cn ∈ R olmak üzere

c1u1 + c2u2 + ...+ cnun = 0

eşitliğinde
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i. c1, c2, ..., cn lerden en az biri sıfırdan farklı ise u1, u2, ..., un vektörleri lineer bağımlı

ii. c1, c2, ..., cn lerden tümü sıfır ise u1, u2, ..., un vektörleri lineer bağımsızdır denir.

Tanım 3.1.4 (Germe) V bir vektör uzayı her v ∈ V vektörü u1, u2, ..., un ∈ V

vektörlerinin lineer birleşimi olarak yazılabiliyorsa, yani

v = c1u1 + c2u2, ..., cnun

olacak şekilde c1, c2, ..., cn ∈ R skalerleri bulunabiliyorsa u1, u2, ..., un vektörlerine V

yi geren (üreten) küme denir.

span {u1, u2, ..., un} , sp {u1, u2, ..., un} , ⟨u1, u2, ..., un⟩ veya ger {u1, u2, ..., un}

ile gösterilir.

Tanım 3.1.5 (Baz (Taban)) V bir vektör uzayı ve U = {u1, u2, ..., un} da V deki

vektörlerin sonlu bir alt kümesi olsun. Eğer,

i. U lineer bağımsızdır,

ii. U kümesi V yi gerer.

şartlarını sağlıyorsa U, V vektör uzayının bir bazı(tabanı) dır denir.

Ayrıca, U nun eleman sayısına V nin boyutu denir ve boyV veya dimV ile gösterilir.

3.2 Lebesgue Uzayı (Lp (Ω))

Tanım 3.2.1 Ω, Rn de bir bölge olsun. u ölçülebilir ve 1 ≤ p < ∞ olmak üzere

|u (x)|p Lebesgue anlamında integrallenebilir ise, yani

∫

Ω

|u (x)|p dx <∞

ise u (x) fonksiyonları p. kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar sınıfı olarak adlan-

dırılır ve Lp (Ω) veya Lp ile gösterilir. Bu uzaydaki norm

∥u∥Lp(Ω) = ∥u∥p =

(∫

Ω

|u (x)|p dx

)1/p

şeklinde tanımlanır.
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3.3 Sobolev Uzayı (Wm,p (Ω))

Tanım 3.3.1 Ω, Rn de bir bölge, m negatif olmayan herhangi bir tamsayı ve 1 ≤ p <

∞ olmak üzere

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp (Ω) : Dαu ∈ Lp (Ω) , 0 ≤ |α| ≤ m}

şeklinde tanımlanan uzaya Sobolev uzayı denir. Sobolev uzaylarında normlar:

∥u∥Wm,p(Ω) = ∥u∥m,p =




∑

0≤|α|≤m

|Dαu|p dx





1/p

.

3.4 Değişken Üslü Uzaylar (Lp(x) (Ω) ve Wm,p(x) (Ω))

Tanım 3.4.1 A > 0, 0 < δ < 1 olmak üzere her x, y ∈ Ω ve |x− y| < δ için

|p (x)− p (y)| ≤ −
A

ln |x− y|
(3.1)

log-Hölder süreklilik koşuludur.

Tanım 3.4.2 Ω ⊂ Rn de pozitif ölçümlü bir bölgeden seçilsin. O halde

p : Ω → [1,∞]

ölçülebilir fonksiyonuna değişken üs denir ve P (Ω) şeklinde gösterilir.

p1 = ess inf
x∈Ω

p (x) ve p2 = ess sup
x∈Ω

p (x)

olmak üzere

1 ≤ p1 ≤ p (x) ≤ p2 ≤ ∞

dır. Ayrıca Ω bölgesini üç kümeye ayırabiliriz:

Ωp(·)
∞ = {x ∈ Ω : p (x) = ∞} ,

Ω
p(·)
1 = {x ∈ Ω : p (x) = 1} ,

Ωp(·)
∗ = {x ∈ Ω : 1 < p (x) <∞} .

Burada p (·) yazılmadan kümeleri Ω∞,Ω1 ve Ω∗ şeklinde yazılabilir.
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Tanım 3.4.3 (Değişken üslü Lebesgue uzayı) Ω, Rn de |Ω| > 0 olacak şekilde bir

bölge olsun.

ρp(·) (u) =

∫

Ω\Ω∞

|u (x)|p(x) dx+ ess sup
x∈Ω∞

|u (x)|

=

∫

Ω\Ω∞

|u (x)|p(x) dx+ ∥u∥L∞(Ω∞)

< ∞

veya p2 <∞ ise (|Ω∞| = 0 olacağından)

ρp(·) (u) =

∫

Ω

|u (x)|p(x) dx <∞

koşulunu sağlayan ölçülebilir u (x) fonksiyonlarının oluşturduğu sınıfa değişken üslü

Lebesgue uzayı denir ve Lp(x) (Ω) veya Lp(·) (Ω) ile gösterilir. Burada ρp(·) (u) (veya

ρ (u)) modular fonksiyoneli olarak adlandırılır.

Tanım 3.4.4 p2 <∞ ise değişken üslü Lebesgue uzayında norm

∥u∥p(x) = inf
{

λ > 0 : ρp(·)

(u

λ

)

≤ 1
}

= inf

{

λ > 0 :

∫

Ω

∣
∣
∣
∣

u (x)

λ

∣
∣
∣
∣

p(x)

dx ≤ 1

}

şeklinde tanımlanır. Bu norma Luxemburg norm denir. Burada p (·) = p (sabit) alınırsa

klasik Lebesgue uzayındaki norm elde edilir.

Tanım 3.4.5 (Değişken üslü Sobolev uzayı) Ω, Rn, m pozitif tam sayı, α = (α1, α2, ..., αn)

çoklu indis ve p : Ω → [1,∞) ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere

Wm,p(·) (Ω) =
{
u ∈ Lp(·) (Ω) : Dαu ∈ Lp(·) (Ω) , 0 ≤ |α| ≤ m

}

uzayına değişken üslü Sobolev uzayı denir. Bu uzay

∥u∥Wm,p(·)(Ω) = ∥u∥m, p(·) =
∑

0≤|α|≤m

∥Dαu∥p(·)

normuna göre bir Banach uzayıdır. 1 < p1 ≤ p2 <∞ iseWm,p(·) (Ω) uzayı yansımalıdır.

Lemma 3.4.6 Eğer

1 ≤ p1 = ess inf
x∈Ω

p (x) ≤ p (x) ≤ p2 = ess sup
x∈Ω

p (x) <∞
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ise, o zaman herhangi bir u ∈ Lp(·) (Ω)

min
{

∥u∥p1p(·) , ∥u∥
p2
p(·)

}

≤ ρp(·) (u) ≤ max
{

∥u∥p1p(·) , ∥u∥
p2
p(·)

}

,

dır.

Lemma 3.4.7 Eğer m, r, s ≥ 1, Ω üzerinde tanımlı ölçülebilir fonksiyonlar ise ve

1

s (y)
=

1

m (y)
+

1

r (y)
, y ∈ Ω

noktasal olarak neredeyse her y ∈ Ω için geçerli ise o zaman v1 ∈ Lm(·) (Ω) ve v2 ∈

Lr(·) (Ω) olduğunda geçerli ise, v1v2 ∈ Ls(·) (Ω) olur ve aşağıdaki norm ile sınırlıdır:

∥v1v2∥s(·) ≤ 2 ∥v1∥m(·) ∥v2∥r(·) .

3.5 Bazı Önemli Eşitlikler ve Eşitsizlikler

Lemma 3.5.1 (Cauchy eşitsizliği) a, b ∈ R ve ε > 0 ise

|ab| ≤
ε

2
|a|2 +

1

2ε
|b|2

eşitsizliği yazılabilir.

Lemma 3.5.2 (Young eşitsizliği) p > 1, 1
p
+ 1

q
= 1, ε > 0 ve a, b ∈ R ise

|ab| ≤
|a|p

p
+

|b|q

q

eşitsizliği ya da

|ab| ≤ εap + C (ε) bq

eşitsizliği yazılabilir.

Lemma 3.5.3 (Hölder eşitsizliği) p ≥ 1, 1
p
+ 1

q
= 1, u ∈ Lp (Ω) ve v ∈ Lq (Ω) ise

uv ∈ L1 (Ω) uzayının elemanı olup

∥uv∥L1(Ω) ≤ ∥u∥Lp(Ω) ∥v∥Lq(Ω)

eşitsizliği yazılabilir. Ayrıca, p = q = 2 olduğunda bu eşitsizliğe Cauchy-Schwarz-

Bunyakowski eşitsizliği adı verilir.
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Lemma 3.5.4 (Komornik) F : R+ → R+ artmayan bir fonksiyon ve α > 0 ve C > 0

iki sabit olmak üzere ∀t ∈ R+ için

∫ ∞

t

F α+1 (s) ds ≤ CF α (0)F (s) ,

olduğunda ∀t ≥ C için

F (t) ≤ F (0)

(
C + αt

C + αC

)−1
α

,

dır (Komornik, 1994).

Lemma 3.5.5 (Poincaré eşitsizliği) Ω, Rn de sınırlı bir bölge olsun ve q (·) (3.1) i

sağlayan bir fonksiyon olsun ve 1 ≤ q1 ≤ q (x) ≤ q2 <∞, burada

q1 = ess inf
x∈Ω

q (x) , q2 = ess sup
x∈Ω

q (x)

olur. O zaman

∥u∥q(·) ≤ C ∥∇u∥q(·) , u ∈ W
1,q(·)
0 (Ω)

dır. Burada pozitif sabit C yalnızca q1, q2 ve Ω ya bağlıdır.

Lemma 3.5.6 (Gronwall eşitsizliği (Diferansiyel form)) ut, [0, T ] aralığında negatif

olmayan mutlak sürekli bir fonksiyon, φ1 (t) ve φ2 (t) negatif olmayan [0, T ] üzerinde

toplanabilir fonksiyonlar olmak üzere,

ut (t) ≤ φ1 (t) u (t) + φ2 (t)

eşitsizliği sağlansın. Bu durumda 0 ≤ t ≤ T için

ut (t) ≤ e
∫ t

0 ϕ1(τ)dτ

(

u (0) +

∫ t

0

φ2 (τ) dτ

)

dır.

Lemma 3.5.7 (Gronwall eşitsizliği (İntegral form))

i. u (t) , hemen hemen her t ve C1, C2 negatif olmayan sabitler için

u (t) ≤ C1

∫ t

0

u (τ) dτ + C2
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integral eşitsizliğini sağlayan negatif olmayan, 0 ≤ t ≤ T de toplanabilir fonksiyon

olsun, bu durumda hemen hemen her [0, T ] için

u (t) ≤ C2

(
1 + C1te

C1t
)

sağlanır.

ii. Özel durum olarak, eğer hemen hemen her 0 ≤ t ≤ T için

u (t) ≤ C1

∫ t

0

u (τ) dτ

ise, bu durumda her yerde u (t) = 0 sağlanır.

Lemma 3.5.8 Her a, b ∈ R+ ve her x ∈ Ω için

(

|a|p(x)−2 a− |b|p(x)−2 b
)

(a− b) ≥ 0

dır.

İspat. f (x) = |a|p(x)−2 a fonksiyonunu ele alalım. p (x) > 1 için

f ′ (x) = (p (x)− 1) |a|p(x)−2 ln a > 0

olduğundan f (x) fonksiyonu monotondur. Dolayısıyla f (a) ile f (b) arasındaki farkın,

a− b ile aynı işaretlidir. Bu nedenle,

(f (a)− f (b)) (a− b) ≥ 0

eşitsizliği sağlar.

Lemma 3.5.9 σ pozitif bir sayı olsun. γ = 1
eσ

iken tüm ϕ ∈ [1,∞) için aşağıdaki

lnϕ ≤ γϕσ

eşitsizlik sağlanır.

İspat. Her u ∈ R için

eu = 1 + u+
u2

2!
+
u3

3!
+ ...

olduğu biliniyor. Bu nedenle

1 + u ≤ eu
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olsun. Burada u = σ lnϕ− 1 dönüşümü uygulanırsa ve eşitsizlikte yerine yazılırsak

lnϕ ≤
ϕσ

eσ

elde ederiz.

Lemma 3.5.10 (Green özdeşliği) u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) olsun. O halde

∫

Ω

v∆udx =

∫

∂Ω

v
∂u

∂n
ds−

∫

Ω

∇v∇udx

şeklinde yazılabilir. Burada n dışa doğru yönlendirilmiş birim vektör ve ∂u
∂n

= n∇u

dır.

Lemma 3.5.11 (Zorn Lemması) Boş olmayan kısmi sıralı bir küme içindeki her

zincirin o kümede bir üst sınıra sahip ise, bu kısmi sıralı kümenin bir maksimal elemanı

vardır.

Lemma 3.5.12 ( Aubin-Lions Lemması) X , V ve Y Banach uzayları olsun. 1 ≤ p <

∞ ve q = 1 veya p = 1 ve q > 1 için aşağıdaki şartlar sağlansın:

i. X →֒ V gömülmesi kompakt,

ii. V →֒ Y gömülmesi süreklidir,

iii. U =
{
u ∈ Lp (0, T ;X) | ∂u

∂t
∈ Lq (0, T ;Y )

}
kümesi U ⊂ Lp (0, T ;X) şeklinde

tanımlansın.

Bu şartlar altında, U kümesi Lp (0, T ;V ) uzayında nispeten kompakt bir kümedir

(Aubin, 1963; Lions, 1969).

Teorem 3.5.13 (İşaret koruma özelliği) f fonksiyonu a noktasında sürekli ve f (a) ̸=

0 olsun. Bu durumda a nın öyle bir δ komşuluğu vardır ki bu komşuluktaki her x için

f (x) ile f (a) aynı işaretlidir.

Teorem 3.5.14 (Birim yuvar özelliği) u ∈ Lp(·) (Ω) olsun.

∥u∥p(·) ≤ 1

olması için gerek ve yeter koşul

ρp(·) ≤ 1

17



olmasıdır.

3.6 Çözümlerin Patlaması

Ω ⊂ Rn de açık bir bölge ve T > 0 olsun. Bir başlangıç sınır değer probleminin

çözümü Ω×[0, T ) de olsun. T lerin supremumuna çözümün varlık aralığının uzunluğu

denir ve Tmax ile gösterilir. Eğer

i. Tmax = ∞ ise global çözüm vardır,

ii. Tmax <∞ ise global çözüm yoktur. Bu durumda çözüm sonlu zamanda patlar.

3.7 Zayıf Çözüm

Her r ∈ W 1,2
0 (m,n) için

∫ n

m

[p (x) y′r′ (x) + q (x) yr (x)] dx =

∫ n

m

f (x) r (x) dx

eşitliği sağlayan y ∈ W 1,2
0 (m,n) fonksiyonuna







(−p (x) y′)′ + q (x) y = f (x) , m < x < n

y (m) = y (n) = 0

sınır değer probleminin zayıf (genelleştirilmiş) çözümü denir.

3.8 Faedo-Galerkin Yöntemi

Bu yöntem çözümlerin varlığının ispatında kullanılan önemli metotlardan biridir. Ayrıla-

bilir bir V Hilbert uzayında tanımlı bir fonksiyon uzayında, bir (A) probleminin çözüm-

lerinin varlığını bulmak isteyelim. Bu (A) probleminin tek bir çözümü u olsun. V nin

bir Vm Galerkin yaklaşımını seçtikten sonra, sonlu boyutlu (Vm) uzayında, tek bir (um)

çözümüne sahip yaklaşık bir (Am) probleminin tanımlanması gereklidir. Daha sonra

aşağıdaki adımlar uygulanır:

Adım 1: (Am) probleminin çözümü um olsun.

Adım 2: um nin düzgün sınırlı olduğunu göstermek için um üzerinde kestirimler

oluştururuz.

Adım 3: um nin düzgün sınırlı olmasından dolayı, 2. adımdaki kestirimleri içeren

uzayın zayıf topolojisinde, bir limite sahip, {um}m∈N∗ dizisinin bir {u′m}m∈N∗ alt

dizisini seçmek mümkündür. Elde edilen limit u olsun.

Adım 4: (A) probleminin çözümünün u olduğunu gösteririz.

Adım 5: Böylece, güçlü yakınsaklık sonuçları elde edilir.
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Yaklaşım sürecinin oluşturulmasının esas amacı, bir çözümün varlığının elde edil-

mesini sağlamaktır, bu süreç um (x, t) ya, (x, t) ∈ Ω× [0;T ] için

um (x, t) =
n∑

i=1

rim (t)wi

olacak şekildewi tabanlarının fonksiyonlarının doğrusal bir kombinasyonu olarak yaklaş-

maya tekabül eder. Başka bir deyişle, bir problem için yaklaşık bir problem tanımlanır.

Adi diferansiyel denklemler teorisinden bilindiği gibi, ele alınan yaklaşık sistemin,

doğrusal olmayan terimleri düzgün olduğundan Zorn Lemması kullanılarak maksimal

bir [0, tk) aralığına genişletilecek şekilde tek bir lokal çözüme sahiptir. Sonraki adım

olarak bazı kestirimler elde edilir. Böylece tüm t > 0 için tanımlı bir çözüm elde

etmek için aralık [0, tk) dışına genişletilebilir (Lions, 1969).

3.9 Genelleştirilmiş-α Yöntemi

Genellemiş-α yönteminin temel formu aşağıdaki gibidir:

dn+1 = dn +∆t (α(an − βan+1)) (3.2)

vn+1 = vn +∆t ((1− γ)an + γan+1) (3.3)

Man+1 − an + Cvn+1 − vn +Kdn+1 − dn = F (tn+1)− F (tn)

Başlangıç koşulları:

d0 = d

v0 = v

a0 =M−1 (F (0)− Cv −Kd)

Burada:

dn+1 − α = (1− α)dn + αdn+1

vn+1 − α = (1− α)vn + αvn+1

an+1 − α = (1− α)an + αan+1

γn+1 − α = (1− α)γn + αγn+1
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Burada n ∈ {0, 1, . . . , N − 1}, N zaman adım sayısıdır ve ∆t zaman adımıdır.

Yer değiştirme ve hız güncelleme denklemleri olan (3.2) ve (3.3) Newmark algorit-

masındakiyle aynıdır. Bu güncelleme denklemlerinin yapısı, d(tn+1) ve v(tn+1) nin

Taylor serisi açılımında yer alan ivme terimlerinin katsayılarının toplamını sınırlayarak

elde edilmiştir. Basit sayısal deneyler, bu güncelleme denklemi yapısının her periy-

otta zirve yer değiştirme ve hız hatalarında monoton bir artışa yol açtığını göstermiştir

(Chung ve Hulbert, 1993).
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4. DEĞİŞKEN ÜSLÜ DOĞRUSAL OLMAYAN PETROVSKY DENKLEMİNİN

ÇÖZÜMLERİNİN VARLIĞI VE PATLAMASI

Bu bölümde, Ω×(0, T ) bölgesinde aşağıdaki başlangıç-sınır değer problemi incelenmiştir

(Yılmaz vd., 2023a):






utt −∆u−∆utt +∆2u−∆ut + |ut|
p(x)−2 ut = |u|q(x)−2 u,

u(x, t) = ∂u(x,t)
∂v

= 0,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x).

(4.1)

Burada Ω ⊂ Rn (n ∈ N+), ∂Ω düzgün sınıra sahip sınırlı bir bölge ve u0 (x) ∈

H2
0 (Ω) ∩ H

4 (Ω) , u1 (x) ∈ L2 (Ω) başlangıç koşullarıdır. v dış birim vektördür. p(·)

ve q(·) ölçülebilir fonksiyonları aşağıdaki koşulları sağlar:







2 < p1 ≤ p (x) ≤ p2 <∞, n ≤ 4,

2 < p1 ≤ p (x) ≤ p2 <
2n−4
n−4

, n > 4

ve






2 < q1 ≤ q (x) ≤ q2 <∞, n ≤ 4,

2 < q1 ≤ q (x) ≤ q2 <
2n−4
n−4

, n > 4

burada

p1 = ess inf
x∈Ω

p (x) , p2 = esssupx∈Ωp (x) ,

q1 = ess inf
x∈Ω

q (x) , q2 = esssupx∈Ωq (x)

dır.

Lemma 4.1 Eğer Ω üzerinde ölçülebilir bir r (·) fonksiyonu (3.1) koşulunu sağlıyorsa

H1
0 (Ω) →֒ Lr(·) (Ω)

ve

H2
0 (Ω) →֒ Lr(x) (Ω)

gömülmeleri sürekli ve kompaktır.

Aşağıdaki fonksiyonelleri tanımlayalım:

E (t) =
1

2

(
∥ut∥

2 + ∥∇u∥2 + ∥∇ut∥
2 + ∥∆u∥2

)
−

∫

Ω

1

q (x)
|u|q(x) dx, (4.2)
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I (t) = ∥∇u∥2 + ∥∆u∥2 −

∫

Ω

|u|q(x) dx (4.3)

ve

J (t) =
1

2

(
∥∇u∥2 + ∥∆u∥2

)
−

∫

Ω

1

q (x)
|u|q(x) dx (4.4)

dır.

Aşağıdaki lemma enerji fonksiyonelinin artmayan olduğunu ifade etmektedir.

Lemma 4.2 Eğer u, (4.1) denkleminin bir çözümü ise t ∈ [0, T ] için

E ′ (t) = −

∫

Ω

|∇ut|
2 dx−

∫

Ω

|ut|
p(x) dx

ve

E (t) ≤ E (0)

dır.

İspat. (4.1) deki denklemi ut ile çarpıp Ω bölgesi üzerinde integral alınırsa

∫

Ω

ut

(

utt −∆u−∆utt +∆2u−∆ut + |ut|
p(x)−2 ut

)

dx =

∫

Ω

ut |u|
q(x)−2 udx

olur. Buradan

∫

Ω

ututtdx

︸ ︷︷ ︸

A1

−

∫

Ω

ut∆udx

︸ ︷︷ ︸

A2

−

∫

Ω

ut∆uttdx

︸ ︷︷ ︸

A3

+

∫

Ω

ut∆
2udx

︸ ︷︷ ︸

A4

−

∫

Ω

ut∆utdx

︸ ︷︷ ︸

A5

−

∫

Ω

|ut|
p(x) dx

︸ ︷︷ ︸

A6

=

∫

Ω

ut |u|
q(x)−2 udx

︸ ︷︷ ︸

A7

(4.5)

şeklinde yazılabilir. Şimdi her terimi ayrı ayrı düzenlenirse:

A1 terimi

A1 =

∫

Ω

ututtdx

=
1

2

d

dt

∫

Ω

|ut|
2 dx

=
1

2

d

dt
∥ut∥

2
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dir.

A2 terimi Green özdeşliğinden

A2 =

∫

Ω

∇ut∇udx

=
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇u|2 dx

=
1

2

d

dt
∥∇u∥2

elde edilir.

A3 terimi Green özdeşliğinden

A3 =

∫

Ω

∇ut∇uttdx

=
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇ut|
2 dx

=
1

2

d

dt
∥∇ut∥

2

olur.

A4 terimi Green özdeşliğinden

A4 =

∫

Ω

∆ut∆udx

=
1

2

d

dt

∫

Ω

|∆u|2 dx

=
1

2

d

dt
∥∆u∥2

elde edilir.

A5 terimi Green özdeşliğinden

A5 =

∫

Ω

∇ut∇utdx

=

∫

Ω

|∇ut|
2 dx

= ∥∇ut∥
2

elde edilir.
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A6 terimini düzenlenirse

A6 =

∫

Ω

ut |ut|
p(x)−2 utdx

=

∫

Ω

|ut|
p(x) dx

elde edilir.

A7 terimini düzenlenirse

A7 =
d

dt

∫

Ω

1

q (x)
|u|q(x) udx

elde edilir. Bulunan bu ifadeler (4.5) te yazılırsa,

d

dt

(
1

2

(
∥ut∥

2 + ∥∇u∥2 + ∥∆ut∥
2 + ∥∆u∥2

)
−

∫

Ω

1

q (x)
|u|q(x) dx

)

= −

∫

Ω

|∇ut|
2 dx−

∫

Ω

|ut|
p(x) dx

olur. Yani

E ′ (t) = −

∫

Ω

|∇ut|
2 dx−

∫

Ω

|ut|
p(x) dx ≤ 0, (4.6)

E ′ (t) ≤ 0

dır. (4.6) eşitsizliğini (0, t) aralığında integral alınırsa

∫ t

0

E ′ (t) dt ≤

∫ t

0

0dt

E (t)|t0 ≤ 0

E (t)− E (0) ≤ 0

E (t) ≤ E (0)

dır.

Lemma 4.3 Lemma 4.2 nin koşulları sağlansın ve E (0) > 0 olsun. Ayrıca

I (0) > 0

ve

θ1 + θ2 < 1 (4.7)
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ise her t ∈ [0, T ] için

I (t) > 0

dır. Burada c1,∗ ve c2,∗ sırasıylaH2
0 (Ω) →֒ Lq(x) (Ω) veH2

0 (Ω) →֒ Lq(x) (Ω) gömülmelerinin

gömülme sabitleri olmak üzere 0 < α < 1 için

θ1 = α

{

cq11,∗

(
2q1
q1 − 2

E (0)

) q2−2
2

, cq21,∗

(
2q1
q1 − 2

E (0)

) q2−2
2

}

,

θ2 = (1− α)

{

cq12,∗

(
2q1
q1 − 2

E (0)

) q2−2
2

, cq22,∗

(
2q1
q1 − 2

E (0)

) q2−2
2

}

dır.

İspat. Sürekli fonksiyonun işaret koruma özelliğinden dolayı I (0) > 0 olduğundan

öyle bir T∗ vardır ki t ∈ [0, T∗] için

I (t) ≥ 0 (4.8)

dır. Şimdi, q1 < q (x) den ve tüm t ∈ [0, T∗] için

J (t) =
1

2

(
∥∇u∥2 + ∥∆u∥2

)
−

∫

Ω

1

q (x)
|u|q(x) dx

≥
1

2

(
∥∇u∥2 + ∥∆u∥2

)
−

1

q1

∫

Ω

|u|q(x) dx (4.9)

dır.

I (t) = ∥∇u∥2 + ∥∆u∥2 −

∫

Ω

|u|q(x) dx

ise

∫

Ω

|u|q(x) dx = ∥∇u∥2 + ∥∆u∥2 − I (t)

dır. Bu ifade (4.9) da yazılıp düzenlenirse

J (t) ≥
1

2

(
∥∇u∥2 + ∥∆u∥2

)
−

1

q1

(
∥∇u∥2 + ∥∆u∥2 − I (t)

)

≥
q1 − 2

2q1

(
∥∇u∥2 + ∥∆u∥2

)
+

1

q1
I (t)

olur. (4.8) den t ∈ [0, T∗] için

(
∥∇u∥2 + ∥∆u∥2

)
≤

2q1
q1 − 2

J (t) (4.10)

25



dır. Lemma 4.2 den

∥∇u∥2 + ∥∆u∥2 ≤
2q1
q1 − 2

E (t)

≤
2q1
q1 − 2

E (0) (4.11)

dır. Ayrıca, Lemma 3.4.6 dan
∫

Ω

|u|q(x) dx ≤ max
{

∥u∥q1q(·) , ∥u∥
q2
q(·)

}

= αmax
{

∥u∥q1q(·) , ∥u∥
q2
q(·)

}

+(1− α)max
{

∥u∥q1q(·) , ∥u∥
q2
q(·)

}

elde edilir. H2
0 (Ω) →֒ Lq(·) (Ω) ve H2

0 (Ω) →֒ Lq(·) (Ω) gömülmelerinden
∫

Ω

|u|q(x) dx ≤αmax
{
cq11,∗ ∥∇u∥

q1
2 , c

q2
1,∗ ∥∇u∥

q2
2

}

+ (1− α)max
{
c
q1−2

2,∗ ∥∆u∥q12 , c
q2−2

2,∗ ∥∆u∥q22
}

≤αmax
{
cq11,∗ ∥∇u∥

q1
2 , c

q2
1,∗ ∥∇u∥

q2
2

}
∥∇u∥22

+ (1− α)max
{
cq12,∗ ∥∆u∥

q1
2 , c

q2
2,∗ ∥∆u∥

q2
2

}
∥∆u∥22

≤αmax

{

cq11,∗

(
2q1
q1 − 2

E (0)

) q1−2
2

, cq21,∗

(
2q1
q1 − 2

E (0)

) q2−2
2

}

∥∇u∥22

+ (1− α)max

{

cq12,∗

(
2q1
q1 − 2

E (0)

) q1−2
2

, cq22,∗

(
2q1
q1 − 2

E (0)

) q2−2
2

}

× ∥∆u∥22

olur. Daha sonra t ∈ [0, T∗] için
∫

Ω

|u|q(x) dx ≤ θ1 ∥∇u∥
2 + θ2 ∥∆u∥

2
(4.12)

elde edilir. θ1 + θ2 < 1 olduğundan t ∈ [0, T∗] için
∫

Ω

|u|q(x) dx < ∥∇u∥2 + ∥∆u∥2 (4.13)

dır. Böylece t ∈ [0, T∗] için

I (t) > 0

elde edilir. Yukarıdaki süreci tekrarlayarak, T∗ zamanını T ye genişletilebilir.

Lemma 4.4 B ve B∗ Banach uzayları ve B = (B∗)′ olsun. Ayrıca 1 < p ≤ ∞

için Lp ([0, T ] : [B]) uzayında un ⇀ u ve u′n ⇀ u′ ne zayıf yıldızıl yakınsak ise B

uzayında un (0)⇀ u (0) a zayıf yıldızıl yakınsar (Zheng, 2004).
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4.1 Lokal Varlık

Bu bölüm, problem (4.1) in lokal varlığını Faedo-Galerkin yöntemini kullanarak elde

edilecektir.

Teorem 4.1.1 Kabul edelim ki p (x) , q (x) ∈ C
(
Ω
)

ve log-Hölder koşulu sağlansın.

Bu durumda herhangi bir (u0, u1) ∈ H2
0 (Ω) ∩ H4 (Ω) × L2 (Ω) için (4.1) problemi

lokal bir çözüme sahiptir ve

u ∈ L∞
(
(0, T ) , H2

0 (Ω)
)
,

ut ∈ L∞
(
(0, T ) , H2

0 (Ω)
)
∩ Lm(·) (Ω× (0, T ))

dır.

İspat. {vl}
∞
l=1 , H

2
0 (Ω) uzayının bir ortonormal tabanı olsun. {vl}

∞
l=1 bazının ilk k

vektöründen oluşan bir altuzayı Vk = span {v1, v2, ..., vk} olsun. Normalizasyon ne-

deniyle, ∥vl∥ = 1 dır. Bir k tam sayısı için yaklaşık çözüm:

uk (t) =
k∑

l=1

ulk (t) vl

olacak şekilde aşağıdaki Cauchy probleminin çözümü olsun. l = 1, 2, ..., k için

(u′′k (t) , vl)− (∆uk (t) , vl)− (∆u′′k (t) , vl) +
(
∆2uk (t) , vl

)

− (∆u′k (t) , vl) +
(

|u′k (t)|
p(x)−2

u′k (t) , vl

)

=
(

|uk (t)|
q(x)−2 uk (t) , vl

)

, (4.14)

uk (0) = u0k =
k∑

l=1

(uk (0) , vl) vl → u0, H
2
0 (Ω) ∩H

4 (Ω) , (4.15)

u′k (0) = u1k =
k∑

l=1

(u′k (0) , vl) vl → u1, H
2
0 (Ω) (4.16)

olur. (4.14)-(4.16) problemi adi diferansiyel denklem olduğu gibi Picard ardışık yaklaşım

yöntemi ile çözülebilir. Dolayısıyla T∗ > 0 için [0, T∗) aralığında bir çözüm mevcut-

tur. Aşağıda verilen kestirimleri kullanarak bu çözümü herhangi bir T > 0 için [0, T )

aralığına genişletilebilir.
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I. Kestirim: (4.14) denklemini u′lk (t) ile çarparak ve l yi 1 den k ye kadar toplanırsa

k∑

l=1

∫

Ω

u′′k (t) u
′
lk (t) vldx

︸ ︷︷ ︸

B1

−
k∑

l=1

∫

Ω

∆uk (t) u
′
lk (t) vldx

︸ ︷︷ ︸

B2

−
k∑

l=1

∫

Ω

∆u′′k (t) u
′
lk (t) vldx

︸ ︷︷ ︸

B3

+
k∑

l=1

∫

Ω

∆2uk (t) u
′
lk (t) vldx

︸ ︷︷ ︸

B4

−
k∑

l=1

∫

Ω

∆u′k (t) u
′
lk (t) vldx

︸ ︷︷ ︸

B5

−
k∑

l=1

∫

Ω

|u′k (t)|
p(x)−2

u′k (t) u
′
lk (t) vldx

︸ ︷︷ ︸

B6

=
k∑

l=1

∫

Ω

|uk (t)|
q(x)−2 uk (t) u

′
lk (t) vldx

︸ ︷︷ ︸

B7

(4.17)

elde edilir. Şimdi her terimi ayrı ayrı düzenlenirse:

B1 =
k∑

l=1

∫

Ω

u′′k (t) u
′
lk (t) vldx

=

∫

Ω

u′′k (t)
k∑

l=1

u′lk (t) vldx

=

∫

Ω

u′′k (t) u
′
k (t) dx

=
1

2

d

dt

∫

Ω

|u′k (t)|
2
dx

=
1

2

d

dt
∥u′k (t)∥

2
,

B2 =
k∑

l=1

∫

Ω

∆uk (t) u
′
lk (t) vldx

=

∫

Ω

∆uk (t) u
′
k (t) dx

= −

∫

Ω

∇uk (t)∇u
′
k (t) dx

= −
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇uk (t)|
2 dx

= −
1

2

d

dt
∥∇uk (t)∥

2 ,
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B3 =
k∑

l=1

∫

Ω

∆u′′k (t) u
′
lk (t) vldx

=

∫

Ω

∆u′′k (t) u
′
k (t) dx

= −

∫

Ω

∇u′′k (t)∇u
′
k (t) dx

= −
1

2

d

dt
∥∇u′k (t)∥

2
,

B4 =
k∑

l=1

∫

Ω

∆2uk (t) u
′
lk (t) vldx

=

∫

Ω

∆2uk (t) u
′
k (t) dx

=

∫

Ω

∆uk (t)∆u
′
k (t) dx

=
1

2

d

dt
∥∆uk (t)∥

2 ,

B5 =
k∑

l=1

∫

Ω

∆u′k (t) u
′
lk (t) vldx

=

∫

Ω

∆u′k (t) u
′
k (t) dx

= −

∫

Ω

∇u′k (t)∇u
′
k (t) dx

= −

∫

Ω

|∇u′k (t)|
2
dx

= −∥∇u′k (t)∥
2
,

B6 =
k∑

l=1

∫

Ω

|u′k (t)|
p(x)−2

u′k (t) u
′
lk (t) vldx

=

∫

Ω

|u′k (t)|
p(x)−2

u′k (t) u
′
k (t) dx

=

∫

Ω

|u′k (t)|
p(x)

dx,

ve

B7 =
k∑

l=1

∫

Ω

|uk (t)|
q(x)−2 uk (t) u

′
lk (t) vldx

=

∫

Ω

|uk (t)|
q(x)−2 uk (t) u

′
k (t) dx

=
d

dt

∫

Ω

1

q (x)
|uk (t)|

q(x) dx
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bulunur. Elde edilen B1, B2, ..., B7 ifadeleri (4.17) de yazılırsa

d

dt

[
1

2

(

∥u′k∥
2
+ ∥∇uk∥

2 + ∥∆u′k∥
2
+ ∥∆uk∥

2
)

−

∫

Ω

1

q (x)
|u|q(x) dx

]

= −

∫

Ω

|∇u′k|
2
dx−

∫

Ω

|u′k|
p(x)

dx (4.18)

ifadesi elde edilir. Buradan

E ′ (uk (t)) = −

∫

Ω

|∇u′k|
2
dx−

∫

Ω

|u′k|
p(x)

dx ≤ 0

olur. (4.18) in (0, t) aralığında integrali alınırsa:

1

2
∥u′k∥

2
+

1

2
∥∇uk∥

2 +
1

2
∥∆u′k∥

2
+

1

2
∥∆uk∥

2

−

∫ t

0

∫

Ω

1

q (x)
|uk|

q(x) dx

≤E (0) (4.19)

eşitsizliği elde edilir.. Daha sonra (4.13) ten (4.19) eşitsizliği

1

2
sup

t∈(0,T )

∥u′k∥
2
+
q1 − 2

2q1
sup

t∈(0,T )

∥∇uk∥
2 +

q1 − 2

2q1
sup

t∈(0,T )

∥∆uk∥
2

+
1

2
sup

t∈(0,T )

∥∆u′k∥
2
+

∫ t

0

∫

Ω

|u′k (x, s)|
p(x)

dxds

≤E (0) (4.20)

eşitsizliğine dönüşür. (4.20) den







{uk} , L
∞ ((0, T ) ;H2

0 (Ω)) uzayında düzgün sınırlıdır,

{u′k} , L
∞ ((0, T ) ;H2

0 (Ω)) ∩ L
p(·) (Ω× (0, T ))

uzayında düzgün sınırlıdır,

(4.21)

{u′k}, Lp(x) (Ω× [0, T ]) uzayında düzgün sınırlı olduğundan,
{

|u′k|
p(x)−2 u′k

}

de

L
p(x)

p(x)−1 (Ω× [0, T ]) uzayında sınırlıdır; dolayısıyla bir alt diziye kadar |u′k|
p(x)−2 u′k,

Φ ye L
p(x)

p(x)−1 (Ω× [0, T ]) uzayında zayıf sınırlıdır. Φ = |u′|p(x)−2 u′ olduğunu göster-

mek gerekir. Ayrıca, Lemma 3.5.5 ve (4.21) den,

{

|uk|
q(x)−2 uk

}

, L∞ ([0, T ]) ve L2 (Ω) de eşit olarak sınırlanmıştır. (4.22)
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(4.21) ve (4.22) den, uk dizisinin bir alt dizisi ile bir u fonksiyonu elde edilir:







uk, u ya L∞ ([0, T ] ;H2
0 (Ω)) uzayında zayıf∗ yakınsar;

u′k, u′ ye L∞ ([0, T ]) ;H2
0 (Ω) ve Lp(·) (Ω× (0, T )) uzayında

zayıf∗yakınsar;

|uk|
q(x)−2 uk, ψ ya L∞ ([0, T ]) , L2 (Ω) zayıf yakınsar.

(4.23)

Aubin-Lions lemmasını (Lions, 1969) kullanarak (4.23) dan uk, u yaC ([0, T ] ;H2
0 (Ω))

uzayında güçlü yakınsar yani

uk, u ya Ω× [0, T ] (4.24)

bölgesinde yakınsar. (4.23) ve (4.24) den

|uk|
q(x)−2 uk, |u|q(x)−2 u ya L∞ ([0, T ]) , L2 (Ω) uzayında yakınsar. (4.25)

II. Kestirim : Şimdi de (4.14) ü t ye göre türevini alırsak l = 1, 2, ..., k için

(u′′′k (t) , vl)− (∆u′k (t) , vl)− (∆u′′′k (t) , vl) +
(
∆2u′k (t) , vl

)

− (∆u′′k (t) , vl) +
(

(p (x)− 1) |u′′k (t)|
p(x)−2

u′′k (t) , vl

)

=
(

(q (x)− 1) |uk (t)|
q(x)−2 u′k (t) , vl

)

(4.26)

elde edilir. Sonra, (4.26) denklemini u′′lk (t) ile çarparak ve l için 1 den k ya kadar

toplanarak aşağıdaki ifade elde edilir:

1

2

d

dt

[

∥u′′k∥
2
+ ∥∇u′k∥

2
+ ∥∇u′′k∥

2
+ ∥∆u′k∥

2
]

+

∫

Ω

(p (x)− 1) |u′k|
p(x)−1

|u′′k|
2
dx

+

∫

Ω

|∇u′′k|
2
dx = −

∫

Ω

(q (x)− 1) |uk|
q(x)−2 u′ku

′′
kdx. (4.27)

Hölder eşitsizliğinden

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

(q (x)− 1) |uk|
q(x)−2 |u′k| |u

′′
k| dx

∣
∣
∣
∣
≤ (q2 − 1) ∥uk∥

q(x)−2
2(q(x)−1)

× ∥u′k∥2(q(x)−1) ∥u
′′
k∥2 (4.28)

dır. Dolayısıyla

uk ∈ L∞
(
[0, T ] , H2

0 (Ω)
)
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ve

2 (q1 − 1) ≤ 2 (q (x)− 1)

≤ 2 (q2 − 1)

≤ 2
n

n− 2

den

∫

Ω

|uk|
2q(x)−2 dx ≤

∫

Ω

|uk|
2q1−2 dx+

∫

Ω

|uk|
2q2−2 dx < +∞

olur. (4.28) eşitsizliği

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

(q (x)− 1) |uk|
q(x)−2 |u′k| |u

′′
k| dx

∣
∣
∣
∣
≤ c1 ∥u

′
k∥2(q(x)−1) ∥u

′′
k∥2 (4.29)

olur. Young ve Poincaré eşitsizliğinden

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

(q (x)− 1) |uk|
q(x)−2 |u′k| |u

′′
k| dx

∣
∣
∣
∣
≤ cδ ∥∇u

′
k∥

2
+ δ ∥u′′k∥

2
(4.30)

elde edilir. (4.30) ü (4.27) de yerine yazılırsa ve t ∈ [0, T ] için (0, t) aralığında integral

alınırsa

∫

Ω

(

|u′′k|
2
+ |∇u′k|

2
+ |∇u′′k|

2
+ |∆u′k|

2
+ |∇u′′k|

2
)

dx

≤
(

∥u′′k (0)∥
2
+ ∥∇u′k (0)∥

2
+ ∥∇u′′k (0)∥

2
+ ∥∆u′k (0)∥

2
)

+ c2

∫ t

0

(

∥∇u′k∥
2
+ ∥u′′k∥

2
)

ds (4.31)

ve (4.16) ile ∥∇u′k (0)∥
2 ≤ c3 ∥∆u

′
k (0)∥

2
dan

∥∇u′k (0)∥
2
+ ∥∆u′k (0)∥

2
≤ c4 (4.32)

elde edilir. Burada c4, k dan bağımsız pozitif bir sabittir.

(4.14) denkleminin her iki tarafını u′′lk (t) ile çarparak, l için 1 den k kadar toplayarak,

t = 0 için

∥u′′k (0)∥
2
− (∆uk (0) , u

′′
k (0))− (∆u′′k (0) , u

′′
k (0)) +

(
∆2uk (0) , u

′′
k (0)

)

− (∆u′k (0) , u
′′
k (0)) +

(

|u′k (0)|
p(x)−2

u′k (0) , u
′′
k (0)

)

=
(

|uk (0)|
q(x)−2 uk (0) , u

′′
k (0)

)

olur. (4.15), (4.16) ve Young eşitsizliği kullanılarak

∥u′′k (0)∥
2
≤ c5 (4.33)
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elde edilir. Burada c5, k dan bağımsız pozitif bir sabittir.

(4.32) ve (4.33) ten (4.31) eşitsizliği

∫

Ω

|u′′k|
2
dx+

∫

Ω

|∇u′k|
2
dx+

∫

Ω

|∇u′′k|
2
dx+

∫

Ω

|∆u′k|
2
dx+

∫

Ω

|∇u′′k|
2
dx

≤c6 + c7

∫ t

0

(

|u′′k|
2
+ |∇u′k|

2
+ |∇u′′k|

2
+ |∆u′k|

2
+ |∇u′′k|

2
)

ds (4.34)

olur. (4.34) ve Gronwall lemmasından, t ∈ [0, T ] için

∥u′′k∥
2
+ ∥∇u′k∥

2
+ ∥∇u′′k∥

2
+ ∥∆u′k∥

2
+ ∥∇u′′k∥

2
≤ c8, (4.35)

elde edilir. Burada c8, k dan bağımsız pozitif bir sabittir.

(4.35) ten







{u′k} , L∞ ([0, T ] , H2
0 (Ω)) uzayında düzgün sınırlıdır,

{u′′k} , L∞ ([0, T ] , H1
0 (Ω)) uzayında düzgün sınırlıdır.

(4.36)

Benzer şekilde







u′k , L∞ ([0, T ] , H2
0 (Ω)) uzayında düzgün sınırlıdır,

u′′k , L∞ ([0, T ] , H1
0 (Ω)) uzayında düzgün sınırlıdır.

(4.37)

k→ ∞ alındığında (4.14) denkleminden

(u′′ (t) , vl)− (∆u (t) , vl)− (∆u′′ (t) , vl) +
(
∆2u (t) , vl

)
− (∆u′ (t) , vl)

+
(

|u′ (t)|
p(x)−2

u′ (t) , vl

)

=
(

|u (t)|q(x)−2 u (t) , vl

)

(4.38)

elde edilir. {vl}
∞
l=1, H

2
0 (Ω) uzayının bir ortonormal tabanı olduğundan u, (4.1) denk-

leminini sağlar. (4.23), (4.37) ve Lemma 4.4 ü, sırasıyla B = H2
0 (Ω) ve L2 (Ω)

alındığında







u′k, H2
0 (Ω) uzayında düzgün sınırlıdır,

u′′k, H1
0 (Ω) uzayında düzgün sınırlıdır

(4.39)

elde edilir. (4.15), (4.16) ve (4.39) dan u (0) = u0, ut (0) = u1 sonucu elde edilir.

Böylece çözümün var olduğu ispatlanmış oldu.
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4.2 Çözümün Tekliği

Şimdi çözümün tek olduğunu kanıtlamak için y ve z ifadesi (4.1) in iki çözüm olsun

ve w = y − z olsun. Bu durumda w aşağıdaki denklemi sağlar:

wtt −∆w −∆wtt +∆2w −∆wt

+ |yt|
p(x)−2 yt − |zt|

p(x)−2 zt = |y|q(x)−2 y − |z|q(x)−2 z (4.40)

burada

w (x, 0) = w0 (x) , wt (x, 0) = w1 (x)

dır. (4.40) ifadesini wt ile çarpıp ve x e göre integral alınırsa

1

2

∫

Ω

(
|wt|

2 + |∇w|2 + |∇wt|
2 + |∆w|2

)
dx

+

∫ t

0

∫

Ω

|∆w|2 dx+

∫ t

0

∫

Ω

(

|yt|
p(x)−2 yt − |zt|

p(x)−2 zt

)

wtdxds

=

∫ t

0

∫

Ω

(

|y|q(x)−2 y − |z|q(x)−2 z
)

wtdxds.

elde ederiz. Lemma 3.5.8 den her x ∈ Ω için

∥wt∥
2 + ∥∇w∥2 + ∥∇wt∥

2 + ∥∆w∥2

≤C

∫ t

0

∫

Ω

(

|y|q(x)−2 y − |z|q(x)−2 z
)

wtdxds (4.41)

elde edilir. Daha sonra benzer kestirimlerde bulunarak aşağıdaki sonuca varılır:

∫

Ω

(
|wt|

2 + |∇w|2 + |∇wt|
2 + |∆w|2

)
dx

≤C

∫ t

0

∫

Ω

(
|wt|

2 + |∇w|2
)
dxds. (4.42)

Buradan da

∫

Ω

(
|wt|

2 + |∇w|2 + |∇wt|
2 + |∆w|2

)
dx

≤C

∫ t

0

∫

Ω

(
|wt|

2 + |∆w|2 + |∇w|2 + |∆w|2
)
dxds (4.43)

dır. Gronwall eşitsizliğinden

∥wt∥
2 + ∥∇w∥2 + ∥∇wt∥

2 + ∥∆w∥2 = 0
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dır. Böylece, w = 0 olur. Yani

y − z = 0

olacağından

y = z

dır.

4.3 Çözümün Patlaması

Bu bölümde, (4.1) probleminin çözümünün patlamasıincelenecektir.

Önce aşağıdaki lemmaları verilecektir.

Lemma 4.3.1 Eğer q : Ω → [1,∞) ölçülebilir bir fonksiyon ve






2 ≤ q1 ≤ q (x) ≤ q2 <∞ n ≤ 4,

2 ≤ q1 ≤ q (x) ≤ q2 <
2n
n−4

n > 4
(4.44)

ve

min
{

∥u∥q1q(·) , ∥u∥
q2
q(·)

}

≤ ρ (u) ≤ max
{

∥u∥q1q(·) , ∥u∥
q2
q(·)

}

geçerli ise, o zaman

ρ
s
q1

q(x) (u) ≤ C
(
∥∆u∥2 + ρq(·) (u)

)
(4.45)

eşitsizliği elde edilir (Messaoudi ve Talahmeh, 2017).

İspat. Eğer ρ (u) > 1 ise C > 1 için

ρ
s
q1

q(x) (u) ≤ ρ (u) ≤ C
(
∥∆u∥2 + ρ (u)

)

dır. Eğer ρ (u) ≤ 1 ise birim yuvar özelliğinden

∥u∥q1 ≤ 1

dır. Buradan Lemma 4.4.1 den

ρ
s
q1

q(x) (u) ≤ ρ
2
q1

q(x) (u)

≤
[

max
{

∥u∥q1q(·) , ∥u∥
q2
q(·)

}] 2
q1

= ∥u∥2q(·)

≤ C ∥∆u∥2
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elde edilir.

Lemma 4.3.2 Lemma 4.4.1’in koşullarının sağlandığı varsayılsın ve u, (4.1) denklem-

inin bir çözümü olarak kabul edilsin. Bu durumda

i) ∥u∥sq1 ≤ C
(

∥∆u∥2 + ∥u∥q1q1

)

, (4.46)

ii) ρ
s
q1

q(·) (u) ≤ C
(
H (t) + ∥ut∥

2 + ∥∇ut∥
2 + ρq(·) (u)

)
, (4.47)

iii) ∥u∥sq1 ≤ C
(

H (t) + ∥ut∥
2 + ∥∇ut∥

2 + ∥u∥q1q1

)

, (4.48)

iv) ∥u∥q1q1 ≤ Cρq(·) (u) (4.49)

dır. Burada u ∈ H2
0 (Ω) ve 2 ≤ s ≤ q1 dır. Burada ρq(·) (u) =

∫

Ω
|u|q(·) dx ve C > 1

pozitif bir sabit olup, H (t) = −E (t) dir. H (t) , E (t) fonksiyonelleri daha sonra

tanımlanacaktır.

Şimdi, patlama sonucumuz ifade edilip kanıtlanacaktır.

Teorem 4.3.3 n > 4 için

2 ≤ p1 ≤ p (x) ≤ p2 ≤ q1 ≤ q (x) ≤ q2 < 2
(n− 2)

n− 4

olsun ve Lemma 4.4.2 nin koşulları sağlansın ve

E (0) < 0

olsun. Böylece, (4.1) in çözümü bir T ∗ sonlu bir zaman patlar ve

T ∗ ≤
1− α

ξαΨ− α
1−α (0)

olur. Burada ξ ∈ (0, 1), Ψ(t) ve α daha sonra sırasıyla (4.51) ve (4.53) te belirtilecek-

tir.

İspat. Tüm zamanlarda çözümün var olduğu kabul edilip buradan çelişki elde edile-

cektir. Bunun için H (t) = −E (t) olarak tanımlanacaktır. Bu durumda E (0) < 0

kabulümüzden ve (4.6) dan H (t) ≥ H (0) > 0 olur. Buradan

H (t) =−
1

2

(
∥ut∥

2 + ∥∇u∥2 + ∥∇ut∥
2 + ∥∆u∥2

)
+

∫

Ω

1

q (x)
|u|q(x) dx

≤

∫

Ω

1

q (x)
|u|q(x) dx

≤
1

q1
ρq(·)(u) (4.50)
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dir. ε daha sonra belirlenecek yeterince küçük bir sayı olmak üzere

Ψ(t) = H1−α (t) + ε

∫

Ω

uutdx+
ε

2
∥∇u∥2 (4.51)

ve

0 < α ≤ min

{
q1 − 2

q1
,
q1 − p1

q1 (p1 − 1)

}

(4.52)

olsun. (4.51) ifadesinin türevi alınırsa

Ψ′ (t) = (1− α)H−α (t)H′ (t) + ε

∫

Ω

u2tdx+ ε

∫

Ω

uuttdx

olur. (4.1) denklemi kullanılırsa

Ψ′ (t) +
d

dt

(

ε

∫

Ω

∇u∇utdx

)

=(1− α)H−α (t)H′ (t)

+ ε

∫

Ω

(
u2t − |∇u|2 + |∇ut|

2 − |∆u|2
)
dx

+ ε

∫

Ω

|u|q(x) dx− ε

∫

Ω

u |ut|
p(x)−2 utdx (4.53)

elde ederiz. (4.53) eşitliğin son terimi için her δ > 0, X, Y ≥ 0 ve 1
s
+ 1

t
= 1 olmak

üzere

XY ≤
δs

s
Xs +

δ−t

t
Y t

şeklindeki Young eşitsizliğini kullanılırsa (4.53) ün son terimi

∫

Ω

u |ut|
p(x) dx ≤

∫

Ω

1

p (x)
δp(x) |u|p(x) dx+

∫

Ω

p (x)− 1

p (x)
δ

p(x)
p(x)−1 |ut|

p(x) utdx

olur. Elde edilen bu ifadeyi (4.53) te yerine yazılırsa

Ψ′ (t) +
d

dt

(

ε

∫

Ω

∇u∇utdx

)

≥ (1− α)H−α (t)H′ (t)

+ ε

∫

Ω

(
u2t − |∇u|2 + |∇ut|

2 − |∆u|2
)
dx+ ε

∫

Ω

|u|q(x) dx

−

∫

Ω

1

p (x)
δp(x) |u|p(x) dx−

∫

Ω

p (x)− 1

p (x)
δ

p(x)
p(x)−1 |ut|

p(x) utdx (4.54)

elde edilir. Bu nedenle, k yeterince büyük olmak üzere δ yı

δ−p(x)/p(x)−1 = kH−α (t)
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olacak şekilde alıp (4.54) te yerine yazılısa

Ψ′ (t) +
d

dt

(

ε

∫

Ω

∇u∇utdx

)

≥

[

(1− α)− εk
p2 − 1

p2

]

H−α (t)H′ (t)

+ ε

∫

Ω

(
u2t − |∇u|2 − |∇ut|

2 − |∆u|2
)
dx

+ ε

∫

Ω

|u|q(x)−1 udx

−
k1−p1

p1
Hp2−1 (t)

∫

Ω

|u|p(x) dx (4.55)

elde edilir. (4.55) in sağ tarafına εq1H (t) ekleyip ve çıkarılırsa

Ψ′ (t) +
d

dt

(

ε

∫

Ω

∇u∇utdx

)

≥

[

(1− α)− εk
p2 − 1

p2

]

H−α (t)H′ (t)

+ ε
(

1 +
q1
2

)∫

Ω

u2tdx+ ε
(q1
2
− 1
)∫

Ω

|∇u|2 dx

+ ε
(q1
2
− 1
)∫

Ω

|∇ut|
2 dx

+ ε
(q1
2
− 1
)∫

Ω

|∆u|2 dx+ εq1H (t)

− ε
k1−p1

p1
Hα(p2−1) (t)

∫

Ω

|u|p(x) dx (4.56)

elde edilir. (4.56) ve Lemma 4.4.2 nin eşitsizliğinden yararlanarak,

Hα(p2−1) (t)

∫

Ω

|u|p(x) dx ≤Hα(p2−1) (t)C
(

ϱ (u)
p1
q1 + ϱ (u)

p2
q1

)

≤

(
1

q1

)α(p2−1)

C
(

∥u∥p1+αq1(p2−1)
q1

+ ∥u∥p2+αq1(p2−1)
q1

)

(4.57)

elde edilir. (4.57) den

Ψ′ (t) +
d

dt

(

ε

∫

Ω

∇u∇utdx

)

≥

[

(1− α)− εk
p2 − 1

p2

]

H−α (t)H′ (t)

+ ε
(

1 +
q1
2

)∫

Ω

u2tdx+ ε
(q1
2
− 1
)∫

Ω

|∇u|2 dx

+ ε
(q1
2
− 1
)∫

Ω

|∇ut|
2 dx

+ ε
(q1
2
− 1
)∫

Ω

|∆u|2 dx+ εq1H (t)

− ε
k1−p1

p1

(
1

q1

)α(p2−1)

× C
(

∥u∥p1+αq1(p2−1)
q1

+ ∥u∥p2+αq1(p2−1)
q1

)

(4.58)
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elde ed. Sonra Lemma 4.4.1 ve (4.52) yi kullanarak

s = p1 + αq1 (p2 − 1) ≤ q1

ve

s = p2 + αq1 (p2 − 1) ≤ q1

olmak üzere, (4.58) eşitsizliği

Ψ′ (t) +
d

dt

(

ε

∫

Ω

∇u∇utdx

)

≥

[

(1− α)− εk
p2 − 1

p2

]

H−α (t)H′ (t)

+ ε
(

1 +
q1
2

)∫

Ω

u2tdx+ ε
(q1
2
− 1
)∫

Ω

|∇u|2 dx

+ ε
(q1
2
− 1
)∫

Ω

|∇ut|
2 dx+ ε

(q1
2
− 1
)∫

Ω

|∆u|2 dx

+ ε
[

q1H (t)− k1−p1C1

(

H (t) + ∥ut∥
2 + ∥∇ut∥

2 + ∥u∥q1q1

)]

(4.59)

eşitsizliğine dönüşür. Burada C1 =
2C
p1

(
1
q1

)α(p2−1)

. Ayrıca

q1 = (q1 + 2) /2 + (q1 − 2) /2

ve

H (t) =
1

q1
∥ut∥

q1
q1
−

1

2

(
∥ut∥

2 + ∥∇u∥2 + ∥∇ut∥
2 + ∥∆u∥2

)
(4.60)

ifadelerinden

N (t) ≥

[

(1− α)− εk
p2 − 1

p2

]

H−α (t)H′ (t)

+ ε

((
6 + q1

4

)

− k1−p1C1

)

∥ut∥
2 + ε

(
q1 − 2

4

)

∥∇u∥2

+ ε

(
q1 − 2

4
− k1−p1C1

)

∥∇ut∥
2 + ε

(
q1 − 2

4

)

∥∆u∥2

ε

(
q1 + 2

2
− k1−p1C1

)

H (t) + ε

(
q1 − 2

2q1
− k1−p1C1

)

∥u∥q1q1 (4.61)

elde edilir. Burada

N (t) = Ψ′ (t) +
d

dt

(

ε

∫

Ω

∇u∇utdx

)
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dır. k yı yeterince büyük seçilirse H (t), ∥ut∥
2
, ∥∇ut∥

2 ∥u∥q1q1 ifadelerin katsayıları

pozitif olacağından

Ψ′ (t) +
d

dt

(

ε

∫

Ω

∇u∇utdx

)

≥

[

(1− α)− εk
p2 − 1

p2

]

H−α (t)H′ (t)

+ ε
[
H (t) + ∥ut∥

2 + ∥∇u∥2 + ∥∇ut∥
2

+ ∥∆u∥2 + ∥u∥q1q1

]

(4.62)

olur. Burada γ > 0 bu katsayıların minimumudur. Bir k sabit, ε yeterince küçük

seçilsin ki

(1− α)− εk (p2 − 1) /p2 ≥ 0

ve

Ψ(0) = H1−α (0) + ε

∫

Ω

u0u1dx+
ε

2
∥∇u0∥

2 > 0

olsun. Bu nedenle (4.62) yi

Ψ′ (t) +
d

dt

(

ε

∫

Ω

∇u∇utdx

)

≥εγ
[

H (t) + ∥ut∥
2 + ∥∇u∥2 + ∥∇ut∥

2 + ∥∆u∥2 + ∥u∥q1q1

]

(4.63)

şeklinde yazarız. Böylece t ≥ 0 için

Ψ(t) ≥ Ψ(0) > 0

dır. Şimdi t ≥ 0 için

Ψ′ (t) +
d

dt

(

ε

∫

Ω

∇u∇utdx

)

≥ ΓΨ1/(1−α) (t) (4.64)

diferansiyel eşitsizliği gösterilecektir. Bu da Ψ(t) nin sonlu bir zamanda patladığını

göstermektedir (örneğin Batle vd., 2016 ya bakınız). Burada Γ, εγ ve C ye ((4.46)

denkleminin sabiti) bağlı olan bir pozitif sabittir. (4.64) ü kanıtlamak için önce şu

kestirimde bulunulacaktır:

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uut (x, t) dx

∣
∣
∣
∣
≤∥u∥2 ∥ut∥2

≤C
(

∥u∥q1 ∥ut∥2

)

(4.65)
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dır. Buradan

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uut (x, t) dx

∣
∣
∣
∣

1/(1−α)

≤ C ∥u∥1/(1−α)
q1

∥ut∥
1/(1−α)
2

yazılabilir. Young eşitsizliği kullanılırsa

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uut (x, t) dx

∣
∣
∣
∣

1/(1−α)

≤ C
[

∥u∥µ/(1−α)
q1

+ ∥ut∥
θ/(1−α)
2

]

(4.66)

elde edilir. Burada 1
θ
+ 1

µ
= 1 dır. θ = 2

1−α
, alınırsa ve (4.52) den µ

1−α
= 2

1−2α
≤ q1

olur. Böylece (4.66) eşitsizliği

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uut (x, t) dx

∣
∣
∣
∣

1/(1−α)

≤ C
[

∥u∥sq1 + ∥ut∥
2
2

]

olur. Burada s = 2
1−2α

≤ q1 dır. t ≥ 0 olmak üzere (4.48) i kullanılırsa

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uut (x, t) dx

∣
∣
∣
∣

1/(1−α)

≤ C
[

H (t) + ∥ut∥
2 + ∥∇ut∥

2 + ∥u∥q1q1

]

(4.67)

elde edilir. Son olarak

Ψ1/(1−α) (t) ≤ C

[

H1/(1−α) (t) + ε

∫

Ω

uut (x, t) dx

]1/(1−α)

≤ 21/(1−α)C

[

H1/(1−α) (t) +

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uut (x, t) dx

∣
∣
∣
∣

1/(1−α)
]

göz önünde bulundurarak ve (4.63) ile (4.67) den, (4.64) eşitsizliği elde edilir. (4.64)

eşitsizliğini (0, t) aralığında integrallenirse

Ψ1/(1−α) (t) ≥
1

Ψ−α/(1−α) (t)− Γtα/ (1− α)
(4.68)

olur. (4.68) bize Ψ(t) nin sonlu bir zamanda patladığını gösterir:

Ψ∗ ≥
1− α

Γα [Ψ (0)]α/(1−α)

burada Γ ve α < 1 olacak şekilde pozitif bir sabittir. Böylece ispat tamamlanır.
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5. DEĞİŞKEN ÜSLÜ YÜKSEK MERTEBELİ LOGARİTMİK KİRCHHOFF

TİPİ DENKLEMİN ÇÖZÜMLERİNİN PATLAMASI

Bu bölümde






utt +M

(∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2
)

Pu+ |ut|
p(x)−2 ut = |u|q(x)−2 u ln u, Ω× (0, T ) ,

∂iu(x,t)
∂ui = 0, i = 0, 1, ...,m− 1, ∂Ω× (0, T ) ,

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , x ∈ Ω

(5.1)

yüksek mertebeden logaritmik Kirchhoff tipi denklemin patlama davranışı incelenmiştir

(Yılmaz ve Pişkin, Baskıda). Burada P =(−∆)m , m ≥ 1 doğal bir sayıdır. Ω ⊂ Rn

(n ∈ N+) de ∂Ω düzgün sınıra sahip sınırlı bölgedir. Ayrıca M (λ) = s1 + s2λ
γ ve

s1, s2 ≥ 0, γ ≥ 1 dır.

p(·) ve q(·) fonksiyonları Ω bölgesinde ölçülebilir ve aşağıdaki koşulları sağlanmaktadır:







2 ≤ p1 ≤ p (x) ≤ p2 ≤ p∗,

2 ≤ q1 ≤ q (x) ≤ q2 ≤ q∗.
(5.2)

Burada






p1 = ess infx∈Ω p (x) , p2 = ess supx∈Ω p (x)

q1 = ess infx∈Ω q (x) , q2 = ess supx∈Ω q (x)
(5.3)

ve






2 < p∗ <∞ n ≤ 2m,

2 < p∗ <
2n

n−2m
n > 2m

(5.4)

dır. Ayrıca log-Hölder süreklilik koşulunuda sağlamaktadır.

5.1 Ön Bilgiler

Bu kısımda, bazı lemma ve teoremler ifade edilmektedir (Diening vd., 2017; Diening

ve Rŭzicka, 2003).

Lemma 5.1.1 Eğer p : Ω → [1,∞] ölçülebilir bir fonksiyon ve u, Ω üzerindeki bir

fonksiyon ise, n ≥ 3 için

2 < p1 ≤ p (x) ≤ p2 <
2n

n− 2
(5.5)

dır. O zaman, H1
0 (Ω) →֒ Lp(·) (Ω) gömülmesi sürekli ve kompaktır.

42



Yukarıdaki lemmadan ve Sobolev gömme teoreminden, aşağıdaki sonuç çıkarılabilir:

Sonuç 5.1.2 p : Ω → [1,∞] ölçülebilir bir fonksiyon ve u, Ω üzerindeki bir fonksiyon,

p (x) ve q (x) fonksiyonları

2 < p1 ≤ p (x) ≤ p2 < q1 ≤ q (x) < q2 <
2n

n− 2m
(5.6)

olsun. O zaman Hm
0 (Ω) →֒ Lp(·) (Ω) gömülmesi sürekli ve kompaktır.

Lemma 5.1.3 (5.1) de verilen problemin enerji fonksiyoneli (5.2) koşulu altında art-

mayandır. Yani

E ′ (t) = −

∫

Ω

|ut|
p(x) dx ≤ 0 (5.7)

ve

E (t) ≤ E (0)

dır. Burada

E (0) =
1

2
∥u1∥

2 +
1

2

∥
∥
∥P

1
2u0

∥
∥
∥

2

+
1

2 (γ + 1)

∥
∥
∥P

1
2u0

∥
∥
∥

2(γ+1)

+

∫

Ω

1

q (x)
|u0|

q(x) ln |u0| dx+

∫

Ω

1

q2 (x)
|u0|

q(x) dx (5.8)

ve

E (t) =
1

2
∥ut∥

2 +
1

2

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

+
1

2 (γ + 1)

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2(γ+1)

+

∫

Ω

1

q2 (x)
|u|q(x) dx−

∫

Ω

|u|q(x)

q (x)
ln |u| dx (5.9)

dır.

İspat. (5.1) de verilen denklemi ut ile çarpıp, Ω bölgesi üzerinde integrali alınırsa

∫

Ω

ut

[

utt +

(

s1 + s2

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2γ
)

Pu+ |ut|
p(x)−2 ut

]

=

∫

Ω

ut |u|
q(x)−2 u ln u

olur. Buradan

∫

Ω

ututtdx

︸ ︷︷ ︸

C1

−

∫

Ω

ut

(

s1 + s2

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2γ
)

Pudx

︸ ︷︷ ︸

C2

+

∫

Ω

ut |ut|
p(x)−2 utdx

︸ ︷︷ ︸

C3
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=

∫

Ω

ut |u|
q(x)−2 u ln udx

︸ ︷︷ ︸

C4

(5.10)

yazılabilir. Şimdi her terim ayrı ayrı düzenlenirse:

C1 terimi,

C1 =

∫

Ω

ututtdx

=
1

2

d

dt

∫

Ω

|ut|
2 dx

şeklinde bulunur.

C2 terimi,

C2 =

∫

Ω

ut

(

s1 + s2

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2γ
)

Pu,

= s1

∫

Ω

ut (−∆)m u+ s2

∫

Ω

ut

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2γ

Pu

=
d

dt

(
s1
2

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

+
s2

2 (γ + 1)

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2(γ+1)
)

dır.

C3 terimi,

C3 =

∫

Ω

ut |ut|
q(x)−2 utdx

=

∫

Ω

|ut|
q(x) dx

olur.

C4 terimi,

d

dt

(
1

q (x)
|u|q(x) ln u

)

= ut |u|
q(x)−1 ln u+

1

q (x)
|u|q(x)

ut
u

= ut |u|
q(x)−1 ln u+

1

q (x)
|u|q(x)−1 ut

= ut |u|
q(x)−1 ln u+

d

dt

(
1

q2 (x)
|u|q(x)

)

dolayısıyla C4 terimi

C4 =

∫

Ω

ut |u|
q(x)−2 u ln udx

=
d

dt

∫

Ω

1

q (x)
|u|q(x) ln udx−

∫

Ω

1

q2 (x)
|u|q(x) dx
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olur. Düzenlenen C1, C2, C3, C4 ifadelerini (5.10) da yazılırsa

d

dt





1
2
∥ut∥

2 + 1
2

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

+ 1
2(γ+1)

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2(γ+1)

+
∫

Ω
1

q2(x)
|u|q(x) dx

−
∫

Ω
|u|q(x)

q(x)
ln |u| dx





= −

∫

Ω

|ut|
p(x) dx

elde edilir. Buradan

E ′ (t) = −

∫

Ω

|ut|
p(x) dx

≤ 0

olur.

Lemma 5.1.4 (5.5) koşulu sağlansın ve u, (5.1) in çözümü olsun. O zaman,

∫

Ω

|u|q(x) dx ≥

∫

Ω2

|u|q1 dx

= ∥u∥q1q1,Ω2

dır. Burada Ω2 = {x ∈ Ω : |u (x, t)| ≥ 1} dır.

İspat Ω1 = {x ∈ Ω : |u (x, t)| < 1} olsun. Bu durumda

∫

Ω

|u|q(x) dx =

∫

Ω2

|u|q(x) dx+

∫

Ω1

|u|q(x) dx

≥

∫

Ω2

|u|q1 dx+

∫

Ω1

|u|q2 dx

≥

∫

Ω2

|u|q1 dx

= ∥u∥q1q1,Ω2

elde edilir.

Lemma 5.1.5 (5.6) şartları altında, H (t) fonksiyonunu t ≥ 0 için

0 < H (0) ≤ H (t) ≤
|Ω|

q1e
+

Bs

(s− q2) q1e
∥∇u∥s2

eşitsizliğini sağlar. Burada s yeterince küçük seçilirse







q1 ≤ q2 < s <∞, n = 1, 2,

q1 ≤ q2 < s ≤ 2n
n−2

, n ≥ 3
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ve ∀u ∈ H1
0 (Ω) için

∥u∥s ≤ Bs ∥∇u∥2

dır. Bs, H
1
0 (Ω) nin Ls (Ω) deki gömülmenin pozitif bir sabitidir.

Burada, H (t) , (5.11) de tanımlanmıştır.

İspat. Lemma 5.1.3 ten H (t) , t ≥ 0 için artmayan olduğundan

H (t) ≥ H (0)

= −E (0)

> 0

dır. (5.8), (5.10), (5.12) ve σ > 0 için

lnϕ ≤
1

eσ
ϕσ

eşitsizliğinden

0 < H (t)

<
1

q1

∫

Ω

|u (x, t)|q(x) ln (|u (x, t)|) dx

=
1

q1

∫

{x∈Ω:|u(x,t)|<1}

|u (x, t)|q(x)−1 |u (x, t)| ln (|u (x, t)|) dx

+
1

q1

∫

{x∈Ω:|u(x,t)|≥1}

|u (x, t)|q(x)−1 |u (x, t)| ln (|u (x, t)|) dx

≤
|Ω|

q1e
+

1

σq1e

∫

{x∈Ω:|u(x,t)|≥1}

|u (x, t)|q2 dx

≤
|Ω|

q1e
+

1

σq1e
∥∇u∥q2+σ

q2+σ

≤
|Ω|

q1e
+

Bs

(s− q2) q1e
∥∇u∥s2

elde edilir.

Yukarıdaki lemmadan ve Sobolev gömme teoreminin uygulanmasından

aşağıdaki sonuç elde edilir:

Sonuç 5.1.6 Lemma 5.1.5 şartları altında, H (t) fonksiyonunu t ≥ 0 için

0 < H (0) ≤ H (t) ≤
|Ω|

q1e
+

Bs

(s− q2) q1e

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

s

2
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eşitsizliğini sağlar. Burada s yeterince küçük seçilirse






q1 ≤ q2 < s <∞, for n ≤ 2m,

q1 ≤ q2 < s ≤ 2n
n−2m

, for n ≥ 2m

ve ∀u ∈ Hm
0 (Ω) için

∥u∥s ≤ Bs

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥
2

dır. Bs, H
m
0 (Ω) nın Ls (Ω) daki gömülmenin pozitif bir sabitidir.

5.2 Çözümlerin Patlaması

Bu kısımda, patlama sonucunun kanıtı verilmektedir.

Teorem 5.2.1 Kabul edilsin ki (5.6) sağlansın ve E (0) < 0 koşulu geçerli olsun. Bu

durumda, (5.1) denkleminin çözümü sonlu zamanda patlar.

İspat. H (t) fonksiyoneli t ≥ 0 için

H (t) = −E (t) (5.11)

olsun. Bu durumda H′ (t) ≥ 0 ve

0 < H (0) ≤ H (t) ≤

∫

Ω

1

q (x)
|u|q(x) ln |u| dx

dır. Şimdi

Φ (t) = H1−σ (t) + ε

∫

Ω

uutdx (5.12)

şeklinde tanımlansın. Daha sonra yeterince küçük seçilecek olan σ > 0 sayısı

0 < σ ≤ min

{
q1 − 2

2q1
,

q1 − p2
q1 (p2 − 1)

,
2 (q1 − p1)

s (p1 − 1) q1
,

2 (q1 − p1)

s (p2 − 1) q1

}

(5.13)

dır. (5.12) nin türevi alınırsa

Φ′ (t) = (1− σ)H−σ (t)H′ (t) + ε

∫

Ω

|ut|
2 dx+ ε

∫

Ω

uuttdx

elde edilir. Burada (5.1) problemin birinci denkleminden faydalanarak

Φ′ (t) = (1− σ)H−σ (t)H′ (t) + ε

∫

Ω

|ut|
2 dx− ε

∫

Ω

uM

(∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2
)

Pudx

− ε

∫

Ω

u |ut|
p(x)−2 utdx+ ε

∫

Ω

u |u|q(x)−2 u ln udx

=(1− σ)H−σ (t)H′ (t) + ε ∥ut∥
2 − ε

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

− ε
∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2(γ+1)

+ ε

∫

Ω

|ut|
q(x) ln udx− ε

∫

Ω

u |ut|
p(x)−2 utdx (5.14)
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elde edilir. (5.14) eşitliğin sağ tarafına 0 < η < q1−2
q1

için ε (1− η) q1H (t) ekleyip

çıkarılırsa

Φ′ (t) ≥ (1− σ)H−σ (t)H′ (t) + ε (1− η) q1H (t) + ε

(

1 +
(1− η) q1

2

)

∥ut∥
2

+ε

(
(1− η) q1

2
− 1

)∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

+ ε

(
(1− η) q1
2 (γ + 1)

− 1

)∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2(γ+1)

2

+εη

∫

Ω

|u|q(x) ln udx+ ε

(
(1− η) q1

q22

)∫

Ω

|u|q(x) dx

−ε

∫

Ω

uut |ut|
p(x)−2 dx

olur. Burada

1

q22

∫

Ω

|u|q(x) dx <
1

q1

∫

Ω

|ut|
q(x) ln udx

eşitsizliği kullanılırsa

Φ′ (t) ≥ (1− σ)H−σ (t)H′ (t) + ε (1− η) q1H (t) + ε

(

1 +
(1− η) q1

2

)

∥ut∥
2

+ ε

(
(1− η) q1

2
− 1

)∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

+ ε

(
(1− η) q1
2 (γ + 1)

− 1

)∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2(γ+1)

2

+ ε
q1
q22

∫

Ω

|u|q(x) dx− ε

∫

Ω

uut |ut|
p(x)−2 dx (5.15)

elde edilir. Lemma 5.1.4 ve (5.15) ten

Φ′ (t) ≥ (1− σ)H−σ (t)H′ (t)

+ εβ

[

H (t) + ∥ut∥
2 +

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

+
∥
∥
∥P

1
2
uu
∥
∥
∥

2(γ+1)

+

∫

Ω

|u|q(x) dx

]

− ε

∫

Ω

uut |θt|
p(x)−2 dx

≥ (1− σ)H−σ (t)H′ (t)

+ εβ

[

H (t) + ∥ut∥
2 +

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

+
∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2(γ+1)

+ ∥u∥q1q1,Ω2

]

− ε

∫

Ω

uut |ut|
p(x)−2 dx (5.16)

dır. Burada

β = min

{

(1− η) q1,

(

1 +
(1− η) q1

2

)

,

(
(1− η) q1

2
− 1

)

,

(
(1− η) q1
2 (γ + 1)

− 1

)

,
q1
q22

}
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dır. Şimdi, Young eşitsizliğinden (ab ≤ ap

p
+ bq

q
); a yerine uγ, b yerine ut

γ
yazılırsa

(5.14) ün son terimi ∀γ > 0 için

∫

Ω

uut |ut|
p(x)−2 dx ≤

1

p1

∫

Ω

γp(x) |u|p(x) dx

+
p2 − 1

p2

∫

Ω

γ−
p(x)

p(x)−1 |ut|
p(x) dx (5.17)

eşitsizliği elde edilir. Bu durumda, k > 0 yeterince büyük olmak üzere γ aşağıdaki

gibi seçilirse:

γ−
p(x)

p(x)−1 = kH−σ (t)

ve bu ifadeyi (5.17) eşitsizliğinde yerine yazılırsa, ∀γ > 0 için

∫

Ω

u |ut|
p(x)−1 dx ≤

1

p1

∫

Ω

k1−p(x)Hσ(p(x)−1) (t) |u|p(x) dx

+
p2 − 1

p2
kH−σ (t)H′ (t) (5.18)

eşitsizliği elde edilir. (5.16) ile (5.18) den

Φ′ (t) ≥

[

(1− σ)− ε
p2 − 1

p2
k

]

H−σ (t)H′ (t)

+ εβ

[

H (t) + ∥ut∥
2 +

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

+
∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2(γ+1)

2
+ ∥u∥q1q1,Ω2

]

− ε
k1−p1

p1
Hσ(p2−1) (t)

∫

Ω

|u|p(x) dx (5.19)

elde edilir. Sonuç 5.1.6 kullanılarak

Hσ(p2−1) (t)

∫

Ω

|u|p(x) dx

≤2σ(p2−1)−1C

(
|Ω|

q1e

)σ(p2−1)((

∥u∥q1q1,Ω2

) p1
q1 +

(

∥u∥q1q1,Ω2

) p2
q1

)

+ 2σ(p2−1)−1C
(Bs)

sσ(p2−1)

(s− q2) eq1

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

sσ(p2−1)

2

(

∥u∥p1q1,Ω2
+ ∥u∥p2q1,Ω2

)

(5.20)

elde edilir. Şimdi de (5.20) eşitsizliğinin sağ tarafındaki terimlere Young eşitsizliği

uygulanarak kestirim yapılılırsa:

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

sσ(p2−1)

2
∥u∥p1q1,Ω2

≤
p1
q1

∥u∥q1q1,Ω2
+ C

q1 − p1
q1

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

sσ(p2−1)q1
q1−p1

2

=
p1
q1

∥u∥q1q1,Ω2
+ C

q1 − p1
q1

(∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2
) sσ(p2−1)q1

2(q1−p1)
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elde edilir. Benzer şekilde kestirimde bulunulursa

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

sσ(p2−1)

2
∥u∥p2q1,Ω2

≤
p2
q1

∥u∥q1q1,Ω2
+ C

q1 − p2
q1

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

sσ(p2−1)q1
q1−p1

2

olur. Aşağıdaki eşitsizlik kullanılarak

az ≤ a+ 1 ≤

(

1 +
1

b

)

(a+ b) ; ∀a ≥ 0, 0 < z < 1, b ≥ 0 (5.21)

ve a = ∥u∥q1q1,Ω2
, c1 = 1 + 1

H(0)
, b = H (0) ve z = p1

q1

(

z = p2
q1

)

için (5.6) koşulunu

göz önünde bulundurarak

(

∥u∥q1q1,Ω2

) p1
q1 +

(

∥u∥q1q1,Ω2

) p2
q1 ≤ 2c1

(

∥u∥q1q1,Ω2
+H (0)

)

≤ 2c1

(

∥u∥q1q1,Ω2
+H (t)

)

elde edilir. Ayrıca a =
∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

2
, c2 = 1+ 1

H(0)
, b = H (0) ve z = sσ(p2−1)q1

2(q1−p1)
için (5.13)

koşulunu göz önünde bulundurarak

(∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

2

) sσ(p2−1)q1
2(q1−p1)

≤ c2

(∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

+H (0)

)

≤ c2

(∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

+H (t)

)

elde edilir. a =
∥
∥
∥P

1
2 θ
∥
∥
∥

2

2
, c3 = 1 + 1

H(0)
, b = H (0) ve z = sσ(p2−1)q1

2(q1−p2)
için

(∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

2

) sσ(p2−1)q1
2(q1−p2)

≤ c3

(∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

+H (t)

)

olur.çin

Hσ(p2−1) (t)

∫

Ω

|u|p(x) dx ≤ C

(

∥u∥q1q1,Ω2
+H (t) +

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2
)

(5.22)

elde edilir. Burada C = C (Ω, e, a, p1,2, q1,2) > 0 dır. (5.19) ve (5.22) den

Φ′ (t) ≥

[

(1− σ)− ε
p2 − 1

p2
k

]

H−σ (t)H′ (t)

+ ε

[

β −
kp2−1

p2
C

]

×

[

H (t) + ∥ut∥
2 +

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

+
∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2(γ+1)

2
+ ∥u∥q1q1,Ω2

]

(5.23)

dır. Buradan γ = β − kp2−1

p2
C ≥ 0,( k >

(
βp1
C

) 1
1−p1 ) olacak şekilde seçilir, ε > 0

yeterince küçük seçilirse

(1− σ)− ε
p2 − 1

p2
k ≥ 0
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ve

Φ (0) = H1−σ (0) + ε

∫

Ω

u0 (x) u1 (x) dx > 0

olur. Böylece (5.23) eşitsizliği

Φ′ (t) ≥ γ

[

H (t) + ∥ut∥
2 +

∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2

+
∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2(γ+1)

2
+ ∥u∥q1q1,Ω2

]

(5.24)

şeklini alır. Bu durumda t ≥ 0 için

Φ (t) ≥ Φ (0) > 0

dır. Öte yandan (5.12) denkleminden

Φ
1

1−σ (t) ≤ 2
1

(1−σ)

(

H (t) +

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uutdx

∣
∣
∣
∣

1
(1−σ)

)

(5.25)

dır. Hölder eşitsizliği kullanılarak,

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uutdx

∣
∣
∣
∣

1
(1−σ)

≤ C ∥u∥q1 ∥ut∥2

≤ C ∥u∥q1,Ω ∥ut∥2

elde edilir. Tekrar, (5.21) eşitsizliğinde, a = ∥θ∥q1q1,Ω2
, c = 1 + 1

H(0)
, b = H (0) ve

0 < z = 2p1
(1−2α)q1

≤ 1 alınırsa (bkz 5.13)

(

∥u∥q1q1,Ω2

) 2
(1−2σ)q1 ≤ C

(

∥u∥q1q1,Ω2
+H (t)

)

elde edilir. Bu durumda, Young eşitsizliğinden t ≥ 0 için

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uutdx

∣
∣
∣
∣

1
(1−σ)

≤ C

[

∥u∥
2(1−σ)
1−2σ

q1,Ω2
+ ∥ut∥

2(1−σ)
2

] 1
(1−σ)

≤ C

[(

∥u∥q1q1,Ω2

) 2
(1−2σ)q1 + ∥ut∥

2
2

]

≤ C
[

∥u∥q1q1,Ω2
+H (t) + ∥ut∥

2
2

]

eşitsizliği elde edilir. (5.24) ve (5.25) den

Φ′ (t) ≥ ζΦ
1

1−σ (t) (5.26)
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dır. Burada ζ = ζ (ε, γ, C) > 0 olarak alınır. Şimdi (4.26) ifadesini (0, t) aralığında

integrali alınarak,

∫ t

0

Φ′ (τ) Φ
1

1−σ (τ) dτ ≥

∫ t

0

ζdτ,

Φ
−σ
1−σ (τ)
−σ
1−σ

∣
∣
∣
∣
∣

t

0

≥ ζτ |t0 ,

Φ
−σ
1−σ (t)− Φ

−σ
1−σ (0) ≥

−σ

1− σ
ζt,

Φ
σ

1−σ (t) ≥
1

Φ
σ

1−σ (0)− σ
1−σ

ζt
(5.27)

elde edilir. Burada çözüm sonlu bir T ∗ zamanında patlar. Burada

T ∗ ≤
1− σ

ζσΦ
σ

1−σ (0)

dır. Böylece ispat tamamlanmış olur.
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6. DEĞİŞKEN ÜSLÜ VİSKOELASTİK DENKLEMİN ÇÖZÜMLERİNİN PAT-

LAMASI

Bu bölümde çözümlerinin pozitif başlangıç enerjisi için patlaması ele alındı (Yılmaz

vd., 2024).

6.1 Çözümün Patlaması

Tezin bu bölümünde






utt +∆2u−
∫ t

0
g (t− s)∆2u (s) ds+ µut = |u|q(x)−2 u, Ω× (0, T ) ,

u (x, t) = ∂
∂v
u (x, t) = 0, ∂Ω× (0, T ) ,

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , x ∈ Ω

(6.1)

probleminin çözümünün patlamasını başlangıç enerjisi pozitif iken ele alındı. Burada

Ω ⊂ Rn (n ∈ N+), ∂Ω düzgün sınıra sahip sınırlı bir bölgedir. v dış birim vektördür.

u0 (x) ve u1 (x) başlangıç fonksiyonlar olup p (x) , n ≥ 5 için

2 ≤ p1 = ess inf
x∈Ω

p (x) ≤ q (x) ≤ ess sup
x∈Ω

p (x) = p2 ≤
2n

n− 4

dır. Ayrıca (6.1) probleminin enerji fonksiyoneli

E (t) =
1

2
∥ut∥

2 +
1

2

(

1−

∫ t

0

g (s) ds

)

∥∆u∥2

+
1

2
(g ◦∆u) (t)−

∫

Ω

1

q (x)
|u|q(x) dx (6.2)

dır. Burada

(g ◦ v) (t) =

∫ t

0

g (t− s) ∥v (t)− v (s)∥2 ds

dır.

Lemma 6.1.1 q → [1,∞) sürekli bir fonksiyon ve n ≥ 5 için

2 ≤ q1 ≤ q (x) ≤ q2 <
2n

n− 4

olduğunda H2
0 (Ω) →֒ Lq(x) (Ω) gömülmesi sürekli ve kompaktır (Diening vd., 2017).

Şimdi g çekirdek fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlasın:

(H1) g : [0,∞) → (0,∞) fonksiyonu ∀t ≥ 0 için

g (0) > 0, 1−

∫ ∞

0

g (s) ds = l > 0 (6.3)
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ve

(H2)

∫ ∞

0

g (s) ds <
p1
2
− 1

p1
2
− 1 + 1

2p1

(6.4)

şartlarını sağlayan C1 (R+) de artmayan bir fonksiyondur. Ayrıca

∫ t

0

g (t− s) (∆u (s) ,∆ut (t)) ds = −
1

2
g (t) ∥∆u (t)∥2 +

1

2
(g′ ◦∆u) (t)

−
1

2

d

dt

[

(g ◦∆u) (t)−

(∫ t

0

g (s) ds

)

∥∆u (t)∥2
]

(6.5)

eşitliği kolayca hesaplanabilir. Burada

(g ◦∆u) (t) =

∫ t

0

g (t− s) ∥∆u (t)−∆u (s)∥2 ds

dır.

Lemma 6.1.2 (Korpusov, 2012). Kabul edelim ki Φ ∈ C2 ([0, T ]) fonksiyonu, α > 1,

β ≥ 0, γ ≥ 0 için

ΦΦtt − αΦ2
t + γΦΦt + βΦ ≥0, α > 1, β ≥ 0, γ ≥ 0

Φ (t) ≥0, Φ (0) > 0 (6.6)

ve

Φ′ (0) >
γ

α− 1
Φ (0) ve

(

Φ′ (0)−
γ

α− 1
Φ (0)

)2

>
2β

2α− 1
Φ (0)

şartlarını sağlasın. Bu durumda

lim
t→T∞

supΦ (t) = ∞

olur. Burada T ≤ T∞ ≤ Φ1−α (0)A−1 dır, A ise daha sonra belirlenecektir. Ayrıca

Φ (t) ≥
e

γt
α−1

(Φ1−α (0)− At)
1

α−1

dır.

İspat.

ΦΦ′′ − α (Φ′)
2
+ γΦΦ′ + βΦ ≥ 0
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eşitsizliğini Φ1+α ya bölersek

Φ′′

Φα
− α

(Φ′)2

Φ1+α
+ γ

Φ′

Φα
+

β

Φα
≥ 0

(
Φ′

Φα

)′

+ γ
Φ′

Φα
+

β

Φα
≥ 0

(Φ1−α)
′′

1− α
+

γ

1− α

(
Φ1−α

)′
+ βΦ−α ≥ 0

olur. Burada Φ1−α (t) = z (t) alınırsa

z′′

1− α
+

γz′

1− α
+ βz

α
α−1 ≥ 0

z′′ + γz′ − β (α− 1) zα1 ≤ 0

olur. Burada α1 =
α

α−1
dir.

z (t) = e−γtY (t)

alınırsa

(
e−γtY

)′′
+ γ

(
e−γtY

)′
− β (α− 1)

(
e−γtY

)α1 ≤ 0,

γ2e−γtY − 2γe−γtY ′ + e−γtY ′′ − γ2e−γtY + γe−γtY ′ − β (α− 1) e−γα1tY α1 ≤ 0,

e−γtY ′′ − γe−γtY ′ − β (α− 1) e−γα1tY α1 ≤ 0,

Y ′′ − γY ′ − β (α− 1) e−δtY α1 ≤ 0

olur. Burada δ = γ (α1 − 1) = γ
(

α
α−1

− 1
)
= γ

α−1
dır. Ayrıca

Y (t) = eγtz (t)

= eγtΦ1−α (t)

ve

Y ′ =
(
eγtΦ1−α

)′

= γeγtΦ1−α + eγt (1− α) Φ′Φ−α

= eγt (α− 1)Φ−α

(
γ

α− 1
Φ (t)− Φ′ (t)

)

yazılabilir. Φ′ (0) > γ
α−1

Φ (0) olduğundan t0 > 0 için Φ′ (t) > γ
α−1

Φ (t) eşitsizliği

t ∈ [0, t0) aralığında sağlanır. Böylece Y ′ < 0 olacağından −γY ′ > 0 dır. Yukarıdaki

eşitsizlikten t ∈ [0, t0) için

Y ′′ − β (α− 1) e−δtY α1 ≤ 0
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yazılabilir. Bu eşitsizliği Y ′ ile çarpalım (Y ′ < 0 olduğundan)

Y ′Y ′′ − β (α− 1) e−δtY α1Y ′ ≥ 0

olur.

e−δtY α1Y ′ =
d

dt

(
e−δtY 1+α1

)
+ δe−δtY 1+α1 − α1e

−δtY α1Y ′,

e−δtY α1Y ′ =
1

1 + α1

d

dt

(
e−δtY 1+α1

)
+

1

1 + α1

δe−δtY 1+α1

olduğundan

Y ′Y ′′ −
β (α− 1)

1 + α1

d

dt

(
e−δtY 1+α1

)
−
β (α− 1) δ

1 + α1

e−δtY 1+α1

︸ ︷︷ ︸

≥0 olduğundan ihmal edilirse

≥ 0

Y ′Y ′′ −
β (α− 1)

1 + α1

(
e−δtY 1+α1

)′
≥ 0

(

(Y ′)2

2
−
β (α− 1)

1 + α1

e−δtY 1+α1

)′

≥ 0

olur. Buradan integral alınırsa
(

(Y ′)2

2
−
β (α− 1)

1 + α1

e−δtY 1+α1

)

−

(

(Y ′ (0))2

2
−
β (α− 1)

1 + α1

Y 1+α1 (0)

)

≥ 0,

(Y ′)
2

≥ (Y ′ (0))
2
−

2β (α− 1)

1 + α1

Y 1+α1 (0) +
2β (α− 1)

1 + α1

e−δtY 1+α1

= (Y ′ (0))
2
−

2β (α− 1)2

2α− 1
Y 1+α1 (0)

︸ ︷︷ ︸

A2

+
2β (α− 1)2

2α− 1
e−δtY 1+α1

= A2 +
2β (α− 1)2

2α− 1
e−δtY 1+α1

︸ ︷︷ ︸

≥0 olduğundan ihmal edilirse

,

(Y ′)
2
≥ A2

elde edilir. Burada

A2 = (Y ′ (0))
2
−

2β (α− 1)2

2α− 1
Y 1+α1 (0)

=

[

(α− 1)Φ−α (0)

(
γ

α− 1
Φ (0)− Φ′ (0)

)]2

−
2β (α− 1)2

2α− 1

[
Φ−(α−1)

] 2α−1
α−1

= (α− 1)2 Φ−2α (0)

[

Φ′ (0)−
γ

α− 1
Φ (0)

]2

−
2β (α− 1)2

2α− 1
Φ−2α (0) Φ (0) ,
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A2 = (α− 1)2 Φ−2α (0)

{[

Φ′ (0)−
γ

α− 1
Φ (0)

]2

−
2β

2α− 1
Φ (0)

}

︸ ︷︷ ︸

Kabulden >0 dır

> 0

dır. Kabulden dolayı parantez içi pozitiftir. Dolayısıyla A2 > 0 olur.

(Y ′)
2
≥ A2,

|Y ′| ≥ |A| , (A > 0, Y ′ < 0)

Y ′ ≤ −A < 0

dır. Sonuç olarak Y ′ (t0) < 0 olduğundan

Φ′ (t0) >
γ

α− 1
Φ (t0)

dır. Buradan devam edilirse ∀t ∈ [0, T ] için Y ′ (t) < 0 olur. Y ′ (t) < −A integrali

alınırsa Y (t) ≤ Y (0)− At bulunur. Buradan Y (t) = eγtΦ1−α (t) olduğundan

Y (t) ≤ Y (0)− At,

eγtΦ1−α (t) ≤ Φ1−α (0)− At,

Φ1−α (t) ≤ e−γt
(
Φ1−α (0)− At

)
,

Φ (t) ≥
e

γt
α−1

(Φ1−α (0)− At)
1

α−1

bulunur. (Φ1−α (0)− At)
1

α−1 = 0 için t = Φ1−α (0)A−1 olur. Böylece

lim
t→Φ1−α(0)A−1

supΦ (t) = ∞

lim
t→T∞

supΦ (t) = ∞

olur.

Teorem 6.1.3 (H1) koşulu altında ve q (·) ∈ C
(
Ω
)

(6.6) daki gibi tanımlansın. Ayrıca

q1 > 2 için

∫ ∞

0

g (s) ds <
q21 − 2q1

q21 − 2q1 + 1
(6.7)

olsun. Eğer başlangıç verileri için

E (0) > 0,
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∫

Ω

u0u1dx >
2µ

q1 − 2
∥u0∥

2
2

> 0

ve

(∫

Ω

u0u1dx−
2µ

q1 − 2
∥u0∥

2
2

)2

> 2E (0) ∥u0∥
2
2

ise bu durumda

T ∗ ≤
1

A
∥u0∥

1−
q1
2

2

olmak üzere

lim
t→T ∗

sup ∥u (·, t)∥2 = +∞

dır. Burada

A2 =
(q1
2
− 1
)2

∥u0∥
−2−p1

[(∫

Ω

u0u1 dx−
2µ

q1 − 2
∥u0∥

2

)2

− 2E(0) ∥u0∥
2]

(6.8)

dır.

İspat. (6.1) probleminin ilk denklemini u ile çarpıp Ω bölgesinde integral alınırsa

∫

Ω

uuttdx+

∫

Ω

u∆2udx−

∫

Ω

u

∫ t

0

g (t− s)∆2u (s) dsdx+ µ

∫

Ω

uutdx

=

∫

Ω

|u|q(x) dx

elde edilir. Green özdeşliğinden

∫

Ω

ututtdx−

∫

Ω

|u (t)|2 dx+

∫

Ω

∆u∆udx

−

∫ t

0

g (t− s)

∫

Ω

∆u (t)∆u (s) dxds+ µ

∫

Ω

uutdx

=

∫

Ω

|u|q(x) dx

olur. Buradan

d

dt

1

2

(∫

Ω

|ut (t)|
2 dx

)

−

∫

Ω

|u (t)|2 dx+

∫

Ω

|∆u (t)|2 dx

−

∫ t

0

g (t− s)

∫

Ω

∆u (t)∆u (s) dxds+
d

dt

(
µ

2

∫

Ω

|u (t)|2 dx

)

=

∫

Ω

|u (t)|q(x) dx
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olur. Burada

ϕ (t) =

∫

Ω

|u (t)|2 dx

ve

J (t) =

∫

Ω

|ut (t)|
2 dx

alınırsa, yukarıdaki eşitlik

1

2

d2ϕ

dt2
− J (t)−

∫ t

0

g (t− s)

∫

Ω

∆u (t)∆u (s) dxds

+
µ

2

dϕ

dt
+

∫

Ω

|∆u (t)|2 dxds

=

∫

Ω

|u (t)|q(x) dx (6.9)

eşitliğine dönüşür. Aşağıda, (6.9) eşitliğindeki üçüncü terimle ilgili olarak δ > 0 için

kestirim yapılırsa:

−

∫ t

0

g (t− s)

∫

Ω

∆u (t)∆u (s) dxds

=−

∫ t

0

g (t− s)

∫

Ω

∆u (t) [∆u (s)−∆u (t)] dxds

−

(∫ t

0

g (s) ds

)∫

Ω

|∆u (t)|2 dx

≤δ

∫

Ω

|∆u (t)|2 dx

+
1

4δ

∫

Ω

∣
∣
∣
∣

∫ t

0

g (t− s) [∆u (s)−∆u (t)] dτ

∣
∣
∣
∣

2

dx

−

(∫ t

0

g (s) ds

)∫

Ω

|∆u (t)|2 dx (6.10)

yazılabilir.

Cauchy-Schwartz eşitsizliğinden
∫

Ω

∣
∣
∣
∣

∫ t

0

g (t− s) [∆u (s)−∆u (t)] ds

∣
∣
∣
∣

2

dx ≤

(∫ t

0

g (s) ds

)

(g ◦∆u) (t) (6.11)

dır. Dolayısıyla, (6.10) eşitsizliği ∀δ > 0 için

−

∫ t

0

g (t− s)

∫

Ω

∆u (t)∆u (s) dxds

≤δ

∫

Ω

|∆u (t)|2 dx+
1

4δ

(∫ t

0

g (s) ds

)

(g ◦∆u) (t)

−

(∫ t

0

g (s) ds

)∫

Ω

|∆u (t)|2 dx (6.12)
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eşitsizliğine dönüşür. Sonuç olarak (6.9) eşitsizliği ∀δ > 0 için

1

2

d2ϕ

dt2
− J (t) +

µ

2

dϕ

dt
+

1

4δ

(∫ t

0

g (s) ds

)

(g ◦∆u) (t)

+

(

1 + δ −

∫ t

0

g (s) ds

)∫

Ω

|∆u (t)|2 dxdτ

≥

∫

Ω

|u (t)|q(x) dx (6.13)

olur. Benzer şekilde, (6.1) probleminin ilk denklemi ut ile çarpılıp Ω bölgesinde inte-

gral alınsın:

d

dt

[
1

2
J (t) +

1

2

∫

Ω

|∆u (t)|2 dx

]

+ µJ (t)

−

∫ t

0

g (t− s)

∫

Ω

∆u (s)∆ut (t) dxds

=

∫

Ω

1

q (x)
|u|q(x) dx (6.14)

dır. (6.5) teki

−

∫ t

0

g (t− s)

∫

Ω

∆u (t)∆u (s) dxds

=
1

2

d

dt

[

(g ◦∆u) (t)−

(∫ t

0

g (s) ds

)∫

Ω

|∆u (t)|2 dx

]

+
1

2
g (t)

∫

Ω

|∆u (t)|2 dx−
1

2
(g′ ◦∆u) (t)

eşitliği göz önüne alınırsa, (6.14) eşitliği

1

2

d

dt

[

J (t) +

(

1−

∫ t

0

g (s) ds

)∫

Ω

|∆u (t)|2 dx+ (g ◦∆u) (t)

]

+
1

2
g (t)

∫

Ω

|∆u (t)|2 dx−
1

2
(g′ ◦∆u) (t) +

∫

Ω

|ut|
p(x) dx

=
d

dt

∫

Ω

1

q (x)
|u|q(x) dx (6.15)

eşitliğine dönüşür. Buradan (6.15) denklemi (0, t) aralığında integral alınırsa

∫ t

0

[
1

2
g (t)

∫

Ω

|∆u (t)|2 dx−
1

2
(g′ ◦∆u) (t) +

∫

Ω

|ut|
p(x) dx

]

dt ≥ 0

eşitsizliğine dönüşür. Gerekli düzenlemeler yapılırsa

1

2
J (t) +

1

2

(

1−

∫ t

0

g (s) ds

)∫

Ω

|∆u (t)|2 dx+
1

2
(g ◦∆u) (t)− E (0)

≤
1

q1

∫

Ω

|u|q(x) dx (6.16)
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olur. Burada

E (0) =
1

2

∫

Ω

|u1|
2 dx+

1

2

∫

Ω

|∆u0|
2 dx−

∫

Ω

1

q (x)
|u0|

q(x) dx

dır. (6.13) ve (6.16) dan

q1
2
J (t) +

q1
2

(

1−

∫ t

0

g (s) ds

)∫

Ω

|∆u (t)|2 dx

+
q1
2
(g ◦∆u) (t)− q1E (0)

≤
1

2

d2ϕ

dt2
− J (t) +

1

4δ

(∫ t

0

g (s) ds

)

(g ◦∆u) (t)

+

(

1 + δ −

∫ t

0

g (s) ds

)∫

Ω

|∆u (t)|2 dx (6.17)

elde edilir. Buradan δ > 0 için

q1
2

(

1−

∫ t

0

g (s) ds

)∫

Ω

|∆u (t)|2 dx

−

(

1 + δ −

∫ t

0

g (s) ds

)∫

Ω

|∆u (t)|2 dx ≥ 0,

q1
2
−

1

4δ

(∫ t

0

g (s) ds

)

(g ◦∆u) (t) ≥ 0

olur. Burada (6.7) eşitsizliği kullanılırsa (6.17) eşitsizliği

1

2

d2ϕ

dt2
+
µ

2

dϕ

dt
+ q1E (0) ≥

(

1 +
q1
2

)

J (t)

eşitsizliğine dönüşür. Tekrar Cauchy-Schwarz eşitsizliğini kullanılırsa

ϕ2
t ≤ 4Jϕ

eşitsizliğine kolayca ulaşılır. Son iki eşitsizliği birleştirerek

ϕϕtt −
1

2

(

1 +
q1
2

)

ϕ2
t + µϕϕtt + 2q1E (0)ϕ ≥ 0 (6.18)

elde edilir. Şimdi (6.6) ile (6.18) den

α =
1

2

(

1 +
q1
2

)

> 1, β = 2q1E (0) > 0,

γ =µ ≥ 0,
2β

2α− 1
= 8E (0) ,

γ

α− 1
=

4µ

q1 − 2
(6.19)

elde edilir. Böylece Lemma 6.1.1 den t→ T ∗ için

lim
t→T ∗

sup ∥u (·, t)∥2 = +∞
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olacak şekilde

T ∗ ≤
1

A
∥u0∥

1−
q1
2

2

değeri vardır. Burada A, (6.9) da verilmiştir. Ayrıca

∥u∥2 ≥
e

2µt
q1−2

[

∥u0∥
1−

q1
2

2 − At
] 2

q1−2

eşitsizliği istenen sonuçtur.
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7. DEĞİŞKEN ÜSLÜ LOGARİTMİK KAYNAK TERİMLİ m-LAPLACIAN

DENKLEMİNİN ÇÖZÜMLERİNİN GLOBAL VARLIĞI VE ENERJİ AZAL-

MASI

Bu bölümde, aşağıdaki başlangıç-sınır değer problemi ele alındı (Yılmaz ve Pişkin,

2024b):







utt −∆mu+ u+ µ1ut |ut|
p(·)−2

+µ2ut (x, t− τ) |ut|
p(·)−2 (x, t− τ)

= u |u|q(·)−2 ln |u|k , (x, t) ∈ Ω× (0,∞) ,

u (x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞) ,

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , x ∈ Ω,

ut (x, t− τ) = f0 (x, t− τ) , Ω× (0, τ)

(7.1)

burada Ω ⊂ Rn de, ∂Ω düzgün sınıra sahip sınırlı bölgedir. τ, k, µ1 > 0, m ≥ 2,

µ2 ∈ R ve m-Laplacian

∆mu = div
(
|∇u|m−2 ∇u

)

şeklinde ifade edilir. Başlangıç fonksiyonları u0, u1 ve f0 daha sonra belirilecektir.

p (·) ve q (·) değişken üsler Ω bölgesinde

2 ≤ p1 ≤ p (x) ≤ p2 < q1 ≤ q (x) ≤ q2 ≤ 2
n− 1

n− 2
, n ≥ 3, (7.2)

şeklinde ifade edilir. Burada







p1 = ess infx∈Ω p (x) , p2 = ess supx∈Ω p (x) ,

q1 = ess infx∈Ω q (x) , q2 = ess supx∈Ω q (x) ,

p (·) ve q (·) log-Hölder koşulunu sağlar.

7.1 Global Varlık

Bu bölümde, (8.1) probleminin çözümlerinin global varlığı gösterilecektir. Bunun için

x ∈ Ω, ρ ∈ (0, 1) ve t > 0 için

u (x, ρ, t) = zt (x, t− τρ)

şeklinde bir fonksiyon tanımlayalım ( Nicaise ve Pignotti, 2006). Buradan

τut (x, ρ, t) + uρ (x, t− τρ) = 0
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eşitliği elde edilir. Bu ifadeleri (7.1) probleminde yazılırsa







utt −∆mu+ u+ µ1 |ut|
p(·)−2 ut

+µ2z (x, 1, t) |z (x, 1, t)|
p(·)−2

= u |u|q(·)−2 ln |u|k , Ω× (0,∞) ,

τzt (x, ρ, t) + uρ (x, ρ, t) = 0, Ω× (0, 1)× (0,∞) ,

z (x, ρ, 0) = f0 (x,−ρτ) , Ω× (0, 1) ,

u (x, t) = 0, ∂Ω× [0,∞) ,

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , Ω

(7.3)

şekline dönüşür. (7.3) probleminin t ≥ 0 için enerji fonksiyoneli

E (t) =
1

2
∥ut∥

2 +
1

m
∥∇u∥mm +

1

2
∥u∥2 + k

∫

Ω

|u|q(x)

q2 (x)
dx

− k

∫

Ω

|u|q(x) ln u

q (x)
dx+

∫ 1

0

∫

Ω

ζ (x) |z (x, ρ, t)|p(x)

p2 (x)
dxdρ (7.4)

dır. ζ sürekli fonksiyonu x ∈ Ω için

τ |µ2| (p (x)− 1) < ζ (x) < τ (µ1m (x)− |µ2|) (7.5)

şeklinde tanımlansın. Örneğin ζ sürekli fonksiyonu

ζ (x) =
τ

2
|µ2| (p (x)− 1) + µ1m (x)− |µ2|

=
τ

2
[(µ1 + |µ2|) p (x)− 2 |µ2|]

> 0

şeklinde alınabilir.

Aşağıdaki lemma uygun koşullar altında enerji fonksiyonelinin artmayan olduğunu

ifade etmektedir.

Lemma 7.1.1 (7.3) probleminin bir çözümü (u, z) olsun. C0 > 0 için

E ′ (t) ≤ −C0

[∫

Ω

(

|ut|
p(x) + |z (x, 1, t)|p(x) dx

)]

≤ 0 (7.6)

dır.
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İspat. (7.3) problemin ilk denklemini ut ile çarpıp Ω bölgesinde integral alınırsa

∫

Ω

ututtdx−

∫

Ω

utdiv
(
|∇u|m−2 ∇u

)
dx

+

∫

Ω

utudx+ µ1

∫

Ω

ut |ut|
p(·)−2 utdx

+µ2

∫

Ω

utz (x, 1, t) |z (x, 1, t)|
p(·)−2 dx

=

∫

Ω

utu |u|
q(·)−2 ln |u|k dx

elde edilir. Buradan

d

dt

1

2

∫

Ω

|ut|
2 dx+

d

dt

1

m

∫

Ω

|∇u|m dx

+
d

dt

1

2

∫

Ω

|u|2 dx+ µ1

∫

Ω

|ut|
p(x) dx

+ µ2

∫

Ω

utz (x, 1, t) |z (x, 1, t)|
p(·)−2 dx

=
d

dt

∫

Ω

|u|q(x) ln |u|k

q (x)
dx−

∫

Ω

k |u|q(x) ut
q (x) u

dx

=
d

dt

∫

Ω

|u|q(x) ln |u|k

q (x)
dx−

d

dt

∫

Ω

k |u|q(x)

q2 (x)
dx (7.7)

olur. Şimdi (7.3) probleminin ikinci denklemini 1
τ
ζ (x) |z|p(x)−2 z çarpıp Ω × (0, 1)

bölgesinde integral alınırsa

∫ 1

0

∫

Ω

1

τ
ζ (x) |z|p(x)−2 z [τzt (x, ρ, t) + uρ (x, ρ, t)] dxdρ = 0

eşitlik düzenlenirse

d

dt

∫ 1

0

∫

Ω

ζ (x) |z|p(x)

p2 (x)
dxdρ+

∫ 1

0

∫

Ω

1

τ
ζ (x) |z|p(x)−2 zuρ (x, ρ, t) dxdρ = 0 (7.8)

elde edilir. (7.7) ve (7.8) ifadeleri taraf tarafa toplanırsa

d

dt

[

1

2
∥ut∥

2 +
1

m
∥∇u∥mm +

1

2
∥z∥2 + k

∫

Ω

|u|q(x)

q2 (x)
dx

−k

∫

Ω

|u|q(x) ln u

q (x)
dx+

∫ 1

0

∫

Ω

ζ (x) |z|p(x)

p2 (x)
dxdρ

]

=− µ1

∫

Ω

|ut|
p(x) dx−

1

τ

∫

Ω

∫ 1

0

ζ (x) |z (x, ρ, t)|p(x)−2 z (x, ρ, t) zρ (x, ρ, t) dρdx

− µ2

∫

Ω

ut |u (x, 1, t)|
p(x)−2 u (x, 1, t) dx (7.9)
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elde edilir. Şimdi (7.9) eşitliğinin sağ tarafındaki ikinci ve üçüncü terimleri için kesti-

rimde bulunulacak:

−
1

τ

∫

Ω

∫ 1

0

ζ (x) |z (x, ρ, t)|p(x)−2 zzρ (x, ρ, t) dρdx

=
1

τ

∫

Ω

ζ (x)

p (x)

(

|z (x, 0, t)|p(x) − |z (x, 1, t)|p(x)
)

dx

=

∫

Ω

ζ (x)

τp (x)
|ut|

p(x) dx−

∫

Ω

ζ (x)

τp (x)
|z (x, 1, t)|p(x) dx

olur. Son terim r = p(x)
p(x)−1

ve r′ = p (x) olacak şekilde Young eşitsizliği uygulanırsa

|ut| |z (x, 1, t)|
p(x)−1 ≤

1

p (x)
|ut|

p(x) +
p (x)

p (x)− 1
|z (x, 1, t)|p(x)

elde edilir. Sonuç olarak son terim

−µ2

∫

Ω

utz |z (x, 1, t)|
p(x)−2 dx

≤ |µ2|

(∫

Ω

1

p (x)
|ut|

p(x) dx+

∫

Ω

p (x)

p (x)− 1
|z (x, 1, t)|p(x) dx

)

eşitsizliğine dönüşür. Böylece

d

dt
E (t) = −

∫

Ω

[

µ1 −

(
ζ (x)

τp (x)
+

|µ2|

p (x)

)]

|ut|
p(x) dx

−

∫

Ω

(
ζ (x)

τp (x)
−

|µ2| (p (x)− 1)

p (x)

)

|z (x, 1, t)|p(x) dx

olur. (7.5) ifadesinden ∀x ∈ Ω için

ψ1 (x) = µ1 −

(
ζ (x)

τp (x)
+

|µ2|

p (x)

)

> 0

ve

ψ2 (x) =
ζ (x)

τp (x)
−

|µ2| (p (x)− 1)

p (x)
> 0

dır. Eğer p (x) sınırlı ise ζ (x) de sınırlıdır. Bu durumda ψ1 (x) ve ψ2 (x) de sınırlıdır.

Bu nedenle x ∈ Ω için

C0 (x) = min {ψ1 (x) , ψ2 (x)} > 0

olacak şekilde tanımlanırsa C0 = infΩC0 (x) olacağından C0 (x) > C0 > 0 olur.

Böylece

E ′ (t) ≤ −C0

[∫

Ω

(

|ut|
p(x) + |z (x, 1, t)|p(x) dx

)]

≤ 0
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olur.

Şimdi de aşağıdaki fonksiyoneller tanımlansın:

I (t) = ∥∇u∥mm + ∥u∥2 −

∫

Ω

|u|q(x) ln |u|k dx

ve

J (t) =
1

m
∥∇u∥mm +

1

2
∥u∥2 + k

∫

Ω

|u|q(x)

q2 (x)
dx

−

∫

Ω

|u|q(x) ln |u|k

q (x)
dx+

∫ 1

0

∫

Ω

ζ (x) |z|p(x)

p2 (x)
dxdt

Buradan

E (t) = J(t) +
1

2
∥ut∥

2

yazılabilir.

Lemma 7.1.2 Kabul edelim ki başlangıç verileri z0 ∈ W 1,m
0 (Ω) ve z1 ∈ L2 (Ω) olsun.

Ayrıca q1 > m, I (0) > 0 ve

β = Cq2+k

(
q1E (0)

q1 −m

) q2+k−m

m

< 1

koşulu sağlansın. Bu durumda t ∈ [0, T ] için

I (t) > 0

dır. Burada γ > 0 sonra belirlenecektir.

İspat. Eğer

∫

Ω

|u|q(x) ln |u|k dx ≤ 0

ise sonuç açıktır. Bu durumda t ∈ [0, T ∗] için

∫

Ω

|u|q(x) ln |u|k dx > 0

ise I (0) > 0 olduğundan süreklilikten T ∗ ≤ T olacak şekilde bir T ∗ vardır ve bu

durumda t ∈ [0, T ∗] için I (t) ≥ 0 sağlanır.

67



Bu durumda t ∈ [0, T ∗] için

J (t) ≥
1

m
∥∇u∥mm +

1

2
∥u∥2 +

k

q22

∫

Ω

|u|q(x) dx

−
1

q1

∫

Ω

|u|q(x) ln |u|k dx+

∫ 1

0

∫

Ω

ζ (x) |z|p(x)

p2 (x)
dxdt

≥

(
q1 −m

q1

)

∥∇u∥mm +

(
q1 − 2

q1

)

∥u∥2

+
k

q22

∫

Ω

|u|q(x) dx+

∫ 1

0

∫

Ω

ζ (x) |z|p(x)

p2 (x)
dxdt+

1

q1
I (t)

≥

(
q1 −m

q1

)

∥∇u∥mm

dır. Böylece

∥∇u∥mm ≤

(
q1

q1 −m

)

J (t)

≤

(
q1

q1 −m

)

E (t)

≤

(
q1

q1 −m

)

E (0)

elde edilir. Diğer yandan, ln |u| < |u| ve |u| > 1 eşitsizliğinden

∫

Ω

|u|q(x) ln |u|k dx <

∫

Ω

|u|q(x)+k dx ≤

∫

Ω

|u|q2+k dx

elde edilir. Eğer 0 < k < 2
n−2

ve W 1,m
0 (Ω) →֒ Lq2+k (Ω) gömülmesi uygulanırsa

∫

Ω

|u|q2+k dx ≤Cq2+k ∥∇u∥
q2+k
m

=Cq2+k ∥∇u∥
m
m ∥∇u∥q2+k−m

m

=Cq2+k ∥∇u∥
m
m (∥∇u∥mm)

q2+k−m

m

≤Cq2+k ∥∇u∥
m
m

(
q1E (0)

q1 −m

) q2+k−m

m

(7.10)

elde edilir. Burada Cq2+k gömülme sabitidir. Böylece

∫

Ω

|u|q(x) ln |u|k dx ≤ β ∥∇u∥mm (7.11)

dır. Sonuç olarak (7.10) ve (7.11) den ∀t ∈ [0, T ∗] için

I (t) > (1− β) ∥∇u∥mm > 0

elde edilir. Bu işlemin tekrarıyla, T ∗, T ye kadar genişletilebilir.
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Teorem 7.1.3 Eğer başlangıç verileri z0 ve z1 Lemma 7.1.2 koşulunu sağlıyorsa (7.3)

problemi düzgün sınırlı ve globaldır.

İspat. ∥∇z∥mm + ∥zt∥
2

ifadesini t den bağımsız sınırlı olduğunu göstermek yeterlidir.

Açıkça görülmektedir ki

E (0) ≥ E (t)

=
1

2
∥ut∥

2 + J(t)

≥
1

2
∥ut∥

2 +

(
q1 −m

q1

)

∥∇u∥mm +

(
q1 − 2

q1

)

∥u∥2

+
k

q22

∫

Ω

|u|q(x) dx+

∫ 1

0

∫

Ω

ζ (x) |z|p(x)

p2 (x)
dxdt+

1

q1
I (t)

≥
1

2
∥ut∥

2 +

(
q1 −m

q1

)

∥∇u∥mm

dır. Buna göre

∥∇u∥mm + ∥ut∥
2 ≤ CE (0)

elde edilir. Burada C pozitif sabiti; k, q1 ve q2 ye bağlıdır.

7.2 Çözümün Azalması

Bu bölümde, (7.3) probleminin çözümlerinin azalması gösterilecektir.

Lemma 7.2.1 (Komornik) E : R+ −→ R+ artmayan bir fonksiyon olsun. Eğer σ > 0,

ω > 0 ve ∀s > 0 için

∫ ∞

s

E1+σ (t) dt ≤
1

ω
Eσ (0)Eσ (s) = cE (s)

eşitliği sağlanıyorsa ∀t ≥ 0 için

E (t) ≤







cE (0) (1 + t)
−1
σ , σ > 0,

E (t) ≤ cE (0) e−ωt, σ = 0

dır.

Lemma 7.2.2 (7.3) problemin çözümü boyunca

F (t) = τ

∫ 1

0

∫

Ω

e−ρτζ (x) |u (x, ρ, t)|p(x) dxdρ,

fonksiyoneli

F ′ (t) ≤

∫

Ω

ζ (x) |ut|
p(x) dx− τe−τ

∫ 1

0

∫

Ω

ζ (x) |z (x, ρ, t)|p(x) dxdρ
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eşitsizliği sağlar (Kafini ve Noor, 2023).

İspat. F (t) nin türevini alıp (7.3) probleminin ikinci denklemi kullanılırsa

F ′ (t) = −

∫ 1

0

∫

Ω

e−ρτζ (x) p (x) |z|p(x)−1 zρdxdρ

−τ

∫ 1

0

∫

Ω

d

dρ

(

e−ρτζ (x) |z|p(x)
)

dxdρ

−τ

∫ 1

0

∫

Ω

e−ρτζ (x) |z (x, ρ, t)|p(x) dxdρ

≤

∫

Ω

e−τζ (x) |z (x, 0, t)|p(x) dxdρ

−τ

∫ 1

0

∫

Ω

e−ρτζ (x) |z|p(x) dxdρ

≤

∫

Ω

ζ (x) |ut|
p(x) dx− τe−τ

∫ 1

0

∫

Ω

ζ (x) |z (x, ρ, t)|p(x) dxdρ

Teorem 7.2.3 Kabul edelim ki (3.1) ve (7.2) koşulları sağlansın. (7.3) probleminin

E (t) ≤







cE (0) (1 + t)
−2

(p2−2) , p2 > 0,

ce−αt, p (x) = 0

koşulunu sağlayacak şekilde c ve α pozitif iki sabit olmak üzere global çözümü vardır.

İspat. (7.3) probleminin birinci denklemini s < T olmak üzere uEr (t) ile çarpıp

Ω× (s, T ) bölgesinde integral alınırsa

β = min

{

q1 (1− ξ) ,

(
q1 (1− ξ)

2
+ 1

)

,

(
q1 (1− ξ)

2
− 1

)

, c0 (2 (q1 + 2)− q1 (1− ξ))

}

> 0

elde edilir. Bu da

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

d

dt
(uut) dxdt−

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

u2tdxdt+

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

|∇u|m dxdt

+

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

u2dxdt+ µ1

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

u |ut|
p(x)−2 utdxdt

+ µ2

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

uz (x, 1, t) |z (x, 1, t)|p(x)−2 dxdt

−

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

|u|q(x) ln |u|k dxdt

=0 (7.12)

dır. (7.4) deki E (t) tanımını ve

d

dt

(

Er (t)

∫

Ω

uutdx

)

= rEr−1 (t)E ′ (t)

∫

Ω

uutdx+ Er (t)
d

dt

∫

Ω

uutdx
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eşitliğinden faydalanarak (7.12) ifadesi

2

∫ T

s

Er+1 (t) =−

∫ T

s

d

dt

(

Er (t)

∫

Ω

uutdx

)

dt

+ r

∫ T

s

Er−1 (t)E
′

(t)

∫

Ω

uutdxdt

− µ1

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

u |ut|
p(x)−2 utdxdt

− µ2

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

uz (x, 1, t) |z (x, 1, t)|p(x)−2 dxdt

+ 2

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

|ut|
2 dxdt+

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

|u|q(x) ln |u|k dxdt

+ 2

∫ T

s

Er (t)

∫ 1

0

∫

Ω

ζ (x) |z (x, ρ, t)|p(x)

p (x)
dxdt (7.13)

ifadesine dönüşür. (7.13) ifadesinde eşitliğin sağ tarafındaki birinci terimi aşağıdaki

kestirimde bulunulursa

∣
∣
∣
∣
−

∫ T

s

d

dt

(

Er (t)

∫

Ω

zztdx

)

dt

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
Er (ts)

∫

Ω

zzt (x, s) dx− Er (T )

∫

Ω

zzt (x, T ) dx

∣
∣
∣
∣

≤
1

2
Er (s)

[∫

Ω

z2 (x, s) dx+

∫

Ω

z2t (x, s) dx

]

+
1

2
Er (T )

[∫

Ω

z2 (x, T ) dx+

∫

Ω

z2t (x, T ) dx

]

≤
1

2
Er (s)

[
C∗ ∥∇z∥

2 + 2E (s)
]

+
1

2
Er (T )

[∫

Ω

z2 (x, T ) dx+

∫

Ω

z2t (x, T ) dx

]

≤ Er (s) [C∗E (s) + E (s)] + Er (s) [C∗E (T ) + E (T )]

eşitsizliğine dönüşür. Burada C∗, Poincaré sabitidir. E (t) nin monotonluğundan

∣
∣
∣
∣
−

∫ T

s

d

dt

(

Er (t)

∫

Ω

uutdx

)

dt

∣
∣
∣
∣
≤cEr+1 (s)

≤cEr (0)E (s)

≤cE (s) (7.14)
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elde edilir. Benzer şekilde ikinci terim

∣
∣
∣
∣
r

∫ T

s

Er−1 (t)E
′

(t)

∫

Ω

uutdxdt

∣
∣
∣
∣
≤− r

∫ T

s

Er−1 (t)E
′

(t) [C∗E (t) + 2E (t)]

≤− c

∫ T

s

Er (t)E
′

(t) dt

≤cEr+1 (s)

≤cE (s) (7.15)

dönüşür. Diğer terim için

Ω+ = {x ∈ Ω : |zt (x, t)| ≥ 1} ve Ω− = {x ∈ Ω : |zt (x, t)| < 1}

ve Hölder ile Young eşitsizliğinden

∣
∣
∣
∣

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

|ut|
2 dxdt

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

∫ T

s

Er (t)

[∫

Ω+

u2tdx+

∫

Ω−

u2tdx

]∣
∣
∣
∣
dt

≤ c

∫ T

s

Er (t)

[(∫

Ω+

|ut|
p1 dx

) 2
p1

+

(∫

Ω−

|ut|
p2 dx

) 2
p2

]

dt

≤ c

∫ T

s

Er (t)

[(∫

Ω

|ut|
p(x) dx

) 2
p1

+

(∫

Ω

|ut|
p(x) dx

) 2
p2

]

dt

≤ c

∫ T

s

Er (t)

[

(−E ′ (t))
2
p1 +

(

−E
′

(t)
) 2

p2

]

dt

≤ cε

∫ T

s

[E (t)]
rp1
p1−2 dt+ c (ε)

∫ T

s

(−E ′ (t)) dt

+cε

∫ T

s

Er+1 (t) dt+ c (ε)

∫ T

s

(−E ′ (t))
2(r+1)

p2 dt

ifadesine dönüşür. p1 > 2 ve r = p2
2
− 1 için rp1

p1−2
= r + 1 + p2−p1

p1−2
dır. Buradan

∣
∣
∣
∣

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

z2t dxdt

∣
∣
∣
∣
≤cε

∫ T

s

Er+1 (t) dt

+ cε [E (0)]
p2−p1
p1−2

∫ T

s

Er+1 (t) dt+ c (ε)E (s)

≤cε

∫ T

s

Er+1 (t) dt+ c (ε)E (s) (7.16)

elde edilir. p1 = 2 durum için r = p2
2
− 1 seçimi de benzer sonuçlar verecektir.
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Diğer terim için Young eşitsizliğinden ∀ x ∈ Ω
∣
∣
∣
∣
−µ1

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

u |ut|
p(x)−2 utdxdt

∣
∣
∣
∣

≤ ε

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

|u (t)|p(x) dxdt

+c

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

cε (x) |ut|
p(x) dxdt

≤ ε

∫ T

s

Er (t)

[∫

Ω+

|u (t)|p1 dx+

∫

Ω−

|ut|
p2 dx

]

dt

+c

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

cε (x) |u|
p(x) dxdt

elde edilir. Burada Young eşitsizliğinde

q (x) =
p (x)

p (x)− 1
ve q′ (x) = p (x)

ifadeleri kullanırsak

cε (x) = ε1−p(x)
[

(p (x))−p(x) (p (x)− 1)
]p(x)−1

olur. Dolayısıyla H1
0 (Ω) →֒ Lp1 (Ω) ve H1

0 (Ω) →֒ Lp2 (Ω) gömülmelerinden
∣
∣
∣
∣
−µ1

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

u |ut|
p(x)−2 utdxdt

∣
∣
∣
∣

≤ε

∫ T

s

Er (t) [c ∥∇z (s)∥p12 + c ∥∇z (s)∥p22 ] dt+ c

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

cε (x) |ut|
p(x) dxdt

≤ε

∫ T

s

Er (t)
[

cE
p1−2

2 (0)E (t) + cE
p2−2

2 (0)E (t)
]

+ c

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

cε (x) |ut|
p(x) dxdt

≤ε

∫ T

s

Er+1 (t) + c

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

cε (x) |ut|
p(x) dxdt

≤ε

∫ T

s

Er+1 (t) dt+ c (ε)E (s) (7.17)

elde edilir. Burada c (ε), ε bağlı sabittir.

(7.13) ifadesindeki sıradaki terim benzer şekilde
∣
∣
∣
∣
−µ2

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

u |z (x, 1, t)|p(x)−1 dxdt

∣
∣
∣
∣

≤ε

∫ T

s

Er (t) [c ∥∇u (s)∥p12 + c ∥∇u (s)∥p22 ] dt

+

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

cε (x) |z (x, 1, t)|
p(x) dxdt

≤ε

∫ T

s

Er+1 (t) dt+ c (ε)E (s) (7.18)
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ifadesine dönüşür. Logaritmik terim için H1
0 (Ω) →֒ Lq2+k (Ω) gömülmesi ve

∫

Ω

|u|q(x) ln |u|k dx ≤ β∗ ∥∇u∥
2

ifadesi kullanılırsa

∣
∣
∣
∣

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

u2 |u|q(x)−2 ln |u|k dxdt

∣
∣
∣
∣
≤

∣
∣
∣
∣

∫ T

s

Er (t)

∫

Ω

|u|q(x) ln |u|k dxdt

∣
∣
∣
∣

≤β∗

∫ T

s

Er (t) ∥∇u∥2 dt

≤β∗

∫ T

s

Er+1 (t) dt (7.19)

elde edilir. Burada 0 < β∗ < 1 ve q2 + k < n
n−2

+ k < 2n
n−2

dır. (7.13) ifadesinin son

terimine Lemma 7.1.2 uygulanırsa

2

∫ T

s

Er (t)

∫ 1

0

∫

Ω

ζ (x) |z (x, ρ, t)|p(x)

p (x)
dxdρ

≤
2

p1

∫ T

s

Er (t)

∫ 1

0

∫

Ω

ζ (x) |z (x, ρ, t)|p(x) dxdρ

≤
2τ

p1

(

Er (t)

∫ 1

0

∫

Ω

e−ρτζ (x) |z|p(x) dxdρ

)∣
∣
∣
∣

t=T

t=s

+
2

p1

∫ T

s

Er (t)

∫ 1

0

∫

Ω

e−ρτζ (x) |ut|
p(x) dxdρ

elde edilir. ζ (x) sınırlılığından ve c > 0 için

2

∫ T

s

Er (t)

∫ 1

0

∫

Ω

ζ (x) |z (x, ρ, t)|p(x)

p (x)
dxdρ

≤
2τe−τ

p1
Er (s)E (s) +

2c

p1
Er+1 (T )

≤
2τe−τ

p1
Er (0)E (s) +

2c

p1
Er+1 (T )E (s)

≤cE (s) (7.20)

dır. (7.13) - (7.20) den

∫ T

s

Er+1 (t) dt ≤ (ε+ β∗)

∫ T

s

Er+1 (t) dt+ cE (s)

elde edilir. β∗ < 1, ε yeterince küçük olacak şekilde ε+ β∗ < 1 dır. Bundan dolayı

∫ T

s

Er+1 (t) dt ≤ cE (s)
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dır. T −→ ∞ için

∫ ∞

s

Er+1 (t) dt ≤ cE (s)

dır. Sonuç olarak, Komornik lemması σ = r = p2
2
− 1 ile sağlanır ve bu da istenilen

sonucu verir.
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8. DEĞİŞKEN ÜSLÜ KLEİN-GORDON DENKLEM SİSTEMİNİN ÇÖZÜM-

LERİNİN PATLAMASI İLE İLGİLİ TEORİK VE NÜMERİK SONUÇLAR

Bu bölümde (8.1) denklem sisteminin çözümlerinin lokal varlığı , patlaması ve sayısal

sonuçları elde edilecektir (Yılmaz vd., 2023b).







utt −∆u+m2
1u+ |ut|

p(x)−1 ut = f1 (u, v) , x ∈ Ω, t > 0,

vtt −∆v +m2
2v + |vt|

r(x)−1 vt = f2 (u, v) , x ∈ Ω, t > 0,

u (x, t) = v (x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0,

u (x, 0) = u0 (x) , v (x, 0) = v0 (x) , x ∈ Ω,

ut (x, 0) = u1 (x) , vt (x, 0) = v1 (x) , x ∈ Ω

(8.1)

burada Ω, Rn de (n = 1, 2, 3) ∂Ω düzgün sınıra sahip sınırlı bölgedir, f1 (u, v) ve

f2 (u, v) kaynak terimleri aşağıdaki gibidir:







f1 (u, v) = a |u+ v|2(q(·)+1) (u+ v) + b |u|q(·) u |v|q(·)+2 ,

f2 (u, v) = a |u+ v|2(q(·)+1) (u+ v) + b |u|q(·)+2 |v|q(·) v
(8.2)

burada m1,m2 pozitif sabitlerdir ve a, b pozitif olmayan sabitlerdir ve f1 (u, v) ve

f2 (u, v) tanımından, aşağıdaki ifade kolayca elde edilebilir: ∀ (u, v) ∈ R2

uf1 (u, v) + vf2 (u, v) = 2 (q (x) + 2)F (u, v) (8.3)

dır. Burada

F (u, v) =
1

2 (q (x) + 2)

[

a |u+ v|2(q(x)+2) + 2b |uv|q(x)+2
]

dır.

Lemma 8.1 Messaoudi ve Talahmeh, 2022. c0 ve c1 olmak üzere iki sabit vardır, öyle

ki

c0
2 (q (x) + 2)

F1 (u, v) ≤ F (u, v) ≤
c1

2 (q (x) + 2)
F2 (u, v)

Burada

F1 (u, v) =
[

|u|2(q(x)+2) + |v|2(q(x)+2)
]

F2 (u, v) =
[

|u|2(q(x)+2) + |v|2(q(x)+2)
]

dır.

76



İspat. Eşitsizliğin sağ tarafın doğruluğu açıktır. Sol tarafta u = v = 0 ise eşitsizlik

sağlanır. Genelliği kaybetmeden v ̸= 0 kabul edilirse, o zaman ya |u| ≤ |v| veya

|u| > |v| olur.

Eğer |u| ≤ |v| ise,

F (u, v) =
1

2 (q (x) + 2)
|v|2(q(x)+2)

[

a
∣
∣
∣1 +

u

v

∣
∣
∣

2(q(x)+2)

+ 2b
∣
∣
∣
u

v

∣
∣
∣

q(x)+2
]

elde edilir. s ∈ [−1, 1] ve x ∈ Ω olacak şekilde

Υ(s) = a |1 + s|2(q(x)+2) + 2b |s|q(x)+2

sürekli bir fonksiyonunu tanımlayalım.

Dolayısıyla, minΥ(s) ≥ 0 olur. Eğer minΥ(s) = 0 ise, s0 ∈ [−1, 1] aralığı için

Υ(s) = a |1 + s0|
2(q(x)+2) + 2b |s0|

(q(x)+2) = 0 elde ederiz.

Bu, |1 + s0| = |s0| = 0 anlamına gelir ki bu imkansızdır. Bu nedenle, Υ(s) = 2c0 > 0

olur.

Sonuç olarak,

F (u, v) ≥
c0

q (x) + 2
|v|2(q(x)+2)

≥
c0

q (x) + 2
|u|2(q(x)+2)

dır. Dolayısıyla,

2F (u, v) ≥
c0

q (x) + 2
|v|q(x)+2

[

a
∣
∣
∣1 +

u

v

∣
∣
∣

2(q(x)+2)

+ 2b
∣
∣
∣
u

v

∣
∣
∣

q(x)+2
]

veya

c0
2 (q (x) + 2)

|u|q(x)+2

[

a
∣
∣
∣1 +

u

v

∣
∣
∣

2(q(x)+2)

+ 2b
∣
∣
∣
u

v

∣
∣
∣

q(x)+2
]

≤ 2F (u, v)

dır. Eğer |u| ≥ |v| ise,

F (u, v) =
1

2 (q (x) + 2)
|u|
(
q(x)+2

)
[

a
∣
∣
∣1 +

v

u

∣
∣
∣

2(q(x)+2)

+ 2b
∣
∣
∣
v

u

∣
∣
∣

q(x)+2
]

≤
c0

q (x) + 2
|v|q(x)+2

dır. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 8.2 c0 ve c1 olmak üzere iki sabit vardır, öyle ki

c0 [ϱ (u) + ϱ (v)] ≤

∫

Ω

F (u, v) dx ≤ c1 [ϱ (u) + ϱ (v)] (8.4)
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dır.

p (·) , r (·) ve q (·) değişken üsler, Ω üzerinde tanımlı ölçülebilir fonksiyonlar aşağıdaki

gibi tanımlanmıştır.







2 ≤ p1 ≤ p (x) ≤ p2 ≤ p∗,

2 ≤ r1 ≤ r (x) ≤ r2 ≤ r∗,

2 ≤ q1 ≤ q (x) ≤ q2 ≤ q∗

burada






p1 = ess infx∈Ω p (x) , p2 = ess supx∈Ω p (x) ,

r1 = ess infx∈Ω r (x) , r2 = ess supx∈Ω r (x) ,

q1 = ess infx∈Ω q (x) , q2 = ess supx∈Ω q (x)

ve






2 ≤ p∗, r∗, q∗ <∞, n = 1, 2,

2 ≤ p∗, r∗, q∗ < 6, n = 3

dır.

8.1 Ön Bilgiler

Bu bölümde, bazı lemma ve teoremleri ifade edelim (bkz. Antontsev ve Shmarev 2015,

Diening vd., 2017, Pişkin ve Okutmuştur 2021).

Lemma 8.1.1 Eğer 1 < q1 ≤ q (x) ≤ q2 <∞ sağlanıyorsa, o zaman

min
{

∥w∥q1q(·) , ∥w∥
q2
q(·)

}

≤ ϱq(·) (w) ≤ max
{

∥w∥q1q(·) , ∥w∥
q2
q(·)

}

herhangi bir w ∈ Lq(·) (Ω) için geçerlidir.

Tanım 8.1.2 (Zayıf çözüm) (u, v) ikilisi T > 0 için aşağıdaki koşulları sağlıyorsa

(8.1) probleminin zayıf çözümü vardır:

(u, v) ∈ L∞
(
(0, T ) , H1

0 (Ω)
)
,

ut ∈ L∞
(
(0, T ) , L2 (Ω)

)
∩ Lp(·)+1 (Ω× (0, T )) ,

vt ∈ L∞
(
(0, T ) , L2 (Ω)

)
∩ Lr(·)+1 (Ω× (0, T )) .

Ayrıca ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L

p(·)+1 (Ω) , ψ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L

r(·)+1 (Ω) fonksiyonları için ve

u (·, 0) = u0, v (·, 0) = v0, ut (·, 0) = u1, vt (·, 0) = v1
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ile t ∈ [0, T ] için (u, v) ikilisi
∫

Ω

utϕ+

∫ t

0

∫

Ω

∇u∇ϕ+

∫ t

0

∫

Ω

m2
1uϕ+

∫ t

0

∫

Ω

|ut|
p(·)−1 utϕ =

∫ t

0

∫

Ω

f1ϕ,

∫

Ω

vtψ +

∫ t

0

∫

Ω

∇v∇ψ +

∫ t

0

∫

Ω

m2
2vψ +

∫ t

0

∫

Ω

|vt|
r(·)−1 utψ =

∫ t

0

∫

Ω

f2ψ

eşitliliklerini sağlar.

Aşağıdaki teoremi Faedo-Galerkin yöntemini kullanarak Antontsev vd. (2021b), Mes-

saoudi vd., (2021) Messaoudi vd. (2022) deki gibi elde edilebilir.

Teorem 8.1.3 (Lokal varlık) p (·) , r (·) , q (·) ∈ C
(
Ω
)

olmak üzere (3.1) koşulunu

sağlasın ve x ∈ Ω için,






p (x) ≥ 0, n = 1, 2,

p (x) = 0, n = 3,
(8.5)







r (x) ≥ 0, n = 1, 2,

2 ≤ r (x) ≤ 6, n = 3,
(8.6)







q (x) ≥ 2, n = 1, 2,

2 ≤ q (x) ≤ 6, n = 3
(8.7)

ve

((u0, u1) , (v0, v1)) ∈ H1
0 (Ω)× L2 (Ω)

olsun. T > 0 için (8.1) probleminin

(u, v) ∈ L∞
(
(0, T ) , H1

0 (Ω)
)
,

ut ∈ L∞
(
(0, T ) , L2 (Ω)

)
∩ Lp(·)+1 (Ω× (0, T )) ,

vt ∈ L∞
(
(0, T ) , L2 (Ω)

)
∩ Lr(·)+1 (Ω× (0, T ))

uzaylarında zayıf lokal çözümü vardır.

8.2 Çözümün Patlaması

Bu bölümde, ana sonucumuzu kanıtlamak amacıyla (8.1) için enerji fonksiyonelini şu

şekilde tanımlıyoruz:

E (t) = 1
2

(
∥ut∥

2 + ∥vt∥
2 + ∥∇u∥2 + ∥∇v∥2

)

+1
2

(
m2

1 ∥u∥
2 +m2

2 ∥v∥
2)−

∫

Ω
F (u, v) dx.

(8.8)
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Lemma 8.2.1 E (t) enerji fonksiyoneli artmayan bir fonksiyondur.

İspat. (8.1) in ilk denklemini ut ile çarpıp, sonra Ω bölgesinde integrali alınırsa

∫

Ω

ut

(

utt −∆u+m2
1u+ |ut|

p(x)−2 ut

)

=

∫

Ω

utf1 (u, v) dx

olur. Buradan

∫

Ω

ututtdx

︸ ︷︷ ︸

D1

−

∫

Ω

ut∆udx

︸ ︷︷ ︸

D2

+m2
1

∫

Ω

utudx

︸ ︷︷ ︸

D3

+

∫

Ω

ut |ut|
p(x)−2 utdx

︸ ︷︷ ︸

D4

=

∫

Ω

utf1 (u, v) dx

︸ ︷︷ ︸

D5

(8.9)

yazılabilir. Benzer şekilde (8.1) in ikinci denklemini sırasıyla vt ile çarpıp, sonra Ω

bölgesinde integrali alınsın

∫

Ω

vt

(

vtt −∆v +m2
2v + |vt|

r(x)−1 vt

)

=

∫

Ω

vtf2 (u, v) dx

olur. Buradan

∫

Ω

vtvttdx

︸ ︷︷ ︸

E1

−

∫

Ω

vt∆vdx

︸ ︷︷ ︸

E2

+m2
2

∫

Ω

vdx

︸ ︷︷ ︸

E3

+

∫

Ω

vt |vt|
r(x)−2 vtdx

︸ ︷︷ ︸

E4

=

∫

Ω

vtf2 (u, v) dx

︸ ︷︷ ︸

E5

(8.10)

yazılabilir. Şimdi herbir terimi ayrı ayrı düzenlenirse:

D1 terimi

D1 =

∫

Ω

ututtdx

=
1

2

d

dt

∫

Ω

|ut|
2 dx

elde edilir. Benzer şekilde E1

E1 =
1

2

d

dt

∫

Ω

|vt|
2 dx

dır.

80



D2 terimi Green özdeşliğinde

D2 =

∫

Ω

∇ut∇udx

=
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇u|2 dx

elde edilir. Benzer şekilde E2 terimi

E2 =
1

2

d

dt

∫

Ω

|∇v|2 dx

olur.

D3 terimini düzenlersek

D3 = m2
1

∫

Ω

uutdx

=
m2

1

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 dx

olur. Benzer şekilde E3 terimi

E3 =
m2

2

2

d

dt

∫

Ω

|v|2 dx

olur.

D4 terimi

D4 =

∫

Ω

|ut|
p(x) dx

dır. Benzer şekilde E4 terimi

E4 =

∫

Ω

|vt|
r(x) dx

olur.

D5 terimi

D5 =

∫

Ω

utf1 (u, v) dx

elde edilir. E5 terim

E5 =

∫

Ω

vtf2 (u, v) dx
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dır. Diğer yandan (8.2) fonksiyonlarını sırasıyla ut ile vt çarpılırsa

utf1 (u, v) = aut |u+ v|2(q(·)+1) (u+ v) + but |u|
q(·) u |v|q(·)+2

ve

vtf2 (u, v) = avt |u+ v|2(q(·)+1) (u+ v) + b |u|q(·)+2 |v|q(·) v

elde edilir. Elde edilen bu ifadeler taraf tarafa toplanırsa

utf1 (u, v) + vtf2 (u, v) = a |u+ v|2(q(·)+1)+1 (ut + vt) + b |uv|q(·)+1 (utv + uvt)

=
d

dt

[
a

2 (q (·) + 2)
|u+ v|2(q(·)+1)+1 +

b

q (·) + 2
|uv|q(·)+2

]

=
d

dt
F (u, v)

olur. Düzenlenen bu ifadeler (8.9) ve (8.10)’te yazılarak taraf tarafa toplanır.

d

dt

[

1

2

(

∥ut∥
2 + ∥vt∥

2 + ∥∇u∥2 + ∥∇v∥2
)

+
1

2

(

m2
1∥u∥

2 +m2
2∥v∥

2
)

+

∫

Ω

F (u, v) dx

]

+

∫

Ω

|ut|
p(x)+1 dx+

∫

Ω

|vt|
r(x)+1 dx = 0

buradan

E ′ (t) = −

∫

Ω

|ut|
p(x)+1 dx−

∫

Ω

|vt|
r(x)+1 dx ≤ 0 (8.11)

elde edilir.

Lemma 8.2.2 (Messaoudi ve Talahmeh, 2022) Kabul edelim ki (8.5) sağlasın. u, v ∈

H1
0 (Ω) ve 2 ≤ s ≤ 2 (q1 + 2) için

[ϱ (u) + ϱ (v)]
s

2(q1+2) ≤ C
[
∥∇u∥2 + ∥∇v∥2 + ϱ (u) + ϱ (v)

]
, (8.12)

∥u∥s2(q1+2) ≤ C
[

∥∇u∥2 + ∥∇v∥2 + ∥ut∥
2(q1+2)
2(q1+2) + ∥vt∥

2(q1+2)
2(q1+2)

]

, (8.13)

∥v∥s2(q1+2) ≤ C
[

∥∇u∥2 + ∥∇v∥2 + ∥ut∥
2(q1+2)
2(q1+2) + ∥vt∥

2(p1+2)
2(q1+2)

]

, (8.14)

∫

Ω

|u|p(x)+1 dx ≤ c1

[

(ϱ (u) + ϱ (v))
p1+1

2(q1+2) + (ϱ (u) + ϱ (v))
p2+1

2(q1+2)

]

, (8.15)

∫

Ω

|u|r(x)+1 dx ≤ c2

[

(ϱ (u) + ϱ (v))
r1+1

2(q1+2) + (ϱ (u) + ϱ (v))
r2+1

2(q1+2)

]

(8.16)

eşitsizlikler yazılabilir. Burada C > 1, c1 > 0, c2 > 0 sabitlerdir.
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Teorem 8.2.3 Kabul edelim ki (3.1), (8.5), (8.6) ve (8.7) sağlasın. Bu durumda

2 (q1 + 1) ≥ max {p2 + 1, r2 + 1} (8.17)

ve

E (0) < 0

koşulları altında (8.1) problemi sonlu zamanda patlar.

İspat. H (t) := −E (t) olsun. E (0) < 0 ve (8.11) dan H (t) ≥ H (0) > 0 dır. H (t)

nin tanımından ve (8.4) ten

H (t) = −1
2

[
∥ut∥

2 + ∥vt∥
2 + ∥∇u∥2 + ∥∇v∥2

]

−1
2

[
m2

1 ∥u∥
2 +m2

2 ∥v∥
2]+

∫

Ω
F (u, v) dx

≤
∫

Ω
F (u, v) dx

≤ c1 [ϱ (u) + ϱ (v)] .

(8.18)

dır. Daha sonra seçilecek ε yeterince küçük olacak şekilde

Ψ(t) = H1−α (t) + ε

∫

Ω

(uut + vvt) dx (8.19)

tanımlansın ve

0 < α ≤ min

{
q1 + 1

2 (q1 + 2)
,
2 (q1 + 2)− (p2 + 1)

2m2 (q1 + 2)
,
2 (p1 + 2)− (r2 + 1)

2r2 (q1 + 2)

}

(8.20)

olsun.

Ψ(t) yi t ye göre türevini alıp (8.1) ve (8.3) kullanılırsa

Ψ′ (t) = (1− α)H−α (t)H ′ (t) + ε
(
∥ut∥

2
2 + ∥vt∥

2
2

)

− ε
(
∥∇u∥2 + ∥∇v∥2

)
− ε

(
m2

1 ∥u∥
2 +m2

2 ∥v∥
2)

+ 2ε

∫

Ω

(q (x) + 2)F (u, v) dx

− ε

∫

Ω

u |ut|
p(x)−1 utdx− ε

∫

Ω

v |vt|
r(x)−1 vtdx. (8.21)

elde edilir.

H (t) tanımından

−εq1 (1− ξ)H (t) =
εq1 (1− ξ)

2

(
∥ut∥

2 + ∥vt∥
2)

+
εq1 (1− ξ)

2

(
∥∇u∥2 + ∥∇v∥2

)

+
εq1 (1− ξ)

2

(
m2

1 ∥u∥
2 +m2

2 ∥v∥
2)

−εq1 (1− ξ)

∫

Ω

F (u, v) dx,
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eşitliği elde edilir. Burada 2 < η < 2 (q1 + 2) . (8.21) sağ tarafına −εq1 (1− ξ)H (t)

eklenip çıkartılırsa

Ψ′ (t) ≥ (1− α)H−α (t)H ′ (t) + ε

(
q1 (1− ξ)

2
+ 1

)
(
∥ut∥

2
2 + ∥vt∥

2
2

)

+ ε

(
q1 (1− ξ)

2
− 1

)
(
∥∇u∥2 + ∥∇v∥2

)
+ εq1 (1− ξ)H (t)

+ ε

(
q1 (1− ξ)

2
− 1

)
[
m2

1 ∥u∥
2 +m2

2 ∥v∥
2]

+ ε (2 (q1 + 2)− q1 (1− ξ))

∫

Ω

F (u, v) dx

− ε

∫

Ω

[

u |ut|
p(x)−1 ut + v |vt|

r(x)−1 vt

]

dx (8.22)

elde edilir. (8.4) kullanılırsa

Ψ′ (t) ≥ (1− α)H−α (t)H ′ (t) + εβ
[
H (t) + ∥ut∥

2
2 + ∥vt∥

2
2

+ ∥∇u∥2 + ∥∇v∥2 +m2
1 ∥u∥

2 +m2
2 ∥v∥

2 + ϱ (u) + ϱ (v)
]

− ε

∫

Ω

[

u |ut|
p(x)−1 ut + v |vt|

r(x)−1 vt

]

dx (8.23)

elde edilir. Burada

β = min

{

q1(1− ξ), q1(1−ξ)
2

+ 1, q1(1−ξ)
2

− 1, c0
(
2(q1 + 2)− q1(1− ξ)

)

}

> 0

dır. Şimdi de (8.23) ün son terimi Young eşitsizliğinde faydalanarak kestirimde bu-

lunulursa

∫

Ω

|ut|
p(x) |u| dx ≤

1

p1 + 1

∫

Ω

δ
p(x)+1
1 |u|p(x)+1 dx

+
p2

p1 + 1

∫

Ω

δ
−

p(x)+1
p(x)

1 |ut|
p(x)+1 dx (8.24)

ve

∫

Ω

|vt|
r(x) |v| dx ≤

1

r1 + 1

∫

Ω

δ
r(x)+1
2 |v|r(x)+1 dx

+
r2

r1 + 1

∫

Ω

δ
−

r(x)+1
r(x)

2 |vt|
r(x)+1 dx (8.25)

yazılabilir. Burada daha sonra belirlenecek δ1, δ2 > 0, t den bağımsızdır. δ1 ve δ2 yi

δ
−

p(x)+1
p(x)

1 = k1H
−α (t) ve δ

−
r(x)+1
r(x)

2 = k2H
−α (t)
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şekilde seçelim. Burada k1 ve k2 daha sonra belirlenecektir. δ1 ve δ2 yi sırasıyla (8.24)

ve (8.25) te yazılırsa,

∫

Ω

|ut|
p(x) |u| dx ≤

k−p1
1

p1 + 1

∫

Ω

|u|p(x)+1Hαp(x) (t) dx+
p2k1
p1 + 1

H−α (t)H ′ (t) (8.26)

ve

∫

Ω

|vt|
r(x) |v| dx ≤

k−r1
2

r1 + 1

∫

Ω

|v|r(x)+1Hαr(x) (t) dx+
r2k1
r1 + 1

H−α (t)H ′ (t) (8.27)

elde edilir. (8.23), (8.26) ve (8.27) den

Ψ′ (t) ≥

[

(1− α)− ε
p2k1
p1 + 1

− ε
r2k1
p1 + 1

]

H−α (t)H ′ (t)

+ εβ
[
H (t) + ∥ut∥

2
2 + ∥vt∥

2
2 + ∥∇u∥2 + ∥∇v∥2

+m2
1 ∥u∥

2 +m2
2 ∥v∥

2 + ϱ (u) + ϱ (v)
]

−
εk−p1

1

p1 + 1

∫

Ω

|u|p(x)+1Hαp(x) (t) dx

−
εk−r1

2

r1 + 1

∫

Ω

|v|r(x)+1Hαr(x) (t) dx (8.28)

elde edilir. Şimdi de (8.28) eşitsizliğinin son iki terimi (8.15), (8.16) ve (8.18) den,

∫

Ω

|u|p(x)+1Hαp(x) (t) dx

≤C ′
[

(ϱ (u) + ϱ (v))
p1+1

2(q1+2)
+αp2 + (ϱ (u) + ϱ (v))

p2+1
2(q2+2)

+αp2
]

(8.29)

dır. Lemma 6.1.8 ile

s = (p2 + 1) + 2αp2 (q1 + 2) ≤ 2 (q1 + 2) ,

ve

s = (p1 + 1) + 2αp2 (q1 + 2) ≤ 2 (q1 + 2)

kullanılırsa (8.29) ifadesi

∫

Ω

|u|p(x)+1Hαp(x) (t) dx ≤ C
[
∥∇u∥2 + ∥∇v∥2 + ϱ (u) + ϱ (v)

]
(8.30)

ifadesine dönüşür. Benzer şekilde

∫

Ω

|v|r(x)+1Hαr(x) (t) dx ≤ C
[
∥∇u∥2 + ∥∇v∥2 + ϱ (u) + ϱ (v)

]
(8.31)
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elde edilir. (8.30), (8.31) ve (8.28) den

Ψ′ (t) ≥

[

(1− α)− ε
p2k1
p1 + 1

− ε
r2k2
r1 + 1

]

H−α (t)H ′ (t)

+ ε

(

β −
k−p1
1

p1 + 1
C −

k−r2
2

r2 + 1
C

)
[
H (t) + ∥ut∥

2
2 + ∥vt∥

2
2 + ∥∇u∥2

+ ∥∇v∥2 +m2
1 ∥u∥

2 +m2
2 ∥v∥

2 + ϱ (u) + ϱ (v)
]

(8.32)

elde edilir. k1, k2 yeterince büyük olacak şekilde

γ = β −
k−p1
1

p1 + 1
C −

k−r2
2

r2 + 1
C > 0

seçilsin. Ayrıca yeterince küçük ε için

(1− α)− ε
p2k1
p1 + 1

− ε
r2k2
r1 + 1

≥ 0

ve

Ψ(0) = H1−α (0) + ε

∫

Ω

(u0u1 + v0v1) dx+
ε

2

[
∥∇u0∥

2 + ∥∇v0∥
2] > 0

ifadeleri kullanılırsa (8.32)

Ψ′ (t) ≥γε
[
H (t) + ∥ut∥

2
2 + ∥vt∥

2
2 + ∥∇u∥2 + ∥∇v∥2 + ϱ (u) + ϱ (v)

]

≥γε
[
H (t) + ∥ut∥

2
2 + ∥vt∥

2
2 + ∥∇u∥2

+ ∥∇v∥2 +m2
1 ∥u∥

2 +m2
2 ∥v∥

2]
(8.33)

formuna dönüşür. Sonuç olarak t ≥ 0 için

Ψ(t) ≥ Ψ(0) > 0

olur.

Diğer yandan Hölder eşitsizliğinden ve L2(q1+2) (Ω) →֒ L2 (Ω) gömülmesinden

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uutdx

∣
∣
∣
∣

≤ ∥u∥2 ∥ut∥2

≤ C ∥u∥2(q1+2) ∥ut∥2 ,

elde ederiz. Bu da

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uutdx

∣
∣
∣
∣

1
1−α

≤ C ∥u∥
1

1−α

2(q1+2) ∥ut∥
1

1−α

2
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anlamına gelir. Benzer şekilde

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

vvtdx

∣
∣
∣
∣

1
1−α

≤ C ∥v∥
1

1−α

2(q1+2) ∥vt∥
1

1−α

2

yazılabilir. Young eşitsizliğinden ve 1
µ
+ 1

θ
= 1 koşulu altında

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uutdx+

∫

Ω

vvtdx

∣
∣
∣
∣

1
1−α

≤C

[

∥u∥
µ

1−α

2(q1+2) ∥ut∥
θ

1−α

2 + ∥v∥
µ

1−α

2(q1+2) ∥vt∥
θ

1−α

2

]

(8.34)

dır. (8.29) ile µ
1−α

= 2
1−2α

≤ 2 (q1 + 2) elde etmek için θ = 2 (1− α) şeklinde alınsın.

Bu nedenle (8.34) ifadesinden

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uutdx+

∫

Ω

vvtdx

∣
∣
∣
∣

1
1−α

≤ C
[

∥u∥s2(p1+2) + ∥v∥
µ

1−α

2(p1+2) + ∥ut∥
2
2 + ∥vt∥

2
2

]

olur. Burada

s =
2

1− 2α
≤ 2 (q1 + 2)

dır. (8.13) ve (8.14) kullanırsak t ≥ 0 için

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uutdx+

∫

Ω

vvtdx

∣
∣
∣
∣

1
1−α

≤C
[
H (t) + ∥ut∥

2
2 + ∥vt∥

2
2 + ∥∇u∥2 + ∥∇v∥2 + ϱ (u) + ϱ (v)

]
(8.35)

dır. Böylece, (a+ b)p ≤ 2p−1 (ap + bp) eşitsizliğinden de yararlanarak

Ψ
1

1−α (t) =

[

H1−α (t) + ε

∫

Ω

uut + vvtdx

] 1
1−α

≤2
1

1−α

[

H (t) +

∣
∣
∣
∣

∫

Ω

uutdx+

∫

Ω

vvtdx

∣
∣
∣
∣

1
1−α

]

≤C
[
H (t) + ∥ut∥

2
2 + ∥vt∥

2
2 + ∥∇u∥2 + ∥∇v∥2 + ϱ (u) + ϱ (v)

]
(8.36)

olur. (8.33), (8.36) ve ξ pozitif sabit olmak üzere

Ψ′ (t) ≥ ξΨ
1

1−α (t) (8.37)

dır. (8.37) ün (0, t) aralığında integrali alınırsa

dΨ

dt
≥ ξΨ

1
1−α (t) ,
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∫ t

0

dΨ

Ψ
1

1−α (t)
≥

∫ t

0

ξdt,

Ψ− 1
1−α

+1 (t)

− 1
1−α

+ 1

∣
∣
∣
∣
∣

t

0

≥ ξt|t0 ,

Ψ− 1
1−α

+1 (t)−Ψ− 1
1−α

+1 (0) ≤ −
α

1− α
ξt,

Ψ− σ
1−α (t) ≤ Ψ− α

1−α (0)−
α

1− α
ξt,

Ψ
α

1−α (t) ≥
1

Ψ− α
1−α (0)− ξαt

1−α

bulunur. Burada çözümün sonlu bir T ∗ zamanında patlar ve

T ∗ ≤
1− α

ξαΨ
α

1−α (0)
(8.38)

dır. Böylece ispat tamamlanmıştır.

8.3 Nümerik Sonuçlar

Bu bölüm, Teorem 8.2.3 teki sistemin çözümlerine ilişkin nümerik örneklere ayrılmıştır.

Nümerik uygulama, zaman ayrıklaştırması için iki yaklaşıma dayanmaktadır; bun-

lar esas olarak BDF (Backward Differentiation Formula - Geriye Doğru Farklılaşma

Formülü) ve Genelleştirilmiş-α (GA) yöntemleridir. Ayrıca uzay ayrıklaştırması için

P1-sonlu elemanlar yöntemi uygulanmıştır. Zaman-Bağımlı çözücüler için basit bir

giriş COMSOL Multiphysics Referans Kılavuzunda da bulunabilir. Bu çalışmadaki

tüm nümerik gösterimler COMSOL Multiphysics yazılımı ile gerçekleştirilmiştir.

8.3.1 Mesh alanı ve nümerik uygulama sistemi

Parametreleri a = 1, b = 1 olan ve başlangıç sınır koşullarının sağlandığı iki boyutlu

eliptik bir alandaki

Ω =

{

(x, y) :
x2

4
+ y2 < 1

}

bölgesini alalım. Başlangıç fonksiyonları

u0 (x, y) = 3

(

1−
x2

4
+ y2

)

, v0 (x, y) = 2

(

1−
x2

4
+ y2

)

ve

u1 (x, y) = 0, v1 (x, y) = 0
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olsun. Üstel fonksiyonlar Teorem 8.1.3 te verilen koşulları sağlayacak şekilde p (x, y) =

2, q (x, y) = 2 ve r (x, y) = 2 olsun. Sonra ∆t zaman adımı, n iterasyon sayısı olmak

üzere zaman aralığı tn = n∆t, n = 1, 2, ..., N + 1 olacak şekilde [0, T ] yi N eş

alt aralığa [tn, tn+1] böleriz. t = tn anındaki yaklaşık çözümler Un (x, y) ve V n (x, y)

olsun. Un
t (x, y) ve Un

tt (x, y) zamana bağlı türevler için geriye doğru fark formülü

Un
t (x, y) =

Un (x, y)− Un−1 (x, y)

∆t

ve merkezi fark formülü

Un
tt (x, y) =

Un+1 (x, y)− 2Un (x, y) + Un−1 (x, y)

∆t2

kullanarak ayrıklaştırılmış sistem






−∆W n+1∆W n+1 + µW n+1 = F, Ω,

W n+1 = 0, ∂Ω

şeklini alır. Burada

W n+1 =
[
Un+1, V n+1

]T
,

∆W n+1 =
[
∆Un+1,∆V n+1

]T
,

µ =
1

∆t2

dır. Bağlı sistemi doğrusal sonlu elemanlar kullanarak aşağıdaki şekilde çözeriz:

1. Zaman adımı ∆t = 10−4, sonlu zamanlı patlama davranışını elde etmek için yeter-

ince küçüktür.

2. Şekil 8.1 deki gibi Ω üçgenlemesi 3160 sayıda üçgenle 12890 serbestlik derecesin-

den oluşur.

(a) Ω bölgesi (b) Ω bölgesinin üçgensel bölge

Şekil 8.1: Yüzey bölgesi
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8.3.2 Geriye doğru farklılaşma formülü (BDF) ile çözümler

BDF yöntemi, geriye doğru farklılaşma formülleri kullanan zamana bağlı bir çözücüdür.

Bu bölümdeki nümerik yöntem, zaman içinde BDF yöntemine ve uzayda P1-sonlu ele-

manlar yöntemine dayanmaktadır. Nümerik testlerin uygulanması, sistemin çözümlerinin

sonlu bir zamanda patladığını göstermektedir.

Şekil 8.2, başlangıç verileri u0 ve v0 gösterir. Şekil 8.3, Şekil 8.4, Şekil 8.5 ve Şekil

8.6 sırasıyla n = 32, 46, 53 ve 55 iterasyondaki nümerik çözümleri gösterir. Şekil 8.7

da yani n = 56 da (veya t = 0.0056 zamanında) sayısal çözümün patladığı görülebilir.

(a) u0 (x, y) = 3
(

1− x2

4
− y2

)

(b) v0 (x, y) = 2
(

1− x2

4
− y2

)

Şekil 8.2: t = 0 başlangıç zamanı

(a) U32 (b) V 32

Şekil 8.3: t = 0.0032 anındaki nümerik çözümleri
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(a) U46 (b) V 46

Şekil 8.4: t = 0.0046 anındaki nümerik çözümleri

(a) U53 (b) V 53

Şekil 8.5: t = 0.0053 anındaki nümerik çözümleri

(a) U55 (b) V 55

Şekil 8.6: t = 0.0055 anındaki nümerik çözümleri
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(a) U56 (b) V 56

Şekil 8.7: t = 0.0056 anındaki nümerik çözümü-Patlama zamanı

8.3.3 Genelleştirilmiş-α (GA) çözücü ile çözümler

Genelleştirilmiş-α yöntemi de zaman bağımlı bir çözücüdür. α parametresi, yüksek

frekansların sönümlenme derecesini kontrol eden terimdir. Nümerik testleri, GA yöntemi

zaman içinde ve P1-sonlu eleman yöntemini uzayda ele alarak tekrarlıyoruz. Pat-

lama zamanı öncesi ve patlama zamanı için GA yöntemi ve BDF yöntemiyle elde

edilen şekiller neredeyse aynı olduğundan, sadece BDF çözücüsü için sayısal çizimleri

gösteriyoruz. Nümerik çözümün patlama zamanı GA yönteminde t = 0.0062 de

gerçekleşirken, BDF yönteminde ise t = 0.0056 da gerçekleşir. Diğer bir deyişle,

BDF yöntemi patlama davranışını GA yönteminden daha hızlı yakalamaktadır.

8.3.4 Sistemin enerjisi

Bu bölümde nümerik çözümler ile (8.1) sistemin enerjisi arasındaki ilişkiyi inceliy-

oruz. Daha özel olarak,

E (t) =
1

2

(
∥ut∥

2 + ∥vt∥
2 + ∥∇u∥2 + ∥∇v∥2

)

+
1

2

(
m2

1 ∥u∥
2 +m2

2 ∥v∥
2)−

∫

Ω

F (u, v) dx

şeklinde tanımlanan enerji fonksiyonu E (t) nin patlama zamanında ve patlamadan

önce davranışını sayısal yaklaşımlarla gözlemliyoruz. Tablo 8.1 de nümerik çözümlerin

sonsuz normları ve sistemin enerjisi, n = 1, 32, 46, 53, 55 iterasyon zamanlarında

ve son olarak patlamanın gerçekleştiği n = 56 da listelenmiştir. İterasyon zaman-

ları nümerik sonuçlara göre seçilmiştir. Başlangıç enerjisinin negatif olduğunu, yani

E (t) = −34249.9 dur.
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tn ∥U∥∞ ∥V ∥∞ E(t)

0.0001 2.00 3.00 -34249.9

0.0032 2.58 3.58 -39458.4

0.0046 3.85 4.85 -1.5428E+5

0.0053 6.23 7.23 -1.134E+6

0.0055 18.02 19.03 -1.5428E+7

0.0056 1.4E+6 1.4E+6 -1.5428E+47

Tablo 8.1: ∥U∥∞, ∥V ∥∞ ve E(t) değerlerinin zamanla değişimi.

Patlama gerçekleşmeden önce enerjinin ilk iterasyonlarda yavaşça azaldığını; daha

sonra t = 0.0032 zamanından sonra daha hızlı azaldığını gözlemliyoruz. Bu süreç

patlama zamanı t = 0.0056 olana kadar devam eder.

Bu özellik, patlamadan önceki zamana ve patlama anına göre enerjinin grafiğinin

gösterildiği Şekil 8.8 de de görülebilir. Patlama süresi boyunca sistemin enerjisini

gözlemlemek için zaman aralığını t = 0, 0040 ile t = 0, 0056 arasında sınırladık.

t = 0, 0050 den sonra t = 0, 0056 ya kadar keskin bir düşüş gözlemlendi. Yani Tablo

8.1 ve Şekil 8.8 e göre, patlama süresinden hemen önce ve patlama süresi boyunca en-

erjide keskin bir düşüş gözlemlendi. Başka bir deyişle, 0, 0056 lık patlama süresinde

bir enerji patlaması meydana geldi. Dolayısıyla, Şekil 8.3, Şekil 8.4, Şekil 8.5, Şekil

8.6 ve Şekil 8.7 da gösterilen nümerik sonuçlarla Tablo 8.1 deki sonuçlar, Teorem 6.1.9

un patlama sonucuyla uyumludur.

Şekil 8.8: n = 0 ile n = 56 arasındaki iterasyonlarda enerji
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8.3.5 Teorik ve nümerik patlama zamanını karşılaştıran bir örnek

Teorem 8.2.3 ün bir sonucu olarak, çözümün sonlu bir zaman T ∗ da patladığını kanıtladık;

burada bu ilişki için bir üst sınır

T ∗ ≤
1− σ

ξσΨ
σ

1−σ (0)
.

Burada σ, (7.2.13) eşitsizliğini sağlar, ξ küçük pozitif bir sabittir ve Ψ şu şekilde

tanımlanır:

Ψ
σ

1−σ (0) = Hα (0) = (−E (0))α

burada, E (0) başlangıç enerjisidir.

Öte yandan, BDF ve GA yöntemlerine dayalı olarak çözümün belirli koşullar ve başlangıç

verileri altında sırasıyla t = 0,0056 ve t = 0,0062 sonlu bir zamanda patladığını sayısal

olarak gösterdik. Nümerik patlama süresinin teorik olarak da karşılandığını doğrulayabiliriz.

(8.20) ye uygun olarak σ = 0.3125 ve ξ = 14.9 seçilsin. Bu değerler (8.38) de yerine

yazılırsa, T ∗ için üst sınırın 0.0056 olduğu; yani T ∗ ≤ 0.0056 olduğu sonucu çıkar.

Benzer şekilde, (8.20) yi sağlayacak şekilde ξ = 13.43 ile α = 0.3125 alındığında,

(8.20) eşitsizliği T ∗ için bir üst sınır olarak nümerik patlama süresi 0, 0062 ile sonuçlanır;

yani T ∗ ≤ 0.0062 dır. Bu nedenle BDF ve GA yöntemlerinin patlama sürelerini hem

teorik hem de nümerik olarak elde ettik, bu da nümerik sonuçların Teorem 8.2.3 ün

teorik sonuçlarıyla tutarlı olduğu anlamına gelir.
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9. SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Değişken üslü Lebesgue uzayları, ilk kez Orlicz’in 1931’deki makalesinde literatüre

girmiştir. Bu alandaki bir diğer büyük adım, 1990’ların başında Kovácik ve Rákosnı́k

tarafından atılmıştır. Onların çalışması, Lp(·) ve Sobolev uzaylarının temel özelliklerini

ortaya koymuş ve sonraki yıllarda birçok araştırmacı tarafından incelenmiştir. Değişken

üslü uzaylarla ilgili problemler, elektro-reolojik sıvılar, sıcaklığa bağlı viskoziteli akışkanlar,

gözenekli ortamlardaki filtreleme işlemleri, görüntü işleme ve termoreolojik akışkanlar

gibi birçok modern fizik ve mühendislik modeliyle ilişkilidir. Bu bağlamda, değişken

üslü denklemler matematik literatüründe giderek daha fazla önem kazanmaktadır.

Dördüncü bölümde,

utt −∆u−∆utt +∆2u−∆ut + |ut|
p(x)−2 ut = |u|q(x)−2 u (4.1)

değişken üslü doğrusal olmayan Petrovsky denklemi için çözümlerin varlığı ve patla-

ması kanıtlandı.

Beşinci bölümde,

utt +M

(∥
∥
∥P

1
2u
∥
∥
∥

2
)

Pu+ |ut|
p(x)−2 ut = |u|q(x)−2 u ln u (5.1)

değişken üslü logaritmik yüksek mertebeli Kirchhoff tipi denklemin çözümlerinin pat-

laması kanıtlandı.

Tezin altıncı bölümünde

utt +∆2u−

∫ t

0

g (t− s)∆2u (s) ds+ µut = |u|q(x)−2 u (6.1)

viskoelastik denklemin pozitif başlangıç enerjisi için çözümlerinin patlaması kanıtlandı.

Tezin yedinci bölümünde

utt −∆mu+ u+ µ1ut |ut|
p(·)−2 + µ2ut (x, t− τ) |ut|

p(·)−2 (x, t− τ)

= u |u|q(·)−2 ln |u|k
(7.1)

değişken üslü logaritmik kaynak terimlim-Laplacian denkleminin çözümlerinin global

varlığı ve enerji azalması incelendi.

Sekizinci bölümde, :







utt −∆u+m2
1u+ |ut|

p(x)−1 ut = f1 (u, v) ,

vtt −∆v +m2
2v + |vt|

r(x)−1 vt = f2 (u, v)
(8.1)
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değişken üslü Klein-Gordon denklem sistemi için çözümlerinin patlaması kanıtlanıp

nümerik sonuçları gösterildi.

Elde edilen sonuçlarımız daha farklı koşullar altında çalışılabilir. Ayrıca (4.1), (5.1)

ve (6.1) problemlerinin çözümlerinin enerji azalması çalışılabilir. (7.1) probleminin

patlaması ve (8.1) probleminin de enerji azalmasına çalışılabilir.
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