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OZET

DEGISKEN USLU SOBOLEV UZAYLARINDA PARABOLIK TiPTEN
DENKLEMLERIN COZUMLERININ ANALIZI

BUTAKIN, Giilistan
Doktora, Matematik Bélimi
Danisman: Prof. Dr. Erhan PISKIN
Mart 2025, 111 sayfa

Bu tez, degisken tslii Sobolev uzaylarinda parabolik tipli denklemlerin ¢éziimlerinin analizi
iizerine odaklanmaktadir. Degisken iislii kismi diferansiyel denklemler, sabit islii diferansiyel
denklemlere kiyasla fiziksel olaylarin modellenmesinde daha gelismis bir yaklagim sunar. Bu
nedenle, degisken iisse sahip parabolik denklemleri matematiksel olarak modellemeye yonelik
son zamanlarda énemli bir ilgi ortaya ¢ikmustir. Ornegin, elektro-reolojik sivilarmn davranigin
modellemek, bir elektrik alanina kars1 sivinin viskozitesinin nasil tepki verdigini anlamaya
yardimc1 olur. Benzer sekilde, sicaklia bagli viskoziteye sahip sivilarin modellenmesi, bilim
ve mithendislik uygulamalar1 i¢in oldukg¢a 6nemlidir. G6zenekli ortamda filtrasyon siireglerini
incelemek, yeralti suyu hareketini, kirlilik tagimimini ve petrokimyasal iiretim siireglerini
anlamaya katkida bulunur. Degisken iisse sahip denklemler, goriintii isleme alaninda da
onemli bir etki yaratmis olup, daha verimli goriintii iyilestirme tekniklerini miimkiin kilmigtir.
Evoliisyon denklemler, bir sistemin zaman i¢inde nasil degistigini tanimlar ve fizik, biyoloji,
kimya ve ekonomi gibi ¢esitli bilimsel disiplinlerde yaygin olarak kullanilir. Tezin ilk
bolimiinde, degisken tislii parabolik tipten evoliisyon denklemlerinin tarihsel gelisimi ve
uygulamali bilimlerdeki 6nemi ele almmustir. ikinci béliimde, degisken iislii Sobolev
uzaylarinda parabolik denklemler {izerine yapilan oOnceki c¢aligmalarin literatlir taramasi
sunulmustur. Ugiincii béliimde, tez boyunca kullanilacak temel tanimlar, lemmalar, teoremler
ve esitsizlikler verilmistir. Dordiincii bolimde, degisken tislii m(x)-biharmonik denklemlerin
¢oziimlerinin varlig1 ve patlamasi ele alinmistir. Besinci boliimde ise, degisken tislii parabolik
tipten Kirchhoff denkleminin ¢6ziimlerinin varlig1 ve azalmasi incelenmistir. Altinct béliimde,
degisken uslii dogrusal olmayan logaritmik kaynak terimli bir parabolik denklemin
¢oziimlerinin varhigi ve patlamasi gosterilmistir. Son olarak yedinci béliimde, logaritmik
kaynak terimli viskoelastik m(x)-biharmonik denklemlerin ¢6ziimlerinin varlig1 ve patlamasi
ele alinmigtir. Sonug bdliimiinde ise, yapilan analizlerin genel bir degerlendirmesi yapilarak,
elde edilen bulgularin literatiire katkilar1 ve gelecekteki arastirmalar i¢in potansiyel ¢alisma
alanlar1 tartisilmastir.

Anahtar Kelimeler: Degisken iis, Degisken islii Sobolev uzayi, Degisken {slii
Lebesgue uzayi, Kirchhoff tipli denklem, Parabolik tipli denklem, Global varlik,
Enerji azalmasi, Patlama, Viskoelastik terim, Logaritmik kaynak terim.



ABSTRACT

ANALYSIS OF SOLUTIONS FOR PARABOLIC TYPE EQUATIONS IN
VARIABLE EXPONENT SOBOLEV SPACES

BUTAKIN, Giilistan
PhD in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Erhan PISKIN
March 2025, 111 pages

This thesis focuses on the analysis of solutions equations of parabolic type in Sobolev spaces
with variable exponents. Partial differential equations with variable exponents offer a more
advanced approach to modelling physical phenomena compared to equations with fixed
exponents. For this reason, there has recently been considerable interest in mathematically
modelling parabolic equations with variable exponents. For example, modelling the behavior
of electro-rheological fluids helps to understand how the viscosity of the fluid responds to an
electric field. Similarly, modelling liquids with temperature-dependent viscosity is very
important for science and engineering applications. Studying filtration processes in porous
media contributes to understanding groundwater movement, pollution transport and
petrochemical production processes. Variable exponent equations have also had a significant
impact on image processing, enabling more efficient image enhancement techniques.
Evolution equations describe how a system changes over time and are widely used in various
scientific disciplines such as physics, biology, chemistry and economics. In the first part of the
thesis, the historical development of the evolution equations of parabolic type with variable
exponent and their importance in applied sciences are discussed. In the second chapter, a
literature review of previous works on parabolic equations in Sobolev spaces with variable
exponents is presented. In the third chapter, the basic definitions, lemmas, theorems and
inequalities that will be used throughout the thesis are detailed. In the fourth chapter, existence
and blow-up of solutions of m(x)-biharmonic equations with variable exponent are discussed.
In the fifth section, existence and decay of solutions of Kirchhoff equations of parabolic type
with variable exponent are analyzed. In the sixth section, existence and blow-up of solutions
of a parabolic equation with a nonlinear logarithmic source term with variable exponent are
shown. Finally, in the seventh section, the existence and blow-up of solutions of viscoelastic
m(x)-biharmonic equations with a logarithmic source term are discussed. In the conclusion,
an overview of the analyses is given and the contributions of the findings to the literature and
potential areas for future research are discussed.

Keywords: Variable exponent, Sobolev space with variable exponent, Lebesgue space
with variable exponent, Kirchhoff type equation, Parabolic equation, Global existence,
Energy decay, Blow-up, Viscoelastic term, Logarithmic source term.



1. GIRIS

Matematigin kokeni, insanin evreni ve ¢evresini nicel ozellikleriyle anlama yeteneginde
yatmaktadir. Bu yetenek, tarih boyunca insanlara giinliik ihtiya¢larin1 karsilamada ve
problemlerini ¢ozmede rehberlik etmistir. Matematigin giinliik yasamdan dogan ilk
ornekleri, Mezopotamya’da karsimiza ¢ikmaktadir. Matematik, bilimlerin evrensel
dilidir. Sayilar, semboller ve formiiller yardimiyla fizik, kimya, biyoloji ve miihendislik

gibi alanlarin temelini olusturur (Baki, 2014).

Diferansiyel denklemler, 17. yiizyilda, Gottfried Wilhelm Leibniz, Bernoulli kardeglerin
(Johann ve Jakob) ve Isaac Newton’un oOnciiliik ettigi arastirmalar sayesinde matematik
alaninda 6nem kazanmistir. Diferansiyel denklemler, bahsi gecen bilim insanlarinin
analizlerinde gelistirdikleri yenilik¢i yaklagimlarin bir tiriinii olarak ortaya ¢ikmuisgtir.
Ayrica, gok cisimlerinin hareketlerinin incelenmesi ve bir nesnenin siirtlinme olmaksizin
P noktasindan () noktasina en kisa siirede ulasacagi brakistokron egrisi gibi me-
kanik problemlerin ¢oziimiinde de kullamlmigstir. Giinliik yasamda gozlemlenen te-
mel siireclerin ¢cogu, biiyiik ol¢iide diferansiyel denklemler temelinde agiklanabilir.
Son ii¢ yiizyildir, diferansiyel denklemler, cesitli bilimsel alanlardaki problemleri
tamimlamak ve ¢oziimlemek i¢in temel araclardan biri olmustur. Bu denklemlerin
cOziimlerini belirlemek amaciyla, analizin modern yontemlerinden yararlanilmasindan
niimerik yaklagimlarin gelistirilmesine kadar genis bir yelpazede ¢aligmalar yapilmustir.
Matematikgiler, bu kapsamda yogun bir sekilde caligsarak hem teorik hem de uygulamali
bircok teknik gelistirmistir. Diferansiyel denklemlerle ilgili problemler, matematikte
yeni alanlarin dogmasina zemin hazirlamistir. Ayrica, cebir, geometri, topoloji ve analiz
gibi farkli disiplinlerdeki ilerlemeler, diferansiyel denklemlere yonelik yeni perspektifler

kazandirarak matematigin ilerlemesine katki saglamistir (Kelley ve Peterson, 2010).

Bir fonksiyon ile onun sonlu mertebeden tiirevlerini iceren denklemler, diferansiyel
denklemler olarak adlandirilir. Eger denklemde yalnizca bir bagimli degiskenin, tek
bir bagimsiz degiskene gore tiirevleri bulunuyorsa, bu tiir denklemler adi diferansiyel
denklem olarak isimlendirilir. Kismi diferansiyel denklemler, bir bagimli degiskenin
birden fazla bagimsiz degiskene bagli tiirevlerini iceren denklemlerdir (Pigkin, 2016).

Uygulamali bilimlerde, ¢ogunlukla bir diferansiyel denklemin genel ¢oziimiinden zi-

yade, belirli ek kosullar1 karsilayan ¢oziimlerin bulunmasi amaclanir. Eger bu ek kosullar
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bagimli degisken ve tiirevleri i¢in yalnizca tek bir noktada tanimlanmigsa bu tiir prob-
lemler baslangi¢c-deger problemi olarak adlandirilir. Ancak, ek kosullar en az iki farkl
noktada tanimlanmigsa, bu durum sinir-deger problemi olarak ifade edilir. Sinir deger
problemleri sinirda verilen fonksiyonun durumuna gore ayrica siniflandirilir. Eger denk-
lemin sinirda aldig1 deger verilmigse Dirichlet sinir kosulu, sinirda fonsiyonun tiirevinin
aldig1 deger verilmis ise Neumann sinir kosulu, bunlarin toplami olarak verilmis ise
karisik (mixed) sinir kogulu ve bolgenin bir kistminda fonksiyonun aldig1 degerler diger
bir kisminda ise fonksiyonun tiirevinin aldig1 deger verilmis ise Robin sinir kosulu olur.
Bir kismi tiirevli denklemin genel ¢oziimii, denklemi saglayan ve mertebesi kadar siirekli
tiirevlenebilir olan, icerisinde keyfi fonksiyonlar barindiran fonksiyonlar kiimesi olarak
tanimlanir. Denklemi saglayan fakat keyfi sabit, fonksiyon ve parametre icermeyen

coziimlere 6zel ¢oziim denir.

Bir problemin iyi konulmus (well posed) problem olarak kabul edilmesi i¢in asagidaki
kosullar1 saglamasi gerekir:

* En az bir ¢6zlimiiniin mevcut olmasi (varlik),

* Bu ¢oziimiin tek olmasi (teklik),

* Coziimiin, problemdeki baglangic ve sinir kosullarina siirekli olarak bagli olmasi yani
baslangi¢ verilerinde olan kiiciik degisiklik ¢oziimde de kiiciik degisiklik meydana
getirmesi (kararlilik).

Eger bu sartlardan bir tanesi bile saglanmiyorsa kotii konulmus (ill posed) problem

denir. Bu sartlara Hadamard sartlar1 denir (Pigkin, 2018).

Kismi diferansiyel denklemlerde bagimsiz degiskenlerden biri zaman (¢) olan denk-
lemlere evoliisyon denklemler denir. Evoliisyon denklemler zamanla degisen fiziksel
sistemleri modellemek i¢in kullanilan diferansiyel denklemler sinifidir. Bu tiir denk-
lemler, bir baglangi¢ kosulundan hareketle sistemin zaman i¢indeki davranisini belirler.
Bu denklemler, matematigin yam sira fizik, mekanik ve malzeme bilimi gibi diger
disiplinlerde de biiyiik 6nem tasir. Dogrusal olmayan evoliisyon denklemlerinin teorik
calismalardaki zorlugu ve karmagikligr matematik¢ilerin dikkatini ¢ekmisgtir. Teorik
calismalarda sorulan ilk soru, baslangic verilerine sahip evoliisyon denklemin lokal
bir ¢oziimiiniin olup olmadigidir. 1960 lardan itibaren ¢oziimlerin global varliina dik-

kat ¢ekilmistir. Yani zaman igerisinde lokal bir ¢6ziim, global ¢6ziime genisletilmistir
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(Zheng, 2007).

Evoliisyon denklemleri farkl: tiirlerde siniflandirilabilir: parabolik ve hiperbolik denk-
lemler. Ornegin, parabolik denklemler 1s1 yayilimi gibi siirecleri, hiperbolik denklemler

dalga hareketleri gibi olaylar1 modellemek i¢in kullanilir.

Parabolik denklemler, ¢esitli fen ve miihendislik uygulamalarinda dnemli bir rol oynar.
Bazi temel kullanim alanlar1 sunlardir:

1) Is1 Transferi: Katt maddeler i¢inde sicakligin zamanla nasil dagildigini analiz etmek
icin kullanilr.

2) Madde Yayilimi: Gazlarin, sivilarin veya kimyasal bilesenlerin farkli ortamlar icinde
nasil yayildigin1 modellemek amaciyla uygulanir.

3) Finansal Modelleme: Finansal varliklarin gelecekteki degerlerini tahmin etmek i¢in
kullanilir. Bu tiir modeller, belirsizlik ve rastgele degisimler iceren piyasa kosullarini
analiz ederek opsiyon fiyatlarinin hesaplanmasina katki saglar

4) Goriintii Isleme: Dijital gorsellerin kalitesini artirmak amaciyla cesitli matematiksel
teknikler kullanilir.

Parabolik denklemler, fizikteki bir¢ok olgu, reaksiyon-difiizyon, niifus dinamigi siirecleri

ve 1s1 transferi ile ilgili problemlere yol acar (Jiang vd., 2004).



1.1 Is1 Denkleminin Elde Edilisi

Uclar sabit sicaklikta tutulan L uzunlugundaki bir tel cubukta 1sinin yayilmasi prob-
lemini ele alalim. Bu ¢ubugun baslangic noktas1 x = 0 ve bitis noktas1 x = L olacak
sekilde x ekseni boyunca verilsin ve cubugun herhangi bir ¢ aninda x noktasindaki
sicaklif1 z = z (z,t) olsun. Ayrica ¢ubugun yanal yiizeyi 1s1 gecirmeyecek sekilde
yalitilmis olsun. Yani sicaklik x ekseni yoniinde hareket etsin.

Bu ¢ubugun A (z,0) ve B (z + Az, 0) noktalar1 arasindaki kesitini alalim. Bu durumda
t aninda A noktasindaki sicaklik z (z,t), B noktasindaki sicaklik z (x + Az, t) olur.

MATORAN

Asagidaki fiziksel prensipleri hatirlatalim:

1) Birim zamanda birim alandan gecen 1s1 akimi1

0z
q= —k’%

tir. Burada k oranti sabiti materyalin termal gecirgenligidir. Burada termal gecirgenlik
noktadan noktaya gore degisebilir. Yani k£ = k () degisken veya sabit (k) olabilir. g—fc
ise sicakligin gradiyentidir.

ii) ¢ materyalin 6z 1s1s1 olmak tizere, m kiitleli bir nesnenin sicakligim1 Az kadar

arttirmak i¢in gerekli 1s1 miktari
cmAz

dir.
1i1) Is1 akimi, yiiksek sicakliktan diisiik sicakliga dogru ilerler (Piskin, 2021).



1.2 Degisken Uslii Sobolev Uzaylarmn Tarihgesi
Degisken iislii Lebesgue uzaylar (L) (Q2)) literatiirde ilk kez Orlicz tarafindan 1931 de
calisildi. Degisken iislii uzaylarimin arastirilmasindaki biiyiik adim, 1990 larin baginda,

Kovacik ve Rékosnik (1991) tarafindan yapilan calismadir.

Degisken iislii Lebesgue uzaylari, klasik Lebesgue uzaylariyla pek ¢ok ortak ozellik
tasimakla birlikte, baz1 6nemli 6zellikler bakimindan farkliliklar gosterir. Ornegin,
otelemelerin degismemesi ve Otelemelerin siirekliligi gibi Ozellikler, sabit iisli L
uzayinda saglanirken degisken iislii LP(") uzaylarinda bu 6zellikler saglanmaz (Kovacik
ve Rékosnik, 1991; Samko, 1998). Buna ek olarak, (Diening, 2004) calismasinda, sinirl
bolge iizerinde tanimli LP*) uzayinda maksimal operatoriin sinirli oldugu gosterilmistir.
Bu ¢alismanin ardindan, bu tiir uzaylara olan ilgi artmis ve bugiine kadar bir¢ok farkl
konuda yayinlar yapilmigstir. 1800 lii yillarda, bilim diinyasinda énemli sorunlardan biri
olan Laplace denklemleri ve eliptik diferansiyel denklemler i¢in sinir-deger problem-
leri lizerine yapilan calismalar, Sobolev’in 1938 yilinda gelistirdigi teoriyle ¢oziime
kavusturulmus ve Sobolev uzayi tanimlanmistir (Sobolev, 1938).

Son yillarda, degisken {islii fonksiyon uzaylari teorisi, akigkanlar dinamigi, varyas-
yonel hesap, elastik mekanik ve bazi 6zel diferansiyel denklemlerle ilgili problemler
tizerinde yogunlasilmigtir. Elektroreolojik sivilar, uygulanan elektrik alanla birlikte
katilagabilen, bu alan kaldirildiinda ise kisa siirede tekrar sivi duruma donebilen ve bu

doniistimii defalarca gerceklestirebilen 6zel akiskanlardir (Yilmaz, 2003).

Elektroreolojik akiskanlar(EA) iizerine yapilan ilk 6nemli ¢aligmalar, Winslow’nun
1949 yilinda gerceklestirdigi aragtirmalarda yer almaktadir. Rtzicka ise 2000 yilinda,
degisken biiyiime oranli katsayilar1 iceren dogrusal olmayan sistemlerle ilgili matematik-
sel model iizerinde calismistir. EA, robot bilimi ve uzay teknolojilerinde kullanilmakta
olup, deneysel arastirmalar NASA laboratuvarlarinda gergeklestirilmektedir. EA nin
kumaglara uygulanmasi, kumaslarin dayanikliliini hizla artirma 6zelligiyle giiniimiizde

daha hafif kursun gecirmez yeleklerin iiretimi i¢cin umut vaat etmektedir.

Sabit iisle karsilagtirildiginda, degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylar teorisi,
zorluklar icermesine ragmen pek cok avantaj sunmaktadir. Ornegin, EA lar belirli

bir manyetik alana maruz kaldiginda, bu akigkanlarin parcaciklar1 hareket ederken



belirli oranlarda kiitle kaybederler. Sabit bir p kuvveti varsayildiginda, farkli nokta-
lar arasindaki kiitle kaybinin esit oldugunu kabul etmek gerekir. Ancak bu durumda
farkl: kiitle kayiplar1 hesaba katilamaz, bu da fiziksel, mekanik ve miihendislikle ilgili
EA problemlerinin giivenilirligini etkileyebilir. Bu sorunu ¢6zmek icin, p nin sabit
olmasindansa, p(x) gibi 6l¢iilebilir bir pozitif reel fonksiyon kullanilarak farkli kiitle
kayiplarinin hesaplanmas1 miimkiin hale gelir. Sonu¢ olarak, EA dan kaynaklanan
standart olmayan biiylime kosullarina sahip dogrusal olmayan eliptik denklemler, ancak
degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinda etkili bir sekilde ele alinabilir (Unal,
2019).

Dogrusal olmayan degisken iislii denklemler son zamanlarda hiperbolik, parabolik
ve eliptik denklemlerin incelenmesine biiyiik 6nem verilmistir. Bu, standart olmayan
biiyiime kosullarina sahip denklemler olarak adlandirilir (Messaoudi ve Talahmeh,
2017).

Degisken iis iceren problemler, fen ve miihendislik gibi bircok alanda ortaya ¢ikmaktadir.
Ornegin; elastite teorisi, gozenekli ortamlarda akis, elektroreolojik akiskanlar ve goriintii

islemede goriiliir (Chen vd., 2006; Diening vd., 2011; Rtzicka, 2000; Piskin, 2025).



2. ONCEKI CALISMALAR

Bu tezin orjinal kismin1 dort, bes, alt1 ve yedinci boliimler olusturmaktadir. Tezin esas
amaci:

Dérdiincii boliimde yer alan
a— DAz + A 2+ A%z = |22, (2.1

degisken iislii m (x)-biharmonik parabolik denkleminin ¢6ziimlerinin global varligini

ve patlamasini (Butakin ve Pigkin, 2024a), besinci boliimde yer alan
(1 + yzv’@)—?) 5= M (|Va]?) Az + A2z = 21072, 2.2)

Kirchhoff tipli parabolik denklemin ¢oziimlerinin global varligin1 ve enerji azalmasim

(Piskin ve Butakin, 2023a), altinc1 boliimde yer alan
z+ ALz + A%z = |2[P®)72 2 1n |2 (2.3)

degisken iislii dogrusal olmayan logaritmik kaynak terimli m(z)-biharmonik parabolik
denkleminin ¢oziimlerinin global varlifin ve patlamasini (Butakin, Pigkin ve Celik,

2024) ve yedinci boliimde yer alan
t
z+ A%z + Afn(x)z - /g (t — k) A2zdk = |2[" % z1n 2] (2.4)
0

dogrusal olmayan logaritmik kaynak terimli viskoelastik denkleminin ¢6ziimlerinin

varligin ve patlamasini (Butakin ve Pigkin, 2024b) ¢aligmaktir.

Simdi degisken iislii parabolik denklemler ile ilgili daha 6nce yapilmis caligmalari
verelim:

Wu vd., 2013 yilinda degisken iislii parabolik tipten
2 — Az = 1@

denkleminin ¢oziimlerin patlamasini ¢alistilar. Daha sonra bircok yazar, ayni proble-
min farkli kosullar altindaki ¢oziimlerinin patlamasim elde ettiler (Baghaei vd., 2014;

Khelghati ve Baghaei, 2015; Wang ve He, 2013).

Han 2018 yilinda dordiincii mertebeden parabolik tipten

2+ A%z —Vf(Vz) = h(x,t,2)



denkleminin ¢oziimlerinin global varligini ve patlamasini ¢caligmugtir.

Qu vd., 2018 yilinda dérdiincii mertebeden parabolik tipten

2+ A2z = P

denkleminin ¢oziimlerinin asimptotik davranigini incelemislerdir.

Zhu vd., 2020 yilinda degisken iislii

2 — Dpyz — Az = |z|m(£)_2 z

denklemin ¢oziimlerinin global varlik ve patlama sonuglari elde ettiler.
Chuong vd., 2022 yilinda degisken iislii Cahn-Hilliard

2 — Dz + A%z = 2|72 2

denkleminin ¢oziimlerinin global varli§ini, patlamasimi ve kararhiligini incelemislerdir.
Khaldi vd., 2022 yilinda degisken iislii Kirchhoff tipli

a4 |22 - M (||Vz||2) Az =|z"®72,

denklemin ¢oziimlerinin global varlig1 ve kararlilig: iizerine ¢calismiglardir.
Liu ve Li 2023 yilinda degisken iislii p(x)-Laplasyan

2 — Az — div <|Vz|p(‘/’3)_2 Vz) + A%z = |10

denkleminin ¢6ziimlerinin patlamasi ve global varligin calistilar.

Di vd., 2023 yilinda degisken iislii p(x)-Laplasyan

Z4 w2z g, — Apayz — Dz =b 2772 4

denkleminin ¢6ziimlerinin sonlu zamanda patlamasin ve iistel biiylimesini ¢aligtilar.
Pan vd., 2023 yilinda degisken tislii logaritmik kaynak terimli p(x)-Laplasyan
2 — div (|Vz\p(‘r)72 Vz) — Az = [2|"® 2 21 |7

8



denkleminin global varlik ve patlamasini ¢aligtilar.

Piskin ve Butakin 2023 yilinda degisken iislii p (x)-biharmonik parabolik tipten
2+ Af)(x)z + A%z, = [2|1®72,
denkleminin ¢oziimlerinin patlamasini calistilar.

Chuong vd., 2024 yilinda degisken iislii p(x)-Laplasyan

|Z|Q(x)—2

2 — Dpayz — Az = z

denkleminin azalmasi ve patlamasini ¢alistilar daha sonra global ¢oziimiiniin asimptotik

davranigini da elde ettiler.

Butakin ve Pigkin 2024 yilinda degisken iislii dordiincii mertebeden
2 — Az + A%z + A%z, = 1)

denkleminin ¢oziimlerinin sonlu zamanda patlamasini ¢alistilar. Daha sonra patlama

zamani i¢in bir st sinir elde ettiler.

Butakin ve Pigkin 2025 yilinda degisken iislii g (x)-triharmonik parabolik tipten

(1 +a |z|p(x)_2> 2 — Az =0 B

denkleminin ¢6ziimlerin patlamasini ¢calistilar. Daha sonra ayni problemin iistel biiylime-
sini elde ettiler.

Butakin ve Pigkin 2025 yilinda degisken iislii m (z)-biharmonik parabolik tipten

a4+ Az + AL 2= |2[P)72 2 1n |2|

denkleminin ¢oziimlerinin varlifini ve patlamasini calistilar.

Butakin ve Pigkin 2025 yilinda degisken iislii m-biharmonik parabolik tipten
t
z+ A%z — /k: (t —s)A2 2 (z,5)ds = |2[" 72 2
0
denkleminin ¢oziimlerinin varligini ve patlamasini ¢alistilar.



2.1 Kirchhoff Terimli Denklem

Kirchhoff modeli, mekanik, elastik teori ve matematiksel fizigin farkli alanlarindaki
pek cok uygulamada onemli bir yere sahiptir (Ames, 1965). Bu model, gerilime maruz
kalmaisg bir ipin enine salinimlarini, lokal veya lokal olmayan biikiilme sertligini goz
oniinde bulundurarak tanimlamak i¢in siklikla incelenmistir. Bu baglamda, Kirchhoff
modeli iizerine yapilan arastirmalar genis bir literatiire sahiptir (Woinowsky ve Krieger,
1950).

Kirchhoff Denkleminin Gelistirilmesi: 1883 te Gustav Robert Kirchhoff, D’ Alembert’in
dalga denklemini genellestirerek salinimlarin neden oldugu degisimleri de dikkate alan
bir yaklasim ortaya koymustur. Ozellikle elastik gerilime sahip bir ipin salinimlarini
betimlemek i¢in tasarladigi bu denklem, kismi diferansiyel denklemler sinifina girer ve
genel formu asagidaki gibidir:

E L

Burada 0 < z < L, t > 0 dir. Bu durumda z = z (z,t) dikey yer degistirmeyi, p
kiitle yogunlugunu, h kesit alanini, £/ Young modiiliinii, L uzunlugu ve p, baslangigtaki
eksensel gerilimi ifade eder.

Dogrusal damping ve dis kuvvet iceren model ise su sekilde verilmistir:

Eh

L
phztt + 5215 — {po + E . |Zx‘2d$} Py = f

burada ¢ diren¢ modiilii, f ise dis kuvveti gostermektedir.

2.2 Biharmonik Terimli Denklem
m—biharmonik iceren diferansiyel denklemler fizigin bir¢ok dalinda ortaya ¢cikmaktadir.
Ornegin; pseudoplastik Newtonyen olmayan akiskanlar teorisi, faz doniisiimii, arac

veya yaya gegisi sirasinda kopriilerde meydana gelen titresim dalgalari gibi alanlarda

kullanilir (Lazer ve McKenna, 1990; Nachman ve Callegari, 1980; Ortiz vd., 1999).

10



2.3 Logaritmik Kaynak Terimli Denklem

Logaritmik terime sahip denklemler iizerine yapilan caligmalar, literatiirde 6nemli bir yer
tutmaktadir. Bu calismalar, (Bialynicki-Birula ve Mycielski, 1975) nin kuantum teorisi
baglaminda mikro 6l¢ekten makro dlgege gecisi aciklamaya yonelik yaklagimlariyla
baglamistir. Bu baglamda, logaritmik terim iceren dogrusal olmayan Schrédinger denk-
leminin atom fizigine uygulanabilirligi glindeme getirilmistir. Logaritmik terime sahip
bu tiir dogrusal olmayan Schrodinger denklemlerinin, Gauss fonksiyon formunda soliton
benzeri kararli ¢oziimler liretebildigi gosterilmisgtir.

Bu bulgular, logaritmik kaynak terimine sahip denklemlerin optik, siipersimetrik alan
teorileri, kuantum mekanigi ve niikleer fizik gibi fiziksel disiplinlerde genis bir uygu-
lama alan1 bulmasina yol agmustir (Bialynicki-Birula ve Mycielski, 1975; Cazenave ve

Haraux, 1980; Gorka, 2009).

2.4 Viskoelastik Terimli Denklem

Viskoelastik terim iceren denklemler tamamen elastik bir malzeme, mekanik enerjiyi
dagilmadan depolama kapasitesine sahiptir. Tam elastik bir malzemenin zitti, viskoz bir
malzemedir. Viskoz malzemelerle ilgili onemli olan unsur, kuvvet kaldirildiginda eski
sekline donmezler. Bu iki teorinin kapsami disinda kalan malzemeler, onlar1 deforme
etmek i¢in yapilan calismalarin tamami olmasa da bir kisminin geri kazanilabilecegi
malzemeler olacaktir. Bu tiir malzemeler, mekanik enerjiyi depolama ve dagitma kapa-
sitesine sahiptir. Bunlar viskoelastik malzemelerdir. Viskoelastik malzemelerin dinamik
ozellikleri, doga bilimlerindeki bir¢cok uygulamada ortaya ¢iktiklari i¢in biiyiik oneme
sahiptirler. Son yillarda, pek ¢ok aragtirmaci, uzun bir siiredir bu maddelere dikkat

cekmis ve cok ilerleme kaydetmislerdir (Guo vd., 2015).

Basit bir ornek

t
2y — Az — /h(t —5)Az(s)ds =0

0
viskoelastik denklemidir. Denklemdeki ¢ekirdek (memory) fonksiyonu, herhangi bir ¢
anindaki gerilimin, malzemenin O dan ¢ ye kadar, maruz kaldig1 gerinimlerin ge¢gmisine

bagl oldugunu ifade eder.
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3. ON BILGILER

Bu boliimde, temel fonksiyonel analiz kavramlarini ifade edecegiz. Daha sonra, degisken
uislii Lebesgue ve Sobolev uzaylar1 ve bunlarla iligkili 6nemli esitsizlikler, teoremler
verilecektir. Son olarak ¢oziimlerin varligi, ¢oziimlerin azalmasi ve ¢oziimlerin patla-
mast ile ilgili lemmaya deginecegiz (Adams ve Fournier, 2003; Brezis, 2011; Piskin,
2013; Pigkin, 2017; Piskin, 2018; Fan ve Zhao, 2001; Diening vd., 2011; Kesavan, 1989;
Evans, 1998).

3.1 Yakinsakhk
Tanmm 3.1.1 Bir (a,,) dizisi, (P, ||-||) normlu bir uzayda tanimli olsun. Her ¢ > 0 da

JN. € N bulunabiliyor ve tiim Vn,m > N. durumunda
lan — am|| < e
saglaniyorsa, bu diziye Cauchy dizisi denir.

Tanm 3.1.2 Bir (a,,) dizisi, (P, ||-||) normlu bir uzayda tanimli olsun. Eger bir a € P

elemant icin
lim ||a, —al| =0
n—oo

sart1 saglaniyorsa, bu diziye yakinsak dizi denir. Bu durum, a,, — a bi¢ciminde ifade

edilir.

Tanim 3.1.3 Bir normlu uzay P ele alinsin. Eger P icindeki her Cauchy dizisi, P nin
bir elemanina yakinsiyorsa, bu tiir uzaylara tam uzay denir. Ayrica, bir normlu uzay

(P, ||-]|) tam bir uzay oldugunda Banach uzay adi da verilir.

Tanim 3.1.4 P vektor uzayidir. Bu uzay iizerinde tanimli ||-||, ve ||-||, olmak tizere iki
farkli norm bulunsun. Eger KX > 0 ve L > 0 olmak lizere pozitif sabitler ve her a € P

icin
K lally < lally < Lall,
esitsizligi gecerliyse, bu iki norma denk normlar denir.
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Tamm 3.1.5 I¢ carpim uzayinda, eger her Cauchy dizisi bu uzaym bir elemanina

yakinsiyorsa, bu tiir uzaylar Hilbert uzay1 olarak adlandirilir.

Tanmim 3.1.6 P normlu uzaydir. P uzayindaki tiim sinirh lineer fonksiyonellerin kiimesi,

P nin dual uzay1 olarak adlandirilir. Bu uzay P’ veya P* ile gosterilir ve

Wl = sup 0

acPaz0 [lalp

< 00

normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 3.1.7 Bir P normlu uzayinda (a,) dizisi verilsin. Eger a € P i¢in

lim fla, —afp =0

esitligi saglaniyorsa (a,,) dizisine giiclii yakinsak dizi adi verilir. Bu yakinsama a,, — a
ifade edilir.

Tanim 3.1.8 Bir P normlu uzayinda (a,,) dizisi verilsin. Eger

lim f (an) = f(a), Vfe P

n—oo

esitligi saglamyorsa ve @ € P ise, bu diziye zayif yakinsak dizi denir. Bu tiir bir

4
yakinsama, a,, — a ya da a,, — a dir.

Tanmm 3.1.9
(a) P normlu uzayinda ( f,,) dizisi sinirh lineer fonksiyonellerden olugsun. Eger f € P’

icin
Ifo = fIl =0

esitligi saglaniyorsa, ( f,,) dizisine gii¢lii yakinsak dizi denir ve bu durum f,, — f ile
ifade edilir.

(b) Her a € P i¢in

fu(x) = [ (x)

sartin1 saglayan bir f € P’ varsa, bu diziye zayif* yakinsak dizi denir ve bu durum

£, = f olarak gosterilir.
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3.2 Lebesgue uzayi (LP((2))
Tamm 3.2.1 Q C RY bir bolge olsun ve 1 < p < oo durumu goz 6niine alalim. Eger )

tizerinde tanimli bir olciilebilir z fonksiyonu
/|z(x)|p dr < oo
Q

sartin1 sagliyorsa, bu tiir fonksiyonlarin kiimesi L? (£2) uzayini olusturur. Bu uzay bir

vektor uzayidir. 1 < p < oo i¢in, LP (§2) uzayinda tanimli norm, su sekilde ifade edilir:

#liny = | [ 12 @) d
Q

Bu norm altinda L” (2) uzay1 bir Banach uzayidir.
Ornek. Q = (0,1) ve z (z) = 22 ise 121l L2y =7

Coziim.

N

el = | [ 12 @) o

Ornek. Q = (2,4) ve z (z) = 2% ise 12010y =7

Coziim.

<l = | [ 12 (@)l da

Q
4
= / |2%| dx
2
12

=<m)

Ornek. Q = (1,3) ve z (z) = 2" ise 121l 1y =7

Tanim 3.2.2 A ve B normlu uzaylari ele alalim. Asagidaki kosullar saglaniyorsa

1) A uzayinin tiim elemanlar1 B uzayinda da yer aliyorsa (A C B) ve
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2) A uzayindaki her z € A icin, z bagimsiz bir ¢ sabitiyle su esitsizligi sagliyorsa:

Izl < cll=].4

o zaman A uzay1 B uzayma gomiiliir ve A — B ile gosterilir.

3.3 Sobolev Uzay1 (W™ (Q2))
Tamm 3.3.1 Q C RY, m pozitif tam say1 ise 1 < p < oo igin

WmP(Q) ={z¢€ LP(Q): D2 € LP(Q), 0 < |a| < m}

bu sekilde tanimlanan uzaya Sobolev uzay1 adi verilir.

1 < p < oo durumunda norm,

S =

lellymoiy = | 32 10200

0<|ar|<m

ve p = oo durumunda ise norm,
12l wmee (@) = max [[D2]| oo g

0<|a|<m

seklinde tanimlanir. Bu normlarla birlikte 177 (£2) uzay1 bir Banach uzay:dir.

Ayrica, herhangi bir m pozitif tam sayisi i¢in asagidaki gomiilmeler gecerlidir:
WP () < W™P (Q) — LP ().

Ornek. Q = (0, 2) olsun.

z(z)==x

fonksiyonu i¢in ||z{[y;1.2(q) normunu hesaplayimiz.

Coziim.

. / [ + / 20 d

16\/_
15

2
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3.4 Baz1 Temel Esitlik, Esitsizlik ve Teoremler
Lemma 34.1Egerz € [P (Q),v € L1(Q),p>1ve 110 + é = lise, zv € L' (Q2) olur

ve su esitsizlikler gecerlidir:

||ZU||L1(Q) < ||ZHLP(Q) HUHLq(Q)

bu esitsizlige Holder esitsizligi denir.
Lemma 34.2c > 0,a,0 € R, p > 1 ve % + % = 1 sartlan altinda, su esitsizlikler
gecerlidir:
lab| < @ + W
p q
veya

lab| < ea? + C () b?

bu esitsizlige Young esitsizligi denir.

Lemma3430 < A < 1vel < g <p< sigin% = %—k lj‘ olmak tizere

z€ L1(Q)N L (Q)ise z € LP () uzaymin elamani olur ve bu da

1-X
L*()

||z||LP(Q) < ||Z||2q(§z) 2]
seklinde saglanabilir ve bu esitsizlige Interpolasyon esitsizligi denir.
Lemma 3.4.4 Eger a,b € R ve ¢ > 0 ise, asagidaki esitsizlik saglanir:
] < S laf* + o

bu esitsizlige Cauchy esitsizligi denir.

Lemma 3.4.5

1)Eger £ (t),hhh 0 <t < T ve C},Cy > 0 sabitleriyle

f(t)gCl/g(s)ds—i-Cz

negatif olmayan ve [0, 7’| araliginda toplanabilir olan, integral esitsizligini saglayan bir

fonksiyon olsun. Bu baglamda

£(t) < Co (1+ Cite™).
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2) Bir diger durumda

§<t>s01/§<s>ds

icin & (t) = 0 olur. Bu esitsizlige Gronwall esitsizligi denir.

Lemma 3.4.6 Eger z € C? () N C" () ise, asagidaki esitsizlik gegerlidir:

/vAzd:C = /v%ds — /Vszd:c.
on
Q

Q o0N

n, disa dogru yonelmis bir birim vektordiir ve, % ifadesi n ile Vz nin skaler carpimi

olarak tanimlanir. Bu esitsizlige Green 6zdesligi denir.

Lemma 3.4.7 (Irkil, 2021) Eger v bir pozitif tam say1 ve V « € [1, 00) i¢in
o?lna < (ev) ' Y
dir.
Ispat: Her z € R icin
22 23
ezzl—l—z+§+§+...
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
1+2z<¢?
olur. Bu durumda z = v In o — 1 doniisiimii esitsizlikte yerine koyarak

Ina <o’ (ev)”!

bulunur.

Lemma 3.4.7 e gore o € [1, 00) igin
allna < (ev)*1 v

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir.
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Teorem 3.4.8 (X, d) metrik uzay1 tam ise, 7" bir daralma doniistimii olup ve 7" fonk-
siyonunun yalnizca bir sabit noktasi bulunur. Bu ifadeye Banach sabit nokta teoremi

denir.

Lemma 3.4.9 Bos olmayan kismi siral1 bir kiime i¢inde yer alan her zincirin, Bir kiime
tizerinde iist sinir mevcutsa, o kismi sirali kiime en az bir maksimal eleman icerir. Bu

ifadeye Zorn lemmasi denir.

Teorem 3410 N >2 1 <p< Nveq= NN—_"; <§ = % — %) olsun. Bu durumda
WP (RY) — L (RY)

dir ve Vz € Cg° (RY) igin

121l < clV=I,

oyle bir sabit ¢ = ¢ (N, p) > 0 bulunur. Bu esitsizlige Sobolev Gagliardo-Nirenberg

esitsizligi denir.
3.5 Degisken Uslii Uzaylar Temel kavramlar

Tanim 3.5.1 ¢ (+) s fonksiyonunun eslenegi ¢’ (-) seklinde gosterilir. z € ) olmak

lizere

yazilabilir.

Tamm 3.5.2 () C R, kiimesi iizerinde taniml1 r : {2 — R fonksiyonu verilsin. Va,y € )
ve lr —y| < % kosulu altinda, eger asagidaki esitsizlik saglaniyorsa

Co

r(z) —r ()| <

~ —Infz —y
eger r (-) fonksiyonuna iligkin bir ¢y sabiti mevcutsa, bu fonksiyon lokal log-Holder

stirekliligine sahiptir ver (-) € LH, (Q2) ile gosterilir.
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Eger Vx € Qicin
I (z) = 7o < iy ey P

eger r (-) fonksiyonuna iliskin c,, ve r, sabitleri mevcutsa, bu fonksiyon sonsuzda
log-Holder siirekliligine sahiptir ve r (-) € LH, () ile gosterilir.

eger r (-) fonksiyonu hem lokal log-Holder siirekliligine hem de sonsuzda log-Holder

stirekliligine sahipse, () € LH () ile belirtilir.

Tanim 3.5.3 (Degisken Uslii Lebesgue Uzay1) Q, RN de || > 0 olacak sekilde bir

bolge olsun. Bu durumda

pio ()= [ @ do - esssup (o)
NG AP

veya pt < oo ise (|| = 0 olacagindan)
o) () = [ @) d < o0
0

kosulunu saglayan 6l¢iilebilir z (x) fonksiyonlarinin olusturdugu sinifa degisken iislii Le-
besgue uzayi olarak adlandirilir ve L) (Q) veya L") (Q) seklinde gosterilir. Burada
Pp() (2) (veya p (z)) modiilar fonksiyoneli olarak adlandirilir.

Ornek. Q = (0,2) p(z) = L ve z (z) = 3°" i¢in z € LPV) () oldugunu gosteriniz.
Coziim. Verilen 2 bolgesinde p (z) = = fonksiyonu smirli oldugundan || = 0 dr.

Boylece

iy ()= [ 2@ da
Q
2

0/
3* 2
_m3£

8
=—F <00

In3

8=

2

37| dx

oldugundan » € LP0) (Q) dur.
Ornek. Q = (1,4) p(z) = L ve z (z) = sina” igin z € LP) (2) olduBunu gosteriniz.
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Tamm 3.5.4 (L") Uzaymim Normu) p* < oo ise degisken iislii Lebesgue uzayinda

norm
: z
12|, 2y = inf {)\ >0 pp() <X> < 1}

=inf )\>O:/

Q

seklinde tanimlanir. Bu norma Luxemburg normu denir. Burada p (.) = p (sabit) olursa

klasik Lebesgue uzayindaki norm elde edilir.

Lemma 3.5.5 (Poincaré esitsizligi) 0 C R de smirli bir bolge ve p () € LH ()

olsun. Bu durumda her z € W, () igin
Il < 7 1V 2]l
saglanir, burada r = r (N, p(-),[€]) > 0 dir.

Tamm 3.5.6 (L*") Uzaymnda Gémiilme) Q, RY sinirli bolge, 0 < [Q] < oo ve
p(-),q(-) € L= (Q)" dir.

Li0) s [P0

fonksiyonun gomiilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul, her z € Q i¢in p(-) > ¢(+)

gecerlidir. Bu durumda
12l < e+ 12 |21,
olacak sekilde ¢ > 0 sayis1 vardir.

Tamm 3.5.7 (Degisken Uslii Sobolev Uzay1) 2 C RY, m pozitif herhangi bir tamsay1

olmak iizere ve p (-), [1, oo] i¢in
WP (Q) ={z e 1PV (Q) : D*2 € L’V (Q),0 < |a| < m}
uzay1 Sobolev uzay1 olarak adlandirilir. Bu uzayin normu

lllmsoriy = 12lmpy = D 1Dy

0<|al<m
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ile gosterilir ve normu ile bir Banach uzayidir. Ayrica C$° () uzayinm W70 (Q)

uzayindaki kapamsgt W) (Q) dir. Acikca goriiliir ki
W(?)n,p(') (Q) — wmap() (Q) — PG (Q)

dir.

Lemma 3.5.8 (Aubin-Lions lemmasi) X, /, Y Banach uzaylar olsun. X,V ye
kompakt bir gomiilme ve V.Y ye siirekli bir gomiilme saglasin; ayrica 1 < r < oo ve
p = 1veyar = ooise p > 1 sartlar1 salansin.

ve K, L" (0,T; X) de smurli bir kiime

0K 0z

o halde L? (0,7;Y) de smrhi ise, K kiimesi L" (0,7’; V') uzayinda kompakttir (Aubin,
1963; Lions, 1969).
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Aubin-Lions Lemmasi

L" (0, T; V) uzaymdaki bir fonksiyon dizisinin kompaktligini belirlemek i¢in Aubin-
Lions lemmasi kullanilir. Ozellikle sonlu boyutlu uzaylarda yapilan evoliisyon denk-
lemlerde, Cauchy-Lipschitz ya da Carathéodory varlik teoremleri ile ¢coziimler elde
edilir. Bu ¢6ziim dizileri, sonlu boyutlu alt uzaylarla ilgili yakinsama icerir. Ardindan,
LP (0, T; X) uzayindaki simirlilik ve baglangi¢ kosullarinin uygulanmasiyla, zamana
gore tiirevlerin L (0, T'; Y') uzayinda sinirh oldugu goriiliir. Bu tiir kompaktlik, yakinsaklik
ve ¢oziim dizilerinin belirlenmesinde gereklidir. Sonug olarak, bu yaklagim evoliisyon

denklemlerin ¢6zlimiiniin varligini gosterir (Dubinskii, 1965).
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3.6 Coziimlerin Varhg ile Tlgili Bazi Lemmalar

Lemma 3.6.1 (Faedo-Galerkin Metodu) Faedo-Galerkin metodu, diferansiyel denk-
lemlerin ¢oziimlerinin varligim ispatlamak icin yaygin olarak kullanilan 6nemli bir
tekniktir. Bu yontemde, ¢oziimiin yaklagik bir formunu olusturmak i¢in sonlu boyutlu
bir alt uzay dizisi kullanilir.

Tanim Oncelikle, H ayrilabilir bir Hilbert uzay1 ve V, yogun bir alt uzay1 olsun. V' nin
sonlu boyutlu alt uzaylar1 V,, olmak tizere su kosullar saglanir:

1.V, C V, V, sonlu boyutludur.

2.n — ooiken V,, — V dir.

Bu durumda, Vz € V, igin bir {2, }, .+ dizisi bulunabilir:

n — oo iken z,, — z olur. Boylece, V,, uzayi, n. mertebeden bir Galerkin yaklagimi
olarak adlandirilir.

Faedo-Galerkin Metodunun Adimlart:

Ayrilabilir bir V' Hilbert uzayinda tanimh bir fonksiyon uzayinda, bir P probleminin
coziimlerinin varligini bulmak isteyelim. Bu P probleminin tek bir ¢6ziimii z olsun.
V nin bir V,, Galerkin yaklagimini sectikten sonra, sonlu boyutlu (V,,) uzayinda, tek
bir (z,) ¢ozlimiine sahip yaklagik bir P, problemini tanimlamamiz gerekir. Daha sonra
asagidaki adimlar1 uygulariz:

Adim 1 (Yaklasik problem tamimi): P, probleminin ¢oziimii z,, olsun.

Adim 2 (Coziimiin stmirhilig): z, nin diizgiin sinirlhi oldugunu gostermek icin z,
tizerinde kestirimler olustururuz.

Adim 3 (Zayif yakinsaklik): z, nin diizgiin sinirlt olmasindan dolayi, 2. adimdaki
kestirimleri iceren uzayin zayif topolojisinde, bir limite sahip, {2, }, .+ dizisinin bir
{2, },,en+ alt dizisini segmek miimkiindiir.

Elde edilen limit 2z olsun.

Adim 4 (Asil problemin ¢oziimii): P probleminin ¢dziimiiniin z oldugunu gosteririz.
Adim 5 (Giiclii yakinsaklik): Boylece, giiclii yakinsaklik sonuglarini elde ederiz.
Yaklasim siirecinin olusturulmasinin esas amaci, bir ¢ozlimiin varliginin elde edilmesini

saglamaktir, bu siireg z, (z,1) ya, (z,t) € Q x [0,7] i¢in

zp (x,t) = Z i (1) w;
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olacak sekilde w; tabanlarinin fonksiyonlarinin lineer bir kombinasyonu olarak yaklas-
maya tekabiil eder.

Diger bir ifadeyle, baslangicta yaklasik bir problem tanimlanir ve adi diferansiyel
denklemler teorisine dayanarak, sistemin ¢oziimiiniin varlig1 garanti altina alinir. Eger
sistemin dogrusal olmayan terimleri yeterince diizgiinse Zorn Lemmas1 yardimiyla
bu sistemin ¢dziimii, bir [0, ¢,,) arahginda genisletilebilir. Ardindan, belirli tahmin-
ler yapilarak ¢oziimiin ¢ > 0 i¢in gegerli olacak sekilde [0, t,,) disina genigletilmesi

miimkiindiir (Lions, 1969).

Lemma 3.6.2 (Potansiyel Kuyu Metodu) Genel olarak bu metot denklem ¢oziimlerinin
varliginin ispatinda kullanilan 6nemli bir metottur. Potansiyel kuyu metodu, Sattinger

tarafindan (1968) deki ¢alismasinda
2z — Az 4+ f(x,2) =0 (3.6.2)

denkleminde ele alinmistir. Buradaki amag, problemin global ¢oziimlerinin varligim
ispatlamaktir. Sattinger, (3.6.2) denkleminin, dogrusal olmayan f (x, z) fonksiyonuna
bazi ek kosullar ekleyerek global zayif ¢6ziimiin varligini elde etmistir. Potansiyel kuyu
metodu, denklemlerin enerji integralleri lizerine kurulu bazi analizlere dayanmaktadir.
Fonksiyonun davranisi incelendiginde, © = 0 konumunda lokal minimum ve z = 2,

konumunda ise lokal maksimum noktasi icerdigi anlagilmaktadir.

A

Potansiyel kuyu, asagidaki sekilde tanimlanir:
W={z: V(z)<d, z<mx}.
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Bu kiime, orijini de iceren bir bolgeyi ifade eder ve sistemin toplam enerjisinin bu
sinirlart agmamasim saglar. Burada d, RY iginde diizgiin simirlandirilmis bir bolgeyi
temsil eder. Simdi J (z) fonksiyonelinin minimum noktasini baz alarak bir potansiyel
kuyu tanimlayalim. Tiim z € H] (€) i¢in tanimli olan bir fonksiyonel .J (z) ele alinsin.
Fonksiyonelin z = 0 noktasinda minimum degerini aldig1 varsayilirsa, J (Az) fonksi-
yonu, orijin civarindaki kii¢iik ve pozitif A degerleri i¢in artan 6zellik gosterir. Bu artigin
sona erip fonksiyonun azalmaya bagladig1 ilk pozitif deger A\; > 0 olarak tanimlansin.
Bu durumda potansiyel kuyunun derinligi, asagidaki bicimde ifade edilir:

d= zegzlf(mj (A\2).

Bu deger, 2y = 0 bulundugu bolgenin disindaki en kiiciik enerji diizeyini temsil eder.
Dogal olarak d € [0, oo] araligindadir. Eger d > 0 kosulu saglaniyorsa, bu durumda

potansiyel kuyu IV kiimesi su sekilde tanimlanabilir:
W={z:2€H;(Q),0<J(\2)<d, 0<A<1}.

Bu tanim altinda z € W olacak sekilde her bir J (2) < d dir. Ayrica [0, 1] araligindaki
her A i¢in Az bicimindeki noktalar da bu enerji diizeyinin altindadir. Boylece, bu

yaklagimla sistemin global ¢oziimlerinin varlig1 garanti altina alinabilir.
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3.7 Coziimlerin Azalmasi ile Ilgili Lemma
Lemma 3.7.1 (Komornik esitsizligi) / : [0, co) — [0, 00) artan olmayan bir fonksiyon

olsun. ¢ > 0 ve sabit ¢ > 0 sayis1
/toog(v) dy < cq (t)

esitsizligini saglasin. Bu durumda
g(t) < g(0)e'

gecerlidir. Ayrica, g : [0,00) — [0, 00) artan olmayan bir fonksiyon, « > 0 ve ¢ > 0

sabit sayilari, her ¢ > 0 i¢in

/t T () dy < eg” (0) g (1)

esitsizligini saglasin. Bu durumda, her V¢ > c icin

g(t) < g(0) (”O‘t)_é

c+ ac

gecerlidir (Komornik, 1994).
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3.8 Coziimlerin Patlamasi ile Tlgili Lemma

Konkavlik metodu

Levine (1974) tarafindan elde edilen bu metodun temel diisiincesi problemin lokal varlik
kosulu altinda problemi temsil eden pozitif bir & (t) fonksiyonu igin ¢ (t) = k=7 ()

konkav fonksiyonunu insa etmektir.
Lemma 3.8.1 (Konkavlik metodu) % () iki kez tiirevlenebilen ve ¢ > 0, ¢ > 0 i¢in
K" () k(1) — (1+¢) (K ()* >0

esitsizligini saglayan pozitif bir fonksiyon olsun. Eger £ (0) > 0 ve &’ (0) > 0 ise bu

durumda 0 < T < 6@5?3) zamani vardir ki

lim k(t) = o0

t—T—

olur (Levine, 1974).
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4. DEGISKEN USLU m(z)-BIHARMONIK DENKLEMIN COZUMLERININ
VARLIGI VE PATLAMASI

Bu boliimde, m(z)-biharmonik terim iceren parabolik

2 — Az + A%z + Afn(x)z =222 Q=0x(0,7T),

z(x,t) = Lz (x,t) =0, 0Q =00 x [0,T), 4.1)
2 (2,0) = 2 (x). 0

denklemini inceleyecegiz (Butakin ve Piskin, 2024a). Afn(x)z terimi m (x)-biharmonik

olarak adlandirilan dordiincii mertebeden bir operatordiir ve asagidaki sekilde
A2z =A (|Az|m<v"’>—2 Az)

tanimlanir. Burada €, RY icinde diizgiin sinirlara sahip bir bélgeyi temsil eder ve 92 bu
bolgenin sinirini ifade eder. Ayrica, v OS2 tizerindeki birim dig normal vektordiir. m (.)
ve p (.), Q iizerinde &l¢iilebilir fonksiyonlardir. Burada ¢oziimlerinin global varligini ve

patlamasini inceleyecegiz.

oo, N <4,

2<m” <m((z)<m" < - 4.2)
~ N>4
ve
oo, N <4,
max {2,m"} <p~ <p* < - 4.3)
~ N>4
m~ = essinfeqm (z), mT = esssup,cqom(x),
p~ =essinfecqp(z), pT =esssup,eqp (2)
dir.
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4.1 Zamana Bagh Tiirev Icermeyen Problem

Bu kisimda, (4.1) probleminin duragan ¢oziimlerini inceleyecegiz:

A2 — Az 4+ A2 2= 29722 Q,
) (4.4)
z(z) = L2 (z) =0, 09,
m (z) ve p (z), (4.2)-(4.3) ifadelerindeki kogullar1 saglasin. Enerji fonksiyoneli F (z)

ve Nehari fonksiyoneli 7 (z),

1 1 1 m(z w
B =3IVl + 5 18e0 + [ = jaa o= [ 1 o
Q

1
m (x) p(z)

Ve

I(z) = VI + 1 Az]2 + / A2 g — / P
2 Q

seklinde tamimlanir. E (2) ve I (2), Hg () uzayinda tanimlanmig fonksiyonellerdir.

Ayrica, p (x) ve m (x) tanimindan dolay1

1 2 1 2 1 m(z 1 T
B () 25 Va1 + 5 18213+ - [ 18e7 do = — [ [P da
Q Q

(11 , /1 1 )
~ (5 ) 19el+ (5 - o ) el
1 1 1
+ (—+——> / IAZ[™) dy + —1 (z) (4.5)
m P p
Q

ve

1 1 , (1 1 )
=(--— ———)A
(520 ) 1918+ (5 - o) 18

1 1 1
- m(z) =
+ (F p+> /|AZ| d$+p+](2’) (46)
Q
esitsizlikleri yazilabilir. Dolayistyla gerekli iglemler yapilirsa

11 11 1 1 o
B = (5 )19+ (5 )18l [ (s - o) 8™ do
Q

R R 4.7
(p p(ﬂf))|Z| x+p‘ =) @7
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elde edilir. Burada z € HZ () \ {0} oldugundan A > O ise A — j () := F (A\z) olur.

Yani

A2 s A2 2 Am(@) AP(@)
=N XA A da— [ 2t
F0) = S IVE+ 5 1821 + [ 2o A e — [ S
Q

dir.

Lemma 4.1.1 (4.2)-(4.3) saglansin ve z € HZ () \ {0} olsun. Burada limy o+ j (\) =
0 ve limy ;00 7 (A) = —oo dir. Ayrica A\, = A, (z) > 0 dir ve A = A, noktasinda
j (A) maksimum degerini alir. Buradan 7 (\.z) = 0 esitligi saglanir. Sonug olarak [ (z)
degerine bagli olarak asagidaki kosullar saglanir:

L0< A <lisel(z) <0,

ii. A, =1ise [ (2) =0,

iii. A, > lise I (z) > 0 dir.
Ispat: j (\) nin tanimidan

y /\2 )\2 : m- m+t
3 ) 25 IVl + 5 1Az + min {7 a7 }

— max {)\m_ )\m+} / el |Z’p(m) dx
’ p(z)

Q

veE

R P SRPT -
< - m m
FO) <5 1920+ 5 18s]3 4 max {3 xm ) [ 2

— min{)\"f )\m+}/)\p—(x) ‘Z‘pm dx
’ p(z)

Q

yazilabilir. Dolayistyla p~ > max {2, m*} ve [ ]ﬁ 12[P™) dz > 0 dir ve yukaridaki
kosullar, limy_,g+ j (A) = 0 ve limy_, 7 (N) S; —oo olur. Ayrica, yeterince kiiciik
A > 0igin j (A) > 0 dir. Dolayisiyla, A, > 0 olacak sekilde j (\.) = supy,Jj (A) (yani
J () fonksiyonunun pozitif A degerleri i¢in en biiyiik degerine ulastig1 bir maksimum
nokta) vardir. Fermat teoreminden j' (A.) = 0 olur. Bu sonug, I (\.z) = 0 esitligini

saglar. Sonug olarak 1), ii), iii) ifadeleri ispatlanir. I (z) fonksiyonelinin tanimindan
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0=I(\2)

Va4 2 [8el3 4 [ A0 85 dz = [0 |20 o
Q Q

= (2= ) Vel (32— ) Azl + [ (3 - ) 18e) ds

Q
+ / (Az - A{) 2P da + N7 (2)
Q

elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa

W)= (=) 9=l + (A0 - X2) f1az];

+/(/\§j —Ai) 1Az dx+/ Ap —/\2 2P

Q Q

oldugu goriiliir. Sonug olarak ispat tamamlanir.

Nehari manifoldu

N ={ze H; (Q)\ {0} : I(2) =0}

dir. Lemma 4.1.1, AV nin bos kiime olmadigini ifade eder. Enerji fonksiyoneli F (2) nin

N lizerindeki infimum degeri d,

d= Zlg/f/E (2) (4.8)

sekilde tanimlanir. Sonraki lemma, ana sonucumuzda 6nemli bir rol oynayan diisiik

baslangi¢ enerjisini (low initial energy) icermektedir.

Lemma 4.1.2 (4.2)-(4.3) kosullar1 saglansin ve z € HZ (2) \ {0} olsun. O halde

| d
——1I(2) > "
p max{xz,xzp*,ﬁ }

dir. Burada \,, Lemma 4.1.1 de tanimlanmis olan maksimum noktadir.

Ispat: Her z € HZ (Q) \ {0} igin, Lemma 4.1.1 e gore A\, € (0, 00) olacak bigimde

bir A\, vardir ve bu A, icin [ (\.z) = 0 esitligi saglanir. d nin tanimindan ve (4.7)
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denkleminde z nin yerine A,z konularak su sonug elde edilir:

d <E()\2)
(1 1 9 9 1 1 9 9
~(5- ) 20velE+ (5 - o ) sl

+/)\:n(:v)( 1 _i) ’Az‘m(m) dx—/)\f(x) (i_ 1 >’Z|p(r) dx
m(z)  p- p- p(x)
Q Q
_ 11 11
< 2 \m pt - 2 L+ 2
<max {20} [ (5= 2 ) 19alE + (5 - ) 1l
1 1 1 1
—i—/(———) | Az dx—/ (—— )|z|p(x) dx
J \m(z) p J \prm p()

— max {Ai, A Af;*} [E (2) — pi_l (z)} .

Boylece ispat tamamlanmugtir.
Daha 6nceki iki lemmanin sonuglarina dayanarak, d nin pozitif oldugunu ve z € N'

tizerinde elde edilebildigini gosteren yeni bir lemmanin ispati yapilacaktir.

Lemma 4.1.3 (4.2)-(4.3) saglansin. O halde
i)d=  inf supF (A\z),
2EHF(Q\{0} x>0
i1) d pozitiftir ve
iii) z* € N vardir ve z*, ) da hemen hemen her yerde z* (x) > 0 sartin1 saglar. Ayrica
z*igin, E (2*) = d esitligi saglanir.
Ispat: Lemma 4.1.1 e gore herhangi bir z € HZ () \ {0} igin
sup E (\z) = E (\2) 4.9)
A>0

burada )., Lemma 4.1.1 de elde edilen bir parametredir. Ayrica A,z € N oldugundan
E (\.z) degeri N iizerindeki en kiiciik degeri saglayan F (z) nin infimumu d ye esittir.

Asagidaki sekilde gosterilir:

> i =d. .
E(\z) > Zlél{/E (2) =d (4.10)
(4.9) ve (4.10) dan,

inf  supF (A\z2) >d (4.11)
2€HZ(D\{0} A>0
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olur. Ayrica, herhangi bir z € N i¢in A\, = 1 dir ve Lemma 4.1.1 den

sup E (A\z) = E (2) (4.12)
A>0

oldugu gortiliir. (4.11) ve (4.12) den 1) saglanir.

Simdi, ii) ifadesinde d nin pozitif bir say1 oldugunu gostermek i¢in, belirli fonksiyonel
esitsizlikler ve normlar kullamilir. p (z) in (4.3) de kosulunu sagladigi ve HZ (€2) nin

LP@) (Q) uzayina siirekli olarak gémiilmesi yapilir. Yani

1212y

Sy =
Pe) 2€HZ(Q)\{0} ||AZ||2

esitligi ile gosterilir. Burada S, ) gomiilme sabitidir. Herhangi bir z € H§ (Q2) \ {0}
icin [ (z) < 0 dir. Dolayisiyla

HAzﬁfs/Waﬂﬂdx
Q

<max {|IzI1% 1211, }

<max {87 1Az], S5, Az}
olur. Siradaki adim p~ > 2 ve ||Az||, > 0 oldugunu gostermektir. Buradan
IAz]], > 6y (4.13)
elde edilir. Dolayisiyla

P pt
01 = min {Szf(.f 5 }
dir. Sabit z € N igin, z € HZ (Q) \ {0} ve I (2) = 0 dir. (4.5) ve (4.13) ifadelerinden
B 2 (5 ) IVl + (5 - ) Il
4 (# - p—1_> / A dg + pl—_f (2)
Q

1 1
> (3-5) 921+ a1
1 1
> (5 o ) Il
1 1
>(=——1d 4.14
> (5 ) @149
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elde edilir. O halde d nin tanimindan

1 1
> - 2

oldugu goriiliir. Sonug olarak, iii) i yani enerji fonksiyonelinin minimum degerini
saglayan z* fonksiyonunun varligini gosteriyoruz. z*, N iizerinde yer aldigindan ve
E (2*) = d oldugu i¢in d yi saglayan kritik bir ¢oziimiin mevcut oldugu ortaya kona-
caktir. Simdi (4.8) e gore {z,}.-, C N seklinde bir dizi olsun ve {z,} dizisi, E (z) yi
minimize eden bir dizidir ve lim,, ,, £ (2,) = d oldugundan, bu dizinin limit noktasi
2* bulunmaktadir. Ayrica hemen hemen her yerde 2 daVn € N*i¢in z,, (z) > 0 oldugu
varsayilir. Dolayisiyla |2,| € N ve FE (|z,|) = F (2,) oldugu agiktur. z,, fonksiyonlari,
HZ () uzayinda simirhidir ve yansimali (refleksif) 6zelligi gosterir.

lim, o B (2,) = d ve (4.13) ifadesi kullanilirsa, H2 (Q) < LP0) (Q) gomiilmesi
kompakttir. (4.2) ve (4.3) ifadelerinin bir alt dizisi vardir ve {z, } olarak ifade edecegiz.

Oyle bir 2* € HZ () vardir ki:

2, — 2%, Hg (Q) uzayinda zayif yakinsaktir,

z, — 2%, H2 (Q) uzayinda zayif yakinsaktir,

2 — 25, WE m() (Q2) uzayinda giiglii yakinsaktr,
2, — 2%, LPY) (Q) uzayinda giiglii yakinsaktir,

zp (x) — 2* (), 2 hemen hemen her yerde.

O halde €2 da neredeyse her yerde z* (z) > 0 elde edilir ve
V"], < lim inf [|Vz,]l,.
n—oo

A2, < Jim inf Az,

/|Az*]m($) dr = lim /\Azn|m(z) dz,
n—oo
Q Q
1 1 1 1
/ ( _ —> AZ"® dg = Tim < _ —) Az ™ da,
m(z) p- n—oo ) \m(x) p-
Q Q
/ |27 dz = Tim / 127
n—oo
Q Q

1 1 1 1
/ <— - —) |z*|p(x) dr = lim (— - ) |zn|p(x) dx
J\p p(@) oo ) \pT o p(@)
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elde edilir. Burada z yerine z,, yazilirsa (4.7) ifadesi ve z, € N den

d = lim inf F'(z,)

> v ) AP
_( p)|n2( p)u 2
1

g

=FE(z")— —1(2") (4.15)

dir. Varsayalim ki 7 (2*) < 0 olsun. Lemma 4.1.1 ve Lemma 4.1.2 den A, € (0,1)

vardir. Dolayisiyla

1 d
——1(z") > — >d
p max{Az,AT—,M: }

elde edilir. Bu (4.15) ile celisir, z,, € A oldugu i¢in
I(z)>0 (4.16)
dir. Yani 7 (z,) = 0 elde edilir, buradan

0 = lim inf 7 (2,)

n—o0

= Jim inf {1925 + 182,13 + [ 182" dz = [ |2 P do
n—roo
> |V 3+ A2+ [ 182" da — [[|zp® da
Q2 Q

=I(z")

olur. Dolayisiyla (4.16) ifadesinden I (z*) = 0 oldugunu ¢ikarabiliriz. Simdi 2* € N/
oldugunu gosterelim. Bunun igin z* # 0 oldugunu gostermeliyiz. O halde z, € N ve

(4.12) ifadesinden

/ 2l d = [Vz]2 + 1Az + / Az ") g > 52

Q Q

elde edilir. Buradan

/|z*|p(x) dx > 02 >0
0
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oldugu goriiliir. Ayrica z* # 0 olur, ¢iinkii z, dizisinin normlar1 sifirdan biiyiik olup,
limitte de sifirdan biiyiik olacaktir. Yani F (z*) > d dir. Sonug olarak (4.15) de kul-
lanilarak, 2* € N olup F (2*) = d ve I (2*) = 0 oldugu bulunur. Dolayisiyla d yi
saglayan bir z* fonksiyonu vardir ve bu fonksiyon, Nehari manifoldu {izerinde yer alir
ve minimum enerji seviyesini saglar. Ispat tamamlanmustir.

Sonraki adimda, Sattinger’in calismasina benzer sekilde, kararli kiime }V, kararsiz

kiime U olarak tanimlanir (Sattinger, 1968).
W={z€H;(Q):E(z) <d, I(z)>0}U{0},

U={ze€H(Q):E(2)<d, I(z) <0}

olsun. Ayrica

No={zeH;(Q):1(2) <0}, Ni={z€H;(Q):I(z)>0}

verilir. Burada E*,

Ef={ze€ H; () :E(2) <k}

olsun. Ayrica V k > d i¢in

Ne =NNE*+(

dir. Dolayisiyla

N = 1inf {||z]], : 2 € Ni} ve Ay, = sup{||z|, : 2 € Ny} 4.17)

dir. Burada k£ — \; artmayan ve k — Ay azalmayan oldugu aciktir. Asagidaki lemma
Ax ve Ay nin sonlu pozitif degerler oldugunu gosterir bu da Teorem 4.2.7 nin 6nemini

gosterir.

Lemma 4.1.4 (4.2)-(4.3) kosullan saglansin. Bu durumda £ > d icin, (4.17) de

tanimlanan 0 < )\, < A; < oo araliginda, A, ve Ay kosullarini saglar.

Ispat: 11k olarak A; < oo oldugunu gostermekle baslayalim. Herhangi bir k > d ve
z € Ny igin, E (2) < kve I (2) = 0 olur. (4.5) e gore ve HZ (Q) < L*(Q) gdmiilmesi
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kullanilirsa

11 , <1 1) ,
k>E(z)>=—— ||Vl +=——) ||Az
@2 (5= =) IVl + (5 - = ) el

1 1 _ 9
> (5 - ;) S lI211; (4.18)
elde edilir. Daha sonra

2kp~
p~ —2

[2]l, < S
dir. Burada S5 > 0 olacak sekilde

Sy =  sup =, (4.19)
z€H2(Q)\{0} ||AZ||2

optimal gomiilme sabitidir. Dolayisiyla

ile gosterilebilir. Ikinci olarak )\, > 0 oldugunu gostermek i¢in Gagliardo-Nirenberg
esitsizlifine gore yalmzca 2, N, p~ ve p* ya sadece bagli olan pozitif bir sabit A sabiti

bulunmaktadir, oyle ki:

- 0—p— 1-67 )p~
1207 <Ao Az] 7 25

+ o+ pt 1-6F )p*
1207 <Ao 1Az 2y ")

9

+_
dir. Burada (4.3) ifadesinden 6% = N(p—iQ) € (0,1) dir. Daha sonra z € N, ve

4p
N, C N oldugundan

JAz2 < / 2P da
Q

<[ (10 1" ) o

Q

- +
<zmax { |22, II2II; }

0 1-67 )p~ 9+t 1—6T)p*
ngOmax{qulw 1150 Az ) }
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esitsizligi elde edilir. Burada ||Az||, > 0 ve 6% < 1 dan

20~ p 2-91p +
21l Zmin{@Ao) 0 A (240) T (A8 } (420)

dir. Ayrica (4.13) ve (4.18) ifadelerinden V z € N, icin,

2kp—
- =2

dir. (4.20) ifadesinden

— 6,

5y < 1Az, <

(24,) (¢~ -Dr "7 min R SN

[, > min

(2140)(9+ mln{él(lg gt }
>0

elde edilir. Bu nedenle, )\ tanimina gore A\, > O dir. Buna gore ispat tamamlanir.
Son olarak, yiiksek baslangic enerjisi (high initial energy) durumunda ana sonuglarin

ispatlart i¢in gerekli olan asagidaki lemmay1 gosterecegiz.

Lemma 4.1.5 (4.2)-(4.3) kosullar1 saglansin, o halde asagidaki sonuglar elde edilir:
i) dist (0,N') > 0 ve dist (0, N_) > 0 ve
ii) Herhangi bir k£ > 0 i¢in A/, N E* kiimesi, HZ () i¢inde sinirhdir.

1spat:
i) N ve M_kiimelerindeki herhangi bir z igin (4.13) den

dist (0, N) :Zlgff||AZ||2 >6; >0,
dist (0, N_) :zier./l\;_ |Az|l, > 01 >0

elde ederiz. Burada §; > 0 sabit bir alt simirdir. Dolayisiyla dist (0, N) > 0 ve
dist (0, N_) > 0 oldugunu kanitlar.
ii) nin ispatina devam edelim. Herhangi bir 2 € N, N E¥ i¢in £ (2) < kve [ (2) > 0

oldugunu biliyoruz. (4.5) de kullanilirsa

k>E(z) > (%—p—) V22 + (%—pi) 1Az]);
+(___)/|Az\ dx+—-7(>

1
>(2 - =) |Az
> (5 ) 18l
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olur. Dolayistyla

2kp—
- =2

1Az], <

dir ve ispat1 tamamlanir.
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4.2 Evoliisyon Problem

Bu kisimda (4.1) denkleminin ¢6ziimiiniin tanimini agik bir sekilde verelim.

Tamim 4.2.1 Q x [0, T") alaninda tanimlanan bir z (¢) fonksiyonunu ele alalim, burada
T > 0 dir. Eger z (¢) su kosullar1 sagliyorsa €2 x [0, 7) alaninda denklem (4.1) i¢in bir
zay1f ¢oziimdiir.

1.z (t) € L= (0,T; H2 (Q)) de z (t), [0,T) arahginda HZ (£2) uzayinda bir fonksiyon-
dur. H? (Q2) ikinci tiirevleri alinabilen ve belirli sinir kogullarini saglayan fonksiyonlart
iceren bir Sobolev uzayidir.

2.2 € L*(0,T; L* () de, 2 zaman tiirevini temsil eder ve bu tiirev ¢ igin L? (2)
normuna sahiptir.

3. z (t) nin baglangi¢ kosulu 2 (0) = z olup, burada z (0) = 2y € HZ () dir. Baslangig
kosulu €2 iizerinde ¢t = 0 zamanindaki homojen Dirichlet sinir kogullarini temsil eder.

Burada V¢t € (0,T) igin
(z,0) + (Vz, Vo) + (Az, Av) + <\Az|m<x)*2 Az, Av> = <\z|p(gg)72 2, v> 4.21)

dir. Herhangi bir v € HZ () igin saglanir. Dolayistyla [0, 7') aralifinda enerji fonksi-
yonu olan F (z) asagidaki sekilde

/ 12 ()2 ds + B (2) = E (z) 4.22)

enerji korunumu 6zelligini saglar. Bu enerji korunumu, zayif ¢oziimiin fiziksel gecerliligini

ve problemin kararliligin1 dogrular.

Tanim 4.2.2 z (t), (4.1) probleminin bir zayif ¢6ziim olsun. z (¢) nin maksimum varlik
zamanint 11, 1 asagidaki sekilde tanimlariz:

i) Eger z (t), 0 < t < oo araliginda ise o halde T},,,x = oo dir.

ii) Egertg > 0 ve z (t), 0 < t < to arahginda mevcut ise, ancak ¢ = ¢, aninda ¢dziim

artik mevcut degilse, o zaman 71, = to dir.

Lemma 4.2.3 (4.2)-(4.3) kosullar1 ve E (zy) < d kosulu altinda, saglansin. Bu durumda
i) Eger I (29) < 0ise, 0 zaman V' t € [0, Tyay) i¢in I (2) < 0 dir,
ii) Eger I (z9) > Oise, 0 zaman V ¢ € [0, Thyax) i¢in I (2) > 0 dir.

Ispat: t € [0, Thax) araligindaki her ¢ igin z (¢) ¢ N dir. Ciinkii E (2) < E () < d

esitsizligi saglanmaktadir.
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i) Aksini varsayalim: Kabul edelim ki ty € (0, Tinax) olacak sekilde bir ¢, vardir ve
I(z(t)) < 0,t € [0,t0) igin I (2 (tp)) = 0 olsun, o zaman (4.13) kullanilarak V
t €10, t) icin || Az (t)||, > d1 elde ederiz. t — t; i¢in ||Az (to)]|, > 01 elde edilir. Bu
da z (t9) # 0 sonucunu verir. Bu nedenle z (t5) € A olur. Boylece bir geliskiye ulagilir.
ii) Aksini varsayalim: t; € (0, Tyayx) olacak sekilde bir ¢; oldugunu varsayalim. Bu
durum ve I (z9) > 0, ty € [0,t;) olacak sekilde bir ¢o varligini ve I (2 (t2)) = 0
oldugunu ima eder. Bu z (t3) = 0 sonucunu verir. Ciinkii z (t3) ¢ A dir. Bundan dolay1
t € [to, Tmax) aralign icin z (t) = 0 olur. Boylece z (t;) = 0 elde edilir. Bu durum
I (z(t1)) < 0O ile celisir. Boylece, ispat tamamlanmig olur.

S, (4.1) denkleminin duragan (statik) ¢oziimlerini igeren bir kiimedir.
S ={¢ € Hj(Q) : ¢, (4.1) denkleminin duragan bir ¢6ziimiidiir. }

ve baglangi¢ verisi 2y € VVO2 () (Q) ye karsilik gelen w—limit kiimesi su sekilde

tanimlanir:
w(z0) = {w € HF () : 3{t,} vet, — oo byleki z (t,) — w} .

Burada w (z) , z (t,) nin zamanla (¢, — co) duragan ¢oziim w ye yaklagtigini ifade
eder. z (t), baslangi¢ verisi zo € HZ () ye kargilik gelen (4.1) denkleminin bir
¢6ziimii olsun. Bu ¢6ziim, maksimum tanimli oldugu zaman araligi [0, 7},,.«) da incele-
nir.

Daha sonra asagidaki kiimeleri tanimlayalim:

G ={z € Hj () : z(t) global olarak var olur, yani Ty = 00 },
Go ={z € G : t — oo oldugunda z (t) , H () iginde z (£) — 0 olur},

B ={z € Hj (Q) : z(t) sonlu bir zamanda (yani T},,x < o) patlar} .
Ana sonuglar agagida belirtilmistir.

Teorem 4.2.4 (4.2)-(4.3) sartlart saglansin. Eger E (29) < d ve I (z) > 0 ise maksi-
mum varlik zamani T, = oo olur. Ayrica z (t) ¢oziimii asagidaki azalma kestirimlerini

sag8lar:

Iz ()l < llzolly e,
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-
|8z (@), < \/ = (B o)+ Jloll3) e

VEE #1121 < /(B (20) + lz0]2) e

Burada « ve 3 pozitif sabitlerdir.

Teorem 4.2.5 (4.2)-(4.3) ifadeleri saglansin.
i) Eger 2o € HZ () \ {0} ve F (20) < 0 ise, 0 zaman Ty, < oo olur. Ayrica, maksi-

mum varlik zamani i¢in bir {ist sinir elde edilir:

e _pt
T < G {|0l137 120137}

burada
- +
p~ max {5&.),27 Sﬁm}
(p~ = 2)(p~ —max{2,m"})
dir ve Sp()2, LPO () — L*(Q) gomiilmesi icin en iyi sabittir. Ozellikle p~ > 2

C = >0 (4.23)

oldugunda

z
Sp()2 = Sup 2], (4.24)

zeLPC) (Q)\{0} ||2Hp(.)
dur.

ii) Eger 0 < F'(z9) < dve I (z) < 0ise, 0 zaman Ty,,x < 0o olur.

Teorem 4.2.6 (4.2)-(4.3) ifadeleri saglansin ve z (t), (4.1) denkleminin bir global
¢oziimii olsun. O halde, n — oo i¢in t,, — oo olacak sekilde bir {¢,,} dizisi vardir ve

¢ € Sicin

lim [|Az(t,) — A¢ll, =0
n—oo

dir.

Teorem 4.2.7 (4.2)-(4.3) ifadeleri saglansin ve E (z9) > d olsun. Eger zo € N ve
1z0lly < AE(z) ise, 0 zaman zy € G olur. Eger 2o € N_ ve ||z0]|, < Ap(s) ise, 0

zaman 2z € B dir.

Teorem 4.2.8 (4.2)-(4.3) ifadeleri saglansin ve baglangig verisi zo € HZ (2) su kosullari
saglasin: ' (z9) > d ve

2p~ 53

20/l > =5 B (x0) (4.25)
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o zaman 2, € N_ N B olur. Burada S, (4.19) denkleminde tanimlanan sabittir.

Teorem 4.2.4 iin ispati: z = z (x, ), baglangig verisi zy olan (4.1) denkleminin [0, 7},ax)
arahigindaki bir ¢oziimii olsun. Oncelikle, z () nin H2 () uzayinda diizgiin smirlt
oldugunu gosterecegiz. Siireklilik prensibinden 7},,x = oo olur. Ayrica, F (2) < d

ve I (z9) > 0 oldugundan, Lemma 4.2.3 e gore [ (z) > 0 dir. Daha sonra £ (z) nin

artmayan ozelligi ve (4.5) i kullanarak

E (z) >E (2)
11 ) (1 1 > , 1
>(=—— ) IVzllz+ [z = — ) |Az|5+ —I(z
(2 p_> INE[E > Az pe (2)
1 1 11
A oY @ g, o (L L / Pa) g
- <m+ p_)/\ 2| % <p+ p_> 2|7 d
Q Q
1 1 2 1 1 2
b I NN
> (2 p_> V25 + (2 p_) |Az]];
> 1Az (4.26)

elde edilir. Buradan

2p~FE (2)

Az|? <
[Az][; < 5

dir.

Simdi, z () nin azalma kestirimlerini gosteriyoruz. Iki durumu ele alalim:

1. Durum: Eger ¢, > 0 igin z (o) = 0 olursa t > ¢, i¢in z (¢) = 0 olur ve ispat

tamamlanir.

2. Durum: ¢ > 0 igin 2 (t) # 0 dir. O halde [ (z) > 0 oldugundan, Lemma 4.1.1 e gore
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A« > ligin I (A.z) = 0 olacak bi¢iminde bir A, vardir. Dolayistyla

NI (2) =M T (2) — I (\2)
= (A{ — Az) V2|3 + (AZZ’ - Ai) |Az]]3

- / (Ag:* — A:f(ff)) |Az|™ da + / (N@) — AP) 2P da
Q Q

> (7 =) Vel (- 22) Az

+ / (W =A@ Az da
Q

dir. Yukaridaki esitsizlik A2 ile boliiniirse

1) 2 (1= 277 ) VI + (1 - 2277 ) a3
+ (1 - )\T+‘7’_) / 1A2]™@ dy 4.27)
Q
elde edilir. Daha sonra, A\, degeri i¢in kestirimde bulunalim. Lemma 4.1.2 uygulanir ve

A > 1 dikkate alinirsa

1 d
E(z(t) = —=1(2(1) 2 —
q max{Ag,A;n Y }
d
olur. Boylece, E (z) nin artmayan 6zelligi ve I (z) > 0 kullanilirsa
1
E(z) = —1(2) < E(2)
p
elde edilir. Burada (4.28) den
d Np*
A > > 1 (4.29)
(E (Zo))

dir. (4.27) ve (4.29) ifadelerinden

2—p 2—p

I(2)> 1—<Eéo)) T v + 1—(%) S

m+7p_
d pT
+|1- /Azm(x)dx
(E(Zo)> Q' |
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ortaya ¢ikar. Dolayisiyla

1(2) > | V2|2 1 (2) > Co || Az ve I (2) > 03/\Azym<w> da (4.30)
Q

elde edilir. Daha sonra

—p_ 2-p mt—p~

dir. Son olarak || z||, nin tistel azaldigini gosterelim. (4.21) denkleminde v = z alinirsa

d T x
el = =2 (192l + el + [ 1aer do = [ 12 ds
Q Q

=—2[(2)
elde edilir. Bu ifade ve (4.30) kullanilarak

d

Izl < = 2(Cr V2] + Ca || As]3)
< - 20y || Azl
< - 26| A

< — 2055772 2|1
oldugu goriiliir. Sy, (4.19) ifadesinde verilen sabittir. Yani
1]l < llzoll, e

dir. Ayrica o = 0559, > 0 oldugu goriiliir.
Benzer sekilde, E (2) nin ve ||Az||, nin iistel azaldigin1 gostermek igin (4.6) denklemi

kullanilirsa

1 1 2 1 1 2
BG) < (5 ) IVl (5 - ) 1l
1 1 1
— ) 1A D de =1
—i—(m_ p+)9/| z| x+p+ (2)

esitsizligini elde ederiz. (4.30) den

E(2) < C4I (2) (4.31)
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olur. Burada

>0
dir. Simdi V¢ > 0 i¢in L (¢) yardimei fonksiyonelimizi tanimlayalim:
L(t) = E(2) + |lzll3 (4.32)
dir. Boylece (4.26) ve (4.32) den
L(t) < E(2)+ S5%|2|l; < C5E (2) (4.33)

elde edilir. Burada C5 = 1 + ]%522 > 0 ve Sy (4.19) de verilen sabittir. Boylece
(4.31), (4.32) ve (4.33) den

d 2

L0 == I='ll =21 (=) < WA
2
S_@@L@
oldugu goriiliir. Dolayisiyla
L(t) < L(0)e 27
dir. Burada 8 = ﬁ > 0 dir. Yukaridaki esitsizlik yeniden diizenlenirse
E(2) +2ll; < (E (20) + ll20ll3) e~ (4.34)

ispatlanmis olur.

Teorem 4.2.5 in ispati: Asagidaki iki farkli durumu ele alip ve bu durumlart farkl

yontemlerle inceleyelim:

1. Durum: z, € HZ () \ {0} i¢in E (2) < 0 olsun. Burada V ¢ € [0, Thay) icin

F)=|lzl3
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olsun. £ (z) ve I (2) nin tanimindan

1 1
E(2) 25 |[Vz; + 5 1Az

1 1
+—+/]Az\m(r) dx——/\z[p(m) dx
m P
Q Q

1
“max {2,m*}

1
=
b Q

1 1 () 1
= ——m—— - — de + ————1
(max{2,m+} p‘)/|z| x+max{2,m+} (2)
Q

elde edilir. Yukaridaki esitligi dikkate alarak ve F (z) < F (zp) < 0 oldugundan,

IV2I2 4 Az + / A2 g

’

f(t)==2I(2)
> — 2max{2,m+} J(z)+2 <1 — %jmﬂ) /|Z’p(l‘) dx
Q
>2 (1 — M) /’z‘l’(w) d (4.35)
Q

sonucuna ulagilir. Elde edilen p~ > max {2, m™ } esitsizligi, f’ (¢) > 0 olur. Dolayisiyla
Vt € [0, Thnax) igin

@) > £0)=llzl; >0 (4.36)

dir. O halde (4.36) dan [ |2 dz icin agagidaki sekilde kestirimde bulunabiliriz:
Q

x : - M
/ 2P dr > min {1212, 1217, }
Q
_pt +
>m1n{5 p)2 HZH Sp(],j)g 12115 }
— . - +
win {8,775, f min {1215 1215}
_pt . P B

= {sp(%,s& }mln{ : (t)}f > (1)

> min {Sp( S } min {1, ||zoy|g*—ff} £ (1), 4.37)

dir. Burada S, ) 2, (4.24) de tanimlanmustir. (4.35) ve (4.37) den

F(t) > Cof'= (t) (4.38)
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dir. Dolayisiyla

max {2, p* ) et ) +
Co =2 (1 — %) min {Sp(;fj)ﬁ’sp(}.?),?} min {1, lzolls 7 }

>0
olur. f (t) > 0 oldugundan, yukaridaki esitsizlik f &3 (t) ye boliiniirse (4.38) esitsizligi
Fr (&) f77 2 () > Co
seklinde olur. V¢ € [0, 7).y ) icin yukaridaki esitsizligin [0, t] araliginda integrali alinirsa

5o (1)

oldugu goriiliir. Bu esitsizlikten ve f 1=ty (t) > 0 kosulundan
9 -
t< —— |2 P
(p, _2) CO || 0||2

elde edilir. Bu da

2
Tmax S—
(p‘ - 2) Co

2-p~ 2-p*t
:OmaX{||ZOH2 8 7||ZOH2 8 }

2ol

olur. Burada C, (4.23) denkleminde verilen sabittir.

2. Durum: 0 < F (z) < d ve I (z9) < 0 dir. T = 00 oldugunu kabul edip celigki
elde edecegiz. I (zp) < 0 oldugundan, Lemma 4.2.3 e gore [ (z (¢)) < 0 olur. Lemma
4.1.1 ve Lemma 4.1.2 kullanilarak A, € (0, 1) olacak sekilde

E(x) = ~1(2)> d > d

p max{)\z,)\f‘_, AT}

elde edilir. Buradan

d o _

o Izllz = =21(2) > 2p™ (d = B (2))
>2p~ (d — E(20))

dir. Bu durumda,
t

2 2 d 2
213 = Nolls + [ 52 = (51

0

> 2012 +2p~ (d — E (20)) t
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olur. Bu nedenle, E (z;) < d oldugundan lim, ., ||z||> = oo elde ederiz. t, > 0 igin
yeterince biiyiik ¢, secilir ve

p 2
m [N

1= (t0)ll5 >
oldugu goriiliir. Simdi, asagidaki sekilde 7" yi tanimlayalim:
to 9
J 1z ()]l ds
0
(5 = 1) (I (1) — 525 l1l2)

>19 > 0. (4.39)

T —

+ to

Burada T pozitif bir degerdir. Simdi yardimet bir fonksiyon tanimlayalim. F': [0, 7] —

(0, 00) yardimei fonksiyonumuz

t
F#) = [ 1= l3ds+(@ 1) (440
0

seklinde tanimlanir. Daha sonra F' (¢) fonksiyonunun tiirevlerini hesaplayalim:

t

F' () = ||zl — llzoll = 2/ (z'(s), 2 (s)) ds

F7(t) =2 (' (1), 2 (1)) = =21 (= (1))
>2p~ (d = E(2(1)))

2 (d=E )+ 27 [ 2 (9)]3ds

t
=2 [ I 6)l3ds (4.41)
0
oldugu goriiliir. (4.40) ve (4.41) denklemlerinden
t t
FOF Oz [I76Rds [=0)3ds (4.42)
0 0
elde edilir. Ayrica, Cauchy-Schwarz esitsizliginden
t t t 2
2
[z ©lds [1=@ds = | [ ()2 ()ds
0 0 0
1 2
=1 (F (1)) (4.43)



dir. Vt € [0, 7] i¢in (4.42) ve (4.43) den

FOFE )= (F o) (4.44)

olur. Simdi G (t) = F'~ "7 (t) olacak sekilde bir fonksiyon tanimlayalim:
-\ F(t
G’(t):(l—p—> p_() :
2/ P (1)
=\ F (1) F" (1) — & (F'(t))?
o= (1) HOE O ()
2 P55 (¢)

dir. Sonug olarak, (4.44) denklemini kullanarak tiim ¢ € [0, 7] i¢cin G” (t) < 0 ve G (t)

konkavdir. Dolayisiyla
G (t) < G (to) + G (to) (t — to)
elde edilir. Burada ¢ yerine 7" yi koyarsak ve (4.39) ifadesini dikkate alirsak
G (T) <G (to) + G' (o) (T — to)
% ) [F(t0) = (B ~1) =t P 1) =0

olur. Bu durum G (T") > 0 celigkisiyle sonuglanir. Boylece T,.x = oo kabulii yanhistir.

Buradan ispat tamamlanr.

Teorem 4.2.6 min ispati: z = z (t) , (4.1) denkleminin global bir zayif ¢6ziimii oldugunu
varsayalim. Teorem 4.2.4 nin (i) kismina gore V ¢ > 0 i¢in F (z) > 0 oldugunu

gostermek icin bu nedenle
t
J1213ds =B c0) ~ E(2) < B an),
0
t — 00 igin
/Hz'y\;ds < E(2) < 00
0
elde edilir. Sonug olarak ¢,, — oo olacak sekilde bir {¢,,} dizisinin varligini ve

. / _
dim 12 (1), = 0 (4.45)
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oldugunu ifade eder. Bu, ayn1 zamanda her n € N igin ||2’ (¢,)]|, < A olacak sekilde

bir sabit A i¢in gegerli demektir. Simdi 7 (z (¢)) nin tanimint hatirlayarak

11 (2 (ta))] = (2" (tn) , 2 ()] (4.46)
< 12" ()l 112 (Ea) (4.47)
<12 (tn)lly S2 [|Az (t) I (4.48)
<AS, ||Az ()]l (4.49)

olur. Denklem (4.19) de verilen S, sabitini kullanilir. £/ (2) nin artmayan bir 6zellik

oldugundan ve z yi z (¢,,) de (4.5) ye koyarak

E (20) 2E (2 (tn))

> (% - pi> V2 (ta)]2 + (% — pi) 1Az (ta)ll3

+ (e = o) 185 @M de s+ 1 G

mt  p

> = —— | |1Az ()|l = — [|Az (tn
> (5 o= ) as el - “ 2 18x el

elde edilir. Buradan, ||Az (t,)]|, nin @stten sinirlilig

ASy ++/A252 +2p~ (p~ — 2) E (%)

<
1Az E)ll; < e

(4.50)

seklindedir. Yukaridaki esitsizlik {z (¢,)} dizisinin H? () uzayinda sinirli oldugunu
gosterir. HZ () nin bir refleksif (yansimal) uzay oldugundan, HZ (Q) — LPU) (Q)
gdmiilme iglemi kompakt oldugundan {z (¢,,)} dizisinin bir alt dizisi {z (¢,,)} ve ¢ €

HZ () olacak sekilde agagidaki sonuglara ulagiriz:

z (tn) —¢, H} (Q) uzayinda zayif yakinsak, (4.51)
z (tn) —¢, HS (Q) uzayinda zayif yakinsak, (4.52)
2 (ty) —é, W™ (Q) uzayinda giiclii yakinsak, (4.53)
2 (t,) —¢, LPY) (Q) uzayinda giiclii yakinsaktur. (4.54)

Herhangi bir v € HZ () igin denklem (4.1) de z yerine z (t,,) yerlestirilir. Denklem
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(4.1) 1 v ile carpilip kismi integrasyon uygulanirsa

(V2 (), V) + (Az (t,) , Av) + <|Az ()2 Az (t,) | Av>
— (2 P2 () v)

= (2" (tn) , 0)| < 12" (ta)ll5 0]l
elde edilir. (4.45) den

z v 2 m@)=2 A, v
[ (V20 V) {8z (1) Ax 1), A

=0
n—s 00 + <AZ (tn) , AU) — <|Z (tn)|p(x)—2 5 (tn) ,U>

oldugu gortiliir. (4.51)-(4.54) den

pes (4.55)
saglar. Ayrica, (4.45), (4.48) ve (4.50) e gore

nh_r}noof (z(tn)) =0

olur. Bu ifade, (4.53), (4.54) ve (4.55) ile birlikte

Tim ([[Vz () [l; + 1Az (E0)]],)

=— lim /]Az (t,)|™™ dz + lim /|z(tn)]p($) dx
n—oo
0 Q

n—oo

- / IAG™® dz + lim / 6P da
n—oo
Q Q

=[1Asll (4.56)
elde edilir. Hg (€2) nin diizgiin konveks oldugundan (4.52) ve (4.56) den

2 (tn) — ¢, Hi () uzayinda giiclii

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.7 nin ispati: Burada zy € N ve ||z, < Ap(zo) olsun. Oncelikle z € N,

ifadesinin ¢ € [0, Tinax) icin gecerli oldugunu gosterecegiz. Aksini varsayalim: ¢y > 0
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olacak sekilde z € N, ve t € [0, 1) igin ancak z (tq) € N dir. Bu durumda ¢ € [0, ¢g)

icin
0 <1 (2)] = Iz, 2) < [1Z'll [l=ll;

olur. O halde ||z, > 0 sonucunu verir. Buradan ve (4.22) den E (2 (t9)) < E (z)
oldugu goriiliir. Yani z (tg) € EFG0) ve ||z (t)|l, > Am(s) ifadesini saglar. Diger

taraftan, ¢ € [0, ) i¢in
d . o2
SellE =21 () <0

elde edilir, buradan ||z (¢o)|l, < [|20lls < Ap(s) oldugu goriiliir. Bu geliskiyi goz
oniinde bulundurarak z (t) € N, ifadesi ¢t € [0, Tiay) icin gegerli olur. Boylece
z(t) € NN BP0 ifadesi t € [0, Tinax) icin dogrudur, ¢iinkii £ (2) nin artmayan
ozelligini kullaniriz. Ayrica, Lemma 4.1.5 in ii) maddesine gore, z (t) ¢ € [0, Tiyax) i¢in
Hg () de sinirh kalir. Sonug olarak 7T},,x = oo olur. Yani 2y € G olur. Herhangi bir

w € w(2p) igin
|lw|ly < Apeo) Ve E (w) < E(2)

elde edilir. Buw (29) NN = (0 oldugu, Apg(.,) mn tanimindan goriiliir. Boylece w (zy) =
{0} olur, yani zy € G sonucuna variriz.

Simdi 2y € N_ ve || 2|, > Ag(sy) oldugunu varsayalim. Yukaridaki benzer argiiman-
larla z (t) € N_ifadesinin ¢ € [0, Tyay) icin gegerli oldugu sonucu elde edilir. Aksini

varsayarsak Ti,.x = 00 ve her w € w (2p) i¢in
[wlly > Ape) ve E(w) < E(20)

olur. Buw (z9) NN = () oldugu Ap,,ynin tanimindan goriiliir. Ancak dist (0, N_) > 0
oldugundan 0 ¢ w (2) elde edilir. Boylece w (z9) = 0 dir ve Trax = o0 ile geligir. Bu

nedenle z, € B dir. Ispat tamamlanmustr.
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Teorem 4.2.8 in ispati: z € HZ () \ {0} olsun. Burada (4.5) kullanilirsa

1 1 9 1 1 9
B2 (5 ) IVlE+ (5 - ) 1l
1 1 1
— = Az|™ dp + —T
—l—(m+ p‘)/' z| :c—l—p_ (2)
Q
1 1 , 1
> —— ) |Az|l, + —1(z
(5o ) 1ast+ 1
1 1N o e 1
> (5 — 1?) Sy 2 25 + ;I (2) (4.57)
olur. Sy, (4.19) de tanimlanan sabittir. Simdi z yerine zy koyarak ve (4.25) i kullanarak

1 1 _ 1
B ) > (5= = ) 552 lall + 1 (o

1
>E (z0) + —1 ()
p
elde edilir. Dolayisiyla I (z9) < 0 oldugu goriiliir. Buradan
z0 € N_ (4.58)

dir. Herhangi bir z € N, icin I (z) = 0 ve E(z) < E () oldugundan (4.57)
denklemi kullanilirsa

2p~S3
p-—2

I21l5 < E (2)

elde edilir. Dolayisiyla (4.25) ile birlikte ||z||, < ||z, anlamina gelir. z € N,

tizerinde supremum alinirsa
Mgy < N0l (4.59)

elde edilir. Sonug olarak Teorem 4.2.7 den, (4.58) ve (4.59) den, z, € N_ N B oldugu

goriiliir. Ispat tamamlanmistir.
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5. DEGISKEN USLU PARABOLIK TIiPTEN KiRCHHOFF DENKLEMININ
COZUMLERIN VARLIGI VE AZALMASI

Bu boliimde, degisken iislii parabolik tipli Kirchhoff

(1 + yz\pm—?) a+ A2 — M (|V2|) Az = 2122 (2,t) € Q x (0,T),

z(z,t) = & (z,t) =0, x € x (0,7,
2 (x,0) = 2o (), ASRY)
S.D

baslangi¢ deger problemi ele almmistir (Piskin ve Butakin, 2023a). Burada ©, RY

(N > 1) in diizgiin bir 02 sinirma sahip sinirh bir bolgesidir: v > 1 i¢in
M(s)=1+5

dir. Ayrica p (.) ve ¢ (.) degisken iisleri (2 iizerinde asagidaki kogullari saglayan 6Slgiile-
bilir fonksiyonlardir.

2<p<p(x) <p <P,

2<qa<q@) <@g

p1 =essinfeqp(x), pa = esssup,cqp (),

q = essinfocqq(x), o= esssup,eqq ()

ve
. . oo, N <4, 52)
p,q = .
N
N1 N >4

dir. Ayrica p (.) ve ¢ (.) nun log-Holder siireklilik kogulunu saglasin. Yani
A

= logle —y|

dir. Burada her z,y € Qi¢in, |z —y| <dve A > 0,0 < < 1 dir.

5.1 Coziimlerin Global varhg

Bu kisimda, global varlik sonucunu ispatlayacagiz. Simdi, bazi fonksiyonelleri tanimlayalim:

1 2 1 2 2 1
E(t) =5 Azl + 5 V2l + 5 V257

(v+1)

_ L () 4 53
Q/q(ﬂf)|z| : 6
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Ve

1(t) = [|Az]3 + [ Vz]3 + [ V220 — / 2% da (5.4)

elde edilir.

Lemma 5.1.1 (Diening vd., 2011). Eger p : Q — [1, 00) ve (5.2) yi saglayan ol¢iilebilir
bir fonksiyon ise, 0 zaman gémme H?2 (Q) — H} (Q) — LPU) siireklidir ve kompakt

bir gdmme 6zelligine sahiptir.

Lemma 5.1.2 (Komornik, 1994). ¢ : R™ — R™ artan olmayan bir fonksiyon olsun ve

a >0, ¢ > 0 sabitlerdir. Oyle ki V¢ € R* icin

[ s <ot (s
0
sart1 saglasin. Bu durumda V¢ < c i¢in asagidaki esitsizlik

w(t)éso(m(”“t)_i

c+ ac

olur.

Lemma 5.1.3 (5.2) ifadesi saglansin. Bu durumda

E'(t) = — |22 - / 2P 22 de < 0 (5.5)
ve

E(t) < E(0)

dir.

Ispat: (5.1) denklemini z, ile carpip € iizerinde integrali alinirsa

2 2 1
d [ 318zl + 511Vl + w+1 ||V [
dt —f z|q

- / 272 2, 2
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elde edilir. Dolayisiyla

E'(0) =~ llal} - [ 121l do <0
Q

dir. (5.5) denklemi (0, 7") araliginda integrali alinirsa

E(t) < E(0)

olur.

Lemma 5.1.4 (5.2) ifadesi saglansin. Ayricaq; > 2(y+ 1), 7(0) > 0 ve

b+ P2 <1 (5.6)

olsun. Burada

;

Y

act (iE(O))(ql_QW

q1—2

ac? (ﬂE (0)

qgi1—m

f1 = max )(qu)/2 ,

,
2
(- a) e (25285 0

2(y+1)q
(1—a)ck (W@E (0)

) (@1 =2(y+1))/(2(v+1))

P2 = max

>(qz—2(7+1))/(2(7+1)) ’

0<a<lvec, H(Q) — L1 (Q) da gémiilme sabitidir. Bu durumda V ¢ € [0, T
icin I (¢) > 0.

Ispat: I (0) > 0 oldugundan, dyle bir T, zamani vardir ki ¢ € [0, T}] igin

I(t)>0 (5.7
dir. Burada

1 2
E(t) == [|Az]2 + ————
1 1 i
43I0l = [ o do
Q

2 1
V2|30

q ()

1 2 1 1 2 1 2
IV + S 1V21l; + 5 1821

>_

“2(y+1)
1

= (NAl 4 19215 + V=l — 1 0)

2‘]1—2
2q,
1 —2(v+1
7 2(v+ 1)@

(1A2]l5 + 1V2]]3)

2 1
V230
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yazilabilir. / (¢) > 0 oldugundan

G —2(y+1)
2(7"‘1)@1

<E(1) (5.8)

q1 —

V72|50
2qq 2

2
(1Az]; + [IV213) +

esitsizligi elde edilir. £ (¢) fonksiyonelinin tanimindan

2qq
E(t
LB

2 2
1Azl + [[Vzll; <

< 2q1
g1 —2

E (0) (5.9)

Ve

2 1
V7220 <ME@)

g —2(v+1)
2(’Y+ 1)@1
—_——F 1
SQ1—2(7+1) ) 10

elde edilir. Diger yandan, Lemma 5.1.3 den

/|z|"(”> dr <masc{ 2], . 2015 §
Q
=« maX{HZ’ Zt,) ) ”Z| Zi)}

+ (1= aymax {124, 10, }
oldugu goriiliir. HZ () — H} (Q) — L0 (Q) gémiilmesinden
/ 21 do <amax [ [A2], Az}
+ (1 — o) max {c | V|3, | V2]$)
<amax { | A28, ¢ | Az]|2 2} ||Az])2
+ (1= a)max {er [[V2]lg 20 e |72 w30

<amax {8 [AzE72, e Az} (8] + [V2]2)

+ (1= a)max {e [ V25720 e |72 w30
elde edilir. (5.9) ve (5.10) ifadelerinden

/ 1279 dz < By (| Az]2 + [IV2]2) + B [ V2|20 5.11)
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esitsizligi elde edilir. #; + (2 < 1 oldugundan, o zaman

J el do < 2l 9215 + 023 612
Q

dir. Son olarak, (5.7) sartin1 goz 6niinde bulundurarak, 7 (¢) degeri ¢t € [0, 7] igin

araliginda sifirdan biiyiik
I(t)>0

oldugu goriiliir. Yukaridaki islemleri tekrarlayarak, 7% ifadesini 7' ye genisletebiliriz.

Boylece, ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.1.5 (Zayif ¢oziimiin varhgr). (5.2) ifadesi saglansin. Verilen 2y € L? (Q)

icin, problem (5.1) in bir zayif lokal ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziim
2 € L% ((0,7),HZ (), 2 € L*((0,T),L*(Q))
dar.

Ispat: Faedo-Galerkin yaklagim yontemi kullanilacaktir. {v;};°, , Hg () de bir baz

olup L? (2) de tam bir ortonormal sistem olugturur. Bu bazdan tiiretilen
Vi = span {vy, v, ..., vy }

alt uzayini ele aliyoruz. ilk & vektoriin normallestirilmesiyle ||v;|| = 1 elde edilir.

Herhangi bir £ tam sayis1 i¢in yaklagik ¢oziimii su sekilde tanimliyoruz:

k
Zle (t) = Z Zlk (t) (v
=1
burada z;, asagidaki problem i¢in
(a4 (8) 1) + (A% (1) ) + (126 (72 21 (1), 00)

— | M /|Vzk(t)|2dm Az (), v
Q

_ (\zk ()92 2, (1) ,vl) (5.13)

¢oziimlerdir. [ = 1,2, ..., k ve baglangi¢ kosulu L? (2) da
k
2k (0) = 2o = Z (2 (0) ,v) vy = 2o (5.14)
=1

59



dir. Bu sistem (5.13) ve (5.14) adi diferansiyel denklemler i¢in Picard ardigik yontemi ile
¢Oziilebilir. Bu nedenle, [0, 7%) arahiginda bir ¢6ziim vardir ve agsagidaki 6nsel tahminleri
kullanarak bu ¢oziimii herhangi bir 7" > 0 i¢in [0, 7] aralifina genisletebiliriz. (5.13)

denklemini, z;, (t) ile ¢arpip [ yi 1 ile k arasinda toplarsak

d [ 312515+ 3 195 Ol - | 25l OF do

dt
3 1V 2 ()70

2('y+1 ‘

— llzek (t)||§—/|zk (D72 [z (1)) da (5.15)
Q
elde edilir. Boylece

B (e () = = e ()3 = [ 12 (0P g () o < 0

sonucuna ulagilir. (5.15) i (0, T') tizerinde integral alinirsa

V2 (1)

2(y+1)

1 2 1 q(z)
~lan () / Sl O do +

t t
A 1
—i—//\zk (3)|p() 2|zt7k (5)\2da:ds—|— /Hznk (s)|]§ds+§HVzk (t)Hg
0

0 Q

<E(0) (5.16)

esitsizligi elde edilir. Daha sonra, (5.12) den, (5.16) daki esitsizlik

Q=2 G —2
sup [|Az sup ||Vz
s S 185 01 + B2 sup V50
//‘Zk |P - ]z k ( \ dxds—i—/”ztk Hgds
@ _2(%”) 2+1)
—————— sup ||[Vz(t
2(v+ D@ seom) IV Ol
=£10) (5.17)

olur. (5.17) den

{z} dizisi, L™ ([0, T], HZ () uzayinda diizgiin sinirls,
{z}.} dizisi L* ([0,T], L? (2)) uzayinda diizgiin sinirl

(5.18)
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oldugu sonucuna ulasilir. Ayrica, Lemma 5.1.1 ve (5.18) den

{]zk\q(r)_Q zk} dizisi, L> ([0, T, L* (?)) uzayinda diizgiin sinirh, (5.19)
{|zk|p(aj)72 zl’ﬂ} dizisi, L> ([0, T], L* (Q)) uzayinda diizgiin sinirh '
oldugu goriiliir. (5.18) ve (5.19) dan {z; } kiimesinden bir alt dizi ve bir z fonksiyonu

oldugu sonucuna varilir. Bu alt dizi su yakinsakliklar1 saglar:

;

2ze — 2z, L= ([0,T], HZ () uzayinda zayif* yakinsaktir,
2, — 2/, L2([0,T], L*(Q)) uzaymda zayif* yakinsaktir,
|2 172 2 — 2|72 2, Lo ([0, T, L2 () uzayinda zayif* yakinsakur,
\ |22 2 — P72 Lo ([0, T, L2 () uzayinda zayif* yakinsakurr,
(5.20)

Bu sonuglari kullanarak, Aubin-Lions kompaktlik lemmasi (Lions, 1969) ve (5.20) den
2z, — 2, C([0,T], H (Q)) uzayinda giiglii yakinsaktir

sonucunu elde edilir. Dolayisiyla her 2 x [0, T igin

2 — 2 (5.21)
dir. (5.20) ve (5.21) den

2| 172 2y — 2|97 2 L2 ([0, 7], L2 () uzayinda zayif yakinsak,

(5.22)
2P 72 2 — 2P 72 2 L0 (0, T, L2 () uzayinda zayif yakinsak
oldugu elde edilir. Burada k — oo icin (5.13)dan [ = 1,2, ..., k ile
(2 (1), 0) — | M /|Vz O de | Az (1), v
Q
+ (A% (1)) + (2O (1), u).
= (\Z (0772 (t) ,vz) (5.23)

esitligine ulagilir. Burada {v; },°, kiimesinin, H§ (£2) uzayinn bir bazi olmasi nedeniyle
z nin (5.1) denklemini sagladigini sonucuna varilir. Ayrica, (5.20) ve (Zheng, 2004)
deki Lemma 3.1.7 ile B = L* () segilerek

2, (0) = 2z (0), L?(Q) uzayinda zayif yakinsaktir (5.24)
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ifadesi elde edilir. (5.14) ve (5.24) den z (0) = 2, olur. Boylece ispat tamamlanmustir.
Teorem 5.1.6 Lemma 5.1.3 saglansin. O halde (5.1) denkleminin ¢6ziimii globaldir.

Ispat: Burada

1 1 1 i
E(z(t) =5 1Azl + 5 [ V2l3 + 5 |20 — / 1279 g,
Q

(v+1) q(x)
Q—2 2 G1— 2 2 @ —2(y+1) 2(y+1)
> Az|5 + Va5 + ——m— || V2|5
> B2 sl + 22 v + R s
oldugundan
1Az]3 + IV2]3 + IV2[307Y < CE(#) (5.25)

dir. Lemma 5.1.3 g6z 6niinde alinirsa
1Az]5 + 1V2[13 + V2[5 < CE (0)
elde edilir.

5.2 Coziimlerin Azalmasi
Bu kisimda, ¢oziimlerin azalmasini ispatliyoruz. 11k olarak, asagidaki lemmayi ve-

recegiz.

Teorem 5.2.1 Lemma 5.1.3 saglansin. Bu durumda ¢ > 0 icin
/ 2P dg < cE (1)

Q

dir.

Ispat:

J 1 e = {215 el }
Q

<max {c" || Az||5", 2 [|Az]|5*},
<max e [Az]5 e Az Az
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oldugundan, (5.9) esitsizligi kullanilirsa

/ 12[P®) dx < cE (1) (5.26)
Q

sonucu elde edilir.

Teorem 5.2.2 Lemma 5.1.3 saglansin. Her ¢ > c i¢in olsun. Bu durumda ¢ > 0 icin

c4rt\ "
c+re

B0 <E0
dir.

Ispat: (5.1) denklemini z () E? (t) (¢ > 0) ile carpip © x (S, T)) iizerinde integralini

aldigimizda
T 2
M (f|Vz\ dx) Az
//Eq () |2A%2 + 22, — 2 Q dxdt
S 0 +ZZt |Z|p(x)_2
T
= / E°(t) / 127 dzdt
S Q
elde edilir. Daha sonra iglemler yapilirsa
T
|Az)? + 22+ V2 + || V2|7 V2|
E%(t) (5)—2 dzdt
A +zz |2
T
= / E°(t) / |27 dadt
S Q
oldugu goriiliir. Dolayisiyla
T
/Eq (t)/(ﬂl 1Az + |V2]?) + B2 V2|57 [V2]?) ddt
S Q
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dir. Ekleme ¢ikarma yapilarak ve (5.11) kullanilarak

T

(1—51)/E‘1 (t)/(\Az[Q) ddt

S Q

+(1—p) | ET (t)/\v,zﬁdxdt

Q

+ (1 — B2)

P — g P —

£1(0) [ (192187 1V2P) dadt
Q
T

+ [ E1(t) | (22)dzdt

EO\

B (t) (zzt |z|p<z>*2) ddt

_I._
— Oy T —
S

I
|
o
=y

Bi|Az|? + By V2 + Bo | V23 V2|
dxdt

—| Z“Z(ﬂﬁ)
<0 (5.27)
elde edilir. Buradan agiktir ki

T
. LAz + 1 |V2f?
¢ [ B ot |t
J V|2 | V2] - _ O

'y+1 H

Q q(z)
T
<(1-p) /Eq (t)/|Az|2dxdt
S Q
T
+(1—61)/E‘1 (t)/|Vz]2dxdt
S Q
T
+(1—62)/E‘1 (t)/||vz||§”|vz|2dxdt (5.28)
S Q

elde edilir. Dolayisiyla

¢ =min{(1 ), (1 - fa)}
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dir. F (t) tanimin ve (5.27), (5.28) kullanilarak

T T
f/EqJrl t<— /Eq (t)/zztdxdt
S S Q
T
- / E°(t) / 2z | 2P 72 dadt (5.29)
S Q

elde edilir. 1k terim igin Young esitsizligini kullanilirsa ve burada A, B > 0, ¢ > 0

oldugundan
1 1 1
AB < SAm 4 B"® ve —+— =1
m 7725772/771 m 2
dir. Buradan
T T
_ / E(t) /zztda:d /Eq (t) / (ac |z]2 +c. |zt\2) dxdt (5.30)
S Q s Q
oldugu goriiliir. Tekrar Young esitsizligini kullanilirsa
T
—/E’q (t)/zzt|z]p(x)2 dxdt
s Q
T
- _ /Eq (t)/‘z|(p(x) 2 |2| P()=2)/2 10t
s Q
T
< / E1 (t)/ <5c 2P 4 e |2 [P 2 zf) dxdt. (5.31)
S Q

elde edilir. (5.29), (5.30) ve (5.31) deki esitsizlikten

T

T
¢ | BT (¢ E1(t) [ (ec|2” + ¢ |z|) dudt
rvous o

S

+ [ E9(t / ec |z|p(‘r) + e | P @2 zf) dxdt

Q

E9(t /||+|z|” dmdt

Z
o[

T

+c5/Eq (t)/ <|zt|2+ P2 zf) drdt (5.32)
S Q
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dir. £’ (t) nin tanimu, (5.25) ifadesi ve Teorem 5.2.1 kullanilirsa

gS/Eq+ it < ECS/EH ) dt+ch/Eq () (—E' (t)) dt

elde edilir. Buradan

T
S/E‘H‘l dt <5C EQ+1 (t) dt + Ce (Eq+1 (3> - Eq+1 (T))
S

<ec | B (t)dt + c.E1(0) E (s)

P — s T

dir. Dolayisiyla burada € yi £ > ec olacak sekilde yeterince kiiciik secersek

/ ET () dt < cE(0) E (s)

sonucuna ulasilir. Burada 7" — oo alinirsa

/ BT (f) dt < cE(0) E (s)
S

(5.33)

(5.34)

elde edilir. Boylece, Komornik lemmasi ile ¢oziimlerin azalmasi ispatlanmig olur.
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6. DEGISKEN USLU DOGRUSAL OLMAYAN LOGARITMIiK KAYNAK TERIMLI
BiR PARABOLIK DENKLEMIN COZUMLERININ GLOBAL VARLIGI VE
PATLAMASI

Bu boliimde, degisken iislii logaritmik kaynak terimli parabolik

2+ AL 7 T A% = 2P 2 2 z|, 2€Q, t>0,

z(z,t) = 2 (2,t) = 0, x € 09, (6.1)
2(2,0) = zo (), x €}

baslangi¢ simir deger problemi ele alinmistir (Butakin ve Pigkin, 2024b). Burada €, RV
(N > 1) in diizgiin bir 02 siirina sahip sinirli bir bolgesidir ve zy (z) > 0 dir. A%(w)z

terimi m (z)-biharmonik olarak adlandirilir ve
A2 7 = A(| A2 Az)

seklinde tanimlanir.

(A1) p(-) ve m (-) fonksiyonlari asagidaki kosullar saglayan 6l¢iilebilir fonksiyonlardir:

2<m” <m(z)<mT<p <px)<pt<p (2) (6.2)
burada
m~ = essinf,eqm (z), m* =esssup,cqom(z),
p- =essinfeqp(z), pT =esssup,eqp (v)
ve
. Nz, mT <N,
p (2) = " (6.3)

400, m~ >N,

dir.
(A2) Vs, € Qigin |3 — £ <,y > 0ve 0 < 6 < 1 oldugunda

N

[m (3¢) =m (&) + |p (3) —p(§)] < Cnfx—¢

dir. Degisken iislii ifadenin tanimindan

. - + x
win {217 1215} < [ 12 (@) o
Q
- +
<max {121,025} (6.4)
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yazilabilir.

6.1 Giris

Bu kisimda teoremimizin ispati i¢in kullanilacak bazi1 lemmalar ifade edilecektir.

Lemma 6.1.1 (Pan vd., 2023) 2, R" de sinirh bir blgede olsun. p (+) fonksiyonu, (A1)
ve (A2) kogullarini saglasin. O halde her 5 > 0 icin

min {1225 0 12150 e | < / = ()P s

+
<max{u (v E A (6.5)

dir.

Ispat. Burada g (x) = p (x) + 3 olsun. Dolayistyla

12020y =215 s q
+ +
1201200 = 12150 s 0 6.6)

olur. (6.4) g6z Onilinde bulunduruldugunda

. - N )
mln{HZHZ(.),Q»||Z||§(.),Q} §/|Z(m>|p( )8 o
Q

- +
<max {1290 12150 } (6.7
oldugu acikca goriiliir. (6.6) yi (6.7) de yerine koyarak (6.5) ifadesi elde edilir.

Lemma 6.1.2 (Diening vd., 2011; Fan ve Zhao, 2001). €2, RY de sinirli bir bolge olsun.
m (-) fonksiyonu, (A1) ve (A2) kosullarim saglasmn. O halde V z € W, () () i¢in

I2llmy < CNI1AZ] (6.8)

dir. Burada C ifadesi, m (-) ve €2 ya bagli olan pozitif bir sabittir ve en iyi gomme

sabitidir. Ozellikle, W, m() () uzay1 i¢in esdeger norm
12 lw2mer ) & 1A

68



dir.

Lemma 6.1.3 (Diening vd., 2011; Fan ve Zhao, 2001). Eger m (.) € C' (Q) ve p(*) :

2 — [1, 00) Olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Burada

ess ;relg (m*(x) —p(z)) >0

\(

Nm(z)
m* (x) _ esssup,co(N—-m(z))’ m (l’) < N, (69)

dir. Dolayisiyla W m() (Q) — LPV) (Q) gomiilmesi siirekli ve kompakttir.
6.2 Global varlik ve patlama
Bu kisimda, zayif ¢oziimlerin global varli§ini ve patlamasini inceleyecegiz. Burada

/ (ztv + Az Av + | Az 2 AzAv) dr = / 12772 2 In | 2| vda (6.10)
0

Q

dir. Sonug olarak, herhangi bir z € W, () (92) i¢in J (z) fonksiyoneli ve I (z) Nehari

fonksiyoneli
1 m() L p@
J(z)= | —— |Az|"" dx — |2|"* In | 2| dz
m () p(z)
0 0
1
+ 2|P@ da, 6.11)
/ p* (x) .
0
ve

I(z) :/|Az|m<f> dm—/|z|P<I> In |2| da
Q Q
dir. Ayrica enerji fonksiyoneli

1 1 1
E(t):/—|Az|m(x) dx—/—|z|p(r)ln|z|dx+/2—|z|p(x) dr (6.12)
m (z T T
e b@) | 7@

Q

dir. N = {z e W™ (\{0} | I (2) = O} olmak iizere
d= Zlg/f/l](z) (6.13)
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seklinde tanimlanir. Buradan

N ={zemgm® @)\ {0} | 1(2) > 0},
N = {z e W2 )\ {0} | 1 (2) < o} (6.14)

ile gosterilir. Asagida, (6.1) in zayif ¢coziimlerini ele almak amaciyla bazi kiimeler ve

fonksiyoneller tanimliyoruz: Vw > d i¢in

7 ={z e @\ {0} |7 () < w},

N =NNJ*={zeN | J(z) <w}, (6.15)
dir. Ayrica, w > d igin

. 2 49
Ao = inf {2z | 2 € N}
ve

2 )

Ty = sup {2130 | 2 € N }
seklinde tamimlariz. Agik¢a goriiliiyor ki A, (I',) , w ya gore artmayan bir fonksiyondur.

Lemma 6.2.1 z, (6.1) probleminin zayif bir ¢oziimii olsun. F(t) enerji fonksiyoneli

artmayandir:

¢ ¢
E (t) :E(O)—//zfdxdT—//|Azt|2dxdT. (6.16)
0 Q 0 Q

Ispat: (6.1) problemini z ile ¢arpilip ve () iizerinde integrali alinirsa,

/ztztdx + /ZtA2ztdx + /ztAil(@zdx = /zt 2[P72 2 1n |2| da

Q Q Q Q

olur. Green 6zdesliginden

/zfda:vL/AztAztdx—i-/A (!Az|m(x)_2 Az) zdx
0

) 0
:/ 2P 2 In |2| da
Q
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dir. Buradan

/ dx+/]Azt| dx+——/\ ™) g
/|z|p In|z| dz —

oldugu gortiliir. Gerekli islemler yapildiginda

) +/z§dm+/!Azt|2dx:O
Q Q

elde edilir. Son esitsizligin (0, t) aralid1 iizerinde integrali alinirsa

¢ ¢
E(t):E(O)—//zfda:dT—//|Azt\2d:vd7'
0 Q 0 ©

olur.

Lemma 6.2.2 Potansiyel kuyunun d derinligi pozitiftir.

Ispat: z € N icin, Lemma 6.1.1 - Lemma 6.1.3 ten her 3 > Oi¢in, 0 < s PIns < 1/ep,

s € [1,+00) oldugundan

/|Az|m(x) dx:/|z|p(x) In |2| dz
Q Q
:/yzv’(f”) ln]z|dx+/]z[p(r) In|z| dx
QQ Ql

§/|z|p(x) In|z| dx

Qo
1
ef
Q2

1

ef

Q

1
p I
< g Izl el s

71



elde edilir. Dolayisiyla

(p++ﬁ)/m+ \
(f AgfC dx) ,
pt+p Q
¢ fax (p+8)/m
! <f|Az|m($) d:c)
/ |A2|™® d < o5 max L\ oyt Y O17)
g (f Asf) dx) ,
p~+B8 Q
i max (=+8)/m
(f]Az\m(l’) d:c)
\ \ Q /
dir. Burada €'} = max {C, 1} ve C' > 0 en iyi gomiilme sabitidir. Ayrica
le{z |2 e WE™(Q),0< 2 < 1},
92:{2 |2 e W2 (Q) 2 > 1} (6.18)
dir. Boylece (6.17) den
m—/(p=+B—m— m~ (pt48))/(m™ —(p~+8
/IAz|m<z> do >min{ P e s8am) o™ N7 +2)),
= s m+(p— mt—(p-
(eﬁ)ﬂ”ﬁ/(p +B-m*) Ol( (r=+8))/( (r=+6))
_ (66)m+/(1’)7+5—m+) Cl(m+(p_+5))/(m+f(p_+,3>)
>0 (6.19)
elde ederiz. J (z), I (z) ve (6.19) tanimlarindan
1 1
J(z) >— / |Az|™®) dz — /|Z|P<x In
m* D
1 m(a) p(a)
=— Az de — | |2|P In|z| dz
P\a Q
1 1
Z‘P(w) dr + <_+ _ __) /‘AZ’m(w) dr
m p
/|z|p(x) dx + —1(2) + p—mt /|Az|m($) dx
-t
>P T / ™ (6.20)
mrp
Q
oldugu goriiliir. Bu nedenle (6.19), (6.20) ve d nin tanimindan
d Zp_ —m" (eﬁ)mﬁ/(p’%@*”ﬁ) C’l(m+(p_+ﬁ))/<m+_<p_+ﬁ>>
mtp-
>0 (6.21)
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elde edilir.

Lemma 6.2.3 Herhangi bir w > d i¢in A\, ve [,
0< A\, <T, <400

araliginda kosullar saglar.

Ispat: Burada asagidaki eliptik denklemi g6z 6niinde bulunduralim:

A’k =~k, Q,
Ak =k=0, 09.

(6.22)

Poincare esitsizliginden || Az||> > 7, || |3 dir. Burada 7, (6.22) probleminin 6zdegerini

temsil eder. Buradan

2
||AZH2 =

V4 IIA2||2

>

=71 _'_71 HZHHg(Q) (6.23)

elde edilir. Aksine m (x) > 2 oldugunda, L™ (Q) < L?(Q) siirekli gomiilmesi

gergeklesir. Dolayisiyla
1A2]l5 < (1+[Q0)° |22l (6.24)

dir. (6.23) ve (6.24) 1 kullanarak

2/mt
Az| dz
n (o ar)
l2l3p@ < — (1+ 0] max{ & s (6.25)
(f |Az|™® dac)
Q

olur. Her 2 € N'* i¢in (6.15) ve (6.20) kullanilirsa

+
/|Az|m<l‘ dr < wP (6.26)

p- —m?

elde edilir. (6.25) ve (6.26) dan

mtp— 2/mt
1+’71 2 (W —7€n+ )
el < —— (L [) max § 5 7 e (6.27)
p*—m+>
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olur. Yani I, < +oo dur. Her z € N¥ igin W™ (Q) — L@ (Q) Sobolev

gomiilmesi gergeklesir. I (z) ve d nin tanimlarindan

d= me (2) < J(2)

<—/|Az\ Vde — — /| P In | 2| da

|p (z) dr

elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa

1
0= /\Azr”(” dz — /y P 1 |2] da
: (; - p—+) / A"
1 m(x) )
:p—+]( p- p+ |Az| dm—l— |2|" dx

+
T om / A
m-pt

oldugu gortiliir. Dolayisiyla

{||z||p Nzl

H,_J

+ _ —
a< - /|Az|m(x) dx
m-pt
Q
pt/m* )
(f Az dm) ,
+
CY" max 2 o+ fm- ,
] (f | Az dx)
+ —5 max & p~/mt (6.28)
p (o)™
CY max Q o
p~/m
(f | Az dx)
( 0

dir. Burada C, = max {C*, 1}, C* > 0 en iyi gomiilme sabitidir. Burada [ |Az|™®" dz
0

icin iki durum vardir.
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1.Durum [ |Az[™® dz > 1 alinirsa
0

pt/m”

<— <C’§°+ —|—C§_> /|Az|m(z) dz

pt/m”

Az[™@) ¢
mp+ /‘ ? !

[t =m” 1 pt P~ / m(z)
_{ = (4" +cx) A2 d

m~—p*

pt/m~

elde edilir. Buradan

+ _ .
/|Az|m<z> dr > {% +
m-p
Q

dir.

- (e + Cé")} T e

2.Durum 0 < f ]Az|m(z) dx < 1 oldugu goz Oniine alindi§inda

(Cp +Cp /|Az| A AL /|A (@) gy

Pt —m- ( ot p— ]/ m(z)
=|—+—=(C5 +C5 |Az|"™ dx
m~—pt -
p p 2

elde edilir. Dolayisiyla

+ 1 W17t
/|Az|m<w> du > V% + o (5" +cx )] d
Q

m-p

dir. Buradan

—m~ /p+

R (Cp+ +cp )] dam= v
r = min p[p;_;:i L (CP +Cp )]_ld

olur. (6.31) ve (6.32) den

/|Az!m(x) de >r

(6.29)

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

elde edilir. LP" 7 (Q) < L9®)+F gomiilmesi ve Gagliardo-Nirenberg esitsizligi icin

<Cj ||Az|\;i(x) 20,7

<Cs HAZHj;(a;) HZHHg(Q)

75

(6.35)



dir. Burada (6.2) den ¢ = (1/2 — 1/ (p* + ) (1/N —1/m~ +1/2)"" € (0,1) oldugu

goriiliir. Ayrica, 2 € N oldugundan

/|Az|m(x) dx:/|z|p($) In 2| dz
0 Q

:/|z|p(x)ln|z|dx+/|z|p(x) In|z| dx

Ql QZ
1
§/|z|p(x) In|z| dx < —/|z|p(x)+ﬁdx
el
QQ QQ
1 1
p(z)+8 _ p(z)+8
<o [ do = el (6.36)
Q
elde edilir. Buradan
1/pt+8

(eﬁf Az dw) ,
Q

12llyc)+5 2 min . (6.37)
(eﬁf |Az|™® dx)
Q
dir. Daha sonra, (6.35) ve (6.37) den
4R (i 49)-(orm PO
o ({{ |Az™® dx> :
Hz“i]@(@) > min (6.38)

(1/p=+8)~(s/m+)1 >0~
& <f | Az dx)
\ ’ Q

J
oldugu goriiliir. Burada o™ = (66)1/ (p*+8) Lo = (66)1/ (P"+8) dir. Yukarida belirtilen
esitsizligin sag tarafinin (6.26) ve (6.34) ile gosterildigi gibi 1/ (p™ + ) — (¢/m ™) ve
1/ (p~ + B) — (¢/m™) degerlerinin sinirli oldugu agiktir. Dolayisiyla A, > 0 dir.

Gergekten de w ya baglh olmayan bir A\, alt sinir1 elde edebiliriz.

Onerme 6.2.4 Eger 2 < m~ < m(z) < m* < p~ < p(x) < pt < 2" (m")ise, o

zaman herhangi bir w > d i¢in A\, > R > 0, burada edelim, burada

Nm_ " 4 <N,
2" (m7)=¢ " (6.39)
+o00, 4> N

dir. R sayis1 (6.44) de verilmistir.

Ispat: Asagida, bu kismun ispatini iki durum halinde ele alacagiz.
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1.Durum Eger 2 < p~ < p(x) < p™ < 2N/ (N—4) ise, Sobolev gomiilmesi
HZ(Q) — LP@+5(Q) seklinde gerceklesir. (Guo ve Gao, 2016) ve (6.5) den agikca

goriiliir. Burada

r§/|Az|m(‘r) dx
Q
:/|z|p(‘r) In|z| dz
Q
_/’Z‘p(m) 1n]z\dx—|—/]z|p(z) In |z| dz

QQ Q1

< / 127 In | 2| da

Qo

1 1
<— / ’Z|p(w)+ﬁ de < — / |Z|p(x)+ﬁ o
ep ep J

1
p 2
<£max{nzn 2o 1212530 }

1
g {C7 ey T et} (6.40)
dir. Bu, su sonuca yol agar:
)\w E_LQ min {Oé+27'2/(p++6)7 06727”2/(1)7""/3)}
C
. (6.41)

burada C', HZ (Q) < LP®+8(Q) igin en iyi gémiilme sabitidir.
2.Durum Eger 2N/ (N—-4) < p~ < p(z) < p* < Nm~/(N—4) ise, Gagliardo-
Nirenberg esitsizligi ve L' 17 (Q) < LP®)+5 () gomiilmesi, pozitif bir C;; sabitinin

var oldugunu gosterir. Burada

12l p@y+s < UL+ 1) 2], 15
§C4‘|A2an(x) 2|l

1—
<G| Az]1%, ) 2137200 (6.42)

dir. Dolayisiyla 1/ (p™ + 8) = (¢/m™") + (1 — ¢) /2*),m~ = Nm~/ (N—m"),
= N/ (N—4) dur. Basit bir hesaplama ile

¢ (" +B)/m =" +8-2)m )/ ((m —2)m™) <1
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elde edilir. Lemma 6.2.3 deki ayn1 yontemi kullanilirsa

@t (1/(++9))~(orm ) |70

Ay > min [04 _
- [%r(l/(p%))—(wm*)r/“ K

>0 (6.43)

elde edilir. (6.41) ve (6.43) kullanilirsa A\, > R olur, burada R su sekilde tanimlanir:

/

o = N—1
o)) (G700

[ar(m+(p—+6)¢)/((p—+g)/m+)}2/(1¢) ,

Lmin{a+27"2/(p++5>,a*2r2/(p_+'8> 2 < pt < 2

(6.44)

R = —L _min
=)

2N + Nm~—
N1 <P < 7§

dir.

Teorem 6.2.5 d < J(z) = E(0) < pfve 8 € (d,+00) oldugunu varsayalim.
Asagidaki durumlar gecerlidir:

(i) Eger zg € N, ve HZOHiIg(Q) < AJ(z) 0ldugunda (6.1) probleminin zayif ¢6ziimii z,
global olarak vardir ve ¢t — 400 igin z (t) — 0 olur.

(ii) Eger zp € N_ ve ||Zo||?{3(9) < I'j(z) oldugunda (6.1) problemin zayif ¢oziimii z,

sonlu zamanda patlar.

Ispat: T (2), (6.1) problemi igin zayif ¢ziimlerin maksimum varlik zamanini ifade
etsin. T (zp) = oo ise global ¢oziim vardir, 7 (29) = 0 {z(r) : r >t} ile z nin n—

limitini kiimesini belirtelim.

(i) Eger zo € N, ve ”ZOH?IS(Q) < Aoy ise t € [0,T (20)) igin z € N olsun. Aksi
halde, bir ¢, € (0,7 (z)) olacak sekilde t € [0,t) i¢cin z € Ny ve z (ty) € N olur.
(6.10) da v = z alindiginda

d
= l2ollzzz0) = =21 (2) (6.45)

t

elde edilir. Dolayistyla, (6.45) ten Q x (0, o) igin [ HzTHiIg () @7 # 0 olduBu sonucu
0

cikar. Ayrica, (6.16) dan

J (2 (to)) = E (to) < J (20)
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dir. Yani z (ty) € J/©0) olur. Bu nedenle z (t,) € N7/)dir. Ay,,) 1n tanimindan

2
|2 (t())”Hg(Q) > AJ(z0) (6.46)
elde edilir. ¢ € [0, %) i¢in I (z) > 0 oldugu g6z oniine alindiginda (6.45) e gore

2 2
”Z(t0>HH§(Q) < HZOHHg(Q) < AJ(z0)

dir. Bu da (6.46) ile celisir. Bu nedenle, t € [0,7 (20)) igin z € N, olur. Ayrica
t € 10,7 (2)) icin z (t) € J/=) N A/| olur. Ayrica, (6.20) den

1 1 - *
>—1I(2)+ /\z|p(w) dw+@/mz|mm dx
. A
Q

p p*’
Q
- +
P M7 / A" dy (6.47)
mtp~
Q

oldugu goriiliir. Bu da ||z||;;2.me) o, 1 smirh ve T (2) = +o0o oldugunu gosterir.
0

()
Herhangi bir n € 7 (2) i¢in, (6.45) ve (6.16) dan sirasiyla su elde edilir: ||77||§I§(Q) <
||zo||§{g(9) < A Ve J () < J (2) ikinci esitsizlik n € J/¢0) yi ifade eder. Aj(.,) 1
tanimu ve ilk esitsizlik g6z oniine alindiginda, ¢ N/(0) ve dolayisiyla np ¢ A dir. Bu
n (z0) NN = ) anlamina gelir ve dolayisiyla 1) (z9) = {0} elde edilir. Bu nedenle, (6.1)

probleminin zayif ¢6ziimii global olarak mevcuttur ve ¢ — +o0 igin z (¢) — 0 olur.

(ii) Eger zp € N_ ve HZOH?JS(Q) > Ty ise, t € [0,T (29)) igin z € N_oldugunu
iddia ediyoruz. Aksi olarak, t° € (0,7 (z)) olacak sekilde ¢ € [0,t°) i¢in z € N ve
z (%) € N varsayalim. (i) duruma benzer sekilde J (z (t°)) < J (29), yani 2 (1°) €

J7(0) anlamina gelir. Dolayistyla, z (t°) € N/¢0) dir. T J(x) NN tanimindan
2
HZ (to) HHg(Q) > T'J(z0) (6.48)

elde edilir. Burada I (z (t)) < 0 oldugunu dikkate alarak ¢ € [0,¢") i¢in (6.45) ten
|2 (%) Hif&(@ > Honilg(Q) > T j(z) sonucu ¢ikar, ki bu da (6.48) ile celisir. Bu nedenle
t €[0,T (2))igin 2 € N_olur. Ayricat € [0,T (z)) igin 2 (t) € J/*)I NN _elde edilir
ve T'(z9) = oo olur. O zaman herhangi bir ¢ € ¢ (z) i¢in ||¢||§{§(Q) > HZOH}%IS(Q) >
L) Ve J (@) < J(z) dir. (6.45) ve (6.16) sirastyla kullanilirsa ¢ € J7 (20) olur.
I j(z) 1 tanmmu ve ilk esitsizlik goz oniine alindiginda, ¢ ¢ N J20) ve ¢ ¢ N dir. Bu
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¢ (20) NN = () anlamina gelir ve ¢ (z9) = {0} elde edilir. Buradan d = dist (0, N_) =
Zler}\lz Hz\|W§,m(z>(Q) > 0 ve (6.19) ile ¢gelisir. Bu nedenle ¢ (zo) = () ve T' (20) < oo dur.
Yani (6.1) probleminin zayif ¢6ziimii z sonlu zamanda patlar.

Onerme 6.2.6 Eger J (z0) asagidaki kosulu sagliyorsa

d<J (Z(])

< (o = m/mp) [ +m) fn (41D

|| 2]] H2(Q)
o zaman zg € N_ ve (6.1) probleminin zayif ¢6ziimii z sonlu zamanda patlar.

Teorem 6.2.7 Her R > d igin J (zz) = R kosulunu saglayan ve problem (6.1) in zayif

¢6ziimiiniin sonlu zamanda patladig bir baglangi¢ degeri zr € N_ vardir.

Ispat: R > d ve 3, Q4, Q nin ayrik iki acik alt bolgesidir. Ayrica, v € WOQ’m (Q3)
sifirdan farkli keyfi bir fonksiyon olsun. Teorem 6.2.5 nin (ii) esitsizligini hatirlarsak,

1 > 0 yeterince biiyiik secildiginde,
m p(w) p(x)
7o) = [ (S 1ol 4 o) = S o o) o
m

p* (v) p(z)
Q
<0
ve
p-—m [1+m —m/2
R< 1+1Q 2} vl 6.49
P A T 6.49)

dir. Bu kosulu saglayan bir ¢ > 0 secelim ve y € WO2 "™ (4) fonksiyonu alalim;
R = J(u) + J (nv). Simdi, v ve p fonksiyonlarini sirastyla 2\ Q3 ve O\ (24 te 0
olacak sekilde genisletiyoruz. Daha sonra, 2z = nv + p olarak tanimlayalim. O zaman,

R = J(nv+ p) = J (zg) dir ve buradan

—m/2
|

p-—m |1+m
mp— { T
p-—m|1+m
mp-— { T
>J (zR) (6.50)

(1+1€2) 12rl72(0)

2 (1+1€2)

—m/2
i lmvll,
Hg (Q)

elde edilir. Onerme 6.2.6 a gore, zr € N_ ve (6.1) probleminin zayif ¢oziimii z sonlu

zamanda patlar.
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7. LOGARITMIK KAYNAK TERIMLI VISKOELASTIK m(z) — BIHARMONIK
DENKLEMIN COZUMLERININ VARLIGI VE PATLAMASI

Bu boliimde, logaritmik kaynak ve viskoelastik terimli m(x)-biharmonik

t
2+ A%+ AL 2= [g(t—s)A’zds = 2P zIn|z|, (z,t) € Qx (0,T),
0

z(z,t) = & (2,t) = 0, x e d) x (0,7,
2 (x,0) = 2o (), x €.
(7.1)

baslangig sinir deger problemi ele alinmustir (Pigkin ve Butakin, 2024c). , RY (N > 1)
de 0N diizgiin sinirina sahiptir. Degisken iis m (.), € icinde tanimlanan 6l¢iilebilir

fonksiyon olsun. Afn(x)z terimi m(x)-biharmonik operator olarak adlandirilir ve
A2z = A (jaz"02 Az

sekilde gosterilir. Ayrica m (z),  iizerinde siirekli ve olgiilebilir bir fonksiyondur.

Burada

m_ = essinf m(z), m, = esssupm (x)
z€Q e

dir.

Asagidaki varsayimlar1 g6z oniinde bulunduruyoruz:

Nm(z)
N—m(z)’

A)2 <m- <m((x) <my <p<m' = burada m* Lemma 7.1.3 te

verilmisgtir.

Ay) g : RT — RT asagidaki kosullar saglayan sinirli C? bir fonksiyondur: g (s) > 0,

t

g (s)<0,1— [g(s)ds=1>0.
0

A3) E(0) > 0 dir.

Simdiye kadar, parabolik tipli diferansiyel denklemler hakkinda pek cok sonug elde
t

edilmistir. Bu béliimdeki temel amacimuz, ([ g (¢ — s) A?zds) viskoelastik ve (Afn(x)z)
0

m/(z)-biharmonik terimli, hem de problemi literatiirde farkli kilan (|z|"~> 2 In |2|) loga-

ritmik kaynak terimli olarak ele almaktir.
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7.1 Giris

Bu kisim teoremimizin ispati i¢in kullanilacak lemmalardan olugsmaktadir.

Lemma 7.1.1 (Diening vd., 2011). L™ uzay1, Luxembourg normu ile birlikte

2oy = i {2 >0 pmiey (5) <1}

seklinde tanimlandiginda bir Banach uzayidir. Burada

1<m_:=ess ingm(x) <m(x) <my :=esssupm(x) < oo
ze FISSY)
ve
min {270, 12070 b < omey (2) < max {1210, 2100 b (72)

esitsizligi saglanir.

Lemma 7.1.2 (Diening vd., 2011) Degisken iis m () ve sabit iis p, €2 iizerinde he-
men her yerde m (z) < p kosulunu sagladiginda, L? — L™() gomiilmesi siirekli ve

kompakttir.

Lemma 7.1.3 (Diening vd., 2011) Varsayalim ki p : Q — [1, c0) esitsizligini saglayan
olciilebilir bir fonksiyon olsun ve degisken iisler m (z) € C (ﬁ) ,p:Q—[1,00) dir.

Burada siirekli kompakt bir Sobolev gémiilmesi vardir yani 1, (@) (Q) — LP(Q) dur.

Boylece
ess ;relg (m*(x) —p) >0
ve
Nm(z)
, m(x) <N,
m* ([L’) _ N—m(z) ( )
00, m(z) >
dir.

Sonraki hesaplamalarda kullanilacak olan bir fonksiyonel tanimliyoruz:
t
10 =5 1= [o@ds ) 1azl3 =2 [P infeldo+ |1
— —_ _—— n _
5 g(s)ds Z||5 , z z|dx e z[[,
Q

0
t

1 2 |Az|m(m)
+ 5 /g (t—s)||Az (x,s) — Az (x,t)]|5ds + / de (7.3)
0 Q
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dir.
7.2 Zayif Coziimler

Bu kisimda, Faedo Galerkin yaklagim yontemi kullanilarak (7.1) probleminin zayif

cOziimlerinin varlig1 gosterilecektir.
Tamm 7.2.1 (7.1) probleminin z (x, ) zayif ¢6ziimii i¢in

2 (x,t) eL? (o, T, W2 () L (Q)) N L2 (0, T; H2 (Q))
NC(0,T; L% (),
2z (z,t) €L? (O, T;L? (Q))

dir. Ayrica Vo € C* (0,T; Cg° (£2)) icin agsagidaki denklem

T

T T
/ / z0dxdt + / / AzAdzdt + / / |AZ|™ 72 AzAGdxdt
0 Q 0 Q Q

0

T ¢
_ //g (t—s) /Az (z,s) AOdxdsdt
0 0 Q

T
://|z]p_2zln|z\9dxdt (7.4)
0 Q

saglanir. Burada maksimum varlik araligi [0, 7] dur.

Teorem 7.2.2 Varsayalhm ki zo € Wo™™ (Q) N LP (©2)\_{0} olsun. Bu durumda

z (z,t) fonksiyonu Tanim 7.2.1 in bir zayif ¢oziimidiir.

Ispat: Yaklasik bir ¢6ziim elde etmek icin Faedo-Galerkin yonteminden yararlanacagiz.
{6;}2,, L* () uzayinda ortonormal bir dizi olup H§ (£2) ayrik altuzayinin ortogonal
bir tabani olarak kabul edilsin. {6;}°, , —A nmn {);};° 6zdegerlerine karsihik gelen

bir 6zfonksiyon dizisidir. (7.1) probleminin sonlu boyutlu yaklagim ¢oziimleri

n

zp (x,t) = Z ani (1) 0; () (7.5)

=1
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esitligi ile gosterilir. Oyle ki

/zé@idx—i-/AznAOidxjt/\Azn\m(r)_Q Az, AbO;dx
Q

Q Q
t

_ / g(t—s) / Az, (2, 5) Ab;dxds

0 Q

:/ 20|72 20 10 | 2| Oidz
!

ve W2 (Q) N L7 (Q) \ {0} igin

n

20 (2,0) =) i (0)6; () — 2o ()

i=1

dir. Simdi, {a,;};_, katsayilarim elde etmeliyiz. Dolaysiyla k = 1,2, ...n i¢in

t

ay,. (t) =— /AznAdex + /g(t - s)/Azn (z,s) Abrpdxds

Q 0

—/\Azn|m(z)_2 AznAdea:+/|zn|p_2 ZpIn |2, | Ordx
Q Q

(7.6)

(7.7)

(7.8)

dir. Adi diferansiyel denklemlerden, (7.8) probleminin ¢6ziimiiniin varligin1 saglar,

burada maksimum ¢6ziim aralig1 [0, 7] dir. (7.6) denklemini a],; (¢) ile carpip toplam

aldigimizda (i = 1,2, ...n)

[P de+ [ Az, A0 dx + [ |Az, )™ Az, A0 du
Q Q Q

t

0

:/ 120" % 2 I | 2| 0, dix
Q

elde edilir. Sonug olarak

1
2901805+ [ 121 ds
Q

|
DO | —
c:\»N

—[g(t—s) [ Az (z,2) Ab,dxds
0

gl (lf - S) HAZn (m, 3) — Az, (l’,t)”é ds

(7.9)



esitligi elde edilir. Burada J (t) , (7.3) de tanimlanan fonksiyonelidir. (As) hipotezinden

t
1) || Azl5 - %b[g/ (t —s) [|Az, (z,5) — Az, (z,1)|[5 ds
—l—f\zg\Qda:
0
<0 (7.10)

olacak gekilde bir iist sinir1 bulunur. Bu da J (z,,) nin artmadigini ortaya ¢ikarir. Sonug
olarak, J (2, (t)) < J (2, (0)) Vt € [0,T) ve ¥ n € N i¢in saglar. Daha sonra (7.6) y1
an; (t) ile carpip toplam aldigimizda

t

/ o adn — / g(t—s) / Az (2, 5) Az (x, ) dads

Q 0 Q
+/|Azn|2dx—l—/|Azn|m(x) dx
0 Q

:/]zn]pln]zn]d:c

Q
denklemi elde edilir. Dolayisiyla gerekli islemler yapilirsa

t

¢
1
% §/|zn|2dx+//|Azn|2dxds+//|Azn|m(x)dxds
Q 0 0 Q

0
t

—/g(t—s)/Azn (x,8) Az, (z,t) dxd5+/|zn|pln|zn|dx (7.11)
0 0

0

dir. Buradan

t t
1
H,(t) = §/|zn|2da;+//|Azn|2dxds+//|Azn|m<z> dzds (7.12)
Q 0 Q 0 Q

olsun. Boylece

t

%Hn (t) = /g (t —s) / Az, (x,2) Az, (z,t) deds + / |2 |” In |2, | dax (7.13)
0 Q Q
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dir. Islemlerimize devam etmek igin Young esitsizligini kullanilirsa

t

/ g(t—>s) / Az, (1,2) Az, (2,1) drds

0 Q
t

:/g (t —s) /Azn (x,t) (Az, (x,8) — Az, (x,t)) dzds

0 Q
t

+ / g(t— 5) [ Az, |2 ds
0
t

/g (t—9)||Az, (z,5) — Az, (x,t)Hg ds

<

DO | —

t t

1
w5 [ott=s)lanlids+ [o(t-s)az3ds

0 0

elde edilir. Buradan
t

/g (t—s) / Az, (z,8) Az, (z,t) dxds

0
t

3
<5 [ott- s 1azds

0
t

w5 [t =5 185 .5) - Az, w03 ds
0

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (As) hipotezi ve (7.10) denkleminden

%Hn(t) §J(zn(t))—% 1—/g(s)ds 1Azl

0

Az, | 1 1
_/| 2 d;p——2||zn||5+—/|zn|1’ln|zn|dx
J m () p rJ

t

3
—|—§/g(t—s)||Azn|]§ds+/|zn|pln]zn]dx
Q

0

elde edilir. Yani buradan
t

d
dt

1

0
1 A m(z)
+ (1+—)/|zn|p1n|zn|dx—/%dx
r)) S m(@)
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dir. Sonug olarak

d

EHn (t) < (1 + %) / |2 In |2, d 4+ 2 (1 — 1) HAan; + J (2, (0)) (7.15)
Q

olur. Dolayistyla

/ el I 2] do < / 2P In |2 i
Q {ze:|zn|>1}
< (ev)™". |2 [P da
{ze:|zn|>1}

<(ev) ™' |zallBt (7.16)

ptv

dir. Burada 0 < v < p* — p, p* = NN_—P;) dir. (Brezis, 2011) de gosterilen Gagliardo-

Nirenberg interpolasyon esitsizligi kullanilirsa

lzallpty < ClAZIR™ [lzallg = (7.17)

Nm(p+v—2)
p+v)(Nm—2N+2m)

oldugu goriiliir. Burada g = ( dir. Young esitsizligi kullanilirsa

m_ (1-B)(p+v)

zall50 < e | Azl + C (e) |2nlly "~ 7 (7.18)

ptv

elde edilir. Sonug olarak, (7.15) denkleminden

d 1 —1 m %W
CH, (1) <7 (20 (0)) + (1 ¥ ];) ()™ [e 182l +C (@) llzall, ™

+2(1=1) || Az (7.19)
oldugu goriiliir. 1) = % > 1 olarak tamimlayalim ve

min { | Az 20 Azl } = 182020,

m(z)
oldugunu varsayalim, o zaman (7.2) den

d 1
S (1) < |C(e) Han;w—i-a/\Azn|m(z) dz (1+];> (ev) ™
Q

+2(1 =) Azl + T (2 (0))
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olur. Yukaridaki esitsizligin integrali alinirsa
1 / 1
H, (t) <H, (0) + (1 + 5) (ev) ' 2C (s)/5 |zl ds
0

+J (2, (0)t+2(1 — l)/HAan;ds

0
1 t
+ (1 + ];) (ev)le// |Az, | dads (7.20)
0 0

dir. t € [0, 7] araliginda t ye bagh olan H,, (0) + J (2, (0)) t = ¢; sabitini tanimliyoruz.

evp
2(p+1)

Simdi [ > % ve e = degerlerini sectikten sonra

t t
1 1
H, (%) %//mzn\m(” dwds+§/HAan§ds
0 Q 0

t

1
rert) o [ 5l
0

t
1
<cp () + 5t (t) + CQ/H;fds
0

elde edilir. Burada ¢y = 2C (¢) (1 + 11—)) (ev)”"dir. Sonug olarak

t

Hn (t) S C1 (t) + Co / H}fds (721)

0

olur. Gronwall-Bellman-Bihari tipi esitsizligi uyguladigimizda

t t
1
H, (1) zé/]znlgdx+//|Azn|2dxds—|—//|Azn]m(x) dzds
Q 0 Q 0 Q

<Cr (7.22)

elde edilir. Burada C, T ye baghdir. min {HAang(x) Az } = | Az

(Ay) ile birlikte HAan?n(x) < ||Azn|\z(‘$) esitsizligini verir. Simdi, (7.2) denkleminden

T

T T
/ 1Az,][7 0y ds < / 1Az, ds < / / Az, ™ dads < Cr (7.23)
0 0 Q

0
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oldugu goriiliir. (7.23) denklemi goz oniine alindiginda Sobolev gomiilmesi uygulanirsa

T T
/ 22, di < c/ |Az |2 dz < Cr (7.24)
0 0

elde edilir. J () nin siirekliligi bir sabit C' yi saglar ve W™ (Q) N L? (Q) iginde

Zn (2,0) = zo () oldugu gbz 6niinde bulundurulursa
J (2n (2,0)) < C (7.25)
olur. Ek olarak, (7.9) denklemden

d
2
[l < =57 )
Q

dir. 0 dan ¢ ye integrali alindiginda

t
/||z; (s)|I5ds 4+ J (2,) < J (2, (2,0)) < C (7.26)
0

elde edilir. Standart kompaktliktan (7.22), (7.23), (7.24) ve (7.26) den

Zn — 2, L? (0, T W™ (Q) N Ly (Q)) NL%*(0,T; H? (Q)) uzayinda zayif yakinsak,

2l — 2 L*(0,T; L (Q)) uzayinda zayif yakinsak,
Az |72 Az, — €, L2 (0,T; L) (Q) uzayinda zayif yakinsak
(7.277)

tir. Simdi, Aubin-Lions lemmasi kullanilirsa
2y —> 2, C (0, T; L* (Q)) uzayinda yakinsaktir. (7.28)

|l<:|m(“ﬁ':)_2 k operatériiniin monotonlugu, Minty-Browder kosulu ile birlikte £ = |Az|m($)_2 Az

sonucunu verir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.
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7.3 Patlama Zamam I¢in Ust Siir
Bu kisimda, (7.1) denkleminin ¢oziimlerinin patlama siiresi i¢in bir iist sinir elde

edecegiz.

Teorem 7.3.1 (7.1) denkleminde tanimlandig1 gibi bir zayif ¢oziim z (x, t) vardir. Ayrica,
(A1) — (Aj3) kosullar1 saglansi. O zaman
(L+7) (14 3) Nzl

2puvE (0)

z (z,t) ¢oztimii T*sonlu zamanininda patlar. Burada ¢, v ve p pozitif sabitlerdir.

T <

(7.29)

Ispat: (7.1) denklemini z, ile carpip € iizerinde integrali alinirsa

/ 2dr = — /AzAztdx—/]Aﬂm(z QAzAztdx+/]z\p z1n |2| zpdx

0
// (t — s) A%z (z, 5) 2 (w,t) dsdx

olur. Burada gerekli iglemler yapilirsa

t

1 [, |
/zfdx b /g (t —s) || Az (x,8) — Az (x,1)||2 ds + 39 () Az

Q 0

t
—%IIAzHi—%Ofg (t —s)[|Az (z,8) — Az (z,1)||5 ds
Az|m(®)
— et m'(x) dx+fg s)ds |Az|5 — L lIzlE+ L [ ]2/ In 2| do
Q 0 p PQ

elde edilir. $imdi, bir fonksiyonel F (¢) tanimlayalim:

t

1 1
E(t) =— 5/9@ =) 1A% (2, 8) = Az (1) ][ ds — o Izl

t

_/—m(x) dx+]—)/|z|1’1n\z|dx—§ 1—/g(s)ds ||Az||§ (7.30)
Q Q

0
dir. Boylece (As) yi kullanarak

dE (t) 1
= [ Se 18
Q
1 t
5 [ 99855 - Az w03 ds
0
>0 (7.31)
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elde edilir. Yardimc1 fonksiyoneli tanimlayacak olursak

¢
Y (t) = //22 (x,s)dxds + A (7.32)
0 Q
dir. Daha sonra tiirevi alinirsa
t
P (t) = 2//2 (x,8) 2 (z,8) dsdx + /zg (x)dx (7.33)
Q 0 Q

bulunur. Tekrar tiirevi alinirsa

P (t) :2/zztdx

0
2 (z)-2 p 2
—A%z = A (|Az|"TTAzZ) + [g(t—s) A%z (x,s)ds
:2/2(1:,25) <’ | ) of ( ) (@3] dx
0 +]2|P 7 z1n|z|

elde edilir. Boylece

W (t) :—2/|Az|m<x> da;—2||Az||§+2/|z|p1n|z|da;

Q Q
t

w2 [ glt—s) |as]3ds
0
t

+ 2/g (t—s) /Az (x,t) (Az (z,5) — Az (z,t)) dxds

0 Q

dir.
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Ardindan . sabiti segelim 8yle ki my <yt < p ve p(u — 2) > 3 olur. Buradan

t

W (t) =2uE (1) + p / g(t—5) |Az (z,5) — Az (z, )| ds

0
A m(z)
—I—2,u/| i dx—2/|Az|m(‘r) dx
m ()
Q Q
/ 2
b u (1/g(s)ds |]Az||g—?”/|z|pln|z|dx
0 Q

2
+p—g‘||z||g+2/|z|p1n|z|dx
Q

t

~2(1- [g-s)as | 1a2]3

0
t
o 2/9 (t—s) /Az (x,t) (Az (z,5) — Az (z,t)) deds
0 Q
oldugu goriiliir. Oyle ki

0 (0) 20 [ gt~ 9) 182 (2,9) ~ Az () dods + 24 (1)

2
F el -2) (1= [ g 9ds | 1853
0
2 2
+ <—HJ - 2) /|z|p In|z| dzx + (_,u — 2) /|Az|m(x) dx
D my
Q Q
t
+ /g (t — s)/Az (x,t) (Az (z,s) — Az (2,t)) dxds
0 Q
dir. (As) ve |z| > 1 kosullar1 altinda
1—-1 2
W (t) > {(u —2)1+ Q} A2 + (—“ - 2) / |Az|™ dy
H my
Q
2
+2ud (t) + p—l; | 2[5 + 2 (1 — %) /\z\pln |z| dx
Q

>2uE (t)

elde edilir. (7.31) esitsizliginden
t
E(t) > E(0) —1—//23 (x,s)dxds
0 Q
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olur. ¢ > 0 oldugundan

W (1) <4(1+¢) //z(x,s) 2 (z, s) dsdz

(oo 8) [ 2

dir. Holder esitsizliginden

W <4(1+ ) /t/z2 (z,8)drds /t/zt2 (z,s) dxds
0 0 0 Q

+<1+}b) /zg(x)dx 2

elde edilir. ¢ > 0 oldugunda v = ¢ = \/g — 1 > 0 alinirsa
W)Y () = (1 +7) (@ (1)

>4 (143) | [ B 2

Q

+ 2uAE (0) (7.36)

dir. £(0) > 0 ve (7.35) denkleminden, (7.36) denklemindeki A > 0 1 yeterince biiyiik

olacak sekilde secilirse

W ()Y () — (L+7) (W (1) =0 (7.37)

oldugu goriiliir. Buradan, Levine’nin (Levine, 1973) konkavlik yontemini kullanarak z

¢Oziimiiniin 7 sonlu zamaninda patlamasini

(1+7) (1+%> Lj;zg (x)d:cr
2uE (0)

A:

elde edilir. 7 i¢in iist sinur

(L+7) (14 5) Nzl
2pvE (0)

0<T" < (7.38)

dir.
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8. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez kapsaminda yapilan ¢calismalar, ele alinan denklemlerin giincelligini ve literatiirde
hala bir¢ok acik problemin bulundugunu ortaya koymaktadir. Bu tespitten hareketle,
tezin dordiincii, besinci, altinci ve yedinci boliimlerinde parabolik tipten dort farkl

problem incelenmis ve bu problemlerin ¢oziimlerinin bazi davraniglari ele alinmistir.

Dérdiincii boliimde, m (z)-biharmonik terim iceren degisken iislii parabolik denklemin

coziimleri incelenmistir. Coztimlerin global varli1 ve patlama davranisi gosterilmistir.

Besinci boliimde, Kirchhoff tipli parabolik denklemin ¢oziimlerin global varligi ve

azalmasi gosterilmistir.

Altinc1 boliimde, dogrusal olmayan logaritmik kaynak terimi iceren degisken iislii para-

bolik denklemin ¢oziimlerin global varligi ve patlama davranigi ispatlanmistir.

Yedinci boliimde, viskoelastik ve dogrusal olmayan logaritmik kaynak terimi iceren
degisken iislii parabolik denklemin ¢oziimlerin lokal varligi ve patlama davranisi

gosterilmistir.

Bu tezde, degisken iislii parabolik denklemler incelenmistir. Ele alinan problemler,
m (z)-biharmonik terim, Kirchhoff terimi, logaritmik kaynak terimi, viskoelastik terim
kullanilarak olusturulmustur. Bu terimlerin farkli kombinasyonlariyla yeni problem
tiirleri tiiretmek miimkiindiir. Calismada elde edilen teoremler, farkli kosullar altinda
veya alternatif metotlar kullanilarak ispatlanabilir. Ayrica, bu denklemler cesitli ma-
tematiksel 0zellikler agisindan analiz edilebilir ve belirli 6zel durumlari i¢in niimerik
simiilasyonlar gerceklestirilebilir. Bu tezde incelenen problemler sinirli bolgeler i¢in
ele alinmis olup, ilerleyen ¢alismalarda sinirsiz bolgeler lizerinde farkli sinir kosullar

dikkate alinarak yeni arastirmalar yapilabilir.
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