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ÖZET 

 

DEĞİŞKEN ÜSLÜ SOBOLEV UZAYLARINDA PARABOLİK TİPTEN 

DENKLEMLERİN ÇÖZÜMLERİNİN ANALİZİ 

 

BUTAKIN, Gülistan 

Doktora, Matematik Bölümü 

Danışman: Prof. Dr. Erhan PİŞKİN 

Mart 2025, 111 sayfa 

 

Bu tez, değişken üslü Sobolev uzaylarında parabolik tipli denklemlerin çözümlerinin analizi 

üzerine odaklanmaktadır. Değişken üslü kısmi diferansiyel denklemler, sabit üslü diferansiyel 

denklemlere kıyasla fiziksel olayların modellenmesinde daha gelişmiş bir yaklaşım sunar. Bu 

nedenle, değişken üsse sahip parabolik denklemleri matematiksel olarak modellemeye yönelik 

son zamanlarda önemli bir ilgi ortaya çıkmıştır. Örneğin, elektro-reolojik sıvıların davranışını 

modellemek, bir elektrik alanına karşı sıvının viskozitesinin nasıl tepki verdiğini anlamaya 

yardımcı olur. Benzer şekilde, sıcaklığa bağlı viskoziteye sahip sıvıların modellenmesi, bilim 

ve mühendislik uygulamaları için oldukça önemlidir. Gözenekli ortamda filtrasyon süreçlerini 

incelemek, yeraltı suyu hareketini, kirlilik taşınımını ve petrokimyasal üretim süreçlerini 

anlamaya katkıda bulunur. Değişken üsse sahip denklemler, görüntü işleme alanında da 

önemli bir etki yaratmış olup, daha verimli görüntü iyileştirme tekniklerini mümkün kılmıştır. 

Evolüsyon denklemler, bir sistemin zaman içinde nasıl değiştiğini tanımlar ve fizik, biyoloji, 

kimya ve ekonomi gibi çeşitli bilimsel disiplinlerde yaygın olarak kullanılır. Tezin ilk 

bölümünde, değişken üslü parabolik tipten evolüsyon denklemlerinin tarihsel gelişimi ve 

uygulamalı bilimlerdeki önemi ele alınmıştır. İkinci bölümde, değişken üslü Sobolev 

uzaylarında parabolik denklemler üzerine yapılan önceki çalışmaların literatür taraması 

sunulmuştur. Üçüncü bölümde, tez boyunca kullanılacak temel tanımlar, lemmalar, teoremler 

ve eşitsizlikler verilmiştir. Dördüncü bölümde, değişken üslü 𝑚(𝑥)-biharmonik denklemlerin 

çözümlerinin varlığı ve patlaması ele alınmıştır. Beşinci bölümde ise, değişken üslü parabolik 

tipten Kirchhoff denkleminin çözümlerinin varlığı ve azalması incelenmiştir. Altıncı bölümde, 

değişken üslü doğrusal olmayan logaritmik kaynak terimli bir parabolik denklemin 

çözümlerinin varlığı ve patlaması gösterilmiştir. Son olarak yedinci bölümde, logaritmik 

kaynak terimli viskoelastik 𝑚(𝑥)-biharmonik denklemlerin çözümlerinin varlığı ve patlaması 

ele alınmıştır. Sonuç bölümünde ise, yapılan analizlerin genel bir değerlendirmesi yapılarak, 

elde edilen bulguların literatüre katkıları ve gelecekteki araştırmalar için potansiyel çalışma 

alanları tartışılmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Değişken üs, Değişken üslü Sobolev uzayı, Değişken üslü 

Lebesgue uzayı, Kirchhoff tipli denklem, Parabolik tipli denklem, Global varlık, 

Enerji azalması, Patlama, Viskoelastik terim, Logaritmik kaynak terim. 
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This thesis focuses on the analysis of solutions equations of parabolic type in Sobolev spaces 

with variable exponents. Partial differential equations with variable exponents offer a more 

advanced approach to modelling physical phenomena compared to equations with fixed 

exponents. For this reason, there has recently been considerable interest in mathematically 

modelling parabolic equations with variable exponents. For example, modelling the behavior 

of electro-rheological fluids helps to understand how the viscosity of the fluid responds to an 

electric field. Similarly, modelling liquids with temperature-dependent viscosity is very 

important for science and engineering applications. Studying filtration processes in porous 

media contributes to understanding groundwater movement, pollution transport and 

petrochemical production processes. Variable exponent equations have also had a significant 

impact on image processing, enabling more efficient image enhancement techniques. 

Evolution equations describe how a system changes over time and are widely used in various 

scientific disciplines such as physics, biology, chemistry and economics. In the first part of the 

thesis, the historical development of the evolution equations of parabolic type with variable 

exponent and their importance in applied sciences are discussed. In the second chapter, a 

literature review of previous works on parabolic equations in Sobolev spaces with variable 

exponents is presented. In the third chapter, the basic definitions, lemmas, theorems and 

inequalities that will be used throughout the thesis are detailed. In the fourth chapter, existence 

and blow-up of solutions of m(x)-biharmonic equations with variable exponent are discussed. 

In the fifth section, existence and decay of solutions of Kirchhoff equations of parabolic type 

with variable exponent are analyzed. In the sixth section, existence and blow-up of solutions 

of a parabolic equation with a nonlinear logarithmic source term with variable exponent are 

shown. Finally, in the seventh section, the existence and blow-up of solutions of viscoelastic 

m(x)-biharmonic equations with a logarithmic source term are discussed. In the conclusion, 

an overview of the analyses is given and the contributions of the findings to the literature and 

potential areas for future research are discussed. 

Keywords: Variable exponent, Sobolev space with variable exponent, Lebesgue space 

with variable exponent, Kirchhoff type equation, Parabolic equation, Global existence, 

Energy decay, Blow-up, Viscoelastic term, Logarithmic source term.  



1. GİRİŞ

Matematiğin kökeni, insanın evreni ve çevresini nicel özellikleriyle anlama yeteneğinde

yatmaktadır. Bu yetenek, tarih boyunca insanlara günlük ihtiyaçlarını karşılamada ve

problemlerini çözmede rehberlik etmiştir. Matematiğin günlük yaşamdan doğan ilk

örnekleri, Mezopotamya’da karşımıza çıkmaktadır. Matematik, bilimlerin evrensel

dilidir. Sayılar, semboller ve formüller yardımıyla fizik, kimya, biyoloji ve mühendislik

gibi alanların temelini oluşturur (Baki, 2014).

Diferansiyel denklemler, 17. yüzyılda, Gottfried Wilhelm Leibniz, Bernoulli kardeşlerin

(Johann ve Jakob) ve Isaac Newton’un öncülük ettiği araştırmalar sayesinde matematik

alanında önem kazanmıştır. Diferansiyel denklemler, bahsi geçen bilim insanlarının

analizlerinde geliştirdikleri yenilikçi yaklaşımların bir ürünü olarak ortaya çıkmıştır.

Ayrıca, gök cisimlerinin hareketlerinin incelenmesi ve bir nesnenin sürtünme olmaksızın

P noktasından Q noktasına en kısa sürede ulaşacağı brakistokron eğrisi gibi me-

kanik problemlerin çözümünde de kullanılmıştır. Günlük yaşamda gözlemlenen te-

mel süreçlerin çoğu, büyük ölçüde diferansiyel denklemler temelinde açıklanabilir.

Son üç yüzyıldır, diferansiyel denklemler, çeşitli bilimsel alanlardaki problemleri

tanımlamak ve çözümlemek için temel araçlardan biri olmuştur. Bu denklemlerin

çözümlerini belirlemek amacıyla, analizin modern yöntemlerinden yararlanılmasından

nümerik yaklaşımların geliştirilmesine kadar geniş bir yelpazede çalışmalar yapılmıştır.

Matematikçiler, bu kapsamda yoğun bir şekilde çalışarak hem teorik hem de uygulamalı

birçok teknik geliştirmiştir. Diferansiyel denklemlerle ilgili problemler, matematikte

yeni alanların doğmasına zemin hazırlamıştır. Ayrıca, cebir, geometri, topoloji ve analiz

gibi farklı disiplinlerdeki ilerlemeler, diferansiyel denklemlere yönelik yeni perspektifler

kazandırarak matematiğin ilerlemesine katkı sağlamıştır (Kelley ve Peterson, 2010).

Bir fonksiyon ile onun sonlu mertebeden türevlerini içeren denklemler, diferansiyel

denklemler olarak adlandırılır. Eğer denklemde yalnızca bir bağımlı değişkenin, tek

bir bağımsız değişkene göre türevleri bulunuyorsa, bu tür denklemler adi diferansiyel

denklem olarak isimlendirilir. Kısmi diferansiyel denklemler, bir bağımlı değişkenin

birden fazla bağımsız değişkene bağlı türevlerini içeren denklemlerdir (Pişkin, 2016).

Uygulamalı bilimlerde, çoğunlukla bir diferansiyel denklemin genel çözümünden zi-

yade, belirli ek koşulları karşılayan çözümlerin bulunması amaçlanır. Eğer bu ek koşullar
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bağımlı değişken ve türevleri için yalnızca tek bir noktada tanımlanmışsa bu tür prob-

lemler başlangıç-değer problemi olarak adlandırılır. Ancak, ek koşullar en az iki farklı

noktada tanımlanmışsa, bu durum sınır-değer problemi olarak ifade edilir. Sınır değer

problemleri sınırda verilen fonksiyonun durumuna göre ayrıca sınıflandırılır. Eğer denk-

lemin sınırda aldığı değer verilmişse Dirichlet sınır koşulu, sınırda fonsiyonun türevinin

aldığı değer verilmiş ise Neumann sınır koşulu, bunların toplamı olarak verilmiş ise

karışık (mixed) sınır koşulu ve bölgenin bir kısımında fonksiyonun aldığı değerler diğer

bir kısmında ise fonksiyonun türevinin aldığı değer verilmiş ise Robin sınır koşulu olur.

Bir kısmi türevli denklemin genel çözümü, denklemi sağlayan ve mertebesi kadar sürekli

türevlenebilir olan, içerisinde keyfi fonksiyonlar barındıran fonksiyonlar kümesi olarak

tanımlanır. Denklemi sağlayan fakat keyfi sabit, fonksiyon ve parametre içermeyen

çözümlere özel çözüm denir.

Bir problemin iyi konulmuş (well posed) problem olarak kabul edilmesi için aşağıdaki

koşulları sağlaması gerekir:

• En az bir çözümünün mevcut olması (varlık),

• Bu çözümün tek olması (teklik),

• Çözümün, problemdeki başlangıç ve sınır koşullarına sürekli olarak bağlı olması yani

başlangıç verilerinde olan küçük değişiklik çözümde de küçük değişiklik meydana

getirmesi (kararlılık).

Eğer bu şartlardan bir tanesi bile sağlanmıyorsa kötü konulmuş (ill posed) problem

denir. Bu şartlara Hadamard şartları denir (Pişkin, 2018).

Kısmi diferansiyel denklemlerde bağımsız değişkenlerden biri zaman (t) olan denk-

lemlere evolüsyon denklemler denir. Evolüsyon denklemler zamanla değişen fiziksel

sistemleri modellemek için kullanılan diferansiyel denklemler sınıfıdır. Bu tür denk-

lemler, bir başlangıç koşulundan hareketle sistemin zaman içindeki davranışını belirler.

Bu denklemler, matematiğin yanı sıra fizik, mekanik ve malzeme bilimi gibi diğer

disiplinlerde de büyük önem taşır. Doğrusal olmayan evolüsyon denklemlerinin teorik

çalışmalardaki zorluğu ve karmaşıklığı matematikçilerin dikkatini çekmiştir. Teorik

çalışmalarda sorulan ilk soru, başlangıç verilerine sahip evolüsyon denklemin lokal

bir çözümünün olup olmadığıdır. 1960 lardan itibaren çözümlerin global varlığına dik-

kat çekilmiştir. Yani zaman içerisinde lokal bir çözüm, global çözüme genişletilmiştir
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(Zheng, 2007).

Evolüsyon denklemleri farklı türlerde sınıflandırılabilir: parabolik ve hiperbolik denk-

lemler. Örneğin, parabolik denklemler ısı yayılımı gibi süreçleri, hiperbolik denklemler

dalga hareketleri gibi olayları modellemek için kullanılır.

Parabolik denklemler, çeşitli fen ve mühendislik uygulamalarında önemli bir rol oynar.

Bazı temel kullanım alanları şunlardır:

1) Isı Transferi: Katı maddeler içinde sıcaklığın zamanla nasıl dağıldığını analiz etmek

için kullanılır.

2) Madde Yayılımı: Gazların, sıvıların veya kimyasal bileşenlerin farklı ortamlar içinde

nasıl yayıldığını modellemek amacıyla uygulanır.

3) Finansal Modelleme: Finansal varlıkların gelecekteki değerlerini tahmin etmek için

kullanılır. Bu tür modeller, belirsizlik ve rastgele değişimler içeren piyasa koşullarını

analiz ederek opsiyon fiyatlarının hesaplanmasına katkı sağlar

4) Görüntü İşleme: Dijital görsellerin kalitesini artırmak amacıyla çeşitli matematiksel

teknikler kullanılır.

Parabolik denklemler, fizikteki birçok olgu, reaksiyon-difüzyon, nüfus dinamiği süreçleri

ve ısı transferi ile ilgili problemlere yol açar (Jiang vd., 2004).
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1.1 Isı Denkleminin Elde Edilişi

Uçları sabit sıcaklıkta tutulan L uzunluğundaki bir tel çubukta ısının yayılması prob-

lemini ele alalım. Bu çubuğun başlangıç noktası x = 0 ve bitiş noktası x = L olacak

şekilde x ekseni boyunca verilsin ve çubuğun herhangi bir t anında x noktasındaki

sıcaklığı z = z (x, t) olsun. Ayrıca çubuğun yanal yüzeyi ısı geçirmeyecek şekilde

yalıtılmış olsun. Yani sıcaklık x ekseni yönünde hareket etsin.

Bu çubuğun A (x, 0) ve B (x+∆x, 0) noktaları arasındaki kesitini alalım. Bu durumda

t anında A noktasındaki sıcaklık z (x, t), B noktasındaki sıcaklık z (x+∆x, t) olur.

Aşağıdaki fiziksel prensipleri hatırlatalım:

i) Birim zamanda birim alandan geçen ısı akımı

q = −k ∂z
∂x

tir. Burada k orantı sabiti materyalin termal geçirgenliğidir. Burada termal geçirgenlik

noktadan noktaya göre değişebilir. Yani k = k (x) değişken veya sabit (k) olabilir. ∂z
∂x

ise sıcaklığın gradiyentidir.

ii) c materyalin öz ısısı olmak üzere, m kütleli bir nesnenin sıcaklığını ∆z kadar

arttırmak için gerekli ısı miktarı

cm∆z

dir.

iii) Isı akımı, yüksek sıcaklıktan düşük sıcaklığa doğru ilerler (Pişkin, 2021).
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1.2 Değişken Üslü Sobolev Uzayların Tarihçesi

Değişken üslü Lebesgue uzaylar (Lp(x) (Ω)) literatürde ilk kez Orlicz tarafından 1931 de

çalışıldı. Değişken üslü uzaylarının araştırılmasındaki büyük adım, 1990 ların başında,

Kováčik ve Rákosnı́k (1991) tarafından yapılan çalışmadır.

Değişken üslü Lebesgue uzayları, klasik Lebesgue uzaylarıyla pek çok ortak özellik

taşımakla birlikte, bazı önemli özellikler bakımından farklılıklar gösterir. Örneğin,

ötelemelerin değişmemesi ve ötelemelerin sürekliliği gibi özellikler, sabit üslü Lp

uzayında sağlanırken değişken üslü Lp(·) uzaylarında bu özellikler sağlanmaz (Kováčik

ve Rákosnı́k, 1991; Samko, 1998). Buna ek olarak, (Diening, 2004) çalışmasında, sınırlı

bölge üzerinde tanımlı Lp(·) uzayında maksimal operatörün sınırlı olduğu gösterilmiştir.

Bu çalışmanın ardından, bu tür uzaylara olan ilgi artmış ve bugüne kadar birçok farklı

konuda yayınlar yapılmıştır. 1800 lü yıllarda, bilim dünyasında önemli sorunlardan biri

olan Laplace denklemleri ve eliptik diferansiyel denklemler için sınır-değer problem-

leri üzerine yapılan çalışmalar, Sobolev’in 1938 yılında geliştirdiği teoriyle çözüme

kavuşturulmuş ve Sobolev uzayı tanımlanmıştır (Sobolev, 1938).

Son yıllarda, değişken üslü fonksiyon uzayları teorisi, akışkanlar dinamiği, varyas-

yonel hesap, elastik mekanik ve bazı özel diferansiyel denklemlerle ilgili problemler

üzerinde yoğunlaşılmıştır. Elektroreolojik sıvılar, uygulanan elektrik alanla birlikte

katılaşabilen, bu alan kaldırıldığında ise kısa sürede tekrar sıvı duruma dönebilen ve bu

dönüşümü defalarca gerçekleştirebilen özel akışkanlardır (Yılmaz, 2003).

Elektroreolojik akışkanlar(EA) üzerine yapılan ilk önemli çalışmalar, Winslow’nun

1949 yılında gerçekleştirdiği araştırmalarda yer almaktadır. Růžička ise 2000 yılında,

değişken büyüme oranlı katsayıları içeren doğrusal olmayan sistemlerle ilgili matematik-

sel model üzerinde çalışmıştır. EA, robot bilimi ve uzay teknolojilerinde kullanılmakta

olup, deneysel araştırmalar NASA laboratuvarlarında gerçekleştirilmektedir. EA nın

kumaşlara uygulanması, kumaşların dayanıklılığını hızla artırma özelliğiyle günümüzde

daha hafif kurşun geçirmez yeleklerin üretimi için umut vaat etmektedir.

Sabit üsle karşılaştırıldığında, değişken üslü Lebesgue ve Sobolev uzayları teorisi,

zorluklar içermesine rağmen pek çok avantaj sunmaktadır. Örneğin, EA lar belirli

bir manyetik alana maruz kaldığında, bu akışkanların parçacıkları hareket ederken
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belirli oranlarda kütle kaybederler. Sabit bir p kuvveti varsayıldığında, farklı nokta-

lar arasındaki kütle kaybının eşit olduğunu kabul etmek gerekir. Ancak bu durumda

farklı kütle kayıpları hesaba katılamaz, bu da fiziksel, mekanik ve mühendislikle ilgili

EA problemlerinin güvenilirliğini etkileyebilir. Bu sorunu çözmek için, p nin sabit

olmasındansa, p(x) gibi ölçülebilir bir pozitif reel fonksiyon kullanılarak farklı kütle

kayıplarının hesaplanması mümkün hale gelir. Sonuç olarak, EA dan kaynaklanan

standart olmayan büyüme koşullarına sahip doğrusal olmayan eliptik denklemler, ancak

değişken üslü Lebesgue ve Sobolev uzaylarında etkili bir şekilde ele alınabilir (Ünal,

2019).

Doğrusal olmayan değişken üslü denklemler son zamanlarda hiperbolik, parabolik

ve eliptik denklemlerin incelenmesine büyük önem verilmiştir. Bu, standart olmayan

büyüme koşullarına sahip denklemler olarak adlandırılır (Messaoudi ve Talahmeh,

2017).

Değişken üs içeren problemler, fen ve mühendislik gibi birçok alanda ortaya çıkmaktadır.

Örneğin; elastite teorisi, gözenekli ortamlarda akış, elektroreolojik akışkanlar ve görüntü

işlemede görülür (Chen vd., 2006; Diening vd., 2011; Růžička, 2000; Pişkin, 2025).
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

Bu tezin orjinal kısmını dört, beş, altı ve yedinci bölümler oluşturmaktadır. Tezin esas

amacı:

Dördüncü bölümde yer alan

zt −∆z +∆2
m(x)z +∆2z = |z|p(x)−2 z (2.1)

değişken üslü m (x)-biharmonik parabolik denkleminin çözümlerinin global varlığını

ve patlamasını (Butakın ve Pişkin, 2024a), beşinci bölümde yer alan(
1 + |z|p(x)−2

)
zt −M

(
∥∇z∥2

)
∆z +∆2z = |z|q(x)−2 z (2.2)

Kirchhoff tipli parabolik denklemin çözümlerinin global varlığını ve enerji azalmasını

(Pişkin ve Butakın, 2023a), altıncı bölümde yer alan

zt +∆2
m(x)z +∆2zt = |z|p(x)−2 z ln |z| (2.3)

değişken üslü doğrusal olmayan logaritmik kaynak terimli m(x)-biharmonik parabolik

denkleminin çözümlerinin global varlığını ve patlamasını (Butakın, Pişkin ve Çelik,

2024) ve yedinci bölümde yer alan

zt +∆2z +∆2
m(x)z −

t∫
0

g (t− k)∆2zdk = |z|p−2 z ln |z| (2.4)

doğrusal olmayan logaritmik kaynak terimli viskoelastik denkleminin çözümlerinin

varlığını ve patlamasını (Butakın ve Pişkin, 2024b) çalışmaktır.

Şimdi değişken üslü parabolik denklemler ile ilgili daha önce yapılmış çalışmaları

verelim:

Wu vd., 2013 yılında değişken üslü parabolik tipten

zt −∆z = zq(x)

denkleminin çözümlerin patlamasını çalıştılar. Daha sonra birçok yazar, aynı proble-

min farklı koşullar altındaki çözümlerinin patlamasını elde ettiler (Baghaei vd., 2014;

Khelghati ve Baghaei, 2015; Wang ve He, 2013).

Han 2018 yılında dördüncü mertebeden parabolik tipten

zt +∆2z −∇f (∇z) = h (x, t, z)
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denkleminin çözümlerinin global varlığını ve patlamasını çalışmıştır.

Qu vd., 2018 yılında dördüncü mertebeden parabolik tipten

zt +∆2z = zp(x)

denkleminin çözümlerinin asimptotik davranışını incelemişlerdir.

Zhu vd., 2020 yılında değişken üslü

zt −∆p(x)z −∆zt = |z|m(x)−2 z

denklemin çözümlerinin global varlık ve patlama sonuçları elde ettiler.

Chuong vd., 2022 yılında değişken üslü Cahn-Hilliard

zt −∆p(x)z +∆2z = |z|q(x)−2 z

denkleminin çözümlerinin global varlığını, patlamasını ve kararlılığını incelemişlerdir.

Khaldi vd., 2022 yılında değişken üslü Kirchhoff tipli

zt + |z|m(x)−2 zt −M
(
∥∇z∥2

)
∆z = |z|r(x)−2 z

denklemin çözümlerinin global varlığı ve kararlılığı üzerine çalışmışlardır.

Liu ve Li 2023 yılında değişken üslü p(x)-Laplasyan

zt −∆zt − div
(
|∇z|p(x)−2∇z

)
+∆2z = |z|q(x)−1 z

denkleminin çözümlerinin patlaması ve global varlığını çalıştılar.

Di vd., 2023 yılında değişken üslü p(x)-Laplasyan

zt + ω |z|m(x)−2 zt −∆p(x)z −∆zt = b |z|r(x)−2 z

denkleminin çözümlerinin sonlu zamanda patlamasını ve üstel büyümesini çalıştılar.

Pan vd., 2023 yılında değişken üslü logaritmik kaynak terimli p(x)-Laplasyan

zt − div
(
|∇z|p(x)−2∇z

)
−∆zt = |z|q(x)−2 z ln |z|
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denkleminin global varlık ve patlamasını çalıştılar.

Pişkin ve Butakın 2023 yılında değişken üslü p (x)-biharmonik parabolik tipten

zt +∆2
p(x)z +∆2zt = |z|q(x)−2 z

denkleminin çözümlerinin patlamasını çalıştılar.

Chuong vd., 2024 yılında değişken üslü p(x)-Laplasyan

zt −∆p(x)z −∆zt = |z|q(x)−2 z

denkleminin azalması ve patlamasını çalıştılar daha sonra global çözümünün asimptotik

davranışını da elde ettiler.

Butakın ve Pişkin 2024 yılında değişken üslü dördüncü mertebeden

zt −∆z +∆2z +∆2zt = zq(x)

denkleminin çözümlerinin sonlu zamanda patlamasını çalıştılar. Daha sonra patlama

zamanı için bir üst sınır elde ettiler.

Butakın ve Pişkin 2025 yılında değişken üslü q (x)-triharmonik parabolik tipten(
1 + a |z|p(x)−2

)
zt −∆3

q(x)z = b |z|r(x)−2 z

denkleminin çözümlerin patlamasını çalıştılar. Daha sonra aynı problemin üstel büyüme-

sini elde ettiler.

Butakın ve Pişkin 2025 yılında değişken üslü m (x)-biharmonik parabolik tipten

zt +∆2z +∆2
m(x)z = |z|p(x)−2 z ln |z|

denkleminin çözümlerinin varlığını ve patlamasını çalıştılar.

Butakın ve Pişkin 2025 yılında değişken üslü m-biharmonik parabolik tipten

zt +∆2z −
t∫

0

k (t− s)∆2
mz (x, s) ds = |z|p(x)−2 z

denkleminin çözümlerinin varlığını ve patlamasını çalıştılar.
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2.1 Kirchhoff Terimli Denklem

Kirchhoff modeli, mekanik, elastik teori ve matematiksel fiziğin farklı alanlarındaki

pek çok uygulamada önemli bir yere sahiptir (Ames, 1965). Bu model, gerilime maruz

kalmış bir ipin enine salınımlarını, lokal veya lokal olmayan bükülme sertliğini göz

önünde bulundurarak tanımlamak için sıklıkla incelenmiştir. Bu bağlamda, Kirchhoff

modeli üzerine yapılan araştırmalar geniş bir literatüre sahiptir (Woinowsky ve Krieger,

1950).

Kirchhoff Denkleminin Geliştirilmesi: 1883 te Gustav Robert Kirchhoff, D’Alembert’in

dalga denklemini genelleştirerek salınımların neden olduğu değişimleri de dikkate alan

bir yaklaşım ortaya koymuştur. Özellikle elastik gerilime sahip bir ipin salınımlarını

betimlemek için tasarladığı bu denklem, kısmi diferansiyel denklemler sınıfına girer ve

genel formu aşağıdaki gibidir:

ztt −
{
p0
ρh

+
E

2Lρ

∫ L

0

|zx|2 dx
}
zxx = 0.

Burada 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0 dır. Bu durumda z = z (x, t) dikey yer değiştirmeyi, ρ

kütle yoğunluğunu, h kesit alanını, E Young modülünü, L uzunluğu ve p0 başlangıçtaki

eksensel gerilimi ifade eder.

Doğrusal damping ve dış kuvvet içeren model ise şu şekilde verilmiştir:

ρhztt + δzt −
{
p0 +

Eh

2L

∫ L

0

|zx|2 dx
}
zxx = f

burada δ direnç modülü, f ise dış kuvveti göstermektedir.

2.2 Biharmonik Terimli Denklem

m−biharmonik içeren diferansiyel denklemler fiziğin birçok dalında ortaya çıkmaktadır.

Örneğin; pseudoplastik Newtonyen olmayan akışkanlar teorisi, faz dönüşümü, araç

veya yaya geçişi sırasında köprülerde meydana gelen titreşim dalgaları gibi alanlarda

kullanılır (Lazer ve McKenna, 1990; Nachman ve Callegari, 1980; Ortiz vd., 1999).
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2.3 Logaritmik Kaynak Terimli Denklem

Logaritmik terime sahip denklemler üzerine yapılan çalışmalar, literatürde önemli bir yer

tutmaktadır. Bu çalışmalar, (Bialynicki-Birula ve Mycielski, 1975) nın kuantum teorisi

bağlamında mikro ölçekten makro ölçeğe geçişi açıklamaya yönelik yaklaşımlarıyla

başlamıştır. Bu bağlamda, logaritmik terim içeren doğrusal olmayan Schrödinger denk-

leminin atom fiziğine uygulanabilirliği gündeme getirilmiştir. Logaritmik terime sahip

bu tür doğrusal olmayan Schrödinger denklemlerinin, Gauss fonksiyon formunda soliton

benzeri kararlı çözümler üretebildiği gösterilmiştir.

Bu bulgular, logaritmik kaynak terimine sahip denklemlerin optik, süpersimetrik alan

teorileri, kuantum mekaniği ve nükleer fizik gibi fiziksel disiplinlerde geniş bir uygu-

lama alanı bulmasına yol açmıştır (Bialynicki-Birula ve Mycielski, 1975; Cazenave ve

Haraux, 1980; Gòrka, 2009).

2.4 Viskoelastik Terimli Denklem

Viskoelastik terim içeren denklemler tamamen elastik bir malzeme, mekanik enerjiyi

dağılmadan depolama kapasitesine sahiptir. Tam elastik bir malzemenin zıttı, viskoz bir

malzemedir. Viskoz malzemelerle ilgili önemli olan unsur, kuvvet kaldırıldığında eski

şekline dönmezler. Bu iki teorinin kapsamı dışında kalan malzemeler, onları deforme

etmek için yapılan çalışmaların tamamı olmasa da bir kısmının geri kazanılabileceği

malzemeler olacaktır. Bu tür malzemeler, mekanik enerjiyi depolama ve dağıtma kapa-

sitesine sahiptir. Bunlar viskoelastik malzemelerdir. Viskoelastik malzemelerin dinamik

özellikleri, doğa bilimlerindeki birçok uygulamada ortaya çıktıkları için büyük öneme

sahiptirler. Son yıllarda, pek çok araştırmacı, uzun bir süredir bu maddelere dikkat

çekmiş ve çok ilerleme kaydetmişlerdir (Guo vd., 2015).

Basit bir örnek

ztt −∆z −
t∫

0

h(t− s)∆z(s) ds = 0

viskoelastik denklemidir. Denklemdeki çekirdek (memory) fonksiyonu, herhangi bir t

anındaki gerilimin, malzemenin 0 dan t ye kadar, maruz kaldığı gerinimlerin geçmişine

bağlı olduğunu ifade eder.
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3. ÖN BİLGİLER

Bu bölümde, temel fonksiyonel analiz kavramlarını ifade edeceğiz. Daha sonra, değişken

üslü Lebesgue ve Sobolev uzayları ve bunlarla ilişkili önemli eşitsizlikler, teoremler

verilecektir. Son olarak çözümlerin varlığı, çözümlerin azalması ve çözümlerin patla-

ması ile ilgili lemmaya değineceğiz (Adams ve Fournier, 2003; Brezis, 2011; Pişkin,

2013; Pişkin, 2017; Pişkin, 2018; Fan ve Zhao, 2001; Diening vd., 2011; Kesavan, 1989;

Evans, 1998).

3.1 Yakınsaklık

Tanım 3.1.1 Bir (an) dizisi, (P, ∥·∥) normlu bir uzayda tanımlı olsun. Her ε > 0 da

∃Nε ∈ N bulunabiliyor ve tüm ∀n,m ≥ Nε durumunda

∥an − am∥ < ε

sağlanıyorsa, bu diziye Cauchy dizisi denir.

Tanım 3.1.2 Bir (an) dizisi, (P, ∥·∥) normlu bir uzayda tanımlı olsun. Eğer bir a ∈ P

elemanı için

lim
n→∞

∥an − a∥ = 0

şartı sağlanıyorsa, bu diziye yakınsak dizi denir. Bu durum, an → a biçiminde ifade

edilir.

Tanım 3.1.3 Bir normlu uzay P ele alınsın. Eğer P içindeki her Cauchy dizisi, P nin

bir elemanına yakınsıyorsa, bu tür uzaylara tam uzay denir. Ayrıca, bir normlu uzay

(P, ∥·∥) tam bir uzay olduğunda Banach uzay adı da verilir.

Tanım 3.1.4 P vektör uzayıdır. Bu uzay üzerinde tanımlı ∥·∥1 ve ∥·∥2 olmak üzere iki

farklı norm bulunsun. Eğer K > 0 ve L > 0 olmak üzere pozitif sabitler ve her a ∈ P

için

K ∥a∥1 ≤ ∥a∥2 ≤ L ∥a∥1

eşitsizliği geçerliyse, bu iki norma denk normlar denir.
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Tanım 3.1.5 İç çarpım uzayında, eğer her Cauchy dizisi bu uzayın bir elemanına

yakınsıyorsa, bu tür uzaylar Hilbert uzayı olarak adlandırılır.

Tanım 3.1.6 P normlu uzaydır. P uzayındaki tüm sınırlı lineer fonksiyonellerin kümesi,

P nin dual uzayı olarak adlandırılır. Bu uzay P ′ veya P ∗ ile gösterilir ve

∥f∥P ′ = sup
a∈P,a̸=0

|f (x)|
∥a∥P

<∞

normu ile bir Banach uzayıdır.

Tanım 3.1.7 Bir P normlu uzayında (an) dizisi verilsin. Eğer a ∈ P için

lim
n→∞

∥an − a∥P = 0

eşitliği sağlanıyorsa (an) dizisine güçlü yakınsak dizi adı verilir. Bu yakınsama an → a

ifade edilir.

Tanım 3.1.8 Bir P normlu uzayında (an) dizisi verilsin. Eğer

lim
n→∞

f (an) → f (a) , ∀f ∈ P ′

eşitliği sağlanıyorsa ve a ∈ P ise, bu diziye zayıf yakınsak dizi denir. Bu tür bir

yakınsama, an ⇀ a ya da an
z→ a dır.

Tanım 3.1.9

(a) P normlu uzayında (fn) dizisi sınırlı lineer fonksiyonellerden oluşsun. Eğer f ∈ P ′

için

∥fn − f∥ → 0

eşitliği sağlanıyorsa, (fn) dizisine güçlü yakınsak dizi denir ve bu durum fn → f ile

ifade edilir.

(b) Her a ∈ P için

fn(x) → f (x)

şartını sağlayan bir f ∈ P ′ varsa, bu diziye zayıf∗ yakınsak dizi denir ve bu durum

fn
z∗−→ f olarak gösterilir.
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3.2 Lebesgue uzayı (Lp(Ω))

Tanım 3.2.1 Ω ⊂ RN bir bölge olsun ve 1 ≤ p <∞ durumu göz önüne alalım. Eğer Ω

üzerinde tanımlı bir ölçülebilir z fonksiyonu∫
Ω

|z(x)|p dx <∞

şartını sağlıyorsa, bu tür fonksiyonların kümesi Lp (Ω) uzayını oluşturur. Bu uzay bir

vektör uzayıdır. 1 ≤ p <∞ için, Lp (Ω) uzayında tanımlı norm, şu şekilde ifade edilir:

∥z∥Lp(Ω) =

∫
Ω

|z (x)|p dx

 1
p

.

Bu norm altında Lp (Ω) uzayı bir Banach uzayıdır.

Örnek. Ω = (0, 1) ve z (x) = x2 ise ∥z∥L2(Ω) =?

Çözüm.

∥z∥L2(Ω) =

∫
Ω

|z (x)|2 dx

 1
2

=

 1∫
0

∣∣x2∣∣2 dx


1
2

=

(√
5

5

)
.

Örnek. Ω = (2, 4) ve z (x) = 2x ise ∥z∥L1(Ω) =?

Çözüm.

∥z∥L1(Ω) =

∫
Ω

|z (x)| dx


=

 4∫
2

|2x| dx


=

(
12

ln 2

)
.

Örnek. Ω = (1, 3) ve z (x) = 2x
2 ise ∥z∥L1(Ω) =?

Tanım 3.2.2 A ve B normlu uzayları ele alalım. Aşağıdaki koşullar sağlanıyorsa

1) A uzayının tüm elemanları B uzayında da yer alıyorsa (A ⊂ B) ve
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2) A uzayındaki her z ∈ A için, z bağımsız bir c sabitiyle şu eşitsizliği sağlıyorsa:

∥z∥B ≤ c ∥z∥A

o zaman A uzayı B uzayına gömülür ve A ↪→ B ile gösterilir.

3.3 Sobolev Uzayı (Wm,p (Ω))

Tanım 3.3.1 Ω ⊂ RN , m pozitif tam sayı ise 1 ≤ p ≤ ∞ için

Wm,p (Ω) = {z ∈ Lp(Ω) : Dαz ∈ Lp(Ω), 0 ≤ |α| ≤ m}

bu şekilde tanımlanan uzaya Sobolev uzayı adı verilir.

1 ≤ p <∞ durumunda norm,

∥z∥Wm,p(Ω) =

 ∑
0≤|α|≤m

∥Dαz∥pLp(Ω)

 1
p

ve p = ∞ durumunda ise norm,

∥z∥Wm,∞(Ω) = max
0≤|α|≤m

∥Dαz∥L∞(Ω)

şeklinde tanımlanır. Bu normlarla birlikte Wm,p (Ω) uzayı bir Banach uzayıdır.

Ayrıca, herhangi bir m pozitif tam sayısı için aşağıdaki gömülmeler geçerlidir:

Wm,p
0 (Ω) ↪→ Wm,p (Ω) ↪→ Lp (Ω) .

Örnek. Ω = (0, 2) olsun.

z (x) = x2

fonksiyonu için ∥z∥W 1,2(Ω) normunu hesaplayınız.

Çözüm.

∥z∥W 1,2(Ω) =

 2∫
0

∣∣x2∣∣2 + 2∫
0

|2x|2 dx


1
2

=
16
√
15

15
.
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3.4 Bazı Temel Eşitlik, Eşitsizlik ve Teoremler

Lemma 3.4.1 Eğer z ∈ Lp (Ω) , v ∈ Lq (Ω) , p ≥ 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 ise, zv ∈ L1 (Ω) olur

ve şu eşitsizlikler geçerlidir:

∥zv∥L1(Ω) ≤ ∥z∥Lp(Ω) ∥v∥Lq(Ω)

bu eşitsizliğe Hölder eşitsizliği denir.

Lemma 3.4.2 ε > 0, a, b ∈ R, p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 şartları altında, şu eşitsizlikler

geçerlidir:

|ab| ≤ |a|p

p
+

|b|q

q

veya

|ab| ≤ εap + C (ε) bq

bu eşitsizliğe Young eşitsizliği denir.

Lemma 3.4.3 0 < λ < 1 ve 1 ≤ q ≤ p ≤ s için 1
p
= λ

q
+ 1−λ

s
olmak üzere

z ∈ Lq (Ω) ∩ Ls (Ω) ise z ∈ Lp (Ω) uzayının elamanı olur ve bu da

∥z∥Lp(Ω) ≤ ∥z∥λLq(Ω) ∥z∥
1−λ
Ls(Ω)

şeklinde sağlanabilir ve bu eşitsizliğe İnterpolasyon eşitsizliği denir.

Lemma 3.4.4 Eğer a, b ∈ R ve ε > 0 ise, aşağıdaki eşitsizlik sağlanır:

|ab| ≤ ε

2
|a|2 + 1

2ε
|b|2

bu eşitsizliğe Cauchy eşitsizliği denir.

Lemma 3.4.5

1) Eğer ξ (t) , hhh 0 ≤ t ≤ T ve C1, C2 ≥ 0 sabitleriyle

ξ (t) ≤ C1

t∫
0

ξ (s) ds+ C2

negatif olmayan ve [0, T ] aralığında toplanabilir olan, integral eşitsizliğini sağlayan bir

fonksiyon olsun. Bu bağlamda

ξ (t) ≤ C2

(
1 + C1te

C1t
)
.
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2) Bir diğer durumda

ξ (t) ≤ C1

t∫
0

ξ (s) ds

için ξ (t) = 0 olur. Bu eşitsizliğe Gronwall eşitsizliği denir.

Lemma 3.4.6 Eğer z ∈ C2 (Ω) ∩ C1
(
Ω
)

ise, aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:∫
Ω

v∆zdx =

∫
∂Ω

v
∂z

∂n
ds−

∫
Ω

∇v∇zdx.

n, dışa doğru yönelmiş bir birim vektördür ve, ∂z
∂n

ifadesi n ile ∇z nin skaler çarpımı

olarak tanımlanır. Bu eşitsizliğe Green özdeşliği denir.

Lemma 3.4.7 (Irkıl, 2021) Eğer v bir pozitif tam sayı ve ∀ α ∈ [1,∞) için

αq lnα ≤ (ev)−1 αq+v

dir.

İspat: Her z ∈ R için

ez = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+ ...

olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla

1 + z ≤ ez

olur. Bu durumda z = v lnα− 1 dönüşümü eşitsizlikte yerine koyarak

lnα ≤ αv (ev)−1

bulunur.

Lemma 3.4.7 e göre α ∈ [1,∞) için

αq lnα ≤ (ev)−1 αq+v

olduğu görülür ve ispat tamamlanır.
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Teorem 3.4.8 (X, d) metrik uzayı tam ise, T bir daralma dönüşümü olup ve T fonk-

siyonunun yalnızca bir sabit noktası bulunur. Bu ifadeye Banach sabit nokta teoremi

denir.

Lemma 3.4.9 Boş olmayan kısmi sıralı bir küme içinde yer alan her zincirin, Bir küme

üzerinde üst sınır mevcutsa, o kısmi sıralı küme en az bir maksimal eleman içerir. Bu

ifadeye Zorn lemması denir.

Teorem 3.4.10 N ≥ 2, 1 ≤ p < N ve q = Np
N−p

(
1
q
= 1

p
− 1

N

)
olsun. Bu durumda

W 1,p
(
RN
)
↪→ Lq

(
RN
)

dır ve ∀z ∈ C∞
0

(
RN
)

için

∥z∥q ≤ c ∥∇z∥p

öyle bir sabit c = c (N, p) > 0 bulunur. Bu eşitsizliğe Sobolev Gagliardo-Nirenberg

eşitsizliği denir.

3.5 Değişken Üslü Uzaylar Temel kavramlar

Tanım 3.5.1 q (·) üs fonksiyonunun eşleneği q′ (·) şeklinde gösterilir. x ∈ Ω olmak

üzere

1

q (x)
+

1

q′ (x)
= 1

dır. Ayrıca

(q′ (x))
+
=
(
q−
)′
,

(q′ (x))
−
=
(
q+
)′

yazılabilir.

Tanım 3.5.2 Ω ⊂ R, kümesi üzerinde tanımlı r : Ω → R fonksiyonu verilsin. ∀x, y ∈ Ω

ve |x− y| < 1
2

koşulu altında, eğer aşağıdaki eşitsizlik sağlanıyorsa

|r (x)− r (y)| ≤ c0
− ln |x− y|

eğer r (·) fonksiyonuna ilişkin bir c0 sabiti mevcutsa, bu fonksiyon lokal log-Hölder

sürekliliğine sahiptir ver (·) ∈ LH0 (Ω) ile gösterilir.
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Eğer ∀x ∈ Ω için

|r (x)− r∞| ≤ c∞
− ln |x− y|

eğer r (·) fonksiyonuna ilişkin c∞ ve r∞ sabitleri mevcutsa, bu fonksiyon sonsuzda

log-Hölder sürekliliğine sahiptir ve r (·) ∈ LH∞ (Ω) ile gösterilir.

eğer r (·) fonksiyonu hem lokal log-Hölder sürekliliğine hem de sonsuzda log-Hölder

sürekliliğine sahipse, r (·) ∈ LH (Ω) ile belirtilir.

Tanım 3.5.3 (Değişken Üslü Lebesgue Uzayı) Ω, RN de |Ω| > 0 olacak şekilde bir

bölge olsun. Bu durumda

ρp(·) (z) =

∫
Ω⧹Ω∞

|z (x)|p(x) dx+ ess sup |z (x)|
x∈Ω∞

veya p+ <∞ ise (|Ω∞| = 0 olacağından)

ρp(·) (z) =

∫
Ω

|z (x)|p(x) dx <∞

koşulunu sağlayan ölçülebilir z (x) fonksiyonlarının oluşturduğu sınıfa değişken üslü Le-

besgue uzayı olarak adlandırılır ve Lp(x) (Ω) veya Lp(·) (Ω) şeklinde gösterilir. Burada

ρp(.) (z) (veya ρ (z)) modülar fonksiyoneli olarak adlandırılır.

Örnek. Ω = (0, 2) p (x) = 1
x

ve z (x) = 3x
2 için z ∈ Lp(·) (Ω) olduğunu gösteriniz.

Çözüm. Verilen Ω bölgesinde p (x) = 1
x

fonksiyonu sınırlı olduğundan |Ω∞| = 0 dır.

Böylece

ρp(.) (z) =

∫
Ω

|z (x)|p(x) dx

=

2∫
0

∣∣∣3x2∣∣∣ 1x dx
=

3x

ln 3

2

|
0

=
8

ln 3
<∞

olduğundan z ∈ Lp(·) (Ω) dır.

Örnek. Ω = (1, 4) p (x) = 1
x

ve z (x) = sin xx için z ∈ Lp(·) (Ω) olduğunu gösteriniz.
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Tanım 3.5.4 (Lp(·) Uzayının Normu) p+ < ∞ ise değişken üslü Lebesgue uzayında

norm

∥z∥p(x) = inf
{
λ > 0 : ρp(.)

(z
λ

)
≤ 1
}

= inf

λ > 0 :

∫
Ω

∣∣∣∣z (x)λ
∣∣∣∣p(x) dx ≤ 1


şeklinde tanımlanır. Bu norma Luxemburg normu denir. Burada p (.) = p (sabit) olursa

klasik Lebesgue uzayındaki norm elde edilir.

Lemma 3.5.5 (Poincaré eşitsizliği) Ω ⊂ RN de sınırlı bir bölge ve p (·) ∈ LH (Ω)

olsun. Bu durumda her z ∈ W
1,p(·)
0 (Ω) için

∥z∥p(·) ≤ r ∥∇z∥p(·)

sağlanır, burada r = r (N, p (·) , |Ω|) > 0 dır.

Tanım 3.5.6 (Lp(·) Uzayında Gömülme) Ω, RN sınırlı bölge, 0 < |Ω| < ∞ ve

p (·) , q (·) ∈ L∞
+ (Ω)1 dır.

Lq(·) ↪→ Lp(·)

fonksiyonun gömülmesi için gerekli ve yeterli koşul, her x ∈ Ω için p (·) ≥ q (·)

geçerlidir. Bu durumda

∥z∥p(·) ≤ c (1 + |Ω|) ∥z∥q(·)

olacak şekilde c > 0 sayısı vardır.

Tanım 3.5.7 (Değişken Üslü Sobolev Uzayı) Ω ⊂ RN , m pozitif herhangi bir tamsayı

olmak üzere ve p (·) , [1,∞] için

Wm,p(·) (Ω) =
{
z ∈ Lp(·) (Ω) : Dαz ∈ Lp(·) (Ω) , 0 ≤ |α| ≤ m

}
uzayı Sobolev uzayı olarak adlandırılır. Bu uzayın normu

∥z∥Wm,p(·)(Ω) = ∥z∥m,p(·) =
∑

0≤|α|≤m

∥Dαz∥p(·)
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ile gösterilir ve normu ile bir Banach uzayıdır. Ayrıca C∞
0 (Ω) uzayının Wm,p(·) (Ω)

uzayındaki kapanışı Wm,p(·)
0 (Ω) dır. Açıkça görülür ki

W
m,p(·)
0 (Ω) ↪→ Wm,p(·) (Ω) ↪→ Lp(·) (Ω)

dır.

Lemma 3.5.8 (Aubin-Lions lemması) X , V , Y Banach uzayları olsun. X, V ye

kompakt bir gömülme ve V, Y ye sürekli bir gömülme sağlasın; ayrıca 1 ≤ r ≤ ∞ ve

p = 1 veya r = ∞ ise p > 1 şartları sağlansın.

ve K, Lr (0, T ;X) de sınırlı bir küme

∂K

∂t
=

{
∂z

∂t
: z ∈ K

}
o halde Lp (0, T ;Y ) de sınırlı ise, K kümesi Lr (0, T ;V ) uzayında kompakttır (Aubin,

1963; Lions, 1969).
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Aubin-Lions Lemması

Lr (0, T ;V ) uzayındaki bir fonksiyon dizisinin kompaktlığını belirlemek için Aubin-

Lions lemması kullanılır. Özellikle sonlu boyutlu uzaylarda yapılan evolüsyon denk-

lemlerde, Cauchy-Lipschitz ya da Carathéodory varlık teoremleri ile çözümler elde

edilir. Bu çözüm dizileri, sonlu boyutlu alt uzaylarla ilgili yakınsama içerir. Ardından,

Lp (0, T ;X) uzayındaki sınırlılık ve başlangıç koşullarının uygulanmasıyla, zamana

göre türevlerinLr (0, T ;Y ) uzayında sınırlı olduğu görülür. Bu tür kompaktlık, yakınsaklık

ve çözüm dizilerinin belirlenmesinde gereklidir. Sonuç olarak, bu yaklaşım evolüsyon

denklemlerin çözümünün varlığını gösterir (Dubinskiı̆, 1965).
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3.6 Çözümlerin Varlığı ile İlgili Bazı Lemmalar

Lemma 3.6.1 (Faedo-Galerkin Metodu) Faedo-Galerkin metodu, diferansiyel denk-

lemlerin çözümlerinin varlığını ispatlamak için yaygın olarak kullanılan önemli bir

tekniktir. Bu yöntemde, çözümün yaklaşık bir formunu oluşturmak için sonlu boyutlu

bir alt uzay dizisi kullanılır.

Tanım Öncelikle, H ayrılabilir bir Hilbert uzayı ve V, yoğun bir alt uzayı olsun. V nin

sonlu boyutlu alt uzayları Vn olmak üzere şu koşullar sağlanır:

1. Vn ⊂ V , Vn sonlu boyutludur.

2. n→ ∞ iken Vn → V dir.

Bu durumda, ∀z ∈ Vn için bir {zn}n∈N+ dizisi bulunabilir:

n → ∞ iken zn → z olur. Böylece, Vn uzayı, n. mertebeden bir Galerkin yaklaşımı

olarak adlandırılır.

Faedo-Galerkin Metodunun Adımları:

Ayrılabilir bir V Hilbert uzayında tanımlı bir fonksiyon uzayında, bir P probleminin

çözümlerinin varlığını bulmak isteyelim. Bu P probleminin tek bir çözümü z olsun.

V nin bir Vn Galerkin yaklaşımını seçtikten sonra, sonlu boyutlu (Vn) uzayında, tek

bir (zn) çözümüne sahip yaklaşık bir Pn problemini tanımlamamız gerekir. Daha sonra

aşağıdaki adımları uygularız:

Adım 1 (Yaklaşık problem tanımı): Pn probleminin çözümü zn olsun.

Adım 2 (Çözümün sınırlılığı): zn nin düzgün sınırlı olduğunu göstermek için zn

üzerinde kestirimler oluştururuz.

Adım 3 (Zayıf yakınsaklık): zn nin düzgün sınırlı olmasından dolayı, 2. adımdaki

kestirimleri içeren uzayın zayıf topolojisinde, bir limite sahip, {zn}n∈N+ dizisinin bir

{z′n}n∈N+ alt dizisini seçmek mümkündür.

Elde edilen limit z olsun.

Adım 4 (Asıl problemin çözümü): P probleminin çözümünün z olduğunu gösteririz.

Adım 5 (Güçlü yakınsaklık): Böylece, güçlü yakınsaklık sonuçlarını elde ederiz.

Yaklaşım sürecinin oluşturulmasının esas amacı, bir çözümün varlığının elde edilmesini

sağlamaktır, bu süreç zn (x, t) ya, (x, t) ∈ Ω× [0, T ] için

zn (x, t) =
n∑
i=1

ri (t)wi
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olacak şekilde wi tabanlarının fonksiyonlarının lineer bir kombinasyonu olarak yaklaş-

maya tekabül eder.

Diğer bir ifadeyle, başlangıçta yaklaşık bir problem tanımlanır ve adi diferansiyel

denklemler teorisine dayanarak, sistemin çözümünün varlığı garanti altına alınır. Eğer

sistemin doğrusal olmayan terimleri yeterince düzgünse Zorn Lemması yardımıyla

bu sistemin çözümü, bir [0, tm) aralığında genişletilebilir. Ardından, belirli tahmin-

ler yapılarak çözümün t > 0 için geçerli olacak şekilde [0, tm) dışına genişletilmesi

mümkündür (Lions, 1969).

Lemma 3.6.2 (Potansiyel Kuyu Metodu) Genel olarak bu metot denklem çözümlerinin

varlığının ispatında kullanılan önemli bir metottur. Potansiyel kuyu metodu, Sattinger

tarafından (1968) deki çalışmasında

ztt −∆z + f (x, z) = 0 (3.6.2)

denkleminde ele alınmıştır. Buradaki amaç, problemin global çözümlerinin varlığını

ispatlamaktır. Sattinger, (3.6.2) denkleminin, doğrusal olmayan f (x, z) fonksiyonuna

bazı ek koşullar ekleyerek global zayıf çözümün varlığını elde etmiştir. Potansiyel kuyu

metodu, denklemlerin enerji integralleri üzerine kurulu bazı analizlere dayanmaktadır.

Fonksiyonun davranışı incelendiğinde, x = 0 konumunda lokal minimum ve x = x1

konumunda ise lokal maksimum noktası içerdiği anlaşılmaktadır.

Potansiyel kuyu, aşağıdaki şekilde tanımlanır:

W = {x : V (x) < d, x < x1} .
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Bu küme, orijini de içeren bir bölgeyi ifade eder ve sistemin toplam enerjisinin bu

sınırları aşmamasını sağlar. Burada d, RN içinde düzgün sınırlandırılmış bir bölgeyi

temsil eder. Şimdi J (z) fonksiyonelinin minimum noktasını baz alarak bir potansiyel

kuyu tanımlayalım. Tüm z ∈ H1
0 (Ω) için tanımlı olan bir fonksiyonel J (z) ele alınsın.

Fonksiyonelin z = 0 noktasında minimum değerini aldığı varsayılırsa, J (λz) fonksi-

yonu, orijin civarındaki küçük ve pozitif λ değerleri için artan özellik gösterir. Bu artışın

sona erip fonksiyonun azalmaya başladığı ilk pozitif değer λ1 > 0 olarak tanımlansın.

Bu durumda potansiyel kuyunun derinliği, aşağıdaki biçimde ifade edilir:

d = inf
z∈H1

0 (Ω)
J (λ1z) .

Bu değer, z0 = 0 bulunduğu bölgenin dışındaki en küçük enerji düzeyini temsil eder.

Doğal olarak d ∈ [0,∞] aralığındadır. Eğer d > 0 koşulu sağlanıyorsa, bu durumda

potansiyel kuyu W kümesi şu şekilde tanımlanabilir:

W =
{
z : z ∈ H1

0 (Ω) , 0 ≤ J (λz) < d, 0 ≤ λ ≤ 1
}
.

Bu tanım altında z ∈ W olacak şekilde her bir J (z) < d dır. Ayrıca [0, 1] aralığındaki

her λ için λz biçimindeki noktalar da bu enerji düzeyinin altındadır. Böylece, bu

yaklaşımla sistemin global çözümlerinin varlığı garanti altına alınabilir.
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3.7 Çözümlerin Azalması ile İlgili Lemma

Lemma 3.7.1 (Komornik eşitsizliği) h : [0,∞) → [0,∞) artan olmayan bir fonksiyon

olsun. t ≥ 0 ve sabit c > 0 sayısı∫ ∞

t

g (γ) dγ ≤ cg (t)

eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda

g (t) ≤ g (0) e1−
t
c

geçerlidir. Ayrıca, g : [0,∞) → [0,∞) artan olmayan bir fonksiyon, α > 0 ve c > 0

sabit sayıları, her t ≥ 0 için

∫ ∞

t

gα+1 (γ) dγ ≤ cgα (0) g (t)

eşitsizliğini sağlasın. Bu durumda, her ∀t ≥ c için

g (t) ≤ g (0)

(
c+ αt

c+ αc

)− 1
α

geçerlidir (Komornik, 1994).
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3.8 Çözümlerin Patlaması ile İlgili Lemma

Konkavlık metodu

Levine (1974) tarafından elde edilen bu metodun temel düşüncesi problemin lokal varlık

koşulu altında problemi temsil eden pozitif bir k (t) fonksiyonu için ϕ (t) = k−β (t)

konkav fonksiyonunu inşa etmektir.

Lemma 3.8.1 (Konkavlık metodu) k (t) iki kez türevlenebilen ve t > 0, ε > 0 için

k′′ (t) k (t)− (1 + ε) (k′ (t))
2 ≥ 0

eşitsizliğini sağlayan pozitif bir fonksiyon olsun. Eğer k (0) > 0 ve k′ (0) > 0 ise bu

durumda 0 < T ≤ k(0)
εk′(0)

zamanı vardır ki

lim
t→T−

k (t) = ∞

olur (Levine, 1974).
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4. DEĞİŞKEN ÜSLÜ m(x)-BİHARMONİK DENKLEMİN ÇÖZÜMLERİNİN

VARLIĞI VE PATLAMASI

Bu bölümde, m(x)-biharmonik terim içeren parabolik
zt −∆z +∆2z +∆2

m(x)z = |z|p(x)−2 z, Q = Ω× (0, T ) ,

z (x, t) = ∂
∂υ
z (x, t) = 0, ∂Q = ∂Ω× [0, T ) ,

z (x, 0) = z0 (x) , Ω

(4.1)

denklemini inceleyeceğiz (Butakın ve Pişkin, 2024a). ∆2
m(x)z terimi m(x)-biharmonik

olarak adlandırılan dördüncü mertebeden bir operatördür ve aşağıdaki şekilde

∆2
m(x)z = ∆

(
|∆z|m(x)−2∆z

)
tanımlanır. Burada Ω, RN içinde düzgün sınırlara sahip bir bölgeyi temsil eder ve ∂Ω bu

bölgenin sınırını ifade eder. Ayrıca, υ ∂Ω üzerindeki birim dış normal vektördür. m (.)

ve p (.), Ω üzerinde ölçülebilir fonksiyonlardır. Burada çözümlerinin global varlığını ve

patlamasını inceleyeceğiz.

2 ≤ m− ≤ m (x) ≤ m+ <

 ∞, N ≤ 4,

2N
N−4

, N > 4
(4.2)

ve

max
{
2,m+

}
< p− ≤ p+ <

 ∞, N ≤ 4,

2N
N−4

, N > 4
(4.3)

 m− = ess infx∈Ωm (x) , m+ = ess supx∈Ωm (x) ,

p− = ess infx∈Ω p (x) , p+ = ess supx∈Ω p (x)

dır.
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4.1 Zamana Bağlı Türev İçermeyen Problem

Bu kısımda, (4.1) probleminin durağan çözümlerini inceleyeceğiz: ∆2z −∆z +∆2
m(x)z = |z|p(x)−2 z, Ω,

z (x) = ∂
∂υ
z (x) = 0, ∂Ω,

(4.4)

m (x) ve p (x) , (4.2)-(4.3) ifadelerindeki koşulları sağlasın. Enerji fonksiyoneli E (z)

ve Nehari fonksiyoneli I (z),

E (z) =
1

2
∥∇z∥22 +

1

2
∥∆z∥22 +

∫
Ω

1

m (x)
|∆z|m(x) dx−

∫
Ω

1

p (x)
|z|p(x) dx

ve

I (z) = ∥∇z∥22 + ∥∆z∥22 +
∫
Ω

|∆z|m(x) dx−
∫
Ω

|z|p(x) dx

şeklinde tanımlanır. E (z) ve I (z) , H2
0 (Ω) uzayında tanımlanmış fonksiyonellerdir.

Ayrıca, p (x) ve m (x) tanımından dolayı

E (z) ≥1

2
∥∇z∥22 +

1

2
∥∆z∥22 +

1

m+

∫
Ω

|∆z|m(x) dx− 1

p−

∫
Ω

|z|p(x) dx

=

(
1

2
− 1

p−

)
∥∇z∥22 +

(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∥22

+

(
1

m+
− 1

p−

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx+
1

p−
I (z) (4.5)

ve

E (z) ≤1

2
∥∇z∥22 +

1

2
∥∆z∥22 +

1

m−

∫
Ω

|∆z|m(x) dx− 1

p+

∫
Ω

|z|p(x) dx

=

(
1

2
− 1

p+

)
∥∇z∥22 +

(
1

2
− 1

p+

)
∥∆z∥22

+

(
1

m− − 1

p+

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx+
1

p+
I (z) (4.6)

eşitsizlikleri yazılabilir. Dolayısıyla gerekli işlemler yapılırsa

E (z) =

(
1

2
− 1

p−

)
∥∇z∥22 +

(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∥22 +

∫
Ω

(
1

m (x)
− 1

p−

)
|∆z|m(x) dx

+

∫
Ω

(
1

p−
− 1

p (x)

)
|z|p(x) dx+ 1

p−
I (z) (4.7)
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elde edilir. Burada z ∈ H2
0 (Ω) \ {0} olduğundan λ > 0 ise λ 7→ j (λ) := E (λz) olur.

Yani

j (λ) =
λ2

2
∥∇z∥22 +

λ2

2
∥∆z∥22 +

∫
Ω

λm(x)

m (x)
|∆z|m(x) dx−

∫
Ω

λp(x)

p (x)
|z|p(x) dx

dır.

Lemma 4.1.1 (4.2)-(4.3) sağlansın ve z ∈ H2
0 (Ω) \ {0} olsun. Burada limλ→0+ j (λ) =

0 ve limλ→∞ j (λ) = −∞ dır. Ayrıca λ∗ = λ∗ (z) > 0 dır ve λ = λ∗ noktasında

j (λ) maksimum değerini alır. Buradan I (λ∗z) = 0 eşitliği sağlanır. Sonuç olarak I (z)

değerine bağlı olarak aşağıdaki koşullar sağlanır:

i. 0 < λ∗ < 1 ise I (z) < 0,

ii. λ∗ = 1 ise I (z) = 0,

iii. λ∗ > 1 ise I (z) > 0 dır.

İspat: j (λ) nın tanımından

j (λ) ≥λ
2

2
∥∇z∥22 +

λ2

2
∥∆z∥22 +min

{
λm

−
, λm

+
}∫

Ω

λm(x)

m (x)
|∆z|m(x) dx

−max
{
λm

−
, λm

+
}∫

Ω

λp(x)

p (x)
|z|p(x) dx

ve

j (λ) ≤λ
2

2
∥∇z∥22 +

λ2

2
∥∆z∥22 +max

{
λm

−
, λm

+
}∫

Ω

λm(x)

m (x)
|∆z|m(x) dx

−min
{
λm

−
, λm

+
}∫

Ω

λp(x)

p (x)
|z|p(x) dx

yazılabilir. Dolayısıyla p− > max {2,m+} ve
∫
Ω

1
p(x)

|z|p(x) dx > 0 dır ve yukarıdaki

koşullar, limλ→0+ j (λ) = 0 ve limλ→∞ j (λ) = −∞ olur. Ayrıca, yeterince küçük

λ > 0 için j (λ) > 0 dır. Dolayısıyla, λ∗ > 0 olacak şekilde j (λ∗) = supλ>0 j (λ) (yani

j (λ) fonksiyonunun pozitif λ değerleri için en büyük değerine ulaştığı bir maksimum

nokta) vardır. Fermat teoreminden j′ (λ∗) = 0 olur. Bu sonuç, I (λ∗z) = 0 eşitliğini

sağlar. Sonuç olarak i), ii), iii) ifadeleri ispatlanır. I (z) fonksiyonelinin tanımından

30



0 =I (λ∗z)

=λ2∗ ∥∇z∥
2
2 + λ2∗ ∥∆z∥

2
2 +

∫
Ω

λm(x)
∗ |∆z|m(x) dx−

∫
Ω

λp(x)∗ |z|p(x) dx

=
(
λ2∗ − λp

−

∗

)
∥∇z∥22 +

(
λ2∗ − λp

−

∗

)
∥∆z∥22 +

∫
Ω

(
λ2∗ − λp

−

∗

)
|∆z|m(x) dx

+

∫
Ω

(
λ2∗ − λp

−

∗

)
|z|p(x) dx+ λp

−

∗ I (z)

elde edilir. Gerekli işlemler yapılırsa

λp
−

∗ I (z) =
(
λp

−

∗ − λ2∗

)
∥∇z∥22 +

(
λp

−

∗ − λ2∗

)
∥∆z∥22

+

∫
Ω

(
λp

−

∗ − λ2∗

)
|∆z|m(x) dx+

∫
Ω

(
λp

−

∗ − λ2∗

)
|z|p(x) dx

olduğu görülür. Sonuç olarak ispat tamamlanır.

Nehari manifoldu

N =
{
z ∈ H2

0 (Ω) \ {0} : I (z) = 0
}

dır. Lemma 4.1.1, N nin boş küme olmadığını ifade eder. Enerji fonksiyoneli E (z) nin

N üzerindeki infimum değeri d,

d = inf
z∈N

E (z) (4.8)

şekilde tanımlanır. Sonraki lemma, ana sonucumuzda önemli bir rol oynayan düşük

başlangıç enerjisini (low initial energy) içermektedir.

Lemma 4.1.2 (4.2)-(4.3) koşulları sağlansın ve z ∈ H2
0 (Ω) \ {0} olsun. O halde

E (z)− 1

p−
I (z) ≥ d

max
{
λ2∗, λ

m−
∗ , λp

+

∗

}
dır. Burada λ∗, Lemma 4.1.1 de tanımlanmış olan maksimum noktadır.

İspat: Her z ∈ H2
0 (Ω) \ {0} için, Lemma 4.1.1 e göre λ∗ ∈ (0,∞) olacak biçimde

bir λ∗ vardır ve bu λ∗ için I (λ∗z) = 0 eşitliği sağlanır. d nin tanımından ve (4.7)
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denkleminde z nin yerine λ∗z konularak şu sonuç elde edilir:

d ≤E (λ∗z)

=

(
1

2
− 1

p−

)
λ2∗ ∥∇z∥

2
2 +

(
1

2
− 1

p−

)
λ2∗ ∥∆z∥

2
2

+

∫
Ω

λm(x)
∗

(
1

m (x)
− 1

p−

)
|∆z|m(x) dx−

∫
Ω

λp(x)∗

(
1

p−
− 1

p (x)

)
|z|p(x) dx

≤max
{
λ2∗, λ

m−

∗ , λp
+

∗

}
.

[(
1

2
− 1

p−

)
∥∇z∥22 +

(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∥22

+

∫
Ω

(
1

m (x)
− 1

p−

)
|∆z|m(x) dx−

∫
Ω

(
1

p−
− 1

p (x)

)
|z|p(x) dx


=max

{
λ2∗, λ

m−

∗ , λp
+

∗

}[
E (z)− 1

p−
I (z)

]
.

Böylece ispat tamamlanmıştır.

Daha önceki iki lemmanın sonuçlarına dayanarak, d nin pozitif olduğunu ve z ∈ N

üzerinde elde edilebildiğini gösteren yeni bir lemmanın ispatı yapılacaktır.

Lemma 4.1.3 (4.2)-(4.3) sağlansın. O halde

i) d = inf
z∈H2

0 (Ω)\{0}
sup
λ>0

E (λz) ,

ii) d pozitiftir ve

iii) z∗ ∈ N vardır ve z∗, Ω da hemen hemen her yerde z∗ (x) ≥ 0 şartını sağlar. Ayrıca

z∗ için, E (z∗) = d eşitliği sağlanır.

İspat: Lemma 4.1.1 e göre herhangi bir z ∈ H2
0 (Ω) \ {0} için

sup
λ>0

E (λz) = E (λ∗z) (4.9)

burada λ∗, Lemma 4.1.1 de elde edilen bir parametredir. Ayrıca λ∗z ∈ N olduğundan

E (λ∗z) değeri N üzerindeki en küçük değeri sağlayan E (z) nin infimumu d ye eşittir.

Aşağıdaki şekilde gösterilir:

E (λ∗z) ≥ inf
z∈N

E (z) = d. (4.10)

(4.9) ve (4.10) dan,

inf
z∈H2

0 (Ω)\{0}
sup
λ>0

E (λz) ≥ d (4.11)
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olur. Ayrıca, herhangi bir z ∈ N için λ∗ = 1 dir ve Lemma 4.1.1 den

sup
λ>0

E (λz) = E (z) (4.12)

olduğu görülür. (4.11) ve (4.12) den i) sağlanır.

Şimdi, ii) ifadesinde d nin pozitif bir sayı olduğunu göstermek için, belirli fonksiyonel

eşitsizlikler ve normlar kullanılır. p (x) in (4.3) de koşulunu sağladığı ve H2
0 (Ω) nin

Lp(x) (Ω) uzayına sürekli olarak gömülmesi yapılır. Yani

Sp(.) = sup
z∈H2

0 (Ω)\{0}

∥z∥p(x)
∥∆z∥2

eşitliği ile gösterilir. Burada Sp(.) gömülme sabitidir. Herhangi bir z ∈ H2
0 (Ω) \ {0}

için I (z) ≤ 0 dır. Dolayısıyla

∥∆z∥22 ≤
∫
Ω

|z|p(x) dx

≤max
{
∥z∥p

−

p(.) , ∥z∥
p+

p(.)

}
≤max

{
Sp

−

p(.) ∥∆z∥
p−

2 , Sp
+

p(.) ∥∆z∥
p+

2

}
olur. Sıradaki adım p− > 2 ve ∥∆z∥2 > 0 olduğunu göstermektir. Buradan

∥∆z∥2 ≥ δ1 (4.13)

elde edilir. Dolayısıyla

δ1 = min

{
S

p−

2−p−

p(.) , S
p+

2−p+

p(.)

}

dır. Sabit z ∈ N için, z ∈ H2
0 (Ω) \ {0} ve I (z) = 0 dır. (4.5) ve (4.13) ifadelerinden

E (z) ≥
(
1

2
− 1

p−

)
∥∇z∥22 +

(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∥22

+

(
1

m+
− 1

p−

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx+
1

p−
I (z)

≥
(
1

2
− 1

p−

)(
∥∇z∥22 + ∥∆z∥22

)
≥
(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∥22

≥
(
1

2
− 1

p−

)
δ21 (4.14)
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elde edilir. O halde d nin tanımından

d ≥
(
1

2
− 1

p−

)
δ21 > 0

olduğu görülür. Sonuç olarak, iii) ü yani enerji fonksiyonelinin minimum değerini

sağlayan z∗ fonksiyonunun varlığını gösteriyoruz. z∗, N üzerinde yer aldığından ve

E (z∗) = d olduğu için d yi sağlayan kritik bir çözümün mevcut olduğu ortaya kona-

caktır. Şimdi (4.8) e göre {zn}∞n=1 ⊂ N şeklinde bir dizi olsun ve {zn} dizisi, E (z) yi

minimize eden bir dizidir ve limn→∞E (zn) = d olduğundan, bu dizinin limit noktası

z∗ bulunmaktadır. Ayrıca hemen hemen her yerde Ω da ∀ n ∈ N∗ için zn (x) ≥ 0 olduğu

varsayılır. Dolayısıyla |zn| ∈ N ve E (|zn|) = E (zn) olduğu açıktır. zn fonksiyonları,

H2
0 (Ω) uzayında sınırlıdır ve yansımalı (refleksif) özelliği gösterir.

limn→∞E (zn) = d ve (4.13) ifadesi kullanılırsa, H2
0 (Ω) ↪→ Lp(.) (Ω) gömülmesi

kompakttır. (4.2) ve (4.3) ifadelerinin bir alt dizisi vardır ve {zn} olarak ifade edeceğiz.

Öyle bir z∗ ∈ H2
0 (Ω) vardır ki:

zn ⇀ z∗, H1
0 (Ω) uzayında zayıf yakınsaktır,

zn ⇀ z∗, H2
0 (Ω) uzayında zayıf yakınsaktır,

zn ⇀ z∗, W
2,m(.)
0 (Ω) uzayında güçlü yakınsaktır,

zn ⇀ z∗, Lp(.) (Ω) uzayında güçlü yakınsaktır,

zn (x) → z∗ (x) , Ω hemen hemen her yerde.

O halde Ω da neredeyse her yerde z∗ (x) ≥ 0 elde edilir ve

∥∇z∗∥2 ≤ lim
n→∞

inf ∥∇zn∥2 ,

∥∆z∗∥2 ≤ lim
n→∞

inf ∥∆zn∥2 ,∫
Ω

|∆z∗|m(x) dx = lim
n→∞

∫
Ω

|∆zn|m(x) dx,

∫
Ω

(
1

m (x)
− 1

p−

)
|∆z∗|m(x) dx = lim

n→∞

∫
Ω

(
1

m (x)
− 1

p−

)
|∆zn|m(x) dx,

∫
Ω

|z∗|p(x) dx = lim
n→∞

∫
Ω

|zn|p(x) dx,

∫
Ω

(
1

p−
− 1

p (x)

)
|z∗|p(x) dx = lim

n→∞

∫
Ω

(
1

p−
− 1

p (x)

)
|zn|p(x) dx
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elde edilir. Burada z yerine zn yazılırsa (4.7) ifadesi ve zn ∈ N den

d = lim
n→∞

inf E (zn)

≥
(
1

2
− 1

p−

)
∥∇z∗∥22 +

(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∗∥22

+

∫
Ω

(
1

m (x)
− 1

p−

)
|∆z∗|m(x) dx+

∫
Ω

(
1

p−
− 1

p (x)

)
|z∗|p(x) dx

=E (z∗)− 1

p−
I (z∗) (4.15)

dır. Varsayalım ki I (z∗) < 0 olsun. Lemma 4.1.1 ve Lemma 4.1.2 den λ∗ ∈ (0, 1)

vardır. Dolayısıyla

E (z∗)− 1

p−
I (z∗) ≥ d

max
{
λ2∗, λ

m−
∗ , λp

+

∗

} > d

elde edilir. Bu (4.15) ile çelişir, zn ∈ N olduğu için

I (z∗) ≥ 0 (4.16)

dır. Yani I (zn) = 0 elde edilir, buradan

0 = lim
n→∞

inf I (zn)

= lim
n→∞

inf

∥∇zn∥22 + ∥∆zn∥22 +
∫
Ω

|∆zn|m(x) dx−
∫
Ω

|zn|p(x) dx


≥∥∇z∗∥22 + ∥∆z∗∥22 +

∫
Ω

|∆z∗|m(x) dx−
∫
Ω

|z∗|p(x) dx

=I (z∗)

olur. Dolayısıyla (4.16) ifadesinden I (z∗) = 0 olduğunu çıkarabiliriz. Şimdi z∗ ∈ N

olduğunu gösterelim. Bunun için z∗ ̸= 0 olduğunu göstermeliyiz. O halde zn ∈ N ve

(4.12) ifadesinden∫
Ω

|zn|p(x) dx = ∥∇zn∥22 + ∥∆zn∥22 +
∫
Ω

|∆zn|m(x) dx ≥ δ21

elde edilir. Buradan∫
Ω

|z∗|p(x) dx ≥ δ21 > 0
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olduğu görülür. Ayrıca z∗ ̸= 0 olur, çünkü zn dizisinin normları sıfırdan büyük olup,

limitte de sıfırdan büyük olacaktır. Yani E (z∗) ≥ d dir. Sonuç olarak (4.15) de kul-

lanılarak, z∗ ∈ N olup E (z∗) = d ve I (z∗) = 0 olduğu bulunur. Dolayısıyla d yi

sağlayan bir z∗ fonksiyonu vardır ve bu fonksiyon, Nehari manifoldu üzerinde yer alır

ve minimum enerji seviyesini sağlar. İspat tamamlanmıştır.

Sonraki adımda, Sattinger’in çalışmasına benzer şekilde, kararlı küme W , kararsız

küme U olarak tanımlanır (Sattinger, 1968).

W =
{
z ∈ H2

0 (Ω) : E (z) < d, I (z) > 0
}
∪ {0} ,

U =
{
z ∈ H2

0 (Ω) : E (z) < d, I (z) < 0
}

olsun. Ayrıca

N− =
{
z ∈ H2

0 (Ω) : I (z) < 0
}
, N+ =

{
z ∈ H2

0 (Ω) : I (z) > 0
}

verilir. Burada Ek,

Ek =
{
z ∈ H2

0 (Ω) : E (z) < k
}

olsun. Ayrıca ∀ k > d için

Nk := N ∩ Ek ̸= ∅

dır. Dolayısıyla

λk = inf {∥z∥2 : z ∈ Nk} ve Λk = sup {∥z∥2 : z ∈ Nk} (4.17)

dir. Burada k 7→ λk artmayan ve k 7→ Λk azalmayan olduğu açıktır. Aşağıdaki lemma

λk ve Λk nin sonlu pozitif değerler olduğunu gösterir bu da Teorem 4.2.7 nin önemini

gösterir.

Lemma 4.1.4 (4.2)-(4.3) koşulları sağlansın. Bu durumda k > d için, (4.17) de

tanımlanan 0 < λk ≤ Λk <∞ aralığında, λk ve Λk koşullarını sağlar.

İspat: İlk olarak Λk < ∞ olduğunu göstermekle başlayalım. Herhangi bir k > d ve

z ∈ Nk için, E (z) < k ve I (z) = 0 olur. (4.5) e göre ve H2
0 (Ω) ↪→ L2 (Ω) gömülmesi
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kullanılırsa

k >E (z) ≥
(
1

2
− 1

p−

)
∥∇z∥22 +

(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∥22

+

(
1

m+
− 1

p−

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx+
1

p−
I (z)

≥
(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∥22

≥
(
1

2
− 1

p−

)
S−2
2 ∥z∥22 (4.18)

elde edilir. Daha sonra

∥z∥2 ≤ S2

√
2kp−

p− − 2

dır. Burada S2 > 0 olacak şekilde

S2 = sup
z∈H2

0 (Ω)\{0}

∥z∥2
∥∆z∥2

(4.19)

optimal gömülme sabitidir. Dolayısıyla

Λk ≤ S2

√
2kp−

p− − 2
<∞

ile gösterilebilir. İkinci olarak λk > 0 olduğunu göstermek için Gagliardo-Nirenberg

eşitsizliğine göre yalnızca Ω, N, p− ve p+ ya sadece bağlı olan pozitif bir sabit A0 sabiti

bulunmaktadır, öyle ki:

∥z∥p
−

p− ≤A0 ∥∆z∥θ
−p−

2 ∥z∥(1−θ
−)p−

2 ,

∥z∥p
+

p+ ≤A0 ∥∆z∥θ
+p+

2 ∥z∥(1−θ
+)p+

2

dır. Burada (4.3) ifadesinden θ± =
N(p±−2)

4p±
∈ (0, 1) dir. Daha sonra z ∈ Nk ve

Nk ⊂ N olduğundan

∥∆z∥22 ≤
∫
Ω

|z|p(x) dx

≤
∫
Ω

(
|z|p

−
+ |z|p

+
)
dx

≤2max
{
∥z∥p

−

p− , ∥z∥
p+

p+

}
≤2A0max

{
∥∆z∥θ

−p−

2 ∥z∥(1−θ
−)p−

2 , ∥∆z∥θ
+p+

2 ∥z∥(1−θ
+)p+

2

}
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eşitsizliği elde edilir. Burada ∥∆z∥2 > 0 ve θ± < 1 dan

∥z∥2 ≥ min

{
(2A0)

1

(θ−−1)p− ∥∆z∥
2−θ−p−

(1−θ−)p−

2 , (2A0)
1

(θ+−1)p+ ∥∆z∥
2−θ+p+

(1−θ+)p+

2

}
(4.20)

dır. Ayrıca (4.13) ve (4.18) ifadelerinden ∀ z ∈ Nk için,

δ1 ≤ ∥∆z∥2 ≤

√
2kp−

p− − 2
= δ2

dır. (4.20) ifadesinden

∥z∥2 ≥min


(2A0)

1

(θ−−1)p− min

{
δ

2−θ−p−

(1−θ−)p−

1 , δ
2−θ−p−

(1−θ−)p−

2

}
,

(2A0)
1

(θ+−1)p+ min

{
δ

2−θ+p+

(1−θ+)p+

1 , δ
2−θ+p+

(1−θ+)p+

2

}


>0

elde edilir. Bu nedenle, λk tanımına göre λk > 0 dır. Buna göre ispat tamamlanır.

Son olarak, yüksek başlangıç enerjisi (high initial energy) durumunda ana sonuçların

ispatları için gerekli olan aşağıdaki lemmayı göstereceğiz.

Lemma 4.1.5 (4.2)-(4.3) koşulları sağlansın, o halde aşağıdaki sonuçlar elde edilir:

i) dist (0,N ) > 0 ve dist (0,N−) > 0 ve

ii) Herhangi bir k > 0 için N+ ∩ Ek kümesi, H2
0 (Ω) içinde sınırlıdır.

İspat:

i) N ve N−kümelerindeki herhangi bir z için (4.13) den

dist (0,N ) = inf
z∈N

∥∆z∥2 ≥ δ1 > 0,

dist (0,N−) = inf
z∈N−

∥∆z∥2 ≥ δ1 > 0

elde ederiz. Burada δ1 > 0 sabit bir alt sınırdır. Dolayısıyla dist (0,N ) > 0 ve

dist (0,N−) > 0 olduğunu kanıtlar.

ii) nin ispatına devam edelim. Herhangi bir z ∈ N+ ∩ Ek için E (z) < k ve I (z) > 0

olduğunu biliyoruz. (4.5) de kullanılırsa

k >E (z) ≥
(
1

2
− 1

p−

)
∥∇z∥22 +

(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∥22

+

(
1

m+
− 1

p−

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx+
1

p−
I (z)

≥
(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∥22
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olur. Dolayısıyla

∥∆z∥2 <

√
2kp−

p− − 2

dır ve ispatı tamamlanır.
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4.2 Evolüsyon Problem

Bu kısımda (4.1) denkleminin çözümünün tanımını açık bir şekilde verelim.

Tanım 4.2.1 Ω× [0, T ) alanında tanımlanan bir z (t) fonksiyonunu ele alalım, burada

T > 0 dir. Eğer z (t) şu koşulları sağlıyorsa Ω× [0, T ) alanında denklem (4.1) için bir

zayıf çözümdür.

1. z (t) ∈ L∞ (0, T ;H2
0 (Ω)) de z (t) , [0, T ) aralığında H2

0 (Ω) uzayında bir fonksiyon-

dur. H2
0 (Ω) ikinci türevleri alınabilen ve belirli sınır koşullarını sağlayan fonksiyonları

içeren bir Sobolev uzayıdır.

2. zt ∈ L2 (0, T ;L2 (Ω)) de, zt zaman türevini temsil eder ve bu türev t için L2 (Ω)

normuna sahiptir.

3. z (t) nin başlangıç koşulu z (0) = z0 olup, burada z (0) = z0 ∈ H2
0 (Ω) dır. Başlangıç

koşulu Ω üzerinde t = 0 zamanındaki homojen Dirichlet sınır koşullarını temsil eder.

Burada ∀t ∈ (0, T ) için

⟨zt, v⟩+ ⟨∇z,∇v⟩+ ⟨∆z,∆v⟩+
〈
|∆z|m(x)−2∆z,∆v

〉
=
〈
|z|p(x)−2 z, v

〉
(4.21)

dır. Herhangi bir v ∈ H2
0 (Ω) için sağlanır. Dolayısıyla [0, T ) aralığında enerji fonksi-

yonu olan E (z) aşağıdaki şekilde
t∫

0

∥z′ (s)∥22 ds+ E (z) = E (z0) (4.22)

enerji korunumu özelliğini sağlar. Bu enerji korunumu, zayıf çözümün fiziksel geçerliliğini

ve problemin kararlılığını doğrular.

Tanım 4.2.2 z (t), (4.1) probleminin bir zayıf çözüm olsun. z (t) nin maksimum varlık

zamanını Tmax ı aşağıdaki şekilde tanımlarız:

i) Eğer z (t), 0 ≤ t <∞ aralığında ise o halde Tmax = ∞ dır.

ii) Eğer t0 > 0 ve z (t) , 0 ≤ t < t0 aralığında mevcut ise, ancak t = t0 anında çözüm

artık mevcut değilse, o zaman Tmax = t0 dır.

Lemma 4.2.3 (4.2)-(4.3) koşulları ve E (z0) < d koşulu altında, sağlansın. Bu durumda

i) Eğer I (z0) < 0 ise, o zaman ∀ t ∈ [0, Tmax) için I (z) < 0 dır,

ii) Eğer I (z0) ≥ 0 ise, o zaman ∀ t ∈ [0, Tmax) için I (z) ≥ 0 dır.

İspat: t ∈ [0, Tmax) aralığındaki her t için z (t) /∈ N dir. Çünkü E (z) ≤ E (z0) < d

eşitsizliği sağlanmaktadır.
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i) Aksini varsayalım: Kabul edelim ki t0 ∈ (0, Tmax) olacak şekilde bir t0 vardır ve

I (z (t)) < 0, t ∈ [0, t0) için I (z (t0)) = 0 olsun, o zaman (4.13) kullanılarak ∀

t ∈ [0, t0) için ∥∆z (t)∥2 ≥ δ1 elde ederiz. t→ t0 için ∥∆z (t0)∥2 ≥ δ1 elde edilir. Bu

da z (t0) ̸= 0 sonucunu verir. Bu nedenle z (t0) ∈ N olur. Böylece bir çelişkiye ulaşılır.

ii) Aksini varsayalım: t1 ∈ (0, Tmax) olacak şekilde bir t1 olduğunu varsayalım. Bu

durum ve I (z0) ≥ 0, t2 ∈ [0, t1) olacak şekilde bir t2 varlığını ve I (z (t2)) = 0

olduğunu ima eder. Bu z (t2) = 0 sonucunu verir. Çünkü z (t2) /∈ N dır. Bundan dolayı

t ∈ [t2, Tmax) aralığı için z (t) = 0 olur. Böylece z (t1) = 0 elde edilir. Bu durum

I (z (t1)) < 0 ile çelişir. Böylece, ispat tamamlanmış olur.

S, (4.1) denkleminin durağan (statik) çözümlerini içeren bir kümedir.

S =
{
ϕ ∈ H2

0 (Ω) : ϕ, (4.1) denkleminin durağan bir çözümüdür.
}

ve başlangıç verisi z0 ∈ W
2,m(.)
0 (Ω) ye karşılık gelen ω−limit kümesi şu şekilde

tanımlanır:

ω (z0) =
{
ω ∈ H2

0 (Ω) : ∃ {tn} ve tn → ∞ öyleki z (tn) → ω
}
.

Burada ω (z0) , z (tn) nin zamanla (tn → ∞) durağan çözüm ω ye yaklaştığını ifade

eder. z (t) , başlangıç verisi z0 ∈ H2
0 (Ω) ye karşılık gelen (4.1) denkleminin bir

çözümü olsun. Bu çözüm, maksimum tanımlı olduğu zaman aralığı [0, Tmax) da incele-

nir.

Daha sonra aşağıdaki kümeleri tanımlayalım:

G =
{
z0 ∈ H2

0 (Ω) : z (t) global olarak var olur, yani Tmax = ∞
}
,

G0 =
{
z0 ∈ G : t→ ∞ olduğunda z (t) , H2

0 (Ω) içinde z (t) → 0 olur
}
,

B =
{
z0 ∈ H2

0 (Ω) : z (t) sonlu bir zamanda (yani Tmax <∞) patlar
}
.

Ana sonuçlar aşağıda belirtilmiştir.

Teorem 4.2.4 (4.2)-(4.3) şartları sağlansın. Eğer E (z0) < d ve I (z0) ≥ 0 ise maksi-

mum varlık zamanı Tmax = ∞ olur.Ayrıca z (t) çözümü aşağıdaki azalma kestirimlerini

sağlar:

∥z (t)∥2 ≤ ∥z0∥2 e
−αt,
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∥∆z (t)∥2 ≤

√
2q−

q− − 2

(
E (z0) + ∥z0∥22

)
e−βt,√

E (z) + ∥z (t)∥22 ≤
√(

E (z0) + ∥z0∥22
)
e−βt.

Burada α ve β pozitif sabitlerdir.

Teorem 4.2.5 (4.2)-(4.3) ifadeleri sağlansın.

i) Eğer z0 ∈ H2
0 (Ω) \ {0} ve E (z0) ≤ 0 ise, o zaman Tmax < ∞ olur. Ayrıca, maksi-

mum varlık zamanı için bir üst sınır elde edilir:

Tmax ≤ Cmax

{
∥z0∥2−p

−

2 , ∥z0∥2−p
+

2

}
burada

C =
p−max

{
Sp

−

p(.),2, S
p+

p(.),2

}
(p− − 2) (p− −max {2,m+})

> 0 (4.23)

dır ve Sp(.),2, Lp(.) (Ω) ↪→ L2 (Ω) gömülmesi için en iyi sabittir. Özellikle p− > 2

olduğunda

Sp(.),2 = sup
z∈Lp(.)(Ω)\{0}

∥z∥2
∥z∥p(.)

(4.24)

dır.

ii) Eğer 0 < E (z0) < d ve I (z0) < 0 ise, o zaman Tmax <∞ olur.

Teorem 4.2.6 (4.2)-(4.3) ifadeleri sağlansın ve z (t) , (4.1) denkleminin bir global

çözümü olsun. O halde, n → ∞ için tn → ∞ olacak şekilde bir {tn} dizisi vardır ve

ϕ ∈ S için

lim
n→∞

∥∆z (tn)−∆ϕ∥2 = 0

dır.

Teorem 4.2.7 (4.2)-(4.3) ifadeleri sağlansın ve E (z0) > d olsun. Eğer z0 ∈ N+ve

∥z0∥2 ≤ λE(z0) ise, o zaman z0 ∈ G0 olur. Eğer z0 ∈ N− ve ∥z0∥2 ≤ ΛE(z0) ise, o

zaman z0 ∈ B dır.

Teorem 4.2.8 (4.2)-(4.3) ifadeleri sağlansın ve başlangıç verisi z0 ∈ H2
0 (Ω) şu koşulları

sağlasın: E (z0) > d ve

∥z0∥22 ≥
2p−S2

2

p− − 2
E (z0) (4.25)
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o zaman z0 ∈ N− ∩B olur. Burada S2, (4.19) denkleminde tanımlanan sabittir.

Teorem 4.2.4 ün ispatı: z = z (x, t), başlangıç verisi z0 olan (4.1) denkleminin [0, Tmax)

aralığındaki bir çözümü olsun. Öncelikle, z (t) nin H2
0 (Ω) uzayında düzgün sınırlı

olduğunu göstereceğiz. Süreklilik prensibinden Tmax = ∞ olur. Ayrıca, E (z0) < d

ve I (z0) ≥ 0 olduğundan, Lemma 4.2.3 e göre I (z) ≥ 0 dır. Daha sonra E (z) nin

artmayan özelliği ve (4.5) i kullanarak

E (z0) ≥E (z)

≥
(
1

2
− 1

p−

)
∥∇z∥22 +

(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∥22 +

1

p−
I (z)

+

(
1

m+
− 1

p−

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx−
(

1

p+
− 1

p−

)∫
Ω

|z|p(x) dx

≥
(
1

2
− 1

p−

)
∥∇z∥22 +

(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∥22

≥
(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∥22 (4.26)

elde edilir. Buradan

∥∆z∥22 ≤

√
2p−E (z0)

p− − 2

dır.

Şimdi, z (t) nin azalma kestirimlerini gösteriyoruz. İki durumu ele alalım:

1. Durum: Eğer t0 ≥ 0 için z (t0) = 0 olursa t ≥ t0 için z (t) = 0 olur ve ispat

tamamlanır.

2. Durum: t ≥ 0 için z (t) ̸= 0 dır. O halde I (z) ≥ 0 olduğundan, Lemma 4.1.1 e göre
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λ∗ ≥ 1 için I (λ∗z) = 0 olacak biçiminde bir λ∗ vardır. Dolayısıyla

λp
−

∗ I (z) =λp
−

∗ I (z)− I (λ∗z)

=
(
λp

−

∗ − λ2∗

)
∥∇z∥22 +

(
λp

−

∗ − λ2∗

)
∥∆z∥22

+

∫
Ω

(
λp

−

∗ − λm(x)
∗

)
|∆z|m(x) dx+

∫
Ω

(
λp(x)∗ − λp∗

)
|z|p(x) dx

≥
(
λp

−

∗ − λ2∗

)
∥∇z∥22 +

(
λp

−

∗ − λ2∗

)
∥∆z∥22

+

∫
Ω

(
λp

−

∗ − λm(x)
∗

)
|∆z|m(x) dx

dır. Yukarıdaki eşitsizlik λp−∗ ile bölünürse

I (z) ≥
(
1− λ2−p

−

∗

)
∥∇z∥22 +

(
1− λ2−p

−

∗

)
∥∆z∥22

+
(
1− λm

+−p−
∗

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx (4.27)

elde edilir. Daha sonra, λ∗ değeri için kestirimde bulunalım. Lemma 4.1.2 uygulanır ve

λ∗ ≥ 1 dikkate alınırsa

E (z (t))− 1

q−
I (z (t)) ≥ d

max
{
λ2∗, λ

m−
∗ , λp

+

∗

}
=

d

λp
+

∗
(4.28)

olur. Böylece, E (z) nin artmayan özelliği ve I (z) ≥ 0 kullanılırsa

E (z)− 1

p−
I (z) ≤ E (z0)

elde edilir. Burada (4.28) den

λ∗ ≥
(

d

E (z0)

)1\p+

> 1 (4.29)

dır. (4.27) ve (4.29) ifadelerinden

I (z) ≥

1−
(

d

E (z0)

) 2−p−

p+

 ∥∇z∥22 +

1−
(

d

E (z0)

) 2−p−

p+

 ∥∇z∥22

+

1−
(

d

E (z0)

)m+−p−

p+

∫
Ω

|∆z|m(x) dx
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ortaya çıkar. Dolayısıyla

I (z) ≥ C1 ∥∇z∥22 , I (z) ≥ C2 ∥∆z∥22 ve I (z) ≥ C3

∫
Ω

|∆z|m(x) dx (4.30)

elde edilir. Daha sonra

C1 = 1−
(

d

E (z0)

) 2−p−

p+

, C2 = 1−
(

d

E (z0)

) 2−p−

p+

ve C3 = 1−
(

d

E (z0)

)m+−p−

p+

dır. Son olarak ∥z∥2 nin üstel azaldığını gösterelim. (4.21) denkleminde v = z alınırsa

d

dt
∥z∥22 =− 2

∥∇z∥22 + ∥∆z∥22 +
∫
Ω

|∆z|p(x) dx−
∫
Ω

|z|q(x) dx


=− 2I (z)

elde edilir. Bu ifade ve (4.30) kullanılarak

d

dt
∥z∥22 ≤− 2

(
C1 ∥∇z∥22 + C2 ∥∆z∥22

)
≤− 2C2 ∥∆z∥22

≤− 2C2 ∥∆z∥22

≤− 2C2S
−2
2 ∥z∥22

olduğu görülür. S2, (4.19) ifadesinde verilen sabittir. Yani

∥z∥2 ≤ ∥z0∥2 e
−αt

dır. Ayrıca α = C2S
−2
2 > 0 olduğu görülür.

Benzer şekilde, E (z) nin ve ∥∆z∥2 nin üstel azaldığını göstermek için (4.6) denklemi

kullanılırsa

E (z) ≤
(
1

2
− 1

p+

)
∥∇z∥22 +

(
1

2
− 1

p+

)
∥∆z∥22

+

(
1

m− − 1

p+

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx+
1

p+
I (z)

eşitsizliğini elde ederiz. (4.30) den

E (z) ≤ C4I (z) (4.31)
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olur. Burada

C4 =
1

C1

(
1

2
− 1

p+

)
+

1

C2

(
1

2
− 1

p+

)
+

1

C3

(
1

m− − 1

p+

)
+

1

p+

>0

dır. Şimdi ∀t ≥ 0 içinL (t) yardımcı fonksiyonelimizi tanımlayalım:

L (t) = E (z) + ∥z∥22 (4.32)

dır. Böylece (4.26) ve (4.32) den

L (t) ≤ E (z) + S−2
2 ∥z∥22 ≤ C5E (z) (4.33)

elde edilir. Burada C5 = 1 + 2p−

p−−2
S2
2 > 0 ve S2 (4.19) de verilen sabittir. Böylece

(4.31), (4.32) ve (4.33) den

d

dt
L (t) =− ∥z′∥22 − 2I (z) ≤ − 2

C4

E (z)

≤− 2

C4C5

L (t)

olduğu görülür. Dolayısıyla

L (t) ≤ L (0) e−2βt

dır. Burada β = 1
C4C5

> 0 dır. Yukarıdaki eşitsizlik yeniden düzenlenirse

E (z) + ∥z∥22 ≤
(
E (z0) + ∥z0∥22

)
e−2βt (4.34)

ispatlanmış olur.

Teorem 4.2.5 in ispatı: Aşağıdaki iki farklı durumu ele alıp ve bu durumları farklı

yöntemlerle inceleyelim:

1. Durum: z0 ∈ H2
0 (Ω) \ {0} için E (z0) ≤ 0 olsun. Burada ∀ t ∈ [0, Tmax) için

f (t) = ∥z∥22

46



olsun. E (z) ve I (z) nin tanımından

E (z) ≥1

2
∥∇z∥22 +

1

2
∥∆z∥22

+
1

m+

∫
Ω

|∆z|m(x) dx− 1

p−

∫
Ω

|z|p(x) dx

≥ 1

max {2,m+}

∥∇z∥22 + ∥∆z∥22 +
∫
Ω

|∆z|m(x) dx


− 1

p−

∫
Ω

|z|p(x) dx

=

(
1

max {2,m+}
− 1

p−

)∫
Ω

|z|p(x) dx+ 1

max {2,m+}
I (z)

elde edilir. Yukarıdaki eşitliği dikkate alarak ve E (z) ≤ E (z0) ≤ 0 olduğundan,

f
′
(t) =− 2I (z)

≥− 2max
{
2,m+

}
J (z) + 2

(
1− max {2,m+}

p−

)∫
Ω

|z|p(x) dx

≥2

(
1− max {2,m+}

p−

)∫
Ω

|z|p(x) dx (4.35)

sonucuna ulaşılır. Elde edilen p− > max {2,m+} eşitsizliği, f ′ (t) ≥ 0 olur. Dolayısıyla

∀t ∈ [0, Tmax) için

f (t) ≥ f (0) = ∥z0∥22 > 0 (4.36)

dır. O halde (4.36) dan
∫
Ω

|z|p(x) dx için aşağıdaki şekilde kestirimde bulunabiliriz:

∫
Ω

|z|p(x) dx ≥min
{
∥z∥p

−

p(.) , ∥z∥
p+

p(.)

}
≥min

{
S−p−
p(.),2 ∥z∥

p−

2 , S−p+
p(.),2 ∥z∥

p+

2

}
≥min

{
S−p−
p(.),2, S

−p+
p(.),2

}
min

{
∥z∥p

−

2 , ∥z∥p
+

2

}
=min

{
S−p−
p(.),2, S

−p+
p(.),2

}
min

{
1, f

p+−p−
2 (t)

}
f

p−
2 (t)

≥min
{
S−p−
p(.),2, S

−p+
p(.),2

}
min

{
1, ∥z0∥p

+−p−
2

}
f

p−
2 (t) , (4.37)

dır. Burada Sp(.),2, (4.24) de tanımlanmıştır. (4.35) ve (4.37) den

f ′ (t) ≥ C0f
p−
2 (t) (4.38)
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dır. Dolayısıyla

C0 =2

(
1− max {2, p+}

p−

)
min

{
S−p−
p(.),2, S

−p+
p(.),2

}
min

{
1, ∥z0∥p

+−p−
2

}
>0

olur. f (t) > 0 olduğundan, yukarıdaki eşitsizlik f
p−
2 (t) ye bölünürse (4.38) eşitsizliği

f ′ (t) f−p−/2 (t) ≥ C0

şeklinde olur. ∀t ∈ [0, Tmax) için yukarıdaki eşitsizliğin [0, t] aralığında integrali alınırsa

f 1− p−
2 (t) ≤ f 1− p−

2 (0)−
(
p−

2
− 1

)
C0t

olduğu görülür. Bu eşitsizlikten ve f 1− p−
2 (t) > 0 koşulundan

t <
2

(p− − 2)C0

∥z0∥2−p
−

2

elde edilir. Bu da

Tmax ≤
2

(p− − 2)C0

∥z0∥2−p
−

2

=Cmax
{
∥z0∥2−p

−

2 , ∥z0∥2−p
+

2

}
olur. Burada C, (4.23) denkleminde verilen sabittir.

2. Durum: 0 < E (z0) < d ve I (z0) < 0 dır. Tmax = ∞ olduğunu kabul edip çelişki

elde edeceğiz. I (z0) < 0 olduğundan, Lemma 4.2.3 e göre I (z (t)) < 0 olur. Lemma

4.1.1 ve Lemma 4.1.2 kullanılarak λ∗ ∈ (0, 1) olacak şekilde

E (z)− 1

p−
I (z) ≥ d

max
{
λ2∗, λ

m−
∗ , λp

+

∗

} > d

elde edilir. Buradan

d

dt
∥z∥22 =− 2I (z) > 2p− (d− E (z))

≥2p− (d− E (z0))

dır. Bu durumda,

∥z∥22 = ∥z0∥22 +
t∫

0

d

ds
∥z (s)∥22 ds

≥∥z0∥22 + 2p− (d− E (z0)) t
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olur. Bu nedenle, E (z0) < d olduğundan limt→∞ ∥z∥22 = ∞ elde ederiz. t0 > 0 için

yeterince büyük t0 seçilir ve

∥z (t0)∥22 >
p−

(p− − 2)
∥z0∥22

olduğu görülür. Şimdi, aşağıdaki şekilde T yi tanımlayalım:

T =

t0∫
0

∥z (s)∥22 ds(
p−

2
− 1
)(

∥z (t0)∥22 −
p−

(p−−2)
∥z0∥22

) + t0

≥t0 > 0. (4.39)

Burada T pozitif bir değerdir. Şimdi yardımcı bir fonksiyon tanımlayalım. F : [0, T ] →

(0,∞) yardımcı fonksiyonumuz

F (t) =

t∫
0

∥z (s)∥22 ds+ (T − t) ∥z0∥22 (4.40)

şeklinde tanımlanır. Daha sonra F (t) fonksiyonunun türevlerini hesaplayalım:

F ′ (t) = ∥z∥22 − ∥z0∥22 = 2

t∫
0

⟨z′ (s) , z (s)⟩ ds

ve

F ′′ (t) =2 ⟨z′ (t) , z (t)⟩ = −2I (z (t))

>2p− (d− E (z (t)))

=2p− (d− E (z0)) + 2p−
t∫

0

∥z′ (s)∥22 ds

≥2p−
t∫

0

∥z′ (s)∥22 ds (4.41)

olduğu görülür. (4.40) ve (4.41) denklemlerinden

F (t)F ′′ (t) ≥ 2p−
t∫

0

∥z′ (s)∥22 ds
t∫

0

∥z (s)∥22 ds (4.42)

elde edilir. Ayrıca, Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden

t∫
0

∥z′ (s)∥22 ds
t∫

0

∥z (s)∥22 ds ≥

 t∫
0

⟨z′ (s) , z (s)⟩ ds

2

=
1

4
(F (t))2 (4.43)
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dır. ∀t ∈ [0, T ] için (4.42) ve (4.43) den

F (t)F
′′
(t) ≥ p−

2

(
F

′
(t)
)2

(4.44)

olur. Şimdi G (t) = F 1− p−
2 (t) olacak şekilde bir fonksiyon tanımlayalım:

G′ (t) =

(
1− p−

2

)
F ′ (t)

F
p−
2 (t)

,

G′′ (t) =

(
1− p−

2

)
F (t)F ′′ (t)− p−

2
(F ′ (t))2

F 1+ p−
2 (t)

dır. Sonuç olarak, (4.44) denklemini kullanarak tüm t ∈ [0, T ] için G′′ (t) ≤ 0 ve G (t)

konkavdır. Dolayısıyla

G (t) ≤ G (t0) +G′ (t0) (t− t0)

elde edilir. Burada t yerine T yi koyarsak ve (4.39) ifadesini dikkate alırsak

G (T ) ≤G (t0) +G′ (t0) (T − t0)

=F− p−
2 (t0)

[
F (t0)−

(
p−

2
− 1

)
(T − t0)F

′ (t0)

]
= 0

olur. Bu durum G (T ) > 0 çelişkisiyle sonuçlanır. Böylece Tmax = ∞ kabulü yanlıştır.

Buradan ispat tamamlanır.

Teorem 4.2.6 nın ispatı: z = z (t) , (4.1) denkleminin global bir zayıf çözümü olduğunu

varsayalım. Teorem 4.2.4 nın (i) kısmına göre ∀ t ≥ 0 için E (z) ≥ 0 olduğunu

göstermek için bu nedenle

t∫
0

∥z′∥22 ds = E (z0)− E (z) ≤ E (z0) ,

t→ ∞ için

∞∫
0

∥z′∥22 ds ≤ E (z0) <∞

elde edilir. Sonuç olarak tn → ∞ olacak şekilde bir {tn} dizisinin varlığını ve

lim
n−→∞

∥z′ (tn)∥2 = 0 (4.45)
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olduğunu ifade eder. Bu, aynı zamanda her n ∈ N için ∥z′ (tn)∥2 ≤ A olacak şekilde

bir sabit A için geçerli demektir. Şimdi I (z (t)) nin tanımını hatırlayarak

|I (z (tn))| = |⟨z′ (tn) , z (tn)⟩| (4.46)

≤∥z′ (tn)∥2 ∥z (tn)∥2 (4.47)

≤∥z′ (tn)∥2 S2 ∥∆z (tn)∥2 (4.48)

≤AS2 ∥∆z (tn)∥2 (4.49)

olur. Denklem (4.19) de verilen S2 sabitini kullanılır. E (z) nin artmayan bir özellik

olduğundan ve z yi z (tn) de (4.5) ye koyarak

E (z0) ≥E (z (tn))

≥
(
1

2
− 1

p−

)
∥∇z (tn)∥22 +

(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z (tn)∥22

+

(
1

m+
− 1

p−

)∫
Ω

|∆z (tn)|m(x) dx+
1

p−
I (z (tn))

≥
(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z (tn)∥22 −

AS2

p−
∥∆z (tn)∥2

elde edilir. Buradan, ∥∆z (tn)∥2 nin üstten sınırlılığı

∥∆z (tn)∥2 ≤
AS2 +

√
A2

2S
2
2 + 2p− (p− − 2)E (z0)

p− − 2
(4.50)

şeklindedir. Yukarıdaki eşitsizlik {z (tn)} dizisinin H2
0 (Ω) uzayında sınırlı olduğunu

gösterir. H2
0 (Ω) nin bir refleksif (yansımalı) uzay olduğundan, H2

0 (Ω) ↪→ Lp(.) (Ω)

gömülme işlemi kompakt olduğundan {z (tn)} dizisinin bir alt dizisi {z (tn)} ve ϕ ∈

H2
0 (Ω) olacak şekilde aşağıdaki sonuçlara ulaşırız:

z (tn)⇀ϕ, H1
0 (Ω) uzayında zayıf yakınsak, (4.51)

z (tn)⇀ϕ, H2
0 (Ω) uzayında zayıf yakınsak, (4.52)

z (tn) →ϕ, W
2,m(.)
0 (Ω) uzayında güçlü yakınsak, (4.53)

z (tn) →ϕ, Lp(.) (Ω) uzayında güçlü yakınsaktır. (4.54)

Herhangi bir v ∈ H2
0 (Ω) için denklem (4.1) de z yerine z (tn) yerleştirilir. Denklem
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(4.1) i v ile çarpılıp kısmi integrasyon uygulanırsa∣∣∣∣∣∣ ⟨∇z (tn) ,∇v⟩+ ⟨∆z (tn) ,∆v⟩+
〈
|∆z (tn)|m(x)−2∆z (tn) ,∆v

〉
−
〈
|z (tn)|p(x)−2 z (tn) , v

〉
∣∣∣∣∣∣

= |⟨z′ (tn) , v⟩| ≤ ∥z′ (tn)∥2 ∥v∥2

elde edilir. (4.45) den

lim
n−→∞

 ⟨∇z (tn) ,∇v⟩+
〈
|∆z (tn)|m(x)−2∆z (tn) ,∆v

〉
+ ⟨∆z (tn) ,∆v⟩ −

〈
|z (tn)|p(x)−2 z (tn) , v

〉
 = 0

olduğu görülür. (4.51)-(4.54) den

ϕ ∈ S (4.55)

sağlar. Ayrıca, (4.45), (4.48) ve (4.50) e göre

lim
n−→∞

I (z (tn)) = 0

olur. Bu ifade, (4.53), (4.54) ve (4.55) ile birlikte

lim
n→∞

(∥∇z (tn)∥2 + ∥∆z (tn)∥2)

=− lim
n→∞

∫
Ω

|∆z (tn)|m(x) dx+ lim
n→∞

∫
Ω

|z (tn)|p(x) dx

=−
∫
Ω

|∆ϕ|m(x) dx+ lim
n→∞

∫
Ω

|ϕ|p(x) dx

= ∥∆ϕ∥2 (4.56)

elde edilir. H2
0 (Ω) nin düzgün konveks olduğundan (4.52) ve (4.56) den

z (tn) → ϕ, H2
0 (Ω) uzayında güçlü

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.2.7 nin ispatı: Burada z0 ∈ N+ ve ∥z0∥2 ≤ λE(z0) olsun. Öncelikle z ∈ N+

ifadesinin t ∈ [0, Tmax) için geçerli olduğunu göstereceğiz. Aksini varsayalım: t0 > 0
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olacak şekilde z ∈ N+ ve t ∈ [0, t0) için ancak z (t0) ∈ N dır. Bu durumda t ∈ [0, t0)

için

0 < |I (z)| = |⟨z′, z⟩| ≤ ∥z′∥2 ∥z∥2

olur. O halde ∥z′∥2 > 0 sonucunu verir. Buradan ve (4.22) den E (z (t0)) < E (z0)

olduğu görülür. Yani z (t0) ∈ EE(z0) ve ∥z (t0)∥2 ≥ λE(z0) ifadesini sağlar. Diğer

taraftan, t ∈ [0, t0) için

d

dt
∥z∥22 = −2I (z) < 0

elde edilir, buradan ∥z (t0)∥2 < ∥z0∥2 ≤ λE(z0) olduğu görülür. Bu çelişkiyi göz

önünde bulundurarak z (t) ∈ N+ ifadesi t ∈ [0, Tmax) için geçerli olur. Böylece

z (t) ∈ N+ ∩ EE(z0) ifadesi t ∈ [0, Tmax) için doğrudur, çünkü E (z) nin artmayan

özelliğini kullanırız. Ayrıca, Lemma 4.1.5 in ii) maddesine göre, z (t) t ∈ [0, Tmax) için

H2
0 (Ω) de sınırlı kalır. Sonuç olarak Tmax = ∞ olur. Yani z0 ∈ G0 olur. Herhangi bir

w ∈ ω (z0) için

∥w∥2 < λE(z0) ve E (w) < E (z0)

elde edilir. Bu ω (z0)∩N = ∅ olduğu, λE(z0) nın tanımından görülür. Böylece ω (z0) =

{0} olur, yani z0 ∈ G0 sonucuna varırız.

Şimdi z0 ∈ N− ve ∥z0∥2 ≥ ΛE(z0) olduğunu varsayalım. Yukarıdaki benzer argüman-

larla z (t) ∈ N−ifadesinin t ∈ [0, Tmax) için geçerli olduğu sonucu elde edilir. Aksini

varsayarsak Tmax = ∞ ve her w ∈ ω (z0) için

∥w∥2 > ΛE(z0) ve E (w) < E (z0)

olur. Bu ω (z0) ∩N = ∅ olduğu ΛE(z0)nın tanımından görülür. Ancak dist (0,N−) > 0

olduğundan 0 /∈ ω (z0) elde edilir. Böylece ω (z0) = ∅ dir ve Tmax = ∞ ile çelişir. Bu

nedenle z0 ∈ B dır. İspat tamamlanmıştır.
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Teorem 4.2.8 in ispatı: z ∈ H2
0 (Ω) \ {0} olsun. Burada (4.5) kullanılırsa

E (z) ≥
(
1

2
− 1

p−

)
∥∇z∥22 +

(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∥22

+

(
1

m+
− 1

p−

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx+
1

p−
I (z)

>

(
1

2
− 1

p−

)
∥∆z∥22 +

1

p−
I (z)

≥
(
1

2
− 1

p−

)
S−2
2 ∥z∥22 +

1

p−
I (z) (4.57)

olur. S2, (4.19) de tanımlanan sabittir. Şimdi z yerine z0 koyarak ve (4.25) i kullanarak

E (z0) >

(
1

2
− 1

p−

)
S−2
2 ∥z0∥22 +

1

p−
I (z0)

≥E (z0) +
1

p−
I (z0)

elde edilir. Dolayısıyla I (z0) < 0 olduğu görülür. Buradan

z0 ∈ N− (4.58)

dır. Herhangi bir z ∈ NE(z0) için I (z) = 0 ve E (z) < E (z0) olduğundan (4.57)

denklemi kullanılırsa

∥z∥22 ≤
2p−S2

2

p− − 2
E (z0)

elde edilir. Dolayısıyla (4.25) ile birlikte ∥z∥2 ≤ ∥z0∥2 anlamına gelir. z ∈ NE(z0)

üzerinde supremum alınırsa

Λ
E(z0)

≤ ∥z0∥2 (4.59)

elde edilir. Sonuç olarak Teorem 4.2.7 den, (4.58) ve (4.59) den, z0 ∈ N− ∩B olduğu

görülür. İspat tamamlanmıştır.
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5. DEĞİŞKEN ÜSLÜ PARABOLİK TİPTEN KİRCHHOFF DENKLEMİNİN

ÇÖZÜMLERİN VARLIĞI VE AZALMASI

Bu bölümde, değişken üslü parabolik tipli Kirchhoff
(
1 + |z|p(x)−2

)
zt +∆2z −M

(
∥∇z∥2

)
∆z = |z|q(x)−2 z (x, t) ∈ Ω× (0, T ) ,

z (x, t) = ∂z
∂v

(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω × (0, T ) ,

z (x, 0) = z0 (x) , x ∈ Ω

(5.1)

başlangıç değer problemi ele alınmıştır (Pişkin ve Butakın, 2023a). Burada Ω, RN

(N ≥ 1) in düzgün bir ∂Ω sınırına sahip sınırlı bir bölgesidir: γ ≥ 1 için

M (s) = 1 + sγ

dır. Ayrıca p (.) ve q (.) değişken üsleri Ω üzerinde aşağıdaki koşulları sağlayan ölçüle-

bilir fonksiyonlardır. 2 ≤ p1 ≤ p (x) ≤ p2 ≤ p∗,

2 ≤ q1 ≤ q (x) ≤ q2 ≤ q∗

burada p1 = ess infx∈Ω p (x) , p2 = ess supx∈Ω p (x) ,

q1 = ess infx∈Ω q (x) , q2 = ess supx∈Ω q (x)

ve

p∗, q∗ =

 ∞, N ≤ 4,

2N
N−4

, N > 4
(5.2)

dır. Ayrıca p (.) ve q (.) nun log-Hölder süreklilik koşulunu sağlasın. Yani

|p (x)− p (y)| ≤ − A

log |x− y|

dır. Burada her x, y ∈ Ω için, |x− y| < δ ve A > 0, 0 < δ < 1 dır.

5.1 Çözümlerin Global varlığı

Bu kısımda, global varlık sonucunu ispatlayacağız. Şimdi, bazı fonksiyonelleri tanımlayalım:

E (t) =
1

2
∥∆z∥22 +

1

2
∥∇z∥22 +

1

2 (γ + 1)
∥∇z∥2(γ+1)

2

−
∫
Ω

1

q (x)
|z|q(x) dx (5.3)
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ve

I (t) = ∥∆z∥22 + ∥∇z∥22 + ∥∇z∥2(γ+1)
2 −

∫
Ω

|z|q(x) dx (5.4)

elde edilir.

Lemma 5.1.1 (Diening vd., 2011). Eğer p : Ω → [1,∞) ve (5.2) yi sağlayan ölçülebilir

bir fonksiyon ise, o zaman gömme H2
0 (Ω) ↪→ H1

0 (Ω) ↪→ Lp(.) süreklidir ve kompakt

bir gömme özelliğine sahiptir.

Lemma 5.1.2 (Komornik, 1994). φ : R+ → R+ artan olmayan bir fonksiyon olsun ve

α > 0 , c > 0 sabitlerdir. Öyle ki ∀t ∈ R+ için

∞∫
0

φα+1 (s) ds ≤ cφα (0)φ (s)

şartı sağlasın. Bu durumda ∀t ≤ c için aşağıdaki eşitsizlik

φ (t) ≤ φ (0)

(
c+ αt

c+ αc

)− 1
α

olur.

Lemma 5.1.3 (5.2) ifadesi sağlansın. Bu durumda

E ′ (t) = −∥zt∥22 −
∫
Ω

|z|p(x)−2 |zt|2 dx ≤ 0 (5.5)

ve

E (t) ≤ E (0)

dır.

İspat: (5.1) denklemini zt ile çarpıp Ω üzerinde integrali alınırsa

d

dt

 1
2
∥∆z∥22 +

1
2
∥∇z∥22 +

1
2(γ+1)

∥∇z∥2(γ+1)

−
∫
Ω

1
q(x)

|z|q(x) dx


=− ∥zt∥22 −

∫
Ω

|z|p(x)−2 |zt|2 dx
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elde edilir. Dolayısıyla

E ′ (t) = −∥zt∥22 −
∫
Ω

|z|p(x)−2 |zt|2 dx ≤ 0

dır. (5.5) denklemi (0, T ) aralığında integrali alınırsa

E (t) ≤ E (0)

olur.

Lemma 5.1.4 (5.2) ifadesi sağlansın. Ayrıca q1 > 2 (γ + 1) , I (0) > 0 ve

β1 + β2 < 1 (5.6)

olsun. Burada

β1 = max

 αcq1∗

(
2q1
q1−2

E (0)
)(q1−2)/2

,

αcq2∗

(
mq1
q1−mE (0)

)(q2−2)/2

 ,

β2 = max

 (1− α) cq1∗

(
2(γ+1)q1
q1−2(γ+1)

E (0)
)(q1−2(γ+1))/(2(γ+1))

(1− α) cq2∗

(
2(γ+1)q1
q1−2(γ+1)

E (0)
)(q2−2(γ+1))/(2(γ+1))

 ,

0 < α < 1 ve c∗, H2
0 (Ω) ↪→ Lq(.) (Ω) da gömülme sabitidir. Bu durumda ∀ t ∈ [0, T ]

için I (t) > 0.

İspat: I (0) > 0 olduğundan, öyle bir T∗ zamanı vardır ki t ∈ [0, T∗] için

I (t) ≥ 0 (5.7)

dır. Burada

E (t) =
1

2
∥∆z∥22 +

1

2 (γ + 1)
∥∇z∥2(γ+1)

2

+
1

2
∥∇z∥22 −

∫
Ω

1

q (x)
|z|q(x) dx

≥ 1

2 (γ + 1)
∥∇z∥2(γ+1)

2 +
1

2
∥∇z∥22 +

1

2
∥∆z∥22

− 1

q1

(
∥∆z∥22 + ∥∇z∥22 + ∥∇z∥2(γ+1)

2 − I (t)
)

≥q1 − 2

2q1

(
∥∆z∥22 + ∥∇z∥22

)
+

1

q1
I (t) +

q1 − 2 (γ + 1)

2 (γ + 1) q1
∥∇z∥2(γ+1)

2
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yazılabilir. I (t) ≥ 0 olduğundan

q1 − 2

2q1

(
∥∆z∥22 + ∥∇z∥22

)
+
q1 − 2 (γ + 1)

2 (γ + 1) q1
∥∇z∥2(γ+1)

2

≤E (t) (5.8)

eşitsizliği elde edilir. E (t) fonksiyonelinin tanımından

∥∆z∥22 + ∥∇z∥22 ≤
2q1
q1 − 2

E (t)

≤ 2q1
q1 − 2

E (0) (5.9)

ve

∥∇z∥2(γ+1)
2 ≤ 2 (γ + 1) q1

q1 − 2 (γ + 1)
E (t)

≤ 2 (γ + 1) q1
q1 − 2 (γ + 1)

E (0) (5.10)

elde edilir. Diğer yandan, Lemma 5.1.3 den∫
Ω

|z|q(x) dx ≤max
{
∥z∥q1q(.) , ∥z∥

q2
q(.)

}
=αmax

{
∥z∥q1q(.) , ∥z∥

q2
q(.)

}
+ (1− α)max

{
∥z∥q1q(.) , ∥z∥

q2

q(.)

}
olduğu görülür. H2

0 (Ω) ↪→ H1
0 (Ω) ↪→ Lq(.) (Ω) gömülmesinden∫

Ω

|z|q(x) dx ≤αmax {cq1∗ ∥∆z∥q12 , c
q2
∗ ∥∆z∥q22 }

+ (1− α)max {cq1∗ ∥∇z∥q12 , c
q2
∗ ∥∇z∥q22 }

≤αmax
{
cq1∗ ∥∆z∥q1−2

2 , cq2∗ ∥∆z∥q2−2
2

}
∥∆z∥22

+ (1− α)max
{
cq1∗ ∥∇z∥q1−2(γ+1)

2 , cq2∗ ∥∇z∥q2−2(γ+1)
2

}
∥∇z∥2(γ+1)

2

≤αmax
{
cq1∗ ∥∆z∥q1−2

2 , cq2∗ ∥∆z∥q2−2
2

} (
∥∆z∥22 + ∥∇z∥22

)
+ (1− α)max

{
cq1∗ ∥∇z∥q1−2(γ+1)

2 , cq2∗ ∥∇z∥q2−2(γ+1)
2

}
∥∇z∥2(γ+1)

2

elde edilir. (5.9) ve (5.10) ifadelerinden∫
Ω

|z|q(x) dx ≤ β1
(
∥∆z∥22 + ∥∇z∥22

)
+ β2 ∥∇z∥2(γ+1)

2 (5.11)
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eşitsizliği elde edilir. β1 + β2 < 1 olduğundan, o zaman∫
Ω

|z|q(x) dx < ∥∆z∥22 + ∥∇z∥22 + ∥∇z∥2(γ+1)
2 (5.12)

dır. Son olarak, (5.7) şartını göz önünde bulundurarak, I (t) değeri t ∈ [0, T∗] için

aralığında sıfırdan büyük

I (t) > 0

olduğu görülür. Yukarıdaki işlemleri tekrarlayarak, T∗ ifadesini T ye genişletebiliriz.

Böylece, ispat tamamlanmış olur.

Teorem 5.1.5 (Zayıf çözümün varlığı). (5.2) ifadesi sağlansın. Verilen z0 ∈ L2 (Ω)

için, problem (5.1) in bir zayıf lokal çözümü vardır ve bu çözüm

z ∈ L∞ ((0, T ) , H2
0 (Ω)

)
, zt ∈ L2

(
(0, T ) , L2 (Ω)

)
dır.

İspat: Faedo-Galerkin yaklaşım yöntemi kullanılacaktır. {vl}∞l=1 , H2
0 (Ω) de bir baz

olup L2 (Ω) de tam bir ortonormal sistem oluşturur. Bu bazdan türetilen

Vk = span {v1, v2, ..., vk}

alt uzayını ele alıyoruz. İlk k vektörün normalleştirilmesiyle ∥vl∥ = 1 elde edilir.

Herhangi bir k tam sayısı için yaklaşık çözümü şu şekilde tanımlıyoruz:

zk (t) =
k∑
l=1

zlk (t) vl

burada zk aşağıdaki problem için

(z′k (t) , vl) +
(
∆2zk (t) , vl

)
+
(
|zk (t)|p(x)−2 z′k (t) , vl

)
−

M
∫

Ω

|∇zk (t)|2 dx

∆zk (t) , vl


=
(
|zk (t)|q(x)−2 zk (t) , vl

)
(5.13)

çözümlerdir. l = 1, 2, ..., k ve başlangıç koşulu L2 (Ω) da

zk (0) = z0k =
k∑
l=1

(zk (0) , vl) vl → z0 (5.14)
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dır. Bu sistem (5.13) ve (5.14) adi diferansiyel denklemler için Picard ardışık yöntemi ile

çözülebilir. Bu nedenle, [0, T∗) aralığında bir çözüm vardır ve aşağıdaki önsel tahminleri

kullanarak bu çözümü herhangi bir T > 0 için [0, T ] aralığına genişletebiliriz. (5.13)

denklemini, z′lk (t) ile çarpıp l yi 1 ile k arasında toplarsak

d

dt

 1
2
∥∆zk (t)∥22 +

1
2
∥∇zk (t)∥22 −

∫
Ω

1
q(x)

|zk (t)|q(x) dx

+ 1
2(γ+1)

∥∇zk (t)∥2(γ+1)


=− ∥zt,k (t)∥22 −

∫
Ω

|zk (t)|p(x)−2 |zt,k (t)|2 dx (5.15)

elde edilir. Böylece

E ′ (zk (t)) = −∥zt,k (t)∥22 −
∫
Ω

|zk (t)|p(x)−2 |zt,k (t)|2 dx ≤ 0

sonucuna ulaşılır. (5.15) i (0, T ) üzerinde integral alınırsa

1

2
∥∆zk (t)∥22 −

∫
Ω

1

q (x)
|zk (t)|q(x) dx +

1

2 (γ + 1)
∥∇zk (t)∥2(γ+1)

+

t∫
0

∫
Ω

|zk (s)|p(x)−2 |zt,k (s)|2 dxds+
t∫

0

∥zt,k (s)∥22 ds+
1

2
∥∇zk (t)∥22

≤E (0) (5.16)

eşitsizliği elde edilir. Daha sonra, (5.12) den, (5.16) daki eşitsizlik

q1 − 2

2q1
sup
t∈(0,T )

∥∆zk (t)∥22 +
q1 − 2

2q1
sup
t∈(0,T )

∥∇zk (t)∥22

+

t∫
0

∫
Ω

|zk (s)|p(x)−2 |zt,k (s)|2 dxds+
t∫

0

∥zt,k (s)∥22 ds

+
q1 − 2 (γ + 1)

2 (γ + 1) q1
sup
t∈(0,T )

∥∇zk (t)∥2(γ+1)
2

≤E (0) (5.17)

olur. (5.17) den {zk} dizisi, L∞ ([0, T ] , H2
0 (Ω)) uzayında düzgün sınırlı,

{z′k} dizisi L2 ([0, T ] , L2 (Ω)) uzayında düzgün sınırlı
(5.18)
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olduğu sonucuna ulaşılır. Ayrıca, Lemma 5.1.1 ve (5.18) den
{
|zk|q(x)−2 zk

}
dizisi, L∞ ([0, T ] , L2 (Ω)) uzayında düzgün sınırlı,{

|zk|p(x)−2 z′k

}
dizisi, L∞ ([0, T ] , L2 (Ω)) uzayında düzgün sınırlı

(5.19)

olduğu görülür. (5.18) ve (5.19) dan {zk} kümesinden bir alt dizi ve bir z fonksiyonu

olduğu sonucuna varılır. Bu alt dizi şu yakınsaklıkları sağlar:

zk ⇀ z , L∞ ([0, T ] , H2
0 (Ω)) uzayında zayıf∗ yakınsaktır,

z′k ⇀ z′, L2 ([0, T ] , L2 (Ω)) uzayında zayıf∗ yakınsaktır,

|zk|q(x)−2 zk ⇀ |z|q(x)−2 z, L∞ ([0, T ] , L2 (Ω)) uzayında zayıf∗ yakınsaktır,

|zk|p(x)−2 z′k ⇀ |z|p(x)−2 z′, L∞ ([0, T ] , L2 (Ω)) uzayında zayıf∗ yakınsaktır.

(5.20)

Bu sonuçları kullanarak, Aubin-Lions kompaktlık lemması (Lions, 1969) ve (5.20) den

zk ⇀ z, C
(
[0, T ] , H2

0 (Ω)
)

uzayında güçlü yakınsaktır

sonucunu elde edilir. Dolayısıyla her Ω× [0, T ] için

zk ⇀ z (5.21)

dır. (5.20) ve (5.21) den |zk|q(x)−2 zk ⇀ |z|q(x)−2 z, L∞ ([0, T ] , L2 (Ω)) uzayında zayıf yakınsak,

|zk|p(x)−2 z′k ⇀ |z|p(x)−2 z′, L∞ ([0, T ] , L2 (Ω)) uzayında zayıf yakınsak
(5.22)

olduğu elde edilir. Burada k → ∞ için (5.13) dan l = 1, 2, ..., k ile

(z′ (t) , vl)−

M
∫

Ω

|∇z (t)|2 dx

∆z (t) , vl


+
(
∆2z (t) , vl

)
+
(
|z (t)|p(x)−2 z′k (t) , vl

)
,

=
(
|z (t)|q(x)−2 z (t) , vl

)
(5.23)

eşitliğine ulaşılır. Burada {vl}∞l=1 kümesinin, H2
0 (Ω) uzayının bir bazı olması nedeniyle

z nin (5.1) denklemini sağladığını sonucuna varılır. Ayrıca, (5.20) ve (Zheng, 2004)

deki Lemma 3.1.7 ile B = L2 (Ω) seçilerek

zk (0)⇀ z (0) , L2 (Ω) uzayında zayıf yakınsaktır (5.24)
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ifadesi elde edilir. (5.14) ve (5.24) den z (0) = z0 olur. Böylece ispat tamamlanmıştır.

Teorem 5.1.6 Lemma 5.1.3 sağlansın. O halde (5.1) denkleminin çözümü globaldir.

İspat: Burada

E (z (t)) =
1

2
∥∆z∥22 +

1

2
∥∇z∥22 +

1

2 (γ + 1)
∥∇z∥2(γ+1)

2 −
∫
Ω

1

q (x)
|z|q(x) dx,

≥q1 − 2

2q1
∥∆z∥22 +

q1 − 2

2q1
∥∇z∥22 +

q1 − 2 (γ + 1)

2 (γ + 1) q1
∥∇z∥2(γ+1)

2

olduğundan

∥∆z∥22 + ∥∇z∥22 + ∥∇z∥2(γ+1)
2 ≤ CE (t) (5.25)

dır. Lemma 5.1.3 göz önünde alınırsa

∥∆z∥22 + ∥∇z∥22 + ∥∇z∥2(γ+1)
2 ≤ CE (0)

elde edilir.

5.2 Çözümlerin Azalması

Bu kısımda, çözümlerin azalmasını ispatlıyoruz. İlk olarak, aşağıdaki lemmayı ve-

receğiz.

Teorem 5.2.1 Lemma 5.1.3 sağlansın. Bu durumda c > 0 için∫
Ω

|z|p(x) dx ≤ cE (t)

dır.

İspat:

∫
Ω

|z|p(x) dx =max
{
∥z∥p1p(.) , ∥z∥

p2
p(.)

}
,

≤max {cp1∗ ∥∆z∥p12 , cp2∗ ∥∆z∥p22 } ,

≤max
{
cp1∗ ∥∆z∥p1−2

2 , cp2∗ ∥∆z∥p2−2
2

}
∥∆z∥22
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olduğundan, (5.9) eşitsizliği kullanılırsa∫
Ω

|z|p(x) dx ≤ cE (t) (5.26)

sonucu elde edilir.

Teorem 5.2.2 Lemma 5.1.3 sağlansın. Her t ≥ c için olsun. Bu durumda c > 0 için

E (t) ≤ E (0)

(
c+ rt

c+ rc

)−1/r

dır.

İspat: (5.1) denklemini z (t)Eq (t) (q > 0) ile çarpıp Ω × (S, T ) üzerinde integralini

aldığımızda

T∫
S

∫
Ω

Eq (t)

z∆2z + zzt − z

 M

(∫
Ω

|∇z|2 dx
)
∆z

+zzt |z|p(x)−2


 dxdt

=

T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

|z|q(x) dxdt

elde edilir. Daha sonra işlemler yapılırsa

T∫
S

∫
Ω

Eq (t)

 |∆z|2 + zzt + |∇z|2 + ∥∇z∥2γ2 |∇z|2

+zzt |z|p(x)−2

 dxdt

=

T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

|z|q(x) dxdt

olduğu görülür. Dolayısıyla

T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

(
β1
(
|∆z|2 + |∇z|2

)
+ β2 ∥∇z∥2γ2 |∇z|2

)
dxdt
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dır. Ekleme çıkarma yapılarak ve (5.11) kullanılarak

(1− β1)

T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

(
|∆z|2

)
dxdt

+ (1− β1)

T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

|∇z|2 dxdt

+ (1− β2)

T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

(
∥∇z∥2γ2 |∇z|2

)
dxdt

+

T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

(zzt) dxdt

+

T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

(
zzt |z|p(x)−2

)
dxdt

=−
T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

 β1 |∆z|2 + β1 |∇z|2 + β2 ∥∇z∥2γ2 |∇z|2

− |z|q(x)

 dxdt

≤0 (5.27)

elde edilir. Buradan açıktır ki

ξ

T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

 1
2
|∆z|2 + 1

2
|∇z|2

+ 1
2(γ+1)

∥∇z∥2γ2 |∇z|2 − |z(t)|q(x)
q(x)

 dxdt

≤ (1− β1)

T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

|∆z|2 dxdt

+ (1− β1)

T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

|∇z|2 dxdt

+ (1− β2)

T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

∥∇z∥2γ2 |∇z|2 dxdt (5.28)

elde edilir. Dolayısıyla

ξ = min {(1− β1) , (1− β2)}
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dır. E (t) tanımını ve (5.27), (5.28) kullanılarak

ξ

T∫
S

Eq+1 (t) dt ≤−
T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

zztdxdt

−
T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

zzt |z|p(x)−2 dxdt (5.29)

elde edilir. İlk terim için Young eşitsizliğini kullanılırsa ve burada A,B ≥ 0, ε > 0

olduğundan

AB ≤ ε

η1
Aη1 +

1

η2εη2/η1
Bη2 ve

1

η1
+

1

η2
= 1

dır. Buradan

−
T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

zztdxdt ≤
T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

(
εc |z|2 + cε |zt|2

)
dxdt (5.30)

olduğu görülür. Tekrar Young eşitsizliğini kullanılırsa

−
T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

zzt |z|p(x)−2 dxdt

=−
T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

|z|(p(x)−2)/2 zt |z|(p(x)−2)/2 zdxdt

≤
T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

(
εc |z|p(x) + cε |zt|p(x)−2 z2t

)
dxdt. (5.31)

elde edilir. (5.29), (5.30) ve (5.31) deki eşitsizlikten

ξ

T∫
S

Eq+1 (t) dt ≤
T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

(
εc |z|2 + cε |zt|2

)
dxdt

+

T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

(
εc |z|p(x) + cε |zt|p(x)−2 z2t

)
dxdt

≤εc
T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

(
|z|2 + |z|p(x)

)
dxdt

+ cε

T∫
S

Eq (t)

∫
Ω

(
|zt|2 + |z|p(x)−2 z2t

)
dxdt (5.32)
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dır. E ′ (t) nin tanımı, (5.25) ifadesi ve Teorem 5.2.1 kullanılırsa

ξ

T∫
S

Eq+1 (t) dt ≤ εc

T∫
S

Eq+1 (t) dt+ cε

T∫
S

Eq (t) (−E ′ (t)) dt (5.33)

elde edilir. Buradan

ξ

T∫
S

Eq+1 (t) dt ≤εc
T∫
S

Eq+1 (t) dt+ cε
(
Eq+1 (s)− Eq+1 (T )

)

≤εc
T∫
S

Eq+1 (t) dt+ cεE
q (0)E (s) (5.34)

dır. Dolayısıyla burada ε yi ξ > εc olacak şekilde yeterince küçük seçersek

T∫
S

Eq+1 (t) dt ≤ cEq (0)E (s)

sonucuna ulaşılır. Burada T → ∞ alınırsa

∞∫
S

Eq+1 (t) dt ≤ cEq (0)E (s)

elde edilir. Böylece, Komornik lemması ile çözümlerin azalması ispatlanmış olur.
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6. DEĞİŞKEN ÜSLÜ DOĞRUSAL OLMAYAN LOGARİTMİK KAYNAK TERİMLİ

BİR PARABOLİK DENKLEMİN ÇÖZÜMLERİNİN GLOBAL VARLIĞI VE

PATLAMASI

Bu bölümde, değişken üslü logaritmik kaynak terimli parabolik
zt +∆2

m(x)z +∆2zt = |z|p(x)−2 z ln |z| , x ∈ Ω, t > 0,

z (x, t) = ∂z
∂v

(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

z (x, 0) = z0 (x) , x ∈ Ω

(6.1)

başlangıç sınır değer problemi ele alınmıştır (Butakın ve Pişkin, 2024b). Burada Ω, RN

(N ≥ 1) in düzgün bir ∂Ω sınırına sahip sınırlı bir bölgesidir ve z0 (x) ≥ 0 dır. ∆2
m(x)z

terimi m (x)-biharmonik olarak adlandırılır ve

∆2
m(x)z = ∆(|∆z|m(x)−2∆z)

şeklinde tanımlanır.

(A1) p(·) ve m (·) fonksiyonları aşağıdaki koşulları sağlayan ölçülebilir fonksiyonlardır:

2 ≤ m− ≤ m (x) ≤ m+ < p− ≤ p (x) ≤ p+ < p−
∗
(x) (6.2)

burada

m− = ess infx∈Ωm (x) , m+ = ess supx∈Ωm (x) ,

p− = ess infx∈Ω p (x) , p+ = ess supx∈Ω p (x)

ve

p−
∗
(x) =

 Nm−

N−m− , m− < N,

+∞, m− ≥ N,
(6.3)

dır.

(A2) ∀κ, ξ ∈ Ω için |κ − ξ| < δ, γ > 0 ve 0 < δ < 1 olduğunda

|m (κ)−m (ξ)|+ |p (κ)− p (ξ)| ≤ − γ

ln |κ − ξ|

dır. Değişken üslü ifadenin tanımından

min
{
∥z∥p

−

p(·),Ω , ∥z∥
p+

p(·),Ω

}
≤
∫
Ω

|z (x)|p(x) dx

≤max
{
∥z∥p

−

p(·),Ω , ∥z∥
p+

p(·),Ω

}
(6.4)
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yazılabilir.

6.1 Giriş

Bu kısımda teoremimizin ispatı için kullanılacak bazı lemmalar ifade edilecektir.

Lemma 6.1.1 (Pan vd., 2023) Ω, RN de sınırlı bir bölgede olsun. p (·) fonksiyonu, (A1)

ve (A2) koşullarını sağlasın. O halde her β > 0 için

min
{
∥z∥p

−+β
p(·)+β,Ω , ∥z∥

p++β
p(·)+β,Ω

}
≤
∫
Ω

|z (x)|p(x)+β dx

≤max
{
∥z∥p

−+β
p(·)+β,Ω , ∥z∥

p++β
p(·)+β,Ω

}
(6.5)

dır.

İspat. Burada g (x) = p (x) + β olsun. Dolayısıyla

∥z∥g
−

g(·),Ω = ∥z∥p
−+β
p(·)+β,Ω ,

∥z∥g
+

g(·),Ω = ∥z∥p
++β
p(·)+β,Ω (6.6)

olur. (6.4) göz önünde bulundurulduğunda

min
{
∥z∥g

−

g(·),Ω , ∥z∥
g+

g(·),Ω

}
≤
∫
Ω

|z (x)|p(x)+β dx

≤max
{
∥z∥g

−

g(·),Ω , ∥z∥
g+

g(·),Ω

}
(6.7)

olduğu açıkça görülür. (6.6) yi (6.7) de yerine koyarak (6.5) ifadesi elde edilir.

Lemma 6.1.2 (Diening vd., 2011; Fan ve Zhao, 2001). Ω, RN de sınırlı bir bölge olsun.

m (·) fonksiyonu, (A1) ve (A2) koşullarını sağlasın. O halde ∀ z ∈ W
2,m(·)
0 (Ω) için

∥z∥m(·) ≤ C ∥∆z∥m(·) (6.8)

dır. Burada C ifadesi, m (·) ve Ω ya bağlı olan pozitif bir sabittir ve en iyi gömme

sabitidir. Özellikle, W 2,m(·)
0 (Ω) uzayı için eşdeğer norm

∥z∥W 2,m(·)(Ω)
∼= ∥∆z∥m(·)
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dır.

Lemma 6.1.3 (Diening vd., 2011; Fan ve Zhao, 2001). Eğer m (.) ∈ C
(
Ω
)

ve p (·) :

Ω → [1,∞) ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Burada

ess inf
x∈Ω

(m∗ (x)− p (x)) > 0

ve

m∗ (x) =


Nm(x)

ess supx∈Ω(N−m(x))
, m (x) < N,

+∞, m (x) ≥ N
(6.9)

dır. Dolayısıyla W 2,m(·)
0 (Ω) ↪→ Lp(·) (Ω) gömülmesi sürekli ve kompakttır.

6.2 Global varlık ve patlama

Bu kısımda, zayıf çözümlerin global varlığını ve patlamasını inceleyeceğiz. Burada∫
Ω

(
ztv +∆zt∆v + |∆z|m(x)−2∆z∆v

)
dx =

∫
Ω

|z|p(x)−2 z ln |z| vdx (6.10)

dır. Sonuç olarak, herhangi bir z ∈ W
2,m(x)
0 (Ω) için J (z) fonksiyoneli ve I (z) Nehari

fonksiyoneli

J (z) =

∫
Ω

1

m (x)
|∆z|m(x) dx−

∫
Ω

1

p (x)
|z|p(x) ln |z| dx

+

∫
Ω

1

p2 (x)
|z|p(x) dx, (6.11)

ve

I (z) =

∫
Ω

|∆z|m(x) dx−
∫
Ω

|z|p(x) ln |z| dx

dır. Ayrıca enerji fonksiyoneli

E (t) =

∫
Ω

1

m (x)
|∆z|m(x) dx−

∫
Ω

1

p (x)
|z|p(x) ln |z| dx+

∫
Ω

1

p2 (x)
|z|p(x) dx (6.12)

dır. N =
{
z ∈ W

2,m(x)
0 (Ω) \ {0} | I (z) = 0

}
olmak üzere

d = inf
z∈N

J (z) (6.13)
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şeklinde tanımlanır. Buradan

N+ =
{
z ∈ W

2,m(x)
0 (Ω) \ {0} | I (z) > 0

}
,

N− =
{
z ∈ W

2,m(x)
0 (Ω) \ {0} | I (z) < 0

}
(6.14)

ile gösterilir. Aşağıda, (6.1) in zayıf çözümlerini ele almak amacıyla bazı kümeler ve

fonksiyoneller tanımlıyoruz: ∀ω > d için

Jω =
{
z ∈ W

2,m(x)
0 (Ω) \ {0} | J (z) ≤ ω

}
,

N ω =N∩Jω = {z ∈ N | J (z) ≤ ω} , (6.15)

dır. Ayrıca, ω > d için

λω = inf
{
∥z∥2H2

0 (Ω) | z ∈ N ω
}

ve

Γω = sup
{
∥z∥2H2

0 (Ω) | z ∈ N ω
}

şeklinde tanımlarız. Açıkça görülüyor ki λω (Γω) , ω ya göre artmayan bir fonksiyondur.

Lemma 6.2.1 z, (6.1) probleminin zayıf bir çözümü olsun. E(t) enerji fonksiyoneli

artmayandır:

E (t) = E (0)−
t∫

0

∫
Ω

z2t dxdτ −
t∫

0

∫
Ω

|∆zt|2 dxdτ. (6.16)

İspat: (6.1) problemini zt ile çarpılıp ve Ω üzerinde integrali alınırsa,∫
Ω

ztztdx+

∫
Ω

zt∆
2ztdx+

∫
Ω

zt∆
2
m(x)zdx =

∫
Ω

zt |z|p(x)−2 z ln |z| dx

olur. Green özdeşliğinden∫
Ω

z2t dx+

∫
Ω

∆zt∆ztdx+

∫
Ω

∆
(
|∆z|m(x)−2∆z

)
ztdx

=

∫
Ω

|z|p(x)−1 zt ln |z| dx
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dır. Buradan∫
Ω

z2t dx+

∫
Ω

|∆zt|2 dx+
d

dt

1

m (x)

∫
Ω

|∆z|m(x) dx

=
d

dt

 1

p (x)

∫
Ω

|z|p(x) ln |z| dx− 1

p2 (x)

∫
Ω

|z|p(x)


olduğu görülür. Gerekli işlemler yapıldığında

dE (t)

dt
+

∫
Ω

z2t dx+

∫
Ω

|∆zt|2 dx = 0

elde edilir. Son eşitsizliğin (0, t) aralığı üzerinde integrali alınırsa

E (t) = E (0)−
t∫

0

∫
Ω

z2t dxdτ −
t∫

0

∫
Ω

|∆zt|2 dxdτ

olur.

Lemma 6.2.2 Potansiyel kuyunun d derinliği pozitiftir.

İspat: z ∈ N için, Lemma 6.1.1 - Lemma 6.1.3 ten her β > 0 için, 0 ≤ s−β ln s ≤ 1/eβ,

s ∈ [1,+∞) olduğundan∫
Ω

|∆z|m(x) dx =

∫
Ω

|z|p(x) ln |z| dx

=

∫
Ω2

|z|p(x) ln |z| dx+
∫
Ω1

|z|p(x) ln |z| dx

≤
∫
Ω2

|z|p(x) ln |z| dx

≤ 1

eβ

∫
Ω2

|z|p(x)+β dx

≤ 1

eβ

∫
Ω

|z|p(x)+β dx

≤ 1

eβ
max

{
∥z∥p

++β
p(x)+β , ∥z∥

p−+β
p(x)+β

}
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elde edilir. Dolayısıyla

∫
Ω

|∆z|m(x) dx ≤ 1

eβ
max



Cp++β
1 max


(∫

Ω

|∆z|m(x) dx

)(p++β)/m+

,(∫
Ω

|∆z|m(x) dx

)(p++β)/m−


Cp−+β

1 max


(∫

Ω

|∆z|m(x) dx

)(p−+β)/m+

,(∫
Ω

|∆z|m(x) dx

)(p−+β)/m−


(6.17)

dır. Burada C1 = max {C, 1} ve C > 0 en iyi gömülme sabitidir. Ayrıca

Ω1 =
{
z | z ∈ W

2,m(x)
0 (Ω) , 0 < z < 1

}
,

Ω2 =
{
z | z ∈ W

2,m(x)
0 (Ω) , z ≥ 1

}
(6.18)

dır. Böylece (6.17) den∫
Ω

|∆z|m(x) dx ≥min

 (eβ)m
−/(p−+β−m−)C

(m−(p++β))/(m−−(p−+β))
1 ,

(eβ)m
+/(p−+β−m+)C

(m+(p−+β))/(m+−(p−+β))
1


=(eβ)m

+/(p−+β−m+)C
(m+(p−+β))/(m+−(p−+β))
1

>0 (6.19)

elde ederiz. J (z), I (z) ve (6.19) tanımlarından

J (z) ≥ 1

m+

∫
Ω

|∆z|m(x) dx− 1

p−

∫
Ω

|z|p(x) ln |z| dx+ 1

p+2

∫
Ω

|z|p(x) dx

=
1

p−

∫
Ω

|∆z|m(x) dx−
∫
Ω

|z|p(x) ln |z| dx


+

1

p+2

∫
Ω

|z|p(x) dx+
(

1

m+
− 1

p−

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx

=
1

p+2

∫
Ω

|z|p(x) dx+ 1

p−
I (z) +

p− −m+

m+p−

∫
Ω

|∆z|m(x) dx

≥p
− −m+

m+p−

∫
Ω

|∆z|m(x) dx (6.20)

olduğu görülür. Bu nedenle (6.19), (6.20) ve d nin tanımından

d ≥p
− −m+

m+p−
(eβ)m

+/(p−+β−m+)C
(m+(p−+β))/(m+−(p−+β))
1

>0 (6.21)
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elde edilir.

Lemma 6.2.3 Herhangi bir ω > d için λω ve Γω,

0 < λω ≤ Γω < +∞

aralığında koşulları sağlar.

İspat: Burada aşağıdaki eliptik denklemi göz önünde bulunduralım: ∆2k = γk, Ω,

∆k = k = 0, ∂Ω.
(6.22)

Poincare eşitsizliğinden ∥∆z∥22 ≥ γ1 ∥z∥22 dir. Burada γ1, (6.22) probleminin özdeğerini

temsil eder. Buradan

∥∆z∥22 =
γ1

1 + γ1
∥∆z∥22 +

1

1 + γ1
∥∆z∥22

≥ γ1
1 + γ1

∥z∥2H2
0 (Ω) (6.23)

elde edilir. Aksine m (x) ≥ 2 olduğunda, Lm(x) (Ω) ↪→ L2 (Ω) sürekli gömülmesi

gerçekleşir. Dolayısıyla

∥∆z∥22 ≤ (1 + |Ω|)2 ∥∆z∥2m(x) (6.24)

dır. (6.23) ve (6.24) ı kullanarak

∥z∥2H2
0 (Ω) ≤

1 + γ1
γ1

(1 + |Ω|)2max


(∫

Ω

|∆z|m(x) dx

)2/m+

,(∫
Ω

|∆z|m(x) dx

)2/m−

 (6.25)

olur. Her z ∈ N ω için (6.15) ve (6.20) kullanılırsa∫
Ω

|∆z|m(x) dx ≤ ω
m+p−

p− −m+
(6.26)

elde edilir. (6.25) ve (6.26) dan

∥z∥2H2
0 (Ω) ≤

1 + γ1
γ1

(1 + |Ω|)2max


(
ω m+p−

p−−m+

)2/m+

,(
ω m+p−

p−−m+

)2/m−

 (6.27)
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olur. Yani Γω < +∞ dur. Her z ∈ N ω için W
2,m(x)
0 (Ω) ↪→ Lp(x) (Ω) Sobolev

gömülmesi gerçekleşir. I (z) ve d nin tanımlarından

d = inf
z∈N

J (z) ≤ J (z)

≤ 1

m−

∫
Ω

|∆z|m(x) dx− 1

p+

∫
Ω

|z|p(x) ln |z| dx

+
1

p−2

∫
Ω

|z|p(x) dx

elde edilir. Gerekli işlemler yapılırsa

d =
1

p+

∫
Ω

|∆z|m(x) dx−
∫
Ω

|z|p(x) ln |z| dx


+

(
1

m− − 1

p+

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx+
1

p−2

∫
Ω

|z|p(x) dx

=
1

p+
I (z) +

p+ −m−

m−p+

∫
Ω

|∆z|m(x) dx+
1

p−2

∫
Ω

|z|p(x) dx

≤p
+ −m−

m−p+

∫
Ω

|∆z|m(x) dx+
1

p−2 max
{
∥z∥p

+

p(x) , ∥z∥
p−

p(x)

}
olduğu görülür. Dolayısıyla

d ≤p
+ −m−

m−p+

∫
Ω

|∆z|m(x) dx

+
1

p−2 max



Cp+

2 max


(∫

Ω

|∆z|m(x) dx

)p+/m+

,(∫
Ω

|∆z|m(x) dx

)p+/m−

 ,

Cp−

2 max


(∫

Ω

|∆z|m(x) dx

)p−/m+

,(∫
Ω

|∆z|m(x) dx

)p−/m−




(6.28)

dır. Burada C2 = max {C∗, 1} , C∗ > 0 en iyi gömülme sabitidir. Burada
∫
Ω

|∆z|m(x) dx

için iki durum vardır.
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1.Durum
∫
Ω

|∆z|m(x) dx > 1 alınırsa

d ≤ 1

p−2

(
Cp+

2 + Cp−

2

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx

p+/m−

+
p+ −m−

m−p+

∫
Ω

|∆z|m(x) dx

p+/m−

=

[
p+ −m−

m−p+
+

1

p−2

(
Cp+

2 + Cp−

2

)]∫
Ω

|∆z|m(x) dx

p+/m−

(6.29)

elde edilir. Buradan∫
Ω

|∆z|m(x) dx ≥
[
p+ −m−

m−p+
+

1

p−2

(
Cp+

2 + Cp−

2

)]−m−/p+

dm
−/p+ (6.30)

dır.

2.Durum 0 <
∫
Ω

|∆z|m(x) dx < 1 olduğu göz önüne alındığında

d ≤ 1

p−2

(
Cp+

2 + Cp−

2

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx+
p+ −m−

m−p+

∫
Ω

|∆z|m(x) dx

=

[
p+ −m−

m−p+
+

1

p−2

(
Cp+

2 + Cp−

2

)]∫
Ω

|∆z|m(x) dx (6.31)

elde edilir. Dolayısıyla∫
Ω

|∆z|m(x) dx ≥
[
p+ −m−

m−p+
+

1

p−2

(
Cp+

2 + Cp−

2

)]−1

d (6.32)

dır. Buradan

r = min


[
p+−m−

m−p+
+ 1

p−2

(
Cp+

2 + Cp−

2

)]−m−/p+

dm
−/p+ ,[

p+−m−

m−p+
+ 1

p−2

(
Cp+

2 + Cp−

2

)]−1

d

 (6.33)

olur. (6.31) ve (6.32) den∫
Ω

|∆z|m(x) dx ≥ r (6.34)

elde edilir. Lp++β (Ω) ↪→ Lq(x)+β gömülmesi ve Gagliardo-Nirenberg eşitsizliği için

∥z∥p(x)+β ≤ (1 + |Ω|) ∥z∥p++β

≤C3 ∥∆z∥ϕm(x) ∥z∥
1−ϕ
2

≤C3 ∥∆z∥ϕm(x) ∥z∥
1−ϕ
H2

0 (Ω)
(6.35)
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dır. Burada (6.2) den ϕ = (1/2− 1/ (p+ + β)) (1/N − 1/m− + 1/2)
−1 ∈ (0, 1) olduğu

görülür. Ayrıca, z ∈ N olduğundan∫
Ω

|∆z|m(x) dx =

∫
Ω

|z|p(x) ln |z| dx

=

∫
Ω1

|z|p(x) ln |z| dx+
∫
Ω2

|z|p(x) ln |z| dx

≤
∫
Ω2

|z|p(x) ln |z| dx ≤ 1

eβ

∫
Ω2

|z|p(x)+β dx

≤ 1

eβ

∫
Ω

|z|p(x)+β dx =
1

eβ
∥z∥p(x)+βp(x)+β (6.36)

elde edilir. Buradan

∥z∥p(x)+β ≥ min


(
eβ
∫
Ω

|∆z|m(x) dx

)1/p++β

,(
eβ
∫
Ω

|∆z|m(x) dx

)1/p−+β

 (6.37)

dır. Daha sonra, (6.35) ve (6.37) den

∥z∥2H2
0 (Ω) ≥ min



[
α+

C3

(∫
Ω

|∆z|m(x) dx

)(1/p++β)−(ϕ/m−)
]2/(1−ϕ)

,[
α−

C3

(∫
Ω

|∆z|m(x) dx

)(1/p−+β)−(ϕ/m+)
]2/(1−ϕ)


(6.38)

olduğu görülür. Burada α+ = (eβ)1/(p
++β) , α− = (eβ)1/(p

−+β) dır. Yukarıda belirtilen

eşitsizliğin sağ tarafının (6.26) ve (6.34) ile gösterildiği gibi 1/ (p+ + β)− (ϕ/m−) ve

1/ (p− + β)− (ϕ/m+) değerlerinin sınırlı olduğu açıktır. Dolayısıyla λω > 0 dır.

Gerçekten de ω ya bağlı olmayan bir λω alt sınırı elde edebiliriz.

Önerme 6.2.4 Eğer 2 ≤ m− ≤ m (x) ≤ m+ < p− ≤ p (x) ≤ p+ < 2∗ (m−) ise, o

zaman herhangi bir ω > d için λω ≥ R > 0, burada edelim, burada

2∗
(
m−) =

 Nm−

N−4
, 4 < N,

+∞, 4 ≥ N
(6.39)

dır. R sayısı (6.44) de verilmiştir.

İspat: Aşağıda, bu kısmın ispatını iki durum halinde ele alacağız.
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1.Durum Eğer 2 < p− ≤ p (x) ≤ p+ ≤ 2N/ (N−4) ise, Sobolev gömülmesi

H2
0 (Ω) ↪→ Lp(x)+β (Ω) şeklinde gerçekleşir. (Guo ve Gao, 2016) ve (6.5) den açıkça

görülür. Burada

r ≤
∫
Ω

|∆z|m(x) dx

=

∫
Ω

|z|p(x) ln |z| dx

=

∫
Ω2

|z|p(x) ln |z| dx+
∫
Ω1

|z|p(x) ln |z| dx

≤
∫
Ω2

|z|p(x) ln |z| dx

≤ 1

eβ

∫
Ω2

|z|p(x)+β dx ≤ 1

eβ

∫
Ω

|z|p(x)+β dx

≤ 1

eβ
max

{
∥z∥p

++β
p(x)+β , ∥z∥

p−+β
p(x)+β

}
≤ 1

eβ
max

{
C
p++β ∥z∥p

++β

H2
0 (Ω)

, C
p−+β ∥z∥p

−+β

H2
0 (Ω)

}
(6.40)

dır. Bu, şu sonuca yol açar:

λω ≥ 1

C
2 min

{
α+2

r2/(p
++β), α−2

r2/(p
−+β)

}
>0 (6.41)

burada C, H2
0 (Ω) ↪→ Lp(x)+β (Ω) için en iyi gömülme sabitidir.

2.Durum Eğer 2N/ (N−4) < p− ≤ p (x) ≤ p+ ≤ Nm−/ (N−4) ise, Gagliardo-

Nirenberg eşitsizliği ve Lp++β (Ω) ↪→ Lp(x)+β (Ω) gömülmesi, pozitif bir C4 sabitinin

var olduğunu gösterir. Burada

∥z∥p(x)+β ≤ (|Ω|+ 1) ∥z∥p++β

≤C4 ∥∆z∥ϕm(x) ∥z∥
1−ϕ
2∗

≤C4 ∥∆z∥ϕm(x) ∥z∥
1−ϕ
H2

0 (Ω)
(6.42)

dır. Dolayısıyla 1/ (p+ + β) =
(
ϕ/m−∗)

+ ((1− ϕ) /2∗) , m−∗
= Nm−/ (N−m−) ,

2∗ = N/ (N−4) dır. Basit bir hesaplama ile

ϕ
(
p+ + β

)
/m− =

(
p+ + β − (2∗)m−∗)

/
((
m−∗ − 2

)
m−) < 1
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elde edilir. Lemma 6.2.3 deki aynı yöntemi kullanılırsa

λω ≥min


[
α+

C4
r(1/(p

++β))−(ϕ/m−)
]2/(1−ϕ)

,[
α−

C4
r(1/(p

−+β))−(ϕ/m+)
]2/(1−ϕ)

>0 (6.43)

elde edilir. (6.41) ve (6.43) kullanılırsa λω ≥ R olur, burada R şu şekilde tanımlanır:

R =



1
C−2 min

{
α+2

r2/(p
++β), α−2

r2/(p
−+β)

}
, 2 < p+ ≤ 2N

N−4
,

1

C
2/(1−ϕ)
4

min


[
α+r(m

−−(p++β)ϕ)/((p++β)/m−)
]2/(1−ϕ)

,[
α−r(m

+−(p−+β)ϕ)/((p−+β)/m+)
]2/(1−ϕ)

 ,

2N
N−4

< p+ < Nm−

N−4

(6.44)

dır.

Teorem 6.2.5 d < J (z0) = E (0) ≤ β ve β ∈ (d,+∞) olduğunu varsayalım.

Aşağıdaki durumlar geçerlidir:

(i) Eğer z0 ∈ N+ ve ∥z0∥2H2
0 (Ω) ≤ λJ(z0) olduğunda (6.1) probleminin zayıf çözümü z,

global olarak vardır ve t→ +∞ için z (t) → 0 olur.

(ii) Eğer z0 ∈ N− ve ∥z0∥2H2
0 (Ω) ≤ ΓJ(z0) olduğunda (6.1) problemin zayıf çözümü z,

sonlu zamanda patlar.

İspat: T (z0), (6.1) problemi için zayıf çözümlerin maksimum varlık zamanını ifade

etsin. T (z0) = ∞ ise global çözüm vardır, η (z0) = ∩
t≥0

{z (r) : r ≥ t} ile z0 nin η−

limitini kümesini belirtelim.

(i) Eğer z0 ∈ N+ ve ∥z0∥2H2
0 (Ω) ≤ λJ(z0) ise t ∈ [0, T (z0)) için z ∈ N+ olsun. Aksi

halde, bir t0 ∈ (0, T (z0)) olacak şekilde t ∈ [0, t0) için z ∈ N+ ve z (t0) ∈ N olur.

(6.10) da v = z alındığında

d

dt
∥z0∥2H2

0 (Ω) = −2I (z) (6.45)

elde edilir. Dolayısıyla, (6.45) ten Ω× (0, t0) için
t∫
0

∥zτ∥2H2
0 (Ω) dτ ̸= 0 olduğu sonucu

çıkar. Ayrıca, (6.16) dan

J (z (t0)) = E (t0) < J (z0)
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dır. Yani z (t0) ∈ JJ(z0) olur. Bu nedenle z (t0) ∈ N J(z0)dır. λJ(z0) ın tanımından

∥z (t0)∥2H2
0 (Ω) ≥ λJ(z0) (6.46)

elde edilir. t ∈ [0, t0) için I (z) > 0 olduğu göz önüne alındığında (6.45) e göre

∥z (t0)∥2H2
0 (Ω) < ∥z0∥2H2

0 (Ω) ≤ λJ(z0)

dır. Bu da (6.46) ile çelişir. Bu nedenle, t ∈ [0, T (z0)) için z ∈ N+ olur. Ayrıca

t ∈ [0, T (z0)) için z (t) ∈ JJ(z0) ∩N+ olur. Ayrıca, (6.20) den

J (z0) ≥J (z)

≥ 1

p−
I (z) +

1

p+2

∫
Ω

|z|p(x) dx+ p− +m+

m+p−

∫
Ω

|∆z|m(x) dx

>
p− +m+

m+p−

∫
Ω

|∆z|m(x) dx (6.47)

olduğu görülür. Bu da ∥z∥
W

2,m(x)
0 (Ω)

ın sınırlı ve T (z0) = +∞ olduğunu gösterir.

Herhangi bir η ∈ η (z0) için, (6.45) ve (6.16) dan sırasıyla şu elde edilir: ∥η∥2H2
0 (Ω) <

∥z0∥2H2
0 (Ω) ≤ λJ(z0) ve J (η) ≤ J (z0) ikinci eşitsizlik η ∈ JJ(z0) yi ifade eder. λJ(z0) ın

tanımı ve ilk eşitsizlik göz önüne alındığında, η /∈ N J(z0) ve dolayısıyla η /∈ N dır. Bu

η (z0)∩N = ∅ anlamına gelir ve dolayısıyla η (z0) = {0} elde edilir. Bu nedenle, (6.1)

probleminin zayıf çözümü global olarak mevcuttur ve t→ +∞ için z (t) → 0 olur.

(ii) Eğer z0 ∈ N− ve ∥z0∥2H2
0 (Ω) ≥ ΓJ(z0) ise, t ∈ [0, T (z0)) için z ∈ N−olduğunu

iddia ediyoruz. Aksi olarak, t0 ∈ (0, T (z0)) olacak şekilde t ∈ [0, t0) için z ∈ N− ve

z (t0) ∈ N varsayalım. (i) duruma benzer şekilde J (z (t0)) < J (z0) , yani z (t0) ∈

JJ(z0) anlamına gelir. Dolayısıyla, z (t0) ∈ N J(z0) dır. ΓJ(z0) nın tanımından

∥∥z (t0)∥∥2
H2

0 (Ω)
≥ ΓJ(z0) (6.48)

elde edilir. Burada I (z (t)) < 0 olduğunu dikkate alarak t ∈ [0, t0) için (6.45) ten

∥z (t0)∥2H2
0 (Ω) > ∥z0∥2H2

0 (Ω) ≥ ΓJ(z0) sonucu çıkar, ki bu da (6.48) ile çelişir. Bu nedenle

t ∈ [0, T (z0)) için z ∈ N−olur. Ayrıca t ∈ [0, T (z0)) için z (t) ∈ JJ(z0)∩N−elde edilir

ve T (z0) = ∞ olur. O zaman herhangi bir ϕ ∈ ϕ (z0) için ∥ϕ∥2H2
0 (Ω) > ∥z0∥2H2

0 (Ω) ≥

ΓJ(z0) ve J (ϕ) ≤ J (z0) dır. (6.45) ve (6.16) sırasıyla kullanılırsa ϕ ∈ JJ(z0) olur.

ΓJ(z0) ın tanımı ve ilk eşitsizlik göz önüne alındığında, ϕ /∈ N J(z0) ve ϕ /∈ N dır. Bu
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ϕ (z0)∩N = ∅ anlamına gelir ve ϕ (z0) = {0} elde edilir. Buradan d = dist (0,N−) =

inf
z∈N−

∥z∥
W

2,m(x)
0 (Ω)

> 0 ve (6.19) ile çelişir. Bu nedenle ϕ (z0)= ∅ ve T (z0) < ∞ dır.

Yani (6.1) probleminin zayıf çözümü z sonlu zamanda patlar.

Önerme 6.2.6 Eğer J (z0) aşağıdaki koşulu sağlıyorsa

d <J (z0)

<
(
p− −m/mp−

) [
(1 + γ1) /γ1 (1 + |Ω|)2

]−m/2 ∥z∥mH2
0 (Ω)

o zaman z0 ∈ N− ve (6.1) probleminin zayıf çözümü z sonlu zamanda patlar.

Teorem 6.2.7 Her R > d için J (zR) = R koşulunu sağlayan ve problem (6.1) in zayıf

çözümünün sonlu zamanda patladığı bir başlangıç değeri zR ∈ N− vardır.

İspat: R > d ve Ω3, Ω4,Ω nın ayrık iki açık alt bölgesidir. Ayrıca, v ∈ W 2,m
0 (Ω3)

sıfırdan farklı keyfi bir fonksiyon olsun. Teorem 6.2.5 nin (ii) eşitsizliğini hatırlarsak,

ψ > 0 yeterince büyük seçildiğinde,

J (ψv) =

∫
Ω

(
ψm

m
|∆v|m +

ψp(x)

p2 (x)
|v|p(x) − ψp(x)

p (x)
|v|p(x) ln |ψv|

)
dx

≤0

ve

R <
p− −m

mp−

[
1 + γ1
γ1

(1 + |Ω|)2
]−m/2

∥ψv∥mH2
0 (Ω) (6.49)

dır. Bu koşulu sağlayan bir ψ > 0 seçelim ve µ ∈ W 2,m
0 (Ω4) fonksiyonu alalım;

R = J (µ) + J (ηv). Şimdi, v ve µ fonksiyonlarını sırasıyla Ω⧹Ω3 ve Ω⧹Ω4 te 0

olacak şekilde genişletiyoruz. Daha sonra, zR = ηv + µ olarak tanımlayalım. O zaman,

R = J (ηv + µ) = J (zR) dır ve buradan

p− −m

mp−

[
1 + γ1
γ1

(1 + |Ω|)2
]−m/2

∥zR∥mH2
0 (Ω)

≥p
− −m

mp−

[
1 + γ1
γ1

(1 + |Ω|)2
]−m/2

∥ηv∥mH2
0 (Ω)

>J (zR) (6.50)

elde edilir. Önerme 6.2.6 a göre, zR ∈ N− ve (6.1) probleminin zayıf çözümü z sonlu

zamanda patlar.
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7. LOGARİTMİK KAYNAK TERİMLİ VİSKOELASTİKm(x)− BİHARMONİK

DENKLEMİN ÇÖZÜMLERİNİN VARLIĞI VE PATLAMASI

Bu bölümde, logaritmik kaynak ve viskoelastik terimli m(x)-biharmonik
zt +∆2z +∆2

m(x)z −
t∫
0

g (t− s)∆2zds = |z|p−2 z ln |z| , (x, t) ∈ Ω× (0, T ) ,

z (x, t) = ∂z
∂v

(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω × (0, T ) ,

z (x, 0) = z0 (x) , x ∈ Ω.

(7.1)

başlangıç sınır değer problemi ele alınmıştır (Pişkin ve Butakın, 2024c). Ω, RN (N ≥ 1)

de ∂Ω düzgün sınırına sahiptir. Değişken üs m (.) , Ω içinde tanımlanan ölçülebilir

fonksiyon olsun. ∆2
m(x)z terimi m(x)-biharmonik operatör olarak adlandırılır ve

∆2
m(x)z = ∆

(
|∆z|m(x)−2∆z

)
şekilde gösterilir. Ayrıca m (x) , Ω üzerinde sürekli ve ölçülebilir bir fonksiyondur.

Burada

m− = ess inf
x∈Ω

m (x) , m+ = ess sup
x∈Ω

m (x)

dır.

Aşağıdaki varsayımları göz önünde bulunduruyoruz:

A1) 2 < m− ≤ m (x) ≤ m+ < p < m∗ = Nm(x)
N−m(x)

, burada m∗ Lemma 7.1.3 te

verilmiştir.

A2) g : R+ → R+ aşağıdaki koşulları sağlayan sınırlı C2 bir fonksiyondur: g (s) ≥ 0,

g′ (s) ≤ 0, 1−
t∫
0

g (s) ds = l > 0.

A3) E (0) > 0 dır.

Şimdiye kadar, parabolik tipli diferansiyel denklemler hakkında pek çok sonuç elde

edilmiştir. Bu bölümdeki temel amacımız, (
t∫
0

g (t− s)∆2zds) viskoelastik ve (∆2
m(x)z)

m(x)-biharmonik terimli, hem de problemi literatürde farklı kılan (|z|p−2 z ln |z|) loga-

ritmik kaynak terimli olarak ele almaktır.
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7.1 Giriş

Bu kısım teoremimizin ispatı için kullanılacak lemmalardan oluşmaktadır.

Lemma 7.1.1 (Diening vd., 2011). Lm(.)uzayı, Luxembourg normu ile birlikte

∥z∥m(x) = inf
{
λ > 0 | ρm(x)

(z
λ

)
≤ 1
}

şeklinde tanımlandığında bir Banach uzayıdır. Burada

1 ≤ m− := ess inf
x∈Ω

m (x) ≤ m (x) ≤ m+ := ess sup
x∈Ω

m (x) <∞

ve

min
{
∥z∥m−

m(.) , ∥z∥
m+

m(.)

}
≤ ϱm(.) (z) ≤ max

{
∥z∥m−

m(.) , ∥z∥
m+

m(.)

}
(7.2)

eşitsizliği sağlanır.

Lemma 7.1.2 (Diening vd., 2011) Değişken üs m (x) ve sabit üs p, Ω üzerinde he-

men her yerde m (x) ≤ p koşulunu sağladığında, Lp ↪→ Lm(.) gömülmesi sürekli ve

kompakttır.

Lemma 7.1.3 (Diening vd., 2011) Varsayalım ki p : Ω → [1,∞) eşitsizliğini sağlayan

ölçülebilir bir fonksiyon olsun ve değişken üsler m (x) ∈ C
(
Ω
)
, p : Ω → [1,∞) dır.

Burada sürekli kompakt bir Sobolev gömülmesi vardır yani W 1,m(x)
0 (Ω) ↪→ Lp (Ω) dır.

Böylece

ess inf
x∈Ω

(m∗ (x)− p) > 0

ve

m∗ (x) =


Nm(x)
N−m(x)

, m (x) < N,

∞, m (x) ≥ N

dır.

Sonraki hesaplamalarda kullanılacak olan bir fonksiyonel tanımlıyoruz:

J (t) =
1

2

1−
t∫

0

g (s) ds

 ∥∆z∥22 −
1

p

∫
Ω

|z|p ln |z| dx+ 1

p2
∥z∥pp

+
1

2

t∫
0

g (t− s) ∥∆z (x, s)−∆z (x, t)∥22 ds+
∫
Ω

|∆z|m(x)

m (x)
dx (7.3)
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dır.

7.2 Zayıf Çözümler

Bu kısımda, Faedo Galerkin yaklaşım yöntemi kullanılarak (7.1) probleminin zayıf

çözümlerinin varlığı gösterilecektir.

Tanım 7.2.1 (7.1) probleminin z (x, t) zayıf çözümü için

z (x, t) ∈L2
(
0, T ;W

2,m(x)
0 (Ω) ∩ Lp (Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;H2

0 (Ω)
)

∩ C
(
0, T ;L2 (Ω)

)
,

zt (x, t) ∈L2
(
0, T ;L2 (Ω)

)

dır. Ayrıca ∀θ ∈ C∞ (0, T ;C∞
0 (Ω)) için aşağıdaki denklem

T∫
0

∫
Ω

ztθdxdt+

T∫
0

∫
Ω

∆z∆θdxdt+

T∫
0

∫
Ω

|∆z|m(x)−2∆z∆θdxdt

−
T∫

0

t∫
0

g (t− s)

∫
Ω

∆z (x, s)∆θdxdsdt

=

T∫
0

∫
Ω

|z|p−2 z ln |z| θdxdt (7.4)

sağlanır. Burada maksimum varlık aralığı [0, T ] dır.

Teorem 7.2.2 Varsayalım ki z0 ∈ W
2,m(x)
0 (Ω) ∩ Lp (Ω)⧹ {0} olsun. Bu durumda

z (x, t) fonksiyonu Tanım 7.2.1 in bir zayıf çözümüdür.

İspat: Yaklaşık bir çözüm elde etmek için Faedo-Galerkin yönteminden yararlanacağız.

{θi}∞i=1 , L
2 (Ω) uzayında ortonormal bir dizi olup H2

0 (Ω) ayrık altuzayının ortogonal

bir tabanı olarak kabul edilsin. {θi}∞i=1 , −∆ nın {λi}∞i=1 özdeğerlerine karşılık gelen

bir özfonksiyon dizisidir. (7.1) probleminin sonlu boyutlu yaklaşım çözümleri

zn (x, t) =
n∑
i=1

ani (t) θi (x) (7.5)
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eşitliği ile gösterilir. Öyle ki∫
Ω

z′nθidx+

∫
Ω

∆zn∆θidx+

∫
Ω

|∆zn|m(x)−2∆zn∆θidx

−
t∫

0

g (t− s)

∫
Ω

∆zn (x, s)∆θidxds

=

∫
Ω

|zn|p−2 zn ln |zn| θidx (7.6)

ve W 2,m(x)
0 (Ω) ∩ Lp (Ω) \ {0} için

zn (x, 0) =
n∑
i=1

ani (0) θi (x) → z0 (x) (7.7)

dır. Şimdi, {ani}ni=1 katsayılarını elde etmeliyiz. Dolayısıyla k = 1, 2, ...n için

a′nk (t) =−
∫
Ω

∆zn∆θkdx+

t∫
0

g (t− s)

∫
Ω

∆zn (x, s)∆θkdxds

−
∫
Ω

|∆zn|m(x)−2∆zn∆θkdx+

∫
Ω

|zn|p−2 zn ln |zn| θkdx (7.8)

dır. Adi diferansiyel denklemlerden, (7.8) probleminin çözümünün varlığını sağlar,

burada maksimum çözüm aralığı [0, T ] dır. (7.6) denklemini a′ni (t) ile çarpıp toplam

aldığımızda (i = 1, 2, ...n)
∫
Ω

|z′n|
2 dx+

∫
Ω

∆zn∆θ
′
ndx+

∫
Ω

|∆zn|m(x)−2∆zn∆θ
′
ndx

−
t∫
0

g (t− s)
∫
Ω

∆zn (x, z)∆θ
′
ndxds


=

∫
Ω

|zn|p−2 zn ln |zn| θ′ndx

elde edilir. Sonuç olarak

1

2
g (t) ∥∆zn∥22 +

∫
Ω

|z′n|
2
dx

− 1

2

t∫
0

g′ (t− s) ∥∆zn (x, s)−∆zn (x, t)∥22 ds

=− d

dt
J (zn (t)) (7.9)
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eşitliği elde edilir. Burada J (t) , (7.3) de tanımlanan fonksiyonelidir. (A2) hipotezinden

J ′ (zn (t)) =−


1
2
g (t) ∥∆zn∥22 −

1
2

t∫
0

g′ (t− s) ∥∆zn (x, s)−∆zn (x, t)∥22 ds

+
∫
Ω

|z′n|
2 dx


≤0 (7.10)

olacak şekilde bir üst sınırı bulunur. Bu da J (zn) nin artmadığını ortaya çıkarır. Sonuç

olarak, J (zn (t)) ≤ J (zn (0)) ∀t ∈ [0, T ) ve ∀ n ∈ N için sağlar. Daha sonra (7.6) yı

ani (t) ile çarpıp toplam aldığımızda

∫
Ω

z′nzndx−
t∫

0

g (t− s)

∫
Ω

∆zn (x, s)∆zn (x, t) dxds

+

∫
Ω

|∆zn|2 dx+
∫
Ω

|∆zn|m(x) dx

=

∫
Ω

|zn|p ln |zn| dx

denklemi elde edilir. Dolayısıyla gerekli işlemler yapılırsa

d

dt

1
2

∫
Ω

|zn|2 dx+
t∫

0

∫
Ω

|∆zn|2 dxds+
t∫

0

∫
Ω

|∆zn|m(x) dxds


=

t∫
0

g (t− s)

∫
Ω

∆zn (x, s)∆zn (x, t) dxds+

∫
Ω

|zn|p ln |zn| dx (7.11)

dır. Buradan

Hn (t) =
1

2

∫
Ω

|zn|2 dx+
t∫

0

∫
Ω

|∆zn|2 dxds+
t∫

0

∫
Ω

|∆zn|m(x) dxds (7.12)

olsun. Böylece

d

dt
Hn (t) =

t∫
0

g (t− s)

∫
Ω

∆zn (x, z)∆zn (x, t) dxds+

∫
Ω

|zn|p ln |zn| dx (7.13)
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dır. İşlemlerimize devam etmek için Young eşitsizliğini kullanılırsa
t∫

0

g (t− s)

∫
Ω

∆zn (x, z)∆zn (x, t) dxds

=

t∫
0

g (t− s)

∫
Ω

∆zn (x, t) (∆zn (x, s)−∆zn (x, t)) dxds

+

t∫
0

g (t− s) ∥∆zn∥22 ds

≤1

2

t∫
0

g (t− s) ∥∆zn (x, s)−∆zn (x, t)∥22 ds

+
1

2

t∫
0

g (t− s) ∥∆zn∥22 ds+
t∫

0

g (t− s) ∥∆zn∥22 ds

elde edilir. Buradan
t∫

0

g (t− s)

∫
Ω

∆zn (x, s)∆zn (x, t) dxds

≤3

2

t∫
0

g (t− s) ∥∆zn∥22 ds

+
1

2

t∫
0

g (t− s) ∥∆zn (x, s)−∆zn (x, t)∥22 ds (7.14)

olduğu görülür. Dolayısıyla (A2) hipotezi ve (7.10) denkleminden

d

dt
Hn (t) ≤J (zn (t))−

1

2

1−
t∫

0

g (s) ds

 ∥∆zn∥22

−
∫
Ω

|∆zn|m(x)

m (x)
dx− 1

p2
∥zn∥pp +

1

p

∫
Ω

|zn|p ln |zn| dx

+
3

2

t∫
0

g (t− s) ∥∆zn∥22 ds+
∫
Ω

|zn|p ln |zn| dx

elde edilir. Yani buradan

d

dt
Hn (t) ≤J (zn (t))−

1

2
∥∆zn∥22 + 2

t∫
0

g (s) ds ∥∆zn∥22 −
1

p2
∥zn∥pp

+

(
1 +

1

p

)∫
Ω

|zn|p ln |zn| dx−
∫
Ω

|∆zn|m(x)

m (x)
dx
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dır. Sonuç olarak

d

dt
Hn (t) ≤

(
1 +

1

p

)∫
Ω

|zn|p ln |zn| dx+ 2 (1− l) ∥∆zn∥22 + J (zn (0)) (7.15)

olur. Dolayısıyla∫
Ω

|zn|p ln |zn| dx ≤
∫

{x∈Ω:|zn|≥1}

|zn|p ln |zn| dx

≤ (ev)−1 .

∫
{x∈Ω:|zn|≥1}

|zn|p+v dx

≤ (ev)−1 . ∥zn∥p+vp+v (7.16)

dır. Burada 0 < v < p∗ − p, p∗ = Np
N−p dır. (Brezis, 2011) de gösterilen Gagliardo-

Nirenberg interpolasyon eşitsizliği kullanılırsa

∥zn∥p+vp+v ≤ C ∥∆zn∥β(p+v)m ∥zn∥(1−β)(p+v)2 (7.17)

olduğu görülür. Burada β = Nm(p+v−2)
(p+v)(Nm−2N+2m)

dır. Young eşitsizliği kullanılırsa

∥zn∥p+vp+v ≤ ε ∥∆zn∥mm + C (ε) ∥zn∥
m−(1−β)(p+v)

p−−β(p+v)

2 . (7.18)

elde edilir. Sonuç olarak, (7.15) denkleminden

d

dt
Hn (t) ≤J (zn (0)) +

(
1 +

1

p

)
(ev)−1

[
ε ∥∆zn∥mm + C (ε) ∥zn∥

m−(1−β)(p+v)

p−−β(p+v)

2

]
+ 2 (1− l) ∥∆zn∥22 . (7.19)

olduğu görülür. ψ = m−(1−β)(p+v)
2(m−β)(p+v) > 1 olarak tanımlayalım ve

min
{
∥∆zn∥m−

m(x) , ∥∆zn∥
m+

m(x)

}
= ∥∆zn∥m−

m(x)

olduğunu varsayalım, o zaman (7.2) den

d

dt
Hn (t) ≤

C (ε) ∥zn∥2ψ2 + ε

∫
Ω

|∆zn|m(x) dx

(1 + 1

p

)
(ev)−1

+ 2 (1− l) ∥∆zn∥22 + J (zn (0))
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olur. Yukarıdaki eşitsizliğin integrali alınırsa

Hn (t) ≤Hn (0) +

(
1 +

1

p

)
(ev)−1 2C (ε)

t∫
0

1

2
∥zn∥2ψ2 ds

+ J (zn (0)) t+ 2 (1− l)

t∫
0

∥∆zn∥22 ds

+

(
1 +

1

p

)
(ev)−1 ε

t∫
0

∫
Ω

|∆zn|m(x) dxds (7.20)

dır. t ∈ [0, T ] aralığında t ye bağlı olan Hn (0) + J (zn (0)) t = c1 sabitini tanımlıyoruz.

Şimdi l ≥ 3
4

ve ε = evp
2(p+1)

değerlerini seçtikten sonra

Hn (t) ≤
1

2

t∫
0

∫
Ω

|∆zn|m(x) dxds+
1

2

t∫
0

∥∆zn∥22 ds

+ c1 (t) + c2

t∫
0

1

2
∥zn∥2ψ2 ds

≤c1 (t) +
1

2
Hn (t) + c2

t∫
0

Hψ
n ds

elde edilir. Burada c2 = 2C (ε)
(
1 + 1

p

)
(ev)−1dır. Sonuç olarak

Hn (t) ≤ c1 (t) + c2

t∫
0

Hψ
n ds (7.21)

olur. Gronwall-Bellman-Bihari tipi eşitsizliği uyguladığımızda

Hn (t) =
1

2

∫
Ω

|zn|2 dx+
t∫

0

∫
Ω

|∆zn|2 dxds+
t∫

0

∫
Ω

|∆zn|m(x) dxds

≤CT (7.22)

elde edilir. Burada CT , T ye bağlıdır. min
{
∥∆zn∥m−

m(x) , ∥∆zn∥
m+

m(x)

}
= ∥∆zn∥m−

m(x) ,

(A1) ile birlikte ∥∆zn∥2m(x) ≤ ∥∆zn∥m−
m(x) eşitsizliğini verir. Şimdi, (7.2) denkleminden

T∫
0

∥∆zn∥2m(x) ds ≤
T∫

0

∥∆zn∥m−
m(x) ds ≤

T∫
0

∫
Ω

|∆zn|m(x) dxds ≤ CT (7.23)
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olduğu görülür. (7.23) denklemi göz önüne alındığında Sobolev gömülmesi uygulanırsa

T∫
0

∥zn∥2m dx ≤ C

T∫
0

∥∆zn∥2m(x) dz ≤ CT (7.24)

elde edilir. J (t) nin sürekliliği bir sabit C yi sağlar ve W 2,m(x)
0 (Ω) ∩ Lp (Ω) içinde

zn (x, 0) → z0 (x) olduğu göz önünde bulundurulursa

J (zn (x, 0)) ≤ C (7.25)

olur. Ek olarak, (7.9) denklemden∫
Ω

|znt|
2 dx ≤ − d

dt
J (zn)

dır. 0 dan t ye integrali alındığında

t∫
0

∥z′n (s)∥
2
2 ds+ J (zn) ≤ J (zn (x, 0)) ≤ C (7.26)

elde edilir. Standart kompaktlıktan (7.22), (7.23), (7.24) ve (7.26) den

zn → z, L2
(
0, T ;W

2,m(x)
0 (Ω) ∩ Lp (Ω)

)
∩ L2 (0, T ;H2

0 (Ω)) uzayında zayıf yakınsak,

z′n → z′, L2 (0, T ;L2 (Ω)) uzayında zayıf yakınsak,

|∆zn|m(x)−2∆zn → ξ, L2
(
0, T ;Lm

′(x) (Ω)
)

uzayında zayıf yakınsak

(7.27)

tır. Şimdi, Aubin-Lions lemması kullanılırsa

zn → z, C
(
0, T ;L2 (Ω)

)
uzayında yakınsaktır. (7.28)

|k|m(x)−2 k operatörünün monotonluğu, Minty-Browder koşulu ile birlikte ξ = |∆z|m(x)−2∆z

sonucunu verir. Böylece ispat tamamlanmış olur.
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7.3 Patlama Zamanı İçin Üst Sınır

Bu kısımda, (7.1) denkleminin çözümlerinin patlama süresi için bir üst sınır elde

edeceğiz.

Teorem 7.3.1 (7.1) denkleminde tanımlandığı gibi bir zayıf çözüm z (x, t) vardır. Ayrıca,

(A1)− (A3) koşulları sağlansın. O zaman

T ∗ ≤
(1 + γ)

(
1 + 1

ϕ

)
∥z0∥22

2µγE (0)
(7.29)

z (x, t) çözümü T ∗sonlu zamanınında patlar. Burada ϕ, γ ve µ pozitif sabitlerdir.

İspat: (7.1) denklemini zt ile çarpıp Ω üzerinde integrali alınırsa∫
Ω

z2t dx =−
∫
Ω

∆z∆ztdx−
∫
Ω

|∆z|m(x)−2∆z∆ztdx+

∫
Ω

|z|p−2 z ln |z| ztdx

+

∫
Ω

t∫
0

g (t− s)∆2z (x, s) zt (x, t) dsdx

olur. Burada gerekli işlemler yapılırsa∫
Ω

z2t dx−
1

2

t∫
0

g′ (t− s) ∥∆z (x, s)−∆z (x, t)∥22 ds+
1

2
g (t) ∥∆z∥22

=
d

dt

 −1
2
∥∆z∥22 −

1
2

t∫
0

g (t− s) ∥∆z (x, s)−∆z (x, t)∥22 ds

−
∫
Ω

|∆z|m(x)

m(x)
dx+

t∫
0

g (s) ds ∥∆z∥22 −
1
p2
∥z∥pp +

1
p

∫
Ω

|z|p ln |z| dx


elde edilir. Şimdi, bir fonksiyonel E (t) tanımlayalım:

E (t) =− 1

2

t∫
0

g (t− s) ∥∆z (x, s)−∆z (x, t)∥22 ds−
1

p2
∥z∥pp

−
∫
Ω

|∆z|m(x)

m (x)
dx+

1

p

∫
Ω

|z|p ln |z| dx− 1

2

1−
t∫

0

g (s) ds

 ∥∆z∥22 (7.30)

dır. Böylece (A2) yi kullanarak

dE (t)

dt
=

∫
Ω

z2t dx+
1

2
g (t) ∥∆z∥22

− 1

2

t∫
0

g′ (t− s) ∥∆z (x, s)−∆z (x, t)∥22 ds

≥0 (7.31)
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elde edilir. Yardımcı fonksiyoneli tanımlayacak olursak

ψ (t) =

t∫
0

∫
Ω

z2 (x, s) dxds+ A (7.32)

dır. Daha sonra türevi alınırsa

ψ′ (t) = 2

∫
Ω

t∫
0

z (x, s) zt (x, s) dsdx+

∫
Ω

z20 (x) dx (7.33)

bulunur. Tekrar türevi alınırsa

ψ′′ (t) =2

∫
Ω

zztdx

=2

∫
Ω

z (x, t)

 −∆2z −∆
(
|∆z|m(x)−2∆z

)
+

t∫
0

g (t− s)∆2z (x, s) ds

+ |z|p−2 z ln |z|

 dx
elde edilir. Böylece

ψ′′ (t) =− 2

∫
Ω

|∆z|m(x) dx− 2 ∥∆z∥22 + 2

∫
Ω

|z|p ln |z| dx

+ 2

t∫
0

g (t− s) ∥∆z∥22 ds

+ 2

t∫
0

g (t− s)

∫
Ω

∆z (x, t) (∆z (x, s)−∆z (x, t)) dxds

dır.
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Ardından µ sabiti seçelim öyle ki m+ < µ < p ve µ (µ− 2) > 1−l
l

olur. Buradan

ψ′′ (t) =2µE (t) + µ

t∫
0

g (t− s) ∥∆z (x, s)−∆z (x, t)∥22 ds

+ 2µ

∫
Ω

|∆z|m(x)

m (x)
dx− 2

∫
Ω

|∆z|m(x) dx

+ µ

1−
t∫

0

g (s) ds

 ∥∆z∥22 −
2µ

p

∫
Ω

|z|p ln |z| dx

+
2µ

p2
∥z∥pp + 2

∫
Ω

|z|p ln |z| dx

− 2

1−
t∫

0

g (t− s) ds

 ∥∆z∥22

+ 2

t∫
0

g (t− s)

∫
Ω

∆z (x, t) (∆z (x, s)−∆z (x, t)) dxds

olduğu görülür. Öyle ki

ψ′′ (t) ≥µ
∫
Ω

g (t− s) ∥∆z (x, s)−∆z (x, t)∥22 dxds+ 2µE (t)

+
2µ

p2
∥z∥pp + (µ− 2)

1−
t∫

0

g (t− s) ds

 ∥∆z∥22

+

(
2µ

p
− 2

)∫
Ω

|z|p ln |z| dx+
(

2µ

m+

− 2

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx

+

t∫
0

g (t− s)

∫
Ω

∆z (x, t) (∆z (x, s)−∆z (x, t)) dxds

dır. (A2) ve |z| ≥ 1 koşulları altında

ψ′′ (t) ≥
[
(µ− 2) l +

(1− l)

µ

]
∥∆z∥22 +

(
2µ

m+

− 2

)∫
Ω

|∆z|m(x) dx

+ 2µJ (t) +
2µ

p2
∥z∥pp + 2

(
1− µ

p

)∫
Ω

|z|p ln |z| dx

≥2µE (t) (7.34)

elde edilir. (7.31) eşitsizliğinden

E (t) ≥ E (0) +

t∫
0

∫
Ω

z2t (x, s) dxds (7.35)
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olur. ϕ > 0 olduğundan

(ψ′ (t))
2 ≤4 (1 + ϕ)

∫
Ω

t∫
0

z (x, s) zt (x, s) dsdx

2

+

(
1 +

1

ϕ

)∫
Ω

z20 (x) dx

2

dır. Hölder eşitsizliğinden

ψ′2 ≤4 (1 + ϕ)

 t∫
0

∫
Ω

z2 (x, s) dxds

 t∫
0

∫
Ω

z2t (x, s) dxds


+

(
1 +

1

ϕ

)∫
Ω

z20 (x) dx

2

elde edilir. ϕ > 0 olduğunda γ = ϕ =
√

µ
2
− 1 > 0 alınırsa

ψ′′ (t)ψ (t)− (1 + γ) (ψ′ (t))
2

≥− (1 + γ)

(
1 +

1

ϕ

)∫
Ω

z20 (x) dx

2

+ 2µAE (0) (7.36)

dır. E (0) > 0 ve (7.35) denkleminden, (7.36) denklemindeki A > 0 ı yeterince büyük

olacak şekilde seçilirse

ψ′′ (t)ψ (t)− (1 + γ) (ψ′ (t))
2 ≥ 0 (7.37)

olduğu görülür. Buradan, Levine’nin (Levine, 1973) konkavlık yöntemini kullanarak z

çözümünün T ∗ sonlu zamanında patlamasını

A =

(1 + γ)
(
1 + 1

ϕ

)[∫
Ω

z20 (x) dx

]2
2µE (0)

elde edilir. T ∗ için üst sınır

0 < T ∗ ≤
(1 + γ)

(
1 + 1

ϕ

)
∥z0∥22

2µγE (0)
(7.38)

dır.
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8. SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Bu tez kapsamında yapılan çalışmalar, ele alınan denklemlerin güncelliğini ve literatürde

hala birçok açık problemin bulunduğunu ortaya koymaktadır. Bu tespitten hareketle,

tezin dördüncü, beşinci, altıncı ve yedinci bölümlerinde parabolik tipten dört farklı

problem incelenmiş ve bu problemlerin çözümlerinin bazı davranışları ele alınmıştır.

Dördüncü bölümde, m (x)-biharmonik terim içeren değişken üslü parabolik denklemin

çözümleri incelenmiştir. Çözümlerin global varlığı ve patlama davranışı gösterilmiştir.

Beşinci bölümde, Kirchhoff tipli parabolik denklemin çözümlerin global varlığı ve

azalması gösterilmiştir.

Altıncı bölümde, doğrusal olmayan logaritmik kaynak terimi içeren değişken üslü para-

bolik denklemin çözümlerin global varlığı ve patlama davranışı ispatlanmıştır.

Yedinci bölümde, viskoelastik ve doğrusal olmayan logaritmik kaynak terimi içeren

değişken üslü parabolik denklemin çözümlerin lokal varlığı ve patlama davranışı

gösterilmiştir.

Bu tezde, değişken üslü parabolik denklemler incelenmiştir. Ele alınan problemler,

m (x)-biharmonik terim, Kirchhoff terimi, logaritmik kaynak terimi, viskoelastik terim

kullanılarak oluşturulmuştur. Bu terimlerin farklı kombinasyonlarıyla yeni problem

türleri türetmek mümkündür. Çalışmada elde edilen teoremler, farklı koşullar altında

veya alternatif metotlar kullanılarak ispatlanabilir. Ayrıca, bu denklemler çeşitli ma-

tematiksel özellikler açısından analiz edilebilir ve belirli özel durumları için nümerik

simülasyonlar gerçekleştirilebilir. Bu tezde incelenen problemler sınırlı bölgeler için

ele alınmış olup, ilerleyen çalışmalarda sınırsız bölgeler üzerinde farklı sınır koşulları

dikkate alınarak yeni araştırmalar yapılabilir.
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