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OZET

DEGISKEN USLU SOBOLEV UZAYLARINDA REGULER FONKSIYONLARIN
YOGUNLUGU

DOKTORA TEZI

Yasin KAYA

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
2015

Bu c¢alismanin birinci boliimiinde, degisken iislii Sobolev uzaylarinda diizgiin
fonksiyonlarin yogunlugunun Onemi belirtildi. Yogun olmay1 engeleyen olumsuzluklar
agiklandi.

Ikinci boliimde degisken iislii Lebesgue ve degisken iislii Sobolev uzaylarinin tarihsel
gelisimi, uygulamalar1 ve bu uzaylarda yapilan ¢aligmalarin 6zeti ifade edildi.

Ugiincii boliimde temel fonksiyonel analiz, reel analiz ve yogunlukla ilgili kavramlar
verildi. Degisken iislii Sobolev uzaylarinin klasik uzaylari olan Sobolev uzaylar1 agiklandi.
Degigsken {islii Lebesgue ve degisken iislii Sobolev uzaylarinin tanim ve ozellikleri verildi.
Degisken iislii Sobolev uzaymda yogunluka ilgili aragtirmacilarin yaptig1 calismalar ispatlariyla
birlikte verildi. Konvoliisyon ve mollifier metodu agiklandi.

Calisgmanin son boliimili olan dordiincii bolimde konvoliisyon ve diger teknikler
kullamlarak C'(R™) uzaymin WYPO(R™) uzayinda yogun olma kosulu altinda C&°(R™)
uzaymm da WDUPO(R™) uzayinda yogun oldugu gosterildi. Bunun yaninda, noktasal
yakinsakliktan zayif yakinsakligin elde edilebilecegini gosteren bir teorem ispatlanmis ve
konuyla ilgili acik bir problem ortaya atilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sobolev Uzaylari, Degisken Uslii Lebesgue Uzaylari, Degisken Uslii
Sobolev Uzaylari,  Regiiler Fonksiyonlarmm Yogunlugu, Hardy--Littlewood Maksimal
Operatorii, Konvoliisyon Operatorii.
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In the first chapter of this work, significance of densitiy of smooth functions in variable
exponent Sobolev spaces was indicated. Obstacles that cause non-density were explained

In the second chapter the historical development, applications and a summary of
studies that were done by researcher on variable exponent Lebesgue and variable exponent
Sobolev spaces are stated.

In the third chapter basic functional analysis, real analysis and concepts related to
denseness are given. Sobolev spaces which are classical case of variable exponent Sobolev
spaces are mentioned. Definitions and properties of variable exponent Lebesgue and variable
exponent Sobolev spaces are given. Researcher works of density in variable exponent Sobolev
spaces are given with their proofs. Convolution and mollifier method were explained

In the fourth chapter which is the last chapter of this work by using convolution and
other tecknique with condition C*(R™) to be dense in W 1?0 (R™) we have shown density of

c&(R™) in WLPO(R™). Besides, a theorem which show pointwise convergence implies weak
convergence was proved and an open problem was put.

Keywords: Sobolev Spaces, Variable Exponent Lebesgue Spaces, Variable Exponent Sobolev
Spaces, Density of Regular Functions, Hardy--Littlewood Maximal Operator, Convolution
Operator.
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1. GIRIS

Fonksiyon uzaylar1 modern analizde merkezi bir konudur. Yeni fonksiyon uza-
ylarinin harmonik analiz, kismi diferansiyel denklemler gibi alanlarda kullanimi
gittikge artmaktadir (Dafni ve Xiao 2004). Bunun yaninda analizdeki en ¢nemli
amaclardan biri karmasik olan fonksiyonlara daha basit veya iyi 6zelliklere sahip
olan fonksiyonlarla yaklagmaktir (Sohrab 2003). Bu g¢alisma sozii edilen bu iki du-
rumu icermektedir.

Bu caligmada bir fonksiyon uzayimmin ¢nemli bir 6zelligi ortaya konuldu. Daha
acgik bir ifadeyle bu tezde son zamanlarda iizerinde yogun bir ilgiyle ¢alisilan degisken
iislii Sobolev uzaylarinda regiiler fonksiyonlarin yogunlugu konusu ele alindi. Degisken
iislii Sobolev uzaylarinin tanimi degigken iislii Lebesgue uzaylarimin tanim ve 6zel-
liklerine dayandig i¢in bu uzaylara da oldukca yer verilmistir. Cok sayidaki aragtir-
macin yogunluk konusundaki ¢aligmalarina ragmen bu konuda hala 6nemli olgiide
bosluklar bulunmaktadir. Baglangigta (1986) diizgiin fonksiyonlarin yogunlugu varyasy-
onel integrallerin minimizerleri baglaminda incelenen bir sorundu. Eger boyle bir
minimizerin diizgiin olmadig1 ortaya ¢ikarsa bu durumda Lavrentiev fenomeninin
olustugunu soyleriz. Bu durum Zhikov’'un calismalarimin 6ziinii tesgkil ediyordu.
(Zhikov 1987, 1995, 1997). Karsilik gelen uzayda Lavrentiev fenomeninin diizgiin
fonksiyonlarin yogunlugu ile baglantili oldugu ortaya cikti (Zhikov 1995). Ayrica
degisken iislii Sobolev uzaylarinda diizgiin fonksiyonlarin yogunlugu ele alinan ilk
konulardand: (Edmunds ve Rakosnik 1992).

Degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylariyla yogun bir sekilde ilgilenilmenin
baglica amaci, bunlarin uygulanma alanlarinda ¢okca kullanilmasindandir.

(ok sayida materyal, klasik Lebesgue ve Sobolev uzaylar1 kullanarak yeteri kadar
hasasiyetle modellenebilir. Elektroreolojik akigskanlar gibi, homojen olmayan bazi
materyaller igin bu durum pek yeterli degildir. Bunun igin p (.) iissiisii degigskenlik
gosterebilmelidir. Bu da degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinin ¢aligmasina

yol agmugtir (Mihailescu ve Radulescu 2006).

Lebesgue ve Sobolev uzaylarinda diizgiin fonksiyonlarin yogunlugu ispatlari

/f(:c—y)g(y)dy

R



1. GIRIS

seklindeki konvoliisyona,

1 <p<oo olmak iizere

1 * gl e < [[f1l o lgll 1

seklindeki Young esitsizligine, 6l¢iilebilir bir f fonksiyonu ve h € R" i¢in

T (x) = f(x—h)

olarak taninlanan 7, 6teleme operatoriiniin sinirliligina ve ayrica Lebesgue uzayimin

orta siirekliligini ifade eden

I — fll =0
s {7 = Fllo

yakinsamasina dayanmaktadir. Ancak bu onemli 6zellikler degisken tislit Lebesgue
ve Sobolev uzaylarmda gecerli olamamaktadir. Ornegin, 6teleme operatoriiniin

siirli olmast igin gerek ve yeter kogul p (z) iis degiskeninin sabit olmasi gerekir.

Bunlarin gegersizligi yogunluk igin ciddi sorun olugturmaktadir. Ancak p (x) iis

degiskeninin baz1 kogullar sagladiginda ve konvoliisyon

/f(x—ym(y)dy

R’FL
olarak alindiginda, yani degigken iislii Lebesgue veya Sobolev uzaylarinin fonksiyon-

larini uygun bir mollifier ile evristirildiginde

Lf* 9l e < WA o 1l o

esitsizligine benzer durumlar elde etmek miimkiindiir. Boylece yogunluk miimkiin

olabilmektedir.

Yine p (z) iis degiskeninin bir ¢esit monotonluk kogulunu saglamasi ve
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S 4, (1) / F W) bon, (& —y+ enty) dy

seklindeki farkli konvoliisyon ve mollifierinin kullanilmasinin da yogunlugu goster-

mede yararh oldugu goriilmiigtiir (Edmunds ve Rakosnik 1992).

Tiim bu olumsuzluklara ragmen simirli degisken {isler i¢in C*° (2) uzayinin degisken
iislii Lebesgue uzayinda yogunlugu gosterilebilinmigtir (Kovacik ve Rakosnik 1991).
Ancak ispata dogrudan konvoliisyon kullanilamamigtir. Bu ispat i¢in bagka teknik
kullanilmigtir. Ancak bu teknik degisken iislii Sobolev uzaylarinda ige hi¢ yarama-

maktadir.

Yine degigken {islii Sobolev uzaylarinda regiilerligi daha az olan fonksiyonlarin
yogunlu varsayimi altinda C'* fonksiyonlarinin yogun olup olmayacagi aragtirilan

konular arasindadir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Genel olarak, Kovacik ve Rakosnik (1991) tarafindan yapilan degigken iislii Lebesgue
ve Sobolev uzaylar1 caligmasi, modern ve ilk doénem caligmalari arasindaki c¢izgi
olarak kabul edilir (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Degisken iislii Lebesgue uzay1 ilk olarak 1931 de Orlicz tarafindan ele alindi.

1 <p(z) < oo kogulu altinda p(.) iis fonksiyonlar igin, eger

/ 1 @) da < o0
0

ise, bu durumda

[ s <o

integralinin yakinsak olmasi i¢in g fonksiyonu iizerinde konulacak gerek ve yeter

/01 ('@ )p/(z) dr < oo

olmasi gerektigi Orlicz tarafindan gosterildi (Cruz-Uribe ve Fiorenza. 2013).

kosul, baz1 A > 0 icin,

Orlicz’ in degisken {islii Lebesgue uzayina esas katkisi sadece bu makale oldu.
Orlicz dikkatini daha c¢ok Orlicz uzaylar1 olarak bilinen ¢aligmalara yonelti. Bir
sonraki degisken {islii Lebesgue uzaylar: gelismesi Japon matematik¢i Nakanonun
calismalarindan oldu. Nakano, Nakano uzaylar: olarak da bilinen, Modular uzaylar:
ele alip geligtirmigtir. Bir modular uzay, bir "modular” (bir normun bir genelegtir-
ilmesi) ile donatilmig bir topolojik vektor uzayidir. Bir modular uzaym 6énemli bir

ornegi, baz1 A > 0 i¢in,

/QCIJ(x,|f(x)|/)\)d$<oo

kosulunu saglayan tiim f fonksiyonlarindan olusan fonksiyon uzayidir.

Yukaridaki integralde gegen ® : Q x [0,00) — [0, 00] fonksiyonu hemen hemen
her z € Q igin, ® (x,.) bir Young fonksiyonu gibi davranmaktadir. Bu uzaylara
Musielak-Orlicz uzaylar1 veya genelestirilmig Orlicz uzaylar1 denir. Bu uzay bir

takim fonksiyon uzaylarim 6zel durumlar olarak icerirler. Ornegin ® (z,t) = ¢ i¢in

5



2. ONCEKI CALISMALAR

Orlicz uzaylar1, ® (z,t) = t?®) icin degisken iislii Lebesgue uzaylar ve ® (z,t) =
tPw () i¢in de agirlikli Lebesgue uzaylarima doniigiirler. Nakano (1950, 1951) degisken
iislii Lebesgue uzaylarini, modular uzaylarin bir 6zel ornekleri olarak verdi. Bu
uzaylarin ozellikleri daha da gelistirildi. 1970 lerin sonlarinda Hudzik, Musielak-
Orlicz uzaylar iizerinde genellestirilmig Sobolev uzaylarini ele aldi. Hudzik’in ¢alig-
malar1 son zamanlarda degisken iislii Lebesgue uzaylar iizerinde yapilan ¢ok sayida

sonuclarin 6énceden belirtisidir.

Degisken iislii Lebesgue uzaylar1 Sovyet literatiiriinde bagimsiz olarak yeniden
ortaya cikti. Sovyet bilim adamlar1 bu uzaylarin kendi bagina énemli olduklarinin
farkina vararak bu uzaylara ait caligmalara agirlik verdiler. Bu uzaylar Tsenov
(1961) tarafindan tamtildi. Tsenov, f siirekli ve ¢ sabit dereceli bir polinom olmak

uzere,

/0 f (@) — 6 (@P da

integralini minimize etme problemini inceledi. Sharapudinov (1979) reel dogru iiz-
erindeki araliklarda degisken {islii Lebesgue uzaylarinin fonksiyon uzayi teorisini
gelistirdi. Luxemburg normunu tanimladi. p(.) smirl oldugunda LP") (]0,1]) nin
ayrilabilir ve dual uzaymm L) ([0,1]) oldugunu gosterdi. Daha sonraki makalel-
erde, degisken {islii Lebesgue uzaylarinin analizi iizerindeki degisik problemleri in-
celedi. (Sharapudinov 1983,1996) de p(.) iis fonksiyonunun regiilerligi problemini
diistinen ilk kisi oldu. Degisken iislii Lebesgue uzaylar1 teorisinde kritik 6nemde

oldugu goriilen

1
[z —yl <3 (2.1)

O — .

~ —In(lz —yl)’
lokal log-Holder siireklilik kogulunu buldu. Bu uzaylar ayrica bagka Sovyet matem-
atikcilerin de, (Kozlov. 1983) gibi, ¢aligmalarinda goriildii. En etkili galigma Zhikov
(1982, 1983, 1986, 1991, 1994, 1995, 1997) tarafindan yapilmigtir. 1986 da bagla-
yarak, degigken {islii Lebesgue uzaylarimi1 varyasyonel kalkiiliis problemlerine uygu-

ladi. Zhikov f Langrangian’inin; ¢; pozitif reel sabitler ve 0 < p < ¢ olmak fiizere,

—co+ 1 [€]F < f(2,8) < o+ ez €]

6
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standart olmayan biiyiime kosulunu sagladiginda

F(u) = /Qf(a:,Vu) dx

fonksiyonellerin minimize edilimi ile ilgilendi. Boyle bir Langrangian’in 6zel bir
ornegi, p < p(x) < ¢ olmak iizere, f (z,¢) = |¢["™ seklindedir. Bu fonksiyonele
karsilik gelen Euler-Lagrange denklemi

Ay = — div (p () [ Va2 vu) —0

seklindeki p (.) Laplasiyenidir.
Bir bagka problem de degigken f{islii Lebesgue uzaylarinin ¢alisilmasin saglayan

gii¢ olmugtur. 1990 larmn baglarinda Samko ve Ross (1993, 1995),

1 d

P = M=t de

/ (o — )7 £ () dt

seklinde degisken dereceli bir Riemann-Liouville kesirli tiirevini ve buna karsilik gelen

1 X
OF @) = o | =07 0
I'(a(z)) /Ja
degisken Riesz potansiyeli verdi. Bu operatorlerin davraniglarinin incelenmesi, dogal
olarak, degisken fiislii Lebesgue uzaylarinda konvoliisyon ve potansiyel operatorlerin

one ¢ikmasina sebep olmustur.

Son zamanlarda, degisik uygulamalardan dolay1 degisken iislii Lebesgue uza-
ylarina olan ilgi artmaktadir. Bunlar arasinda en 6nde geleni, elektrorheological
akigkanlarin ( Newtonian olmayan akigkanlarin esas bir sinifi) matematiksel model-
lenmesidir. Bu akigkanlar bir elektrik alana maruz birakildiginda (genellikle 6nemli
olgiide) kivamlihg degisen akigkanlardir. Bunlar sadece hizli hareket eden hidro-
lik supaplar ve debriyajlar, frenler, darbe emiciler degil; tam agindirici parlatmada,
robotlularda ve uzay teknolojisi gibi baz1 yeni alanlarda da kullanilmaktadir. Kap-
samli ¢alisilmig bir modelde, Du hiz alan1 gradiyeninin simetrik pargas ve iis elektrik

alaninin bir fonksiyonu olmak iizere, enerji

/ |Du ()" da
Q



2. ONCEKI CALISMALAR

integrali ile verilmektedir. Ruzicka (2000, 2004) bu modeli verdi. Bunu Acerbi
ve Mingione (2002, 2002, 2005) daha da ileri gelistirdiler. Bu problem degisken
iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylari teorisinin gelisiminde kayda deger énemde bir
giidii olmusgtur. Degisken {islii Lebesgue uzaylar1 gozenekli ortamdan akig, goriintii
islenme, thermorheological akiskanlar gibi bagka fiziki problemlerin davraniglarinin

modelenmesinde de kullanilmigtir (Amaziane ve ark. 2009), (Antontsev ve Shmarev

2005), (Cekic ve ark. 2012).

Degisken iislii Lebesgue uzaylari, goriintii isleme calismalarina da uygulandi.
Blomgren ve ark. (1997) goriintiiniin yeniden olusturulmasinda degisken iis kul-

lanilarak yapilan interpolasyon tekniginin uygun norm altinda

/ IV (2)["Y™ da
Q

daha diizgiin bir goriintii verecegini gordiiler. ( Burada Vu artarken, p(.) iisii iki-
den bire monoton olarak azalmaktadir.). Bu yaklagim ve ilgili fikirler, ¢ok sayida
aragtirmaci tarafindan aragtirilmaya devam edilmektedir (Aboulaich ve ark. 2007),
(Aboulaich ve ark. 2008), (Bolt ve ark. 2009),(Chen ve ark.2008), (Harjulehto ve
ark.2013), (Levine 2006).

Harmonik analizin teknik ve sonuclarini, degisken tislii Lebesgue uzaylarina uygu-
lamak icin merkezi bir problem; Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin LP() (R™)
uzayinda sinirhihgim saglayacak kosulun p (.) iisiinde belirlenmesiydi. Ik ana sonucu
Deining yapt1 (Diening 2004). p (.) nin (2.1) lokal log-Holder sartini saglamasinin ve
bir biiyiik yuvarin diginda sabit olmasinin yeterli oldugunu gosterdi. Bu sonug daha
sonra genellegtirildi. (2.1) kogulunun saglanmasi ve p(.) nin sonsuzda log-Holder

siirekli olmasinin yeterli oldugu gosterildi. Bu durumda

(@)~ pol <
1= 0 (e + Jal])
olacak bicimde p,, vardir.
Bagimsiz olarak, Nekvinda (2004) p(.) nin daha zayif integral azalma sartinin
yeterli oldugunu gosterdi. Log-Holder kosullar: noktasal kogullar icin olabileceklerin

en iyisidir. Fakat gerekli degildirler (Kopaliani 2008), (Nekvinda 2008), (Lerner
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2010). Deining (2005) Hardy-Littlewood maksimal operatorii i¢in denetlenmesi zor

fakat onemli teoriksel sonuglara sahip bir gerek ve yeter kosul verdi.
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3. MATERYAL VE METOT

[k boliimdeki on bilgiler genel olarak (Folland 1999), (Hunter 2001), (DiBenedetto
2002), (Jost 2005), (Morrison 2011), (Brezis 2011), (Diening ve ark. 2011), (Duren
2012), (Pick ve ark. 2012), ¢aligmalarindan yararlanarak hazirlanmigtir.

3.1. On Bilgiler

Tanim 3.1.1. 2 C R” kiimesi acik, z € €, ve f : 2 — R™ olsun. Eger

L I @) = £ (@) =T ()],

=0
h—0 17115,

olacak sekilde bir T : R™ — R™ bir lineer doniigiimii var ise, bu durumda f ye x te
differansiyellenebilirdir denir ve bu durumda f ' (z) = 7" olur.

Yukaridaki ifade denk olarak

f:Q — R™ fonksiyonunun x te differansiyellenebilir ve f ’'(z) = T olmas: igin

gerek ve yeter sart, € : 2 — R™ ve h — 0 iken % — 0 olmak iizere

fl@+h)—f(z)=T(h)+e(h)
olmasidir.

Cok degiskenli fonksiyonlar icin ortalama deger teoremi soyledir:
Teorem 3.1.2. f: Q) C R" — R fonksiyonu acik ve konveks (2 kiimesi iizerinde
differansiyellenebilir olsun. a, b € Q ve a ile b yi birlegtiren dogru pargasi 7y (t) =

a+t(b—a) olsun. Bu durumda

f0)=f(a)=(V [ (c),b=-a)

olacak bigimde ~ (t) iizerinde ¢ vardur.

Simdi de carpim serileriyle ilgili iki 6nemli teoremi verelim.

Teorem 3.1.3. (Dirichlet Testi) {ax} ve {b;} dizileri

i) ap > agt1 >0
11) limk_m ap = 0

iii) her pozitif N tamsayis: i¢in ‘Zszl bk‘ < M (M sabit)

11



3. MATERYAL VE METOT

kosullarimi saglasinlar. Bu durumda

[ee]
E aiby
1

serisi yakinsak olur.

Teorem 3.1.4. ( Abel Testi) > by, yakinsak ve {a;} bir siirh, monoton dizi

ise bu durumda

o0

Z akbk

k=1
serisi yakinsak olur.
Noktasal yakinsakliktan monoton kosulu altinda diizgiin yakinsakligin cikabile-

cegini ifade eden Dini teoremi agagidaki gibidir.

Teorem 3.1.5. X kompakt bir metrik uzay ve f, : X — R seklindeki, {f,}
siirekli monoton fonksiyon dizisi siirekli f fonksiyonuna noktasal yakinsasin. Bu

durumda f,, dizisi f ye diizgiin yakinsak olur.

Bir fonksiyon serisinin diizgiin yakinsayabilecegini gosteren Weierstrass M-testinin
ifadesi agagidaki teoremdedir.

Teorem 3.1.6. Bir A kiimesi iizerinde tanimh reel veya kompleks degerli bir
{fn} fonksiyon dizisi,

Vn > 1, Vo € Aigin |f, (x)| < M, ve

D oney My < 00

olsun.

Bu durumda )7, f,, (x) serisi A kiimesi iizerinde diizgiin olarak yakisar.

Tanim 3.1.7. X bir vektor uzay: olsun. = € X icin degeri ||z|| olarak gosterilen,
negatif degerler almayan bir fonksiyon

) |lz| =02 =0

ii) her z € X ve tiim A skalerleri igin [[Az| = \||z||

i) her 2,y € X icin 2+ yl| < [l + [l

ozelliklerini sagliyorsa, bu durumda bu fonksiyona X iizerinde bir normdur denir.

z,y € X i¢in d(z,y) = ||z — y| olarak tammlandiginda her normlu uzay bir

metrik uzay olur.

12
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Tanim 3.1.8. X bir K cismi tizerinde bir vektor uzay, ||.||; ve ||.||, her biri X
tizerinde birer norm olsunlar.

Eger her x € X icin

allzlly < lzfly < ollzll,

olacak gekilde pozitif a, b sayilar: varsa, bu durumda ||.||; normu ||.||, normuna denk-
tir denir.

Bir sonlu boyutlu uzayda, tiim normlar birbirine denk olurlar.

Iki norm denk ise bu durumda {z;} dizisi ||.||, normunda bir Cauchy dizisi ise
|||, normuna gore de Cauchy dizisi olur ve bunun terside dogrudur. Denk normlarla
ilgili bagka bir gercek, bir norma gore tanimlanmig acik kiimeler sinifi, diger normla

tanimlanmigin ayni sinifi olur.

Tanim 3.1.9. Bir (X, ||.|| ) Banach uzayi, R reel sayilar1 cismi veya C kompleks
sayilar1 cismi tizerinde |||, normuna gore tam olan bir normlu vektdr uzayidir.

(Xj, ||||XJ> Banach uzaylarmm X : II", X; kartezyen ¢arpmm (1, ...zy) nokta-

1

larindan olusur ve |[z[| x = ||z[ s, = (Zj\le H%HTXJ) ", 1 < r < oo, denk normlarin-
dan herhangi biriyle normlanir ve » = oo i¢in bilinen uygun doéniisiim yapilir.

Bazi durumlarda bir vektor uzayini bir norm yerine, bir quasinorm ile tanimla-
mak yarar saglar. Bir quasinorm normun iiggen esitsizligi hari¢ diger tiim 6zellik-
lerini saglar. Ucgen esitsizligi yerine, bir ¢ > 0 igin, ||z + y|| < ¢ (||=|| + ||ly||) ozelligi

saglanir.

Tanim 3.1.10. X ve Y normlu vektor uzaylar1 olsunlar. Her a € X igin
|F(a)|lx < clla|lyx olacak sekilde bir pozitif ¢ reel saysi varsa; bu durumda F :
X — Y doniistimiine siurhdir denir, iistelik F' ve F~! bire bir, 6rten, lineer ve
siirekli iseler, bu durumda F' doniigiimii bir izomorfizim olur.

Bir lineer doniisiim sinirhi olmast igin gerek ve yeter kosul siirekli olmasidir.

Teorem 3.1.11. (Diizgiin simirhlik prensibi) X bir Banach uzayi ve Y bir

normlu vektor uzayi olsun. {F,} X ten Y ye siirekli lineer doniigiimlerin bir

acl

kiimesi olmak {izere, eger her x € X icin

sup || Foz|ly < 0o
acl

13



3. MATERYAL VE METOT

ise bu durumda

sup || Fo | x_y < o0
ael

olur.

Teorem 3.1.12. (Acik doniigiim teoremi) X, Y Banach uzaylari ve F': X — Y
orten, bir siirekli lineer doniigiim olsun. Bu durumda F' agik doéniigiim olur (yani U,
X te acik bir kiime iken F'(U) Y de agik olur).

X ve Y normlu uzaylar1 Z Hausdorff uzayinin alt kiimeleri olsunlar. Bu durumda
X NY kesisimi ||z]| v~y = max {||z]|y , ||2|ly} normu ile ve

X+Y:={r+y:2e€X,ye€Y} toplam da

2llxpy = inf {Jlzlly + lylly o € X, ye Y, z=a+y)

normu ile normlu uzaylar olurlar. X ve Y Banach uzaylariise X NY ve X +Y

de birer Banach uzaylar: olurlar.

Tanim 3.1.13. Bir X normlu uzaymin tiim smirh 77 : X — R (veya C)
fonksiyonellerine, X nin dual uzay1 denir ve X’ ile gosterilir. X ile X’ arasindaki
dualite eslesmesi, F' € X' ve x € X igin, (F, X)y, y = (F,X) = F () olarak
tamimlanir. Bu dual uzay [|F|[y, := supy,, <; (F, ) dual normuyla normlamr. Bu
da X’ uzaymi Banach uzay: yapar.

Simdi de Hanh-Banach teoreminin versiyonlarini ve sonuglarin ifade edelim:

Teorem 3.1.14. X bir Banach uzay1 ve Y C X kapali, lineer bir alt uzay olsun.

Bu halde her sinirl, lineer F' € Y’ fonksiyoneli sinirli, lineer ve

F, =1,
17]., =1Fny

olacak sekilde bir FeX fonksiyoneline genisletilebilir.
Burada genisletme ile, her y € Y i¢in, (F,y)y., = <ﬁ ,y> ozelligi kaste-
: X' X
dilmektedir.

Teorem 3.1.15. X bir Banach uzay1 ve E, K; X in konveks, ayrik ve bostan
farkli alt kiimeleri olsun. Eger F kapali ve K kompakt ise bu durum da F ve K y1
tam birbirinden ayiran bir kapali hiperdiizlem vardir. Yani, her x € E, y € K igin,
ReF (z)+e <a < ReF(y) — e olacak sekilde F' € X' a € R ve € > 0 vardur.

14
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Sonug 3.1.16. X bir Banach uzay: olsun. Bu durumda her z € X icin

zlly = sup  [(F,2)]

IFll s <1

olur.

Tanim 3.1.17. X bir metrik uzay olsun. Here > O ve her z € X i¢in d (z,s) < ¢
olacak gekilde bir s € S varsa bu halde S C X kiimesi, X te yogundur denir.

Bu yogunluk durumunu elemanlarin yaklagimi terimleriyle soyle ifade edilebilir:

Teorem 3.1.18. X bir metrik uzay olsun. S C X kiimesi, X te yogun olmasi
icin gerek ve yeter kosul her x € X igin lim, . s, = x olacak sekilde S nin
elemanlarindan olusan bir {s,,} dizisinin var olmasidir.

Bir metrik uzay sayilabilir yogun bir altkiimeye sahipse bu uzaya ayrilabilirdir
denir.

(X, d ) bir metrik uzay olsun. Her z,y € M ; x #y igin

d(z,y) >0

olacak bi¢imde bir sayillamayan M C X kiimesi ve bir § > 0 var ise bu durumda X

uzay1 ayrilabilir degildir.

Teorem 3.1.19. X bir metrik uzay olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
birbirine denk olurlar.

i) X te yogun olan sayilabilir bir kiime vardir. ( X ayrilabilir bir uzaydir)

ii) X in agik kiimeleri i¢in sayilabilir bir baz vardir. (sayilabilirligin ikinci aksiy-
omu)

iii) X in her agik ortiisii bir sayilabilir alt 6rtiiye sahiptir. ( Lindelsf 6zelligi)
Her metrik uzay tam olmadigi i¢in agagidaki durum sz konusudur.

Tanim 3.1.20. X bir metrik uzay olsun. Eger
i) X, X in bir alt uzay1 olan X, izometrik
ve

i) X, X te yogun, yani Xo = X

oluyorsa, o zaman X tam metrik uzayma X in bir tamlanis1 adi verilir.
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Teorem 3.1.21. Her X metrik uzayimin bir tamlamis1 vardir ve X in herhangi

iki tamlanig1 izometriktir. Yani izometri farkiyla bir uzayin tamlanig bir tektir.

Tanim 3.1.22. X bir Banach uzay1 olsun. Eger her z € X igin

00
r = E CrLT
k=1

olacak bigimde bir tek {cy} skaler dizisi var ise X teki bu {z;} dizisine Schauder baz
denir. Analizde kullanilan tiim klasik ayrilabilir Banach uzaylar1 Schauder bazina
sahiptirler. Bu gercek Banach’in her ayrilabilir uzayin Schauder bazina sahip oldugu
zanina yol agti. Fakat P. Enflo 1973 te bazi ayrilabilir Banach uzaylarimin hi¢ bir

Schauder bazina sahip olmadigini gosterdi.

Bir uzaym ikinci dual uzay X” := (X’)' olarak gosterilir. (ux, F) X X1 =

(F,x)y y olarak verilen dogal enjeksiyon

i X' — X
orten ise, o zaman X normlu uzay1 yansimalidir denir.

Tanim 3.1.23. Eger her bir ¢ > 0 igin, [[z|| < 1, |ly| < 1, [z —y|| > ¢ =
| £52]| < 1= & (¢) olacak sekilde bir 6 (¢) > 0 varsa bu halde ||.|| normuna; normlu
X uzay iizerinde diizgiince konvekstir denir.

X in orjinal normuna denk olan diizgiince konveks bir HH/ normu varsa bu du-

rumda bir X Banach uzayina diizgiince konvekstir denir.

Bu ozellikler kapali lineer alt uzaylara ve kartezyen carpimlarina agagidaki bicimde
aktarilabilir.

Teorem 3.1.24. X bir Banach uzay1 ve Y de X in bir kapali altkiimesi ya da
X" nin bir kartezyen ¢arpimin gostersin. Bu durumda:

i) Y bir Banach uzayidir.

i1) X yansimali ise, bu durumda Y yansimalidir.

i1i) X ayrilabilir ise, bu durumda Y ayrilabilirdir.

iv) X diizgiince konveks ise, bu durumda X yansimahdir.

v) X diizgiince konveks ise, bu durumda Y diizgiince konvekstir.
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Tanim 3.1.25. X C Y ve her x € X icin ||z||y < c||z]/y olacak sekilde bir ¢
sabiti varsa, X normlu uzay1 Y normlu uzayma siirekli olarak gomiiliir denir. Bu
gomiilme sembolik olarak X — Y ile gosterilir.

X — Y ve X teki sinirh kiimeler Y de prekompakt ise bu durumda X in Y ye

gomiilmesine kompakttir denir. Bu gomiilme icin de X —<— Y gosterimi kullanilir.

Tanmim 3.1.26. Eger lim;,__. ||z — 2|y = 0 oluyorsa, (zx),cy C X dizisinin
r € X (giiglii) yakinsadigr soylenir. Her F' € X’ i¢in limy_, F (x3) = F (z) ise

buna X uzayindaki zj dizisinin z’e zayif yakinsadigi soylenir.

Her x € X igin limy_, fx () = f (z) oluyorsa buna X’ uzayindaki f; dizisinin
f € X' zayif yildizil yakinsadig1 soylenir.
Bir X — Y gomiilmesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart X teki zayif

yakinsak dizilerin Y de giiglii yakinsak dizilere kargilik gelmesidir (eglenmesidir).
3.1.1. Olgiimler ve Ortme Teoremleri

Bu tez LP®) ve W#P(®) uzaylarimm yogunlugu ile ilgili oldugundan; bu uzaylardaki
elemanlar fonksiyonlar ve bu uzaylarin tanim ve iglemleri genellikle integrallerle ifade
edildiginden ol¢iim ve integral konusunu aciklamak faydali olacaktir.

Bir sl¢iim uzayimm (A, X, p) ile gosterecegiz. pu, 3 iizerinde o—sonlu ve p (A) > 0
olarak tam ol¢timlii alacagiz. E C A kiimesinin karakteristik fonksiyonunu x olarak
gosterecegiz.

Bir Lebesgue olgiilebilir f : A — K (K, R veya C gosterir) fonksiyonunun
integrali standart yontemlerle bilinen tanimi alinacaktir ve [ 4 J dp ile gosterilecek-
tir. Calismalarimizda daha ¢ok A = €2, R™ nin bir acik alt kiimesi; pu, n—boyutlu
Lebesgue olciimii; ¥, €2 nin Lebesgue olgiilebilir alt kiimelerinin o—cebiri oldugu
durumlarla ilgilenecegiz. Bu durumda Lebesgue integralini fﬂ f dx ve dlgiilebilir bir
E C Q alt kiimesinin 6lgtimiinii |E| olarak gosterilecektir.

Olciim kavrami hacim kavramim genellestirir. Bir A kiimesi iizerindeki bir p
olgiimii, bir £ C A alt kiimesine negatif olmayan bir p (F) sayisim kargiik ge-
tirir. Bir kiimenin ¢l¢iimiiniin sonsuz olmasi da miimkiindiir. Baz1 kiimelerin ¢ok
karmagik, dagiik veya tuhaf yapisindan dolay1 bu kiimelere bir olgiim uygulamak

miimkiin olmayabilir.

Tanim 3.1.1.1. Bir A kiimesi iizerindeki bir o — cebiri
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)0 e,

ii) F € Yise budurumda E° = A—F € 3,
iii) {E; : i € N}, 3 daki bir sayilabilir kiimelerin ailesi ise, bu durumda U, E; €
%

seklindeki A nin alt kiimelerinden olugan 3 kolleksiyonudur.
Bir (A, Y) olgiilebilir uzay bir A kiimesi ve A iizerindeki 3, o—cebiridir. ¥ ele-

manlarina olciilebilir kiimeler denir.

mfilEi = (UfilEic)c

olarak yazilabilindiginden Y nin sayilabilir kesigsimlere gore kapali oldugu stylenir.
S bir A kiimesinin bir keyfi alt kiimelerinin kolleksiyonu ise bu durumda, S
yardimziyla ile iiretilen X (S') o—cebiri, S yi igeren A iizerindeki en kiigiik o —cebiridir.

Bu o—cebiri, S yi iceren A iizerindeki tiim o—cebirlerinin kesisimidir.

Ornek 3.1.1.2. (A, 1) bir topolojik uzay ve 7, A daki acik kiimelerin kolleksiy-
onu olsun. 7 araciligiyla A iizerinde olusturulan o—cebirine, A nin Borel o—cebiri

denir. Borel o—cebirinin elemanlarina Borel kiimeleri denir ve B (A) ile gosterilir.

Bir A kiimesi iizerindeki bir g olgiimii, A nin bir 3, o—cebiri iizerinde

i) u(0) = 0;
ii) {E; : i € N}, X daki bir sayilabilir ikiger ayrik kiimelerin ailesi, yani ¢ # j i¢in
E;NE; =0, ise bu durumda

(U2 E;) = Zu (E;)

sartlarim saglayan bir p : 3 — [0, oo| fonksiyonudur. p(A) < oo ise 6lgiim sonludur.

Eger u (E;) < oo ve

olacak bigimde A mn &lgiilebilir alt kiimelerinden bir sayilabilir {E; : i € N} ailesi
varsa ol¢iime o—sonlu denir.
Bir (A, X, p) olgiim uzayi; bir A kiimesi, A kiimesi tizerindeki bir 3, o—cebiri ve

bir p : 3 — [0, oo] dlgiimden olusur.
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R™ nin Borel o—cebiri, a; < b;,

Q = (al,bl) X (ag,b2> X ... X (an,bn)

formundaki tiim kiip kolleksiyonlarindan iiretilir. A Lebesgue olgiimii B (R™) Borel

o — cebiri iizerinde \ (Q) =Vol(Q) seklindedir. Daha acik ifade ile

A((ag,b1) x (ag,bg) X ... X (an,bn)) = (a1 — by) (ag — ba) ... (a, — by)

seklini alir.

Ornegin

oldugundan Lebesgue 6l¢iimii o —sonlu olur.

Lebesgue olciimii, Lebesgue olgiimiine gore Borel 0—cebirinin tamamlamasi olan
Lebesgue ol¢iilebilir kiimelerden olugan L (R™) , o —cebirine genisletilebilir. Kolay ol-
madig1 halde insa yoluyla Lebesgue 6lciimiiniin varligi ispatlanabilir. Insa asagidaki

sonucu gosterir.

Teorem 3.1.1.3. Bir () C R” alt kiimesinin Lebesgue olgiilebilir olmasi i¢in
gerek ve yeter kogul, her € > 0 igin, F* C 2 C G ve A (G\F') < € olacak bi¢imde bir

kapali F kiimesi ve bir acik G kiimesinin olmasidir. Ustelik,

A(Q) =inf {A(U) : U agiktir ve U D Q}

=sup {A (K) : K kompaktir ve K C 2}

olur ki bu da bir Lebesgue o6l¢iilebilir kiimeye digtan acgik kiimelerle ve icten kapali
kiimelerle yaklagilabilir anlamini verir.
Lebesgue olciimii cesitli dogal geometrik ozelliklere sahiptir. Otelemeye gore

degismezdir, yani, her Q2 € L (R") ve h € R" igin
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l={yeR":y=ax+h z€Q}
seklinde tamimlanmak tizere A (7,82) = A (Q) 6zelligini saglar.

R™ uzay1 toplamaya gore degismeli gruptur. Bir lokal kompakt grup iizerindeki
bir degismez olciime, Lebesgue 6lciimii gibi, Haar 6l¢iimii denir.

T :R"™ — R" bir lineer doniigiim ve

TQ={yeR":y=Tx =€ Qign}

olarak tammlanirsa bu durumda A (7Q?) = |det T| A (Q2) olur. Buradan, Lebesgue
olciimii rotasyonel olarak degismezdir ve t > 0 igin A (tQ2) = t" A (Q) ozelligine

sahiptir.

Tanmim 3.1.1.4. Bir 6l¢iim uzay: 6lc¢timii sifir olan bir kiimenin her alt kiimesi
olgiilebilir ise bu 6lgiim uzayna tamdir denir. (A, X, 1) bir 6lgiim uzay: ise ¥ daki

bir p 6lciimiine gore ¥, o—cebirinin ¥ tamlanisi

ECACF ve p(F\E)=0

olacak bigimde ¥ de F, F' kiimelerinin varligini saglayan A nin tiim A alt kiimelerinden

olugur. p niin © tamlanig

Y {izerinde olarak tammlanir.

(A,i, E) tam olgiim uzayma (A, X, 1) nin tamlanigi denir.

B (R™) Borel o—cebiri tam degildir. Lebesgue 6lgiimiine gore tamlanigi Lebesgue
olgiilebilir kiimelerin L (R™) o—cebiridir. Borel kiimeleri ve Lebesgue olgiilebilir
kiimelerdeki Lebesgue 6l¢iimii i¢in ayni A notasyonu kullanilmaya devam edilecektir.

Olciimii sifir olan bir kiime disinda saglanan bir 6zellige hemen hemen her yerde

saglanir denir.

Tanim 3.1.1.5. (A,X) ve (B,S) olgiilebilir uzaylar olsunlar. Bir ¢lgiilebilir
fonksiyon her F € S i¢in
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fH(E)ex
ozelligini saglayan bir f : A — B doniistimiidiir.

Genel olarak dikkatimizi bir (A, %, u) olglim uzay1 iizerinde tammlanmig reel
degerli fonksiyonlara verecegiz. Bu durumda bir (A, X)) o6lgiilebilir uzay olsun. Bir
f : A — R fonksiyonu o&lciilebilir olmasi icin gerek ve yeter sart her ¢ € R icin
{r € A: f(z) < c} kiimesinin A ya ait olmasidir.

Benzer olarak bir f : A — C kompleks degerli fonksiyonun olgiilebilir olmasi igin
gerek ve yeter kosul (f = g +1ih) g,h: A — R 6lgiilebilir olmalaridir.

Bir fonksiyon o6l¢iilebilir ve aldigi degerler kiimesi sonlu ise bu fonksiyona basit
fonksiyon denir. Herhangi bir olciilebilir fonksiyona basit fonksiyonlarla yaklagila-

bilir.

Tanim 3.1.1.6. Bir (A4, X) olgiilebilir uzay: iizerindeki bir ¢ : A — R fonksiyonu

Y= Z CiXE;
i=1

olacak bicimde FEy, Es, ..., F, olgiilebilir kiimeleri ve ¢y, co, ..., ¢, reel sayilar1 var ise

bu halde ¢ bir basit fonksiyon olur.
Teorem 3.1.1.7. f: A — [0, o] bir 6lgiilebilir fonksiyon olsun. Bu durumda f

ye noktasal yakinsayan bir monoton artan basit fonksiyonlarin bir {¢,} dizisi vardur.

Bir keyfi slciilebilir f : A — R fonksiyonu, iki negatif olmayan 6lciilebilir fonksiy-

onlarin

f:f+_f—7 f+:max{f,0}, f_:max{—f,()}.

seklindeki farki olarak yazilabilir.
Her bir parcaya basit fonksiyonlarla yaklagilabilir.

Y= Z CiXE;
i=1

bir (A, X, u) 6lgiim uzay: iizerinde bir basit fonksiyon olsun. p Slglimiine gore ¢ nin

integrali
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olarak tamimlanir.

f:A—0,00] bir (A, %, 1) 6l¢iim uzay1 tizerinde tanimlanmig negatif olmayan

bir fonksiyon olsun. Bu durumda

/fdu = sup {/ wdp : ¢ basit fonksiyon ve ¢ < f}

seklinde tanimlanir.

Eger f : A — R seklindeyse, bu halde sagdaki integrallerden en az biri sonlu

[ tdn= [ tedu— [ 1-du
[istdn= [ seau+ [ £an< o

oluyorsa, f nin integrallenebilirdir ve bu durum f € L' seklinde gosterilir.

olmak sartiyla

olarak tanmimlanir.

f = g + ih olmak iizere, g, h : A — R integrallenebilir fonksiyonlar ise, bu
durumda f : A — C kompleks degerli fonksiyon integrallenebilirdir ve

/fd,u:/gdu—l—i/hdu

E, A nmin bir 6lciilebilir alt kiimesi ise

/Efdu—/fxEdu

Baglama bagl olarak integral

[r [ [r@ae.  [r@

olarak degisik sekilde yazilabilir.

seklindedir.

olarak tamimlanir.
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Ayrica A Lebesgue olgiimiine gore R™ de tammlanmig bir fonksiyonun [ fd\

integrali

/fdx veya /f(x) dx

Teorem 3.1.1.8. (Temel Ortme Teoremi) F, bir metrik uzayda yuvarlarmn

olarak da yazilabilir.

herhangi kolleksiyonu ve

sup {diam (B) : B € F} < 00

olarak alinsin. Bu durumda F icinde

Uper = UpeadB

olacak bicimde ikiger ayrik yuvarlarin sayilabilir bir G alt kolleksiyonu vardir.

Teorem 3.1.1.9. (Besicovitch Ortme Teoremi) A, R" de sinirli bir kiime olsun.
Her bir x € A igin merkezi x olan bir ), C R™ kiip (veya yuvar) verilsin. Bu
durumda verilen {Q.}, . 4 kiimeleri arasimdan bir {Q;}, . dizisi (sonlu olmasi
miimkiin) agagidaki bigimde segebilinir.

a) A kiimesi bu dizi tarafindan A C U; ¢ n@Q); seklinde ortiinebilir.

b) R" nin hi¢ bir noktas1 {Q;}, . y dizisinin ¢, tane kiimelerinden fazlasinin

icinde degilldir. Yani

o0

Z XQJ S Hn‘

=1
olur.

) {Q;}, ¢ i dizisi &, tane ayrik kiimelerin ailelerine ayrilabilir.

Teorem 3.1.1.10. (Birimin Ayrilmasi) 1J, bir kapali £ C R" kiimesini 6rten,
acik kiimelerin bir ailesi olsun. Bu durumda

a) herz € Eigin, ), . [ (2) =1

b) her bir f € F fonksiyonu i¢in, spt f C U olacak gekilde U € 1J vardir;

ve
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¢) K C E kompakt ise, sadece sonlu sayida f € F igin spt fNK #0.
olacak bi¢imde Cg° (R™) uzayinda ve degerleri [0,1] araliginda bulunan bir F
kiime ailesi vardir.

F ailesine E' nin IJ agik ortiistine bagh bir birimin ayrilimi denir.

Lebesgue olgiilebilir fonksiyonlarin kiigiik bir kiime diginda siirekli olacagini karek-

terize eden Lusin teoremi agagidaki gibidir.

Teorem 3.1.1.11. Bir f : A — R fonksiyonu olgiilebilir bir A C R™ kiimesi
iizerinde tanmimlansin. f nin A iizerinde Lebesgue olgiilebilir olmasi igin gerek ve
yeter kosul, herhangi bir € > 0 i¢in f nin F, kisitlamas: siirekli ve p(A\F.) < €
olacak sekilde bir kapali F, C A kiimesinin olmasidir.

Teorem 3.1.1.12. A C R” olgiilebilir ve f : A C R" — R fonksiyonu A da
olciilebilir olsun. Bu halde herhangi bir € > 0 i¢gin

ple € A:f(2) # g ()} <e

olacak sekilde bir siirekli g, : A — R fonksiyonu vardir.

Teorem 3.1.1.13. {f;} fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu A da olgiilebilir;
p(A) < oo ve A nin hemem hemen her yerinde f, — f yakinsamasi olsun. Bu
durumda her ¢ > 0 igin A\ A, da f; — f yakisamasi diizgiin olacak bigimde bir
olgiilebilir A, C A, p (Ae) < € kiimesi vardir.

Fonksiyonlarin diizgiin siirekliligini nicel olarak slgmek i¢in modiilii siirekli fonksiy-

onlar kullamlir.

Tamim 3.1.1.14. w : [0,00) — [0,00) ve w(0) = 0 olan w fonksiyonu artan,
siirekli ve konkav ise bu fonksiyona modiilii siireklidir denir.
Eger f nin tamm kiimesindeki tiim x,y ler i¢in | f (z) — f (v)] < w (|]z — y|) ise,

bu halde reel ya da kompleks degerli f fonksiyonu w modiilii siirekliligine sahip olur.

Tanim 3.1.1.15. (A, u) bir 6l¢iim uzay1 olsun. Eger her € > 0 i¢in bir N dogal

sayist var ve her ¢ > N icin

plreA:[fi(z) - f(z)| e} <e
oluyorsa, o zaman (f;) dizisinin ¢l¢iimde f fonksiyonuna yakinsiyor denir.
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i (A) < oo igin, hemen hemen heryerde f; — f oluyorsa bu durumda 6lgiimde
fi — f olur. Diger taraftan lim; . [ 1| fi = fldp = 0 olmasindan, uygun alt
diziye gecmedikce, 6l¢iimde yakinsaklik gerektirmez.

Teorem 3.1.1.16. (Monoton yakinsaklik) (A,> ,u); o—sonlu, tam olgiim
uzay1; (fg), p— olgiilebilir fonksiyonlarm bir dizisi, u— hemen hemen her yerde

fx /" [ monoton artan yakinsamasi ve [ 4 Jidp > —oo olsun. Bu durumda

mn/nmszw

olur.

Teorem 3.1.1.17. (Baskin yakisaklik) (A,X | pu); 0 — sonlu, tam 6lgiim uzayz;
(fx), p— olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi, y— hemen hemen her yerde f, — f
olsun.

Eger her k € N i¢in pu-hemen hemen her yerde |f;| < h olacak sekilde bir h €
L' (A, i) varsa, bu durumda

feLt (A p) ve

mn/nwszm

olur.

Teorem 3.1.1.18. (Fatou) (A, % |, u); 0 — sonlu, tam 6lgiim uzayi; (fx) , negatif

olmayan p— olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu durumda

/lim inf f pdp <lim inf / frdu
A k—00 k—so0 J 4

ozelligi saglanir.
p(E) = 0 saglayan her E € ¥ i¢in v (E) = 0 oluyorsa bu durumda v ye u ya
gore mutlak siireklidir denir. Asagidaki teorem bununla ilgili énemli bir durumu

ortaya koymaktadir.

Teorem 3.1.1.19. (Radon-Nikodym) (A, X, u) bir sonlu 6l¢iim uzayir ve v
(A,Y) tizerinde bir sonlu, igaretli 6lgiim olsun. v, p ya gore mutlak siirekli ise

bu durumda tiim E € ¥ igin
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V(E)Z[Egdu

olacak bigimde bir tek g € L' (A, 1) fonksiyonu vardir.

Teorem 3.1.1.20. (Jensen Esitsizligi) A C R™ sinirh ve o6lgiilebilir, f : A —
R integrallenebilir, ¢ : R — R konveks bir fonksiyon ve p o f : A — R de

integrallenebilir olsun. Bu durumda

o (oo [T @an) < i [ et

olur.

Tamim 3.1.1.21. U,V C R” acik kiimeler olsun. Eger ® ve ®~! siirekli ise bire
bir ve orten ® : U — V doniisiimiine homeomorfizim, eger ® ve ! siirekli olarak

differansiyellenebilirler ise o zaman bu doniigiime difeomorfizim denir.

Integral icin degisken degistirme teoremi asagidaki bicimde olur.
Teorem 3.1.1.22. U,V C R" acik kiimeler ve ® : U — V' bir difeomorfizim
olsun. (f o @) |det D®|, U iizerinde integrallenebilir oldugunda f : V — RU{Foo}

fonksiyonu da integrallenebilir olur ve bu durumda

/ ﬂw@z/f@wWMDmmm
(U) U

elde edilir.

Parametreye bagl integral icin bazi 6nemli sonuclar asagidaki teoremde ver-

ilmigtir.

Teorem 3.1.1.23. U CR",yp € U, f : R™ x U — RU {£o0} olsun.
i) her sabit y € U i¢in x — f (z,y) integrallenebilir,
ii) hemen hemen her x € R™ i¢in y — f (z,y), yo da siirekli,

iii) R™ de hemen hemen her yerde, her y € U igin,

| f(z,y)| < F(x)

ozelligini saglayan bir integrallenebilir F' : R™ — R U {oc} fonksiyonu var olsun.

Bu durumda
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fonksiyonu y, da siireklidir.

Teorem 3.1.1.24. (Parametreye gore integralin tiirevi) I C R bir agik aralik,
f:R™xI—RU{+oo0} olsun.

i) her t € I igin x — f (x,t) integrallenebilir

ii) hemen hemen her x € R™ igin, t — f (z,t) sonludur ve I iizerinde t ye gore
differansiyellenebilir,

iii) R™ nin hemen hemen her yerinde, her t € I igin,

ozelligini saglayan bir integrallenebilir F' : R™ — R U {oc} fonksiyonu var olsun.

Bu halde

g(t) = Rmf (2,1) do

fonksiyonu [ iizerinde differansiyellenebilirdir ve

g (t) = - aa—{ (x,t) dx

seklindedir.

Fubini-Tonelli teoremi analizde temel bir aragtir. Genellikle R™ nin altkiimeleri

tizerindeki integrallerin ¢oziimii i¢in kullanilir.

Teorem 3.1.1.25. (Fubini) (X, X, i) ve (Y, 5, v) iki tam 6l¢iim uzaylar: olsun-
lar.

(X xXY) 3 (z,y) — f(x,y), (X xY) de integrallenebilir olsun.

Bu durumda

X 3 2+ f(z,y),v—hemen hemen tiim y € Y i¢in, X te p—integrallenebilirdir.

Y 5 y+— f(x,y), u—hemen hemen tiim x € X i¢in, Y de v—integrallenebilirdir.

Ustelik,
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X 3 z+— / f(z,y)dv, X te u — integrallenebilir,
Y

(3.1.1)

Y > y»—>/ f(z,y)dp, Y de v — integrallenebilir

X
ve

[, e = [ ([ repi)a
(3.1.2)

- [([ r@nan)a

olur.

(Fubini Teoreminin Tonelli Versiyonu) (3.1.2) ile verilen ¢ift kath integral bagin-
tisii f nin (@ X v) ¢arpim 6lgiimiinde integrallenebilmesi gerektigini sart koguyor. f
negatif olmadigr zaman; Tonelli, (@ X v) o—sonlu olma koguluyla, integrallenebilme

sartinin esnetilebilecegini belirtmistir.

Teorem 3.1.1.26. (Tonelli) (X, X, u) ile (Y, S,v) tam ve o—sonlu 6l¢iim uzay-
larive f: (X x Y) — [0, o0] 6lgiilebilir olsun. Bu durumda yukaridaki ¢l¢iilebilirlilik
ifadeleri ve (3.1.2) deki ¢ift-integral 6zelligi saglanir. (3.1.2) deki integraller sonlu

ya da sonsuz da olabilir.
Tanim 3.1.1.27. Bir f : [a,b] — R fonksiyonu eger her ¢ > 0 i¢gin, tiim
ayrik,acik (a1, b1), ..., (an, b,) sonlu alt araliklar dizileri i¢in,

(bk_ak)<5:2|f(bk)_f<ak)|<6

k=1 k=1

olacak bi¢imde bir § > 0 varsa bu fonksiyona [a, b] de mutlak siireklidir denir.

f : ]a,b] — R fonksiyonu mutlak siirekli oldugunda soyle bir denk durum olusur:
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/' hemen hemen her yerde tiirevi var ve [a, b] de Lebesgue integrallenebilir olur,

her z € [a,b] igin

f(:v)—f(a)Jr/xf’(t)dt

esitligi saglanir.

Teorem 3.1.1.28. ( Urysohn lemma) A, B kapali, ayrik kiimeleri X metrik
uzaymin alt kiimeleri olsunlar. Bu durumda her x € A igin f(x) = 0, her x € B

i¢in f (z) = 1 olacak bi¢imde bir stirekli f : X — [0, 1] fonksiyonu vardir.

Teorem 3.1.1.29. (Tietze Genigletme) A bir X metrik uzayinda bir kapal alt
kiime ve f: A — R fonksiyonu siirekli olsun. Bu halde her x € A i¢in f (z) = F (z)
olacak sgekilde bir siirekli F' : X — R fonksiyonu vardir. Ayrica her x € A igin
|f (x)] < M ise her x € X igin |F (x)| < M olur.

Simdi, Weierstrass tarafindan gosterilen, her yerde siirekli fakat hi¢ bir yerde
tiirevi olmayan fonksiyonu yazalim: 0 < a < 1, b porzitif tek tamsay1 ve ab > 1 + %7?

olmak iizere

o0

f(z) = Z a® cos (b'mz)

k=0
olarak alalim. Bu durumda f : R — R fonksiyonu R de siirekli fakat hi¢ bir yerde
tiirevi olmayan bir fonksiyon olur.
Dikkat edilirse, boyle bir 6zelik tiirevlenebilir fonksiyonlarin bir sonsuz toplaminin

hi¢ bir yerde tiirevinin olamayabilecegini gosterir.

Weierstrass 1885 te her siirekli fonksiyona diizgiin olarak polinomlarla yaklagila-
bilecegini gostermesi, gercek anlamda, yaklasim teorisinin bir baglangici olarak soylenebilir

(Duren 2012). Asagidaki teorem bu durumu ortaya koymaktadir.

Teorem 3.1.1.30. f: [a,b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda her

e > 0 i¢in,

[f (z) —p(2)] <e Vz € [a, )]
olacak gekilde bir p (z) polinomu vardir.
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3.2. Sobolev Uzaylari

Genel olarak Sobolev uzaylariyla ilgili bu boliim (Ziemer 1987), (Burenkov 1998),
(Gilbarg ve Trudinger 1998), (Krantz ve Parks 1999), (Adams ve Fournier 2003) ve

(Leoni 2009) kaynaklarindan yararlanilarak hazirlanmigtir.

3.2.1. Siirekli Fonksiyon Uzaylari

2, R™ de bir bolge olsun. Herhangi negatif olmayan m tamsayisi igin C™ (),
kendisi ile birlikte, derecesi |o| < m olan, tiim 0%¢ kismi tiirevlerinin de (2 tizerinde
siirekli olan ¢ fonksiyonlarmm olugturdugu vektor uzayim belirtmektedir. C° (Q) =

C (92) kisaltmas: kullamlir. C* () = N%_,C™ () olarak tanimlanir.

Co () alt uzay1 C' () deki, C§° () alt uzay1 da C* (Q) uzaymndaki Q) iizerinde
kompakt destege sahip tiim fonksiyonlardan olusur.

(Sinirli,siirekli fonksiyon uzaylari) 2 agik oldugundan C™ (2) deki fonksiy-
onlar € tizerinde sinirli olmak zorunda degildirler. CF (§2) uzay1 ¢ € C™ (2) fonksiy-

onlarindan, 0 < |o| < m igin, 9*¢ nin Q iizerinde sinirh olanlarindan olugur ve

[8llep@ = max sup|o°é (z)]

0<|a]<m geq
olarak verilen norm ile Banach uzay1 olur.

(Sinirly, diizgiin siirekli fonksiyon uzaylar1) ¢ € C () fonksiyonu € {iz-
erinde sinirh ve diizgiin siirekli ise bu durumda €2 bolgesinin bir tek olarak sinirl,
stirekli © kapanisi genisletmesine sahiptir. C™ (ﬁ) vektor uzay: tiim ¢ € C™ (Q)
fonksiyonlarindan, 0 < |o| < m igin, 0%¢ nin Q tizerinde sinirh ve diizgiin siirekli

olanlarmdan olugur ve C™ (), C% () nin kapal bir alt uzay1 oldugundan

1]

om(n) = Jmax sup |0%¢ ()|

0<|a|<m ze

seklindeki ayni norm ile bir Banach uzay: olur.

(Hélder siirekli fonksiyon uzaylari) 0 < A < 1 ise C™* () uzay1 C™ ()
uzaymin alt uzay olmak iizere, 0 < |a| < m igin, 9%¢ nin Q {izerinde A iislii Holder

sartin1 saglayan ¢ fonksiyonlarindan olusur. Yani, z,y € € icin
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0°¢ () — 0“6 (y)| < K |z — y|*

olacak sekilde bir K sabiti vardir ve C™* (ﬁ) uzayl

o — o~
”(b”CM(Q) = ”‘ﬁ”(ﬂ”(@ 4+ max sup |0°¢ () ¢ ()]

0<]a|<m TH#Y,T,yeN |£L’ — yl)\

normu ile Banach uzay1 olur.

E C R" olsun. ¢ : F — R™ fonksiyonu her =,y € E igin

0(z) = ¢ (y)| < clz -yl

olacak bi¢imde bir ¢ reel sayis1 varsa f ye Lipschitz siirekli denir.

Teorem 3.2.1.1. (Kirszbraun) E C R” ve ¢ : E — R™ fonksiyonu Lipschitz
stirekli olsun. Bu durumda ¢Ig = ¢ ve yine ayni ¢ sabiti i¢in bir Lipschitz siirekli

¥ : R" — R™ genigleme fonksiyonu vardir.

Teorem 3.2.1.2. (Rademacher) Her bir Lipschitz siirekli ¢ : R™ — R™ fonksiy-

onu hemen hemen her yerde differansiyellenebilirdir.

0<r<A<l1licin

(@) S 0 (@) S 0" (@)

kapsami yazilabilir.
Lipschitz siireklilik her yerde differansiyellenebilmeyi gerektirmediginden, C™! (ﬁ) g
C™*1(Q) olacag agiktir. Genelde C™™ (Q) € C™! (Q) durumu séz konusudur.

Ancak kapsama bir ¢ok €2 bolgeleri i¢in miimkiin olabilir.

Teorem 3.2.1.3. (Ascoli-Arzela) Q,R™ de simirli bir bolge olsun. Eger asagi-
daki kogullar saglanirsa, bu halde C™ (ﬁ) nin bir alt kiimesi olan K, C™ (ﬁ) de
prekompakt olur.

i) her ¢ € K ve x € Q i¢in |¢ (z)| < M olacak bigimde bir M sabiti vardir.

ii) her € > 0 igin, eger ¢ € K, xz,y € Q ve |z —y| < 0 ise bu durumda
|o () — ¢ (y)| < € olacak bigimde ¢ > 0 vardur.
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Yukaridaki degisik siirekli fonksiyon uzaylari ile ilgili olarak agsagidaki gomiilmeler

vardir:

Teorem 3.2.1.4. m negatif olmayan bir tamsay1 ve 0 < v < A < 1 olsun. Bu

durumda
cmH(Q) — C™(Q), (3.2.1)
cmr(Q) — 0™ (9Q), (3.2.2)
c™M Q) = C™(Q) (3.2.3)
yazilabilir.

Eger Q smurh ise (3.2.2),(3.2.3) gomiilmeleri kompakt olur. Eger Q konveks ise

daha ileri olarak

Cm(Q) = o™ (Q), (3.2.4)
Cmt () — o™ (Q), (3.2.5)

gomiilmeleri sozkonusudur.

Eger € konveks ve sinirh ise (3.2.1) kompakt, ve eger A < 1 ise (3.2.5) de de 6yle
olur.

Simdi de Schwartz distribiisyon teorisiyle ilgili baz1 temel durumlar1 gosterelim.

(Test Fonksiyonlar:) 2, R™ de bir bolge olsun. C§° (€2) uzayinda olan bir {¢, }
dizisinin D () uzaymnda ¢ € C§° (Q2) fonksiyonuna yakinsak olmasi igin

i) her k i¢in spt(¢, — ¢) C K olacak bicimde K & 2 vardir

ve

ii) her bir « ¢oklu indisi i¢in K tizerinde diizgiin olarak limy_,,0%¢,, () = 0%¢ (2)

kogularimi saglamasi gerekir.

Cg° () vektor uzayt tizerinde bir lokal konveks topoloji vardir. Burada bir F'
lineer fonksiyonelinin siirekli olmasi igin gerek ve yeter kogul D (Q2) uzayinda ¢, — ¢
oldugunda, C de F'(¢;,) — F (¢) olmasidir. Bunun ile topolojilendiginde, C§° (€2) bir
topolojik vektor uzayi olur, D (€2) olarak adlandirilir, elemanlarina test fonksiyonlar:

denir. D (£2) bir normlu uzay degildir.
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(Schwartz distribiisyonlar1) D (Q) uzaymm dual uzay1 olan D (2)" uzaymna
Q tizerindeki distribiisyon (Schwartz) uzayr denir. D (Q)", D (2) nin dual uzay
olarak zayif yi1ldizil topoloji verir, bu topoloji ile bir lokal konveks topolojik vektor
uzayidir. D (Q) da vektor uzay1 ve yakisaklik iglemlerinin ozeti agagidaki gibidir.

Eger S,T,T), € D ()", ¢ € C ise bu durumda ¢ € D () i¢in

(5+T)(¢) = S(0)+T(9)
(cT)(¢) = cT'(9)

ve D (Q) uzaymda Ty, — T <=V ¢ € D (Q) igin C de T} (¢) — T (¢) olur.
(Lokal Integrallenebilir Fonksiyonlar) ( iizerinde hemen hemen her yerde
tanmmlanmig bir f fonksiyonu, her U € Q (U nun kapamgi €2 nin igindedir) agik

kiimesi i¢in,

[ 1@l <o

ozelligini saghyorsa f fonksiyonuna 2 da lokal integrallenebilirdir denir ve bu durum

f e Ll (Q) ile gosterilir. Her bir f € L{ _(Q) karsihk

loc loc

T; (¢) = / f@)é@de  deDQ (3.2.6)

olarak tanimlanan bir Ty € D ()" distribiisyon vardir. Ty bu tammla D () de bir
siirekli lineer fonksiyonel olur.

Her T € D ()" distribiisyon, f € LL_(Q) igin, (3.2.6) de tamimlanan bigimiyle

loc

Ty formunda degildir. 0 € © ise her ¢ € D () icin

/ch<x>¢<x>dx=¢<o>

olacak bi¢imde § € L] . (Q2) yoktur.
D (Q) de

olarak tanimlanan ¢§ lineer fonksiyoneli siireklidir ve boylece ) kiimesinde bir dis-
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tribiisyon olur. Buna bir Dirac distribiisyon adi verilir.
(Distribiisyonlarin Tiirevleri) f € C'(Q) ve ¢ € D () olsun. ¢, Q mn
bazi kompakt alt kiimeleri diginda sifir oldugundan, kismi integrasyon yontemiyle

x; degiskeninde

| (Grr@)owir=- [ 1) (5ro@)do

elde edilir. Benzer sekilde, f € Cl°l(Q) ise |a| kere kismi integrasyon yontemi ile

/Q (0°F (1)) 6 () dz = (1) / f (2) %6 (x) du

bulunur. Bu bir T' € D (Q)’ distribiisyonunun 97" tiirevi tanimimin

(0°T) (¢) = (1) T (0°9) (3.2.7)

seklinde verilebilecegini gosterir.
¢ € D(Q) iken 0%¢ € D (2) oldugundan 0*T', D (£2) iizerinde bir lineer fonksiy-
onel olur. Siirekliligini gosterelim, boylece (2 {izerinde distribiisyon olacaktir. D (2)

de ¢, — ¢ oldugunu varsayalim. Bu durumda bazi K & (2 igin

supp (07 (¢, — ¢)) C supp (¢, — ¢) C K

olur. Ayrica her bir 8 ¢oklu indisi i¢in £ — oo iken

0° (0% (¢, — @) = 9°tp (¢ — )
K da diizgiin olarak sifira yakinsar. Buradan D (Q) da 9%¢, — 0“¢ olur. T' € D (Q)’
oldugundan, C de,
O°T (¢4) = (=)' T (07¢)) — (~1)"' T (9°¢) = 0°T (¢)
cikar. Boylece 0°T € D ()" olur.

D ()" deki her distribiisyonun (3.2.7) deki anlamu ile D (€2)" de tiim mertebelerde
tiireve sahip oldugu gosterildi. Ayrica D ()" dan D () ya olan 9% doniisiimii
siireklidir. D (Q)" de T}, — T ve ¢ € D (Q2) ise bu durumda
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0°Ty, (¢) = (1) T}, (8%¢) — (—1)' T (8°¢) = 0°T (¢)

olur.

Sobolev uzaylarinin tanimini yapmak icin zayif tiirev kavramina ihtiyag vardir.
Bunun i¢in bagka bir fonksiyonun zayif tiirevi olan bir fonksiyon kavramini verelim.
f €L, (Q)olsun. D(Q) daT,, = 0Ty olacak bigimde bir g, € L () fonksiyonu
var olabilir ya da var olmayabilir de. Eger boyle bir g, varsa, ol¢iimii sifir olan kiime
farkiyla bir tektir ve buna f nin zayif ya da distribiisyon kismi tiirevi denir, ve bu

0% f olarak gosterilir. Boylece zayif anlamda 0%f =g, go € Li,. () sartiyla, her
¢ € D (Q) igin

/Q £ (2) 8% () dz = (~1)" / 0o () 6 () dz

ozelligi saglanir.
Eger f klasik anlamda siirekli kismi 0% f tiirevine sahip olacak kadar diizgiin ise
bu durumda 90 f, f nin zayif tiirevi de olur. Dogal olarak, 9 f tiirevi zayif anlamda

var oldugu halde klasik anlamda var olmayabilir.
3.2.2. Lebesgue Uzaylar:

L? uzaylar1 fonksiyonel analizde énemli bir Banach uzaylar1 simifin1 olugturur.

(LP (©2) Uzay1) Q, R™ de bir bolge ve p > 0 bir reel say1 olsun. L (2) ile

Jlr@r s <o

kogulunu saglayan () iizerinde tanimh tiim olgiilebilir f fonksiyon sinifi gosterilir.

Ayni gekilde L™ () uzay:1 da

esssup |f (x)] < oo
zeQ)

kogulunu saglayan () {izerinde tanimh tiim 6l¢iilebilir f fonksiyonlar sinifim1 verir.

1 <p<oovea,b> olmak iizere
(a+b)P <2071 (aP +bP)
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esitsizligi yardimiyla L? (2) uzaymin bir vektor uzay: oldugu gosterilebilir.

Bu uzaydaki normlar

1<p<ooicin

i1, = ([ !f(x)|”dx);

ve p = 00 i¢in
£l = esssup | f (@)
€N

olarak tanimlanirlar. Bu gekilde tamimlanan normlarla L? (Q2) ve L (£2) uzaylar

birer Banach uzaylar: olurlar.

Teorem 3.2.2.1. ( Holder Esitsizligi) 1 <p < oo vep

1 1
S+ =1
p 7
olarak tanimlanan eslenik iis olsun. f € L? (Q), g € L” () ise bu durumda fg €
L' (Q) ve
| ir@s@ids <, lol,
olur.

1

Daha genel olarak p > 0,g > 0ver > 0 + % = - saglansin. Bu halde eger

1

P

feLr() vege L(Q) ise bu durumda fg € L (Q2) ve [|fgll, < [If],[lgl, olur.
Daha genel olarak; 1 < j < N, f; € LPi (Q) olmak lizere f = Hﬁ-v,lfj, p; >0

olsun. Eger Zjvzl pij = % ise bu durumda f € L9(Q) ve || f||, < T}, 1£ill,, olur.
Teorem 3.2.2.2. (Minkowski Esitsizligi) 1 < p < oo ise bu durumda

1f+gll, < 171, + llgll,

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.2.2.3. (Integraller icin Minkowski Esitsizligi) 1 < p < oo, f,R™xR"
de olgiilebilir, hemen hemen tiim y € R™ icin f (.,y) € LP (R™) ,ve y — [|f (-, )|, gm
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fonksiyonu L' (R™) ait oldugunu varsayism. Bu durumda z — [o. f(z,y)dy

fonksiyonu LP (R™) ait olur ve

(L.

[z, y)dy

pdx);’g/n (/m\f(:v,yﬂpdx);dy

R

yani,

fy)dy
o

< | I Gollypm dy
p’R'rn Rn”

olur.

Teorem 3.2.2.4. (Interpolasyon Esitsizligi) 1 <p<qg<r,0< 6 < licin

ozelligini saglasin. Eger f € LP (Q) N L" () ise bu durumda f € L7 () ve

AL, < IAIS1Fne

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.2.2.5. (L? Uzaylar i¢in Gémiilme Teoremi) vol(Q) = [, 1dz < oo
ve 1 < p < g < oo oldugu varsayilsin. Eger f € L7(€2) ise bu durumda f € LP ()

olur ve

171, < (vl () G371,

ozelligi saglanir. Bunun sonucu olarak da

L9(Q) < LP (Q)

gomiilmesi elde edilir.

f € L?(Q) ise bu durumda

Tim [1£1, = 11l

olur.
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Son olarak, 1 < p < oo igin f € L?(Q) ise ve her p icin

171, < K

olacak bigimde bir K sabiti var ise bu durumda f € L> () ve

Il < K

esitsizligi de saglanir.

Bir sonuc olarak herhangi bir €2 bolgesi ve 1 < p < oo icin

7 (Q) c LL_(Q)

loc

olur.

Teorem 3.2.2.6. 1 < p < oo ise Cy (£2), LP (2) uzaymda yogundur.

Aym sekilde L? de, 1 < p < oo igin LP () daki basit fonksiyonlar L? (€2) uza-
yinda yogun olur. 1 < p < oo ise LP (Q2) ayrilabilir olmasina ragmen L (§2) ayrila-

bilir bir uzay degildir.

Simdi de konvoliisyon ve Young teoremi i¢in énce konvoliisyonu verelim.

f ve g olgiilebilir fonksiyonlar, her € R” i¢in konvoliisyon

frg@)= [ f(r—y)g(y)dy

R
olarak tanimlanir. Burada integralin var olmasi gerekir. Ornegin f € L? (R"), g €
L” (R") ise Holder esitsizliginden konvoliisyon integrali mutlak yakinsak ve tiim
degerleri icin |f + g (x)] < [|fl, gl olur. Ayrica bu sartlarda f x g diizgiin siirekli

olur.

Teorem 3.2.2.7. ( Konvoliisyon i¢in Young Esitsizligi) 1 < p,q,r < oo igin

Lf = gll, < I£11, lgll,
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olur.
Mollifierler ve diizgiin (smooth) fonksiyonlarla yaklagim metodunu gosterelim.
¢, C§° (R™) uzayima ait; negatif olmayan, reel degerli bir fonksiyon ve

i) 2| > Lise ¢ (x) =0,

i) [on @ (x)de =1

ozelliklerini saglasin.

Bu kogular: saglayan fonksiyonlardan biri
kexp -1/ (1—| m|2)} : | x| < 1ise
0, | x| > 1 ise

(k > 0 alinarak yukaridaki ii) kogulunu saglayacak bigimde secilir.) seklindedir.
Buradan € > 0 ise, ¢, (z) = € "¢ (z/€) olarak tanimlanan fonksiyonlar Cg° (R")

uzayina ait olur. Negatif degerler almazlar ve

i) 2] = e ise ¢ () =0,

i) [on ¢ (2)do =1

ozelliklerine sahip birer fonksiyon olurlar.

Buradan ¢, () fonksiyonlar1 bir mollifier olarak adlandirilir ve

¢ f(x) = . ¢ (v —y) f(y)dy (3.2.8)

konvoliisyonu (3.2.8) nin sag tarafin1 anlamh yapan f fonksiyonlar1 i¢in tanimlanir.
Buna f nin bir mollifikasyonu veya diizgiinlestirilmesi (regularization) denir. Asagi-

daki teorem mollifikasyonun bazi 6zelliklerini ortaya koyuyor.

Teorem 3.2.2.8. f fonksiyonu R" de tanimli ve {2 nin diginda sifir olsun.

i) f e Ll (R") ise bu durumda ¢, * f € C* (R") olur.

loc

ve

ii) f € L. () ve spt(f) € Q ise bu durumda

loc

e < dist (spt (f), bdry (2))

kosuluyla ¢, * f € Cg° (£2) olur.
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iii) 1 <p < oo, f € LP(Q) ise bu durumda ¢, * f € LP () olur ve

g fll, < [FIl,>  limesor = ll¢c* f = fll, =0

saglanir.

iv) f € C(Q) ve G € 2 ise bu durumda G iizerinde diizgiin olarak lim. .o ¢, *
f(x) = f (z) olur.

v) f € C (©) ise bu durumda Q tizerinde diizgiin olarak lime_o+ ¢ * f (z) = f (z)

olur.

Sonug 3.2.2.9. 1 < p < oo ise C§° (2) uzayi, L? (2) uzayinda yogun olur.

Simdi de LP () uzayinda prekompakt kiimeleri karekterize eden ozelllikleri in-
celeyelim.
f, © C R™ kiimesinin hemen hemen her yerinde tanimlanmig bir fonksiyon ise f

fonksiyonunun €2 digindaki sifir genigletmesi

~ f(z), x € () ise
0, r € R" — ) ise

seklinde tanimlansin.

Teorem 3.2.2.10. 1 < p < oo olsun. Smurh bir K C LP () kiimesinin L? (Q2)
uzayinda prekompakt olmasi icin gerek ve yeter kosul, her € > 0 i¢in; her f € K ve
h € R™, |h| < 0 igin,

/ ’f(x +h)— fv(£)‘pdx < ¢
Q
/Q_ If (x)[Pdx < €

G

esitsizliklerini saglayacak sekilde bir ¢ > 0 ve bir G € 2 alt kiimesinin var olmasidir.

Teorem 3.2.2.11. 1 < p < oo, K C L? () ve Q nm alt bolgelerinden olugan
bir{);} dizisi,
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i) her bir j igin €; C Q;14,
ii) K daki €2; ye kisitlanmig fonksiyonlar kiimesi L? (2) de prekompaktur,

iii) her € > 0 i¢in; her f € K i¢gin

/ @) de < e
0-Q;

olacak bicimde j vardir,

kogullarini saglasin.

Bu durumda K, L? () de prekompakttur.
Teorem 3.2.2.12. 1 < p < oo igin L? (€2) uzay1 diizgiin konvekstir.

LP () nin normlu dualini aciklayarak verelim.

(Lineer Fonksiyoneller) 1 < p < oo ve p/, p nin iis esglenegi olsun. Her bir
g€ L' (Q),

Lg(f)z/gf(w)g(m)dx, felr®)

bagmtisiyla L? (€2) de bir lineer L, fonksiyonelini tanimlar.

Holder Esitsizliginden |Ly (f)| < [If], [lg]l,, olur, buradan L, € [L? (Q)]" olur ve

HLgH[Lp(Q)]’ < ||9Hp/

olur. Egitlik yukarida saglanmahdir. 1 < p < oo ise; g(x) # 0 ise f(x) =
|g(m)|p/72g(:v) ve diger durumlarda f(z) = 0 olsun. Bu durumda f € LP(Q)
ve L, (1) = 11, lall ol

Simdi de p = 1 oldugunu varsayalim, buradan p’ = oo olur. ||g||, = Oise, f (z) =

0 olsun. Diger durumda 0 < € < ||g|| ve A; 0 < 1 (A) < o0, Ada|g(x)| > |9l —¢€

olacak bigimde €2 nin bir 6lgiilebilir alt kiimesi olsun. A da f (z) = % ve diger

yerlerde f (z) = 0 olsun. Bu durumda f € L' (Q) ve L, (f) > [|f]l; (llgll o, — €) olur.
Boylece

HLQH[LP(Q)]’ = Hng/

gosterilmis olur. Boylece g — L, doniigiimiinii yapan operator, LP () den [LP (Q)]’

nin bir alt uzayina, bir izometrik izomorfizmdir.
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Dogal olarak soyle bir soru akla gelir: g € LP (Q) igin, LP (Q) tizerindeki her

stirekli lineer fonksiyonel L, formunda midir?

Teorem 3.2.2.13. (L?(Q) igin Riesz Gosterim Teoremi) 1 < p < oo ve L €
(L7 ()] olsun. Bu durumda her f € L? (Q) icin

L(f)=L,(f) = / f (@) (0)du (3.2.9)

olacak bigimde g € L¥ (Q) vardir. Ayrica [|g|, = I Lgllp(yy olur. Boylece
(L7 ()] = LY (Q); [L? (Q)]", L¥ () ya izometrik olarak izomorfiktir..

L= () duali L' () uzaymdan daha genistir. Yukaridaki (3.2.9) ’a benzer olarak

gosterilemez.

Boylece 1 < p < oo igin L? () uzayinda zayif yakinsaklik, yani f — f olmasi

i¢in,

lim /ka (x) g (z)dx = /Qf (z) g (z)dz, her g € L” (Q) igin

k—o0
ozelligini saglamasidir.
Teorem 3.2.2.14. [P () uzaymin yansimali olmasi igin gerek ve yeter kogul

1 < p < oo olmasidir.

Simdi de Zayif LP nin tanimi ve L” ile olan ilgisini ortaya koyalim.
Tanim 3.2.2.15. f, X iizerinde olgiilebilir bir fonksiyon ve 0 < p < oo ise,
Zayif LP uzay1

Ar:(0,00) = [0,00], Af (a) = p({x : |f (z)| > a}) olmak iizere,

[f]p = <supap)\f (a)) < o0
a>0

kogulunu saglayan tiim f fonksiyonlar kiimesidir. Bu durumda [f], bir norm olus-

turmaz; [cf], = [c|[f], sagladigr halde iiggen esitsizligini saglamaz.

LP ile Zayif LP uzaylar arasindaki iligki

LP C Zanf LP ve [f], < | fIl,
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seklindedir. Ornegin f(z) = a7 fonksiyonu (0, 00) araligy iizerinde ve Lebesgue

olctimiine gore Zayif LP uzayinda olmasina karsin, LP uzayinda degildir.

L? uzaylariin interpolasyonu icin énce asagidaki durumu inceliyelim.

1 <p<gqg<r<ooise budurumda (LPN L") C LT C (LP + L") olur. Dogal
olarak LP ve L" de sinirh olan LP + L" {izerindeki bir 7" doniisiimiin L¢ uzayinda da
sinirli olup olmadigr sorulabilir. Bu soru ile ilgili iki temel teorem Riesz-Thorin ve
Marcinkiewicz interpolasyon teoremleridir.

Operatorlerin interpole edilmesi matematigin bir cok alanlarinda goriiliir. Oze-
likle kismi diferansiyel denklemlerde, harmonik analizde, operator teorisinde yak-
lagim (approximation) teorisinde ¢ok kullamlir. Unlii uygulamalar1 arasmda Hardy-

Littlewood maksimal operatorii ve Hausdorff-Young esitsizligi vardir.

Teorem 3.2.2.16. (Riesz-Thorin Interpolasyon Teoremi) (X, M, ), (Y, N,v)
olgiim uzaylar1 po, p1,qo, 1 € [1,00] olsun. Eger ¢y = ¢1 = oo ise v de semifinite

olsun. p; ve q;, 0 <t < 1 igin

1 1—-t ¢ 1 1—-¢ ¢
e o m & @@

seklinde tammlansim. T, f € L* (u) icin [|Tf|, < Mo fl,, ve [f € L ()

icin ||Tfll,, < Mfll, olacak sekilde T": LP (u) + L (u) — L™ (v) + L% (v)

bir lineer doniisiim ise, bu durumda 0 < ¢t < 1, f € L? (u) igin [|Tf[|, < M

My || fll,, olur (Folland 1999).

Tanim 3.2.2.17. S, (X, M, ) iizerindeki 6lgiilebilir fonksiyonlardan olugan bir
lineer uzay ve T, S den (Y, N,v) iizerindeki tiim ol¢iilebilir fonksiyon uzayina bir
doniisiim olsun. Eger T' doniisiimii her f,g € S, ¢ > 0 i¢in

T(f +g)| < ITf|+|Tg| ve [T(cf)] = |elTf]

ozelligini saghyorsa o zaman T doniigiimiine bir sublineer (altlineer) doniigiim

adi verilir.

LP(n) € S, (1 <p,qg <o0)igin T : LP(u) — L7 (v) bir sublineer diiniigiim ve her
f € LP(u) icin [[Tf|[, < clf]l, olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 varsa T' ye giiclii tip
(p,q) denir.
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(1<p<oo,1<qg<o0), LP(u) CS,T:LP(u) —zayrf LY (v) ve her f € LP(u)
i¢in [T'F], < CJ|f||, olacak bigimde bir ¢ > 0 sayist varsa 1" sublineer doniistimiine
zayif tip (p, q) denir.

Son olarak T" giiglii tip (p, 00) olmasi igin gerek ve yeter sart T' zayif tip (p, 00)

olmasidir.

Teorem 3.2.2.18. (Marcinkiewicz Interpolasiyon Teoremi) (X, M, p), (Y, N, v)
6lgiim uzaylar;  po < qo, p1 < q1,q0 # @ olacak bigimde po, p1, qo, 1 [1,00]

araliginin elemanlar1 ve 0 < ¢ < 1 igin

1 1—-1 t 1 1-1¢ t
= —"— =

P po P q o ¢

olsunlar. T, LP (u) + LP*(p) den Y iizerinde zayif tip (po, qo) ve zayif tip (p1,q1)
olan olgiilebilir fonksiyonlar uzayina bir sublineer doniigiim ise bu durumda 7" giiclii
tip (p, ¢) olur. Daha acik bir ifadeyle, j = 0,1 icin, [T'f],, < ¢; Hprj ise bu durumda
ITfll, < By || fll, olur (Folland 1999).

Simdi iki teoremi agagidaki sonucta kargilagtiralim.

Sonug 3.2.2.19. Marcinkiewicz teoremi, Riesz- Thorin teoreminden farkl olarak
qj ve p; iizerine baz1 kisitlamalar birakiyor. Ilging olarak uygulamalar bu kogullar:
sagliyor. Marcinkiewicz hipotezleri daha zayiftir: T doniigiimiiniin sublineer ol-
masina izin verilebiliyor ve T' uc noktalarda zayif tip olmasi yeterlidir. Sonugta iki
teoremde de T': LP (u) 4+ L%(v) operatorii simirhdir. Fakat Riesz-Thorin teoremi T

operator normu i¢in daha iyi kestirim veriyor. Sonug olarak biri digerini kapsamiyor.

Hardy-Littlewood M f(z) maksimal operatorii f € Li  (R") igin,

loc

1

seklinde tanimlanir. Sublineer operatordiir ve her f € L* igin [|[M f|le < ||flo

Mf(ZE) = SUPr>0

saglanir. Ayrica M maksimal operatorii zayif tip (1, 1) dir. Bu durumda Marcinkiewicz

interpolasiyon teoreminden eger 1 < p < oo ve f € LP (R™) ise bu halde

p
M <
1341l < 2111
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olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti vardir.
3.2.3. Sobolev Uzaylari

Sobolev normlari, 1 < p < oo igin,

3=

Wl ={ D l10°FI} (3.2.10)
0<|ar|<m
ve p = 00 igin,
= 0” 3.2.11
£l = e 1%l (3211)

olarak tamimlanir.

m herhangi bir pozitif tamsay1, 1 < p < oo igin | f|[,,, tizerinde norm oldugu
agsagidaki ii¢ vektor uzayini goz oniine alalim:

i) H™P (Q) = {f e C™(Q) | fll,np < oo} nin |[.|,,, , normuna gore tamlamst,

i) Wmr(Q)={feLP(Q):0<|a] <mign 0*f € LP(2)}. Burada 0*f zayif

kismi tiirevdir.
iii) Wy (Q) = C5° (2) nin W™ (Q) uzayindaki kapamgidir.

Uygun (3.2.10) veya (3.2.11) normlar: ile normlanan bu uzaylara () iizerinde
Sobolev uzaylar1 denir. Agikga W% (Q) = LP(Q) olur. Yine 1 < p < oo igin
C° (Q) uzay1 L (Q) da yogun oldugundan Wy” (Q) = L? (Q) oldugu aciktir. Her-

hangi bir m pozitif tamsay1 icin,

Wo™ () = W™ (Q) — LP (Q)
gomiilmeleri acikca goriiliir.

WP () bir Banach uzayidir.
WP (Q) uzaylarmin bir kag énemli 6zellikleri €2 bolgesinin bir ayrik kopyalarinin
(6rneklerinin) birlesimi tizerinde W™P () uzay1 bir LP (2) uzaymin bir kapali al-

tuzay1 olarak diigsiinmekle elde edilebilir.

n > 1 ve m > 0 tamsayilar verilsiny N = N (n,m), |a| < m olacak bicimde,

a = (aq, ..., ) ¢oklu indislerin sayis1 olsun. Her bir a ¢oklu indisi i¢in ,, R" nin
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farklh kopyasimin (6rneklerinin) i¢indeki 2 kopyasi (6rnegi) olsun. Boylece N tane Q,
bolgeleri ikiser ayrik olur. Q™ bu N tane bolgelerin birlegimi, yani Q™ = Ulal<m$a
olsun. WP (Q) uzayinda bir u fonksiyonu verilsin; U, €2, iizerinde 0%u ile gakigan
Q0™ {izerindeki fonksiyon olsun. P : W™P (Q) — LP (™), P (u) = U doniigtimii
bir izometri olur. W™ (Q) tam oldugundan, P izometrisinin W goriintii kiimesi
LP (2™) uzaymin bir kapali altuzay: olur. Buradan 1 < p < oo ise W ayrilabilir,
1 < p < oo ise diizgiin konveks ve yansimali olur. Bundan dolay1 ayni sonug

WmP () = P~ (W) igin saglanmahdir.

Teorem 3.2.3.1. 1 < p < oo ise W™P (Q) ayrilabilirdir; 1 < p < oo ise diizgiin

konveks ve yansimahdir. L? () uzayindaki i¢ carpim

mmzéfmﬂﬂm

olarak tamimlanir. Ozelde

(f,9)m= D (0°f,0%)

0<|a|<m

i¢ carpimiyla W?2? (Q) ayrilabilir bir Hilbert uzay: olur.

Simdi de dualite ve W =™ (Q) uzaylarim inceliyelim
Bu boliimde Q, m, p, N sayisi, LP (™) ve W uzaylari daha énce yukarida tanim-
lanan P operatorii sabit alinacaktir. Ayrica, agagidaki esitligin sag tarafini anlamh

yapmak kosuluyla, her hangi f, g fonksiyonlar: i¢in

mmzéfmmmm

olarak tanimlanacaktir. Verilmis p icin p/

00, p=11ise
= g 1 <p<ooise
1, p = 00 ise

olarak tamimlanir.

(L» (Q(m)) nin Duali) 1 < p < oo icin, her bir L € (L? (Q(m)))/ ye, her f
elr (Q(m)) igin
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AUEY BRICHCEEDS

laj<m

émmmm=2mw

laj<m

olacak bicimde bir tek g € L¥' (Q(m)) karsiligi vardir. Burada f, ve g,, €2, ya gore

sirasiyla, f,¢ nin kisitlamalaridir. Ustelik,

||L||(Lp(9<m>))' = ll9ll 2o (em)

olur. Boylece (Lp (Q(m))), =L (Q(m)) olur. Bunun saglanmasi degisik bir bolge
tizerinde tanimli olmasina ragmen LP (Q(m)) nin bir L? uzay! olmasindandir.

Teorem 3.2.3.2. (W™ (Q) min Duali) 1 < p < co olsun. Her L € (W™ (Q))
i¢in, ¢ nin € ya kisitlanmas1 g, ise, bu halde tiim f € W™? (Q) igin

L(f)y= D (0"f 9a) (3.2.12)

0<]al<m

olacak bicimde g € L¥' (Q(m)) elemanlar1 vardir. Bunun yaninda

”LH(WW(Q))’ = inf ||9HLP'(Q(m>) = min HQHLP'(Q(m)) (3.2.13)

olur. Infimum, (3.2.12) saglayan her f € W™ (Q) igin, her g € L¥' (™) kiimesi
tizerinde alinmaktadir.

1 <p<ooise (3.2.12) ve (3.2.13) saglayan eleman bir tektir.

1 <p<ooise (W™ (Q)) mn her L elemam bir T € D’ (Q) distribiisyonunun
WP (Q) geniglemesidir. Bu distribiisyonun nasil bir form aldigr goriilmek istenirse:
L, baz1 g € LV (Q(m)) icin, (3.2.12) ile verildigini varsayalim; 7" ve T, D (Q)

lizerinde

(3.2.14)
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olarak tanimlansin.
Her ¢ € D(Q2) C W™P(Q) icin T'(¢) = > o<|aj<m Ly (090) = L (¢) elde edilir.
Boylece L agik¢a T' nin bir geniglemesi olur. Ayrica, (3.2.13)

Ll o (qyy = min {HgHLp/(Q(m)) L, (3.2.14) ile T yi geni§letir.}

olur.
Bu durum, L € (W} (Q)) icin de saglamr. Ciinkii boyle bir fonksiyonel

WP () uzayma norm korunarak geniglemeye sahiptir.

1 <yp <oo; T, bama g € L¥ (Q(m)) i¢in, (3.2.14) formuna sahip D’ (£2) nin
herhangi bir elemani olsun. Bu durumda 7', W™ (Q) ya siirekli genisglemeye sahip
(tek olmamasi muhtemel) olur. Ancak T, W;"" () ya bir tek siirekli genislemeye
sahip olur. Bunu gormek icin: f € Wy (Q) i¢in, {¢,} W"" () normunda f ye
yakinsayan Cg° (2) = D () da bir dizi olsun. Bu durumda

T () =T (6,)] < D [T (0%, —00,)|

0<]al<m

< D 107k 0w, lgall,

0<|a|<m

< N0k = )l p 9l o (omy = 0 kyn — 00 icin

elde edilir ki buradan {7 (¢,)}, C de bir Cauchy dizisi olur. Boylece L (f) ile
gosterilebilecek bir limite yakmsar. {+,} C D(Q) ve [[¢,, — f[,,, — 0 de olsa
bu durumda, n — oo iken, T (¢,) — T (¢,,) olur. Bu L fonksiyoneli lineerdir ve

(WP () ya aittir. f = lim,, .., ¢,, yukaridaki gibi ise, bu durumda

LA = T T (6,)] < 1 184l N9ll o i) = 16l 1912 (e

olur.

Buradan agagidaki teorem cikar.

Teorem 3.2.3.3. (W,""(2) nin Normlu Duali) Eger 1 < p < oo; p/, p ye
eslenik iis, m > 1 ise (W3 (Q)) dual uzay1 T € D’'(Q) distribiisyonlarindan
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(3.2.14) saglayan ve

T = min{||g||Lp/(Q(m)) g, (3.2.14) sa‘glar}

normuna sahip W~="# () Banach uzayma izometrik olarak izomorfiktir.

Bu uzayin tamhgi izometrik izomorfizmin bir sonucudur.

Ayrica 1 < p < oo ise W™ (Q) ayrilabilir ve yansimahdir.
WP (2) ; W™P () min bir 6z alt kiimesi oldugunda, W™ (Q) iizerindeki siirekli
lineer fonksiyoneller onlarin Cy (£2) uzayina kisitlanmasiyla tam olarak elde edilme-

zler. Boylece (3.2.14) ile verilen T distribiisyonlar: ile belirlenemezler.

(L¥ (Q) tizerindeki —m, p’ normu) 1 < p < oo ise Wy™? () uzaymin dualini
karakterize etmenin baska yolu vardir. Her g € LP (Q) elemani, L, (f) = (f,9)

aracihigiyla, (Wg™? (€)' nm bir L, elemanmi belirler. Gergekten

Lo (D= 1901 < Mgl (11, < Nglly 171

olarak yazilabilir.
g € L7 () uzaymm (—m,p’) normunu, L, déniistimiiniin normu olarak tanim-

lariz. Daha acikca

N9l = 1 Lgll pymr yy = sup 1(f, )]
P RWET@) @), 1, <1

seklindedir.

1911 _pnp < llgll,, olur, herhangi f € W3 () ve g € LP (Q) igin

S,
11

elde edilir. Bu da Holder esitsizliginin bir genellestirilmesidir.

[{F 9 = 11 f 1l < Nl p 191l =1 (3.2.15)

(W™ ()" mn bir alt kitmesi V = {L, : g € L¥ (Q)} olsun. V nin (W7 (Q))’
da yogun oldugu gosterelim. Bunu yapmak igin F' € (W™ (Q))" ise, her L, € V
igin, F' (L,) = 0 sagladiginda bu durumda (W;"? (2)) da F = 0 oldugunu gostermek
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yeterli olacaktir. Fakat W,"? (Q) yansimah oldugundan, her g € L? (Q) icin (f, g) =
L, (f) = F(L,) = 0 olacak bigimde F' € (W' (Q))" karsihk f € W7 (Q) vardir.
Ote yandan f, 2 bolgesinin hemen hemen her yerde sifir olmalidir. Boylece W7 (€2)
da f =0 ve (W) (Q))" da F = 0 olur.

H~™7 (Q)

|-, , normuna gore L' (Q) nin tamlamsgim gostersin. Bu durumda

Hm () = (W (@) = W ()

olur.
Ozelde, her g € H™™7 (Q) karsilik; her ¢ € D (Q) ve lim,, o0 [|gn — gl _ppy =0
sagliyan her {g,} C L? (Q) dizis i¢in, T, (¢) = lim, o0 (¢, gn)

olacak bicimde bir 7, € W™ (Q) distribiisyonu vardir. Tersine, herhangi
T € W™ (Q) baz g ler igin T = T, saglar. Ayrica (3.2.15) ten [T, (¢)| <

16l llgll . ohur.

Yukaridakine benzer bir diisiince, 1 < p < oo igin, (W™ (Q))" dual uzaym

[r sup 1(f, 9)]
fewm2(Q), || fll, <1
normuna gore LP (£2) nin tamlanis: olarak karakterize edilebilecegini gosterir.

Simdi de 2 bolgesi iizerindeki diizgiin fonksiyonlarla yaklagima bakalim.

Teorem 3.2.3.4. 1 < p < oo ise bu durumda

H™P (Q) = W™P (Q)
olur.

Ornek 3.2.3.5. Teorem 3.2.3.4. p = oo degerine genigletilemez. Gercekten
Q={zeR:-1<z<1}, f(z) = |z| ise bu durumda = # 0 igin f'(z) = &£

m;
boylece f € W () olur. Ancak f ¢ H"> () olur. 0 < e < 3 ise [[¢'— f'|| <e
olacak bigimde bir ¢ € C* () fonksiyonu bulunamaz.

R"™ iizerindeki diizgiin fonksiyonlarla yaklagimi inceliyelim.
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WP () uzaymin bir elemanimin her zaman (2 iizerindeki diizgiin fonksiyonlarla
yaklagilabilecegi daha onceden verilmigti. Simdi, kendisi ve tiim mertebeleri sinirh
tiirevlere sahip veya en azindan, tiim mertebelileri az m yide igerene kadar olanlarin
tiimi ile yaklagim yapilabilir mi, durumuna bakalim. Yani, herhangi £ > m degerleri

icin, C* (Q) uzaymm W™? (Q) da yogun olup olmayacagna bakalm.

Ornek 3.2.3.6. Q = {(z,y) € R?:0 < |z| <1,0 <y < 1} olsun. Bu durumda

Q) {izerinde

1, x>0ise
flzy) =

0, z<O0ise

fonksiyonu W7 (Q) uzayma ait olur. Bununla birlikte, ¢ > 0 yeteri kadar kiigiik ise
If = &ll1,q < € olacak bigimde ¢ € C" (Q) yoktur. Bunu gormek i¢in, boyle bir ¢
var oldugunu varsayalim. L={(z,y) eR?:-1<2<0,0<y<1}

ve

R={(r,y) eR*:0<2x<1,0<y <1}

ise bu durumda Q = LUR olur. |[¢||, ; < |||, , < € elde edilir. Benzer bigimde

|1 = ¢, r <€ olur, buradan |||, r > 1 — € elde edilir. Eger

mw=4¢ww@

ise bu durumda ® (a) < € ve ® (b) > 1 — € olacak bigimde, -1 <a<0ve0 <b <1,

olan a, b sayilar1 vardir. 0 < € < % ise, bu durumda

b
1—ae<@ww—@mw=/auwdx§[]@¢@wnmm/

<27 (0,8, < 27 €

olur. Boylece 1 < € <2 + 2§> durumu kiigiik € i¢in miimkiin olmaz.

Bu ornekteki bolge ile ilgili zorluk kenarinin iki tarafindaki parcalarina da uzan-
masidir. Yani, x = 0,0 < y < 1 dogru parcasina uzanmasidir. Jimdi 1 < p < oo
kosuluyla, yukaridaki durumun 6énlenmesi ve herhangi k, m icin C* (ﬁ) nin W™P (Q)

de yogunlugunun garantili olmasini sagliyan bir kogulu bir €2 bolgesi iizerinde formiile
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edilecektir.
(Dogru Pargas1 Kogulu) Her = € bdryQ bir U, komsguluguna ve sifir olmayan y,
vektoriine sahip ve z € QN U, iken bu durumda, 0 < ¢t < 1 icin, z+ty, € Q oluyorsa

bu €2 bolgesinin dogru pargast kogulunu sagladig soylenir.

Teorem 3.2.3.7. 1 < p < oo igin €2 dogru parcasi kosulunu saglarsa, bu du-
rumda C§° (R") uzaymdaki fonksiyonlarin 2 ya kisitlannmg olanlarin kiimesi W™ ()

uzayinda yogun olur.
Sonug 3.2.3.8. W;"" (R") = W™? (R") olur.
Cg (2) uzaymndaki fonksiyonlarla yaklagima bakalim.

Yukaridaki sonug 3.2.3.8. soyle bir soruyu akla getiriyor: Hangi (2 bolgeleri igin
wme (Q) = W™ (Q) olur. Yani, ne zaman C§° () uzayr W™P (Q) uzayinda yogun
olur. Bu soruya kismi bir cevap W~"* (R") ye ait distribiisyonlarin dogasinin
terimleriyle formiile edilebilir. Bunun i¢in bu kisim boyunca 1 < p < oo seklinde

alinacaktar.

((m,p’) — Kutupsal kiimeler) F,R™ nin bir kapal alt kiimesi olsun. Bir 7' €
D' (R™) distributionu, her ¢ € D (R™ — F') igin, T (¢) = 0 oluyorsa F' (spt (') C F)
de destege sahiptir denir. F de destege sahip T € W~™" (R") distributionu
sadece T'= 0 distribution ise F' kapali kiimesinin (m, p’) —polar oldugu sdylenir. F’
pozitif dlgiime sahip ise (m,p’) —polar olamaz. Ciinkii F' nin pozitif 6lgiimlii her-
hangi kompakt alt kiimesinin karekteristik fonksiyonu L” (R") ye ait olur, buradan
W (R™) nin de olur.

Teorem 3.2.3.9. m > 1 olsun. Bu halde

1) Wmr () = Wy () ise bu durumda Q€ (m, p’) —kutupsaldir.

ii) Q¢ hem (1, p) —kutupsal ve hem de (m, p’) —kutupsal ise bu durumda W™ (Q) =
Wi (Q) olur.

Teorem 3.2.3.10. m > 1 ve p > 2 olsun. Bu durumda W™? (Q) = W;"* (Q)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart Q¢ (m,p’) —kutupsal olmasidir.
Simdi de koordinant doniigiimlerini verelim.
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Q,G CR" ve ®:Q — G doniistimii bire-bir ve 6rten ve ¥ = &~ tersine sahip
olsun.

y=>® () ver =V (y)

A ¢1 (:Ula"'vxn)a T :¢1 (yla"'7yn)
Y2 = ¢2 (mla"wxn)a o) :¢2 (yla"'ayn)
Yn = ¢n (‘Tla"')xn)7 xn:¢n (ylv"'ayn)

formunda yazildiginda, ¢, ..., ¢, € C™ (ﬁ) ve Yy, ..., ¢, € YpC™ (6) olur. Bu halde

® doniisiimiine m — diizgiin denir.

f, Q tizerinde olgiilebilir ise, G {izerinde bir olgiilebilir A f fonksiyonu

Af(y) = f(¥(y)) (3.2.16)

olarak tamimlayalim

®, 1 — diizgun varsayilldiginda, her x € 2 icin,

¢ <l|det®' (z)] < C

olacak bigimde 0 < ¢ < C' sabitleri vardir. Burada &', 0 (y1,...,Yn) /O (Y1, -, Yn)
jakobyen matrisini gostermektedir. Diizgiin fonksiyonlar L” uzaylarinda yogun oldugun-
dan (3.2.16) ile tamimlanan A operatorii L? (2) uzayi sinirh olarak L? (G) doniistiiriir

ve sinirl bir terse sahip olur. 1 < p < oo i¢in,

1 1
v [[fllpo = 1Afl,e = C7 [ fll,q

ozelligi saglanir.

Benzer bir durum Sobolev uzaylari i¢inde vardir.
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Teorem 3.2.3.11. m > 1; &, m — diizgiin olsun. Af (y) = f (¥ (y) ) olarak
tanimlanan A operatorii W™ () uzayim siirh olarak W (G) uzayma doniigtiirir

ve sinirh bir terse sahip olur.

Sobolev gomiilme teoremini vermeden énce agagidaki koniyi verelim.

v, R™ de sifirdan farkh bir vektor ve her x # 0 igin £ (z,v), x ve v yer vektorleri
arasindaki aci olsun. Verilen boyle v,p >0, ve 0 < x < 7

kogulunu saglayan « igin

C:{xER":x:Oveya0<|x\§p, Z(x,v)gg}

kiimesine, kogesi orjinde olan p yiikseklikli, v yonlii, x aciklikli sonlu koni denir.

Dikkat edilirse x + C' = {x + y : y € C'} kosgesi x te olan bir sonlu koni olur.

Eger her bir z € Q2 , C konisine es ve {2 icinde yer alan bir C, sonlu konisinin
kosesi olacak bigimde bir C' konisi varsa bu halde €2 bolgesinin koni sartini sagladig
soylenir. Buradan C,, C' den paralel ctelemelerle elde edilmek zorunda degildir.

Basit kati(rigid) hareketlerle elde edilmesi yetiyor.

Asagidaki kogullar1 saglayan pazitif 6 ve M sayilari, bdry() igin bir lokal sonlu
actk {U;} ortii, her bir j igin (n — 1) degiskenli bir reel degerli f; fonksiyonu varsa
2 nin giiclii lokal Lipschitz sartin sagladigini soyleriz.

i) Bir sonlu R i¢in U; kiimelerinin her R + 1 kolleksiyonu bog kesisime sahiptir.

ii) |z — y| < d olacak bigimde her x,y € Qs nokta ¢ifti igin

z,y € V; ={z € U, : dist (x, bdryU;) > 4}
olacak bigimde j vardir. (s = {z € Q : dist (z, bdryQ) < ¢} .

iii) Her f; fonksiyonu M sabitiyle bir Lipschitz sartin saglar: yani, £ = (f 1 &n 1)
ve p = (py,..., pu_y) R"7* de ise bu durumda

£ (&) = f(p)| <MI§—pl
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olur.

iv) Bir kartezyen kordinat sistemi igin (¢ i1 € jﬂl) , U; dedir. QN U;

Cim < g (Cj,b . Cj,nfl)

esitsizligi ile temsil edilir.

Q siirh ise, yukaridaki karmagik kogullar €2 bolgesinin bir lokal Lipschitz sinirina
sahip olma basit koguluna indirgenir. Yani, {2 sinirinin her bir z noktasi bir U,

komsuluguna sahip bunun bdry(?2 ile kesigimi bir Lipschitz siirekli fonksiyonun grafigidir.

Teorem 3.2.3.12. (Sobolev Gomiilme Teoremi) €2, R™ de bir bolge 1 < k < n
i¢in; 0, 2 nin R™ deki £ boyutlu bir diizlemin kesismesive 7 > 0,m > 1,1 <p < o0

olsun. Bu halde asagidaki kisimlar ve durumlar s6z konusudur.
I. Kisim 2 bolgesi koni kogulunu saglasin.

A Durumu mp > n ya da m =n ve p =1 ise, bu durumda

Witme (Q) — C4 (Q) (3.2.17)

olur,

Ayrica, 1 < k < n ise bu durumda p < ¢ < oo icin,
WIHmP (Q) — W (€, (3.2.18)

olur, ve dzelde, p < ¢ < 0 igin,

WP (Q) — L(Q)
ozelligi saglanir.

B Durumu 1 < k£ < n ve mp = n ise bu durumda p < ¢ < 00 i¢in,

WIHmP (Q) — W () (3.2.19)
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ve ozelde, p < ¢ < 00 i¢in,

WP (Q) — L(Q)
olur.

C Durumu mp < nise, n—mp < k<nyadap=1ven—m<k<n

ozelliklerinde biri saglanirsa bu durumda, p < g < p* = kp/ (n — mp) igin,

WAIT™P (Q) s W () (3.2.20)

olur.

Ozelde, p < q < p* = kp/ (n — mp) icin,

WmP(Q) — L1(Q) (3.2.21)
olur.

IT. Kisim  nin giiglii lokal Lipschitz kogullunu saglasin. Bu durumda (3.2.17)
gomiilmesinin Cé (92) hedef uzay1 daha kiigiik olan C (ﬁ) uzayi ile yer degistirilebilir
ve bu gomiilme daha ileri olarak

mp >mn > (m — 1) pise bu durumda, 0 < A < m — (n/p) i¢in,

WiHm (0) < C9 (Q) (3.2.22)

ve n = (m — 1) p ise bu durumda, 0 < A < 1 i¢in,

WItmP (Q) < C9A () (3.2.23)

seklinde hasaslagtirilabilir.
Ayrica, n =m — 1 ve p =1 ise, bu durumda A = 1 igin de (3.2.23) saglanir.

III. Kisim W-uzay1 Wy uzayi ile yer degistirilirse, keyfi 2 bolgeleri icin, A ve

B kisimlarindaki tiim gomiilmeler gecerli olur.
Simdi de Sobolev esitsizligi i¢cin bazi 6n bilgileri aciklayalim.
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1 <p<oo,jtam say1 0 < j < m, igin W™ (Q) da |.|; , fonksiyonelini

1/p

ip =g = D [ 10°f (@) do

olarak tanimlayalim.

Agik olarak [fl, = [ fllo, = Ifll,, L7 () daki norm ve

m 1/p
1l = (Z If\ﬁ-’,p>
§=0

olur.
j > 1ise |.[;, bir seminorm olur. ||, ; daha sonra agiklanacak baz kosullar
altinda (§2 bolgesinin smirh olmasi gibi) Wy™” () uzaymda bir normdur ve || f],,, ,

normuna da denktir.

W' (R™) — L7 (R™) Sobolev gomiilme teoremi, m, p, n bagh baz sonlu ¢ deger-

leri ve her ¢ € C§° (R™) icin,

161l < K (|,

esitsizliginin var oldugunu soyler.
[-l,,, yerine [.[,, , alindiginda bu esitsizligin saglayip saglamadigl onemlidir.

Yani, her ¢ € Cg° (R") igin,

q/p

¢ (2)|" dv < K1 Z/n|8o‘¢(x)|pdx ?

R
laf=m

olacak bicimde K < oo ve ¢ > 1 sabitleri var mudir? sorusu énem tagsir. Oyle
olsaydi, verilmis ¢ € C§° (R") icin, esitsizlik tiim ¢, = ¢ (tx), 0 < t < oo i¢in
de saglanmahdir.Ciinkii bu fonksiyonlar da C§° (R") uzayimna aittir. |a| = m ise,

leill, =t llgll, ve 106, = ¢~/ [|0*¢||, olacagmdan

q/p

(¢ (2)|" da < Krma a7 9% ()] da
Rn

|a|=m R
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elde edilmelidir. Bu, sagdaki ¢ nin iisii sifir olmadikca, tiim ¢ > 0 degerleri i¢in

miimkiin degildir. Yani, ¢ = p* = np/ (n — mp) olmadik¢a bu egitsizlik saglanmaz.

Teorem 3.2.3.13. (Sobolev Esitsizligi) mp < n oldugunda, her ¢ € C§° (R")

icin,

||¢Hq,]R" S K |¢’m,p,R"

olacak bigimde K sabitinin var olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ = p* = np/ (n — mp)

olmasidir.

Genigletme ile neyi kast ettigimizi ¢nce agiklayalim ondan sonra ilgili teoremleri

ifade edelim.

2, R™ de bir bolge olsun. Verilmis m ve p i¢in, £ : WP (Q) — W™P (R") lineer

operatorii, eger her u € W™ () i¢in
i) 2 bolgesinin h.h.h. Eu (z) = u (x)

ve

i) | Eu] < K luf

m,p,R™ m,p,§)

saglayacak sekilde bir K = K (m, p) sabiti varsa, buna E lineer operatoriiniin €2

bélgesi i¢in bir basit (m, p) genigletme operatorii ad1 verilir.

Eger E; €2 nin hemen hemen her yerinde tanimlanmig fonksiyonlar:1 R™ de hemen
hemen her yerde tanimlanmis fonksiyonlara doniigtiiriiyorsa ve yine, 1 < p < co her
bir p igin; 0 < k < m, her k i¢in, £ nin WP () ya kisitlanmas1 € i¢in bir basit
(k,p) genigletme operatorii oluyorsa E ye € icin bir giiglii m— genigletme operatorii
denir.

Son olarak her m igin, F; €2 icin bir gii¢lit m— genisgletme operatorii ise E ye €2
i¢in bir tam genisgletme operatorii denir. Boyle bir tam genigletme operatorii zorunlu

olarak C™ (ﬁ) deki fonksiyonlar1 genigleterek C™ (R™) uzay: igine diigiirtir.

2 igin bir basit (m, p) genisletme operatoériiniin varhigi bile W™ (R™) nin sahip
oldugu bir ¢ok 6zelligin WP (Q) ya da gegecegini garanti eder. Ornegin bir W™ (R") —

L4 (R™) gomiilmesinin sagladig: bilinirse,
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||u||q7R” S Kl ||u||m,p,R"

olacagindan, 0%(Eu) (z) = >, <jo Bar@u(z) — L7(2) gomiilmesi de saglan-
malidir. Kabul edelimki v € W™ (Q) olsun. Bu durumda

[ullo g0 < [[Eullgqpm < Ky l|Eu] < KK ul]

m,p,R™ m,p,Q

olur.
Teorem 3.2.3.14. ), R" de diizgiin C"™ regiiler kogulunu saglayan bir siirh
bolge olsun. Bu durumda (2 icin bir giiclit m—genisletme operatorii £ vardir. Ayrica

a,7; |7] < |a| < |m| olan coklu indisler ise, bu halde v € Wl (Q) ise

0% (Bu) (1) = Y Eoy0"u(x)

[v<|e]
olacak bigimde 1 < j < m — |a|,1 < p < oo i¢in igine bir siirekli E,, : W7 (Q) —

WP (R™) operatorii vardir.

Teorem 3.2.3.15. () dogru pargas1 kogulu 6zelligini saglasin. Bu durumda €2
tizerindeki bir u fonksiyonunun Wy"" () ait olmasi i¢in gerek ve yeter kogul, u nun

sifir genigletmesi olan @ nun W™? (R™) ait olmasidir.

(n — 1) boyutlu iki paralel diizlem arasinda kalan R"™ deki bir bolge sonlu genis-

likli bir bolge olur.

Teorem 3.2.3.16. (2 C R" bolgesi sonlu geniglikli ise bu durumda her ¢ €

Cge () igin Poincare esitsizligi olarak bilinen
||¢||O,p,ﬂ S K |¢|1,p,9
esitsizligi saglanir.

Ayrica (2 bolgesi sonlu genislikli ise ||, , o, Wg™" (©2) da bir norm olur. Bu norm

standart ||.||,, o normuna da denk olur.
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3.3. Degisken Uslii Lebesgue Uzaylari

Bu boliim boyunca €2 bolgesi R™ nin Lebesgue 6lciilebilir bir alt kiimesi olarak

alinacaktr.

P(Q),p(.):Q — [1,00] seklindeki tiim olgiilebilir fonksiyonlar: gostersin. Bu

durumda P (€2) elemanlarina iis fonksiyonu adi verilir.

p(.) € P(Q) ve E C 2 igin,

p_ = essinfycpp (), p+ = €sssup,cpp (2)

olarak tamimlanir.

Q2 bolgesinin ti¢ standart alt kiimesi

Y = {reQ:p(z) =00}
P = {zeQip(x) =1}
@O = {zeQ:1<p(x)< oo}

seklindedir.
p(.) icin, p’ (.) eslenik iis fonksiyonu, x € € i¢in,

olarak tanmimlanir.

Tamim 3.3.1. Q, r(.) : Q@ — R verilsin. Her 2,y € Q, |z — y| < 1 i¢in

Co
Ir(z) —r(y)| < m

olacak bi¢imde bir Cj sabiti varsa r (.) fonksiyonuna lokal log-Hélder siireklidir denir

ve bu durum r (.) € LHy (§2) ile gosterilir.

Her z € ) i¢in,
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Cx

7 () — ool Sm

olacak bigimde Cy,, 7y sabitleri varsa, bu halde r(.) fonksiyonuna sonsuzda log-

Holder siireklidir denir ve bu r (.) € LH,, (2) seklinde gosterilir.

7 (.) fonksiyonu lokal ve sonsuzda log-Holder siirekli ise bu durum r (.) € LH ()
ile gosterilir (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.2. Q C R”, p(.) € P(Q), p(.) € LH () olarak verilsin. Bu
durumda

i) peLH

i) z € Qicin p(z) =p(z)

i) 5 =p, Bs=ps
olacak bigimde bir p(z) € P (R") fonksiyonu vardir (Cruz-Uribe ve Fiorenza
2013).

Tanmim 3.3.3. Q C R", p(.) € P(2) ve Lebesgue ol¢iilebilir f fonksiyonu
verildiginde, p (.) karsilik gelen modular fonksiyoneli

P () = / £ @P da+ [l
O\ Qoo

seklinde tanimlanir. Belirsizligin olmadigi durumlarda kisaca bu fonksiyonel p,,  (f)
veya p (f) seklinde yazilir.

Modular fonksiyonelin temel 6zellikleri agagidaki 6zellikleri saglar.

Teorem 3.3.4.

i) Her f icin, p(f) >0, p(|f]) = p(f)
i) p(f) =0<= hhh. z€Qigin f(z)=0

iii) p(f) < oo ise bu durumda h.h.h. z € Q icin f (z) < 00

iv) p konvekstir. Yani o, 5 > 0; o + 5 = 1 iken

plaf+Bg) <ap(f)+Bp(f)
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olur.
v) p siray1 korur. Yani h.h.h |f (x)] > |g (x)] ise, bu halde p (f) > p(g) olur.

vi) p siireklilik 6zelligine sahiptir. Bagka bir degigle, baza A > 0i¢in p (f /A) < o0
ise bu durumda A — p(f,\) fonksiyonu [0,00) araliginda siirekli ve azalandir.
Ayrica, A — oo i¢in p (f/A) — 0 olur (Kovacik ve Rakosnik 1991), (Fan ve Zhao
2001), (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Modular fonksiyoneli iiggen esitsizligini saglamaz. Yani p(f + g) < p(f) + p(9)
ozelligi her zaman gecerli olmaz. Ancak bazen yararh olan style bir durum vardir.

1< p <00, a,b>0ign (a+ b)’ <271 (a? + 0P) olur. Hh.h. z € Q\Q igin,

f @)+ g (@)@ <297 (1f (@)P + g (@)

olur. p; < oo olmasi durumunda

p(f+g) <22 (p(f)+0(f))

seklindeki modular ti¢gen esitsizligi saglanir.

Tanim 3.3.5. Q ve p(.) € P () verilsin. L") (Q) uzay1, en az bir A > 0 icin
p (f/A) < oo kogulunu saglayan tiim Lebesgue 6lgiilebilir f fonksiyonlar: kiimesidir.

feLP(Q) <= p(f) = /Q\Q @) da | £ ey < 00

durumu p_ = oo ya da p; (Q\Q) < oo olmasmma denktir (Kovacik ve Rakosnik

1991).

Bu uzayda, Luxemburg normu olarak bilinen, norm

||f||LP(»)(Q) = {)\ >0: Pp(),0 (f/)\) < 1}

olarak verilir. {2 bolgesi tizerinde belirsizlik olmadiginda genelikle || f{| .., yerine
1f1l,, yazihr. p(.) = p sabit oldugunda bu norm klasik Lebesgue normu ile cakigir
(Kovacik ve Rakosnik 1991).
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Teorem 3.3.6. Q2 ve p(.) € P (Q2) ve [{l| = 0 olsun. Eger [|f||,) > 1 ise bu

durumda

PN < gy S0 (N

olur. 0 < [|f[|,, <1 olmas: durumunda

p (AP <l S p(HVPF

olur (Fan ve Zhao 2001).

Teorem 3.3.7. Q ve p(.) € P(Q) verilsin. Eger f € L0 (Q) ve g € LF'0) (Q)
ise bu durumda fg € L' (Q) ve

L1 @@l dz < k1Sl ol

seklinde Holder esitsizligi saglanir (Kovacik ve Rakosnik 1991).
Daha genel olarak,
1 1 1
= +
p(x)  q@) r(z)
saglandiginda, f € L1V (Q), g€ L'V (Q) ise fg € LPY (Q) olur ve

1 9llpcy < 1Fllgey Nl

olacak bi¢cimde bir K sabiti vardir.

Tanmim 3.3.8. Q ve p(.) € P (Q) ve bir 6lgiilebilir f fonksiyonu i¢in

11, = sup / f (@) g (@)] da

olarak tanimlansim. Burada supremum tiim g € LP'0) (Q) ve || 9l < 1 kogulunu

saglayan fonksiyonlar iizerinde alinmaktadir.

MPO(Q), || f H;(_) < oo kogulunu saglayan tiim olgiilebilir fonksiyonlar kiimesini

gostersin. MPC) () kiimesi, ||.||;(.) normuna gore bir normlu vektor uzay olur.
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f e P (Q) & f € MPY(Q) dnemli durumu var olur. Yani bu iki uzay ayn

olur.

Fullf Il < Il < B2 1,

bagintisiyla bu uzaylarin normlari birbirine denk olur (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.9. Qvep(.) e P(Q)ve f: Q2 xQ—Rhhh yeQicin f(.,y) €
LP1) (Q) olacak bicimde bir &lgiilebilir fonksiyon olsun. Bu durumda

/Qf(-,y)dy

olur (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

< / 1 Gl dy
p(.) Q

Teorem 3.3.10. Q bolgesivep (.),q(.) € P(Q) verilsin. Budurumda LI () —
LPO) (Q), her f € L) (Q) icin Hf”p(') <K ”qu(.) olacak bi¢gimde bir K > 1 var ol-
masi i¢in gerek ve yeter kosul:

i) h.h.h. z € Qigin p (z) < g (x)

ve

i) D={zeQ:px)<q(x)},

= ﬁ + r(lx) olmak iizere,

/ A "@dr < 00
D

olacak bigimde A > 1 vardir (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

_1
p(z)

Sonug 3.3.11. Q ve p(.),q(.) € P(Q) verilsin. ‘Q\Qgg)’ < oo olsun. Bu
durumda L) (Q) — LP0) (Q) olmasi icin gerek ve yeter kosul h.h.h. p(z) < ¢ ()

olmasidir. Ayrica bu durumda

11,0y < (14 [N [1£1,,

ozelligi saglanir.

Simdi de uygulamada faydali bir gomiilmeyi de verelim. 1 <p < ¢ < 00

DOQ) + LO(Q) = {f=g+h:g€ L") (Q),he L0 (Q)}
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olarak tanimlanan bu uzay

1Al o @yezsoe = 0, {19l + 1l oo }

normuyla bir Banach uzayi olur (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.12. 2 ve p(.) € P(Q2) verilsin. Bu durumda

1229 (Q) — LP+ (Q) 4+ LP~ (Q)

ve
1ot @y ro- @) < 211 o0y @)
esitsizligi saglanir (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

{fi} € LU (Q) ve baz1 8 > 0 igin, k — oo iken p (B (f — fi)) — 0 oluyorsa,
buna modular yakinsaklik denir. Her 5 > 0 i¢in, k& — oo iken p (B (f — fx)) — 0
oluyorsa bu yakinsaklik norm yakinsakliga denk olur. Buradan da anlagildigi gibi
norm yakinsakligi modular yakinsakligi gerektirir. Norm yakinsakliginin modular
yakinsakligina denk olmast igin gerek ve yeter kogul p_ = oo ya da p; (Q\Qs) < 00
olmasidir.

Simdi monoton yakinsaklik teoremi olarak bilinen teoremi ifade edelim.

Teorem 3.3.13. Q bolgesi ve p(.) € P(Q) olarak almsim. {fy} C LPU) (Q)
negatif olmayan fonksiyonlarin bir dizisi olsun ve h.h.h. f; dizisi noktasal olarak bir
[ fonksiyonuna artarak yakinsasmn. Bu durumda || fi[[, ) — [ f[l,, olur (Cruz-Uribe

ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.14. Q ve p(.) € P(Q) ve {fi} C LPV) (Q) dizisi h.h.h. noktasal

olarak bir f fonksiyonuna yakinsasin. Eger

limkiggo [ fillpy < o0
ise, bu durumda f € L) (Q) ve
71y < lim ind [[ful,
olur (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).
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Teorem 3.3.15. (2 bolgesi ve p(.) € P(Q) verilsin. p; < oo olsun. Eger
{fr} dizisi h.h.h.noktasal olarak f, — f ve h.h.h. |fx (2)| < g (z) olacak bigimde
g(z) € LPV)(Q) varsa bu durumda f € LP0) (Q) ve k — oo iken || fx — fllpy = 0
olur (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.16. § bolgesi ve p(.) € P(Q) verilsin. {f,} ¢ LP0)(Q) dizisi f
fonksiyonuna normda yakinsiyorsa, bu durumda f fonksiyonuna o6l¢iimde de yakin-

sar. (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.17. Q ve p(.) € P (Q) verilsin. Bu halde LP") (Q) uzay1 bir Banach
uzayidir (Kovacik ve Rékosnik 1991).

Teorem 3.3.18.  acik kiimesi ve sirh p(.) € P () verilsin. Bu durumda
C° () uzay1 LPV) () uzayinda yogun olur (Kovacik ve Rékosnik 1991).

Teorem 3.3.19. Q ve p(.) € P () verilsin. LP) () uzay1 ayrilabilir olmas
i¢in gerek ve yeter kosul, p. < oo olmasidir (Kovacik ve Rakosnik 1991), (Diening
ve ark. 2011).

Olciilebilir bir ¢ fonksiyonu verildiginde LP() () tizerinde @, fonksiyoneli
8, (1) = [ §(@)g(a)da
Q

seklinde tanimlansin. ®, fonksiyonelinin LP0) () uzayinda bir siirekli lineer fonksiy-

onel olmasi icin gerek ve yeter kosul g € LP') (Q) olmasidur.

Teorem 3.3.20. Q bolgesi ve p(.) € P (Q2) verilsin. Bu halde asagidaki iki
durum birbirine denk olur.
i) py < oo dir.

ve

ii) g — ®, doniigiimii bir izomorfizimdir. Yani g € L¥() (Q) icin ®, fonksiyoneli
stirekli ve lineerdir. Tersine, verilmig siirekli lineer ¢ € (Lp(') (Q)), fonksiyoneli i¢in
® = &, olacak bicimde bir tek g € L) (Q) vardir (Kovacik ve Rékosnik 1991),
(Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).
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Sonug 3.3.21. Q ve p(.) € P () verilsin. LP0) (Q) yansimal olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul 1 < p_ < p, < oo olmasidir.

Lebesgue tiirev teoreminin degisken iislii uzayda da saglanip saglanmadigina bak-
madan once klasik durumu hatirlatalim.
Klasik durumda f € Li,. (R") ise bu durumda h.h.h. x € R" igin,
1

o o )f(y)dny(w)

olur. Boyle noktalara f fonksiyonunun Lebesgue noktalari denir. Bu limit merkezi
x olan kiipler i¢in de saglanir. f € Llo((,) (R™) ise bu durumda f lokal olarak inte-

grallenebilir olacagindan buradan Lebesgue tiirev teoremi boyle f fonksiyonu icin

de saglanir.

Bununla birlikte, f € L{  (R") vel < p < oo ise h.h.h. z € R” igin

loc

1
lim ———— — Pdy =0
(5] o 170 @

seklinde daha giiclii bir sonug¢ saglanir.

Bunun benzeri, degisken iislii Lebesgue uzaylarinda da dogrudur.

Teorem 3.3.22. p(.) € P(R"), |(R")_| = 0 olacak bigimde ve f € L} )(R”)

olsun. Bu durumda h.h.h. z € R" i¢in

loc

i Lt _ ) g,
i ) o [0 =T @) dy =0

olacak bigimde bir a > 0 vardir (Harjulehto ve Hasts 2004).

py < o0 ise bu durumda o = 1 alinabilir.
3.3.1. Musielak-Orlicz Uzaylar ve Modular Uzaylar
Degisken iislii Lebesgue uzaylari; klasik ve agirlikli Lebesgue uzaylar1 ve Orlicz

uzaylarini da 6zel durumlar olarak igeren daha genis fonksiyon uzaylarimin belirli

ornekleridir. € verilmis bir kiime, ® : Q x R™ — [0, 00| ; her bir x € Q igin, ® (z,.)
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fonksiyonu azalmayan, siirekli, sonlu oldugu kiimede konveks olacak gekilde alinsin.
¢ (2,0)=0,¢t>0ise (z,t) >0 vet — oo iken @ (z,t) — oo oldugu varsayilsin.

Bunun yaninda her bir ¢ > 0 i¢in @ (., t) bir 6lgiilebilir fonksiyon oldugu varsayilsin.

L*0) (Q) Musielak-Orlicz uzay1, bazi A > 0 icin

iy (1) = [ ®@lf (@) /A do <+ (33.1)

kogulunu sagliyan tiim f fonksiyonlarin kiimesi olarak tanimlanir

L*0) (Q) uzayr

1£1l ot ) = inf = {)\ >0: /ch(x, If ()| /N dw < 1}

normuyla bir Banach fonksiyon uzayi olur. Bu norma Luxemburg normu denir.
¥ tamamlayici fonksiyon olarak bilinen ve kendisi de bir Musielak-Orlicz uzayini

iireten fonksiyonu da tanimlamak miimkiindiir.

Musielak-Orlicz uzaylarinin kendileri, modular uzaylar olarak bilinen soyut Ba-
nach uzaylarinin bir 6zel durumudur.

Bir reel vektor uzay: olan bir X kiimesi verilsin. Bir konveks modular, p : X —
[0, 00,

)px)=0<=2=0

ii) her x € X igin p(—x) = p(x)

iii) p konvekstir.

iv) A — p(Ax) doniigiimii sol siireklidir.
kogullarinmi saglayan bir fonksiyondur.

X, baz1 A > 0 i¢in, p (%) < o0 kogulunu saglayan tiim x € X kiimesi olarak

alirsak, bu

lell, = inf = {A >0:p (%) < 1}

normuyla bir normlu vektor uzay1 olur.

(3.3.1) ile tanmimlanan pg fonksiyonu bu mantiga gore bir konveks modulardir ve

L*®) bir modular uzaydir. Ozel halde p(.) € P () ise bu durumda p,,, bir kon-
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veks modular olur. Klasik Banach fonksiyon uzaylarimin bir kismi Musielak-Orlicz
uzaylar veya modular uzaylar olarak da goriilebilir. 1 < p < oo, ¢ (x,t) = P
alinirsa. LP () klasik Lebesgue uzay: elde edilir. w bir pozitif, lokal olarak inte-
grallenebilen fonksiyon olmak tizere, ® (z,t) = tPw (z) alimrsa LP (Q,w) agirhklh
Lebesgue uzay elde edilir. @ (x,t) = ® (¢) icin Orlicz uzaylan elde edilir. Ornegin
P (t) = tPIn (e +t)" almrsa, bu durumda L®, LP (In L) Zygmund uzay1 elde edilir
(Bennett ve Sharpley 1988), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Modularin tanimidaki (i) kosulu yerine

ia) p(0) =0
ib) tiim A > 0 i¢in p (Az) = 0 ise bu durumda x = 0 dir,
kosullar1 birakarak modularin tanimini zayiflatabiliriz.

Bu durumda boyle p fonksiyona semi-modular denir. Modular uzaylar teorisi
hemen bu ortama genigletilebilir. Ornegin, ® (z,t) = 00X (1,00) () almirsa bu du-
rumda (3.3.1) bir semi-modular tanimlar ve L> (2) elde edilir. Bu yaklagim degisken
iislii Lebesgue uzaylarinin ¢ok zarif bir tanimini elde etmek icin genisletilebilir.

p(.) € P(Q) verilsin, t*° = 00Xy ) (t) uylagmyla

P () = / 1 @) de

olarak tanmimlansin. Bu durumda p,, ) bir semi-modulardir. Ancak bu semi-modular

Pp() ye denk degildir. Buna ragmen |. || x, ormu [-[[,,() normuna denk olur.

Tiim degigken iislii Lebesgue uzaylari teorisi bu perspektiften gelistirilebilir (Cruz-
Uribe ve Fiorenza 2013).
3.3.2. Banach Fonksiyon Uzaylari

Degisken iislii Lebesgue uzaylarina bir bagka soyut yaklagim, Banach fonksiyon
uzaylaridir. 2 C R" ve tiim Lebesgue 6lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi M ile gos-
terilsin. Bir ||.||x : M — [0, 00| doniigiimii verilsin. (X, ||.||y) cifti tim f,g € M
icin

DA = Al ve [[fllx =0 f =0,

IS +gllx < fllx +llgllx
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iii) her a € R igin |laf||x = |a| || fllx,

iv) X, ||.||x normuna gore bir tam normlu vektdr uzayidir,
v) h.h.h. |f] < g ise bu durumda || f| < ||g]|y dir,

vi) {f.} € M; h.h.h. |f,|, |f| ye artacak bigimde bir dizi ise, bu durumda

I fallx s I fllx normuna artar,
vii) E C 2 olciilebilir bir kiime ve |E| < oo ise bu durumda ||y ||y < oo olur,

viil) [E| < oo ise [, |f (z)|dz < Cg ||f|ly dir. (Cg; X, E bagh fakat f ye bagh
degildir),

kosullarimi saglarsa bu durumda

X={feM:|flx < oo}

kiimesine bir Banach fonksiyon uzayidir denir (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Bu durumda ||. ||, ) bir Banach fonksiyon uzay1 olur. Bu durum ilk énce Edmunds

ve ark. (1999) tarafindan goriildii.

3.3.3. Hardy-Littlewood Maksimal Operatorii

Tanim 3.3.3.1. Bir f € L. (R") fonksiyonu verildiginde f fonksiyonunun

loc

Hardy-Littlewood maksimal operatorii, herhangi = € R” icin,

zeQ

M (x) = supﬁ / )l dy
Q

olarak tanimlanir. Burada supremum kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel olan
ve x igeren tiim () C R"™ kiipleri iizerinde alinmaktadir. Maksimal operatoriin bir-
birine denk ve siklikla bir biri yerine kullanilan bir ka¢ degisik varyasyonu vardir.
Ornegin supremum merkezi 2 olan kiipler iizerinde alinabilir. Buna merkezil maksi-
mal operatorii denir ve M€ ile gosterilir. Bagka bir durum, supremum z igeren tiim
tiim yuvarlar tizerinde alinabilir veya supremum merkezi x olan yuvarlar iizerinde

alinabilir (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).
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p nin sabit olmasi durumunda maksimal operatoriiniin sinirliligi asagidaki teo-

remde verilmistir

Teorem 3.3.3.2. f € LP(R"), 1 <p < oo ve her ¢t > 0 igin,

o e B MF () > 1)) < O R

olur.

Ayrica 1 < p < oo ise bu durumda

IM fllogny < Coll 1l 1o eny

ozelligi saglanir.

Degisken {islii durum icin agagidaki teorem sozkonusu olur.

Teorem 3.3.3.3. Bir  kiimesi ve p(.) € P (Q) verilsin. Eger -~ € LH (Q) ise

p()
bu durumda

HtX{:c:Mf(x)>t}HLp(A)(Q) < Ol f ey

olur. Ek olarak p_ > 1 ise, bu halde

IM fll o) < C Ul oo o)

esitsizligi saglanir (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).
Teorem 3.3.3.4. p(.) € P(R") verilsin. p_ = 1 ise, bu durumda maksimal
operatorii, LP() (R") uzayinda siirh olmaz (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve

Fiorenza 2013).

Modular egitsizlik durumlarima geldigimizde; p, < oo igin,

/ @ dy < C |f( )P da (3.3.2)
{z:M f(z)>t}

Mf (@@ de < C [ |f (@) de (3.3.3)

R” R
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seklindeki modular esitsizliklerin degisken {islii Lebesgue uzaylarinda saglanmaya-

cagini ifade eden teorem agagidaki gibidir.

Teorem 3.3.3.5. p(.) € P(R"), py < oo olsun. Bu durumda (3.3.2) ve (3.3.3)
modular egitsizliklerin saglanmasi igin gerek ve yeter kogul h.h.h. p(x) = py ola-
cak bigimde bir py sabitinin var olmasidir (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve

Fiorenza 2013).

Simdi de maksimal operatoriiniin LP() (R™) uzayinda smrhhgi icin bir gerek ve
yeter kogulunu verelim. Verilmig bir p(.) igin kontrol edilmesi kolay olmayan ama
teorik sonuclar itibariyle 6énemli olan bu teorem igin 6nce bazi tamimlar1 vermek

yerinde olur.

Tanim 3.3.3.6. © = {@} ikiger ikiger ayrik kiiplerin bir koleksiyonu olsun. f

verilmis lokal olarak integrallenebilen bir fonksiyon i¢in, Ag operatoriinii

1
A = Ao, = — d ,
of () Ej o, f (2) Ej 0, /Q jf (v) dyxq, ()
seklinde tanimlansin.

Tanim 3.3.3.7. Bir p(.) € P (R") verilsin. Verilmis herhangi © ayrik kiiplerin
kiimesi ve herhangi f € LP() (R") fonksiyonu igin [Aefll,) < Callfll,) olacak
bigimde bir C'4 sabiti varsa bu durumda p (.) € A olur.

Teorem 3.3.3.8. p(.) € P(R"),1 < p_ < p; < oo olsun. Bu durumda
maksimal operatoriiniin LP() (R™) uzayinda smirl olmasi igin gerek ve yeter kogul

p(.) € A olmasidir (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

L*) uzayinda birime yaklagmaya yakindan bakalim.
Teorem 3.3.3.9. p(.) € P(Q) ve p; < oo ise bu durumda basit fonksiyonlar
LP0) (Q) uzaymda yogun olur (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.3.10. p(.) € P () ve py < oo ise bu durumda C§° (Q2) uzay:
LP0) (Q) uzayinda yogun olur (Kovacik ve Rakosnik 1991).
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Tanim 3.3.3.11. Bir ¢ > 0 ve ¢ € L' (R") fonksiyonu radyal olarak azalan ve

radyal olarak simetrik ise o zaman ¢ fonksiyonu ¢an sekillidir denir.

®(z) = sup [o(y)|
y#B(0,Ja))

fonksiyonuna ¢ nin en kiigiik ¢an bi¢imli majorant1 adi verilir.
¢ (z) = L ¢ (%) olarak tammlamstik.

Teorem 3.3.3.12. p(.) € A veya p(.) € LH (R") ve ¢ € L' (R") olsun. ¢
nin en kiigiik ¢an bigimli majoranti olan & (z) fonksiyonunun integrallenebildigini

varsayalim. Bu durumda her f € L) (R") icin

1f Gber(.) <cl®[, ||f||p(.)

olur. Ustelik her f € LL _(R") igin,

loc

[f o] <2] @, Mf

olur (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2007), (Diening ve ark. 2011).

Teorem 3.3.3.13. p(.) € A ve ¢ € L' (R") olsun. ¢ fonksiyonunun en kiigiik
can bicimli majoranti olan ® (z) fonksiyonunun integrallenebildigini ve [, ¢ () dz =
1 kabul edelim. Bu durumda f € LP0) (R") icin h.h.h., € — 0 igin, f * ¢, — f olur.
Bunun yaninda p,; < oo ise, bu durumda LPU) (R") uzaymda f * ¢, — f olur

(Cruz-Uribe ve Fiorenza 2007).
3.4. Degisken Uslii Sobolev Uzaylar:

Caligmalarimizda kisalik i¢in, cogu zaman, degisken {islii Sobolev uzay1 fonksiy-

onlar1 yerine, Sobolev fonksiyonlar: deyimi kullanilacaktur.

Tamim 3.4.1. m € Ny, Q C R" agik kiimesi ve p(.) € P (Q) verilsin. |a] < m
icin 0%u zayif kismi tiirevleri var LP() (Q) uzayma ait ise u € LPO)Q fonksiyonu

WPl () uzayma ait olur. W™P0) (Q) uzayinda bir semi-modular

Pwm.p()(Q) (u) = Z Pp(),0 (aau)

0<]al<m
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seklinde olur. Buradan norm

. u
lellyomsio ey = if {2 > 05 prwsoey (5) <1}

seklinde tammlanmir. m € N igin W™?0) (Q) uzaymna degisken iislii Sobolev uzay1
denir. Yukaridaki tammda WoP0) (Q) = LP() (Q) olacag aciktir.
Belli © kitmesinde||ul|yymap) () yerine [[ull,, ) ve pwmsoq) (u) yerine p,, .y (u)

kisatilmas: kullamlabilir.

WPl (Q) uzayinda, sirasiyla

me»(m(W’WI) ve vakumLP(-)(Q)
k=0 k=0

birer semi-modular ve birer norm olurlar. Bunlar sirasiyla degigken iislii Sobolev

semi-modularina ve degigken {islii Sobolev normuna denk olur. H ’Vku‘ H LrO@ yerine

)

kisaca HV’“uHLp(')(Q yazilabilir.

)
Bir O ailesinin 6l¢iilebilir U C R™ kiimeleri, N € N icin, R"™ uzaymin hemen

hemen her yerinde

ZXUSN

UecO

oluyorsa bu aileye lokal N — sonlu denir.

Teorem 3.4.2. Q nin bir ()
her u € Wme() () icin

en s 1 — sonlu parcalamigi verilsin. Bu durumda

o0
HuHWm«,P(»)(Q) < Z Hu”Wm,p(J(Qi)
i=1

olur (Diening ve ark. 2011).

Teorem 3.4.3. p(.) € P () verilsin. Bu durumda W™P0) () uzay1 bir Banach
uzayidir. p(.) smurh ise ayrilabilir ve 1 < p_ < p, < oo ise yansimal ve diizgiin

konveks olur (Diening ve ark. 2011).

ur — u oldugunda % > p_; ur, — u oluyorsa bir normlu X uzayma, Banach-Saks

ozelligine sahiptir denir.
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Teorem 3.4.4. p(.) € P(2) ve 1 < p_ <p; < oo olarak verilsin. Bu durumda
WPl (Q) degisken iislii Sobolev uzay1 Banach-Saks ozelligine sahip olur (Diening
ve ark. 2011).

Teorem 3.4.5. p(.) € P(Q) verilsin. u,v € W0 (Q) ise bu durumda

max{u, v} ve min{u, v}, W0 (Q) uzaymda olurlar.

Vu(xz), h.hh. z € {u > v} igin

V max (u,v) (z) =
Vo (z), hhh. z € {v > u} iin

ve

Vu(z), hhh z € {u<v} icin

V min (u,v) (z) =
Vo (z), hhh. z € {v <u} icin

biciminde olur. Ozel olarak; |u|, W*() (Q) uzaymna ait olur ve € bolgesinin hemen

hemen her yerinde |V |u|| = |Vu| olur (Diening ve ark. 2011).

Tanmim 3.4.6. p(.) € P () verilsin. Smir degerleri sifir olan degisken {islii
Sobolev uzayr Wi (Q), Wm0 (€) uzaymn kompakt destege sahip fonksiyonlar
kiimesinin kapamsidir. Daha acik olarak W™P() (Q) uzaymnda

{ue WmPL) (Q) : bir kompakt K C Q icin u = uxg
kiimesinin kapanigidir.
C° () uzaymm WP (Q) uzaymndaki kapamst Hy'” © (Q) ile gosterilecektir.
Teorem 3.4.7. p(.) € P () verilsin. Bu halde W.""") (Q) uzay1 bir Banach

uzayidir. p(.) smrh ise Wy ¢ (Q) uzay1 ayrilabilir olur ve 1 < p_ < py < o0 ise

yansimali ve diizgiin konveks olur (Diening ve ark. 2011).

Teorem 3.4.8. p(.) € P () ve u € W™ (Q) olsun. Bu durumda u, R™\ {2
ya sifir olarak genisletildiginde, W0 (R") uzayma ait olur (Diening ve ark. 2011).
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3.4.1. Poincare Esitsizligi
Teorem 3.4.1.1. p(.) € LH () verilsin. Bu durumda

i) Her u € Wo*" (Q) uzay igin
[ull Lo @y < ediam () [|Vul| 1) (g

esitsizligi saglamir. Bu esitsizlikteki ¢ sabiti; n boyutuna, p(.) log-Holder iisiine

baghdir.

ii) Q bir siirh bir a—John bolgesi ise bu halde u € W) (Q) i¢in

lu — <U’>Q”L:D(~)(Q) < cdiam (£2) HVUHLPU(Q)

esitsizligi saglanir (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013). ¢ sabiti; n
boyutuna, «, p(.) log-Holder iissiine baghdir. a—John bolgesi tanimi i¢in (Diening

ve ark. 2011) bakilabilir.

3.4.2. Degisken Uslii Sobolev Uzaylarinda Regiiler Fonksiyonlarin
Yogunlugu

Daha 6nce aragtirmacilar tarafindan yogunluk ile ilgili yapilan galigmalar1 (Di-
ening ve ark. 2011) kitabindan yararlanilarak ispatlariyla birlikte verecegiz. Bu is-
patlarin yazilmasinin bir amaci da klasik yontemlerin yetersizliginden kaynaklanan

sorunun nasil agildiginin acik¢a goriilmesi icindir.

3.4.2.1. Yogunlukta Temel Sonuclar

Lemma 3.4.2.1.1. p(.) € P () smurh ise, bu durumda siirh Sobolev fonksiy-
onlar1 W20 (Q) uzaymda yogun olur (Diening ve ark. 2011).

Ispat: u € W0 (Q) olsun. u,, € W0 (Q) kesimini m > 0 i¢in

U, () = max {min{u (x),m},—m}

olarak tanimlansin.
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/ g[P® dz < oo
Q

{m €Q:lg (2" > mH — Oeldeedilir. |u(x)] > 1ise

bu durumda |u (z)| < |u (2)]"™ olur. Boylece tiim m > 1igin {z € Q: |u(z)| > m} C

integrali i¢in, m — oo iken,

{x eQ: |u(x)Y > m} olur. Buradan m — oo igin

P1p() (U= Um) < / (Iulp(x) - IVulp(x)> dr — 0
{zefu(z)|=m}

olur. p (.) smurh oldugundan |[u — wn | y1s0)(q) — 0 olur.
Teorem 3.4.2.1.2. p(.) € P(R") sinrh ise bu durumda kompakt destegi R"
de olan Sobolev fonksiyonlari, W™P() (R") uzayinda yogun olur (Diening ve ark.

2011).

Ispat ¢ > 1 olmak iizere, B, = B (0,t) gostersin. 1, € C$° (R") kesim fonksiy-
onu B, de ¢, = 1, R"\B,;1 de ¢, = 0,0 < ¢, < 1ve [V, | <c, k=0,1,...,m

olsun. W™?L) (R™) de, r — oo icin, utp, — u oldugunu gosterelim.

Oncelikle

[t — UHWm,p(-)(Rn) < ||u||Wm»P(-)(R”\BT+1) + [Jup, — u“WmvP(-)(BTH\BT)
olarak yazilabilir.

Integralin mutlak siirekliliginden » — oo igin

pW'nL,P(-)(Rn\BT+1) (u) - 0

olur. p, < oo oldugundan r — oo i¢in ||u||Wm,p(A)(Rn\B y— Oolur. k=0,1,...m

r+1

icin, yukaridaki esitsizlikteki ikinci terimin iistesinden gelmek icin,

k

k
Viu— V*(u,)] < (1= ,) [ul + > [V, [Vl <) |Viy|

j=1 7=0
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durumu var olur. Bu, integralin mutlak siirekliligi, p, < oo; r — 00 i¢in,

Pwmp() (B, y1\Br) (u) < CPym.p() (Rn\B,) (u) =0

verir. p; < oo oldugundan, r — oo i¢in [[uth, — ullymsc (s, ,\ 5, — 0 Gikar.

Sonug 3.4.2.1.3. p(.) € P (R") siurh ise, bu durumda Wén’p(') (R™) = Wmr() (R")
olur (Diening ve ark. 2011).

Sonug 3.4.2.1.4. p(.) € P(R") siurh ise bu durumda kompakt destegi R™ de
olan siirhi Sobolev fonksiyonlar1 W'?() (R") uzayinda yogun olur (Diening ve ark.

2011).

Simdi de p(.) smirsiz oldugunda kompakt destekli fonksiyonlarm W10 (R™)

uzayinda yogun olmadig ile ilgili 6rnege bakalim.

Ornek 3.4.2.1.5. p(z) = max {|z|,1} ve her 2 € R igin u (z) = L olsun. Bu

2
e’} [e’¢) 1 z
/ |U(x)|p(x)dx:2/ (5) dr+1 < oo
—00 1

oldugu icin u € W' (R) olur. g, kompakt destegi (—a,a) araliginda olan bir

durumda

fonksiyon olsun. 0 < A < % i¢in,

u—g >/ 1\"
(50 (&) e

olur. Buradan [ju — g|| o0y @) = 1 cikar. Yani yogunluk elde edilmez (Cruz-Uribe ve

Fiorenza 2007), (Diening ve ark. 2011).

Simdi de konvoliisyonun sinirhiligina dayanarak diizgiin (smooth) fonksiyonlarin

yogunlugunun ispatlarini kisaca verelim.

Teorem 3.4.2.1.6. p(.) € P sinirh bir iis olsun. p(.) € A veya p(.) € LH ise
bu durumda Cg° (R™) uzayr W™() (R™) uzayinda yogun olur (Samko 200), (Diening
ve ark. 2011).
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Ispat u € W™P0) (R") ve keyfi ¢ > 0 alalm. Teorem 3.4.2.1.2. den u nun
R" de kompakt destege sahip oldugunu varsayabiliriz. ¢, standart mollifier olsun.

Boylece u x ¢, € Cg° (R") elemani ve k = 1,2,...,m i¢in

V¥ (ux¢,) — Viu = (VFu) * ¢, — V*u

olur.
Teorem 3.3.3.13. ten € — 0 igin [lux* ¢, — ull oy gny — 0 elde edilir; k =

1,2,...,m igin, € — 0 iken

Hv’“ (uxo,)— VkuHLp(‘)(Rn) = ||Vku * ¢, — Vku”Lp(A)(Rn) —0
olarak yazilabilir.

Buradan "iyi” bolgeler i¢in de diizgiin fonksiyonlarin yogunlugu elde edilebilir.
Lipschitz sinirh bolgeler genisleme bolgeleridir.

Teorem 3.4.2.1.7. 2 bir genigleme bolgesi olsun. p(.) € LHve 1 <p_<p, <
oo kogulunu saglasin. Bu durumda C'*° (ﬁ) uzayr W0 (Q) uzayinda yogun olur

(Diening ve ark. 2011).

Ispat Teorem 3.3.2. den p(.) fonksiyonunu tiim R"™ ye genigletelim. wu €
Wmrl) (Q) olarak alalim. € bir genisleme bolgesi oldugundan 1@l ymntr gy <
cllullyymac ) kosulunu saglayan u € WL (R™) vardir. Teorem 3.4.2.1.6. dan
dolayr W0 (R") uzaymmda %, — u kosulunu saglayan u, € Cg° (R") vardr.

Ue = U alalm. Bu durumda

Ju — ue”wmm(-)(ﬂ) < lu— aEHWmaP(J(R") — 0

olur. Boylece u. € C'*™ (ﬁ) olmas1 gereken yaklasan fonksiyonlar olur.
Keyfi agik kiimeler icin de diizgiin fonksiyonlarin yogunlugu gosterilebilir.

Teorem 3.4.2.1.8. p(.) € P () smurh bir iis olsun. p(.) € A veyap(.) € LH
ise bu durumda C> (R™) N W™P0) (Q), WmP() (Q) uzayinda yogun olur (Diening ve
ark. 2011).
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Ispat u € W™P0) (Q) olsun. € >0, Qg =0 ve k = 1,2, ... belirli 2y € Q icin

1
Q= {a: € Q : dist (z,00) > E} N B (xo, k)

olarak tanmimlansin.

k=1,2,... icin

U = Q1\ Q1

olarak yazalim.
(&), (Uy) ortiistine kargihik gelen bir birimin parcalamsi olsun. Yani &, €
C§° (Uy) ve her bir z € Qigin "7, &, (z) = 1 seklindedir.

¢ bir standart mollifier ve her £ icin

spt ((§u) * ¢5,) C Uy

olacak bicimde d; vardir. Teorem 3.3.3.13., gerektiginde daha kiigiik 0 secilerek,

H(gku) - (51@”) * <Z>5k HWm,p(,)(Q) < 2"

elde edilir.

o0

Ue = Z (Epu) * %k

k=1
olarak tanimlayalim. Her bir z € ) noktas1 yukaridaki toplamda sadece sonlu sayida
terimleri sifirdan farkli olacak sekilde bir komsguluga sahiptir. Boylece u. € C* ()
olur. Ustelik,

00
||U - UEHW"%P(J(Q) S Z Hgku - (57{:“) * ¢6kHW7n,p(.)(Q) S €
k=1

oldugundan bu bir yaklagma dizisi olur.

Baska bir sonug da soyledir. Reel sayilarin agik araliklarinda sinirh tistin degisimine
kosul birakmaksizin diizgiin fonksiyonlarin yogun oldugu Harjulehto ve Hésto (2003)

tarafindan gosterilmigtir.
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3.4.2.2. Siirekli Uslerle Yogunluk

Zhikov, log-Holder siirekligin diizgiin fonksiyonlarin yogunlugu icin bir gerekli
siireklilik modiilii olmadigini, gergekte daha zayif bir modiil yeterli olacagini gosterdi.

Yogunluk icin en uygun siireklilik modiilii bilinmemektedir.

Lemma 3.4.2.2.1. p(.) € P (Q) smirh bir iis olsun. WH* (Q) uzay1r W0 (Q)

uzayinda yogun ise, bu durumda diizgiin Sobolev fonksiyonlar1 da yogun olur.

Ispat Varsayimdan, her bir Lipschitz fonksiyonunun diizgiin fonksiyonlarla yak-
lagilabilecegini gostermek yeterlidir. « € WP (Q) bir K —Lipschitz fonksiyonu
olsun. Lemma 3.4.2.1.1. ve sonug 3.4.2.1.4. belirtildigi gibi, u smnirhdir ve R"
de smirli destege sahiptir. McShane genislemesinden, u yu R™ ye bir sinirh K —
Lipschitz fonksiyonu olarak genigletebiliriz ve uygun bir kesim (cut off) fonksiy-
onunu kullanilarak, spt v da bir olan, genislemenin R" de bir kompakt destege sahip
oldugunu varsayabiliriz. Simdi u., © nun bir standart molifikasyonu olsun. Acgikca
h.h.h ue — uve Vu, — Vuolur. u, € L™ (Q); |Vu,|, K ile simirh ve bir sinirh kiime
diginda sifir olan tiim fonksiyonlar v nun destegi tarafindan belirlenir oldugundan

iddia baskin yakinsaklik teoreminden cikar.

Teorem 3.4.2.2.2. p(.) € P(R"),1<p_ <p; < o0 igin,

/ Yt = oo
0

kosulunu sagliyan bir w siireklilik modiiliine sahip olsun. Bu durumda diizgiin kom-
pakt destekli fonksiyonlar W) (R™) Sobolev uzayinda yogun olurlar (Zhikov 2004),
(Diening ve ark. 2011).

N

Ispata gecmeden once teoremdeki kosulu kisaca inceleyelim.

p(.) nin log-Holder siirekli oldugunu varsayalim. Bu durumda w (t) = y

alabiliriz. Onceki teoremdeki integral

1 1 1
2 _qym, 2 —l+—= 2
/ TR (t)dt:/ ¢ l“<e+%)dt2/ tle™¢dt = o0
0 0 0

olur. Boylece kosul saglamir. Ustelik, daha zayif siireklilik modiilii de saglanir.

Ornegin
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lim w (t) (7). =c

t—0 Inln (1,1)
olan w sartin saglamasi icin gerek ve yeter kosul 0 < ¢ < 2= olmasidir.

Simdi ispata gecelim.

Ispat Teorem 3.4.2.1.2. den kompakt destekli Sobolev fonksiyonlarm yogun
oldugunu biliyoruz. Boylece destegi B (0, R) yuvarinda olan v € W1P() (R") fonksiy-
onlarimi incelemek yeterlidir. Buradan w € W'~ (R") olur ve miiteakip hesapla-
malar saglanir. f = |u| + |Vu| olarak tamimlansin. Genelilikten fazla bir sey kay-
betmeden [|f|, ), < 207"/ (2+2[B (0, R)|) oldugunu varsayabiliriz. (Bolme ile
uygun sabit olur).

Maksimal fonksiyonun seviye kiimelerini ifade edilim: A > 0 igin,

EMNMf)={xzeR": Mf(z)> A}

olarak tammmlamr. Fy = R™\ E (A, M f) ile gosterelim. (Evans ve Gariepy 1992)
den u, F\ da cA—Lipschitz olur (Burada ¢ sabiti sadece boyuta bagh olur). Mec-
Shane geniglemesinden F kiimesinde w ile uyusan, R" iizerinde bir c\—Lipschitz u,

fonksiyonu elde edilir. F)\ de h.h.h. Vu = Vu, olur ve boylece

/ Vu — Vu, P9 de = / IVu — Vuy [P da
n B(\MF)

< c/ V™ dx—i—c/ AP@) g
E(\MFf) E(\Mf)

|Vu| € LP@ (R™) ve |E (A, Mf)| — 0 oldugundan, A\ — oo igin ilk integral sifira

gider. Geriye ikinci terimi kontrol etmek kaldi. Bunu

O\) = / A dg — 0 (3.4.1)
E(\i,Mf)

olacak bigimde sonsuza giden bir ()\;) dizisinin var olduguyla yapilacaktir. Onceki
esitsizlik LP@) (R™) uzaymda Vuy, — Vu olmay1 gerektirir. p(.) diizgiin siirekli ve
B (0,2R) diginda fonksiyonlar sifir oldugundan, B (0,2R) de Paincare esitsizligi (Di-
ening ve ark. 2011, Teorem 8.2.18.) LP@) (R™) uzaymda u,, — u olmay1 gerektirir.

Boylece uy, bir Lipschitz yaklasma dizisi olur. Iddia Lemma 3.4.2.2.1. den ¢ikar.
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/2006()\)60\:00 ve /QOOG(A)@(/\)d/\<oo

olacak bigimde negatif olmayan bir siirekli # fonksiyonun var oldugunu gosterilecek-
tir. Liminf) O (A) > 0 ise, bu durumda © (A) > ¢ > 0 olur. Boylece bu miimkiin
degildir. Buradan liminf, ,,© (\) = 0 olur. Boylece (3.4.1) saglayan uygun (\;)
dizisinin varligim gosterir.

Temel 6rtme teoreminden r; < 15, B; (2, 7;) yuvarlari vardir ve {5B;}, E (A, M f)

ortecek seklindedir. Her bir 7 i¢in

/ fdz > A|Bi|
B;

olur. B;, bir kism1 f < % de diger kismi da F (%, f ) icinde olacak bi¢imde ayirabiliriz.
Boylece

/\\Bi\</ fdz+ 2 |B|
BmE(g,f)

ifadesi bulunur. Dikkat edilirse su anda f nin seviye kiimelerini kullaniyoruz, M f

nin degil. Bundan

A 1
5 =
27 |Bi B:NE(3,f)

fdx

sonucuna variriz. Bu kestrimi p_ icin Holder esitsizligiyle birlestirilirse

1

< [, o) <o
Z < f~dx | < |B;| 7- 207" 3.4.2
5 Bl | Bil (3.4.2)

sonucuna varihr. Tkinci esitsizlikte ||f]l, < 2(1+ [B(0, R)|) £,y < 207" kul-

lanildi. p; = pysp, olarak tanimlansin. A > 1 igin

<Z/ AP dx<5”ZAsz|<cZ/ . Apz—l f(z)dx

BQE

elde edilir. p(.), w siireklilik modiililne sahip oldugu igin z € 5B; igin A" <

eAP@+e6ri) glde edilir. Bu 6nceki kestirimde kullamldigida
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A) < ey o neer / ANP@=LE (1) da
=1

o2

durumu elde edilir. (5.2.2) den 5r; < A~ olarak hesaplanir; Bu durumda w (57;) <
w ()pr> oldugu gortiliir.

Boylece onceki kestirim

O\ < c/\w()\_%) i/ )\p(m)—lf(:L,) do

im1 Y/ BiNE(3.])
cL P@=2 £ (1) do
< Q(A)[E@,f)A flx)d

—1—w()\7p77) C e qeus .
olur. ( Burada 6(\) = A olarak tamimlandi.) Bu esitsizligi 6 (\) ile

carpip ve [2,00) araliginda A gore integrallenirse

/2009(/\ // NP2 £ (1) dazd

durumu c¢ikar. Burada da

[Tomeman < ¢ [T [ gy ) @

_ / / N2 F () X gy () dA

< [ 2 (f (2P~ ) Xy () d

olarak devam edilir. 1 < p_ < p, < oo ve f siurh destege sahip oldugundan,
yukaridaki egitsizligin sag tarafinin sonlu oldugu sonucuna varilir.

Teoremde; t = A degisken degisimi, [ #d\ = oo kogulunun

1
2 gy,
/ W =
0

varsayimina denk oldugunu gosterir. Boylece ispat1 yapan uygun bir 6 fonksiyonu

bulunmus olur.
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Bir sonraki sonugta, degisken iislii Sobolev uzaylarindaki her fonksiyona diizgiin

fonksiyonlarla yaklasilamayacagin verilecektir.
Bir dilim ile, baz1 z € R?\ B (0, 1) i¢in, {z € B(0,1) : (z, z) > |z|} seklindeki bir

kiime kast edilecektir.

Teorem 3.4.2.2.3. Q) = B(0,1) C R? ve A;, Ay, A3, A, saat yoniinde siralanmig
dort ayrik dilim ve p(.) € P (Q)

/ 2 7P dr <00 ve / 2] 77 da < oo
A1UA3 AsUAy

saglayacak sekilde alnsm.. Bu durumda diizgiin fonksiyonlar W@ (Q) uzayinda

yogun olmazlar (Diening ve ark. 2011).

Ispat (r,0) kutupsal koordinatlar: kullanilacak, A; (R) = A; N B (0, R) gostere-
cektir. ©;, {(r,0):r € (0,1),0 € ©,;} = A; seklindeki f— degerlerinin bir araligim

gosterir. u € C* (§2) olsun. Bu durumda

u(R,e):/O %(r,@)dr—ku(())

olur. Bir onceki denklemin ©; iizerinde 6 gore integrali ve ikinci adimda Young

esitsizligi kullamlarak

/|u(R,9)—u(O)|d0 < / V| dr
Q; A1(R)

< / |Vu|p($)dr+/ P @) gy
AL (R) A1(R)

durumu elde edilir. Varsaym ile |Vul["™ 7% @ e L! olur.

Boylece
tim = [ (R,6)]d6 = u (0
im — u (R, =u
R—0 04| Jo,
oldugu goriiliir. Yaylar iizerindeki ortalama w (0)’a gittiginden; ayms1 dilim iiz-

erindeki ortalama icin de saglanir, buradan

1
lim ———— lu ()| dx = u (0)
F A B Sy )
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olur.

Aym diigiince Az (R) igin de uygulanirsa, boylece

im ———— u(z)|de = lim ————
KT )] L = B TR @ i

gikar. Son iddia diizgiin fonksiyonlarla yaklagilabilen Sobolev fonksiyonlar: igin de

lu (x)| dx

saglanir.

u(r,0) = U (0) fonksiyonunu diigtinelim. Burada ¥ € C* (R), A; de 0, A3 te
1 olan 2w —periyodlu ve tiirevinin destegi A U A, icinde bulunan bir fonksiyondur.
Bu durumda |Vu| < ertx 4,04, (¢, r ye bagh degil) olur ve teoremin varsayim
|Vu| € LP® (Q) olmasim gerektirir. u fonksiyonu smirhidir, buradan W@ ()

icinde olur. Ote yandan, bu fonksiyon icin

1
0= lim — u(R,0)|do hm—/ u(R,0)do =1
tim oy L R 00 # i o | (o0

olur. Boylece yukarida teoremde verildigi gibi, u ya diizgiin fonksiyonlarla yaklagila-

maz.

Ornek 3.4.2.2.4. B(0,1) C R?vei = 1,2,3,4icin A;, B (0,1) deki kuadrantlar:
gostersin. Us; A; ve As te p; (z) > 2 ve Ay ve Ay te py (1) < 2 olarak tammlansin. Bu
durumda 6nceki teoremin varsayimlar: saglanir. Bu, yogun olmamanin ilk 6rnegidir.

Zhikov (2004) tarafindan yapilda.

3.4.2.3. Siireksiz Uslerle Yogunluk

Lemma 3.4.2.3.1. B’ = B(0,7,/6), B = B(0,1), € bir birim vektor ve p €
P (B’) siirh olsun. y

U0<t§TB (.CL' + t/e\, ht)

konisinde bulundugu zaman her = € B icin
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olacak bigimde K > 0, r € (0,1,712) ve h € (0, 1) nin var oldugunu kabul edelim. Bu
durumda u € W@ (B') i¢in, W@ ( B) uzaymnda u; — u olacak sekildr C> (B)N
W@ (B) iginde bir (u;) dizisi vardir (Edmunds ve Rakosnik1992), (Diening ve
ark. 2011).

Ispat v € C5° (B) negatif olmayan ve | 5 ¥dx = 1 kosulunu saglayacak bicimde

olsun. Integrallenebilir u : B’ — R fonksiyonu ve § € (0,r) icin

R(;u(:c):/Bu(z+5(hz+/€\))w(2)dz

olarak tanimlansin. Bu halde Rsu, B bolgesinde diizgiin olur.
Oncelikle u € LP®) (B') igin ||Rsu — ull,,y — 0 oldugunu gosterelim. p(.) smurh
oldugundan p,) (Rs;u —u) — 0 oldugunu gostermek yeterlidir. ¢ fonksiyonunun

sinirl oldugu goz oniine alinarak,

p(z)

Ppy (Rsu —u) = /B/B(u(:v—i-é(hz—i-é\))—u(:c))w(z)dz dx

c/B </B|u(x+(5(hz—i—€))—u(x)\dz)p(x)dx:: cl

IN

kestirimi yapilabilinir.

B° = B(xz +0¢,hé) ve ¢ = min{p_ps,p_p} olmak iizere. Sabit ¢ i¢in Holder
esitsizligi ve yeteri kadar kiigiik ¢ (diizgiin olarak) icin [, [u(x) —u(y)|"dy < 1

ozelligini kullanarak,

p(x)
I p—
/( BS\/ [uly 'dy) i

p(x)/q
<of (W/ |u<y>—u<o:)|qczy) iz
p(x),/q
< c/ np(x (/ lu (y) — u( |qdy) dzx
B
< o / (hoyote-ase L / Ju () — u (2) dyd
B |B| B’

olarak yazilabilinir. Varsayimla birlikte
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K S K
In(e+1/|z—1yl) zp(r) - In(e+1,/96)

q=>p-p >p(z)—
elde edilir.
Boylece 677 teriminin, 6 ve x ten bagimsiz olarak, bir sabit tarafindan smirh

olur. Yukaridaki lemmada p (.) iizerinde varsayim olmasa bile, h9 P < pa=P+ <

¢ (h) olur. Bunu kullanarak, 6nceki kestirime devam edildiginde:

/B (/B u(z + 6 (hz +€)) — u ()] dz)”(g”) "

c / ) - (@) dyde

B |B°| Jps

= C/B/B|u(x+(5(hz+€))—u(:c)|qda:dz

IA

olur.
Simdi, Edmunds-Rakosnik tarafindan yapilan ispat gibi devam edelim. € > 0

|P($)

verilsin.1+|u (x)|”*" integrallenebilir bir fonksiyon oldugundan, |V| < 7liher V C B

icin

/ 1+ |u (2)[P® dx < <
v 2

olacak bi¢imde 7 > 0 segilebir. Belli bir z € B igin; |V| < 7 i¢in (V nin 6telenmesi
de |V + 4§ (hz +e)| < 7 sagladig igin),

/ 2+ [u(z + 6 (hz + &) PE B 4 1y (2) P 4 <
s

olmasini gerektirir. w 6lgiilebilir oldugundan Luzin teoreminden |U| < I ve w,

2
B (7,6)\ U de siirekli olacak sekilde acik bir kiime U C B (7,6) vardir. § yeteri
kadar kiiciik secilerek, |z —y| < & ozelligini saglayan tiim z,y € B \U lar icin
lu(y) — u (z)| < € elde edilir. z € B igin; U, ile, z € U veya x + 0 (hz + €) € U olan

x € B noktalar kiimesini gostersin. Her z igin |U,| < 7 olurp,
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//]u(a:+5(hz+€))—u(a:)|qudz

BJB

//edexdz—l—/ lu(z+ 06 (hz+€)) — u(x)|! dedz
BJ/B BJu.

c//max{e,e”}dxdz—i—/ lu(z+ 06 (hz+€)) —u ()]’ + |u(z)"-5° dedz
BJB BJu.

< cmax{e, et} + / / 2+ |u(z+ 6 (hz +¢)) — u (z) P |y ()P dodz
B z

IN

IN

< cmax{e,6p+}+/ed2

B

bulunur. Burada iigiincii esitsizlik icin

Ju ()| <1+ [u ()"

ozelligi kullanildi ve benzeri |u(x + § (hz +¢€)) — u (2)|"~? i¢in de yapildi. Boylece
¢ ile sifira giden bir iist sinir elde edildi. Lemmanin ispatin1 tamamlamak igin,
Sobolev uzaymdaki bir u fonksiyonu icin || Rsu — ul|; ) — 0 oldugu gosterilmelidir.
V [Rsu] = Rs[Vu] oldugundan; LPO) sonuclarini ayri ayri v ve |Vu| uygulayarak
elde edilir.

Teorem 3.4.2.3.2. ) C R" olsun. Her bir x €  i¢in, 2

C (y) = Up<t<r, B (y +t&,, h:rt)

konisinde iken her bir y € B (z,r,) noktasi i¢in

olacak sekilde dort

r € (o, %min{l,d(w,@ﬂ)})

h, € (0,1), &, € 5(0,1) ve K, € [0,00)
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niceliklerinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda C* (Q)NW 10 (Q) | WL (Q)
uzayinda yogun olur (Edmunds ve Rakosnik1992), (Diening ve ark. 2011).

Ispat = € Qicin B, = B (2, 7,,10) olsun. Temel értme teoreminden UX, 58 =
Q olacak sekilde ayrik B! = B, den olusan sayilabilir bir alt aile vardir. B; = 6B
ve Bf = 7B olarak tamimlansin. Dikkat edilirse

durumu hala saglanmir. (B] yuvarlarin ayrikhgimdan) her hangi bir € Q noktasi
noktasi en fazla N tane B yuvarlarinda yer aldigi goriiliir. Boylece 1, ler destegi
B; lerde ve |V,|, L; > 1 ile simmirh olacak sekilde diizgiin 1, fonksiyonlarimin bir

birimin parcalanigi vardir.

u € WHPL) (Q) ve € > 0 verilsin. Lemma 3.4.2.3.1. den

lw = villwrwo g,y <27 e,/ L

olacak bigimde v; € WP (B,)NC™ (B;) segilebilir. v = >"°° 1,v; olarak tanimlan-
sin. Herhangi bir komsulukta ¢, lerin en fazla sonlu tanesi sifirdan farkli oldugundan

v fonksiyonu diizgiin olur.

o0
||U—Ui||W1,p<~>(B,-) < ZH% HWlp()(B)
=1

(o)

Z (L4 Ls) lu = villproor g,y < 26
i=1

IA

olarak bulunur.

Eger f: A — R" doniistimii her =,y € A i¢in

1
Tle—yl<If(@) = fl <Lz -y
oluyorsa buna L— bilipschitz dendigini biliyoruz.

Onerme 3.4.2.3.3. Q C R" ve f : Q — R L— bilipschitz olsun. p(.) € P (Q);
C> () N WP (Q), WPl (Q) uzayinda yogun olacak sekilde siirh bir iis olsun.
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q(r) = po f~!(z) olarak tammlansin. Bu durumda C* (f (©2)) N W0 (£ (Q)),
W) (£ (92)) uzaymda yogun olur (Diening ve ark. 2011).

Ispat Bu degisken degisimi ile yapihr. u € W0 (Q) olsun ve v = wo f~! olarak

tammlansin.

pray (0) = /Q o ()" + Vo ()] dy

< [ (l@P + LV @P©) |y @)l d < 277, (1)
Q

elde edilir.

Y, — u, WO (Q) uzayinda diizgiin fonksiyonlarm bir yaklagma dizisi ise; bu

durumda 9,0 f~1, WL (£ (Q)) da v fonksiyonunun lokal lipschitz fonksiyonlarinin
bir yaklagma dizisi oldugu ortaya cikar. Boylece iddia lemma 3.4.2.2.1. den cikar.

3.4.2.4. Siirekli Fonksiyonlarin Yogunlugu

Lemma 3.4.2.4.1. Q = (0,1)" ve p(.) € P(Q) smrh ve p(.) nin sadece n.
koordinata bagh oldugunu kabul edelim. Bu durumda C (Q)NW*0) (Q), W0 (Q)
uzayinda yogun olur (Hasto 2007), (Diening ve ark. 2011).

Ispat Bu ispata dz,dm,_ (z) ve dmy () integralin n—, (n — 1) ve 1—boyutlu
Lebesgue olciimii i¢in kullanilacaktir. z € R™ ninci koordinant1 x,, ile gosterilecek;
B=B(0,1)Nn{x € R": x, = 0} ile x,, = 0 diizleminde olan (n — 1)- boyutlu birim

yuvari gosterecektir.

u € W0 (Q) ; éncelikle © nun @ da kompakt destege sahip oldugunu varsay-
alim. Sadece; € nun, v nun destegi ile Q) arasindaki mesafeden daha kiigiik olma du-
rumu incelenecektir. ¢ : B — [0,00), R"~! de standart bir mollifier olsun. (n — 1)-

boyutlu konvoliisyon

e (1) = /B w (@ + ey) () dm_s (4)
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olarak tamimlansi. u., = ,— eksenine dik diizlemde siireklidir (hatta diizgiin). x,
koordinatlarinda farkli olan iki noktay1 alalim. u nun koordinant eksenlerine paralel

hemen hemen her dogrusunda mutlak siirekli oldugunu kullanarak,

[te () — ue (z + de,)| =

/B [u(x 4+ ey) —u(z + de, + €y)| & (y) dmy—1 (y)
< o f e+ a) —ula e, + )l dm,i ()

5
< c// |Vu (x4 ey + te,)| dmy (t) dmy,—1 ()
B Jo

= c/ |\Vu (z + ez)|dz
Bx[0,6/¢

olarak bulunur.

|Vu| € L' (Q) oldugundan, § — 0 iken son integral sifira gider. Bundan dolay1

Ue, €, yoniinde diizgiin siirekli olur. Boylece () nun tiimiinde de olur.

Geriye W) (Q) da u, — u oldugunu gostermek kaldi. Q bolgesinin {z € R" : z,, = t}
hiperdiizleminin arakesiti @); ile gosterilsin. p(.), @; de sabit oldugundan (buna p;
diyelim); sabit Lebesgue uzaymndaki kaydirma operatoriiniin siirekliliginden, u €

LP (Q¢, my—1) olan t degerleri i¢in, z — 0 oldugunda

ju( +2) —u (@) dmp oy (2) = F. (1) = 0

Q¢
gikar. Acikca
Foy () < | u(@+ey)l” + u (@) dmp—y () =2 [ Ju (@) dmy—y (2) = G (1)
Q¢ Q¢

olur. Boylece [, Fe, (t)dt < 2p,, (u) < oo elde edilir. Bundan dolay1 hemen hemen
her t € R i¢in u € LP* (Q¢, m,—1) ve F,, integrallenebilir bir G tist sinira sahip olur.

Boylece Fubini teoreminden
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1
/’“e u (@) ds < C/_ [u (@ + 2) = (@)™ dimy i (2) da
Q

bulunur.

F, - 0ve F, < G € L'(R) oldugundan, Lebesgue yakinsaklik teoreminden,

|z| — 0, i¢ integral sifira gider. Buradan LP") (Q) uzaynda u, — u olur.

Gradiyen i¢in yakinsama sonucu benzerdir. Bu durumda

YV, (1) = / Vo @+ )] 6 () dms (1)

ozdesligi vardir. Bundan dolay1 énceki diigiince Vu ya uygulanir ve boylece |V (ue — u)| ) —

0 olur.
Boylece u, € W) (Q) kompakt destekli u fonksiyonuna yaklagtigimi gosterir.

u € W0 (Q) kompakt destekli olmayan genel bir fonksiyon olsun. ; merkezi
orjinde kenar uzunlugu 2 — 2'~% olan kiip olsun. As; = @, ve daha biiyiik ¢ icin
A; = Q\Q;_o olarak tanimlansin. Bu durumda ¢, nin kompakt destegi A; de olacak
bicimde Lipschitz ¢; fonksiyonlarindan olugan bir birimin parcalanigi bulunabilir.
L; > 1, ¢, nin Lipschitz sabiti olsun. ¢,u fonksiyonu @) da kompakt destege sahip
olur. Boylece 6nceki diistinceyle beraber ||¢,u — vil|, ) < ~le /L; olacak sekilde
destegi A; de olan v; € @ var oldugunu gosterir. Bu durumda v = ) >°, v; siirekli

olur ve

H U||1p Z Hgbzu - UZ'HLP( Z 1 -+ L ZE/LI S 2¢
1=2 =2

olarak yazilabilir.

Hemen belirtelim p_ > 1 ise bu durumda u, siirekliligi hakinda daha fazla gey

soylenebilinir. Onceki ispata

[ue (2) — ue (z + dey)| Sc/ |\Vu (z + ey)| dy
Bx[0,6,/ €]
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kestirimi elde edilmisti.

|Vu| € LP- (2) oldugundan, Holder esitsizligi ile beraber

[ue () — ue (z + dey,)|

ST ) o s\ 1
B x |0, - |Vu (z+ ey) "~ dy <cl|-

€ Bx[0,6,/¢] €

olur. Boylece u,, () nun kompakt alt kiimelerinde <1 — p%) — Holder siirekli olur.

Onerme 3.4.2.3.3. den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.4.2.4.2. @ = (0,1)" ve f : @ — R™, L— bilipschitz olsun. ¢(.) € P (Q)
sadece n. koordinata bagh siirli bir degisken {is ve p = g o f~! olarak tanimlansin.
Bu durumda, C (f (Q))NWPO (£(Q)), WL (f (Q)) uzaymnda yogun olur (Hasto
2007), (Diening ve ark. 2011).

Eger bir iis tam lokal ekstremuma sahip ise onceki sonucun varsayimini asla

saglamaz. Bunun i¢in farkli bir modele ihtiya¢ vardir.

Lemma 3.4.2.4.3. Smurh p(.) € P (B (0, R)) iissiin sadece |z| bagh oldugunu
varsayalim. Bu durumda C (B (0, R))NW'?0) (B (0, R)), W) (B (0, R)) de yogun
olur (Hasto 2007), (Diening ve ark. 2011).

Ispatin esasi 6nceki lemma ile aynidir.

Onerme 3.4.2.3.3. asagidakini verir.

Sonug 3.4.2.4.4. B = B(0,R) de, f : B — R", L— bilipschitz olsun.
q(.) € P(B) sadece |z| bagh smrh bir iis ve p = g o f~! olarak tanimlansin. Bu
durumda C (f (B)) N WO (f(B)), WO (f(B)) de yogun olur (Hasts 2007),
(Diening ve ark. 2011).

Teorem 3.4.2.4.5. @ C R" agik bir bolge olsun. 7 indisi sayilari igin, 9, (z) > 0
saglayanlarin lokal sinirl oldugu; 1), bilipschitz fonksiyonlarinin bir birimin parcalanigina

bagl olarak (€2;) ler, Q nin bir acik ortiisii olsun. Ayrica her 7 igin §2; kiimesi
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sonug 3.4.2.4.2. veya 3.4.2.4.4. kosullarin1 sagladigin1 varsayalim. Bu durumda
C () NnWtrL) (Q), Wirl) (Q) uzaymda yogun olur (Hasto 2007), (Diening ve ark.
2011).

Ispat v, nin bilipschitz sabitini L; ile gosterilsin. v € W0 (Q) ve € > 0 verilmis
olsun. Sonug 3.4.2.4.2. veya 3.4.2.4.4. ten, C (€;) N W0 (Q;) nin WP (Q;) uza-
yinda yogun olduguna varilir. Bundan [[u — vl y100) o) < €27 ¢ /L; olacak bicimde
v; € C () NWEPL (Q;) secilebilir. Bu durumda v = Y57, t,v; siireklidir ve

[u—vll,, <ZW U)llwre) (o Z (L+ Li) lu = villyrso ) < €
i=1

olur. Bu da iddiay: ispatlar.

95



3. MATERYAL VE METOT

96



Yasin KAYA

4. ARASTIRMA BULGULARI

3. boliimiin 3.4.2. kesiminde arastirmacilarin regiiler fonksiyonlarin yogunlugu
ile ilgili yaptig1 ¢caligmalar1 (Deining ve ark. 2011) kaynagindan yararlanarak ispat-
lariyla verdik. Simdi arastirmacilarin yaptigi caligmalarin kisa bir ¢zetini ortaya
koyup, sonra kendi caligmalarimizin ifade ve ispatlarini verecegiz.

Degisken iislii uzaylarda ¢ok onemli oldugu goriilen log -Holder siireklilik kosu-

lunun Tanim 3.3.1. de yaptigimizi hatirlatalim.

Cs° () uzaymin LPO) () uzaymnda yogun oldugu degisken tislii uzaylarda gos-
terilen ilk temel Ozellikler arasindaydi (Kovacik ve Rakosnik 1991). Fakat bu is-
pat dogrudan konvoliisyona dayanmadigi i¢in dogrudan degisken {islii Sobolev uza-

ylarinda yogunluk problemine bir katki yapmamigtar.

Diizgiin fonksiyonlarin degisken iislii Sobolev uzaylarinda her zaman yogun ol-

madigin agagidaki ornekle gorebiliriz.

Q= {zx = (x1,29) : |z| < 1} olsun.

Q, r122 > 0 icin
p(r) = .
B, r1x9 < 0 icin

ise, bu durumda C* () N W0 (Q) uzayr WL (Q) uzaymda yogun degildir.
1 < a <2 < fise bu durum Zhikov 6rnegi olarak bilinir (Zhikov 1997), (Zhikov
2004), (Diening ve ark. 2011). Burada dikkat edilirse p(.) iis fonksiyonu siirekli

alinmamigtir.

C* uzaymdaki fonksiyonlarm W™P() (Q) uzayinda yogunlugu igin ilk yeterli
kogulu, p(.) iisiinde kisaca monotonluk sarti diyebilecegimiz bir kogul birakarak,
Edmunds ve Rakosnik (1992) verdi. $Simdi bu sonucu ifade etmeden 6nce kogesi

orjinde olan V' konisini

v:‘/g’h:U0<tng<t£,th), 0< h< |£|
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olarak gtz oniine alalim.

Q acik bir kiime, p(.) € P () siurh bir iis olsun. Ayrica p(.) iissii su kosulu
da saglasin. Her bir xz € Q i¢in r = r(z) € (0,1], h = h(z) € (0,00) sayilar ve
£ =¢(x) € R*\ {0} vektorii,

h<l|é| <1, B(z,r)+V(z)cCQ

ve

hhh ze€Q, y eV (x) = Ve ne icin p(z) <p(z+y)

saglayacak bicimde var olsunlar.
Bu durumda C*° (Q) N W™r0 (Q), Wmr() (Q) uzayinda yogun olur.

Ornek olarak , Q C R agik alt kiimelerinde simirhh monoton p(.) iis igin C™

fonksiyonlarinin W) (Q) uzayinda yogun olacag1 ortaya cikar.

Samko (2000) lokal log -Holder ve 1 < p(x) < py < oo kosulu altinda C§° (R™)

uzayimm Wm0 (R™) uzayinda yogun oldugunu gostermistir.

R™ deki bolgelerde W™P() (Q) uzaylar igin benzer bir sonug (Fan ve Zhao 2001)
calismasinda verildi. €, R™ de smirh acik bir kiime; iis, lokal log -Holder ve 1 <
p(7) < p, < oo kosulunu saglasm. Bu durumda Cg° (Q) N Wm0 (Q)  Wmrl) (Q)

uzayinda yogun olur.

Ayrica Deining (2004) maksimal operatoriiniin sinirhligindan faydalanarak su
sonucu elde etti: €2, R™ de Lipschitz simirina sahip sinirh bir bélge olsun. p(.),
maksimal operatoriiniin LP) () uzaymda smirlh olacak sekilde ise, bu durumda

C> (), W'*0) () uzaymmda yogun olur.

Samko (2000) yukaridaki sonucu elde ederken konvoliisyon operatoriiniin LP¢)
uzayinda, € gore, diizgiin sinirh oldugunu gostererek yapti. Bu durumu biraz aciklay-
alim. € siirh bir bolge; K destegi B (0, R) yuvarinda olan 6lgiilebilir bir fonksiyon

ve
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1 —
KJLZ-/K(x y)u(y)dy
€ Ja €

olsun. Bunun yaninda Qg = {z :dist (z,Q2) < R} olarak tammmlansm. p(.) iissiin

Qg de tammlandigin varsayalim ve (Qr), = {x € Qp : p(x) = 1} olsun.

SuprQR %7 ‘(QR)1| =0 ise

00, |(2R),| > 0 ise

Q=

seklinde tanimlansin. Bu durumda Samko (2000) asagidaki sonucu elde etti.
K(z) € L°B(0,R), v € Qpigin 1 < p(z) < py < oo, ve p(x), Qg de lokal log

-Holder kogulunu saglasin. Bu durumda ¢, € bagli olmadan

Il oer gy < el oo

olur. Eger [ 5 K (y) dy = 1 ise bu durumda u € L) () igin

lim | Ko — | s g, = 0

elde edilir.

C* fonksiyonlarinin degisken {islii Sobolev uzaylarinda yogun olamayabilecegi
Zhikov (1997) tarafindan gosterildikten sonra diizgiinliigii daha az olan fonksiyon-
larin degigken tislit Sobolev uzaylarinda yogunluklarini aragtirmak daha ¢ok énemli
oldu. Bu yondeki énemli ¢aligmalardan biri Hasto (2007) tarafindan yapildi. 3.
boliimde siirekli fonksiyonlarin degisken iislii Sobolev uzaylarinda yogun olmasi icin
yeterli kogullar verilmigtir. Bizim calisgmamiz da daha ¢ok bu makaleden dogan
sorulardan biri ile ilgilidir. Bu sorulardan biri soyledir:

C () veya C* () uzaymm W0 (Q) uzaymda yogun oldugunu varsayalim. Bu

durumda diizgiin fonksiyonlar W10 () uzayinda yogun olur mu?

Biz de benzer bir sekilde C* (R") uzayr W0 (R") uzayinda yogun ise bu du-
rumda diizgiin fonksiyonlar W 1*() (R") uzayinda yogun olur mu? Sorusunu arastirdik.

Sonucumuz agagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.1. p(.) € P (R") smirh bir iis ve C* (R") uzay1 W0 (R") uzaymda
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yogun ise bu durumda Cg° (R") uzayr da WP() (R*) uzaymnda yogun olur (Kaya
2014).

Ispat Once W'#0) (R™) normuna gore C} (R™) uzaymm C* (R") uzaymda yogun
oldugunu gosterelim. u € C! (R™) verilsin. n € C5° (R™) orjinin bir komsgulugunda
1 ve 0 < n < 1 biciminde kompakt destekli bir fonksiyon olsun. R > 0 igin,
ug (r) = u(z)n (%) olarak tammlayalim. Buradan up € Cj (R") olur. p(.) smurh

oldugundan, R — oo iken |[up — ul[, ) — 0 yerine

lug — uf/™ dz — 0
Rn

gostermek yeterli olur.

Lebesgue baskin yakinsaklik teoremindan

lug — ulP™ dz — 0
R

oldugu goriiliir. Yani LP0) (R") uzaymnda, R — oo icin, up — u olur. Carpim

kuralindan:
Vi () = (Vu) ()0 (%) + 2 (@) (V) (%)
gikar.
110 @) = (T @y = [T @ (F) + ue T () - )|

+z o @ (3)

p(.)

olur. R — oo i¢in, yine p (.) sinirh oldugundan, ilk terimdeki norm yerine modular
kullanildiginda Lebesgue baskin yakinsaklik teoreminden bu terimin sifira gittigi
goriiliir. Ikinci terimin sifira gittigi aciktr.

Simdi de C§° (R") uzaymin C} (R™) uzayinda yogun oldugunu gosterelim.

u € C} (R") kompakt destege sahip oldugundan sptu = K olarak gosterelim.
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Ksey = {x € R" : dist (z, K) < d(e)}

olarak tammlayalim. & (¢) daha sonra belirleyecegiz. Ileride 0 < & (¢) < 1 olarak
alacagiz. Bu kosul altinda Vu ve u, Kj) tizerinde diizgiin siirekli fonksiyonlar

olurlar.

0 < e <1 segelim,

lu(x —y) —u(x)] <eiken |y| < (€)

olur. 07 (€) < € segilebilir.

|IVu(zx —y) — Vu(z)| < eiken |y| < dz(e)

olur. 02 (€) < € segilebilir.

d (6) = min{d; (€),02 (¢)}

olsun. Boylece § (¢) bulmug olduk.

Uygun ¢ ve ¢ (€) den standart bir mollifier olusturulabilir, simdi yakinsamaya

gecebiliriz.

Hu * Do) — uHWLp(-)(Rn) - Hu * Do) ~ qu(_) + HVU * Do) ~ VUHP(_)

olarak yazilabilir. p(.) siirh iis oldugundan, yakinsamayi yukaridaki norm yerine

modular1 kullanarak gosterelim.
p(z)

LA -y - u@léng | ds
™ 1/B(0,6(e))
< @ [ Ko

olur. Ikinci parcaya gecelim.
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p(z)

LA =y - Vu@log | s
" 1/.B(0,6(¢))

< | Ky

elde edilir. }K(;(e)‘ < o0 oldugundan yakinsamanin gerceklestigi goriiliir.

Boylece Cp (R") uzay1 C!' (R") uzaymda; C§° (R") uzay1 da Cj (R") uzayinda
yogun oldugu gosterilmis olur. Teoremde varsayilan, elde edilen yogunluklar ve nor-
mun ii¢gen esitsizligi kullanilarak rahathikla C§° (R") uzayminda W0 (R") uza-

yinda yogun oldugu goriiliir.

Zayif yakinsakhigin degisken iislii Sobolev uzaylarinda Lipschitz kesim (trunca-
tion) yontemindeki yogunluk durumlarinda yararli oldugu bilinmektedir. Bu ve diger
nedenlerle elde ettigimiz bir bagka sonu¢ asagidaki teoremde verilmistir. Bu sonug

klasik sabit iis i¢in bilinen durumu degisken tisliiye genellestirmektedir.

Teorem 4.2. (X, M, ) bir o— sonlu 8lgiim uzay1 1 < p_ < p, < oo olarak

verilsin. w,, LPY) (X, M, ;1) uzayinda bir dizi ve v € L) (X, M, i) olsun. Ayrica u,
i) X’ h.h.h. lim, oo u, = u

i) p(un) <K, K >0

kosullarini olsun.

Bu durumda u, fonksiyon dizisi u fonksiyonuna LP¢) (X, M, i) uzayinda zayif

yakinsar (Kaya 2015).

ispat
P-, [ull,, ) > 1 ise
=S pe Nl <1 e
17 Hu”p() =1 ise
olarak tanimlayalim. Buradan
1
[ull,y < (p(u))? (4.1)

elde edilir.
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Simdi de, her v € LP'0) (X, M, p1) igin,

lim [ w,(z)v(z) du:/ u(z)v(z)dp

oldugunu gostermeliyiz.

Bunun icin Fatou teoreminden

/’u(l’)\pmdu = /|liminfun(x),p(x>dﬂ
X X

< lim inf/ lun ()P dp < K
X

oldugundan

[ @rdn < x
X

¢ikar. Herhangi A € M icin,

/A lun (2) — u (2)P P dp < /X |t (2) — u ()P dy

(4.2)

< 2 ([P du+ [ o a)
X X

< MK <

oldugu goriiliir.

v € LV (X, M, p) ve 0 < e < 1 olarak verilsin. [, |v ()" ™ du < 0o oldugundan,

integralin mutlak yakinsakhigmdan p (E) < 6, E' € M igin,

/ v ()" dy <
B

yazilabilir.

(X, M, ) bir o—sonlu 6lgiim uzay1 oldugundan u (Fy) < oo ve limy o F) =

UrenFr = X olacak bicimde M de artan bir (F}) dizisi vardir. Monoton yakinsaklik

teoreminden
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lim lv
k—o0 Py

P =t [ o @F O d = [ o @F < oo
—oo [y X
elde edilir.

Boylece yeteri kadar ky € N biiytiik secildiginde

/ o () dye / o () dy < €
X Fy,

yazilabilir.

F = F}, olsun. Bu durumda p (F) < oo ve

v ()" @ dp < e
FC

olur.

X’ te h.h.h. lim,,_,,, u, = v oldugundan, F”’ te de h.h.h. lim,, ., u, = w olur.
Diger taraftan p(F) < oo oldugundan Egoroff teoreminden G de diizgiin olarak
lim, o u, = u yakinsayacak ve G C F, pu(F\ G) < § olacak bigimde G € M
vardir.

Jx v ()" dp = 0 ise bu durumda h.h.h. v = 0 olur, (6,2) saglanir.

Jx v (@) '@ du > 0 durumuna gore inceleyelim. G de diizgiin olarak lim,_. u, =

u oldugundan n > N ve her x € GG icin
[y () —u(x)| <€

olacak bi¢imde bir N € N vardir. Bu durumda n > N i¢in

/ fun () — u (@) dy < 1 (C)
G

elde edilir. Simdi F'\ G, G, F* kiimeleri ayriktir ve bilegimleri X e esit olur. Boylece
n > N igin
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) dp —

/Xun(x)v(ac /Xu(x)v
- (

/X i (&) — ()] o ()]

IN

4 [ @) - (@)l @] do
elde edilir.

Son ii¢ integrali Holder esitsizliginden ve

Yukaridaki ti¢ integralin ilki igin,

)| v (z)] dp

/F\G () —

(
)

< Cllu, (x )—U(l’ ey 1o (@)1
< C (2p++1K) p* €l
olur.
Ikinci integral icin
| @) = @) o @)

IA

C (e p (G))p lo ()]

olur.

Son olarak {iciincii integral icin
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|un () = u ()] v (z)] dp

FC
< Clhun (@) —u (@), o @)y,
< ¢ ( [ o )= ) du) o @),
< O () e (4.5)

gikar.

Boylece bu ii¢ integral icin yapilan kestirimler toplandiginda ve n > N alindiginda

/Xun (x)v(x)dp —

< C (2p++1K> f err + (O <€p—ﬂ (G))p%

| u(@)v (@) du‘

a1
v (a:)Hp,(.) +C (2P+HK) Px Pl

elde edilir.

Bilindigi gibi eger
[ Bl oy < Nlull ooy

konvoliisyon esitsizliginin varligi bir p (z) smufi i¢in gosterilebilinirse diizgiin fonksiy-
onlarin yogunlugunu degisken iislii Sobolev uzaylarinda da gosterilebilinir. Bu yonde

onemli bir adim Samko (2000) tarafindan atilmigtir. Ancak Samko

/ |K.u (:C)\p(x) dx
Q

modularindan yararlanarak bunu log-Holder kogulunu kullanarak yapmigtir. Bilindigi

gibi degisken {islii Lebesgue uzaylarinda Luxemburg normuna denk bagka bir norm

1 @ = subyyy, 1 [ £ (@) g (o) o

olarak tanimlanir. Simdi yukaridaki bu norm igin
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lw* &l Loy < ull oo

esitsizliginin elde edilip elde edilemeyecegine bakalim.

Once p sabit alam. Bu durumda Fubini teoremi yardimiyla

(A sup”gp,gl/ / u(r —y) o (y)dyg (v) dx
R™ J B(0,¢)

= Sup||gp/<l/ / u(r —y)g(z)dzo, (y)dy
B(0,¢) n

< supygper [l 6 () dy
B(0,¢)

= ull oo

elde edilir. Bu ispata ¢ok 6nemli kritik bir nokta

lg @)l = llg (= = y)ll,y

olmasinin saglanmasidir. Bilindigi gibi p degisken oldugunda bu her bir g fonksiyonu

icin bu durum saglanmaz. Bu nedenle agagidaki acik soruyu ortaya atiyoruz.
Acik Soru 4.3. p(.) € P(R") smurh bir iis olsun. Bu durumda

I @l =001, [ F@)g(o)do

normunu kullanarak degisken bir p (x) sifi igin

[ Gell oy < llull oy

esitsizligin ispatin1 dogrudan elde etmek miimkiin miidiir?
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5. TARTISMA VE SONUC

(Hasto 2007) de belirtildigi gibi, degisken iislii Sobolev uzaylarinda diizgiin fonksiy-
onlarin yogunlugu icin gerek ve yeter kosul oldukg¢a zordur. Degisik arastirmacilar
bu konuya katki yapmasina ragmen hala ¢nemli bogluklar vardir. Bizim bu calig-
malarimizdan biri, C* (R") uzaymin W'?P() (R") uzayinda yogun olma kosulu al-
tinda C5° (R") uzaymm da WP (R") uzayinda yogun oldugunun gosterilmesidir.
Teride C* (R™) kogulu yerine C' (R") kogulunu alarak degisken iislii Sobolev uzaynda
yogunluk gostermeye caligmak oldukca mantikl olacaktir. Degigken {islii Lebesgue
uzay1 orta siirekli olmadigindan yogunluk i¢in yeni yontem ve tekniklerin bulunmasi

gerekebilir. Ayrica

supjy <1 [ ()9 (@) da

normu altinda da calisma yapmak faydali olabilir. Ilk énce klasik uzaylar icin bu
norm ile yeni yogunluk yollarin1 aragtirmanin gerektigi aciktir.

Yine

/f(x—y)cbe(y)dy

konvoliisyonunu modifiye etmeye calismakta faydali olabilir, 6rnegin €’ lar1 esit almak
yerine farkl almak gibi veya f yerine f ye yakinsayabilen e’'na bagh bir dizi olmak
gibi.. Bunun iizerinde de caligtik sabit p icin istenen durumun sagladigini elde ettik

ancak yontemimizi p () uygulamaya kalkigtigimizda bunun ¢alismadigimi gordiik.

Bunun yaninda noktasal yakinsakliktan zayif yakinsakligin elde edilebilecegini

gosteren bir teorem ispatlanmigtir.
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