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ÖZET 

DEĞİŞKEN ÜSLÜ SOBOLEV UZAYLARINDA REGÜLER FONKSİYONLARIN 

YOĞUNLUĞU 

 

DOKTORA TEZİ 

Yasin KAYA 

 

DİCLE ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

2015     

 

Bu çalışmanın birinci bölümünde, değişken üslü Sobolev uzaylarında düzgün 

fonksiyonların yoğunluğunun önemi belirtildi. Yoğun olmayı engeleyen olumsuzluklar 

açıklandı. 

    İkinci bölümde değişken üslü Lebesgue ve değişken üslü Sobolev uzaylarının tarihsel 

gelişimi, uygulamaları ve bu uzaylarda yapılan çalışmaların özeti ifade edildi. 

Üçüncü bölümde temel fonksiyonel analiz, reel analiz ve yoğunlukla ilgili kavramlar 

verildi. Değişken üslü Sobolev uzaylarının klasik uzayları olan Sobolev uzayları açıklandı. 

Değiğşken üslü Lebesgue ve değişken üslü Sobolev uzaylarının tanım ve özellikleri verildi. 

Değişken üslü Sobolev uzayında yoğunluka ilgili araştırmacıların yaptığı çalışmalar ispatlarıyla 

birlikte verildi. Konvolüsyon ve mollifier metodu açıklandı. 

     Çalışmanın son bölümü olan dördüncü bölümde konvolüsyon ve diğer teknikler 

kullanılarak        uzayının             uzayında yoğun olma koşulu altında   
       

uzayının da             uzayında yoğun olduğu gösterildi. Bunun yanında, noktasal 

yakınsaklıktan zayıf yakınsaklığın elde edilebileceğini gösteren bir teorem ispatlanmış ve 

konuyla ilgili açık bir problem ortaya atılmıştır. 

     

Anahtar Kelimeler: Sobolev Uzayları, Değişken Üslü Lebesgue Uzayları, Değişken Üslü 

Sobolev Uzayları,  Regüler Fonksiyonların Yoğunluğu, Hardy--Littlewood Maksimal 

Operatörü, Konvolüsyon Operatörü. 
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ABSTRACT 

 

DENSITY OF REGULAR FUNCTIONS IN VARIABLE EXPONENT SOBOLEV SPACES 

 

PhD THESIS 

Yasin KAYA 

 

UNIVERSITY OF DICLE 

INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES 

DEPARTMENT OF MATHEMATICS 

2015 

 

In the first chapter of this work, significance of densitiy of smooth functions in variable 

exponent Sobolev spaces was indicated. Obstacles that cause non-density were explained 

  In the second chapter  the historical development, applications and a summary of  

studies that were done by researcher on variable exponent Lebesgue and variable exponent 

Sobolev spaces are stated. 

     In the third chapter basic functional analysis, real analysis and concepts related to 

denseness are given. Sobolev spaces which are classical case of variable exponent Sobolev 

spaces are mentioned. Definitions and properties of variable exponent Lebesgue and variable 

exponent Sobolev spaces are given. Researcher works of density in variable exponent Sobolev 

spaces are given with their proofs. Convolution and mollifier method were explained 

    In the fourth chapter which is the last chapter of this work by using convolution and 

other tecknique with condition        to be dense in             we have shown density of 

  
      in            . Besides, a theorem which show pointwise convergence implies weak 

convergence was proved and an open problem was put. 

   

 

Keywords: Sobolev Spaces, Variable Exponent Lebesgue Spaces, Variable Exponent Sobolev 

Spaces, Density of Regular Functions, Hardy--Littlewood Maximal Operator, Convolution 

Operator. 
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Yasin KAYA

1. G·IR·IŞ

Fonksiyon uzaylar¬modern analizde merkezi bir konudur. Yeni fonksiyon uza-

ylar¬n¬n harmonik analiz, k¬smi diferansiyel denklemler gibi alanlarda kullan¬m¬

gittikçe artmaktad¬r (Dafni ve Xiao 2004). Bunun yan¬nda analizdeki en önemli

amaçlardan biri karmaş¬k olan fonksiyonlara daha basit veya iyi özelliklere sahip

olan fonksiyonlarla yaklaşmakt¬r (Sohrab 2003). Bu çal¬̧sma sözü edilen bu iki du-

rumu içermektedir.

Bu çal¬̧smada bir fonksiyon uzay¬n¬n önemli bir özelli¼gi ortaya konuldu. Daha

aç¬k bir ifadeyle bu tezde son zamanlarda üzerinde yo¼gun bir ilgiyle çal¬̧s¬lan de¼gi̧sken

üslü Sobolev uzaylar¬nda regüler fonksiyonlar¬n yo¼gunlu¼gu konusu ele al¬nd¬. De¼gi̧sken

üslü Sobolev uzaylar¬n¬n tan¬m¬de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬n¬n tan¬m ve özel-

liklerine dayand¬¼g¬için bu uzaylara da oldukça yer verilmi̧stir. Çok say¬daki araşt¬r-

mac¬n yo¼gunluk konusundaki çal¬̧smalar¬na ra¼gmen bu konuda hala önemli ölçüde

boşluklar bulunmaktad¬r. Başlang¬çta (1986) düzgün fonksiyonlar¬n yo¼gunlu¼gu varyasy-

onel integrallerin minimizerleri ba¼glam¬nda incelenen bir sorundu. E¼ger böyle bir

minimizerin düzgün olmad¬¼g¬ortaya ç¬karsa bu durumda Lavrentiev fenomeninin

oluştu¼gunu söyleriz. Bu durum Zhikov�un çal¬̧smalar¬n¬n özünü teşkil ediyordu.

(Zhikov 1987, 1995, 1997). Kaŗs¬l¬k gelen uzayda Lavrentiev fenomeninin düzgün

fonksiyonlar¬n yo¼gunlu¼gu ile ba¼glant¬l¬oldu¼gu ortaya ç¬kt¬(Zhikov 1995). Ayr¬ca

de¼gi̧sken üslü Sobolev uzaylar¬nda düzgün fonksiyonlar¬n yo¼gunlu¼gu ele al¬nan ilk

konulardand¬(Edmunds ve Rakosnik 1992).

De¼gi̧sken üslü Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬yla yo¼gun bir şekilde ilgilenilmenin

başl¬ca amac¬, bunlar¬n uygulanma alanlar¬nda çokça kullan¬lmas¬ndand¬r.

Çok say¬da materyal, klasik Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬kullanarak yeteri kadar

hasasiyetle modellenebilir. Elektroreolojik ak¬̧skanlar gibi, homojen olmayan baz¬

materyaller için bu durum pek yeterli de¼gildir. Bunun için p (:) üssüsü de¼gi̧skenlik

gösterebilmelidir. Bu da de¼gi̧sken üslü Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬n¬n çal¬̧smas¬na

yol açm¬̧st¬r (Mihailescu ve Radulescu 2006).

Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬nda düzgün fonksiyonlar¬n yo¼gunlu¼gu ispatlar¬

Z
Rn

f (x� y) g (y) dy

1



1. G·IR·IŞ

şeklindeki konvolüsyona,

1 � p � 1 olmak üzere

kf � gkLp � kfkLp kgkL1

şeklindeki Young eşitsizli¼gine, ölçülebilir bir f fonksiyonu ve h 2 Rn için

�hf (x) = f (x� h)

olarak tan¬nlanan �h öteleme operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬na ve ayr¬ca Lebesgue uzay¬n¬n

orta süreklili¼gini ifade eden

lim
jhj!0

k�hf � fkLp = 0

yak¬nsamas¬na dayanmaktad¬r. Ancak bu önemli özellikler de¼gi̧sken üslü Lebesgue

ve Sobolev uzaylar¬nda geçerli olamamaktad¬r. Örne¼gin, öteleme operatörünün

s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul p (x) üs de¼gi̧skeninin sabit olmas¬gerekir.

Bunlar¬n geçersizli¼gi yo¼gunluk için ciddi sorun oluşturmaktad¬r. Ancak p (x) üs

de¼gi̧skeninin baz¬koşullar¬sa¼glad¬¼g¬nda ve konvolüsyon

Z
Rn

f (x� y)�� (y) dy

olarak al¬nd¬¼g¬nda, yani de¼gi̧sken üslü Lebesgue veya Sobolev uzaylar¬n¬n fonksiyon-

lar¬n¬uygun bir molli�er ile evri̧stirildi¼ginde

kf � gkLp � kfkLp k��kL1

eşitsizli¼gine benzer durumlar elde etmek mümkündür. Böylece yo¼gunluk mümkün

olabilmektedir.

Yine p (x) üs de¼gi̧skeninin bir çeşit monotonluk koşulunu sa¼glamas¬ve

2



Yasin KAYA

1X
n=1

 n (x)

Z
f (y)��nhn (x� y + "n�n) dy

şeklindeki farkl¬konvolüsyon ve molli�erinin kullan¬lmas¬n¬n da yo¼gunlu¼gu göster-

mede yararl¬oldu¼gu görülmüştür (Edmunds ve Rakosnik 1992).

Tüm bu olumsuzluklara ra¼gmen s¬n¬rl¬de¼gi̧sken üsler içinC1 (
) uzay¬n¬n de¼gi̧sken

üslü Lebesgue uzay¬nda yo¼gunlu¼gu gösterilebilinmi̧stir (Kovac¬k ve Rakosnik 1991).

Ancak ispata do¼grudan konvolüsyon kullan¬lamam¬̧st¬r. Bu ispat için başka teknik

kullan¬lm¬̧st¬r. Ancak bu teknik de¼gi̧sken üslü Sobolev uzaylar¬nda i̧se hiç yarama-

maktad¬r.

Yine de¼gi̧sken üslü Sobolev uzaylar¬nda regülerli¼gi daha az olan fonksiyonlar¬n

yo¼gunlu varsay¬m¬alt¬nda C1 fonksiyonlar¬n¬n yo¼gun olup olmayaca¼g¬araşt¬r¬lan

konular aras¬ndad¬r.

3
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2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Genel olarak, Kovac¬k ve Rakosnik (1991) taraf¬ndan yap¬lan de¼gi̧sken üslü Lebesgue

ve Sobolev uzaylar¬ çal¬̧smas¬, modern ve ilk dönem çal¬̧smalar¬ aras¬ndaki çizgi

olarak kabul edilir (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

De¼gi̧sken üslü Lebesgue uzay¬ ilk olarak 1931 de Orlicz taraf¬ndan ele al¬nd¬.

1 < p (x) <1 koşulu alt¬nda p (:) üs fonksiyonlar¬için, e¼ger

Z 1

0

jf (x)jp(x) dx <1

ise, bu durumda

Z 1

0

f (x) g (x) dx <1

integralinin yak¬nsak olmas¬ için g fonksiyonu üzerinde konulacak gerek ve yeter

koşul, baz¬� > 0 için,

Z 1

0

�����g (x)�
�����p0(x) dx <1

olmas¬gerekti¼gi Orlicz taraf¬ndan gösterildi (Cruz-Uribe ve Fiorenza. 2013).

Orlicz� in de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzay¬na esas katk¬s¬sadece bu makale oldu.

Orlicz dikkatini daha çok Orlicz uzaylar¬ olarak bilinen çal¬̧smalara yönelti. Bir

sonraki de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬geli̧smesi Japon matematikçi Nakano�nun

çal¬̧smalar¬ndan oldu. Nakano, Nakano uzaylar¬olarak da bilinen, Modular uzaylar¬

ele al¬p geli̧stirmi̧stir. Bir modular uzay, bir �modular�(bir normun bir geneleştir-

ilmesi) ile donat¬lm¬̧s bir topolojik vektör uzay¬d¬r. Bir modular uzay¬n önemli bir

örne¼gi, baz¬� > 0 için,

Z



� (x; jf (x)j =�) dx <1

koşulunu sa¼glayan tüm f fonksiyonlar¬ndan oluşan fonksiyon uzay¬d¬r.

Yukar¬daki integralde geçen � : 
 � [0;1) ! [0;1] fonksiyonu hemen hemen
her x 2 
 için, � (x; :) bir Young fonksiyonu gibi davranmaktad¬r. Bu uzaylara

Musielak-Orlicz uzaylar¬ veya geneleştirilmi̧s Orlicz uzaylar¬ denir. Bu uzay bir

tak¬m fonksiyon uzaylar¬n¬özel durumlar olarak içerirler. Örne¼gin � (x; t) = t için

5



2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

Orlicz uzaylar¬, � (x; t) = tp(x) için de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬ve � (x; t) =

tpw (x) için de a¼g¬rl¬kl¬Lebesgue uzaylar¬na dönüşürler. Nakano (1950, 1951) de¼gi̧sken

üslü Lebesgue uzaylar¬n¬, modular uzaylar¬n bir özel örnekleri olarak verdi. Bu

uzaylar¬n özellikleri daha da geli̧stirildi. 1970 lerin sonlar¬nda Hudzik, Musielak-

Orlicz uzaylar¬üzerinde genelleştirilmi̧s Sobolev uzaylar¬n¬ele ald¬. Hudzik�in çal¬̧s-

malar¬son zamanlarda de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬üzerinde yap¬lan çok say¬da

sonuçlar¬n önceden belirtisidir.

De¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬Sovyet literatüründe ba¼g¬ms¬z olarak yeniden

ortaya ç¬kt¬. Sovyet bilim adamlar¬bu uzaylar¬n kendi baş¬na önemli olduklar¬n¬n

fark¬na vararak bu uzaylara ait çal¬̧smalara a¼g¬rl¬k verdiler. Bu uzaylar Tsenov

(1961) taraf¬ndan tan¬t¬ld¬. Tsenov, f sürekli ve � sabit dereceli bir polinom olmak

üzere,

Z 1

0

jf (x)� � (x)jp(x) dx

integralini minimize etme problemini inceledi. Sharapudinov (1979) reel do¼gru üz-

erindeki aral¬klarda de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬n¬n fonksiyon uzay¬ teorisini

geli̧stirdi. Luxemburg normunu tan¬mlad¬. p (:) s¬n¬rl¬oldu¼gunda Lp(:) ([0; 1]) nin

ayr¬labilir ve dual uzay¬n¬n Lp
0(:) ([0; 1]) oldu¼gunu gösterdi. Daha sonraki makalel-

erde, de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬n¬n analizi üzerindeki de¼gi̧sik problemleri in-

celedi. (Sharapudinov 1983,1996) de p (:) üs fonksiyonunun regülerli¼gi problemini

düşünen ilk ki̧si oldu. De¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬ teorisinde kritik önemde

oldu¼gu görülen

jp (x)� p (y)j � C

� ln (jx� yj) ; jx� yj < 1

2
(2:1)

lokal log-Hölder süreklilik koşulunu buldu. Bu uzaylar ayr¬ca başka Sovyet matem-

atikçilerin de, (Kozlov. 1983) gibi, çal¬̧smalar¬nda görüldü. En etkili çal¬̧sma Zhikov

(1982, 1983, 1986, 1991, 1994, 1995, 1997) taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. 1986 da başla-

yarak, de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬n¬varyasyonel kalkülüs problemlerine uygu-

lad¬. Zhikov f Langrangian�¬n¬n; ci pozitif reel sabitler ve 0 < p < q olmak üzere,

�c0 + c1 j�jp � f (x; �) � c0 + c2 j�jq

6



Yasin KAYA

standart olmayan büyüme koşulunu sa¼glad¬¼g¬nda

F (u) =

Z



f (x;ru) dx

fonksiyonellerin minimize edilimi ile ilgilendi. Böyle bir Langrangian�¬n özel bir

örne¼gi, p � p (x) � q olmak üzere, f (x; �) = j�jp(x) şeklindedir. Bu fonksiyonele
kaŗs¬l¬k gelen Euler-Lagrange denklemi

4p(:)u = � div
�
p (:) jrujp(:)�2ru

�
= 0

şeklindeki p (:) Laplasiyenidir.

Bir başka problem de de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬n¬n çal¬̧s¬lmas¬n¬sa¼glayan

güç olmuştur. 1990 lar¬n başlar¬nda Samko ve Ross (1993, 1995),

D�(:)
a f (x) =

1

� (1� � (x))

d

dx

Z x

a

(x� t)��(x) f (t) dt

şeklinde de¼gi̧sken dereceli bir Riemann-Liouville kesirli türevini ve buna kaŗs¬l¬k gelen

I�(:)a f (x) =
1

� (� (x))

Z x

a

(x� t)�(x)�1 f (t) dt

de¼gi̧sken Riesz potansiyeli verdi. Bu operatörlerin davran¬̧slar¬n¬n incelenmesi, do¼gal

olarak, de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬nda konvolüsyon ve potansiyel operatörlerin

öne ç¬kmas¬na sebep olmuştur.

Son zamanlarda, de¼gi̧sik uygulamalardan dolay¬ de¼gi̧sken üslü Lebesgue uza-

ylar¬na olan ilgi artmaktad¬r. Bunlar aras¬nda en önde geleni, elektrorheological

ak¬̧skanlar¬n ( Newtonian olmayan ak¬̧skanlar¬n esas bir s¬n¬f¬) matematiksel model-

lenmesidir. Bu ak¬̧skanlar bir elektrik alana maruz b¬rak¬ld¬¼g¬nda (genellikle önemli

ölçüde) k¬vaml¬l¬¼g¬de¼gi̧sen ak¬̧skanlard¬r. Bunlar sadece h¬zl¬hareket eden hidro-

lik supaplar ve debriyajlar, frenler, darbe emiciler de¼gil; tam aş¬nd¬r¬c¬parlatmada,

robotlularda ve uzay teknolojisi gibi baz¬yeni alanlarda da kullan¬lmaktad¬r. Kap-

saml¬çal¬̧s¬lm¬̧s bir modelde, Du h¬z alan¬gradiyeninin simetrik parças¬ve üs elektrik

alan¬n¬n bir fonksiyonu olmak üzere, enerji

Z



jDu (x)jp(x) dx

7



2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

integrali ile verilmektedir. Ruzicka (2000, 2004) bu modeli verdi. Bunu Acerbi

ve Mingione (2002, 2002, 2005) daha da ileri geli̧stirdiler. Bu problem de¼gi̧sken

üslü Lebesgue ve Sobolev uzaylar¬ teorisinin geli̧siminde kayda de¼ger önemde bir

güdü olmuştur. De¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬gözenekli ortamdan ak¬̧s, görüntü

i̧slenme, thermorheological ak¬̧skanlar gibi başka �ziki problemlerin davran¬̧slar¬n¬n

modelenmesinde de kullan¬lm¬̧st¬r (Amaziane ve ark. 2009), (Antontsev ve Shmarev

2005), (Çekiç ve ark. 2012).

De¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬, görüntü i̧sleme çal¬̧smalar¬na da uyguland¬.

Blomgren ve ark. (1997) görüntünün yeniden oluşturulmas¬nda de¼gi̧sken üs kul-

lan¬larak yap¬lan interpolasyon tekni¼ginin uygun norm alt¬nda

Z



jru (x)jp(ru) dx

daha düzgün bir görüntü verece¼gini gördüler. ( Burada ru artarken, p (:) üsü iki-
den bire monoton olarak azalmaktad¬r.). Bu yaklaş¬m ve ilgili �kirler, çok say¬da

araşt¬rmac¬taraf¬ndan araşt¬r¬lmaya devam edilmektedir (Aboulaich ve ark. 2007),

(Aboulaich ve ark. 2008), (Bolt ve ark. 2009),(Chen ve ark.2008), (Harjulehto ve

ark.2013), (Levine 2006).

Harmonik analizin teknik ve sonuçlar¬n¬, de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬na uygu-

lamak için merkezi bir problem; Hardy-Littlewood maksimal operatörünün Lp(:) (Rn)

uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬sa¼glayacak koşulun p (:) üsünde belirlenmesiydi. ·Ilk ana sonucu

Deining yapt¬(Diening 2004). p (:) nin (2:1) lokal log-Hölder şart¬n¬sa¼glamas¬n¬n ve

bir büyük yuvar¬n d¬̧s¬nda sabit olmas¬n¬n yeterli oldu¼gunu gösterdi. Bu sonuç daha

sonra genelleştirildi. (2:1) koşulunun sa¼glanmas¬ve p (:) nin sonsuzda log-Hölder

sürekli olmas¬n¬n yeterli oldu¼gu gösterildi. Bu durumda

jp (x)� p1j �
C1

ln (je+ jxjj)
olacak biçimde p1 vard¬r.

Ba¼g¬ms¬z olarak, Nekvinda (2004) p (:) nin daha zay¬f integral azalma şart¬n¬n

yeterli oldu¼gunu gösterdi. Log-Hölder koşullar¬noktasal koşullar için olabileceklerin

en iyisidir. Fakat gerekli de¼gildirler (Kopaliani 2008), (Nekvinda 2008), (Lerner

8



Yasin KAYA

2010). Deining (2005) Hardy-Littlewood maksimal operatörü için denetlenmesi zor

fakat önemli teoriksel sonuçlara sahip bir gerek ve yeter koşul verdi.

9



2. ÖNCEK·I ÇALIŞMALAR

.
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3. MATERYAL VE METOT

·Ilk bölümdeki ön bilgiler genel olarak (Folland 1999), (Hunter 2001), (DiBenedetto

2002), (Jost 2005), (Morrison 2011), (Brezis 2011), (Diening ve ark. 2011), (Duren

2012), (Pick ve ark. 2012), çal¬̧smalar¬ndan yararlanarak haz¬rlanm¬̧st¬r.

3.1. Ön Bilgiler

Tan¬m 3.1.1. 
 � Rn kümesi aç¬k, x 2 
; ve f : 
! Rm olsun. E¼ger

lim
h!0

kf (x+ h)� f (x)� T (h)km
khkn

= 0

olacak şekilde bir T : Rn ! Rm bir lineer dönüşümü var ise, bu durumda f ye x te

di¤eransiyellenebilirdir denir ve bu durumda f 0 (x) = T olur.

Yukar¬daki ifade denk olarak

f : 
 ! Rm fonksiyonunun x te di¤eransiyellenebilir ve f 0 (x) = T olmas¬için

gerek ve yeter şart, � : 
! Rm ve h! 0 iken k�(h)km
khkn

! 0 olmak üzere

f (x+ h)� f (x) = T (h) + � (h)

olmas¬d¬r.

Çok de¼gi̧skenli fonksiyonlar için ortalama de¼ger teoremi şöyledir:

Teorem 3.1.2. f : 
 � Rn ! R fonksiyonu aç¬k ve konveks 
 kümesi üzerinde

di¤eransiyellenebilir olsun. a; b 2 
 ve a ile b yi birleştiren do¼gru parças¬
 (t) =

a+ t (b� a) olsun. Bu durumda

f (b)� f (a) = hr f (c) ; b� ai

olacak biçimde 
 (t) üzerinde c vard¬r.

Şimdi de çarp¬m serileriyle ilgili iki önemli teoremi verelim.

Teorem 3.1.3. (Dirichlet Testi) fakg ve fbkg dizileri

i) ak � ak+1 > 0

ii) limk!1 ak = 0

iii) her pozitif N tamsay¬s¬için
���PN

k=1 bk

��� �M (M sabit)

11
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koşullar¬n¬sa¼glas¬nlar. Bu durumda

1X
k=1

akbk

serisi yak¬nsak olur.

Teorem 3.1.4. ( Abel Testi)
P
bk yak¬nsak ve fakg bir s¬n¬rl¬, monoton dizi

ise bu durumda

1X
k=1

akbk

serisi yak¬nsak olur.

Noktasal yak¬nsakl¬ktan monoton koşulu alt¬nda düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n ç¬kabile-

ce¼gini ifade eden Dini teoremi aşa¼g¬daki gibidir.

Teorem 3.1.5. X kompakt bir metrik uzay ve fn : X ! R şeklindeki, ffng
sürekli monoton fonksiyon dizisi sürekli f fonksiyonuna noktasal yak¬nsas¬n. Bu

durumda fn dizisi f ye düzgün yak¬nsak olur.

Bir fonksiyon serisinin düzgün yak¬nsayabilece¼gini gösterenWeierstrass M-testinin

ifadesi aşa¼g¬daki teoremdedir.

Teorem 3.1.6. Bir A kümesi üzerinde tan¬ml¬reel veya kompleks de¼gerli bir

ffng fonksiyon dizisi,
8n � 1; 8x 2 A için jfn (x)j �Mn veP1

n=1Mn <1
olsun.

Bu durumda
P1

n=1 fn (x) serisi A kümesi üzerinde düzgün olarak yak¬nsar.

Tan¬m 3.1.7. X bir vektör uzay¬olsun. x 2 X için de¼geri kxk olarak gösterilen,
negatif de¼gerler almayan bir fonksiyon

i) kxk = 0() x = 0

ii) her x 2 X ve tüm � skalerleri için k�xk = � kxk
iii) her x; y 2 X için kx+ yk � kxk+ kyk
özelliklerini sa¼gl¬yorsa, bu durumda bu fonksiyonaX üzerinde bir normdur denir.

x; y 2 X için d (x; y) = kx� yk olarak tan¬mland¬¼g¬nda her normlu uzay bir
metrik uzay olur.

12
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Tan¬m 3.1.8. X bir K cismi üzerinde bir vektör uzay¬, k:k1 ve k:k2 her biri X
üzerinde birer norm olsunlar.

E¼ger her x 2 X için

a kxk1 � kxk2 � b kxk1

olacak şekilde pozitif a; b say¬lar¬varsa, bu durumda k:k1 normu k:k2 normuna denk-
tir denir.

Bir sonlu boyutlu uzayda, tüm normlar birbirine denk olurlar.

·Iki norm denk ise bu durumda fxkg dizisi k:k1 normunda bir Cauchy dizisi ise
k:k2 normuna göre de Cauchy dizisi olur ve bunun terside do¼grudur. Denk normlarla
ilgili başka bir gerçek, bir norma göre tan¬mlanm¬̧s aç¬k kümeler s¬n¬f¬, di¼ger normla

tan¬mlanm¬̧s¬n ayn¬s¬n¬f¬olur.

Tan¬m 3.1.9. Bir (X; k:kX) Banach uzay¬, R reel say¬lar¬cismi veya C kompleks
say¬lar¬cismi üzerinde k:kX normuna göre tam olan bir normlu vektör uzay¬d¬r.�

Xj; k:kXj
�
Banach uzaylar¬n¬n X : �Nj=1Xj kartezyen çarp¬m¬(x1; :::xN) nokta-

lar¬ndan oluşur ve kxkX = kxkX;r :=
�PN

j=1 kxjk
r
Xj

� 1
r
, 1 � r <1, denk normlar¬n-

dan herhangi biriyle normlan¬r ve r =1 için bilinen uygun dönüşüm yap¬l¬r.

Baz¬durumlarda bir vektör uzay¬n¬bir norm yerine, bir quasinorm ile tan¬mla-

mak yarar sa¼glar. Bir quasinorm normun üçgen eşitsizli¼gi hariç di¼ger tüm özellik-

lerini sa¼glar. Üçgen eşitsizli¼gi yerine, bir c � 0 için, kx+ yk � c (kxk+ kyk) özelli¼gi
sa¼glan¬r.

Tan¬m 3.1.10. X ve Y normlu vektör uzaylar¬ olsunlar. Her a 2 X için

kF (a)kX � c kakX olacak şekilde bir pozitif c reel say¬s¬varsa; bu durumda F :

X �! Y dönüşümüne s¬n¬rl¬d¬r denir, üstelik F ve F�1 bire bir, örten, lineer ve

sürekli iseler, bu durumda F dönüşümü bir izomor�zim olur.

Bir lineer dönüşüm s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul sürekli olmas¬d¬r.

Teorem 3.1.11. (Düzgün s¬n¬rl¬l¬k prensibi) X bir Banach uzay¬ ve Y bir

normlu vektor uzay¬olsun. fF�g�2I , X ten Y ye sürekli lineer dönüşümlerin bir

kümesi olmak üzere, e¼ger her x 2 X için

sup
�2I

kF�xkY <1

13
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ise bu durumda

sup
�2I

kF�kX!Y <1

olur.

Teorem 3.1.12. (Aç¬k dönüşüm teoremi) X; Y Banach uzaylar¬ve F : X ! Y

örten, bir sürekli lineer dönüşüm olsun. Bu durumda F aç¬k dönüşüm olur (yani U;

X te aç¬k bir küme iken F (U) Y de aç¬k olur).

X ve Y normlu uzaylar¬Z Hausdor¤uzay¬n¬n alt kümeleri olsunlar. Bu durumda

X \ Y kesi̧simi kzkX\Y = max fkzkX ; kzkY g normu ile ve
X + Y := fx+ y : x 2 X; y 2 Y g toplam¬da
kzkX+Y = inf fkxkX + kykY : x 2 X; y 2 Y; z = x+ yg
normu ile normlu uzaylar olurlar. X ve Y Banach uzaylar¬ise X \Y ve X +Y

de birer Banach uzaylar¬olurlar.

Tan¬m 3.1.13. Bir X normlu uzay¬n¬n tüm s¬n¬rl¬F : X �! R (veya C)

fonksiyonellerine, X nin dual uzay¬denir ve X 0 ile gösterilir. X ile X 0 aras¬ndaki

dualite eşleşmesi, F 2 X 0 ve x 2 X için, hF;XiX0;X = hF;Xi := F (x) olarak

tan¬mlan¬r. Bu dual uzay kFkX0 := supkxkX�1 hF; xi dual normuyla normlan¬r. Bu
da X 0 uzay¬n¬Banach uzay¬yapar.

Şimdi de Hanh-Banach teoreminin versiyonlar¬n¬ve sonuçlar¬n¬ifade edelim:

Teorem 3.1.14. X bir Banach uzay¬ve Y � X kapal¬, lineer bir alt uzay olsun.

Bu halde her s¬n¬rl¬, lineer F 2 Y 0 fonksiyoneli s¬n¬rl¬, lineer ve




 eF



X0
= kFkY 0

olacak şekilde bir eF 2 X 0 fonksiyoneline geni̧sletilebilir.

Burada geni̧sletme ile, her y 2 Y için, hF; yiY 0;Y =
D eF ; yE

X0;X
özelli¼gi kaste-

dilmektedir.

Teorem 3.1.15. X bir Banach uzay¬ve E; K; X in konveks, ayr¬k ve boştan

farkl¬alt kümeleri olsun. E¼ger E kapal¬ve K kompakt ise bu durum da E ve K y¬

tam birbirinden ay¬ran bir kapal¬hiperdüzlem vard¬r. Yani, her x 2 E; y 2 K için,

ReF (x) + " � � � ReF (y)� " olacak şekilde F 2 X 0; � 2 R ve " > 0 vard¬r.
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Sonuç 3.1.16. X bir Banach uzay¬olsun. Bu durumda her x 2 X için

kxkX = sup
kFkX0 � 1

jhF; xij

olur.

Tan¬m 3.1.17. X bir metrik uzay olsun. Her " > 0 ve her x 2 X için d (x; s) < "

olacak şekilde bir s 2 S varsa bu halde S � X kümesi, X te yo¼gundur denir.

Bu yo¼gunluk durumunu elemanlar¬n yaklaş¬m¬terimleriyle şöyle ifade edilebilir:

Teorem 3.1.18. X bir metrik uzay olsun. S � X kümesi, X te yo¼gun olmas¬

için gerek ve yeter koşul her x 2 X için limn�!1 sn = x olacak şekilde S nin

elemanlar¬ndan oluşan bir fsng dizisinin var olmas¬d¬r.
Bir metrik uzay say¬labilir yo¼gun bir altkümeye sahipse bu uzaya ayr¬labilirdir

denir.

(X; d ) bir metrik uzay olsun. Her x; y 2M ; x 6= y için

d (x; y) > �

olacak biçimde bir say¬lamayan M � X kümesi ve bir � > 0 var ise bu durumda X

uzay¬ayr¬labilir de¼gildir.

Teorem 3.1.19. X bir metrik uzay olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki ifadeler

birbirine denk olurlar.

i) X te yo¼gun olan say¬labilir bir küme vard¬r. ( X ayr¬labilir bir uzayd¬r)

ii) X in aç¬k kümeleri için say¬labilir bir baz vard¬r. (say¬labilirli¼gin ikinci aksiy-

omu)

iii) X in her aç¬k örtüsü bir say¬labilir alt örtüye sahiptir. ( Lindelöf özelli¼gi)

Her metrik uzay tam olmad¬¼g¬için aşa¼g¬daki durum söz konusudur.

Tan¬m 3.1.20. X bir metrik uzay olsun. E¼ger

i) X, eX in bir alt uzay¬olan X0 izometrik

ve

ii) X0, eX te yo¼gun, yani X0 = eX
oluyorsa, o zaman eX tam metrik uzay¬na X in bir tamlan¬̧s¬ad¬verilir.
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Teorem 3.1.21. Her X metrik uzay¬n¬n bir tamlan¬̧s¬vard¬r ve X in herhangi

iki tamlan¬̧s¬izometriktir. Yani izometri fark¬yla bir uzay¬n tamlan¬̧s¬bir tektir.

Tan¬m 3.1.22. X bir Banach uzay¬olsun. E¼ger her x 2 X için

x =
1X
k=1

ckxk

olacak biçimde bir tek fckg skaler dizisi var iseX teki bu fxkg dizisine Schauder baz¬
denir. Analizde kullan¬lan tüm klasik ayr¬labilir Banach uzaylar¬Schauder baz¬na

sahiptirler. Bu gerçek Banach�¬n her ayr¬labilir uzay¬n Schauder baz¬na sahip oldu¼gu

zan¬na yol açt¬. Fakat P. En�o 1973 te baz¬ayr¬labilir Banach uzaylar¬n¬n hiç bir

Schauder baz¬na sahip olmad¬¼g¬n¬gösterdi.

Bir uzay¬n ikinci dual uzay X 00 := (X 0)0 olarak gösterilir. h{x; F iX00; X0 :=

hF; xiX0; X olarak verilen do¼gal enjeksiyon

i : X 00 �! X

örten ise, o zaman X normlu uzay¬yans¬mal¬d¬r denir.

Tan¬m 3.1.23. E¼ger her bir " > 0 için, kxk � 1; kyk � 1; kx� yk > " =)

x+y
2



 < 1 � � (") olacak şekilde bir � (") > 0 varsa bu halde k:k normuna; normlu
X uzay¬üzerinde düzgünce konvekstir denir.

X in orjinal normuna denk olan düzgünce konveks bir k:k
0
normu varsa bu du-

rumda bir X Banach uzay¬na düzgünce konvekstir denir.

Bu özellikler kapal¬lineer alt uzaylara ve kartezyen çarp¬mlar¬na aşa¼g¬daki biçimde

aktar¬labilir.

Teorem 3.1.24. X bir Banach uzay¬ve Y de X in bir kapal¬altkümesi ya da

XN nin bir kartezyen çarp¬m¬n¬göstersin. Bu durumda:

i) Y bir Banach uzay¬d¬r.

ii) X yans¬mal¬ise, bu durumda Y yans¬mal¬d¬r.

iii) X ayr¬labilir ise, bu durumda Y ayr¬labilirdir.

iv) X düzgünce konveks ise, bu durumda X yans¬mal¬d¬r.

v) X düzgünce konveks ise, bu durumda Y düzgünce konvekstir.
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Tan¬m 3.1.25. X � Y ve her x 2 X için kxkY � c kxkX olacak şekilde bir c
sabiti varsa, X normlu uzay¬Y normlu uzay¬na sürekli olarak gömülür denir. Bu

gömülme sembolik olarak X ,! Y ile gösterilir.

X ,! Y ve X teki s¬n¬rl¬kümeler Y de prekompakt ise bu durumda X in Y ye

gömülmesine kompaktt¬r denir. Bu gömülme için de X ,!,! Y gösterimi kullan¬l¬r.

Tan¬m 3.1.26. E¼ger limk�!1 kxk � xkX = 0 oluyorsa, (xk)k2N � X dizisinin

x 2 X (güçlü) yak¬nsad¬¼g¬söylenir. Her F 2 X 0 için limk�!1 F (xk) = F (x) ise

buna X uzay¬ndaki xk dizisinin x�e zay¬f yak¬nsad¬¼g¬söylenir.

Her x 2 X için limk�!1 fk (x) = f (x) oluyorsa buna X 0 uzay¬ndaki fk dizisinin

f 2 X 0 zay¬f y¬ld¬z¬l yak¬nsad¬¼g¬söylenir.

Bir X ,! Y gömülmesinin kompakt olmas¬için gerek ve yeter şart X teki zay¬f

yak¬nsak dizilerin Y de güçlü yak¬nsak dizilere kaŗs¬l¬k gelmesidir (eşlenmesidir).

3.1.1. Ölçümler ve Örtme Teoremleri

Bu tez Lp(x) veW k;p(x) uzaylar¬n¬n yo¼gunlu¼gu ile ilgili oldu¼gundan; bu uzaylardaki

elemanlar fonksiyonlar ve bu uzaylar¬n tan¬m ve i̧slemleri genellikle integrallerle ifade

edildi¼ginden ölçüm ve integral konusunu aç¬klamak faydal¬olacakt¬r.

Bir ölçüm uzay¬n¬(A;�; �) ile gösterece¼giz. �; � üzerinde ��sonlu ve � (A) > 0
olarak tam ölçümlü alaca¼g¬z. E � A kümesinin karakteristik fonksiyonunu �E olarak

gösterece¼giz.

Bir Lebesgue ölçülebilir f : A �! K (K, R veya C gösterir) fonksiyonunun

integrali standart yöntemlerle bilinen tan¬m¬al¬nacakt¬r ve
R
A
f d� ile gösterilecek-

tir. Çal¬̧smalar¬m¬zda daha çok A = 
; Rn nin bir aç¬k alt kümesi; �; n�boyutlu
Lebesgue ölçümü; �; 
 n¬n Lebesgue ölçülebilir alt kümelerinin ��cebiri oldu¼gu
durumlarla ilgilenece¼giz. Bu durumda Lebesgue integralini

R


f dx ve ölçülebilir bir

E � 
 alt kümesinin ölçümünü jEj olarak gösterilecektir.
Ölçüm kavram¬hacim kavram¬n¬genelleştirir. Bir A kümesi üzerindeki bir �

ölçümü, bir E � A alt kümesine negatif olmayan bir � (E) say¬s¬n¬ kaŗs¬l¬k ge-

tirir. Bir kümenin ölçümünün sonsuz olmas¬da mümkündür. Baz¬kümelerin çok

karmaş¬k, da¼g¬n¬k veya tuhaf yap¬s¬ndan dolay¬bu kümelere bir ölçüm uygulamak

mümkün olmayabilir.

Tan¬m 3.1.1.1. Bir A kümesi üzerindeki bir � � cebiri
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i) ; 2 �;

ii)E 2 � ise bu durumdaEc = A�E 2 �;
iii) fEi : i 2 Ng ; � daki bir say¬labilir kümelerin ailesi ise, bu durumda [1i=1Ei 2

�;

şeklindeki A n¬n alt kümelerinden oluşan � kolleksiyonudur.

Bir (A;�) ölçülebilir uzay bir A kümesi ve A üzerindeki �, ��cebiridir: � ele-
manlar¬na ölçülebilir kümeler denir.

\1i=1Ei = ([1i=1Eci )
c

olarak yaz¬labilindi¼ginden � n¬n say¬labilir kesi̧simlere göre kapal¬oldu¼gu söylenir.

S bir A kümesinin bir key� alt kümelerinin kolleksiyonu ise bu durumda, S

yard¬m¬yla ile üretilen � (S) ��cebiri, S yi içerenA üzerindeki en küçük ��cebiridir:
Bu ��cebiri, S yi içeren A üzerindeki tüm ��cebirlerinin kesi̧simidir.

Örnek 3.1.1.2. (A; �) bir topolojik uzay ve � , A daki aç¬k kümelerin kolleksiy-

onu olsun. � arac¬l¬¼g¬yla A üzerinde oluşturulan ��cebirine, A nin Borel ��cebiri
denir. Borel ��cebirinin elemanlar¬na Borel kümeleri denir ve B (A) ile gösterilir.

Bir A kümesi üzerindeki bir � ölçümü, A n¬n bir �; ��cebiri üzerinde
i) � (;) = 0;
ii) fEi : i 2 Ng ; � daki bir say¬labilir iki̧ser ayr¬k kümelerin ailesi, yani i 6= j için

Ei \ Ej = ;, ise bu durumda

� ([1i=1Ei) =
1X
i=1

� (Ei)

şartlar¬n¬sa¼glayan bir � : �! [0;1] fonksiyonudur. � (A) <1 ise ölçüm sonludur.

E¼ger � (Ei) <1 ve

A = [1i=1Ei

olacak biçimde A n¬n ölçülebilir alt kümelerinden bir say¬labilir fEi : i 2 Ng ailesi
varsa ölçüme ��sonlu denir.
Bir (A;�; �) ölçüm uzay¬; bir A kümesi, A kümesi üzerindeki bir �; ��cebiri ve

bir � : �! [0;1] ölçümden oluşur.
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Rn nin Borel ��cebiri, ai < bi;

Q = (a1; b1)� (a2; b2)� :::� (an; bn)

formundaki tüm küp kolleksiyonlar¬ndan üretilir. � Lebesgue ölçümü B (Rn) Borel

� � cebiri üzerinde � (Q) =Vol(Q) şeklindedir. Daha aç¬k ifade ile

� ((a1; b1)� (a2; b2)� :::� (an; bn)) = (a1 � b1) (a2 � b2) ::: (an � bn)

şeklini al¬r.

Örne¼gin

Rn = [1i=1 (�i; i)
n

oldu¼gundan Lebesgue ölçümü ��sonlu olur.
Lebesgue ölçümü, Lebesgue ölçümüne göre Borel ��cebirinin tamamlamas¬olan

Lebesgue ölçülebilir kümelerden oluşan L (Rn) ; ��cebirine geni̧sletilebilir. Kolay ol-
mad¬¼g¬halde inşa yoluyla Lebesgue ölçümünün varl¬¼g¬ispatlanabilir. ·Inşa aşa¼g¬daki

sonucu gösterir.

Teorem 3.1.1.3. Bir 
 � Rn alt kümesinin Lebesgue ölçülebilir olmas¬ için

gerek ve yeter koşul, her � > 0 için, F � 
 � G ve � (GnF ) < � olacak biçimde bir

kapal¬F kümesi ve bir aç¬k G kümesinin olmas¬d¬r. Üstelik,

� (
) = inf f� (U) : U aç¬kt¬r ve U � 
g

= sup f� (K) : K kompakt¬r ve K � 
g

olur ki bu da bir Lebesgue ölçülebilir kümeye d¬̧stan aç¬k kümelerle ve içten kapal¬

kümelerle yaklaş¬labilir anlam¬n¬verir.

Lebesgue ölçümü çeşitli do¼gal geometrik özelliklere sahiptir. Ötelemeye göre

de¼gi̧smezdir, yani, her 
 2 L (Rn) ve h 2 Rn için
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�h
 = fy 2 Rn : y = x+ h x 2 
g

şeklinde tan¬mlanmak üzere � (�h
) = � (
) özelli¼gini sa¼glar.

Rn uzay¬toplamaya göre de¼gi̧smeli gruptur. Bir lokal kompakt grup üzerindeki

bir de¼gi̧smez ölçüme, Lebesgue ölçümü gibi, Haar ölçümü denir.

T : Rn ! Rn bir lineer dönüşüm ve

T
 = fy 2 Rn : y = Tx x 2 
 içing

olarak tan¬mlan¬rsa bu durumda � (T
) = jdetT j� (
) olur. Buradan, Lebesgue
ölçümü rotasyonel olarak de¼gi̧smezdir ve t > 0 için � (t
) = tn � (
) özelli¼gine

sahiptir.

Tan¬m 3.1.1.4. Bir ölçüm uzay¬ölçümü s¬f¬r olan bir kümenin her alt kümesi

ölçülebilir ise bu ölçüm uzay¬na tamd¬r denir. (A;�; �) bir ölçüm uzay¬ise � daki

bir � ölçümüne göre �; ��cebirinin � tamlan¬̧s¬

E � �A � F ve � (FnE) = 0

olacak biçimde� deE;F kümelerinin varl¬¼g¬n¬sa¼glayanA n¬n tüm �A alt kümelerinden

oluşur. � nün � tamlan¬̧s¬

�
�
�A
�
= � (F ) = � (E)

� üzerinde olarak tan¬mlan¬r.�
A;�; �

�
tam ölçüm uzay¬na (A;�; �) n¬n tamlan¬̧s¬denir.

B (Rn) Borel ��cebiri tam de¼gildir. Lebesgue ölçümüne göre tamlan¬̧s¬Lebesgue
ölçülebilir kümelerin L (Rn) ��cebiridir: Borel kümeleri ve Lebesgue ölçülebilir
kümelerdeki Lebesgue ölçümü için ayn¬� notasyonu kullan¬lmaya devam edilecektir.

Ölçümü s¬f¬r olan bir küme d¬̧s¬nda sa¼glanan bir özelli¼ge hemen hemen her yerde

sa¼glan¬r denir.

Tan¬m 3.1.1.5. (A;�) ve (B; S) ölçülebilir uzaylar olsunlar. Bir ölçülebilir

fonksiyon her E 2 S için
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f�1 (E) 2 �

özelli¼gini sa¼glayan bir f : A! B dönüşümüdür.

Genel olarak dikkatimizi bir (A;�; �) ölçüm uzay¬ üzerinde tan¬mlanm¬̧s reel

de¼gerli fonksiyonlara verece¼giz. Bu durumda bir (A;�) ölçülebilir uzay olsun. Bir

f : A ! R fonksiyonu ölçülebilir olmas¬ için gerek ve yeter şart her c 2 R için

fx 2 A : f (x) < cg kümesinin A ya ait olmas¬d¬r.
Benzer olarak bir f : A! C kompleks de¼gerli fonksiyonun ölçülebilir olmas¬için

gerek ve yeter koşul (f = g + ih) g; h : A! R ölçülebilir olmalar¬d¬r.

Bir fonksiyon ölçülebilir ve ald¬¼g¬de¼gerler kümesi sonlu ise bu fonksiyona basit

fonksiyon denir. Herhangi bir ölçülebilir fonksiyona basit fonksiyonlarla yaklaş¬la-

bilir.

Tan¬m 3.1.1.6. Bir (A;�) ölçülebilir uzay¬üzerindeki bir ' : A! R fonksiyonu

' =
nX
i=1

ci�Ei

olacak biçimde E1; E2; :::; En ölçülebilir kümeleri ve c1; c2; :::; cn reel say¬lar¬var ise

bu halde ' bir basit fonksiyon olur.

Teorem 3.1.1.7. f : A! [0;1] bir ölçülebilir fonksiyon olsun. Bu durumda f
ye noktasal yak¬nsayan bir monoton artan basit fonksiyonlar¬n bir f'kg dizisi vard¬r.

Bir key�ölçülebilir f : A! R fonksiyonu, iki negatif olmayan ölçülebilir fonksiy-

onlar¬n

f = f+ � f�; f+ = max ff; 0g ; f� = max f�f; 0g :

şeklindeki fark¬olarak yaz¬labilir.

Her bir parçaya basit fonksiyonlarla yaklaş¬labilir.

' =

nX
i=1

ci�Ei

bir (A;�; �) ölçüm uzay¬üzerinde bir basit fonksiyon olsun. � ölçümüne göre ' nin

integrali
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Z
'd� =

nX
i=1

ci� (Ei)

olarak tan¬mlan¬r.

f : A! [0;1] bir (A;�; �) ölçüm uzay¬üzerinde tan¬mlanm¬̧s negatif olmayan

bir fonksiyon olsun. Bu durumda

Z
fd� = sup

�Z
'd� : ' basit fonksiyon ve ' � f

�
şeklinde tan¬mlan¬r.

E¼ger f : A ! R şeklindeyse, bu halde sa¼gdaki integrallerden en az biri sonlu

olmak şart¬yla Z
fd� =

Z
f+d��

Z
f�d�

olarak tan¬mlan¬r.

Z
jf j d� =

Z
f+d�+

Z
f�d� <1

oluyorsa, f nin integrallenebilirdir ve bu durum f 2 L1 şeklinde gösterilir.

f = g + ih olmak üzere, g; h : A ! R integrallenebilir fonksiyonlar ise, bu

durumda f : A! C kompleks de¼gerli fonksiyon integrallenebilirdir ve

Z
fd� =

Z
gd�+ i

Z
hd�

şeklindedir.

E; A n¬n bir ölçülebilir alt kümesi ise

Z
E

fd� =

Z
f�Ed�

olarak tan¬mlan¬r.

Ba¼glama ba¼gl¬olarak integral

Z
f;

Z
fd�;

Z
f (x) d� (x) ;

Z
f (x)� (dx)

olarak de¼gi̧sik şekilde yaz¬labilir.
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Ayr¬ca � Lebesgue ölçümüne göre Rn de tan¬mlanm¬̧s bir fonksiyonun
R
fd�

integrali

Z
fdx veya

Z
f (x) dx

olarak da yaz¬labilir.

Teorem 3.1.1.8. (Temel Örtme Teoremi) F ; bir metrik uzayda yuvarlar¬n
herhangi kolleksiyonu ve

sup fdiam (B) : B 2 Fg <1

olarak al¬ns¬n. Bu durumda F içinde

[B2F = [B2G5B

olacak biçimde iki̧ser ayr¬k yuvarlar¬n say¬labilir bir G alt kolleksiyonu vard¬r.

Teorem 3.1.1.9. (Besicovitch Örtme Teoremi) A; Rn de s¬n¬rl¬bir küme olsun.

Her bir x 2 A için merkezi x olan bir Qx � Rn küp (veya yuvar) verilsin. Bu

durumda verilen fQxgx 2 A kümeleri aras¬ndan bir fQjgj 2 N dizisi (sonlu olmas¬
mümkün) aşa¼g¬daki biçimde seçebilinir.

a) A kümesi bu dizi taraf¬ndan A � [j 2 NQj şeklinde örtünebilir.
b) Rn nin hiç bir noktas¬ fQjgj 2 N dizisinin �n tane kümelerinden fazlas¬n¬n

içinde de¼gilldir. Yani

1X
j=1

�Qj � �n:

olur.

c) fQjgj 2 N dizisi �n tane ayr¬k kümelerin ailelerine ayr¬labilir.

Teorem 3.1.1.10. (Birimin Ayr¬lmas¬) IJ, bir kapal¬E � Rn kümesini örten,
aç¬k kümelerin bir ailesi olsun. Bu durumda

a) her x 2 E için,
P

f 2 F f (x) = 1

b) her bir f 2 F fonksiyonu için, spt f � U olacak şekilde U 2 IJ vard¬r;
ve
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c) K � E kompakt ise, sadece sonlu say¬da f 2 F için spt f \K 6= 0:
olacak biçimde C10 (Rn) uzay¬nda ve de¼gerleri [0; 1] aral¬¼g¬nda bulunan bir F

küme ailesi vard¬r.

F ailesine E nin IJ aç¬k örtüsüne ba¼gl¬bir birimin ayr¬l¬m¬denir.

Lebesgue ölçülebilir fonksiyonlar¬n küçük bir küme d¬̧s¬nda sürekli olaca¼g¬n¬karek-

terize eden Lusin teoremi aşa¼g¬daki gibidir.

Teorem 3.1.1.11. Bir f : A ! R fonksiyonu ölçülebilir bir A � Rn kümesi

üzerinde tan¬mlans¬n. f nin A üzerinde Lebesgue ölçülebilir olmas¬ için gerek ve

yeter koşul, herhangi bir � > 0 için f nin F� k¬s¬tlamas¬ sürekli ve � (AnF�) < �

olacak şekilde bir kapal¬F� � A kümesinin olmas¬d¬r.

Teorem 3.1.1.12. A � Rn ölçülebilir ve f : A � Rn ! R fonksiyonu A da

ölçülebilir olsun. Bu halde herhangi bir � > 0 için

� fx 2 A : f (x) 6= g� (x)g < �

olacak şekilde bir sürekli g� : A! R fonksiyonu vard¬r.

Teorem 3.1.1.13. ffkg fonksiyon dizisi ve f fonksiyonu A da ölçülebilir;

� (A) < 1 ve A nin hemem hemen her yerinde fk ! f yak¬nsamas¬olsun. Bu

durumda her � > 0 için AnA� da fk ! f yak¬nsamas¬düzgün olacak biçimde bir

ölçülebilir A� � A; � (A�) < � kümesi vard¬r.

Fonksiyonlar¬n düzgün süreklili¼gini nicel olarak ölçmek için modülü sürekli fonksiy-

onlar kullan¬l¬r.

Tan¬m 3.1.1.14. ! : [0;1) �! [0;1) ve ! (0) = 0 olan ! fonksiyonu artan,
sürekli ve konkav ise bu fonksiyona modülü süreklidir denir.

E¼ger f nin tan¬m kümesindeki tüm x; y ler için j f (x)� f (y)j � ! (jx� yj) ise,
bu halde reel ya da kompleks de¼gerli f fonksiyonu ! modülü süreklili¼gine sahip olur.

Tan¬m 3.1.1.15. (A; �) bir ölçüm uzay¬olsun. E¼ger her " > 0 için bir N do¼gal

say¬s¬var ve her i � N için

� fx 2 A : jfi (x)� f (x)j � "g � "

oluyorsa, o zaman (fi) dizisinin ölçümde f fonksiyonuna yak¬ns¬yor denir.
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� (A) <1 için, hemen hemen heryerde fi �! f oluyorsa bu durumda ölçümde

fi �! f olur. Di¼ger taraftan limi�!1
R
A
jfi � f j d� = 0 olmas¬ndan, uygun alt

diziye geçmedikçe, ölçümde yak¬nsakl¬k gerektirmez.

Teorem 3.1.1.16. (Monoton yak¬nsakl¬k) (A;� ; �); ��sonlu; tam ölçüm

uzay¬; (fk) ; �� ölçülebilir fonksiyonlar¬n bir dizisi, �� hemen hemen her yerde

fk % f monoton artan yak¬nsamas¬ve
R
A
f1d� > �1 olsun. Bu durumda

lim
k�!1

Z
A

fk d� =

Z
A

f d�

olur.

Teorem 3.1.1.17. (Bask¬n yak¬nsakl¬k) (A;� ; �); ��sonlu; tam ölçüm uzay¬;
(fk) ; �� ölçülebilir fonksiyonlar¬n bir dizisi, �� hemen hemen her yerde fk �! f

olsun.

E¼ger her k 2 N için �-hemen hemen her yerde jfkj � h olacak şekilde bir h 2
L1 (A; �) varsa, bu durumda

f 2 L1 (A; �) ve

lim
k�!1

Z
A

fk d� =

Z
A

f d�

olur.

Teorem 3.1.1.18. (Fatou) (A;� ; �); �� sonlu; tam ölçüm uzay¬; (fk) ; negatif
olmayan �� ölçülebilir fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun. Bu durumda

Z
A

lim inf
k�!1

f kd� � lim inf
k�!1

Z
A

f k d�

özelli¼gi sa¼glan¬r.

� (E) = 0 sa¼glayan her E 2 � için � (E) = 0 oluyorsa bu durumda � ye � ya

göre mutlak süreklidir denir. Aşa¼g¬daki teorem bununla ilgili önemli bir durumu

ortaya koymaktad¬r.

Teorem 3.1.1.19. (Radon-Nikodym) (A;�; �) bir sonlu ölçüm uzay¬ ve �

(A;�) üzerinde bir sonlu, i̧saretli ölçüm olsun. �, � ya göre mutlak sürekli ise

bu durumda tüm E 2 � için
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� (E) =

Z
E

g d�

olacak biçimde bir tek g 2 L1 (A; �) fonksiyonu vard¬r.

Teorem 3.1.1.20. (Jensen Eşitsizli¼gi) A � Rn s¬n¬rl¬ve ölçülebilir, f : A �!
R integrallenebilir, ' : R �! R konveks bir fonksiyon ve ' � f : A �! R de

integrallenebilir olsun. Bu durumda

'

�
1

vol (A)

Z
A

f (x) dx

�
� 1

vol (A)

Z
A

' (f (x)) dx

olur.

Tan¬m 3.1.1.21. U; V � Rn aç¬k kümeler olsun. E¼ger � ve ��1 sürekli ise bire
bir ve örten � : U �! V dönüşümüne homeomor�zim, e¼ger � ve ��1 sürekli olarak

di¤eransiyellenebilirler ise o zaman bu dönüşüme difeomor�zim denir.

·Integral için de¼gi̧sken de¼gi̧stirme teoremi aşa¼g¬daki biçimde olur.

Teorem 3.1.1.22. U; V � Rn aç¬k kümeler ve � : U �! V bir difeomor�zim

olsun. (f � �) jdetD�j, U üzerinde integrallenebilir oldu¼gunda f : V �! R[f�1g
fonksiyonu da integrallenebilir olur ve bu durumda

Z
�(U)

f (y) dy =

Z
U

f (� (x)) jdetD� (x)j dx

elde edilir.

Parametreye ba¼gl¬ integral için baz¬ önemli sonuçlar aşa¼g¬daki teoremde ver-

ilmi̧stir.

Teorem 3.1.1.23. U � Rn; y0 2 U; f : Rm � U ! R [ f�1g olsun.
i) her sabit y 2 U için x! f (x; y) integrallenebilir,

ii) hemen hemen her x 2 Rm için y ! f (x; y), y0 da sürekli,

iii) Rm de hemen hemen her yerde, her y 2 U için,

j f (x; y)j � F (x)

özelli¼gini sa¼glayan bir integrallenebilir F : Rm ! R [ f1g fonksiyonu var olsun.
Bu durumda

26



Yasin KAYA

g (y) :=

Z
Rm

f (x; y) dx

fonksiyonu y0 da süreklidir.

Teorem 3.1.1.24. (Parametreye göre integralin türevi) I � R bir aç¬k aral¬k,
f : Rm � I ! R [ f�1g olsun.
i) her t 2 I için x! f (x; t) integrallenebilir

ii) hemen hemen her x 2 Rm için, t ! f (x; t) sonludur ve I üzerinde t ye göre

di¤eransiyellenebilir,

iii) Rm nin hemen hemen her yerinde, her t 2 I için,

���� @f@t (x; t)
���� � F (x)

özelli¼gini sa¼glayan bir integrallenebilir F : Rm ! R [ f1g fonksiyonu var olsun.
Bu halde

g (t) :=

Z
Rm

f (x; t) dx

fonksiyonu I üzerinde di¤eransiyellenebilirdir ve

g0 (t) :=

Z
Rm

@f

@t
(x; t) dx

şeklindedir.

Fubini-Tonelli teoremi analizde temel bir araçt¬r. Genellikle Rn nin altkümeleri

üzerindeki integrallerin çözümü için kullan¬l¬r.

Teorem 3.1.1.25. (Fubini) (X;�; �) ve (Y; S; �) iki tam ölçüm uzaylar¬olsun-

lar.

(X � Y ) 3 (x; y) 7�! f (x; y) ; (X � Y ) de integrallenebilir olsun.

Bu durumda

X 3 x 7�! f (x; y) ; ��hemen hemen tüm y 2 Y için,X te ��integrallenebilirdir.
Y 3 y 7�! f (x; y) ; ��hemen hemen tüm x 2 X için, Y de ��integrallenebilirdir.
Üstelik,
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X 3 x 7�!
Z
Y

f (x; y) d�; X te �� integrallenebilir,

(3.1.1)

Y 3 y 7�!
Z
X

f (x; y) d�; Y de � � integrallenebilir

ve

Z
(X�Y )

f (x; y) d (�� �) =

Z
X

�Z
Y

f (x; y) d�

�
d�

(3.1.2)

=

Z
Y

�Z
X

f (x; y) d�

�
d�

olur.

(Fubini Teoreminin Tonelli Versiyonu) (3:1:2) ile verilen çift katl¬integral ba¼g¬n-

t¬s¬n¬f nin (�� �) çarp¬m ölçümünde integrallenebilmesi gerekti¼gini şart koşuyor. f

negatif olmad¬¼g¬zaman; Tonelli, (�� �) ��sonlu olma koşuluyla, integrallenebilme
şart¬n¬n esnetilebilece¼gini belirtmi̧stir.

Teorem 3.1.1.26. (Tonelli) (X;�; �) ile (Y; S; �) tam ve ��sonlu ölçüm uzay-

lar¬ve f : (X � Y )! [0;1] ölçülebilir olsun. Bu durumda yukar¬daki ölçülebilirlilik
ifadeleri ve (3:1:2) deki çift-integral özelli¼gi sa¼glan¬r. (3:1:2) deki integraller sonlu

ya da sonsuz da olabilir.

Tan¬m 3.1.1.27. Bir f : [a; b] ! R fonksiyonu e¼ger her � > 0 için, tüm

ayr¬k,aç¬k (a1; b1) ; :::; (an; bn) sonlu alt aral¬klar dizileri için,

nX
k=1

(bk � ak) < � =)
nX
k=1

jf (bk)� f (ak)j < �

olacak biçimde bir � > 0 varsa bu fonksiyona [a; b] de mutlak süreklidir denir.

f : [a; b]! R fonksiyonu mutlak sürekli oldu¼gunda şöyle bir denk durum oluşur:
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f 0 hemen hemen her yerde türevi var ve [a; b] de Lebesgue integrallenebilir olur,

her x 2 [a; b] için

f (x) = f (a) +

Z x

a

f 0 (t) dt

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 3.1.1.28. ( Urysohn lemma) A;B kapal¬, ayr¬k kümeleri X metrik

uzay¬n¬n alt kümeleri olsunlar. Bu durumda her x 2 A için f (x) = 0, her x 2 B

için f (x) = 1 olacak biçimde bir sürekli f : X ! [0; 1] fonksiyonu vard¬r.

Teorem 3.1.1.29. (Tietze Geni̧sletme) A bir X metrik uzay¬nda bir kapal¬alt

küme ve f : A! R fonksiyonu sürekli olsun. Bu halde her x 2 A için f (x) = F (x)

olacak şekilde bir sürekli F : X ! R fonksiyonu vard¬r. Ayr¬ca her x 2 A için

jf (x)j �M ise her x 2 X için jF (x)j �M olur.

Şimdi, Weierstrass taraf¬ndan gösterilen, her yerde sürekli fakat hiç bir yerde

türevi olmayan fonksiyonu yazal¬m: 0 < a < 1, b pozitif tek tamsay¬ve ab > 1 + 3
2
�

olmak üzere

f (x) =
1X
k=0

ak cos
�
bk�x

�
olarak alal¬m. Bu durumda f : R ! R fonksiyonu R de sürekli fakat hiç bir yerde

türevi olmayan bir fonksiyon olur.

Dikkat edilirse, böyle bir özelik türevlenebilir fonksiyonlar¬n bir sonsuz toplam¬n¬n

hiç bir yerde türevinin olamayabilece¼gini gösterir.

Weierstrass 1885 te her sürekli fonksiyona düzgün olarak polinomlarla yaklaş¬la-

bilece¼gini göstermesi, gerçek anlamda, yaklaş¬m teorisinin bir başlang¬c¬olarak söylenebilir

(Duren 2012). Aşa¼g¬daki teorem bu durumu ortaya koymaktad¬r.

Teorem 3.1.1.30. f : [a; b]! R sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda her

� > 0 için,

jf (x)� p (x)j < � 8x 2 [a; b]

olacak şekilde bir p (x) polinomu vard¬r.
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3.2. Sobolev Uzaylar¬

Genel olarak Sobolev uzaylar¬yla ilgili bu bölüm (Ziemer 1987), (Burenkov 1998),

(Gilbarg ve Trudinger 1998), (Krantz ve Parks 1999), (Adams ve Fournier 2003) ve

(Leoni 2009) kaynaklar¬ndan yararlan¬larak haz¬rlanm¬̧st¬r.

3.2.1. Sürekli Fonksiyon Uzaylar¬


;Rn de bir bölge olsun. Herhangi negatif olmayan m tamsay¬s¬için Cm (
) ;

kendisi ile birlikte, derecesi j�j � m olan, tüm @�� k¬smi türevlerinin de 
 üzerinde

sürekli olan � fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu vektör uzay¬n¬belirtmektedir. C0 (
) =

C (
) k¬saltmas¬kullan¬l¬r. C1 (
) = \1m=0Cm (
) olarak tan¬mlan¬r.

C0 (
) alt uzay¬C (
) deki, C10 (
) alt uzay¬da C
1 (
) uzay¬ndaki 
 üzerinde

kompakt deste¼ge sahip tüm fonksiyonlardan oluşur.

(S¬n¬rl¬,sürekli fonksiyon uzaylar¬) 
 aç¬k oldu¼gundan Cm (
) deki fonksiy-

onlar 
 üzerinde s¬n¬rl¬olmak zorunda de¼gildirler. CmB (
) uzay¬� 2 Cm (
) fonksiy-
onlar¬ndan, 0 � j�j � m için, @�� nin 
 üzerinde s¬n¬rl¬olanlar¬ndan oluşur ve

k�kCmB (
) = max
0�j�j�m

sup
x2


j@�� (x)j

olarak verilen norm ile Banach uzay¬olur.

(S¬n¬rl¬, düzgün sürekli fonksiyon uzaylar¬) � 2 C (
) fonksiyonu 
 üz-

erinde s¬n¬rl¬ve düzgün sürekli ise bu durumda 
 bölgesinin bir tek olarak s¬n¬rl¬,

sürekli 
 kapan¬̧s¬geni̧sletmesine sahiptir. Cm
�


�
vektör uzay¬tüm � 2 Cm (
)

fonksiyonlar¬ndan, 0 � j�j � m için, @�� nin 
 üzerinde s¬n¬rl¬ve düzgün sürekli

olanlar¬ndan oluşur ve Cm
�


�
; CmB (
) nin kapal¬bir alt uzay¬oldu¼gundan

k�kCm(
) = max
0�j�j�m

sup
x2


j@�� (x)j

şeklindeki ayn¬norm ile bir Banach uzay¬olur.

(Hölder sürekli fonksiyon uzaylar¬) 0 < � � 1 ise Cm;�
�


�
uzay¬Cm

�


�

uzay¬n¬n alt uzay¬olmak üzere, 0 � j�j � m için, @�� nin 
 üzerinde � üslü Hölder

şart¬n¬sa¼glayan � fonksiyonlar¬ndan oluşur. Yani, x; y 2 
 için

30



Yasin KAYA

j@�� (x)� @�� (y)j � K jx� yj�

olacak şekilde bir K sabiti vard¬r ve Cm;�
�


�
uzay¬

k�kCm;�(
) = k�kCm(
) + max
0�j�j�m

sup
x 6=y;x;y2


j@�� (x)� @�� (y)j
jx� yj�

normu ile Banach uzay¬olur.

E � Rn olsun. � : E ! Rm fonksiyonu her x; y 2 E için

j� (x)� � (y)j � c jx� yj

olacak biçimde bir c reel say¬s¬varsa f ye Lipschitz sürekli denir.

Teorem 3.2.1.1. (Kirszbraun) E � Rn ve � : E ! Rm fonksiyonu Lipschitz

sürekli olsun. Bu durumda  IE = � ve yine ayn¬c sabiti için bir Lipschitz sürekli

 : Rn ! Rm geni̧sleme fonksiyonu vard¬r.

Teorem 3.2.1.2. (Rademacher) Her bir Lipschitz sürekli � : Rn ! Rm fonksiy-

onu hemen hemen her yerde di¤eransiyellenebilirdir.

0 < � < � � 1 için

Cm;�
�


�
$ Cm;�

�


�
$ Cm

�


�

kapsam¬yaz¬labilir.

Lipschitz süreklilik her yerde di¤eransiyellenebilmeyi gerektirmedi¼ginden, Cm;1
�


�
"

Cm+1
�


�
olaca¼g¬aç¬kt¬r. Genelde Cm+1

�


�
" Cm;1

�


�
durumu söz konusudur.

Ancak kapsama bir çok 
 bölgeleri için mümkün olabilir.

Teorem 3.2.1.3. (Ascoli-Arzela) 
;Rn de s¬n¬rl¬bir bölge olsun. E¼ger aşa¼g¬-

daki koşullar sa¼glan¬rsa, bu halde Cm
�


�
nin bir alt kümesi olan K; Cm

�


�
de

prekompakt olur.

i) her � 2 K ve x 2 
 için j� (x)j �M olacak biçimde bir M sabiti vard¬r.

ii) her � > 0 için, e¼ger � 2 K, x; y 2 
 ve jx� yj < � ise bu durumda

j� (x)� � (y)j < � olacak biçimde � > 0 vard¬r.
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3. MATERYAL VE METOT

Yukar¬daki de¼gi̧sik sürekli fonksiyon uzaylar¬ile ilgili olarak aşa¼g¬daki gömülmeler

vard¬r:

Teorem 3.2.1.4. m negatif olmayan bir tamsay¬ve 0 < � < � � 1 olsun. Bu
durumda

Cm+1
�


�

,! Cm
�


�
; (3:2:1)

Cm;�
�


�

,! Cm
�


�
; (3:2:2)

Cm;�
�


�

,! Cm;�
�


�

(3:2:3)

yaz¬labilir.

E¼ger 
 s¬n¬rl¬ise (3:2:2) ; (3:2:3) gömülmeleri kompakt olur. E¼ger 
 konveks ise

daha ileri olarak

Cm+1
�


�

,! Cm;1
�


�
; (3:2:4)

Cm+1
�


�

,! Cm;�
�


�
; (3:2:5)

gömülmeleri sözkonusudur.

E¼ger 
 konveks ve s¬n¬rl¬ise (3:2:1) kompakt, ve e¼ger � < 1 ise (3:2:5) de de öyle

olur.

Şimdi de Schwartz distribüsyon teorisiyle ilgili baz¬temel durumlar¬gösterelim.

(Test Fonksiyonlar¬) 
;Rn de bir bölge olsun. C10 (
) uzay¬nda olan bir f�kg
dizisinin D (
) uzay¬nda � 2 C10 (
) fonksiyonuna yak¬nsak olmas¬için
i) her k için spt(�k � �) � K olacak biçimde K b 
 vard¬r
ve

ii) her bir � çoklu indisi içinK üzerinde düzgün olarak limk!1@
��k (x) = @�� (x)

koşular¬n¬sa¼glamas¬gerekir.

C10 (
) vektör uzay¬üzerinde bir lokal konveks topoloji vard¬r. Burada bir F

lineer fonksiyonelinin sürekli olmas¬için gerek ve yeter koşul D (
) uzay¬nda �k ! �

oldu¼gunda, C de F (�k)! F (�) olmas¬d¬r. Bunun ile topolojilendi¼ginde, C10 (
) bir

topolojik vektör uzay¬olur, D (
) olarak adland¬r¬l¬r, elemanlar¬na test fonksiyonlar¬

denir. D (
) bir normlu uzay de¼gildir.
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Yasin KAYA

(Schwartz distribüsyonlar¬) D (
) uzay¬n¬n dual uzay¬olan D (
)0 uzay¬na


 üzerindeki distribüsyon (Schwartz) uzay¬ denir. D (
)0 ; D (
) nin dual uzay¬

olarak zay¬f y¬ld¬z¬l topoloji verir, bu topoloji ile bir lokal konveks topolojik vektör

uzay¬d¬r. D (
)0 da vektör uzay¬ve yak¬nsakl¬k i̧slemlerinin özeti aşa¼g¬daki gibidir.

E¼ger S; T; Tk 2 D (
)0 ; c 2 C ise bu durumda � 2 D (
) için

(S + T ) (�) = S (�) + T (�)

(cT ) (�) = cT (�)

ve D (
)0 uzay¬nda Tk ! T () 8 � 2 D (
) için C de Tk (�)! T (�) olur.

(Lokal ·Integrallenebilir Fonksiyonlar) 
 üzerinde hemen hemen her yerde

tan¬mlanm¬̧s bir f fonksiyonu, her U b 
 (U nun kapan¬̧s¬
 n¬n içindedir) aç¬k

kümesi için,

Z
U

jf (x)j dx <1

özelli¼gini sa¼gl¬yorsa f fonksiyonuna 
 da lokal integrallenebilirdir denir ve bu durum

f 2 L1loc (
) ile gösterilir. Her bir f 2 L1loc (
) kaŗs¬l¬k

Tf (�) =

Z



f (x)� (x) dx � 2 D (
) (3:2:6)

olarak tan¬mlanan bir Tf 2 D (
)0 distribüsyon vard¬r. Tf bu tan¬mla D (
) de bir
sürekli lineer fonksiyonel olur.

Her T 2 D (
)0 distribüsyon, f 2 L1loc (
) için, (3:2:6) de tan¬mlanan biçimiyle

Tf formunda de¼gildir. 0 2 
 ise her � 2 D (
) için

Z



� (x)� (x) dx = � (0)

olacak biçimde � 2 L1loc (
) yoktur.
D (
) de

� (�) = � (0)

olarak tan¬mlanan � lineer fonksiyoneli süreklidir ve böylece 
 kümesinde bir dis-
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3. MATERYAL VE METOT

tribüsyon olur. Buna bir Dirac distribüsyon ad¬verilir.

(Distribüsyonlar¬n Türevleri) f 2 C1 (
) ve � 2 D (
) olsun. �; 
 n¬n

baz¬kompakt alt kümeleri d¬̧s¬nda s¬f¬r oldu¼gundan, k¬smi integrasyon yöntemiyle

xj de¼gi̧skeninde

Z



�
@

@xj
f (x)

�
� (x) dx = �

Z



f (x)

�
@

@xj
� (x)

�
dx

elde edilir. Benzer şekilde, f 2 C j�j (
) ise j�j kere k¬smi integrasyon yöntemi ile

Z



(@�f (x))� (x) dx = (�1)j�j
Z



f (x) @�� (x) dx

bulunur. Bu bir T 2 D (
)0 distribüsyonunun @�T türevi tan¬m¬n¬n

(@�T ) (�) = (�1)j�j T (@��) (3:2:7)

şeklinde verilebilece¼gini gösterir.

� 2 D (
) iken @�� 2 D (
) oldu¼gundan @�T; D (
) üzerinde bir lineer fonksiy-
onel olur. Süreklili¼gini gösterelim, böylece 
 üzerinde distribüsyon olacakt¬r. D (
)

de �k ! � oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda baz¬K b 
 için

supp (@� (�k � �)) � supp (�k � �) � K

olur. Ayr¬ca her bir � çoklu indisi için k !1 iken

@� (@� (�k � �)) = @�+� (�k � �)

K da düzgün olarak s¬f¬ra yak¬nsar. BuradanD (
) da @��k ! @�� olur. T 2 D (
)0

oldu¼gundan, C de,

@�T (�k) = (�1)
j�j T (@��k)! (�1)j�j T (@��) = @�T (�)

ç¬kar. Böylece @�T 2 D (
)0 olur.

D (
)0 deki her distribüsyonun (3:2:7) deki anlam¬ileD (
)0 de tümmertebelerde

türeve sahip oldu¼gu gösterildi. Ayr¬ca D (
)0 dan D (
)0 ya olan @� dönüşümü

süreklidir. D (
)0 de Tk ! T ve � 2 D (
) ise bu durumda
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@�Tk (�) = (�1)j�j Tk (@��)! (�1)j�j T (@��) = @�T (�)

olur.

Sobolev uzaylar¬n¬n tan¬m¬n¬yapmak için zay¬f türev kavram¬na ihtiyaç vard¬r.

Bunun için başka bir fonksiyonun zay¬f türevi olan bir fonksiyon kavram¬n¬verelim.

f 2 L1loc (
) olsun. D (
)
0 da Tg� = @�Tf olacak biçimde bir g� 2 L1loc (
) fonksiyonu

var olabilir ya da var olmayabilir de. E¼ger böyle bir g� varsa, ölçümü s¬f¬r olan küme

fark¬yla bir tektir ve buna f nin zay¬f ya da distribüsyon k¬smi türevi denir, ve bu

@�f olarak gösterilir. Böylece zay¬f anlamda @�f =g�; g� 2 L1loc (
) şart¬yla, her

� 2 D (
) için

Z



f (x) @�� (x) dx = (�1)j�j
Z



g� (x)� (x) dx

özelli¼gi sa¼glan¬r.

E¼ger f klasik anlamda sürekli k¬smi @�f türevine sahip olacak kadar düzgün ise

bu durumda @�f , f nin zay¬f türevi de olur. Do¼gal olarak, @�f türevi zay¬f anlamda

var oldu¼gu halde klasik anlamda var olmayabilir.

3.2.2. Lebesgue Uzaylar¬

Lp uzaylar¬fonksiyonel analizde önemli bir Banach uzaylar¬s¬n¬f¬n¬oluşturur.

(Lp (
) Uzay¬) 
; Rn de bir bölge ve p > 0 bir reel say¬olsun. Lp (
) ile

Z



jf (x)jp dx <1

koşulunu sa¼glayan 
 üzerinde tan¬ml¬tüm ölçülebilir f fonksiyon s¬n¬f¬gösterilir.

Ayn¬şekilde L1 (
) uzay¬da

ess sup
x2


jf (x)j <1

koşulunu sa¼glayan 
 üzerinde tan¬ml¬tüm ölçülebilir f fonksiyonlar s¬n¬f¬n¬verir.

1 � p <1 ve a; b � olmak üzere

(a+ b)p � 2p�1 (ap + bp)
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3. MATERYAL VE METOT

eşitsizli¼gi yard¬m¬yla Lp (
) uzay¬n¬n bir vektör uzay¬oldu¼gu gösterilebilir.

Bu uzaydaki normlar

1 � p <1 için

kfkp =
�Z




jf (x)jp dx
� 1

p

ve p =1 için

kfk1 = ess sup
x2


jf (x)j

olarak tan¬mlan¬rlar. Bu şekilde tan¬mlanan normlarla Lp (
) ve L1 (
) uzaylar¬

birer Banach uzaylar¬olurlar.

Teorem 3.2.2.1. ( Hölder Eşitsizli¼gi) 1 � p � 1 ve p0

1

p
+
1

p0
= 1

olarak tan¬mlanan eşlenik üs olsun. f 2 Lp (
), g 2 Lp
0
(
) ise bu durumda fg 2

L1 (
) ve

Z



jf (x) g (x)j dx � kfkp kgkp0

olur.

Daha genel olarak p > 0; q > 0 ve r > 0 1
p
+ 1

q
= 1

r
sa¼glans¬n. Bu halde e¼ger

f 2 Lp (
) ve g 2 Lq (
) ise bu durumda fg 2 Lr (
) ve kfgkr � kfkp kgkq olur.
Daha genel olarak; 1 � j � N; fj 2 Lpj (
) olmak üzere f = �Nj=1fj, pj > 0

olsun. E¼ger
PN

j=1
1
pj
= 1

q
ise bu durumda f 2 Lq (
) ve kfkq � �Nj=1 kfjkpj olur.

Teorem 3.2.2.2. (Minkowski Eşitsizli¼gi) 1 � p � 1 ise bu durumda

kf + gkp � kfkp + kgkp

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 3.2.2.3. (·Integraller için Minkowski Eşitsizli¼gi) 1 � p <1, f;Rm�Rn

de ölçülebilir, hemen hemen tüm y 2 Rn için f (:; y) 2 Lp (Rm) ;ve y ! kf (:; y)kp;Rm
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fonksiyonu L1 (Rm) ait oldu¼gunu varsay¬ls¬n. Bu durumda x !
R
Rn f (x; y) dy

fonksiyonu Lp (Rm) ait olur ve

�Z
Rm

����Z
Rn
f (x; y) dy

����p dx� 1
p

�
Z
Rn

�Z
Rm
jf (x; y)jp dx

� 1
p

dy

yani,





Z
Rn
f (:; y) dy






p;Rm

�
Z
Rn
kf (:; y)kp;Rm dy

olur.

Teorem 3.2.2.4. (·Interpolasyon Eşitsizli¼gi) 1 � p < q < r; 0 < � < 1için

1

q
=
�

p
+
1� �

r

özelli¼gini sa¼glas¬n. E¼ger f 2 Lp (
) \ Lr (
) ise bu durumda f 2 Lq (
) ve

kfkq � kfk
�
p kfk

1��
r

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Teorem 3.2.2.5. (Lp Uzaylar¬için Gömülme Teoremi) vol(
) =
R


1dx < 1

ve 1 � p � q � 1 oldu¼gu varsay¬ls¬n. E¼ger f 2 Lq (
) ise bu durumda f 2 Lp (
)
olur ve

kfkp � (vol (
))(
1
p
� 1
q ) kfkq

özelli¼gi sa¼glan¬r. Bunun sonucu olarak da

Lq (
) ,! Lp (
)

gömülmesi elde edilir.

f 2 Lp (
) ise bu durumda

lim
p!1

kfkp = kfk1

olur.
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Son olarak, 1 � p <1 için f 2 Lp (
) ise ve her p için

kfkp � K

olacak biçimde bir K sabiti var ise bu durumda f 2 L1 (
) ve

kfk1 � K

eşitsizli¼gi de sa¼glan¬r.

Bir sonuç olarak herhangi bir 
 bölgesi ve 1 � p � 1 için

Lp (
) � L1loc (
)

olur.

Teorem 3.2.2.6. 1 � p <1 ise C0 (
) ; Lp (
) uzay¬nda yo¼gundur.

Ayn¬şekilde Lp de, 1 � p � 1 için Lp (
) daki basit fonksiyonlar Lp (
) uza-

y¬nda yo¼gun olur. 1 � p <1 ise Lp (
) ayr¬labilir olmas¬na ra¼gmen L1 (
) ayr¬la-

bilir bir uzay de¼gildir.

Şimdi de konvolüsyon ve Young teoremi için önce konvolüsyonu verelim.

f ve g ölçülebilir fonksiyonlar, her x 2 Rn için konvolüsyon

f � g (x) =
Z
Rn
f (x� y) g (y) dy

olarak tan¬mlan¬r. Burada integralin var olmas¬gerekir. Örne¼gin f 2 Lp (Rn) ; g 2
Lp

0
(Rn) ise Hölder eşitsizli¼ginden konvolüsyon integrali mutlak yak¬nsak ve tüm x

de¼gerleri için jf � g (x)j � kfkp kgkp0 olur. Ayr¬ca bu şartlarda f � g düzgün sürekli
olur.

Teorem 3.2.2.7. ( Konvolüsyon için Young Eşitsizli¼gi) 1 � p; q; r � 1 için

1
p
+ 1

q
= 1 + 1

r
özelli¼gi sa¼glans¬n. E¼ger f 2 Lp (Rn) ve g 2 Lq (Rn) ise bu durumda

f � g 2 Lr (Rn) ve

kf � gkr � kfkp kgkq
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olur.

Molli�erler ve düzgün (smooth) fonksiyonlarla yaklaş¬m metodunu gösterelim.

�;C10 (Rn) uzay¬na ait; negatif olmayan, reel de¼gerli bir fonksiyon ve

i) jxj � 1 ise � (x) = 0;

ii)
R
Rn � (x) dx = 1

özelliklerini sa¼glas¬n.

Bu koşular¬sa¼glayan fonksiyonlardan biri

� (x) =

8<: k exp
�
�1�

�
1� j xj2

��
; j xj < 1 ise

0; j xj � 1 ise

(k > 0 al¬narak yukar¬daki ii) koşulunu sa¼glayacak biçimde seçilir.) şeklindedir.

Buradan � > 0 ise, �� (x) = ��n� (x=�) olarak tan¬mlanan fonksiyonlar C10 (Rn)

uzay¬na ait olur. Negatif de¼gerler almazlar ve

i) jxj � � ise �� (x) = 0;

ii)
R
Rn �� (x) dx = 1

özelliklerine sahip birer fonksiyon olurlar.

Buradan �� (x) fonksiyonlar¬bir molli�er olarak adland¬r¬l¬r ve

�� � f (x) =
Z
Rn
�� (x� y) f (y) dy (3:2:8)

konvolüsyonu (3:2:8) nin sa¼g taraf¬n¬anlaml¬yapan f fonksiyonlar¬için tan¬mlan¬r.

Buna f nin bir molli�kasyonu veya düzgünleştirilmesi (regularization) denir. Aşa¼g¬-

daki teorem molli�kasyonun baz¬özelliklerini ortaya koyuyor.

Teorem 3.2.2.8. f fonksiyonu Rn de tan¬ml¬ve 
 n¬n d¬̧s¬nda s¬f¬r olsun.

i) f 2 L1loc (Rn) ise bu durumda �� � f 2 C1 (Rn) olur.
ve

ii) f 2 L1loc (
) ve spt(f) b 
 ise bu durumda

� < dist (spt (f) ; bdry (
))

koşuluyla �� � f 2 C10 (
) olur.
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3. MATERYAL VE METOT

iii) 1 � p <1; f 2 Lp (
) ise bu durumda �� � f 2 Lp (
) olur ve

k�� � fkp � kfkp , lim�!0+ = k�� � f � fkp = 0

sa¼glan¬r.

iv) f 2 C (
) ve G b 
 ise bu durumda G üzerinde düzgün olarak lim�!0+�� �
f (x) = f (x) olur.

v) f 2 C
�


�
ise bu durumda 
 üzerinde düzgün olarak lim�!0+���f (x) = f (x)

olur.

Sonuç 3.2.2.9. 1 � p <1 ise C10 (
) uzay¬, L
p (
) uzay¬nda yo¼gun olur.

Şimdi de Lp (
) uzay¬nda prekompakt kümeleri karekterize eden özelllikleri in-

celeyelim.

f , 
 � Rn kümesinin hemen hemen her yerinde tan¬mlanm¬̧s bir fonksiyon ise f
fonksiyonunun 
 d¬̧s¬ndaki s¬f¬r geni̧sletmesi

ef (x) =
8<: f (x) ; x 2 
 ise
0; x 2 Rn � 
 ise

şeklinde tan¬mlans¬n.

Teorem 3.2.2.10. 1 � p < 1 olsun. S¬n¬rl¬bir K � Lp (
) kümesinin Lp (
)

uzay¬nda prekompakt olmas¬için gerek ve yeter koşul, her � > 0 için; her f 2 K ve

h 2 Rn; jhj < � için,

Z



��� ef (x+ h)� ef (x)���p dx < �pZ

�G

jf (x)jp dx < �p

eşitsizliklerini sa¼glayacak şekilde bir � > 0 ve bir G b 
 alt kümesinin var olmas¬d¬r.

Teorem 3.2.2.11. 1 � p < 1, K � Lp (
) ve 
 n¬n alt bölgelerinden oluşan

birf
jg dizisi,
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i) her bir j için 
j � 
j+1,
ii) K daki 
j ye k¬s¬tlanm¬̧s fonksiyonlar kümesi Lp (
) de prekompakt¬r,

iii) her � > 0 için; her f 2 K için

Z

�
j

jf (x)jp dx < �

olacak biçimde j vard¬r,

koşullar¬n¬sa¼glas¬n.

Bu durumda K; Lp (
) de prekompaktt¬r.

Teorem 3.2.2.12. 1 < p <1 için Lp (
) uzay¬düzgün konvekstir.

Lp (
) nin normlu dualini aç¬klayarak verelim.

(Lineer Fonksiyoneller) 1 � p � 1 ve p0; p nin üs eşlene¼gi olsun. Her bir

g 2 Lp0 (
) ;

Lg (f) =

Z



f (x) g (x) dx; f 2 Lp (
)

ba¼g¬nt¬s¬yla Lp (
) de bir lineer Lg fonksiyonelini tan¬mlar.

Hölder Eşitsizli¼ginden jLg (f)j � kfkp kgkp0 olur, buradan Lg 2 [Lp (
)]
0 olur ve

kLgk[Lp(
)]0 � kgkp0

olur. Eşitlik yukar¬da sa¼glanmal¬d¬r. 1 < p � 1 ise; g (x) 6= 0 ise f (x) =

jg (x)jp
0�2 g (x) ve di¼ger durumlarda f (x) = 0 olsun. Bu durumda f 2 Lp (
)

ve Lg (f) = kfkp kgkp0 olur.
Şimdi de p = 1 oldu¼gunu varsayal¬m, buradan p0 =1 olur. kgkp0 = 0 ise, f (x) =

0 olsun. Di¼ger durumda 0 < � < kgk1 ve A; 0 < � (A) <1; A da jg (x)j > kgk1��
olacak biçimde 
 nin bir ölçülebilir alt kümesi olsun. A da f (x) = g(x)

jg(x)j ve di¼ger

yerlerde f (x) = 0 olsun. Bu durumda f 2 L1 (
) ve Lg (f) � kfk1 (kgk1 � �) olur.

Böylece

kLgk[Lp(
)]0 = kgkp0

gösterilmi̧s olur. Böylece g ! Lg dönüşümünü yapan operatör, Lp0 (
) den [Lp (
)]
0

nin bir alt uzay¬na, bir izometrik izomor�zmdir.
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Do¼gal olarak şöyle bir soru akla gelir: g 2 Lp
0
(
) için, Lp (
) üzerindeki her

sürekli lineer fonksiyonel Lg formunda midir?

Teorem 3.2.2.13. (Lp (
) için Riesz Gösterim Teoremi) 1 � p < 1 ve L 2
[Lp (
)]0 olsun. Bu durumda her f 2 Lp (
) için

L (f) = Lg (f) =

Z



f (x) g (x) dx (3:2:9)

olacak biçimde g 2 Lp
0
(
) vard¬r. Ayr¬ca kgkp0 = kLgk[Lp(
)]0 olur. Böylece

[Lp (
)]0 �= Lp
0
(
) ; [Lp (
)]0 ; Lp

0
(
) ya izometrik olarak izomor�ktir..

L1 (
) duali L1 (
) uzay¬ndan daha geni̧stir. Yukar¬daki (3:2:9) �a benzer olarak

gösterilemez.

Böylece 1 � p < 1 için Lp (
) uzay¬nda zay¬f yak¬nsakl¬k, yani fk * f olmas¬

için,

lim
k!1

Z



fk (x) g (x) dx =

Z



f (x) g (x) dx; her g 2 Lp0 (
) için

özelli¼gini sa¼glamas¬d¬r.

Teorem 3.2.2.14. Lp (
) uzay¬n¬n yans¬mal¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

1 < p <1 olmas¬d¬r.

Şimdi de Zay¬f Lp nin tan¬m¬ve Lp ile olan ilgisini ortaya koyal¬m.

Tan¬m 3.2.2.15. f , X üzerinde ölçülebilir bir fonksiyon ve 0 < p < 1 ise,

Zay¬f Lp uzay¬

�f : (0;1)! [0;1], �f (a) = � (fx : jf (x)j > ag) olmak üzere,

[f ]p =

�
sup
a>0

ap�f (a)

� 1
p

<1

koşulunu sa¼glayan tüm f fonksiyonlar¬kümesidir. Bu durumda [f ]p bir norm oluş-

turmaz; [cf ]p = jcj [f ]p sa¼glad¬¼g¬halde üçgen eşitsizli¼gini sa¼glamaz.
Lp ile Zay¬f Lp uzaylar¬aras¬ndaki ili̧ski

Lp � Zay¬f Lp ve [f ]p � kfkp
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şeklindedir. Örne¼gin f(x) = x�
1
p fonksiyonu (0;1) aral¬¼g¬üzerinde ve Lebesgue

ölçümüne göre Zay¬f Lp uzay¬nda olmas¬na kaŗs¬n, Lp uzay¬nda de¼gildir.

Lp uzaylar¬n¬n interpolasyonu için önce aşa¼g¬daki durumu inceliyelim.

1 � p < q < r � 1 ise bu durumda (Lp \ Lr) � Lq � (Lp + Lr) olur. Do¼gal

olarak Lp ve Lr de s¬n¬rl¬olan Lp +Lr üzerindeki bir T dönüşümün Lq uzay¬nda da

s¬n¬rl¬olup olmad¬¼g¬sorulabilir. Bu soru ile ilgili iki temel teorem Riesz-Thorin ve

Marcinkiewicz interpolasyon teoremleridir.

Operatörlerin interpole edilmesi matemati¼gin bir çok alanlar¬nda görülür. Öze-

likle k¬smi diferansiyel denklemlerde, harmonik analizde, operatör teorisinde yak-

laş¬m (approximation) teorisinde çok kullan¬l¬r. Ünlü uygulamalar¬aras¬nda Hardy-

Littlewood maksimal operatörü ve Hausdor¤-Young eşitsizli¼gi vard¬r.

Teorem 3.2.2.16. (Riesz-Thorin ·Interpolasyon Teoremi) (X;M; �), (Y;N; �)

ölçüm uzaylar¬p0; p1; q0; q1 2 [1;1] olsun. E¼ger q0 = q1 = 1 ise � de semi�nite

olsun. pt ve qt; 0 < t < 1 için

1

pt
=
1� t

p0
+

t

p1
;

1

qt
=
1� t

q0
+

t

q1

şeklinde tan¬mlans¬n. T; f 2 Lp0 (�) için kTfkq0 � M0 kfkp0 ve f 2 Lp1(�)

için kTfkq1 � M1 kfkp1 olacak şekilde T : L
p0 (�) + Lp1 (�) ! Lq0 (�) + Lq1 (�)

bir lineer dönüşüm ise, bu durumda 0 < t < 1; f 2 Lpt (�) için kTfkqt � M1�t
0

M t
1 kfkpt olur (Folland 1999).

Tan¬m 3.2.2.17. S; (X;M; �) üzerindeki ölçülebilir fonksiyonlardan oluşan bir

lineer uzay ve T; S den (Y;N; �) üzerindeki tüm ölçülebilir fonksiyon uzay¬na bir

dönüşüm olsun. E¼ger T dönüşümü her f; g 2 S; c > 0 için
jT (f + g)j � jTf j+ jTgj ve jT (cf)j = jcjjTf j
özelli¼gini sa¼gl¬yorsa o zaman T dönüşümüne bir sublineer (altlineer) dönüşüm

ad¬verilir.

Lp(�) � S, (1 � p; q � 1) için T : Lp(�)! Lq (�) bir sublineer dünüşüm ve her

f 2 Lp(�) için kTfkq � c kfkp olacak şekilde bir c > 0 say¬s¬varsa T ye güçlü tip
(p; q) denir.
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(1 � p � 1; 1 � q < 1), Lp(�) � S, T : Lp(�) !zay¬f Lq (�) ve her f 2 Lp(�)

için [TF ]q � Ckfkp olacak biçimde bir c > 0 say¬s¬varsa T sublineer dönüşümüne
zay¬f tip (p; q) denir.

Son olarak T güçlü tip (p;1) olmas¬için gerek ve yeter şart T zay¬f tip (p;1)
olmas¬d¬r.

Teorem 3.2.2.18. (Marcinkiewicz ·Interpolasiyon Teoremi) (X;M; �), (Y;N; �)

ölçüm uzaylar¬; p0 � q0; p1 � q1; q0 6= q1 olacak biçimde p0; p1; q0; q1 [1;1]
aral¬¼g¬n¬n elemanlar¬ve 0 < t < 1 için

1

p
=
1� t

p0
+

t

p1
;

1

q
=
1� t

q0
+

t

q1

olsunlar. T; Lp0 (�) + Lp1(�) den Y üzerinde zay¬f tip (p0; q0) ve zay¬f tip (p1; q1)

olan ölçülebilir fonksiyonlar uzay¬na bir sublineer dönüşüm ise bu durumda T güçlü

tip (p; q) olur. Daha aç¬k bir ifadeyle, j = 0; 1 için, [Tf ]qj � cj kfkpj ise bu durumda
kTfkq � Bp kfkp olur (Folland 1999).

Şimdi iki teoremi aşa¼g¬daki sonucta kaŗs¬laşt¬ral¬m.

Sonuç 3.2.2.19. Marcinkiewicz teoremi, Riesz- Thorin teoreminden farkl¬olarak

qj ve pj üzerine baz¬k¬s¬tlamalar b¬rak¬yor. ·Ilginç olarak uygulamalar bu koşullar¬

sa¼gl¬yor. Marcinkiewicz hipotezleri daha zay¬ft¬r: T dönüşümünün sublineer ol-

mas¬na izin verilebiliyor ve T uc noktalarda zay¬f tip olmas¬yeterlidir. Sonuçta iki

teoremde de T : Lp (�) + Lq(�) operatörü s¬n¬rl¬d¬r. Fakat Riesz-Thorin teoremi T

operatör normu için daha iyi kestirim veriyor. Sonuç olarak biri di¼gerini kapsam¬yor.

Hardy-Littlewood Mf(x) maksimal operatörü f 2 L1loc (Rn) için,

Mf(x) = supr>0
1

�(B(r; x))

Z
B(r;x)

jf (y)j dy

şeklinde tan¬mlan¬r. Sublineer operatördür ve her f 2 L1 için kMfk1 � kfk1
sa¼glan¬r. Ayr¬caM maksimal operatörü zay¬f tip (1; 1) dir. Bu durumdaMarcinkiewicz

interpolasiyon teoreminden e¼ger 1 < p <1 ve f 2 Lp (Rn) ise bu halde

kMfkp � c
p

p� 1kfkp
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olacak şekilde bir c > 0 sabiti vard¬r.

3.2.3. Sobolev Uzaylar¬

Sobolev normlar¬, 1 � p <1 için,

kfkm;p =

0@ X
0�j�j�m

k@�fkpp

1A 1
p

(3:2:10)

ve p =1 için,

kfkm;1 = max
0�j�j�m

k@�fk1 (3:2:11)

olarak tan¬mlan¬r.

m herhangi bir pozitif tamsay¬, 1 � p � 1 için kfkm;p üzerinde norm oldu¼gu

aşa¼g¬daki üç vektör uzay¬n¬göz önüne alal¬m:

i) Hm;p (
) �
n
f 2 Cm (
) : kfkm;p <1

o
nin k:km;p normuna göre tamlan¬̧s¬,

ii) Wm;p (
) � ff 2 Lp (
) : 0 � j�j � m için @�f 2 Lp (
)g. Burada @�f zay¬f
k¬smi türevdir.

iii) Wm;p
0 (
) � C10 (
) nin W

m;p (
) uzay¬ndaki kapan¬̧s¬d¬r.

Uygun (3:2:10) veya (3:2:11) normlar¬ ile normlanan bu uzaylara 
 üzerinde

Sobolev uzaylar¬ denir. Aç¬kça W 0;p (
) = Lp (
) olur. Yine 1 � p < 1 için

C10 (
) uzay¬L
p (
) da yo¼gun oldu¼gundan W 0;p

0 (
) = Lp (
) oldu¼gu aç¬kt¬r. Her-

hangi bir m pozitif tamsay¬için,

Wm;p
0 (
) ,! Wm;p (
) ,! Lp (
)

gömülmeleri aç¬kça görülür.

Wm;p (
) bir Banach uzay¬d¬r.

Wm;p (
) uzaylar¬n¬n bir kaç önemli özellikleri 
 bölgesinin bir ayr¬k kopyalar¬n¬n

(örneklerinin) birleşimi üzerinde Wm;p (
) uzay¬bir Lp (
) uzay¬n¬n bir kapal¬al-

tuzay¬olarak düşünmekle elde edilebilir.

n � 1 ve m � 0 tamsay¬lar verilsin; N = N (n;m) ; j�j � m olacak biçimde,

� = (�1; :::; �n) çoklu indislerin say¬s¬olsun. Her bir � çoklu indisi için 
�; Rn nin
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farkl¬kopyas¬n¬n (örneklerinin) içindeki 
 kopyas¬(örne¼gi) olsun. BöyleceN tane 
�

bölgeleri iki̧ser ayr¬k olur. 
(m) buN tane bölgelerin birleşimi, yani 
(m) = [j�j�m
�
olsun. Wm;p (
) uzay¬nda bir u fonksiyonu verilsin; U; 
� üzerinde @�u ile çak¬̧san


(m) üzerindeki fonksiyon olsun. P : Wm;p (
) ! Lp (
m) ; P (u) = U dönüşümü

bir izometri olur. Wm;p (
) tam oldu¼gundan, P izometrisinin W görüntü kümesi

Lp (
m) uzay¬n¬n bir kapal¬altuzay¬olur. Buradan 1 � p < 1 ise W ayr¬labilir,

1 < p < 1 ise düzgün konveks ve yans¬mal¬ olur. Bundan dolay¬ ayn¬ sonuç

Wm;p (
) = P�1 (W ) için sa¼glanmal¬d¬r.

Teorem 3.2.3.1. 1 � p <1 ise Wm;p (
) ayr¬labilirdir; 1 < p <1 ise düzgün

konveks ve yans¬mal¬d¬r. L2 (
) uzay¬ndaki iç çarp¬m

(f; g) =

Z



f (x) g (x)dx

olarak tan¬mlan¬r. Özelde

(f; g)m =
X

0�j�j�m

(@�f; @�g)

iç çarp¬m¬yla W 2;p (
) ayr¬labilir bir Hilbert uzay¬olur.

Şimdi de dualite ve W�m;p0 (
) uzaylar¬n¬inceliyelim

Bu bölümde 
;m; p; N say¬s¬, Lp (
m) veW uzaylar¬daha önce yukar¬da tan¬m-

lanan P operatörü sabit al¬nacakt¬r. Ayr¬ca, aşa¼g¬daki eşitli¼gin sa¼g taraf¬n¬anlaml¬

yapmak koşuluyla, her hangi f; g fonksiyonlar¬için

hf; gi =
Z



f (x) g (x) dx

olarak tan¬mlanacakt¬r. Verilmi̧s p için p0

p0 =

8>><>>:
1, p = 1 ise
p
p�1 , 1 < p <1 ise

1, p =1 ise

olarak tan¬mlan¬r.

(Lp
�

(m)

�
nin Duali) 1 � p < 1 için, her bir L 2

�
Lp
�

(m)

��0
ye, her f

2 Lp
�

(m)

�
için
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L (f) =

Z

(m)

f (x) g (x) dx =
X
j�j�m

Z

�

f� (x) g� (x) dx =
X
j�j�m

hf�; g�i

olacak biçimde bir tek g 2 Lp0
�

(m)

�
kaŗs¬l¬¼g¬vard¬r. Burada f� ve g�; 
� ya göre

s¬ras¬yla, f; g nin k¬s¬tlamalar¬d¬r. Üstelik,

kLk(Lp(
(m)))0 = kgkLp0(
(m))

olur. Böylece
�
Lp
�

(m)

��0 � Lp
0 �

(m)

�
olur. Bunun sa¼glanmas¬de¼gi̧sik bir bölge

üzerinde tan¬ml¬olmas¬na ra¼gmen Lp
�

(m)

�
nin bir Lp uzay¬olmas¬ndand¬r.

Teorem 3.2.3.2. (Wm;p (
) n¬n Duali) 1 � p <1 olsun. Her L 2 (Wm;p (
))0

için, g nin 
 ya k¬s¬tlanmas¬g� ise, bu halde tüm f 2 Wm;p (
) için

L (f) =
X

0�j�j�m

h@�f; g�i (3:2:12)

olacak biçimde g 2 Lp0
�

(m)

�
elemanlar¬vard¬r. Bunun yan¬nda

kLk(Wm;p(
))0 = inf kgkLp0(
(m)) = min kgkLp0(
(m)) (3:2:13)

olur. ·In�mum, (3:2:12) sa¼glayan her f 2 Wm;p (
) için, her g 2 Lp
0 �

(m)

�
kümesi

üzerinde al¬nmaktad¬r.

1 < p <1 ise (3:2:12) ve (3:2:13) sa¼glayan eleman bir tektir.

1 � p < 1 ise (Wm;p (
))0 n¬n her L eleman¬bir T 2 D0 (
) distribüsyonunun

Wm;p (
) geni̧slemesidir. Bu distribüsyonun nas¬l bir form ald¬¼g¬görülmek istenirse:

L; baz¬ g 2 Lp
0 �

(m)

�
için, (3:2:12) ile verildi¼gini varsayal¬m; T ve Tg� D (
)

üzerinde

T =
X

0�j�j�m

(�1)j�j @�Tg� ;

(3:2:14)

Tg� (�) = h�; g�i 0 � j�j � m
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olarak tan¬mlans¬n.

Her � 2 D (
) � Wm;p (
) için T (�) =
P

0�j�j�m Tg� (@
��) = L (�) elde edilir.

Böylece L aç¬kça T nin bir geni̧slemesi olur. Ayr¬ca, (3:2:13)

kLk(Wm;p(
))0 = min
n
kgkLp0(
(m)) : L; (3:2:14) ile T yi geni̧sletir.

o
olur.

Bu durum, L 2 (Wm;p
0 (
))0 için de sa¼glan¬r. Çünkü böyle bir fonksiyonel

Wm;p (
) uzay¬na norm korunarak geni̧slemeye sahiptir.

1 � p0 � 1; T; baz¬ g 2 Lp
0 �

(m)

�
için, (3:2:14) formuna sahip D0 (
) n¬n

herhangi bir eleman¬olsun. Bu durumda T; Wm;p (
) ya sürekli geni̧slemeye sahip

(tek olmamas¬muhtemel) olur. Ancak T;Wm;p
0 (
) ya bir tek sürekli geni̧slemeye

sahip olur. Bunu görmek için: f 2 Wm;p
0 (
) için, f�ng W

m;p
0 (
) normunda f ye

yak¬nsayan C10 (
) = D (
) da bir dizi olsun. Bu durumda

jT (�k)� T (�n)j �
X

0�j�j�m

jTg� (@��k � @��n)j

�
X

0�j�j�m

k@� (�k � �n)kp kg�kp0

� k(�k � �n)km;p kgkLp0(
(m)) ! 0 k; n!1 için

elde edilir ki buradan fT (�n)g ; C de bir Cauchy dizisi olur. Böylece L (f) ile

gösterilebilecek bir limite yak¬nsar. f ng � D (
) ve k n � fkm;p ! 0 de olsa

bu durumda, n ! 1 iken, T (�n) � T ( n) olur. Bu L fonksiyoneli lineerdir ve

(Wm;p
0 (
))0 ya aittir. f = limn!1 �n yukar¬daki gibi ise, bu durumda

jL (f)j = lim
n!1

jT (�n)j � lim
n!1

k�nkm;p kgkLp0(
(m)) = kfkm;p kgkLp0(
(m))

olur.

Buradan aşa¼g¬daki teorem ç¬kar.

Teorem 3.2.3.3. (Wm;p
0 (
) n¬n Normlu Duali) E¼ger 1 � p < 1; p0, p ye

eşlenik üs, m � 1 ise (Wm;p
0 (
))0 dual uzay¬ T 2 D0 (
) distribüsyonlar¬ndan
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(3:2:14) sa¼glayan ve

kTk = min
n
kgkLp0(
(m)) : g; (3:2:14) sa¼glar

o
normuna sahip W�m;p0 (
) Banach uzay¬na izometrik olarak izomor�ktir.

Bu uzay¬n taml¬¼g¬izometrik izomor�zmin bir sonucudur.

Ayr¬ca 1 < p <1 ise W�m;p0 (
) ayr¬labilir ve yans¬mal¬d¬r.

Wm;p
0 (
) ;Wm;p (
) n¬n bir öz alt kümesi oldu¼gunda,Wm;p (
) üzerindeki sürekli

lineer fonksiyoneller onlar¬n C0 (
) uzay¬na k¬s¬tlanmas¬yla tam olarak elde edilme-

zler. Böylece (3:2:14) ile verilen T distribüsyonlar¬ile belirlenemezler.

(Lp0 (
) üzerindeki �m; p0 normu) 1 < p < 1 ise Wm;p
0 (
) uzay¬n¬n dualini

karakterize etmenin başka yolu vard¬r. Her g 2 Lp
0
(
) eleman¬, Lg (f) = hf; gi

arac¬l¬¼g¬yla, (Wm;p
0 (
))0 n¬n bir Lg eleman¬n¬belirler. Gerçekten

jLg (f)j = jhf; gij � kgkp0 kfkp � kgkp0 kfkm;p

olarak yaz¬labilir.

g 2 Lp
0
(
) uzay¬n¬n (�m; p0) normunu, Lg dönüşümünün normu olarak tan¬m-

lar¬z. Daha aç¬kça

kgk�m;p = kLgk(Wm;p
0 (
))

0 = sup
f2Wm;p

0 (
); kfkm;p�1
jhf; gij

şeklindedir.

kgk�m;p � kgkp0 olur, herhangi f 2 W
m;p
0 (
) ve g 2 Lp0 (
) için

jhf; gij = kfkm;p

�����
*

f

kfkm;p
; g

+����� � kfkm;p kgk�m;p (3:2:15)

elde edilir. Bu da Hölder eşitsizli¼ginin bir genelleştirilmesidir.

(Wm;p
0 (
))0 n¬n bir alt kümesi V =

�
Lg : g 2 Lp

0
(
)
	
olsun. V nin (Wm;p

0 (
))0

da yo¼gun oldu¼gu gösterelim. Bunu yapmak için F 2 (Wm;p
0 (
))00 ise, her Lg 2 V

için, F (Lg) = 0 sa¼glad¬¼g¬nda bu durumda (W
m;p
0 (
))0 da F = 0 oldu¼gunu göstermek
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yeterli olacakt¬r. FakatWm;p
0 (
) yans¬mal¬oldu¼gundan, her g 2 Lp0 (
) için hf; gi =

Lg (f) = F (Lg) = 0 olacak biçimde F 2 (Wm;p
0 (
))00 kaŗs¬l¬k f 2 Wm;p

0 (
) vard¬r.

Öte yandan f , 
 bölgesinin hemen hemen her yerde s¬f¬r olmal¬d¬r. BöyleceWm;p
0 (
)

da f = 0 ve (Wm;p
0 (
))00 da F = 0 olur.

H�m;p0 (
) ; k:k�m;p normuna göre Lp
0
(
) nin tamlan¬̧s¬n¬göstersin. Bu durumda

H�m;p0 (
) � (Wm;p
0 (
))0 � W�m;p0 (
)

olur.

Özelde, her g 2 H�m;p0 (
) kaŗs¬l¬k; her � 2 D (
) ve limn!1 kgn � gk�m;p0 = 0
sa¼gl¬yan her fgng � Lp

0
(
) dizis için, Tg (�) = limn!1 h�; gni

olacak biçimde bir Tg 2 W�m;p0 (
) distribüsyonu vard¬r. Tersine, herhangi

T 2 W�m;p0 (
) baz¬ g ler için T = Tg sa¼glar. Ayr¬ca (3:2:15) ten jTg (�)j �
k�km;p kgk�m;p0 olur.

Yukar¬dakine benzer bir düşünce, 1 < p <1 için, (Wm;p (
))0 dual uzay¬n¬

kgk��m;p0 = sup
f2Wm;p(
); kfkm;p�1

jhf; gij

normuna göre Lp
0
(
) n¬n tamlan¬̧s¬olarak karakterize edilebilece¼gini gösterir.

Şimdi de 
 bölgesi üzerindeki düzgün fonksiyonlarla yaklaş¬ma bakal¬m.

Teorem 3.2.3.4. 1 � p <1 ise bu durumda

Hm;p (
) =Wm;p (
)

olur.

Örnek 3.2.3.5. Teorem 3.2.3.4. p = 1 de¼gerine geni̧sletilemez. Gerçekten


 = fx 2 R : �1 < x < 1g ; f (x) = jxj ise bu durumda x 6= 0 için f 0 (x) = x
jxj ,

böylece f 2 W 1;1 (
) olur. Ancak f =2 H1;1 (
) olur. 0 < � < 1
2
ise k�0 � f 0k < �

olacak biçimde bir � 2 C1 (
) fonksiyonu bulunamaz.

Rn üzerindeki düzgün fonksiyonlarla yaklaş¬m¬inceliyelim.
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Wm;p (
) uzay¬n¬n bir eleman¬n¬n her zaman 
 üzerindeki düzgün fonksiyonlarla

yaklaş¬labilece¼gi daha önceden verilmi̧sti. Şimdi, kendisi ve tüm mertebeleri s¬n¬rl¬

türevlere sahip veya en az¬ndan, tüm mertebelileri azm yide içerene kadar olanlar¬n

tümü ile yaklaş¬m yap¬labilir mi, durumuna bakal¬m. Yani, herhangi k � m de¼gerleri

için, Ck
�


�
uzay¬n¬n Wm;p (
) da yo¼gun olup olmayaca¼g¬na bakal¬m.

Örnek 3.2.3.6. 
 = f(x; y) 2 R2 : 0 < jxj < 1; 0 < y < 1g olsun. Bu durumda

 üzerinde

f (x; y) =

8<: 1; x > 0 ise

0; x < 0 ise

fonksiyonu W 1;p (
) uzay¬na ait olur. Bununla birlikte, � > 0 yeteri kadar küçük ise

kf � �k1;p;
 < � olacak biçimde � 2 C1
�


�
yoktur. Bunu görmek için, böyle bir �

var oldu¼gunu varsayal¬m. L = f(x; y) 2 R2 : �1 � x � 0; 0 � y � 1g
ve

R = f(x; y) 2 R2 : 0 � x � 1; 0 � y � 1g
ise bu durumda 
 = L[R olur. k�k1;L � k�kp;L < � elde edilir. Benzer biçimde

k1� �k1;R < � olur, buradan k�k1;R > 1� � elde edilir. E¼ger

� (x) =

Z 1

0

� (x; y) dy

ise bu durumda � (a) < � ve � (b) > 1� � olacak biçimde, �1 � a < 0 ve 0 < b � 1,
olan a; b say¬lar¬vard¬r. 0 < � < 1

2
ise, bu durumda

1� 2� < � (b)� � (a) =
Z b

a

�0 (x) dx �
Z



j@x� (x; y)j dxdy

� 2
1
p0 k@x�kp;
 < 2

1
p0 �

olur. Böylece 1 < �
�
2 + 2

1
p0
�
durumu küçük � için mümkün olmaz.

Bu örnekteki bölge ile ilgili zorluk kenar¬n¬n iki taraf¬ndaki parçalar¬na da uzan-

mas¬d¬r. Yani, x = 0; 0 � y � 1 do¼gru parças¬na uzanmas¬d¬r. Şimdi 1 � p < 1
koşuluyla, yukar¬daki durumun önlenmesi ve herhangi k;m için Ck

�


�
n¬nWm;p (
)

de yo¼gunlu¼gunun garantili olmas¬n¬sa¼gl¬yan bir koşulu bir 
 bölgesi üzerinde formüle
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edilecektir.

(Do¼gru Parças¬Koşulu) Her x 2 bdry
 bir Ux komşulu¼guna ve s¬f¬r olmayan yx
vektörüne sahip ve z 2 
\Ux iken bu durumda, 0 < t < 1 için, z+ tyx 2 
 oluyorsa
bu 
 bölgesinin do¼gru parças¬koşulunu sa¼glad¬¼g¬söylenir.

Teorem 3.2.3.7. 1 � p < 1 için 
 do¼gru parças¬koşulunu sa¼glarsa, bu du-

rumdaC10 (Rn) uzay¬ndaki fonksiyonlar¬n
 ya k¬s¬tlanm¬̧s olanlar¬n kümesiWm;p (
)

uzay¬nda yo¼gun olur.

Sonuç 3.2.3.8. Wm;p
0 (Rn) =Wm;p (Rn) olur.

C10 (
) uzay¬ndaki fonksiyonlarla yaklaş¬ma bakal¬m.

Yukar¬daki sonuç 3.2.3.8. şöyle bir soruyu akla getiriyor: Hangi 
 bölgeleri için

Wm;p (
) =Wm;p
0 (
) olur. Yani, ne zaman C10 (
) uzay¬W

m;p (
) uzay¬nda yo¼gun

olur. Bu soruya k¬smi bir cevap W�m;p0 (Rn) ye ait distribüsyonlar¬n do¼gas¬n¬n

terimleriyle formüle edilebilir. Bunun için bu k¬s¬m boyunca 1 < p < 1 şeklinde

al¬nacakt¬r.

((m; p0)�Kutupsal kümeler) F;Rn nin bir kapal¬alt kümesi olsun. Bir T 2
D0 (Rn) distributionu, her � 2 D (Rn � F ) için, T (�) = 0 oluyorsa F (spt (T ) � F )

de deste¼ge sahiptir denir. F de deste¼ge sahip T 2 W�m;p0 (Rn) distributionu

sadece T = 0 distribution ise F kapal¬kümesinin (m; p0)�polar oldu¼gu söylenir. F
pozitif ölçüme sahip ise (m; p0)�polar olamaz. Çünkü F nin pozitif ölçümlü her-

hangi kompakt alt kümesinin karekteristik fonksiyonu Lp
0
(Rn) ye ait olur, buradan

W�m;p0 (Rn) nin de olur.

Teorem 3.2.3.9. m � 1 olsun. Bu halde
i) Wm;p (
) =Wm;p

0 (
) ise bu durumda 
c (m; p0)�kutupsald¬r.
ii)
c hem (1; p)�kutupsal ve hem de (m; p0)�kutupsal ise bu durumdaWm;p (
) =

Wm;p
0 (
) olur.

Teorem 3.2.3.10. m � 1 ve p � 2 olsun. Bu durumda Wm;p (
) = Wm;p
0 (
)

olmas¬için gerek ve yeter şart 
c (m; p0)�kutupsal olmas¬d¬r.

Şimdi de koordinant dönüşümlerini verelim.
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; G � Rn ve � : 
! G dönüşümü bire-bir ve örten ve 	 = ��1 tersine sahip

olsun.

y = �(x) ve x = 	(y)

y1 = �1 (x1; :::; xn) ; x1 =  1 (y1; :::; yn)

y2 = �2 (x1; :::; xn) ; x2 =  2 (y1; :::; yn)

:

:

:

yn = �n (x1; :::; xn) ; xn =  n (y1; :::; yn)

formunda yaz¬ld¬¼g¬nda, �1; :::; �n 2 Cm
�


�
ve  1; :::;  n 2  Cm

�
G
�
olur. Bu halde

� dönüşümüne m� d�uzg�un denir.

f , 
 üzerinde ölçülebilir ise, G üzerinde bir ölçülebilir Af fonksiyonu

Af (y) = f (	 (y) ) (3:2:16)

olarak tan¬mlayal¬m

�; 1� d�uzg�un varsay¬ld¬¼g¬nda, her x 2 
 için,

c � jdet�0 (x)j � C

olacak biçimde 0 < c < C sabitleri vard¬r. Burada �0; @ (y1; :::; yn) =@ (y1; :::; yn)

jakobyen matrisini göstermektedir. Düzgün fonksiyonlar Lp uzaylar¬nda yo¼gun oldu¼gun-

dan (3:2:16) ile tan¬mlananA operatörü Lp (
) uzay¬n¬s¬n¬rl¬olarak Lp (G) dönüştürür

ve s¬n¬rl¬bir terse sahip olur. 1 � p <1 için,

c
1
p kfkp;
 = kAfkp;G = C

1
p kfkp;


özelli¼gi sa¼glan¬r.

Benzer bir durum Sobolev uzaylar¬içinde vard¬r.
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Teorem 3.2.3.11. m � 1; �; m � d�uzg�un olsun. Af (y) = f (	 (y) ) olarak

tan¬mlananA operatörüWm;p (
) uzay¬n¬s¬n¬rl¬olarakWm;p (G) uzay¬na dönüştürür

ve s¬n¬rl¬bir terse sahip olur.

Sobolev gömülme teoremini vermeden önce aşa¼g¬daki koniyi verelim.

v; Rn de s¬f¬rdan farkl¬bir vektör ve her x 6= 0 için \ (x; v) ; x ve v yer vektörleri
aras¬ndaki aç¬olsun. Verilen böyle v; � > 0; ve 0 < � � �

koşulunu sa¼glayan � için

C =
n
x 2 Rn : x = 0 veya 0 < jxj � �; \ (x; v) � �

2

o
kümesine, köşesi orjinde olan � yükseklikli, v yönlü, � aç¬kl¬kl¬ sonlu koni denir.

Dikkat edilirse x+ C = fx+ y : y 2 Cg köşesi x te olan bir sonlu koni olur.

E¼ger her bir x 2 
 , C konisine eş ve 
 içinde yer alan bir Cx sonlu konisinin

köşesi olacak biçimde bir C konisi varsa bu halde 
 bölgesinin koni şart¬n¬sa¼glad¬¼g¬

söylenir. Buradan Cx; C den paralel ötelemelerle elde edilmek zorunda de¼gildir.

Basit kat¬(rigid) hareketlerle elde edilmesi yetiyor.

Aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glayan pazitif � ve M say¬lar¬, bdry
 için bir lokal sonlu

aç¬k fUjg örtü, her bir j için (n� 1) de¼gi̧skenli bir reel de¼gerli fj fonksiyonu varsa

 n¬n güçlü lokal Lipschitz şart¬n¬sa¼glad¬¼g¬n¬söyleriz.

i) Bir sonlu R için Uj kümelerinin her R + 1 kolleksiyonu boş kesi̧sime sahiptir.

ii) jx� yj < � olacak biçimde her x; y 2 
� nokta çifti için

x; y 2 Vj � fx 2 Uj : dist (x; bdryUj) > �g

olacak biçimde j vard¬r. (
� = fx 2 
 : dist (x; bdry
) < �g :

iii) Her fj fonksiyonuM sabitiyle bir Lipschitz şart¬n¬sa¼glar: yani, � =
�
�1; :::; �n�1

�
ve � =

�
�1; :::; �n�1

�
Rn�1 de ise bu durumda

jf (�)� f (�)j �M j� � �j
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olur.

iv) Bir kartezyen kordinat sistemi için
�
�j;1; :::; �j;n

�
; Uj dedir. 
 \ Uj

�j;n < fj
�
�j;1; :::; �j;n�1

�
eşitsizli¼gi ile temsil edilir.


 s¬n¬rl¬ise, yukar¬daki karmaş¬k koşullar 
 bölgesinin bir lokal Lipschitz s¬n¬r¬na

sahip olma basit koşuluna indirgenir. Yani, 
 s¬n¬r¬n¬n her bir x noktas¬ bir Ux

komşulu¼guna sahip bunun bdry
 ile kesi̧simi bir Lipschitz sürekli fonksiyonun gra�¼gidir.

Teorem 3.2.3.12. (Sobolev Gömülme Teoremi) 
; Rn de bir bölge 1 � k � n

için; 
k;
 n¬n Rn deki k boyutlu bir düzlemin kesi̧smesi ve j � 0; m � 1; 1 � p <1
olsun. Bu halde aşa¼g¬daki k¬s¬mlar ve durumlar söz konusudur.

I. K¬s¬m 
 bölgesi koni koşulunu sa¼glas¬n.

A Durumu mp > n ya da m = n ve p = 1 ise, bu durumda

W j+m;p (
) ,! CjB (
) (3:2:17)

olur,

Ayr¬ca, 1 � k � n ise bu durumda p � q � 1 için,

W j+m;p (
) ,! W j;q (
k) (3:2:18)

olur, ve özelde, p � q � 1 için,

Wm;p (
) ,! Lq (
)

özelli¼gi sa¼glan¬r.

B Durumu 1 � k � n ve mp = n ise bu durumda p � q � 1 için,

W j+m;p (
) ,! W j;q (
k) (3:2:19)
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ve özelde, p � q � 1 için,

Wm;p (
) ,! Lq (
)

olur.

C Durumu mp < n ise, n � mp < k � n ya da p = 1 ve n � m � k � n

özelliklerinde biri sa¼glan¬rsa bu durumda, p � q � p� = kp= (n�mp) için,

W j+m;p (
) ,! W j;q (
k) (3:2:20)

olur.

Özelde, p � q � p� = kp= (n�mp) için,

Wm;p (
) ,! Lq (
) (3:2:21)

olur.

II. K¬s¬m 
 n¬n güçlü lokal Lipschitz koşullunu sa¼glas¬n. Bu durumda (3:2:17)

gömülmesinin CjB (
) hedef uzay¬daha küçük olan C
j
�


�
uzay¬ile yer de¼gi̧stirilebilir

ve bu gömülme daha ileri olarak

mp > n > (m� 1) p ise bu durumda, 0 < � � m� (n=p) için,

W j+m;p (
) ,! Cj;�
�


�

(3:2:22)

ve n = (m� 1) p ise bu durumda, 0 < � < 1 için,

W j+m;p (
) ,! Cj;�
�


�

(3:2:23)

şeklinde hasaslaşt¬r¬labilir.

Ayr¬ca, n = m� 1 ve p = 1 ise, bu durumda � = 1 için de (3:2:23) sa¼glan¬r.

III. K¬s¬m W -uzay¬W0 uzay¬ile yer de¼gi̧stirilirse, key� 
 bölgeleri için, A ve

B k¬s¬mlar¬ndaki tüm gömülmeler geçerli olur.

Şimdi de Sobolev eşitsizli¼gi için baz¬ön bilgileri aç¬klayal¬m.
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1 � p <1; j tam say¬0 � j � m, için Wm;p (
) da j:jj;p fonksiyonelini

j:jj;p = j:jj;p;
 =

0@X
j�j=j

Z



j@�f (x)jp dx

1A1=p

olarak tan¬mlayal¬m.

Aç¬k olarak jf j0;p = kfk0;p = kfkp ; Lp (
) daki norm ve

kfkm;p =
 

mX
j=0

jf jpj;p

!1=p
olur.

j � 1 ise j:jj;p bir seminorm olur. j:jm;p ; daha sonra aç¬klanacak baz¬koşullar
alt¬nda (
 bölgesinin s¬n¬rl¬olmas¬gibi) Wm;p

0 (
) uzay¬nda bir normdur ve kfkm;p
normuna da denktir.

Wm;p
0 (Rn) ,! Lq (Rn) Sobolev gömülme teoremi, m; p; n ba¼gl¬baz¬sonlu q de¼ger-

leri ve her � 2 C10 (Rn) için,

k�kq � K k�km;p

eşitsizli¼ginin var oldu¼gunu söyler.

k:km;p yerine j:jm;p al¬nd¬¼g¬nda bu eşitsizli¼gin sa¼glay¬p sa¼glamad¬¼g¬ önemlidir.
Yani, her � 2 C10 (Rn) için,

Z
Rn
j� (x)jq dx � Kq

0@X
j�j=m

Z
Rn
j@�� (x)jp dx

1Aq=p

?

olacak biçimde K < 1 ve q � 1 sabitleri var m¬d¬r? sorusu önem taş¬r. Öyle

olsayd¬, verilmi̧s � 2 C10 (Rn) için, eşitsizlik tüm �t = � (tx) ; 0 < t < 1 için

de sa¼glanmal¬d¬r.Çünkü bu fonksiyonlar da C10 (Rn) uzay¬na aittir. j�j = m ise,

k�tkq = t�n=q k�kq ve k@��tkp = tm�(n=p) k@��kp olaca¼g¬ndan

Z
Rn
j� (x)jq dx � Kqtn+mq�(nq=p)

0@X
j�j=m

Z
Rn
j@�� (x)jp dx

1Aq=p

57



3. MATERYAL VE METOT

elde edilmelidir. Bu, sa¼gdaki t nin üsü s¬f¬r olmad¬kça, tüm t > 0 de¼gerleri için

mümkün de¼gildir. Yani, q = p� = np= (n�mp) olmad¬kça bu eşitsizlik sa¼glanmaz.

Teorem 3.2.3.13. (Sobolev Eşitsizli¼gi) mp < n oldu¼gunda, her � 2 C10 (Rn)

için,

k�kq;Rn � K j�jm;p;Rn

olacak biçimde K sabitinin var olmas¬için gerek ve yeter şart q = p� = np= (n�mp)

olmas¬d¬r.

Geni̧sletme ile neyi kast etti¼gimizi önce aç¬klayal¬m ondan sonra ilgili teoremleri

ifade edelim.


; Rn de bir bölge olsun. Verilmi̧s m ve p için, E : Wm;p (
)! Wm;p (Rn) lineer

operatörü, e¼ger her u 2 Wm;p (
) için

i) 
 bölgesinin h.h.h. Eu (x) = u (x)

ve

ii) kEukm;p;Rn � K kukm;p;

sa¼glayacak şekilde bir K = K (m; p) sabiti varsa, buna E lineer operatörünün 


bölgesi için bir basit (m; p) geni̧sletme operatörü ad¬verilir.

E¼ger E; 
 n¬n hemen hemen her yerinde tan¬mlanm¬̧s fonksiyonlar¬Rn de hemen

hemen her yerde tan¬mlanm¬̧s fonksiyonlara dönüştürüyorsa ve yine, 1 � p <1 her

bir p için; 0 � k � m; her k için, E nin Wm;p (
) ya k¬s¬tlanmas¬
 için bir basit

(k; p) geni̧sletme operatörü oluyorsa E ye 
 için bir güçlü m� geni̧sletme operatörü
denir.

Son olarak her m için, E; 
 için bir güçlü m� geni̧sletme operatörü ise E ye 


için bir tam geni̧sletme operatörü denir. Böyle bir tam geni̧sletme operatörü zorunlu

olarak Cm
�


�
deki fonksiyonlar¬geni̧sleterek Cm (Rn) uzay¬içine düşürür.


 için bir basit (m; p) geni̧sletme operatörünün varl¬¼g¬bile Wm;p (Rn) nin sahip

oldu¼gu bir çok özelli¼ginWm;p (
) ya da geçece¼gini garanti eder. Örne¼gin birWm;p (Rn) ,!
Lq (Rn) gömülmesinin sa¼glad¬¼g¬bilinirse,
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kukq;Rn � K1 kukm;p;Rn

olaca¼g¬ndan, @� (Eu) (x) =
P

j
j�j�jE�
@

u (x) ,! Lq (
) gömülmesi de sa¼glan-

mal¬d¬r. Kabul edelimki u 2 Wm;p (
) olsun. Bu durumda

kuk0;q;
 � kEuk0;q;Rn � K1 kEukm;p;Rn � K1K kukm;p;


olur.

Teorem 3.2.3.14. 
, Rn de düzgün Cm regüler koşulunu sa¼glayan bir s¬n¬rl¬

bölge olsun. Bu durumda 
 için bir güçlüm�geni̧sletme operatörü E vard¬r. Ayr¬ca
�; 
; j
j � j�j � jmj olan çoklu indisler ise, bu halde u 2 W j�j;p (
) ise

@� (Eu) (x) =
X
j
j�j�j

E�
@

u (x)

olacak biçimde 1 � j � m� j�j ; 1 � p < 1 için içine bir sürekli E�
 : W j;p (
) !
W j;p (Rn) operatörü vard¬r.

Teorem 3.2.3.15. 
 do¼gru parças¬koşulu özelli¼gini sa¼glas¬n. Bu durumda 


üzerindeki bir u fonksiyonunun Wm;p
0 (
) ait olmas¬için gerek ve yeter koşul, u nun

s¬f¬r geni̧sletmesi olan eu nun Wm;p (Rn) ait olmas¬d¬r.

(n� 1) boyutlu iki paralel düzlem aras¬nda kalan Rn deki bir bölge sonlu geni̧s-

likli bir bölge olur.

Teorem 3.2.3.16. 
 � Rn bölgesi sonlu geni̧slikli ise bu durumda her � 2
C10 (
) için Poincare eşitsizli¼gi olarak bilinen

k�k0;p;
 � K j�j1;p;


eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Ayr¬ca 
 bölgesi sonlu geni̧slikli ise j:jm;p;
 ; W
m;p
0 (
) da bir norm olur. Bu norm

standart k:km;p;
 normuna da denk olur.
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3.3. De¼gi̧sken Üslü Lebesgue Uzaylar¬

Bu bölüm boyunca 
 bölgesi Rn nin Lebesgue ölçülebilir bir alt kümesi olarak

al¬nacakt¬r.

P (
) ; p (:) : 
 ! [1;1] şeklindeki tüm ölçülebilir fonksiyonlar¬göstersin. Bu

durumda P (
) elemanlar¬na üs fonksiyonu ad¬verilir.

p (:) 2 P (
) ve E � 
 için,

p� = essinfx2Ep (x) ; p+ = esssupx2Ep (x)

olarak tan¬mlan¬r.


 bölgesinin üç standart alt kümesi


p(:)1 = fx 2 
 : p (x) =1g



p(:)
1 = fx 2 
 : p (x) = 1g


p(:)� = fx 2 
 : 1 < p (x) <1g

şeklindedir.

p (:) için, p0 (:) eşlenik üs fonksiyonu, x 2 
 için,

1

p (x)
+

1

p0 (x)
= 1

olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.3.1. 
; r (:) : 
! R verilsin. Her x; y 2 
; jx� yj < 1
2
için

jr (x)� r (y)j � C0
� ln (jx� yj)

olacak biçimde bir C0 sabiti varsa r (:) fonksiyonuna lokal log-Hölder süreklidir denir

ve bu durum r (:) 2 LH0 (
) ile gösterilir.

Her x 2 
 için,
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jr (x)� r1j �
C1

ln (e+ jxj)
olacak biçimde C1; r1 sabitleri varsa, bu halde r (:) fonksiyonuna sonsuzda log-

Hölder süreklidir denir ve bu r (:) 2 LH1 (
) şeklinde gösterilir.

r (:) fonksiyonu lokal ve sonsuzda log-Hölder sürekli ise bu durum r (:) 2 LH (
)
ile gösterilir (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.2. 
 � Rn; p (:) 2 P (
) ; p (:) 2 LH (
) olarak verilsin. Bu

durumda

i) ep 2 LH
ii) x 2 
 için ep (x) = p (x)

iii) ep� = p�; ep+ = p+

olacak biçimde bir ep (x) 2 P (Rn) fonksiyonu vard¬r (Cruz-Uribe ve Fiorenza

2013).

Tan¬m 3.3.3. 
 � Rn; p (:) 2 P (
) ve Lebesgue ölçülebilir f fonksiyonu

verildi¼ginde, p (:) kaŗs¬l¬k gelen modular fonksiyoneli

�p(:);
 (f) =

Z

n
1

jf (x)jp(x) dx+ kfkL1(
1)

şeklinde tan¬mlan¬r. Belirsizli¼gin olmad¬¼g¬durumlarda k¬saca bu fonksiyonel �p(:) (f)

veya � (f) şeklinde yaz¬l¬r.

Modular fonksiyonelin temel özellikleri aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar.

Teorem 3.3.4.

i) Her f için, � (f) � 0, � (jf j) = � (f)

ii) � (f) = 0() h.h.h. x 2 
 için f (x) = 0

iii) � (f) <1 ise bu durumda h.h.h. x 2 
 için f (x) <1

iv) � konvekstir. Yani �; � � 0; �+ � = 1 iken

� (�f + �g) � �� (f) + �� (f)
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olur.

v) � s¬ray¬korur. Yani h.h.h jf (x)j � jg (x)j ise, bu halde � (f) � � (g) olur.

vi) � süreklilik özelli¼gine sahiptir. Başka bir de¼gi̧sle, baz¬� > 0 için � (f��) <1
ise bu durumda � ! � (f��) fonksiyonu [0;1) aral¬¼g¬nda sürekli ve azaland¬r.
Ayr¬ca, � ! 1 için � (f��) ! 0 olur (Kovacik ve Rákosník 1991), (Fan ve Zhao

2001), (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Modular fonksiyoneli üçgen eşitsizli¼gini sa¼glamaz. Yani � (f + g) � � (f) + � (g)

özelli¼gi her zaman geçerli olmaz. Ancak bazen yararl¬olan şöyle bir durum vard¬r.

1� p <1; a; b � 0 için (a+ b)p � 2p�1 (ap + bp) olur. H.h.h. x 2 
n
1 için,

jf (x) + g (x)jp(x) � 2p(x)�1
�
jf (x)jp(x) + jg (x)jp(x)

�
olur. p+ <1 olmas¬durumunda

� (f + g) � 2p+�1 (� (f) + � (f))

şeklindeki modular üçgen eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Tan¬m 3.3.5. 
 ve p (:) 2 P (
) verilsin. Lp(:) (
) uzay¬, en az bir � > 0 için

� (f��) <1 koşulunu sa¼glayan tüm Lebesgue ölçülebilir f fonksiyonlar¬kümesidir.

f 2 Lp(:) (
)() � (f) =

Z

n
1

jf (x)jp(x) dx+ kfkL1(
) <1

durumu p� = 1 ya da p+ (
n
1) < 1 olmas¬na denktir (Kovacik ve Rákosník

1991).

Bu uzayda, Luxemburg normu olarak bilinen, norm

kfkLp(:)(
) =
�
� > 0 : �p(:);
 (f��) � 1

	
olarak verilir. 
 bölgesi üzerinde belirsizlik olmad¬¼g¬nda genelikle kfkLp(:)(
) yerine
kfkp(:) yaz¬l¬r. p (:) = p sabit oldu¼gunda bu norm klasik Lebesgue normu ile çak¬̧s¬r

(Kovacik ve Rákosník 1991).

62



Yasin KAYA

Teorem 3.3.6. 
 ve p (:) 2 P (
) ve j
1j = 0 olsun. E¼ger kfkp(:) > 1 ise bu

durumda

� (f)1�p+ � kfkp(:) � � (f)1�p�

olur. 0 < kfkp(:) � 1 olmas¬durumunda

� (f)1�p� � kfkp(:) � � (f)1�p+

olur (Fan ve Zhao 2001).

Teorem 3.3.7. 
 ve p (:) 2 P (
) verilsin. E¼ger f 2 Lp(:) (
) ve g 2 Lp
0(:) (
)

ise bu durumda fg 2 L1 (
) ve

Z



jf (x) g (x)j dx � k kfkp(:) kgkp0(:)

şeklinde Hölder eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Kovacik ve Rákosník 1991).

Daha genel olarak,

1

p (x)
=

1

q (x)
+

1

r (x)

sa¼gland¬¼g¬nda, f 2 Lq(:) (
) ; g 2 Lr(:) (
) ise fg 2 Lp(:) (
) olur ve

kfgkp(:) � kfkq(:) kgkr(:)

olacak biçimde bir K sabiti vard¬r.

Tan¬m 3.3.8. 
 ve p (:) 2 P (
) ve bir ölçülebilir f fonksiyonu için

kfk0p(:) = sup
Z



jf (x) g (x)j dx

olarak tan¬mlans¬n. Burada supremum tüm g 2 Lp
0(:) (
) ve kgkp0(:) � 1 koşulunu

sa¼glayan fonksiyonlar üzerinde al¬nmaktad¬r.

Mp(:) (
) ; kfk0p(:) < 1 koşulunu sa¼glayan tüm ölçülebilir fonksiyonlar kümesini

göstersin. Mp(:) (
) kümesi, k:k0p(:) normuna göre bir normlu vektör uzay¬olur.
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f 2 Lp(:) (
) () f 2 Mp(:) (
) önemli durumu var olur. Yani bu iki uzay ayn¬

olur.

k1 kfkp(:) � kfk
0
p(:) � k2 kfkp(:)

ba¼g¬nt¬s¬yla bu uzaylar¬n normlar¬birbirine denk olur (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.9. 
 ve p (:) 2 P (
) ve f : 
� 
! R h.h.h. y 2 
 için f (:; y) 2
Lp(:) (
) olacak biçimde bir ölçülebilir fonksiyon olsun. Bu durumda





Z



f (:; y) dy






p(:)

� c

Z



kf (:; y)kp(:) dy

olur (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.10. 
 bölgesi ve p (:) ; q (:) 2 P (
) verilsin. Bu durumda Lq(:) (
) ,!
Lp(:) (
), her f 2 Lq(:) (
) için kfkp(:) � K kfkq(:) olacak biçimde bir K > 1 var ol-

mas¬için gerek ve yeter koşul:

i) h.h.h. x 2 
 için p (x) � q (x)

ve

ii) D = fx 2 
 : p (x) < q (x)g ; 1
p(x)

= 1
q(x)

+ 1
r(x)

olmak üzere,

Z
D

��r(x)dx <1

olacak biçimde � > 1 vard¬r (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Sonuç 3.3.11. 
 ve p (:) ; q (:) 2 P (
) verilsin.
���
�
p(:)1

��� < 1 olsun. Bu

durumda Lq(:) (
) ,! Lp(:) (
) olmas¬için gerek ve yeter koşul h.h.h. p (x) � q (x)

olmas¬d¬r. Ayr¬ca bu durumda

kfkp(:) �
�
1 +

��
�
p(:)1
��� kfkq(:)

özelli¼gi sa¼glan¬r.

Şimdi de uygulamada faydal¬bir gömülmeyi de verelim. 1 � p < q <1

Lp(:) (
) + Lq(:) (
) =
�
f = g + h : g 2 Lp(:) (
) ; h 2 Lq(:) (
)
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olarak tan¬mlanan bu uzay

kfkLp(:)(
)+Lq(:)(
) = inf
f=g+h

n
kgkLp(:)(
) + khkLq(:)(
)

o
normuyla bir Banach uzay¬olur (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.12. 
 ve p (:) 2 P (
) verilsin. Bu durumda

Lp(:) (
) ,! Lp+ (
) + Lp� (
)

ve

kfkLp+ (
)+Lp� (
) � 2 kfkLp(:)(
)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

ffkg � Lp(:) (
) ve baz¬� > 0 için, k ! 1 iken � (� (f � fk)) ! 0 oluyorsa,

buna modular yak¬nsakl¬k denir. Her � > 0 için, k ! 1 iken � (� (f � fk)) ! 0

oluyorsa bu yak¬nsakl¬k norm yak¬nsakl¬¼ga denk olur. Buradan da anlaş¬ld¬¼g¬gibi

norm yak¬nsakl¬¼g¬modular yak¬nsakl¬¼g¬gerektirir. Norm yak¬nsakl¬¼g¬n¬n modular

yak¬nsakl¬¼g¬na denk olmas¬için gerek ve yeter koşul p� =1 ya da p+ (
n
1) <1
olmas¬d¬r.

Şimdi monoton yak¬nsakl¬k teoremi olarak bilinen teoremi ifade edelim.

Teorem 3.3.13. 
 bölgesi ve p (:) 2 P (
) olarak al¬ns¬n. ffkg � Lp(:) (
)

negatif olmayan fonksiyonlar¬n bir dizisi olsun ve h.h.h. fk dizisi noktasal olarak bir

f fonksiyonuna artarak yak¬nsas¬n. Bu durumda kfkkp(:) ! kfkp(:) olur (Cruz-Uribe
ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.14. 
 ve p (:) 2 P (
) ve ffkg � Lp(:) (
) dizisi h.h.h. noktasal

olarak bir f fonksiyonuna yak¬nsas¬n. E¼ger

lim inf
k!1

kfkkp(:) <1

ise, bu durumda f 2 Lp(:) (
) ve

kfkp(:) � lim inf
k!1

kfkkp(:)

olur (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).
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Teorem 3.3.15. 
 bölgesi ve p (:) 2 P (
) verilsin. p+ < 1 olsun. E¼ger

ffkg dizisi h.h.h.noktasal olarak fk ! f ve h.h.h. jfk (x)j � g (x) olacak biçimde

g (x) 2 Lp(:) (
) varsa bu durumda f 2 Lp(:) (
) ve k ! 1 iken kfk � fkp(:) ! 0

olur (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.16. 
 bölgesi ve p (:) 2 P (
) verilsin. ffkg � Lp(:) (
) dizisi f

fonksiyonuna normda yak¬ns¬yorsa, bu durumda f fonksiyonuna ölçümde de yak¬n-

sar. (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.17. 
 ve p (:) 2 P (
) verilsin. Bu halde Lp(:) (
) uzay¬bir Banach
uzay¬d¬r (Kovacik ve Rákosník 1991).

Teorem 3.3.18. 
 aç¬k kümesi ve s¬n¬rl¬p (:) 2 P (
) verilsin. Bu durumda

C10 (
) uzay¬L
p(:) (
) uzay¬nda yo¼gun olur (Kovacik ve Rákosník 1991).

Teorem 3.3.19. 
 ve p (:) 2 P (
) verilsin. Lp(:) (
) uzay¬ayr¬labilir olmas¬

için gerek ve yeter koşul, p+ < 1 olmas¬d¬r (Kovacik ve Rákosník 1991), (Diening

ve ark. 2011).

Ölçülebilir bir g fonksiyonu verildi¼ginde Lp(:) (
) üzerinde �g fonksiyoneli

�g (f) =

Z



f (x) g (x) dx

şeklinde tan¬mlans¬n. �g fonksiyonelinin Lp(:) (
) uzay¬nda bir sürekli lineer fonksiy-

onel olmas¬için gerek ve yeter koşul g 2 Lp0(:) (
) olmas¬d¬r.

Teorem 3.3.20. 
 bölgesi ve p (:) 2 P (
) verilsin. Bu halde aşa¼g¬daki iki

durum birbirine denk olur.

i) p+ <1 dir.

ve

ii) g ! �g dönüşümü bir izomor�zimdir. Yani g 2 Lp
0(:) (
) için �g fonksiyoneli

sürekli ve lineerdir. Tersine, verilmi̧s sürekli lineer � 2
�
Lp(:) (
)

�0
fonksiyoneli için

� = �g olacak biçimde bir tek g 2 Lp
0(:) (
) vard¬r (Kovacik ve Rákosník 1991),

(Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).
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Sonuç 3.3.21. 
 ve p (:) 2 P (
) verilsin. Lp(:) (
) yans¬mal¬olmas¬için gerek
ve yeter koşul 1 < p� � p+ <1 olmas¬d¬r.

Lebesgue türev teoreminin de¼gi̧sken üslü uzayda da sa¼glan¬p sa¼glanmad¬¼g¬na bak-

madan önce klasik durumu hat¬rlatal¬m.

Klasik durumda f 2 L1loc (Rn) ise bu durumda h.h.h. x 2 Rn için,

lim
r!0

1

jBr (x)j

Z
Br(x)

f (y) dy = f (x)

olur. Böyle noktalara f fonksiyonunun Lebesgue noktalar¬denir. Bu limit merkezi

x olan küpler için de sa¼glan¬r. f 2 L
p(:)
loc (Rn) ise bu durumda f lokal olarak inte-

grallenebilir olaca¼g¬ndan buradan Lebesgue türev teoremi böyle f fonksiyonu için

de sa¼glan¬r.

Bununla birlikte, f 2 L1loc (Rn) ve1 � p <1 ise h.h.h. x 2 Rn için

lim
r!0

1

jBr (x)j

Z
Br(x)

jf (y)� f (x)jp dy = 0

şeklinde daha güçlü bir sonuç sa¼glan¬r.

Bunun benzeri, de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬nda da do¼grudur.

Teorem 3.3.22. p (:) 2 P (Rn), j(Rn)1j = 0 olacak biçimde ve f 2 L
p(:)
loc (Rn)

olsun. Bu durumda h.h.h. x 2 Rn için

lim
r!0

1

jBr (x)j

Z
Br(x)

j� (f (y)� f (x))jp(y) dy = 0

olacak biçimde bir � > 0 vard¬r (Harjulehto ve Hästö 2004).

p+ <1 ise bu durumda � = 1 al¬nabilir.

3.3.1. Musielak-Orlicz Uzaylar ve Modular Uzaylar

De¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬; klasik ve a¼g¬rl¬kl¬Lebesgue uzaylar¬ve Orlicz

uzaylar¬n¬da özel durumlar olarak içeren daha geni̧s fonksiyon uzaylar¬n¬n belirli

örnekleridir. 
 verilmi̧s bir küme, � : 
� R+ ! [0;1] ; her bir x 2 
 için, � (x; :)
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fonksiyonu azalmayan, sürekli, sonlu oldu¼gu kümede konveks olacak şekilde al¬ns¬n.

� (x; 0) = 0; t > 0 ise � (x; t) > 0 ve t ! 1 iken � (x; t) ! 1 oldu¼gu varsay¬ls¬n.

Bunun yan¬nda her bir t > 0 için � (:; t) bir ölçülebilir fonksiyon oldu¼gu varsay¬ls¬n.

L�(;) (
) Musielak-Orlicz uzay¬, baz¬� > 0 için

��(;) (f) =

Z



� (x; jf (x)j��) dx < +1 (3:3:1)

koşulunu sa¼gl¬yan tüm f fonksiyonlar¬n kümesi olarak tan¬mlan¬r

L�(;) (
) uzay¬

kfkL�(;)(
) = inf =
�
� > 0 :

Z



� (x; jf (x)j��) dx � 1
�

normuyla bir Banach fonksiyon uzay¬ olur. Bu norma Luxemburg normu denir.

	 tamamlay¬c¬ fonksiyon olarak bilinen ve kendisi de bir Musielak-Orlicz uzay¬n¬

üreten fonksiyonu da tan¬mlamak mümkündür.

Musielak-Orlicz uzaylar¬n¬n kendileri, modular uzaylar olarak bilinen soyut Ba-

nach uzaylar¬n¬n bir özel durumudur.

Bir reel vektör uzay¬olan bir X kümesi verilsin. Bir konveks modular, � : X !
[0;1] ;
i) � (x) = 0() x = 0

ii) her x 2 X için � (�x) = � (x)

iii) � konvekstir.

iv) �! � (�x) dönüşümü sol süreklidir.

koşullar¬n¬sa¼glayan bir fonksiyondur.

X� baz¬� > 0 için, �
�
x
�

�
< 1 koşulunu sa¼glayan tüm x 2 X kümesi olarak

al¬rsak, bu

kxkX� = inf =
n
� > 0 : �

�x
�

�
� 1
o

normuyla bir normlu vektör uzay¬olur.

(3:3:1) ile tan¬mlanan �� fonksiyonu bu mant¬¼ga göre bir konveks modulard¬r ve

L�(;) bir modular uzayd¬r. Özel halde p (:) 2 P (
) ise bu durumda �p(:) bir kon-
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veks modular olur. Klasik Banach fonksiyon uzaylar¬n¬n bir k¬sm¬Musielak-Orlicz

uzaylar veya modular uzaylar olarak da görülebilir. 1 � p < 1, � (x; t) = tp

al¬n¬rsa Lp (
) klasik Lebesgue uzay¬elde edilir. w bir pozitif, lokal olarak inte-

grallenebilen fonksiyon olmak üzere, � (x; t) = tpw (x) al¬n¬rsa Lp (
; w) a¼g¬rl¬kl¬

Lebesgue uzay¬elde edilir. � (x; t) = � (t) için Orlicz uzaylar¬elde edilir. Örne¼gin

� (t) = tp ln (e+ t)a al¬n¬rsa, bu durumda L�; Lp (lnL)a Zygmund uzay¬elde edilir

(Bennett ve Sharpley 1988), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Modular¬n tan¬m¬ndaki (i) koşulu yerine

ia) � (0) = 0

ib) tüm � > 0 için � (�x) = 0 ise bu durumda x = 0 dir,

koşullar¬b¬rakarak modular¬n tan¬m¬n¬zay¬�atabiliriz.

Bu durumda böyle � fonksiyona semi-modular denir. Modular uzaylar teorisi

hemen bu ortama geni̧sletilebilir. Örne¼gin, � (x; t) = 1�(1;1) (t) al¬n¬rsa bu du-

rumda (3:3:1) bir semi-modular tan¬mlar ve L1 (
) elde edilir. Bu yaklaş¬m de¼gi̧sken

üslü Lebesgue uzaylar¬n¬n çok zarif bir tan¬m¬n¬elde etmek için geni̧sletilebilir.

p (:) 2 P (
) verilsin, t1 =1�(1;1) (t) uylaş¬m¬yla

e�p(:) (f) = Z



jf (x)jp(x) dx

olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda e�p(:) bir semi-modulard¬r. Ancak bu semi-modular
�p(:) ye denk de¼gildir. Buna ra¼gmen k:kXe� normu k:kp(:) normuna denk olur.

Tüm de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬teorisi bu perspektiften geli̧stirilebilir (Cruz-

Uribe ve Fiorenza 2013).

3.3.2. Banach Fonksiyon Uzaylar¬

De¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬na bir başka soyut yaklaş¬m, Banach fonksiyon

uzaylar¬d¬r. 
 � Rn ve tüm Lebesgue ölçülebilir fonksiyonlar¬n kümesi M ile gös-

terilsin. Bir k:kX : M ! [0;1] dönüşümü verilsin. (X; k:kX) çifti tüm f; g 2 M

için

i) kfkX = kjf jkX ve kfkX = 0() f � 0;
ii)kf + gkX � kfkX + kgkX ;
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iii) her a 2 R için kafkX = jaj kfkX ;
iv) X; k:kX normuna göre bir tam normlu vektör uzay¬d¬r,

v) h.h.h. jf j � jgj ise bu durumda kfkX � kgkX dir,

vi) ffng � M ; h.h.h. jfnj ; jf j ye artacak biçimde bir dizi ise, bu durumda
kfnkX ; kfkX normuna artar,

vii) E � 
 ölçülebilir bir küme ve jEj <1 ise bu durumda k�EkX <1 olur,

viii) jEj < 1 ise
R
E
jf (x)j dx � CE kfkX dir. (CE; X; E ba¼gl¬fakat f ye ba¼gl¬

de¼gildir),

koşullar¬n¬sa¼glarsa bu durumda

X = ff 2M : kfkX <1g

kümesine bir Banach fonksiyon uzay¬d¬r denir (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Bu durumda k:kp(:) bir Banach fonksiyon uzay¬olur. Bu durum ilk önce Edmunds
ve ark. (1999) taraf¬ndan görüldü.

3.3.3. Hardy-Littlewood Maksimal Operatörü

Tan¬m 3.3.3.1. Bir f 2 L1loc (Rn) fonksiyonu verildi¼ginde f fonksiyonunun

Hardy-Littlewood maksimal operatörü, herhangi x 2 Rn için,

Mf (x) = sup
x2Q

1

jQj

Z
Q

jf (y)j dy

olarak tan¬mlan¬r. Burada supremum kenarlar¬koordinat eksenlerine paralel olan

ve x içeren tüm Q � Rn küpleri üzerinde al¬nmaktad¬r. Maksimal operatörün bir-
birine denk ve s¬kl¬kla bir biri yerine kullan¬lan bir kaç de¼gi̧sik varyasyonu vard¬r.

Örne¼gin supremum merkezi x olan küpler üzerinde al¬nabilir. Buna merkezil maksi-

mal operatörü denir ve M c ile gösterilir. Başka bir durum, supremum x içeren tüm

tüm yuvarlar üzerinde al¬nabilir veya supremum merkezi x olan yuvarlar üzerinde

al¬nabilir (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).
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p nin sabit olmas¬durumunda maksimal operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬aşa¼g¬daki teo-

remde verilmi̧stir

Teorem 3.3.3.2. f 2 Lp (Rn) ; 1 � p <1 ve her t > 0 için,

jfx 2 Rn :Mf (x) > tgj � C1
tp

Z
Rn
jf (x)jp dx

olur.

Ayr¬ca 1 < p � 1 ise bu durumda

kMfkLp(Rn) � C2 kfkLp(Rn)

özelli¼gi sa¼glan¬r.

De¼gi̧sken üslü durum için aşa¼g¬daki teorem sözkonusu olur.

Teorem 3.3.3.3. Bir 
 kümesi ve p (:) 2 P (
) verilsin. E¼ger 1
p(:)
2 LH (
) ise

bu durumda



t�fx:Mf(x)>tg



Lp(:)(
)

� C kfkLp(:)(
)

olur. Ek olarak p� > 1 ise, bu halde

kMfkLp(:)(
) � C kfkLp(:)(
)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.3.4. p (:) 2 P (Rn) verilsin. p� = 1 ise, bu durumda maksimal

operatörü, Lp(:) (Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬olmaz (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve

Fiorenza 2013).

Modular eşitsizlik durumlar¬na geldi¼gimizde; p+ <1 için,

Z
fx:Mf(x)>tg

tp(x)dx � C

Z
Rn
jf (x)jp(x) dx (3:3:2)

Z
Rn
Mf (x)p(x) dx � C

Z
Rn
jf (x)jp(x) dx (3:3:3)
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şeklindeki modular eşitsizliklerin de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬nda sa¼glanmaya-

ca¼g¬n¬ifade eden teorem aşa¼g¬daki gibidir.

Teorem 3.3.3.5. p (:) 2 P (Rn), p+ <1 olsun. Bu durumda (3:3:2) ve (3:3:3)

modular eşitsizliklerin sa¼glanmas¬ için gerek ve yeter koşul h.h.h. p (x) = p0 ola-

cak biçimde bir p0 sabitinin var olmas¬d¬r (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve

Fiorenza 2013).

Şimdi de maksimal operatörünün Lp(:) (Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬için bir gerek ve

yeter koşulunu verelim. Verilmi̧s bir p (:) için kontrol edilmesi kolay olmayan ama

teorik sonuçlar¬ itibariyle önemli olan bu teorem için önce baz¬ tan¬mlar¬vermek

yerinde olur.

Tan¬m 3.3.3.6. � = fQg iki̧ser iki̧ser ayr¬k küplerin bir koleksiyonu olsun. f
verilmi̧s lokal olarak integrallenebilen bir fonksiyon için, A� operatörünü

A�f (x) =
X
j

AQjf (x) =
X
j

1

Qj

Z
Qj

f (y) dy�Qj (x)

şeklinde tan¬mlans¬n.

Tan¬m 3.3.3.7. Bir p (:) 2 P (Rn) verilsin. Verilmi̧s herhangi � ayr¬k küplerin
kümesi ve herhangi f 2 Lp(:) (Rn) fonksiyonu için kA�fkp(:) � CA kfkp(:) olacak
biçimde bir CA sabiti varsa bu durumda p (:) 2 A olur.

Teorem 3.3.3.8. p (:) 2 P (Rn) ; 1 < p� � p+ < 1 olsun. Bu durumda

maksimal operatörünün Lp(:) (Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

p (:) 2 A olmas¬d¬r (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Lp(:) uzay¬nda birime yaklaşmaya yak¬ndan bakal¬m.

Teorem 3.3.3.9. p (:) 2 P (
) ve p+ < 1 ise bu durumda basit fonksiyonlar

Lp(:) (
) uzay¬nda yo¼gun olur (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013).

Teorem 3.3.3.10. p (:) 2 P (
) ve p+ < 1 ise bu durumda C10 (
) uzay¬

Lp(:) (
) uzay¬nda yo¼gun olur (Kovacik ve Rákosník 1991).
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Tan¬m 3.3.3.11. Bir � � 0 ve � 2 L1 (Rn) fonksiyonu radyal olarak azalan ve
radyal olarak simetrik ise o zaman � fonksiyonu çan şekillidir denir.

� (x) = sup
y=2B(0;jxj)

j� (y)j

fonksiyonuna � nin en küçük çan biçimli majorant¬ad¬verilir.

�� (x) =
1
�n
�
�
x
�

�
olarak tan¬mlam¬̧st¬k.

Teorem 3.3.3.12. p (:) 2 A veya p (:) 2 LH (Rn) ve � 2 L1 (Rn) olsun. �

nin en küçük çan biçimli majorant¬olan � (x) fonksiyonunun integrallenebildi¼gini

varsayal¬m. Bu durumda her f 2 Lp(:) (Rn) için

kf � ��kp(:) � c k�k1 kfkp(:)

olur. Üstelik her f 2 L1loc (Rn) için,

jf � ��j � 2 k�k1Mf

olur (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2007), (Diening ve ark. 2011).

Teorem 3.3.3.13. p (:) 2 A ve � 2 L1 (Rn) olsun. � fonksiyonunun en küçük

çan biçimli majorant¬olan� (x) fonksiyonunun integrallenebildi¼gini ve
R
Rn � (x) dx =

1 kabul edelim. Bu durumda f 2 Lp(:) (Rn) için h.h.h., �! 0 için, f � �� ! f olur.

Bunun yan¬nda p+ < 1 ise, bu durumda Lp(:) (Rn) uzay¬nda f � �� ! f olur

(Cruz-Uribe ve Fiorenza 2007).

3.4. De¼gi̧sken Üslü Sobolev Uzaylar¬

Çal¬̧smalar¬m¬zda k¬sal¬k için, ço¼gu zaman, de¼gi̧sken üslü Sobolev uzay¬fonksiy-

onlar¬yerine, Sobolev fonksiyonlar¬deyimi kullan¬lacakt¬r.

Tan¬m 3.4.1. m 2 N0; 
 � Rn aç¬k kümesi ve p (:) 2 P (
) verilsin. j�j � m

için @�u zay¬f k¬smi türevleri var Lp(:) (
) uzay¬na ait ise u 2 Lp(:)
 fonksiyonu

Wm;p(:) (
) uzay¬na ait olur. Wm;p(:) (
) uzay¬nda bir semi-modular

�Wm;p(:)(
) (u) =
X

0�j�j�m

�p(:);
 (@
�u)
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şeklinde olur. Buradan norm

kukWm;p(:)(
) = inf
n
� > 0 : �Wm;p(:)(
)

�u
�

�
� 1
o

şeklinde tan¬mlan¬r. m 2 N için Wm;p(:) (
) uzay¬na de¼gi̧sken üslü Sobolev uzay¬

denir. Yukar¬daki tan¬mda W 0;p(:) (
) = Lp(:) (
) olaca¼g¬aç¬kt¬r.

Belli 
 kümesindekukWm;p(:)(
) yerine kukm;p(:) ve �Wm;p(:)(
) (u) yerine �m;p(:) (u)

k¬sat¬lmas¬kullan¬labilir.

Wm;p(:) (
) uzay¬nda, s¬ras¬yla

mX
k=0

�Lp(:)(
)
���rku

��� ve
mX
k=0



��rku
��


Lp(:)(
)

birer semi-modular ve birer norm olurlar. Bunlar s¬ras¬yla de¼gi̧sken üslü Sobolev

semi-modular¬na ve de¼gi̧sken üslü Sobolev normuna denk olur.


��rku

��


Lp(:)(
)

yerine

k¬saca


rku




Lp(:)(
)

yaz¬labilir.

Bir O ailesinin ölçülebilir U � Rn kümeleri, N 2 N için, Rn uzay¬n¬n hemen

hemen her yerinde

X
U2O

�U � N

oluyorsa bu aileye lokal N � sonlu denir.

Teorem 3.4.2. 
 n¬n bir (
i)i2N ; 1 � sonlu parçalan¬̧s¬verilsin. Bu durumda

her u 2 Wm;p(:) (
) için

kukWm;p(:)(
) �
1X
i=1

kukWm;p(:)(
i)

olur (Diening ve ark. 2011).

Teorem 3.4.3. p (:) 2 P (
) verilsin. Bu durumdaWm;p(:) (
) uzay¬bir Banach

uzay¬d¬r. p (:) s¬n¬rl¬ise ayr¬labilir ve 1 < p� � p+ < 1 ise yans¬mal¬ve düzgün

konveks olur (Diening ve ark. 2011).

uk * u oldu¼gunda 1
n

Pn
k=1 uk ! u oluyorsa bir normlu X uzay¬na, Banach-Saks

özelli¼gine sahiptir denir.
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Teorem 3.4.4. p (:) 2 P (
) ve 1 < p� � p+ <1 olarak verilsin. Bu durumda

Wm;p(:) (
) de¼gi̧sken üslü Sobolev uzay¬Banach-Saks özelli¼gine sahip olur (Diening

ve ark. 2011).

Teorem 3.4.5. p (:) 2 P (
) verilsin. u; v 2 W 1;p(:) (
) ise bu durumda

maxfu; vg ve minfu; vg ; W 1;p(:) (
) uzay¬nda olurlar.

rmax (u; v) (x) =

8<: ru (x) ; h.h.h. x 2 fu � vg için
rv (x) ; h.h.h. x 2 fv � ug için

ve

rmin (u; v) (x) =

8<: ru (x) ; h.h.h. x 2 fu � vg için
rv (x) ; h.h.h. x 2 fv � ug için

biçiminde olur. Özel olarak; juj, W 1;p(:) (
) uzay¬na ait olur ve 
 bölgesinin hemen

hemen her yerinde jr jujj = jruj olur (Diening ve ark. 2011).

Tan¬m 3.4.6. p (:) 2 P (
) verilsin. S¬n¬r de¼gerleri s¬f¬r olan de¼gi̧sken üslü

Sobolev uzay¬Wm;p(:)
0 (
), Wm;p(:) (
) uzay¬n¬n kompakt deste¼ge sahip fonksiyonlar

kümesinin kapan¬̧s¬d¬r. Daha aç¬k olarak Wm;p(:) (
) uzay¬nda

�
u 2 Wm;p(:) (
) : bir kompakt K � 
 için u = u�K

	
kümesinin kapan¬̧s¬d¬r.

C10 (
) uzay¬n¬n W
m;p(:) (
) uzay¬ndaki kapan¬̧s¬Hm;p(:)

0 (
) ile gösterilecektir.

Teorem 3.4.7. p (:) 2 P (
) verilsin. Bu halde Wm;p(:)
0 (
) uzay¬bir Banach

uzay¬d¬r. p (:) s¬n¬rl¬ise Wm;p(:)
0 (
) uzay¬ayr¬labilir olur ve 1 < p� � p+ < 1 ise

yans¬mal¬ve düzgün konveks olur (Diening ve ark. 2011).

Teorem 3.4.8. p (:) 2 P (
) ve u 2 W
m;p(:)
0 (
) olsun. Bu durumda u; Rn�


ya s¬f¬r olarak geni̧sletildi¼ginde,Wm;p(:) (Rn) uzay¬na ait olur (Diening ve ark. 2011).
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3.4.1. Poincare Eşitsizli¼gi

Teorem 3.4.1.1. p (:) 2 LH (
) verilsin. Bu durumda

i) Her u 2 W 1;p(:)
0 (
) uzay¬için

kukLp(:)(
) � cdiam (
) krukLp(:)(
)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitsizlikteki c sabiti; n boyutuna, p (:) log-Hölder üsüne

ba¼gl¬d¬r.

ii) 
 bir s¬n¬rl¬bir ��John bölgesi ise bu halde u 2 W 1;p(:) (
) için

ku� hui
kLp(:)(
) � cdiam (
) krukLp(:)(
)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Diening ve ark. 2011), (Cruz-Uribe ve Fiorenza 2013). c sabiti; n

boyutuna, �; p (:) log-Hölder üssüne ba¼gl¬d¬r. ��John bölgesi tan¬m¬için (Diening
ve ark. 2011) bak¬labilir.

3.4.2. De¼gi̧sken Üslü Sobolev Uzaylar¬nda Regüler Fonksiyonlar¬n

Yo¼gunlu¼gu

Daha önce araşt¬rmac¬lar taraf¬ndan yo¼gunluk ile ilgili yap¬lan çal¬̧smalar¬(Di-

ening ve ark. 2011) kitab¬ndan yararlan¬larak ispatlar¬yla birlikte verece¼giz. Bu is-

patlar¬n yaz¬lmas¬n¬n bir amac¬da klasik yöntemlerin yetersizli¼ginden kaynaklanan

sorunun nas¬l aş¬ld¬¼g¬n¬n aç¬kça görülmesi içindir.

3.4.2.1. Yo¼gunlukta Temel Sonuçlar

Lemma 3.4.2.1.1. p (:) 2 P (
) s¬n¬rl¬ise, bu durumda s¬n¬rl¬Sobolev fonksiy-
onlar¬W 1;p(:) (
) uzay¬nda yo¼gun olur (Diening ve ark. 2011).

·Ispat: u 2 W 1;p(:) (
) olsun. um 2 W 1;p(:) (
) kesimini m > 0 için

um (x) = max fmin fu (x) ;mg ;�mg

olarak tan¬mlans¬n.

76



Yasin KAYA

Z



jgjp(x) dx <1

integrali için,m!1 iken,
���nx 2 
 : jg (x)jp(x) � m

o���! 0 elde edilir. ju (x)j � 1 ise
bu durumda ju (x)j � ju (x)jp(x) olur. Böylece tümm � 1 için fx 2 
 : ju (x)j � mg �n
x 2 
 : ju (x)jp(:) � m

o
olur. Buradan m!1 için

�1;p(:) (u� um) �
Z
fx2
:ju(x)j�mg

�
jujp(x) + jrujp(x)

�
dx! 0

olur. p (:) s¬n¬rl¬oldu¼gundan ku� umkW 1;p(:)(
) ! 0 olur.

Teorem 3.4.2.1.2. p (:) 2 P (Rn) s¬n¬rl¬ise bu durumda kompakt deste¼gi Rn

de olan Sobolev fonksiyonlar¬, Wm;p(:) (Rn) uzay¬nda yo¼gun olur (Diening ve ark.

2011).

·Ispat t � 1 olmak üzere, Bt = B (0; t) göstersin.  r 2 C10 (Rn) kesim fonksiy-

onu Br de  r = 1; RnnBr+1 de  r = 0, 0 �  r � 1 ve
��rk r

�� � c, k = 0; 1; :::;m

olsun. Wm;p(:) (Rn) de, r !1 için, u r ! u oldu¼gunu gösterelim.

Öncelikle

ku r � ukWm;p(:)(Rn) � kukWm;p(:)(RnnBr+1) + ku r � ukWm;p(:)(Br+1nBr)

olarak yaz¬labilir.

·Integralin mutlak süreklili¼ginden r !1 için

�Wm;p(:)(RnnBr+1) (u)! 0

olur. p+ <1 oldu¼gundan r !1 için kukWm;p(:)(RnnBr+1) ! 0 olur. k = 0; 1; :::;m

için, yukaridaki eşitsizlikteki ikinci terimin üstesinden gelmek için,

��rku� rk (u r)
�� � (1�  r) juj+

kX
j=1

��rj r
�� ��rk�ju

�� � c
kX
j=0

��rju
��
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durumu var olur. Bu, integralin mutlak süreklili¼gi, p+ <1; r !1 için,

�Wm;p(:)(Br+1nBr) (u) � c�Wm;p(:)(RnnBr) (u)! 0

verir. p+ <1 oldu¼gundan, r !1 için ku r � ukWm;p(:)(Br+1nBr) ! 0 ç¬kar.

Sonuç 3.4.2.1.3. p (:) 2 P (Rn) s¬n¬rl¬ise, bu durumda Wm;p(:)
0 (Rn) =Wm;p(:) (Rn)

olur (Diening ve ark. 2011).

Sonuç 3.4.2.1.4. p (:) 2 P (Rn) s¬n¬rl¬ise bu durumda kompakt deste¼gi Rn de
olan s¬n¬rl¬Sobolev fonksiyonlar¬W 1;p(:) (Rn) uzay¬nda yo¼gun olur (Diening ve ark.

2011).

Şimdi de p (:) s¬n¬rs¬z oldu¼gunda kompakt destekli fonksiyonlar¬n W 1;p(:) (Rn)

uzay¬nda yo¼gun olmad¬¼g¬ile ilgili örne¼ge bakal¬m.

Örnek 3.4.2.1.5. p (x) = max fjxj ; 1g ve her x 2 R için u (x) = 1
2
olsun. Bu

durumda

Z 1

�1
ju (x)jp(x) dx = 2

Z 1

1

�
1

2

�x
dx+ 1 <1

oldu¼gu için u 2 W 1;p(:) (R) olur. g, kompakt deste¼gi (�a; a) aral¬¼g¬nda olan bir
fonksiyon olsun. 0 < � � 1

2
için,

�p(:)

�
u� g

�

�
�
Z 1

a

�
1

2�

�x
dx =1

olur. Buradan ku� gkLp(:)(R) � 1
2
ç¬kar. Yani yo¼gunluk elde edilmez (Cruz-Uribe ve

Fiorenza 2007), (Diening ve ark. 2011).

Şimdi de konvolüsyonun s¬n¬rl¬l¬¼g¬na dayanarak düzgün (smooth) fonksiyonlar¬n

yo¼gunlu¼gunun ispatlar¬n¬k¬saca verelim.

Teorem 3.4.2.1.6. p (:) 2 P s¬n¬rl¬bir üs olsun. p (:) 2 A veya p (:) 2 LH ise

bu durumda C10 (Rn) uzay¬Wm;p(:) (Rn) uzay¬nda yo¼gun olur (Samko 200), (Diening

ve ark. 2011).

78



Yasin KAYA

·Ispat u 2 Wm;p(:) (Rn) ve key� � > 0 alal¬m. Teorem 3.4.2.1.2. den u nun

Rn de kompakt deste¼ge sahip oldu¼gunu varsayabiliriz. �� standart molli�er olsun.

Böylece u � �� 2 C10 (Rn) eleman¬ve k = 1; 2; :::;m için

rk (u � ��)�rku =
�
rku

�
� �� �rku

olur.

Teorem 3.3.3.13. ten � ! 0 için ku � �� � ukLp(:)(Rn) ! 0 elde edilir; k =

1; 2; :::;m için, �! 0 iken



rk (u � ��)�rku



Lp(:)(Rn) =



rku � �� �rku



Lp(:)(Rn) ! 0

olarak yaz¬labilir.

Buradan �iyi�bölgeler için de düzgün fonksiyonlar¬n yo¼gunlu¼gu elde edilebilir.

Lipschitz s¬n¬rl¬bölgeler geni̧sleme bölgeleridir.

Teorem 3.4.2.1.7. 
 bir geni̧sleme bölgesi olsun. p (:) 2 LH ve 1 � p� � p+ <

1 koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda C1
�


�
uzay¬Wm;p(:) (
) uzay¬nda yo¼gun olur

(Diening ve ark. 2011).

·Ispat Teorem 3.3.2. den p (:) fonksiyonunu tüm Rn ye geni̧sletelim. u 2
Wm;p(:) (
) olarak alal¬m. 
 bir geni̧sleme bölgesi oldu¼gundan keukWm;p(:)(Rn) �
c kukWm;p(:)(
) koşulunu sa¼glayan eu 2 Wm;p(:) (Rn) vard¬r. Teorem 3.4.2.1.6. dan

dolay¬Wm;p(:) (Rn) uzay¬nda eu� ! eu koşulunu sa¼glayan eu� 2 C10 (Rn) vard¬r.

u� = eu�j
 alal¬m. Bu durumda
ku� u�kWm;p(:)(
) � keu� eu�kWm;p(:)(Rn) ! 0

olur. Böylece u� 2 C1
�


�
olmas¬gereken yaklaşan fonksiyonlar olur.

Key� aç¬k kümeler için de düzgün fonksiyonlar¬n yo¼gunlu¼gu gösterilebilir.

Teorem 3.4.2.1.8. p (:) 2 P (
) s¬n¬rl¬bir üs olsun. p (:) 2 A veya p (:) 2 LH
ise bu durumda C1 (Rn)\Wm;p(:) (
) ; Wm;p(:) (
) uzay¬nda yo¼gun olur (Diening ve

ark. 2011).
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·Ispat u 2 Wm;p(:) (
) olsun. � > 0, 
0 = ; ve k = 1; 2; ::: belirli x0 2 
 için


k =

�
x 2 
 : dist (x; @
) > 1

k

�
\B (x0; k)

olarak tan¬mlans¬n.

k = 1; 2; ::: için

Uk = 
k+1n
k�1

olarak yazal¬m.

(�k) ; (Uk) örtüsüne kaŗs¬l¬k gelen bir birimin parçalan¬̧s¬ olsun. Yani �k 2
C10 (Uk) ve her bir x 2 
 için

P1
k=1 �k (x) = 1 şeklindedir.

�� bir standart molli�er ve her k için

spt
�
(�ku) � ��k

�
� Uk

olacak biçimde �k vard¬r. Teorem 3.3.3.13., gerekti¼ginde daha küçük �k seçilerek,



(�ku)� (�ku) � ��k

Wm;p(:)(
)
� �2�k

elde edilir.

u� =
1X
k=1

(�ku) � ��k

olarak tan¬mlayal¬m. Her bir x 2 
 noktas¬yukar¬daki toplamda sadece sonlu say¬da
terimleri s¬f¬rdan farkl¬olacak şekilde bir komşulu¼ga sahiptir. Böylece u� 2 C1 (
)
olur. Üstelik,

ku� u�kWm;p(:)(
) �
1X
k=1



�ku� (�ku) � ��k

Wm;p(:)(
)
� �

oldu¼gundan bu bir yaklaşma dizisi olur.

Başka bir sonuç da şöyledir. Reel say¬lar¬n aç¬k aral¬klar¬nda s¬n¬rl¬üsün de¼gi̧simine

koşul b¬rakmaks¬z¬n düzgün fonksiyonlar¬n yo¼gun oldu¼gu Harjulehto ve Hästö (2003)

taraf¬ndan gösterilmi̧stir.
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3.4.2.2. Sürekli Üslerle Yo¼gunluk

Zhikov, log-Hölder sürekli¼gin düzgün fonksiyonlar¬n yo¼gunlu¼gu için bir gerekli

süreklilik modülü olmad¬¼g¬n¬, gerçekte daha zay¬f bir modül yeterli olaca¼g¬n¬gösterdi.

Yo¼gunluk için en uygun süreklilik modülü bilinmemektedir.

Lemma 3.4.2.2.1. p (:) 2 P (
) s¬n¬rl¬bir üs olsun. W 1;1 (
) uzay¬W 1;p(:) (
)

uzay¬nda yo¼gun ise, bu durumda düzgün Sobolev fonksiyonlar¬da yo¼gun olur.

·Ispat Varsay¬mdan, her bir Lipschitz fonksiyonunun düzgün fonksiyonlarla yak-

laş¬labilece¼gini göstermek yeterlidir. u 2 W 1;p(:) (
) bir K�Lipschitz fonksiyonu
olsun. Lemma 3.4.2.1.1. ve sonuç 3.4.2.1.4. belirtildi¼gi gibi, u s¬n¬rl¬d¬r ve Rn

de s¬n¬rl¬deste¼ge sahiptir. McShane geni̧slemesinden, u yu Rn ye bir s¬n¬rl¬K�
Lipschitz fonksiyonu olarak geni̧sletebiliriz ve uygun bir kesim (cut o¤) fonksiy-

onunu kullan¬larak, spt u da bir olan, geni̧slemenin Rn de bir kompakt deste¼ge sahip

oldu¼gunu varsayabiliriz. Şimdi u�, u nun bir standart moli�kasyonu olsun. Aç¬kça

h.h.h u� ! u veru� !ru olur. u� 2 L1 (
); jru�j ; K ile s¬n¬rl¬ve bir s¬n¬rl¬küme

d¬̧s¬nda s¬f¬r olan tüm fonksiyonlar u nun deste¼gi taraf¬ndan belirlenir oldu¼gundan

iddia bask¬n yak¬nsakl¬k teoreminden ç¬kar.

Teorem 3.4.2.2.2. p (:) 2 P (Rn) ; 1 < p� � p+ <1 için,

Z 1
2

0

t
�1+ n

p�
!(t)

dt =1

koşulunu sa¼gl¬yan bir ! süreklilik modülüne sahip olsun. Bu durumda düzgün kom-

pakt destekli fonksiyonlarW 1;p(:) (Rn) Sobolev uzay¬nda yo¼gun olurlar (Zhikov 2004),

(Diening ve ark. 2011).

·Ispata geçmeden önce teoremdeki koşulu k¬saca inceleyelim.

p (:) nin log-Hölder sürekli oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda ! (t) = c

ln(e+ 1
t )

alabiliriz. Önceki teoremdeki integral

Z 1
2

0

t
�1+ n

p�
!(t)

dt =

Z 1
2

0

t
�1+ c

ln(e+1
t )dt �

Z 1
2

0

t�1e�cdt =1

olur. Böylece koşul sa¼glan¬r. Üstelik, daha zay¬f süreklilik modülü de sa¼glan¬r.

Örne¼gin
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lim
t!0

! (t)
ln (1�t)
ln ln (1�t)

= c

olan ! şart¬n¬sa¼glamas¬için gerek ve yeter koşul 0 < c < p�
n
olmas¬d¬r.

Şimdi ispata geçelim.

·Ispat Teorem 3.4.2.1.2. den kompakt destekli Sobolev fonksiyonlar¬n yo¼gun

oldu¼gunu biliyoruz. Böylece deste¼giB (0; R) yuvar¬nda olan u 2 W 1;p(:) (Rn) fonksiy-

onlar¬n¬ incelemek yeterlidir. Buradan u 2 W 1;p� (Rn) olur ve müteakip hesapla-

malar sa¼glan¬r. f = juj + jruj olarak tan¬mlans¬n. Genelilikten fazla bir şey kay-
betmeden kfkp(:) � 20�n� (2 + 2 jB (0; R)j) oldu¼gunu varsayabiliriz. (Bölme ile

uygun sabit olur).

Maksimal fonksiyonun seviye kümelerini ifade edilim: � > 0 için,

E (�;Mf) = fx 2 Rn :Mf (x) � �g

olarak tan¬mlan¬r. F� = Rn n E (�;Mf) ile gösterelim. (Evans ve Gariepy 1992)

den u; F� da c��Lipschitz olur (Burada c sabiti sadece boyuta ba¼gl¬olur). Mc-
Shane geni̧slemesinden F� kümesinde u ile uyuşan, Rn üzerinde bir c��Lipschitz u�
fonksiyonu elde edilir. F� de h.h.h. ru = ru� olur ve böylece

Z
Rn
jru�ru�jp(x) dx =

Z
E(�;Mf)

jru�ru�jp(x) dx

� c

Z
E(�;Mf)

jrujp(x) dx+ c

Z
E(�;Mf)

�p(x)dx

jruj 2 Lp(x) (Rn) ve jE (�;Mf)j ! 0 oldu¼gundan, � ! 1 için ilk integral s¬f¬ra

gider. Geriye ikinci terimi kontrol etmek kald¬. Bunu

�(�i) =

Z
E(�i;Mf)

�
p(x)
i dx! 0 (3:4:1)

olacak biçimde sonsuza giden bir (�i) dizisinin var oldu¼guyla yap¬lacakt¬r. Önceki

eşitsizlik Lp(x) (Rn) uzay¬nda ru�i ! ru olmay¬gerektirir. p (:) düzgün sürekli ve
B (0; 2R) d¬̧s¬nda fonksiyonlar s¬f¬r oldu¼gundan, B (0; 2R) de Paincare eşitsizli¼gi (Di-

ening ve ark. 2011, Teorem 8.2.18.) Lp(x) (Rn) uzay¬nda u�i ! u olmay¬gerektirir.

Böylece u�i bir Lipschitz yaklaşma dizisi olur. ·Iddia Lemma 3.4.2.2.1. den ç¬kar.
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Z 1

2

� (�) d� =1 ve
Z 1

2

� (�)� (�) d� <1

olacak biçimde negatif olmayan bir sürekli � fonksiyonun var oldu¼gunu gösterilecek-

tir. Liminf�!1�(�) > 0 ise, bu durumda �(�) > c > 0 olur. Böylece bu mümkün

de¼gildir. Buradan liminf�!1�(�) = 0 olur. Böylece (3:4:1) sa¼glayan uygun (�i)

dizisinin varl¬¼g¬n¬gösterir.

Temel örtme teoreminden ri < 1
10
, Bi (xi; ri) yuvarlar¬vard¬r ve f5Big ; E (�;Mf)

örtecek şeklindedir. Her bir i için

Z
Bi

fdx > � jBij

olur. Bi, bir k¬sm¬f < �
2
de di¼ger k¬sm¬daE

�
�
2
; f
�
içinde olacak biçimde ay¬rabiliriz.

Böylece

� jBij <
Z
Bi\E(�2 ;f)

fdx+
�

2
jBij

ifadesi bulunur. Dikkat edilirse şu anda f nin seviye kümelerini kullan¬yoruz, Mf

nin de¼gil. Bundan

�

2
� 1

jBij

Z
Bi\E(�2 ;f)

fdx

sonucuna var¬r¬z. Bu kestrimi p� için Hölder eşitsizli¼giyle birleştirilirse

�

2
<

�
1

jBij

Z
Bi

fp�dx

� 1
p�
� jBij

� 1
p� 20�n (3:4:2)

sonucuna var¬l¬r. ·Ikinci eşitsizlikte kfkp� � 2 (1 + jB (0; R)j) kfkp(:) � 20�n kul-

lan¬ld¬. pi = p+5Bi olarak tan¬mlansin. � � 1 için

�(�) �
1X
i=1

Z
5Bi

�p(x)dx � 5n
1X
i=1

�pi jBij � c

1X
i=1

Z
Bi\E(�2 ;f)

�pi�1f (x) dx

elde edilir. p (:) ; ! süreklilik modülüne sahip oldu¼gu için x 2 5Bi için �pi �
c�p(x)+!(5ri) elde edilir. Bu önceki kestirimde kullan¬ld¬¼g¬nda
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�(�) � c

1X
i=1

�!(5ri)
Z
Bi\E(�2 ;f)

�p(x)�1f (x) dx

durumu elde edilir. (5:2:2) den 5ri < ��
p�
n olarak hesaplan¬r; Bu durumda ! (5ri) �

!
�
��

p�
n

�
oldu¼gu görülür.

Böylece önceki kestirim

�(�) � c�
!

�
��

p�
n

� 1X
i=1

Z
Bi\E(�2 ;f)

�p(x)�1f (x) dx

� c
1

� (�)

Z
E(�2 ;f)

�p(x)�2f (x) dx

olur. ( Burada � (�) = �
�1�!

�
��

p�
n

�
olarak tan¬mland¬.) Bu eşitsizli¼gi � (�) ile

çarp¬p ve [2;1) aral¬¼g¬nda � göre integrallenirse

Z 1

2

� (�)� (�) d� � c

Z 1

2

Z
E(�2 ;f)

�p(x)�2f (x) dxd�

durumu ç¬kar. Burada da

Z 1

2

� (�)� (�) d� � c

Z 1

2

Z
Rn
�p(x)�2f (x)�E(�2 ;f)

(x) dxd�

=

Z
Rn

Z 1

2

�p(x)�2f (x)�E(�2 ;f)
(x) d�dx

�
Z
Rn

2p(x)�1

p (x)� 1

�
f (x)p(x) � f (x)

�
�ff�1g (x) dx

olarak devam edilir. 1 < p� � p+ < 1 ve f s¬n¬rl¬ deste¼ge sahip oldu¼gundan,

yukar¬daki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬n¬n sonlu oldu¼gu sonucuna var¬l¬r.

Teoremde; t = ��
p�
n de¼gi̧sken de¼gi̧simi,

R
�d� =1 koşulunun

Z 1
2

0

t
�1+ n

p�
!(t)

dt =1

varsay¬m¬na denk oldu¼gunu gösterir. Böylece ispat¬yapan uygun bir � fonksiyonu

bulunmuş olur.
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Bir sonraki sonuçta, de¼gi̧sken üslü Sobolev uzaylar¬ndaki her fonksiyona düzgün

fonksiyonlarla yaklaş¬lamayaca¼g¬n¬verilecektir.

Bir dilim ile, baz¬z 2 R2 nB (0; 1) için, fx 2 B (0; 1) : hx; zi > jxjg şeklindeki bir
küme kast edilecektir.

Teorem 3.4.2.2.3. 
 = B (0; 1) � R2 ve A1; A2; A3; A4 saat yönünde s¬ralanm¬̧s
dört ayr¬k dilim ve p (:) 2 P (
)

Z
A1[A3

jxj�p
0(x) dx <1 ve

Z
A2[A4

jxj�p(x) dx <1

sa¼glayacak şekilde al¬ns¬n.. Bu durumda düzgün fonksiyonlar W 1;p(x) (
) uzay¬nda

yo¼gun olmazlar (Diening ve ark. 2011).

·Ispat (r; �) kutupsal koordinatlar¬kullan¬lacak, Ai (R) = Ai \ B (0; R) göstere-
cektir. �i, f(r; �) : r 2 (0; 1) ; � 2 �ig = Ai şeklindeki �� de¼gerlerinin bir aral¬¼g¬n¬

gösterir. u 2 C1 (
) olsun. Bu durumda

u (R; �) =

Z R

0

@u

@r
(r; �) dr + u (0)

olur. Bir önceki denklemin �1 üzerinde � göre integrali ve ikinci ad¬mda Young

eşitsizli¼gi kullan¬larak

Z
�i

ju (R; �)� u (0)j d� �
Z
A1(R)

jruj r�1dr

�
Z
A1(R)

jrujp(x) dr +
Z
A1(R)

r�p
0(x)dr

durumu elde edilir. Varsay¬m ile jrujp(x) ; r�p0(x) 2 L1 olur.
Böylece

lim
R!0

1

j�1j

Z
�1

ju (R; �)j d� = u (0)

oldu¼gu görülür. Yaylar üzerindeki ortalama u (0)�a gitti¼ginden; ayn¬s¬ dilim üz-

erindeki ortalama için de sa¼glan¬r, buradan

lim
R!0

1

jA1 (R)j

Z
A1(R)

ju (x)j dx = u (0)
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olur.

Ayn¬düşünce A3 (R) için de uygulan¬rsa, böylece

lim
R!0

1

jA1 (R)j

Z
A1(R)

ju (x)j dx = lim
R!0

1

jA3 (R)j

Z
A3(R)

ju (x)j dx

ç¬kar. Son iddia düzgün fonksiyonlarla yaklaş¬labilen Sobolev fonksiyonlar¬için de

sa¼glan¬r.

u (r; �) = 	 (�) fonksiyonunu düşünelim. Burada 	 2 C1 (R) ; A1 de 0, A3 te

1 olan 2��periyodlu ve türevinin deste¼gi A2 [ A4 içinde bulunan bir fonksiyondur.
Bu durumda jruj � cr�1�A2[A4 (c, r ye ba¼gl¬de¼gil) olur ve teoremin varsay¬m¬

jruj 2 Lp(x) (
) olmas¬n¬ gerektirir. u fonksiyonu s¬n¬rl¬d¬r, buradan W 1;p(x) (
)

içinde olur. Öte yandan, bu fonksiyon için

0 = lim
R!0

1

j�1j

Z
�1

ju (R; �)j d� 6= lim
R!0

1

j�3j

Z
�3

ju (R; �)j d� = 1

olur. Böylece yukar¬da teoremde verildi¼gi gibi, u ya düzgün fonksiyonlarla yaklaş¬la-

maz.

Örnek 3.4.2.2.4. B (0; 1) � R2 ve i = 1; 2; 3; 4 içinAi; B (0; 1) deki kuadrantlar¬
göstersin. Üs; A1 veA3 te p1 (x) > 2 veA2 veA4 te p2 (x) < 2 olarak tan¬mlans¬n. Bu

durumda önceki teoremin varsay¬mlar¬sa¼glan¬r. Bu, yo¼gun olmaman¬n ilk örne¼gidir.

Zhikov (2004) taraf¬ndan yapild¬.

3.4.2.3. Süreksiz Üslerle Yo¼gunluk

Lemma 3.4.2.3.1. B0 = B (0; 7�6) ; B = B (0; 1) ; be bir birim vektör ve p 2
P (B0) s¬n¬rl¬olsun. y

[0<t�rB (x+ tbe; ht)
konisinde bulundu¼gu zaman her x 2 B için

p (y)� p (x) � � K

ln (e+ 1� jx� yj)
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olacak biçimdeK � 0; r 2 (0; 1�12) ve h 2 (0; 1) nin var oldu¼gunu kabul edelim. Bu
durumda u 2 W 1;p(x) (B0) için, W 1;p(x) (B) uzay¬nda ui ! u olacak şekildr C1 (B)\
W 1;p(x) (B) içinde bir (ui) dizisi vard¬r (Edmunds ve Rakosnik1992), (Diening ve

ark. 2011).

·Ispat  2 C10 (B) negatif olmayan ve
R
B
 dx = 1 koşulunu sa¼glayacak biçimde

olsun. ·Integrallenebilir u : B0 ! R fonksiyonu ve � 2 (0; r) için

R�u (x) =

Z
B

u (x+ � (hz + be)) (z) dz
olarak tan¬mlans¬n. Bu halde R�u, B bölgesinde düzgün olur.

Öncelikle u 2 Lp(x) (B0) için kR�u� ukp(:) ! 0 oldu¼gunu gösterelim. p (:) s¬n¬rl¬

oldu¼gundan �p(:) (R�u� u) ! 0 oldu¼gunu göstermek yeterlidir.  fonksiyonunun

s¬n¬rl¬oldu¼gu göz önüne al¬narak,

�p(:) (R�u� u) =

Z
B

����Z
B

(u (x+ � (hz + be))� u (x)) (z) dz

����p(x) dx
� c

Z
B

�Z
B

ju (x+ � (hz + be))� u (x)j dz
�p(x)

dx =: cI

kestirimi yap¬labilinir.

B� = B (x+ �be; h�) ve q = min fp�B� ; p�Bg olmak üzere. Sabit q için Hölder
eşitsizli¼gi ve yeteri kadar küçük � (düzgün olarak) için

R
B�
ju (x)� u (y)jq dy � 1

özelli¼gini kullanarak,

I =

Z
B

�
c
1

jB�j

Z
B�
ju (y)� u (x)j dy

�p(x)
dx

� c

Z
B

�
1

jB�j

Z
B�
ju (y)� u (x)jq dy

�p(x)�q
dx

� c

Z
B

(h�)�np(x)�q
�Z

B�
ju (y)� u (x)jq dy

�p(x)�q
dx

� c

Z
B

(h�)�n(p(x)�q)�q
1

jB�j

Z
B�
ju (y)� u (x)jq dydx

olarak yaz¬labilinir. Varsay¬mla birlikte
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q � p�B� � p (x)� K

ln (e+ 1� jx� yj) � p (x)� K

ln (e+ 1��)

elde edilir.

Böylece �q�p(x) teriminin, � ve x ten ba¼g¬ms¬z olarak, bir sabit taraf¬ndan s¬n¬rl¬

olur. Yukar¬daki lemmada p (:) üzerinde varsay¬m olmasa bile, hq�p(x) � hq�p+ �
c (h) olur. Bunu kullanarak, önceki kestirime devam edildi¼ginde:

Z
B

�Z
B

ju (x+ � (hz + be))� u (x)j dz
�p(x)

dx

� c

Z
B

1

jB�j

Z
B�
ju (y)� u (x)jq dydx

= c

Z
B

Z
B

ju (x+ � (hz + be))� u (x)jq dxdz

olur.

Şimdi, Edmunds-Rakosnik taraf¬ndan yap¬lan ispat gibi devam edelim. � > 0

verilsin.1+ju (x)jp(x) integrallenebilir bir fonksiyon oldu¼gundan, jV j < � li her V � B

için

Z
V

1 + ju (x)jp(x) dx < �

2

olacak biçimde � > 0 seçilebir. Belli bir z 2 B için; jV j < � için (V nin ötelenmesi

de jV + � (hz + be)j < � sa¼glad¬¼g¬için),

Z
V

2 + ju (x+ � (hz + be))jp(x+�(hz+be)) + ju (x)jp(x) dx < �

olmas¬n¬ gerektirir. u ölçülebilir oldu¼gundan Luzin teoreminden jU j < �
2
ve u;

B (7�6) n U de sürekli olacak şekilde aç¬k bir küme U � B (7�6) vard¬r. � yeteri

kadar küçük seçilerek, jx� yj < � özelli¼gini sa¼glayan tüm x; y 2 B nU lar için

ju (y)� u (x)j < � elde edilir. z 2 B için; Uz ile, x 2 U veya x+ � (hz + be) 2 U olan
x 2 B noktalar¬kümesini göstersin. Her z için jUzj < � olurp,
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Z
B

Z
B

ju (x+ � (hz + be))� u (x)jq dxdz

�
Z
B

Z
B

�p�Bdxdz +

Z
B

Z
Uz

ju (x+ � (hz + be))� u (x)jq dxdz

� c

Z
B

Z
B

max f�; �p+g dxdz +
Z
B

Z
Uz

ju (x+ � (hz + be))� u (x)jp�B� + ju (x)jp�B� dxdz

� cmax f�; �p+g+
Z
B

Z
Uz

2 + ju (x+ � (hz + be))� u (x)jp(x+�(hz+be)) + ju (x)jp dxdz
� cmax f�; �p+g+

Z
B

�dz

bulunur. Burada üçüncü eşitsizlik için

ju (x)jp�B� � 1 + ju (x)jp

özelli¼gi kullan¬ld¬ve benzeri ju (x+ � (hz + be))� u (x)jp�B için de yap¬ld¬. Böylece
� ile s¬f¬ra giden bir üst s¬n¬r elde edildi. Lemman¬n ispat¬n¬ tamamlamak için,

Sobolev uzay¬ndaki bir u fonksiyonu için kR�u� uk1;p(:) ! 0 oldu¼gu gösterilmelidir.

r [R�u] = R� [ru] oldu¼gundan; Lp(:) sonuçlar¬n¬ayr¬ayr¬u ve jruj uygulayarak
elde edilir.

Teorem 3.4.2.3.2. 
 � Rn olsun. Her bir x 2 
 için, z

C (y) = [0<t�rxB (y + t�x; hxt)

konisinde iken her bir y 2 B (x; rx) noktas¬için

p (z)� p (y) � � Kx

ln (e+ 1� jy � zj)
olacak şekilde dört

rx 2
�
0;
1

2
min f1; d (x; @
)g

�

hx 2 (0; 1) ; �x 2 S (0; 1) ve Kx 2 [0;1)
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niceliklerinin var oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumdaC1 (
)\W 1;p(:) (
) ; W 1;p(:) (
)

uzay¬nda yo¼gun olur (Edmunds ve Rakosnik1992), (Diening ve ark. 2011).

·Ispat x 2 
 için Bx = B (x; rx�10) olsun. Temel örtme teoreminden [1i=15B0
i =


 olacak şekilde ayr¬k B0
i = Bxi den oluşan say¬labilir bir alt aile vard¬r. Bi = 6B

0
i

ve B�
i = 7B

0
i olarak tan¬mlans¬n. Dikkat edilirse

[1i=1Bi = [1i=1B�
i = 


durumu hala sa¼glan¬r. (B0
i yuvarlar¬n ayr¬kl¬¼g¬ndan) her hangi bir x 2 
 noktas¬

noktas¬en fazla N tane B�
i yuvarlar¬nda yer ald¬¼g¬görülür. Böylece  i ler deste¼gi

Bi lerde ve jr ij ; Li � 1 ile s¬n¬rl¬olacak şekilde düzgün  i fonksiyonlar¬n¬n bir

birimin parçalan¬̧s¬vard¬r.

u 2 W 1;p(:) (
) ve � > 0 verilsin. Lemma 3.4.2.3.1. den

ku� vikW 1;p(:)(Bi)
< 2�i��Li

olacak biçimde vi 2 W 1;p(:) (Bi)\C1 (Bi) seçilebilir. v =
P1

i=1  ivi olarak tan¬mlan-

s¬n. Herhangi bir komşulukta  i lerin en fazla sonlu tanesi s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gundan

v fonksiyonu düzgün olur.

ku� vikW 1;p(:)(Bi)
�

1X
i=1

k i (u� vi)kW 1;p(:)(Bi)

�
1X
i=1

(1 + Li) ku� vikW 1;p(:)(Bi)
� 2�

olarak bulunur.

E¼ger f : A! Rn dönüşümü her x; y 2 A için

1

L
jx� yj � jf (x)� f (y)j � L jx� yj

oluyorsa buna L� bilipschitz dendi¼gini biliyoruz.

Önerme 3.4.2.3.3. 
 � Rn ve f : 
! Rn L� bilipschitz olsun. p (:) 2 P (
) ;
C1 (
) \W 1;p(:) (
) ; W 1;p(:) (
) uzay¬nda yo¼gun olacak şekilde s¬n¬rl¬bir üs olsun.
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q (x) = p � f�1 (x) olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda C1 (f (
)) \W 1;q(:) (f (
)) ;

W 1;q(:) (f (
)) uzay¬nda yo¼gun olur (Diening ve ark. 2011).

·Ispat Bu de¼gi̧sken de¼gi̧simi ile yap¬l¬r. u 2 W 1;p(:) (
) olsun ve v = u�f�1 olarak
tan¬mlans¬n.

�1;q(:) (v) =

Z
Q

jv (y)jq(y) + jrv (y)jq(y) dy

�
Z



�
ju (x)jp(x) + jLru (x)jp(x)

�
jJf (x)j dx � Ln+p+�1;q(:) (u)

elde edilir.

 i ! u; W 1;p(:) (
) uzay¬nda düzgün fonksiyonlar¬n bir yaklaşma dizisi ise; bu

durumda  i�f�1; W 1;p(:) (f (
)) da v fonksiyonunun lokal lipschitz fonksiyonlar¬n¬n

bir yaklaşma dizisi oldu¼gu ortaya ç¬kar. Böylece iddia lemma 3.4.2.2.1. den ç¬kar.

3.4.2.4. Sürekli Fonksiyonlar¬n Yo¼gunlu¼gu

Lemma 3.4.2.4.1. Q = (0; 1)n ve p (:) 2 P (Q) s¬n¬rl¬ve p (:) n¬n sadece n.

koordinata ba¼gl¬oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda C (Q)\W 1;p(:) (Q) ; W 1;p(:) (Q)

uzay¬nda yo¼gun olur (Hastö 2007), (Diening ve ark. 2011).

·Ispat Bu ispata dx; dmn�1 (x) ve dm1 (x) integralin n�; (n� 1) ve 1�boyutlu
Lebesgue ölçümü için kullan¬lacakt¬r. x 2 Rn ninci koordinant¬xn ile gösterilecek;
B = B (0; 1)\ fx 2 Rn : xn = 0g ile xn = 0 düzleminde olan (n� 1)- boyutlu birim
yuvar¬gösterecektir.

u 2 W 1;p(:) (Q) ; öncelikle u nun Q da kompakt deste¼ge sahip oldu¼gunu varsay-

al¬m. Sadece; � nun, u nun deste¼gi ile @Q aras¬ndaki mesafeden daha küçük olma du-

rumu incelenecektir. � : B ! [0;1), Rn�1 de standart bir molli�er olsun. (n� 1)-
boyutlu konvolüsyon

u� (x) =

Z
B

u (x+ �y)� (y) dmn�1 (y)
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olarak tan¬mlans¬n. u�, x n� eksenine dik düzlemde süreklidir (hatta düzgün). xn

koordinatlar¬nda farkl¬olan iki noktay¬alal¬m. u nun koordinant eksenlerine paralel

hemen hemen her do¼grusunda mutlak sürekli oldu¼gunu kullanarak,

ju� (x)� u� (x+ �en)j =
����Z
B

[u (x+ �y)� u (x+ �en + �y)]� (y) dmn�1 (y)

����
� c

Z
B

ju (x+ �y)� u (x+ �en + �y)j dmn�1 (y)

� c

Z
B

Z �

0

jru (x+ �y + ten)j dm1 (t) dmn�1 (y)

= c

Z
B�[0;���]

jru (x+ �z)j dz

olarak bulunur.

jruj 2 L1 (Q) oldu¼gundan, � ! 0 iken son integral s¬f¬ra gider. Bundan dolay¬

u�; en yönünde düzgün sürekli olur. Böylece Q nun tümünde de olur.

GeriyeW 1;p(:) (Q) da u� ! u oldu¼gunu göstermek kald¬. Q bölgesinin fx 2 Rn : xn = tg
hiperdüzleminin arakesiti Qt ile gösterilsin. p (:) ; Qt de sabit oldu¼gundan (buna pt

diyelim); sabit Lebesgue uzay¬ndaki kayd¬rma operatörünün süreklili¼ginden, u 2
Lpt (Qt;mn�1) olan t de¼gerleri için, z ! 0 oldu¼gunda

Z
Qt

ju (x+ z)� u (x)jpt dmn�1 (x) =: Fz (t)! 0

ç¬kar. Aç¬kça

F�y (t) �
Z
Qt

ju (x+ �y)jpt + ju (x)jpt dmn�1 (x) = 2

Z
Qt

ju (x)jpt dmn�1 (x) =: G (t)

olur. Böylece
R
R F�y (t) dt � 2�p(:) (u) <1 elde edilir. Bundan dolay¬hemen hemen

her t 2 R için u 2 Lpt (Qt;mn�1) ve F�y integrallenebilir bir G üst s¬n¬ra sahip olur.

Böylece Fubini teoreminden
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Z
Q

ju� (x)� u (x)jp(x) dx � c

Z
Q

1

j�Bj

Z
�B

ju (x+ z)� u (x)jp(x) dmn�1 (z) dx

=
1

j�Bj

Z
�B

Z
R
Fz (x) dtdmn�1 (z)

bulunur.

Fz ! 0 ve Fz � G 2 L1 (R) oldu¼gundan, Lebesgue yak¬nsakl¬k teoreminden,

jzj ! 0; iç integral s¬f¬ra gider. Buradan Lp(:) (Q) uzay¬nda u� ! u olur.

Gradiyen için yak¬nsama sonucu benzerdir. Bu durumda

ru� (x) =
Z
B

[ru (x+ �y)]� (y) dmn�1 (y)

özdeşli¼gi vard¬r. Bundan dolay¬önceki düşünceru ya uygulan¬r ve böylece kr (u� � u)kp(:) !
0 olur.

Böylece u� 2 W 1;p(:) (Q) kompakt destekli u fonksiyonuna yaklaşt¬¼g¬n¬gösterir.

u 2 W 1;p(:) (Q) kompakt destekli olmayan genel bir fonksiyon olsun. Qi merkezi

orjinde kenar uzunlu¼gu 2 � 21�i olan küp olsun. A2 = Q2 ve daha büyük i için

Ai = Qi�Qi�2 olarak tan¬mlans¬n. Bu durumda �i n¬n kompakt deste¼gi Ai de olacak

biçimde Lipschitz �i fonksiyonlar¬ndan oluşan bir birimin parçalan¬̧s¬bulunabilir.

Li � 1; �i nin Lipschitz sabiti olsun. �iu fonksiyonu Q da kompakt deste¼ge sahip

olur. Böylece önceki düşünceyle beraber k�iu� vik1;p(:) � 2�i��Li olacak şekilde

deste¼gi Ai de olan vi 2 Q var oldu¼gunu gösterir. Bu durumda v =
P1

i=2 vi sürekli

olur ve

ku� vk1;p(:) �
1X
i=2

k�iu� vik1;p(:) �
1X
i=2

(1 + Li) 2
�i��Li � 2�

olarak yaz¬labilir.

Hemen belirtelim p� > 1 ise bu durumda u� süreklili¼gi hak¬nda daha fazla şey

söylenebilinir. Önceki ispata

ju� (x)� u� (x+ �en)j � c

Z
B�[0;���]

jru (x+ �y)j dy
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kestirimi elde edilmi̧sti.

jruj 2 Lp� (
) oldu¼gundan, Hölder eşitsizli¼gi ile beraber

ju� (x)� u� (x+ �en)j

� c

����B � �0; ��
�����1� 1

p�
�Z

B�[0;���]
jru (x+ �y)jp� dy

� 1
p�
� c

�
�

�

�1� 1
p�

olur. Böylece u�; Q nun kompakt alt kümelerinde
�
1� 1

p�

�
� Hölder sürekli olur.

Önerme 3.4.2.3.3. den aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.4.2.4.2. Q = (0; 1)n ve f : Q! Rn; L� bilipschitz olsun. q (:) 2 P (Q)
sadece n: koordinata ba¼gl¬s¬n¬rl¬bir de¼gi̧sken üs ve p = q � f�1 olarak tan¬mlans¬n.
Bu durumda, C (f (Q))\W 1;p(:) (f (Q)) ; W 1;p(:) (f (Q)) uzay¬nda yo¼gun olur (Hastö

2007), (Diening ve ark. 2011).

E¼ger bir üs tam lokal ekstremuma sahip ise önceki sonucun varsay¬m¬n¬ asla

sa¼glamaz. Bunun için farkl¬bir modele ihtiyaç vard¬r.

Lemma 3.4.2.4.3. S¬n¬rl¬p (:) 2 P (B (0; R)) üssün sadece jxj ba¼gl¬oldu¼gunu
varsayal¬m. Bu durumda C (B (0; R))\W 1;p(:) (B (0; R)) ; W 1;p(:) (B (0; R)) de yo¼gun

olur (Hastö 2007), (Diening ve ark. 2011).

·Ispat¬n esas¬önceki lemma ile ayn¬d¬r.

Önerme 3.4.2.3.3. aşa¼g¬dakini verir.

Sonuç 3.4.2.4.4. B = B (0; R) de, f : B ! Rn; L� bilipschitz olsun.

q (:) 2 P (B) sadece jxj ba¼gl¬s¬n¬rl¬bir üs ve p = q � f�1 olarak tan¬mlans¬n. Bu
durumda C (f (B)) \ W 1;p(:) (f (B)) ; W 1;p(:) (f (B)) de yo¼gun olur (Hastö 2007),

(Diening ve ark. 2011).

Teorem 3.4.2.4.5. 
 � Rn aç¬k bir bölge olsun. i indisi say¬lar¬için,  i (x) > 0
sa¼glayanlar¬n lokal s¬n¬rl¬oldu¼gu;  i bilipschitz fonksiyonlar¬n¬n bir birimin parçalan¬̧s¬na

ba¼gl¬ olarak (
i) ler, 
 n¬n bir aç¬k örtüsü olsun. Ayr¬ca her i için 
i kümesi
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sonuç 3.4.2.4.2. veya 3.4.2.4.4. koşullar¬n¬ sa¼glad¬¼g¬n¬ varsayal¬m. Bu durumda

C (
) \W 1;p(:) (
) ; W 1;p(:) (
) uzay¬nda yo¼gun olur (Hastö 2007), (Diening ve ark.

2011).

·Ispat  i nin bilipschitz sabitini Li ile gösterilsin. u 2 W 1;p(:) (
) ve � > 0 verilmi̧s

olsun. Sonuç 3.4.2.4.2. veya 3.4.2.4.4. ten, C (
i)\W 1;p(:) (
i) nin W 1;p(:) (
i) uza-

y¬nda yo¼gun oldu¼guna var¬l¬r. Bundan ku� vikW 1;p(:)(
i)
� �2�i�Li olacak biçimde

vi 2 C (
i) \W 1;p(:) (
i) seçilebilir. Bu durumda v =
P1

i=1  ivi süreklidir ve

ku� vkp(:) �
1X
i=1

k i (u� vi)kW 1;p(:)(
i)
�

1X
i=1

(1 + Li) ku� vikW 1;p(:)(
i)
� �

olur. Bu da iddiay¬ispatlar.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

3. bölümün 3.4.2. kesiminde araşt¬rmac¬lar¬n regüler fonksiyonlar¬n yo¼gunlu¼gu

ile ilgili yapt¬¼g¬çal¬̧smalar¬(Deining ve ark. 2011) kayna¼g¬ndan yararlanarak ispat-

lar¬yla verdik. Şimdi araşt¬rmac¬lar¬n yapt¬¼g¬ çal¬̧smalar¬n k¬sa bir özetini ortaya

koyup, sonra kendi çal¬̧smalar¬m¬z¬n ifade ve ispatlar¬n¬verece¼giz.

De¼gi̧sken üslü uzaylarda çok önemli oldu¼gu görülen log -Hölder süreklilik koşu-

lunun Tan¬m 3.3.1. de yapt¬¼g¬m¬z¬hat¬rlatal¬m.

C10 (
) uzay¬n¬n L
p(:) (
) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gu de¼gi̧sken üslü uzaylarda gös-

terilen ilk temel özellikler aras¬ndayd¬ (Kovac¬k ve Rakosnik 1991). Fakat bu is-

pat do¼grudan konvolüsyona dayanmad¬¼g¬için do¼grudan de¼gi̧sken üslü Sobolev uza-

ylar¬nda yo¼gunluk problemine bir katk¬yapmam¬̧st¬r.

Düzgün fonksiyonlar¬n de¼gi̧sken üslü Sobolev uzaylar¬nda her zaman yo¼gun ol-

mad¬¼g¬n¬aşa¼g¬daki örnekle görebiliriz.


 = fx = (x1; x2) : jxj < 1g olsun.

p (x) =

8<: �; x1x2 > 0 için

�; x1x2 < 0 için

ise, bu durumda C1 (
) \ W 1;p(:) (
) uzay¬W 1;p(:) (
) uzay¬nda yo¼gun de¼gildir.

1 < � < 2 < � ise bu durum Zhikov örne¼gi olarak bilinir (Zhikov 1997), (Zhikov

2004), (Diening ve ark. 2011). Burada dikkat edilirse p (:) üs fonksiyonu sürekli

al¬nmam¬̧st¬r.

C1 uzay¬ndaki fonksiyonlar¬n Wm;p(:) (
) uzay¬nda yo¼gunlu¼gu için ilk yeterli

koşulu, p (:) üsünde k¬saca monotonluk şart¬ diyebilece¼gimiz bir koşul b¬rakarak,

Edmunds ve Rakosnik (1992) verdi. Şimdi bu sonucu ifade etmeden önce köşesi

orjinde olan V konisini

V = V�;h = [0<t�1B (t�; th) ; 0 < h < j�j :
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olarak göz önüne alal¬m.


 aç¬k bir küme, p (:) 2 P (
) s¬n¬rl¬bir üs olsun. Ayr¬ca p (:) üssü şu koşulu

da sa¼glas¬n. Her bir x 2 
 için r = r (x) 2 (0; 1] ; h = h (x) 2 (0;1) say¬lar¬ve
� = � (x) 2 Rn n f0g vektörü,

h < j�j � 1; B (x; r) + V (x) � 


ve

h.h.h. x 2 
; y 2 V (x) = V�(x);h(x) için p (x) � p (x+ y)

sa¼glayacak biçimde var olsunlar.

Bu durumda C1 (
) \Wm;p(:) (
) ; Wm;p(:) (
) uzay¬nda yo¼gun olur.

Örnek olarak , 
 � R aç¬k alt kümelerinde s¬n¬rl¬monoton p (:) üs için C1

fonksiyonlar¬n¬n Wm;p(:) (
) uzay¬nda yo¼gun olaca¼g¬ortaya ç¬kar.

Samko (2000) lokal log -Hölder ve 1 � p (x) � p+ < 1 koşulu alt¬nda C10 (Rn)

uzay¬n¬n Wm;p(:) (Rn) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gunu göstermi̧stir.

Rn deki bölgelerde Wm;p(:) (
) uzaylar¬için benzer bir sonuç (Fan ve Zhao 2001)

çal¬̧smas¬nda verildi. 
; Rn de s¬n¬rl¬aç¬k bir küme; üs, lokal log -Hölder ve 1 �
p (x) � p+ < 1 koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda C10 (
) \Wm;p(:) (
) ; Wm;p(:) (
)

uzay¬nda yo¼gun olur.

Ayr¬ca Deining (2004) maksimal operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan faydalanarak şu

sonucu elde etti: 
; Rn de Lipschitz s¬n¬r¬na sahip s¬n¬rl¬ bir bölge olsun. p (:) ;

maksimal operatörünün Lp(:) (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬ olacak şekilde ise, bu durumda

C1
�


�
; W 1;p(:) (
) uzay¬nda yo¼gun olur.

Samko (2000) yukar¬daki sonucu elde ederken konvolüsyon operatörünün Lp(:)

uzay¬nda, � göre, düzgün s¬n¬rl¬oldu¼gunu göstererek yapt¬. Bu durumu biraz aç¬klay-

al¬m. 
 s¬n¬rl¬bir bölge; K deste¼gi B (0; R) yuvar¬nda olan ölçülebilir bir fonksiyon

ve
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K�u =
1

�n

Z



K

�
x� y

�

�
u (y) dy

olsun. Bunun yan¬nda 
R = fx : dist (x;
) � Rg olarak tan¬mlans¬n. p (:) üssün

R de tan¬mland¬¼g¬n¬varsayal¬m ve (
R)1 = fx 2 
R : p (x) = 1g olsun.

Q =

8<: supx2
R
p(x)
p(x)�1 ; j(
R)1j = 0 ise

1; j(
R)1j > 0 ise

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda Samko (2000) aşa¼g¬daki sonucu elde etti.

K (x) 2 LQB (0; R), x 2 
R için 1 � p (x) � p+ < 1; ve p (x), 
R de lokal log

-Hölder koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda c; � ba¼gl¬olmadan

kK�ukLp(:)(
R) � kukLp(:)(
)

olur. E¼ger
R
B(0;R)

K (y) dy = 1 ise bu durumda u 2 Lp(:) (
) için

lim
�!0

kK�u� ukLp(:)(
R) = 0

elde edilir.

C1 fonksiyonlar¬n¬n de¼gi̧sken üslü Sobolev uzaylar¬nda yo¼gun olamayabilece¼gi

Zhikov (1997) taraf¬ndan gösterildikten sonra düzgünlü¼gü daha az olan fonksiyon-

lar¬n de¼gi̧sken üslü Sobolev uzaylar¬nda yo¼gunluklar¬n¬araşt¬rmak daha çok önemli

oldu. Bu yöndeki önemli çal¬̧smalardan biri Hastö (2007) taraf¬ndan yap¬ld¬. 3.

bölümde sürekli fonksiyonlar¬n de¼gi̧sken üslü Sobolev uzaylar¬nda yo¼gun olmas¬için

yeterli koşullar verilmi̧stir. Bizim çal¬̧smam¬z da daha çok bu makaleden do¼gan

sorulardan biri ile ilgilidir. Bu sorulardan biri şöyledir:

C (
) veya C� (
) uzay¬n¬nW 1;p(:) (
) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gunu varsayal¬m. Bu

durumda düzgün fonksiyonlar W 1;p(:) (
) uzay¬nda yo¼gun olur mu?

Biz de benzer bir şekilde C1 (Rn) uzay¬W 1;p(:) (Rn) uzay¬nda yo¼gun ise bu du-

rumda düzgün fonksiyonlarW 1;p(:) (Rn) uzay¬nda yo¼gun olur mu? Sorusunu araşt¬rd¬k.

Sonucumuz aşa¼g¬daki teoremde verilmi̧stir.

Teorem 4.1. p (:) 2 P (Rn) s¬n¬rl¬bir üs ve C1 (Rn) uzay¬W 1;p(:) (Rn) uzay¬nda
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yo¼gun ise bu durumda C10 (Rn) uzay¬da W 1;p(:) (Rn) uzay¬nda yo¼gun olur (Kaya

2014).

·Ispat ÖnceW 1;p(:) (Rn) normuna göre C10 (Rn) uzay¬n¬n C1 (Rn) uzay¬nda yo¼gun

oldu¼gunu gösterelim. u 2 C1 (Rn) verilsin. � 2 C10 (Rn) orjinin bir komşulu¼gunda

1 ve 0 � � � 1 biçiminde kompakt destekli bir fonksiyon olsun. R > 0 için,

uR (x) = u (x) �
�
x
R

�
olarak tan¬mlayal¬m. Buradan uR 2 C10 (Rn) olur. p (:) s¬n¬rl¬

oldu¼gundan, R!1 iken kuR � ukp(:) ! 0 yerine

Z
Rn
juR � ujp(x) dx! 0

göstermek yeterli olur.

Lebesgue bask¬n yak¬nsakl¬k teoremindan

Z
Rn
juR � ujp(x) dx! 0

oldu¼gu görülür. Yani Lp(:) (Rn) uzay¬nda, R ! 1 için, uR ! u olur. Çarp¬m

kural¬ndan:

ruR (x) = (ru) (x) �
� x
R

�
+
1

R
u (x) (r�)

� x
R

�
ç¬kar.

k(ruR) (x)� (ru) (x)kp(:) =





(ru) (x) � � xR�+ 1

R
u (x) (r�)

� x
R

�
� (ru) (x)






p(:)

�



(ru) (x) � � x

R

�
� (ru) (x)





p(:)

+
1

R




u (x) (r�)� x
R

�



p(:)

olur. R !1 için, yine p (:) s¬n¬rl¬oldu¼gundan, ilk terimdeki norm yerine modular

kullan¬ld¬¼g¬nda Lebesgue bask¬n yak¬nsakl¬k teoreminden bu terimin s¬f¬ra gitti¼gi

görülür. ·Ikinci terimin s¬f¬ra gitti¼gi aç¬kt¬r.

Şimdi de C10 (Rn) uzay¬n¬n C10 (Rn) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gunu gösterelim.

u 2 C10 (Rn) kompakt deste¼ge sahip oldu¼gundan sptu = K olarak gösterelim.
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K�(�) = fx 2 Rn : dist (x;K) � � (�)g

olarak tan¬mlayal¬m. � (�) daha sonra belirleyece¼giz. ·Ileride 0 < � (�) < 1 olarak

alaca¼giz. Bu koşul alt¬nda ru ve u; K�(�) üzerinde düzgün sürekli fonksiyonlar

olurlar.

0 < � < 1 seçelim,

ju (x� y)� u (x)j < � iken jyj < �1 (�)

olur. �1 (�) < � seçilebilir.

jru (x� y)�ru (x)j < � iken jyj < �2 (�)

olur. �2 (�) < � seçilebilir.

� (�) = min f�1 (�) ; �2 (�)g

olsun. Böylece � (�) bulmuş olduk.

Uygun � ve � (�) den standart bir molli�er oluşturulabilir, şimdi yak¬nsamaya

geçebiliriz.



u � ��(�) � u



W 1;p(:)(Rn) =



u � ��(�) � u



p(:)
+


ru � ��(�) �ru

p(:)

olarak yaz¬labilir. p (:) s¬n¬rl¬üs oldu¼gundan, yak¬nsamay¬yukar¬daki norm yerine

modular¬kullanarak gösterelim.

Z
Rn

����Z
B(0;�(�))

ju (x� y)� u (x)j��(�) (y) dy
����p(x) dx

� �p�
��K�(�)

��
olur. ·Ikinci parçaya geçelim.
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Z
Rn

����Z
B(0;�(�))

jru (x� y)�ru (x)j��(�) (y) dy
����p(x) dx

� �p�
��K�(�)

��
elde edilir.

��K�(�)

�� <1 oldu¼gundan yak¬nsaman¬n gerçekleşti¼gi görülür.

Böylece C10 (Rn) uzay¬C1 (Rn) uzay¬nda; C10 (Rn) uzay¬da C10 (Rn) uzay¬nda

yo¼gun oldu¼gu gösterilmi̧s olur. Teoremde varsay¬lan, elde edilen yo¼gunluklar ve nor-

mun üçgen eşitsizli¼gi kullan¬larak rahatl¬kla C10 (Rn) uzay¬n¬nda W 1;p(:) (Rn) uza-

y¬nda yo¼gun oldu¼gu görülür.

Zay¬f yak¬nsakl¬¼g¬n de¼gi̧sken üslü Sobolev uzaylar¬nda Lipschitz kesim (trunca-

tion) yöntemindeki yo¼gunluk durumlar¬nda yararl¬oldu¼gu bilinmektedir. Bu ve di¼ger

nedenlerle elde etti¼gimiz bir başka sonuç aşa¼g¬daki teoremde verilmi̧stir. Bu sonuç

klasik sabit üs için bilinen durumu de¼gi̧sken üslüye genelleştirmektedir.

Teorem 4.2. (X;M; �) bir �� sonlu ölçüm uzay¬1 < p� � p+ < 1 olarak

verilsin. un, Lp(:) (X;M; �) uzay¬nda bir dizi ve u 2 Lp(:) (X;M; �) olsun. Ayr¬ca un

i) X�h.h.h. limn!1 un = u

ii) � (un) � K; K > 0

koşullar¬n¬olsun.

Bu durumda un fonksiyon dizisi u fonksiyonuna Lp(:) (X;M; �) uzay¬nda zay¬f

yak¬nsar (Kaya 2015).

·Ispat

p� =

8>><>>:
p�; kukp(:) > 1 ise

p+; kukp(:) < 1 ise

1; kukp(:) = 1 ise

olarak tan¬mlayal¬m. Buradan

kukp(:) � (� (u))
1
p� (4:1)

elde edilir.
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Şimdi de, her v 2 Lp0(:) (X;M; �) için,

lim
n!1

Z
X

un (x) v (x) d� =

Z
X

u (x) v (x) d� (4:2)

oldu¼gunu göstermeliyiz.

Bunun için Fatou teoreminden

Z
X

ju (x)jp(x) d� =

Z
X

jlim inf un (x)jp(x) d�

� lim inf

Z
X

jun (x)jp(x) d� � K

oldu¼gundan

Z
X

ju (x)jp(x) d� � K

ç¬kar. Herhangi A 2M için,

Z
A

jun (x)� u (x)jp(x) d� �
Z
X

jun (x)� u (x)jp(x) d�

� 2p+
�Z

X

jun (x)jp(x) d�+
Z
X

ju (x)jp(x) d�
�

� 2p++1K <1

oldu¼gu görülür.

v 2 Lp0 (X;M; �) ve 0 < � � 1 olarak verilsin.
R
X
jv (x)jp

0(x) d� <1 oldu¼gundan,

integralin mutlak yak¬nsakl¬¼g¬ndan � (E) < �; E 2M için,

Z
E

jv (x)jp
0(x) d� < �

yaz¬labilir.

(X;M; �) bir ��sonlu ölçüm uzay¬ oldu¼gundan � (Fk) < 1 ve limk!1 Fk =

[k2NFk = X olacak biçimdeM de artan bir (Fk) dizisi vard¬r. Monoton yak¬nsakl¬k

teoreminden

103
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lim
k!1

Z
Fk

jv (x)jp
0(x) d� = lim

k!1

Z
X

�Fk jv (x)j
p0(x) d� =

Z
X

jv (x)jp
0(x) d� <1

elde edilir.

Böylece yeteri kadar k0 2 N büyük seçildi¼ginde

Z
X

jv (x)jp
0(x) d��

Z
Fk0

jv (x)jp
0(x) d� < �

yaz¬labilir.

F = Fk0 olsun. Bu durumda � (F ) <1 ve

Z
F c
jv (x)jp

0(x) d� < �

olur.

X�te h.h.h. limn!1 un = u oldu¼gundan, F�te de h.h.h. limn!1 un = u olur.

Di¼ger taraftan � (F ) < 1 oldu¼gundan Egoro¤ teoreminden G de düzgün olarak

limn!1 un = u yak¬nsayacak ve G � F; � (F nG) < � olacak biçimde G 2 M

vard¬r.R
X
jv (x)jp

0(x) d� = 0 ise bu durumda h.h.h. v = 0 olur, (6; 2) sa¼glan¬r.R
X
jv (x)jp

0(x) d� > 0 durumuna göre inceleyelim. G de düzgün olarak limn!1 un =

u oldu¼gundan n � N ve her x 2 G için

jun (x)� u (x)j < �

olacak biçimde bir N 2 N vard¬r. Bu durumda n � N için

Z
G

jun (x)� u (x)jp(x) d� < �p�� (G)

elde edilir. Şimdi F nG; G; F c kümeleri ayr¬kt¬r ve bileşimleri X�e eşit olur. Böylece
n � N için

104



Yasin KAYA

����Z
X

un (x) v (x) d��
Z
X

u (x) v (x) d�

����
�

Z
X

jun (x)� u (x)j jv (x)j d�

=

Z
FnG

jun (x)� u (x)j jv (x)j d�+
Z
G

jun (x)� u (x)j jv (x)j d�

+

Z
F c
jun (x)� u (x)j jv (x)j d�

elde edilir.

Son üç integrali Hölder eşitsizli¼ginden ve (4:1) özelli¼ginden kestirelim.

Yukar¬daki üç integralin ilki için,

Z
FnG

jun (x)� u (x)j jv (x)j d�

� C kun (x)� u (x)kp(:) kv (x)kp0(:)
� C

�
2p++1K

� 1
p� �

1
p0� (4:3)

olur.

·Ikinci integral için

Z
G

jun (x)� u (x)j jv (x)j d�

� C kun (x)� u (x)kp(:) kv (x)kp0(:)

� C

�Z
G

jun (x)� u (x)jp(x) d�
� 1

p�
kv (x)kp0(:)

� C (�p�� (G))
1
p� kv (x)kp0(:) (4:4)

olur.

Son olarak üçüncü integral için
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Z
F c
jun (x)� u (x)j jv (x)j d�

� C kun (x)� u (x)kp(:) kv (x)kp0(:)

� C

�Z
F c
jun (x)� u (x)jp(x) d�

� 1
p�
kv (x)kp0(:)

� C
�
2p++1K

� 1
p� �

1
p0� (4:5)

ç¬kar.

Böylece bu üç integral için yap¬lan kestirimler topland¬¼g¬nda ve n � N al¬nd¬¼g¬nda

����Z
X

un (x) v (x) d��
Z
X

u (x) v (x) d�

����
< C

�
2p++1K

� 1
p� �

1
p0� + C (�p�� (G))

1
p� kv (x)kp0(:) + C

�
2p++1K

� 1
p� �

1
p0�

elde edilir.

Bilindi¼gi gibi e¼ger

ku � ��kLp(:) � kukLp(:)

konvolüsyon eşitsizli¼ginin varl¬¼g¬bir p (x) s¬n¬f¬için gösterilebilinirse düzgün fonksiy-

onlar¬n yo¼gunlu¼gunu de¼gi̧sken üslü Sobolev uzaylar¬nda da gösterilebilinir. Bu yönde

önemli bir ad¬m Samko (2000) taraf¬ndan at¬lm¬̧st¬r. Ancak Samko

Z



jK�u (x)jp(x) dx

modular¬ndan yararlanarak bunu log-Hölder koşulunu kullanarak yapm¬̧st¬r. Bilindi¼gi

gibi de¼gi̧sken üslü Lebesgue uzaylar¬nda Luxemburg normuna denk başka bir norm

kf (x)kLp(x) = supkgkp0�1
Z
f (x) g (x) dx

olarak tan¬mlan¬r. Şimdi yukar¬daki bu norm için
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ku � ��kLp(:) � kukLp(:)

eşitsizli¼ginin elde edilip elde edilemeyece¼gine bakal¬m.

Önce p sabit alal¬m. Bu durumda Fubini teoremi yard¬m¬yla

ku � ��kLp(:) = supkgkp0�1

Z
Rn

Z
B(0;�)

u (x� y)�� (y) dyg (x) dx

= supkgkp0�1

Z
B(0;�)

Z
Rn
u (x� y) g (x) dx�� (y) dy

� supkgkp0�1

Z
B(0;�)

kukLp(:) �� (y) dy

= kukLp(:)

elde edilir. Bu ispata çok önemli kritik bir nokta

kg (x)kp0 = kg (x� y)kp0

olmas¬n¬n sa¼glanmas¬d¬r. Bilindi¼gi gibi p de¼gi̧sken oldu¼gunda bu her bir g fonksiyonu

için bu durum sa¼glanmaz. Bu nedenle aşa¼g¬daki aç¬k soruyu ortaya at¬yoruz.

Aç¬k Soru 4.3. p (:) 2 P (Rn) s¬n¬rl¬bir üs olsun. Bu durumda

kf (x)kLp(x) = supkgkp0�1
Z
Rn
f (x) g (x) dx

normunu kullanarak de¼gi̧sken bir p (x) s¬n¬f¬için

ku � ��kLp(:) � kukLp(:)

eşitsizli¼gin ispat¬n¬do¼grudan elde etmek mümkün müdür?
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

(Hastö 2007) de belirtildi¼gi gibi, de¼gi̧sken üslü Sobolev uzaylar¬nda düzgün fonksiy-

onlar¬n yo¼gunlu¼gu için gerek ve yeter koşul oldukça zordur. De¼gi̧sik araşt¬rmac¬lar

bu konuya katk¬yapmas¬na ra¼gmen hala önemli boşluklar vard¬r. Bizim bu çal¬̧s-

malar¬m¬zdan biri, C1 (Rn) uzay¬n¬n W 1;p(:) (Rn) uzay¬nda yo¼gun olma koşulu al-

t¬nda C10 (Rn) uzay¬n¬n da W 1;p(:) (Rn) uzay¬nda yo¼gun oldu¼gunun gösterilmesidir.
·Ileride C1 (Rn) koşulu yerine C (Rn) koşulunu alarak de¼gi̧sken üslü Sobolev uzay¬nda

yo¼gunluk göstermeye çal¬̧smak oldukça mant¬kl¬olacakt¬r. De¼gi̧sken üslü Lebesgue

uzay¬orta sürekli olmad¬¼g¬ndan yo¼gunluk için yeni yöntem ve tekniklerin bulunmas¬

gerekebilir. Ayr¬ca

supkgkp0�1

Z
f (x) g (x) dx

normu alt¬nda da çal¬̧sma yapmak faydal¬olabilir. ·Ilk önce klasik uzaylar için bu

norm ile yeni yo¼gunluk yollar¬n¬araşt¬rman¬n gerekti¼gi aç¬kt¬r.

Yine

Z
f (x� y)�� (y) dy

konvolüsyonunu modi�ye etmeye çal¬̧smakta faydal¬olabilir, örne¼gin ��lar¬eşit almak

yerine farkl¬almak gibi veya f yerine f ye yak¬nsayabilen ��na ba¼gl¬bir dizi olmak

gibi.. Bunun üzerinde de çal¬̧st¬k sabit p için istenen durumun sa¼glad¬¼g¬n¬elde ettik

ancak yöntemimizi p (x) uygulamaya kalk¬̧st¬¼g¬m¬zda bunun çal¬̧smad¬¼g¬n¬gördük.

Bunun yan¬nda noktasal yak¬nsakl¬ktan zay¬f yak¬nsakl¬¼g¬n elde edilebilece¼gini

gösteren bir teorem ispatlanm¬̧st¬r.
.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

.

110



Yasin KAYA

6. KAYNAKLAR

Aboulaich, R., Boujena S., El Guarmah E. 2007. Sur un mod�ele non-

lin´eaire pour le d´ebruitage de l�image. C. R. Math. Acad. Sci. Paris,

345(8):425�429.

Aboulaich, R., Meskine, D., Souissi, A. 2008. New di¤usion models in

image processing. Comput. Math. Appl., 56(4):874�882.

Acerbi, E., Mingione, G. 2002. Regularity results for electrorheological

�uids: the stationary case. C. R. Math. Acad. Sci. Paris, 334(9):817�

822.

Acerbi, E., Mingione, G. 2002. Regularity results for stationary electro-

rheological �uids. Arch. Ration. Mech. Anal., 164(3):213�259.

Acerbi, E., Mingione, G. 2005. Gradient estimates for the p (x)�Laplacean
system. J. Reine Angew. Math., 584:117�148, 2005.

Adams, R. A., Fournier, J. J. F. 2003. Sobolev Spaces. Academic

Press.NewYork.

Amaziane, B., Pankratov, L., Piatnitski, A. 2009. Nonlinear �ow through

double porosity media in variable exponent Sobolev spaces. Nonlinear

Anal. RealWorld Appl., 10(4):2521�2530.

Antontsev, S. N., Shmarev, S. I. 2005. A model porous medium equation

with variable exponent of nonlinearity: existence, uniqueness and local-

ization properties of solutions. Nonlinear Anal., 60(3):515�545, 2005.

Bennett, C., Sharpley, R. 1988. Interpolation of Operators, volume 129

of Pure and Applied Mathematics. Academic Press Inc., Boston, MA,

1988.

Blomgren, P., Chan, T., Mulet, P., Wong, C. K. 1997. Total variation

image restoration: numerical methods and extensions. In Proceedings

111



8.KAYNAKLAR

of the 1997 IEEE International Conference on Image Processing, volume

III, pages 384�387, 1997.

Bolt, E. M., Chartrand, R., Esedo¼glu, S., Schultz, P. Vixie, K. R.

2009.Graduated adaptive image denoising: local compromise between to-

tal variation and isotropic di¤usion. Adv. Comput. Math., 31(1�3):61�

85.

Brezis, H. 2011. Functional analysis, Sobolev Spaces and partial di¤eren-

tial equations. Springer.

Burenkov, V. I. 1998. Sobolev Spaces on Domains. Vieweg+Teubner

Verlag.

Chen, Y.,Guo, W., Zeng, Q., Liu, Y. 2008.A nonstandard smoothing

in reconstruction of apparent di¤usion coe¢ cient pro�les from di¤usion

weighted images. Inverse Probl. Imaging, 2(2):205�224.

Cruz-Uribe, D., Fiorenza, A. 2007. Approximate identities in variable

Lp spaces. Math. Nachr., 280: 256�270.

Cruz-Uribe, DV., Fiorenza, A. 2013. Variable Lebesgue Spaces: Foun-

dations and Harmonic Analysis. Birkhäuser.

Çekiç, B., Kalinin, A.V., Mashiyev, R. A., Avci, M. 2012. lp(x) (!)- esti-

mates for vector �elds and some applications to magnetostatics problems.

J. Math. Anal. Appl., 389(2):838�851.

Dafni, G., Xiao, J. 2004. Some new tent spaces and duality theorems

for fractional Carleson measures and Q� (Rn). J. Funct. Anal. 208:

377�422.

DiBenedetto, E. 2002. Real Analysis. Birkhäuser.

Diening, L. 2004. Maximal function on generalized Lebesgue spaces Lp(x)

.Math. Inequal. Appl. 7(2):245�253.

112



Yasin KAYA

Diening, L. 2005. Maximal function on Musielak-Orlicz spaces and gen-

eralized Lebesgue spaces. Bull. Sci. Math., 129(8):657�700.

Diening, L., Harjulehto, P., Hästö, P., R°uµziµcka, M. 2011. Lebesgue and

Sobolev spaces with variable exponents, Lecture Notes in Mathematics,

vol. 2017, Springer-Verlag, Heidelberg.

Duren, P. 2012. Invitation to Classical Analysis. American Mathemati-

cal Society

Edgar. G. 2010. Measure, Topology, and Fractal Geometry. Springer.

Edmunds, D. E., Rakosnik, J. 1992.Density of smooth functions inW k;p(x)

(
), Proc. Roy. Soc. London.Ser. A 437. 229,236.

Edmunds, D. E., Lang, J., Nekvinda A. 1999. On Lp(x) norms. R. Soc.

Lond. Proc. Ser. A Math. Phys. Eng. Sci., 455(1981):219�225.

Evans, L., Gariepy, R. 1992. Measure theory and �ne properties of

functions. Studies in Advanced Mathematics. CRC Press, Boca Raton,

FL.

Fan, X. L., Zhao, D. 2001. On the Spaces Lp(x) (
) and Wm;p(x) (
).

J.Math. Anal. Appl. 263:424-446.

Folland, G.B. 1999. Real Analysis. Wiley.

Gilbarg, D., Trudinger, N.S. 1998. Elliptic Partial Di¤erential Equations

of Second Order. Springer-Verlag, Berlin.

Harjulehto, P., Hästö, P. 2003. An overview of variable exponent Lebesgue

and Sobolev spaces D. Herron (Ed.), Future Trends in Geometric Func-

tion Theory, RNC Workshop, Jyväskylä. 85�93.

Harjulehto, P., Hästö, P. 2004. Lebesgue points in variable exponent

spaces. Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. 29. 295�306.

113



8.KAYNAKLAR

Harjulehto, P., Hastö P., Latvala V., Toivanen O. 2013. Critical variable

exponent functionals in image restoration. Appl. Math. Let., Volume

26:56-60.

Hastö, P. 2007. On the density of smooth functions in variable exponent

Sobolev space. Rev. Mat. Iberoamericana, 23:215�237.

Hunter, C.K. 2001. Applied Analysis.Wspc.

Jost, J. 2005. Postmodern Analysis.Springer.

Jones, F. 2000. Lebesgue Integration On Euclidean Space.Jones & Bartlett

Learning.

Kaya, Y. 2014. Density of C10 (Rn) in W 1;p(x) (Rn) with assumption

density of C1 (Rn) : Int. J. Appl. Math. vol.27.No.6:519-523.

Kaya, Y. 2015. A weakly convergence result on Lp(x) spaces.Mathematical

and Computational Applications. Yay¬na kabul edildi

Kopaliani, T. 2008. On theMuckenchaupt condition in variable Lebesgue

spaces. Proc. A. Razmadze Math. Inst., 148:29�33.

Kovacik, O., Rákosník, J. 1991. On spaces Lp(x) andWm;p(x). Czechoslo-

vak Math. J. 41(116): 592�618.

Kozlov, S. M. 1983. Duality of a type of functionals. Funktsional. Anal.

i Prilozhen., 17(3):9�14.

Krantz, S.G., Parks, H.R. 1999. The Geometry of Domains in Space.

Birkhäuser.

Leoni, G. 2009. A First Course in Sobolev Spaces (Graduate Studies in

Mathematics).American Mathematical Society.

Lerner, A. K. 2010. On some questions related to the maximal operator

on variable Lp spaces.Trans. Amer. Math. Soc., 362(8):4229�4242.

114



Yasin KAYA

Levine, S. 2006. An adaptive variational model for image decomposition.

In A. Rangarajan et al.,editor, Energy Minimization Methods in Com-

puter Vision and Pattern Recognition, volume 3757 of Lecture Notes in

Computer Science, pages 382�397. Springer-Verlag, Berlin.

Mihailescu, M., Radulescu, V. 2006. A multiplicity result for a nonlin-

ear degenerate problem arising in the theory of electrorheological �uids,

Proceedings of the Royal Society A: Mathematical, Physical and Engi-

neering Sciences, 462: 2625-2641.

Morrison, T.J. 2011.Functional Analysis: An Introduction to Banach

Space Theory.Wiley-Interscience.

Nakano, H. 1951. Topology and Linear Topological Spaces. Maruzen

Co. Ltd., Tokyo.

Nakano, H. 1950. Modulared Semi-Ordered Linear Spaces. Maruzen Co.

Ltd., Tokyo.

Nekvinda, A. 2004. Hardy-Littlewood maximal operator on Lp(x) (Rn).

Math. Inequal. Appl. 7(2):255�265.

Nekvinda, A. 2008. Maximal operator on variable Lebesgue spaces for

almost monotone radial exponent. J. Math. Anal. Appl., 337(2):1345�

1365, 2008.

Pick, L., Kufner, A., John, O., Fucik, S. 2012. Function Spaces.Walter

de Gruyter & Co.

Ross, B., Samko, S. 1995. Fractional integration operator of variable

order in the Hölder spaces H�(x). Internat. J. Math. Math. Sci.,

18(4):777�788.

Ruzicka, M. 2000. Electrorheological Fluids: Modeling and Mathemat-

ical Theory, volume1748of Lecture Notes in Mathematics. Springer-

Verlag, Berlin.

115



8.KAYNAKLAR

Ruzicka, M. 2004. Modeling, mathematical and numerical analysis of

electrorheological �uids. Appl. Math., 49(6):565�609.

Samko, S. 2000. Denseness of C10 (Rn) in the generalized Sobolev spaces

Wm;p(x) (Rn)�In: Direct and Inverse Problems of Mathematical Physics

(Newark, DE, 1997), Int. Soc. Anal. Appl. Comput. 5, Kluwer Acad.

Publ., Dordrecht. 333{342.

Samko, S., Ross, B. 1993. Integration and di¤erentiation to a variable

fractional order. Integral Transform. Spec. Funct., 1(4):277�300.

Sharapudinov, I. I. 1979. The topology of the space Lp(t) ([0; 1]) Mat.

Zametki, 26(4): 613�632,655.

Sohrab, H.H. 2003. Basic Real Analysis. Birkhauser.

Tsenov, I. V. 1961. Generalization of the problem of best approximation

of a function in the space Ls. Uch. Zap. Dagestan. Gos. Univ., 7:25�37.

Zhikov, V. V. 1982. Problems of convergence, duality, and averaging for

a class of functionals of the calculus of variations. Dokl. Akad. Nauk

SSSR, 267(3):524�

528.

Zhikov,V. V. 1983. Questions of convergence, duality and averaging for

functionals of the calculus of variations. Izv. Akad. Nauk SSSR Ser.

Mat., 47(5):961�998.

Zhikov, V. V. 1986. Averaging of functionals of the calculus of variations

and elasticity theory. Izv.Akad. Nauk SSSR Ser. Mat., 50(4):675�710,

877.

Zhikov,V. V. 1991.The Lavrent�ev e¤ect and averaging of nonlinear vari-

ational problems.Di¤erentsial0 nye Uravneniya, 27(1):42�50, 180.

Zhikov, V. V. 1994. On the homogenization of nonlinear variational

problems in perforated domains.Russian J. Math. Phys., 2(3):393�408.

116



Yasin KAYA

Zhikov,V. V. 1995. On Lavrentiev�s phenomenon. Russian J. Math.

Phys., 3(2):249�269.

Zhikov, V. V. 1997. Meyer-type estimates for solving the nonlinear

Stokes system. Di¤er. Uravn., 33(1):107�114, 143.

Zhikov,V. V. 1997. On some variational problems. Russian J. Math.

Phys., 5(1):105�116 (1998).

Zhikov,V. V. 2004. On the density of smooth functions in Sobolev-Orlicz

spaces. Zap. Nauchn. Sem. S.-Peterburg. Otdel. Mat. Inst. Steklov.

(POMI), 310(Kraev. Zadachi Mat. Fiz. i Smezh.Vopr. Teor. Funkts.

35 [34]):67�81, 226.

Ziemer, W. P. 1987. Weakly Di¤erentiable Functions. Springer-Verlag,

New York.

117



8.KAYNAKLAR

.

118



Yasin KAYA

ÖZGEÇM·IŞ
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olarak çal¬̧smaktay¬m.

119


	İlk yaprak  Yasin KAYA.pdf
	YASİNnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn.pdf
	Girişten önceki kısım  Yasin KAYA.pdf
	Esas kısım Yasin KAYA.pdf

