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ÖZET

DE¼G·IŞKEN ÜSTLÜ LOKAL LORENTZ MORREY UZAYLARINDA MAKS·IMAL VE
R·IESZ POTANS·IYEL OPERATÖRÜN SINIRLILI¼GI

YÜKSEK L·ISANS TEZ·I

Dursun ALTAN

D·ICLE ÜN·IVERS·ITES·I
FEN B·IL·IMLER·I ENST·ITÜSÜ
MATEMAT·IK ANAB·IL·IM DALI

2015

Bu çal¬̧smada, Lp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�) (I) kuvvet tipli a¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken üstlü lokal Morrey Lorentz uzaylar¬tan¬t¬lm¬̧s

ve bu uzaylarda p (�) ; q (�) ve 
 (�) fonksiyonlar¬n¬n orijinde ve sonsuzda log-Hölder sürekli olmas¬durumunda
Hardy-Littlewood maksimal, kesirli maksimal, Riesz potansiyel ve Hilbert operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ ispatlan-
m¬̧st¬r.

Anahtar Kelimeler : De¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzaylar¬, A¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken üstlü lokal Morrey Lorentz
uzaylar¬, Hardy operatörü, Hardy-Littlewood maksimal operatörü, kesirli maksimal operatör, Riesz potansiyel
operatörü, Hilbert operatörü
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ABSTRACT

BOUNDEDNESS OF MAXIMAL OPERATOR AND POTENTIAL OPERATOR IN THE
VARIABLE EXPONENT LOCAL MORREY LORENTZ SPACES

M. Sc. THESIS

Dursun ALTAN

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

UNIVERSITY OF DICLE

2015

In this study, power type weighted local Morrey Lorentz spaces with variable exponent L
p(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�) (I) are

introduced and the boundedness of the Hardy-Littlewood maximal, fractional maximal, Riesz potential and
Hilbert operators are proved in the case of the log Hölder continuity of p (�) ; q (�) and 
 (�) functions both at
the origin and at the in�nity.

Key Words : Variable exponent Lebesgue spaces, weighted variable exponent local Morrey Lorentz
spaces, Hardy operator, Hardy-Littlewood maximal operator, fractional maximal operator, Riesz potential
operator, Hilbert operator
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KISALTMA VE S·IMGELER

Rn : n� boyutlu öklid uzay¬

 : Rn nin bir alt bölgesi
j
j : 
 bölgesinin Lebesgue ölçümü

M(
) : 
 bölgesinde ölçülebilir fonksiyonlar s¬n¬f¬

Lp(
) : Lebesgue uzay¬

L1loc : Lokal integrallenebilir fonksiyonlar s¬n¬f¬

w : A¼g¬rl¬k fonksiyonu

Lpw(
) : A¼g¬rl¬kl¬Lebesgue uzay¬

B (x; r) : x merkezli r yar¬çapl¬aç¬k yuvareB(x; r) : B(x; r) \ 

�A : A kümesinin karakteristik fonksiyonu

Lp(�)(
) : De¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬

Lp(�);�(�)(
) : De¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬

Lp(�);q(�) (
) : De¼gi̧sken üstlü Lorentz uzay¬

Lp(�);q(�);� (
) : De¼gi̧sken üstlü Lorentz-Morrey uzay¬

L
p(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�) (
) : Kuvvet tipli a¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken üstlü lokal Lorentz-Morrey uzay¬

H : Hilbert operatörü

M : Hardy-Littlewood maksimal operatör

M ] : Sharp maksimal operatör

H : Hardy operatörü

H : Hardy operatörünün eşleni¼gi

M� : Kesirli maksimal operatör

I� : Riesz potansiyel operatör
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Dursun ALTAN

1. G·IR·IŞ

Bu tez çal¬̧smas¬nda Lebesgue, Morrey, Lorentz, Lorentz Morrey uzaylar¬tan¬t¬lm¬̧s

ve bu uzaylarda Hardy, Hardy-Littlewood maksimal, Riesz potansiyel ve Hilbert ope-

ratörlerin s¬n¬rl¬l¬klar¬ile ilgili tan¬m ve teoremler verilmi̧stir. Tezin orjinal bölümünde

ise kuvvet tipli a¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken üstlü lokal Morrey Lorentz uzaylar¬nda bu klasik

operatörlerin s¬n¬rl¬l¬klar¬ispatlanm¬̧st¬r.

De¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzaylar¬literatürde ilk defa, Orlicz (1931) taraf¬ndan,

yaz¬lan makalede görülmüştür. Orlicz uzaylar¬ ise u, 
 bölgesinde ölçülebilir bir

fonksiyon olmak üzere enaz bir � > 0 ve koşullar¬bilinen bir ' fonksiyonu için

I (�u) =

Z



' (� ju (x)j) dx <1

olacak şekildeki fonksiyonlardan oluşan uzaya denir. Ek olarak e¼ger I fonksiyonu baz¬

koşullar¬sa¼glarsa böyle uzaylara da modüler uzay denir. Bu uzaylar ilk defa sistem-

atik olarak Nakano (1950,1951) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s ve de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uza-

y¬n¬daha genel uzaylar¬n bir örne¼gi olarak göz önüne alm¬̧st¬r. Daha sonra, Musielak

(1983) taraf¬ndan modüler uzaylar incelenmi̧stir. E¼ger yukar¬daki ' fonksiyonu x

de¼gi̧skenine de ba¼gl¬ise bu durumda genelleştirilmi̧s Orlicz uzaylar¬veya Musielak

Orlicz uzaylar¬ad¬verilen daha genel uzaylar elde edilir.

De¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzaylar¬n¬n araşt¬r¬lmas¬nda bir sonraki ad¬m 90 l¬y¬l-

lar¬n başlar¬nda Kováµcik ve Rákosník (1991) taraf¬ndan at¬lm¬̧st¬r. Bu makalede Rn

de de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzaylar¬n¬n bir çok temel özelli¼gi ortaya konmuştur.

Diening (2002, 2004),

jp(x)� p(y)j � C

� log jx� yj ; jx� yj � 1

2
(1.1.1)

koşulunu sa¼glayan ve yeterince büyük yuvar¬n d¬̧s¬nda sabit olan p fonksiyonlar¬için

Hardy-Littlewood maximal operatörün de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬

ispatlanmas¬yla teori büyük bir canl¬l¬k kazanm¬̧st¬r.

Bu sonuç Cruz-Uribe ve ark. (2003) taraf¬ndan genelleştirilerek, (1:1:1) koşulu

ve p(1) = lim
x!1

p(x) limiti var olmak üzere

jp(x)� p(1)j � C

log (e+ jxj) ; x 2 
 (1.1.2)

koşulu alt¬nda Hardy-Littlewood maximal operatörünün de¼gi̧sken üstlü Lebesgue

uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ispatlam¬̧st¬r.

Maksimal operatörün (1.1.1) ve (1.1.2) koşullar¬n¬n süreklilik modülü anlam¬nda

de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬ için gerekli oldu¼gu (Pick ve R°uµziµcka

2001) ve (Cruz-Uribe ve ark. 2003) çal¬̧smalar¬nda gösterilmi̧stir.

1



1. G·IR·IŞ

Singüler ve kesirli operatörlerin maksimal operatör ile ili̧skisinden dolay¬bu ope-

ratörler ile ilgilenirken (1.1.1) ve (1.1.2) koşullar¬kal¬tsald¬r.

Hardy tipli operatörlerin de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬ise Diening

ve Samko (2007), p fonksiyonu [0;1) da ölçülebilir olmak üzere (1.1.2) ve

jp(x)� p(0)j � C

� log x; 0 < x <
1

2
(1.1.3)

koşulu alt¬nda ispatlayarak (Harjulehto ve ark. 2005), (Kokilashvili ve Samko 2004)

ve (Mashiyev ve ark. 2006, 2007) çal¬̧smalar¬n¬genelleştirmi̧stir.

Lp;� (Rn) Morrey uzaylar¬, Morrey (1938) taraf¬ndan eliptik k¬smi diferansiyel
denklemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya ç¬kar¬l-

m¬̧st¬r. Daha sonra Navier-Stokes ve Schrödinger denklemleri, süreksiz katsay¬l¬elip-

tik problemler ve potansiyel teorisine önemli uygulamalar¬ortaya ç¬km¬̧st¬r.

Lp(�);�(�) (Rn) de¼gi̧sken üstlü Morrey uzaylar¬ile ilgili ilk çal¬̧smalar ise Almeida ve
ark. (2008), ve Fan (2010), taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Almeida ve ark. (2008), de¼gi̧sken

üstlü Morrey uzaylar¬nda s¬n¬rl¬bölgeler için (1.1.1) koşulu alt¬nda Hardy-Littlewood

maximal ve Riesz potensiyel operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ ispatlam¬̧st¬r. (Guliyev ve

Samko 2013) çal¬̧smas¬nda ise (1.1.1) ve (1.1.2) koşullar¬alt¬nda s¬n¬rs¬z kümelerde

Hardy-Littlewood maximal, Riesz potensiyel ve singüler operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ispat-

lanm¬̧st¬r.

De¼gi̧sken üstlü Morrey tipli uzaylarda a¼g¬rl¬kl¬Hardy tipli eşitsizlikler (Lukkassen

ve ark. 2013) çal¬̧smas¬nda ele al¬nm¬̧st¬r.

Matematik analizin önemli konular¬ndan biri ve Lp uzaylar¬n¬n genelleştirilmesi

olan Lp;q (Rn) Lorentz uzaylar¬ise literatürde ilk defa Lorentz (1950, 1951) taraf¬n-
dan ortaya at¬lm¬̧st¬r. Ephremidze ve ark. (2008) ise de¼gi̧sken üstlü Lorentz uzaylar¬n¬

tan¬mlayarak Diening ve Samko (2007) tarf¬ndan elde edilen Hardy tipli eşitsizlikten

yararlanarak (1.1.2) ve (1.1.3) koşullar¬alt¬nda Hardy-Littlewood maksimal ve Riesz

potansiyel operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir.

Lp;q;� (Rn) Lorentz-Morrey uzaylar¬ilk defa Mingione (2010) taraf¬ndan tan¬m-
lanm¬̧st¬r. Aykol ve ark. (2013) ise bu çal¬̧smadan hareketle lokal Morrey-Lorentz

uzaylar¬n¬tan¬mlayarak Hardy-Littlewood maksimal operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬araşt¬r-

m¬̧slard¬r.

Bu çal¬̧smada ise kuvvet tipli a¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken üstlü lokal Morrey Lorentz

Lp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I) uzaylar¬tan¬mlanacak ve (Lukkassen ve ark. 2013) çal¬̧smas¬nda elde

edilen Hardy tipli eşitsizlik yard¬m¬yla (1.1.2) ve (1.1.3) koşullar¬ alt¬nda Hardy-

Littlewood maksimal, Riesz potansiyel ve Hilbert operatörlerin s¬n¬rl¬l¬klar¬göster-

ilecektir.
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Dursun ALTAN

2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde tez çal¬̧smam¬za temel oluşturacak tan¬m ve teoremler verilecektir.

2.1. Norm ve Normlu Uzay

Tan¬m 2.1.1. X boş olmayan bir küme ve K reel ya da kompleks say¬cismi olmak
üzereX�X kümesindenX içine (x; y)! x+y toplama i̧slemi ve K�X kümesinden

X içine de (�; x) ! �x skalerle çarpma i̧slemi verilsin. E¼ger aşa¼g¬daki aksiyomlar

sa¼glan¬yorsa

i) 8x; y; z 2 X için (x+ y) + z = x+ (y + z):

ii) 8x 2 X için x+ � = � + x = x olacak şekilde bir � 2 X birim eleman¬vard¬r.

iii) 8x 2 X için x+ (�x) = (�x) + x = � olacak şekilde �x 2 X vard¬r.

iv) 8x; y 2 X için x+ y = y + x:

v) 8x; y 2 X ve 8� 2 K için � (x+ y) = �x+ �y:

vi) 8x 2 X ve 8�; � 2 K için (�+ �)x = �x+ �x:

vii) 8x 2 X ve 8�; � 2 K için � (�x) = (��)x:

viii) 1x = x:

X kümesine K cismi üzerinde bir vektör uzay¬veya bir lineer uzay ad¬verilir.

Tan¬m 2.1.2. X, K cismi üzerinde bir vektör uzay¬ olmak üzere, X de tan¬ml¬

negatif olmayan ve x 2 X deki de¼geri kxk ile gösterilen fonksiyon, her x; y 2 X ve

her � 2 K için

(i) kxk = 0 ise x = �

(ii) k�xk = j�j kxk (mutlak homojenlik)

(iii) kx+ yk � kxk+ kyk (üçgen eşitsizli¼gi)

koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa k�k fonksiyonuna X vektör uzay¬üzerinde bir norm denir.

k�k normuna sahip X vektör uzay¬na normlu vektör uzay¬denir ve (X; k�k)
ile gösterilir.

Normun X vektör uzay¬nda oldu¼gu belirtilmesi gerekiyorsa k�k gösterimi yerine
k�kX gösterimi kullan¬l¬r.
E¼ger (iii) eşitsizli¼gi yerine her x; y 2 X için kx+ yk � C (kxk+ kyk) olacak

şekilde C > 1 say¬s¬varsa bu durumda k�k fonksiyonuna bir quasi norm ve bu

normla birlikte X vektör uzay¬na quasi normlu uzay denir.
k�k fonksiyonu sadece (ii) ve (iii) koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa bu fonksiyona bir yar¬

norm ve (X; k�k) ikilisine de bir yar¬normlu uzay denir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Tan¬m 2.1.3. (xn) ; (X; k�k) normlu vektör uzay¬nda bir dizi olsun.
a) x 2 X olmak üzere her � > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k her n � N için

kxn � xk < �

olacak biçimde bir N 2 N varsa (xn) dizisi x 2 X noktas¬na yak¬nsar (ya da (xn)
dizisi yak¬nsakt¬r) denir. Bu durum

lim
n!1

xn = x veya xn ! x

ile gösterilir.

b) Her � > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k her n;m � N için

kxn � xmk < �

olacak biçimde N 2 N varsa (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 2.1.4. (X; k�k) bir normlu vektör uzay¬olsun. E¼ger X içindeki her Cauchy

dizisi yak¬nsak ise bu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay ad¬verilir.

Tan¬m 2.1.5. (X; k�k) bir normlu vektör uzay¬olsun. Herhangi x0 2 X ve herhangi

r > 0 say¬s¬için

B (x0; r) = fx 2 X : kx0 � xkX < rg

kümesine x0 merkezli r yar¬çapl¬aç¬k yuvar,

B (x0; r) = fx 2 X : kx0 � xkX � rg

kümesine x0 merkezli r yar¬çapl¬kapal¬yuvar ad¬verilir.
A � X ve x0 2 A için B (x0; r) � A olacak biçimde r > 0 varsa A ya aç¬k küme

ad¬verilir.

Tan¬m 2.1.6. 
, Rn de aç¬k bir bölge ve f : 
 �! R ye tan¬ml¬bir fonksiyon

olarak verilsin. E¼ger, herhangi bir " > 0 say¬s¬ için jx� x0j < � ve x 2 
 iken

jf(x)� f(x0)j < " olacak şekilde � (") > 0 say¬s¬ varsa f fonksiyonuna x0 2 


noktas¬nda süreklidir denir.

Tan¬m 2.1.7. (X; k�kX) normlu bir uzay ve X in bir E altkümesi verilsin. E¼ger, her

bir x 2 X; E içindeki bir (xn) dizisinin limiti ise E kümesi X uzay¬nda yo¼gundur
denir.

Tan¬m 2.1.8. (X; k�kX) normlu uzay¬n¬n say¬labilir yo¼gun bir altkümesi varsa (X; k�kX)
normlu uzay¬na ayr¬labilir uzay denir.

4



Dursun ALTAN

Tan¬m 2.1.9. k�k1 ve k�k2 ; X vektör uzay¬üzerinde tan¬ml¬farkl¬iki norm olsun.

Her x 2 X için

1

C
kxk1 � kxk2 � C kxk1

olacak şekilde C > 0 sabiti varsa k�k1 ile k�k2 normlar¬na denk normlar denir.

Tan¬m 2.1.10. X ve Y ayn¬F cismi üzerinde iki vektör uzay ve D(T ); X in bir

altkümesi olsun. T : D(T ) � X �! Y dönüşümü D(T ) nin her bir eleman¬n¬Y nin

yaln¬z bir eleman¬na götürüyorsa, T ye D(T ) den Y ye bir operatör ad¬verilir ve
D(T ) ye T operatörünün tan¬m kümesi denir.

R(T ) = fy 2 Y : y = Tx; x 2 D(T )g

kümesine T operatörünün de¼ger(görüntü) kümesi denir.

Tan¬m 2.1.11. X ve Y ayn¬K cismi üzerinde iki vektör uzay veD(T ) � X; X in bir

alt uzay¬olmak üzere T : D(T ) � X �! Y bir operatör olsun. E¼ger T operatörü,

her x; y 2 D(T ) ve her �; � 2 K için

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y)

koşulunu sa¼gl¬yorsa bu operatöre lineer operatör denir.

Tan¬m 2.1.12. X ve Y iki normlu uzay olmak üzere T : X ! Y operatörü ve

x0 2 D(T ) eleman¬ verilsin. E¼ger her " > 0 say¬s¬na kaŗs¬l¬k kx� x0kX < � ve

x 2 D(T ) iken
kTx� Tx0kY < "

olacak şekilde bir � > 0 say¬s¬varsa T operatörü x0 noktas¬nda süreklidir denir.
E¼ger T , D(T )�nin her noktadas¬nda sürekli ise T�ye D(T ) üzerinde süreklidir denir.

Tan¬m 2.1.13. X ve Y normlu uzay, D(T ) � X ve T : X ! Y lineer operatörü

verilsin. E � X alt kümesi s¬n¬rl¬iken T (E), Y �de s¬n¬rl¬ise T operatörüne s¬n¬rl¬
lineer operatör denir.
Bir başka ifadeyle, her x 2 X için

kTxkY � c kxkX (2:1:1)

olacak şekilde pozitif bir c reel say¬s¬varsa T�ye s¬n¬rl¬lineer operatör denir. Bununla

birlikte, (2:1:1) eşitsizli¼gini sa¼glayan c�lerin in�mumuna T operatörünün normu
denir ve bu norm

kTk := sup
x6=0;x2X

kTxkY
kxkX

= sup
kxkX�1

kTxkY

biçiminde tan¬mlan¬r.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Teorem 2.1.14. X ve Y normlu uzaylar ve D(T ) � X olmak üzere, T : D(T ) �
X �! Y lineer operatör olsun. Bu durumda T nin sürekli olmas¬için gerek ve yeter

koşul T nin s¬n¬rl¬olmas¬d¬r. (Kreyszig 1989)

Tan¬m 2.1.15. X ve Y iki normlu uzay olmak üzere, e¼ger her x 2 X için

kTxkY = kxkX

özelli¼gini sa¼glayan, X uzay¬n¬Y uzay¬üzerine dönüştüren bire-bir lineer bir T op-

eratörü varsa X ve Y normlu uzaylar¬na izometrik olarak izomor�zma ve T
operatörüne de X ve Y normlu uzaylar¬aras¬nda izometrik izomor�zma denir.
Bu özelli¼ge sahip uzaylar ayn¬uzaylar olarak kabul edilir ve bu durum X �= Y

şeklinde gösterilir.

Tan¬m 2.1.16. X ve Y normlu iki uzay olsun. E¼ger,

i) X; Y nin bir alt uzay¬

ii) Her x 2 X için X den Y ye Ix = x ile tan¬mlanan birim operatör sürekli ise

X normlu uzay¬Y normlu uzay¬na gömülür denir ve X ,! Y ile gösterilir. I birim

operatörü lineer oldu¼gundan ii) koşulu

kIxkY � C kxkX ; x 2 X

olacak şekilde bir C > 0 sabitinin varl¬¼g¬na denktir.

Tan¬m 2.1.17. X, K cismi üzerinde bir vektör uzay¬ olmak üzere f : X ! K
dönüşümüne fonksiyonel denir. Bir f fonksiyoneline,

f (�x1 + �x2) = �f(x1) + �f (x2) ; x1; x2 2 X ve �; � 2 K

koşulu alt¬nda bir lineer fonksiyonel ad¬verilir.

Tan¬m 2.1.18. (X; k�kX) normlu uzay¬ üzerinde tan¬ml¬ bütün lineer ve sürekli
fonksiyonellerden oluşan uzaya X normlu uzay¬n¬n dual uzay¬denir ve X 0

ile gös-

terilir. Bu uzay f; g 2 X 0; x 2 X ve c 2 K

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ve (cf)(x) = cf(x);

şeklinde tan¬mlanan noktasal toplam ve çarp¬m alt¬nda bir vektör uzay¬d¬r. Bu uza-

yda bir f 2 X 0
eleman¬n¬n normu

kfkX0 = sup
x2X;x 6=0

jf(x)j
kxkX

şeklinde tan¬mlan¬r. X
0
vektör uzay¬k�kX0 normu ile bir Banach uzay olur.
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Tan¬m 2.1.20. Bir X vektör uzay¬n¬n X 0 duali de normlu vektör uzay¬oldu¼gundan,

bu uzay¬n da duali tan¬mlanabilir. Bu durumda (X 0)0 = X 00 lineer vektör uzay¬na X

in ikinci duali denir.

Tan¬m 2.1.21. X bir normlu vektör uzay¬olsun. Herhangi bir x 2 X için

Fx(f) = f(x); f 2 X 0

ile tan¬ml¬Fx : X 0 ! K dönüşümünü tan¬mlayal¬m. Her x 2 X için bir tek s¬n¬rl¬

lineer fonksiyonel kaŗs¬l¬k gelece¼ginden, bu halde

JX : X �! X 00

x 7�! Fx

şeklinde bir dönüşüm tan¬mlanabilir. Bu dönüşüme kanonik dönüşüm ad¬verilir.

E¼ger kanonik dönüşüm üzerine ise, bu durumdaX uzay¬na yans¬mal¬uzay ad¬verilir.

X yans¬mal¬uzay ise X �= X 00 olur.

2.2. Lebesgue Ölçümü ve Ölçülebilir Fonksiyonlar

Tan¬m 2.2.1. �, Rn�nin altkümelerinin bir s¬n¬f¬olmak üzere,
i) Rn 2 �,
ii) A 2 � ise Ac 2 � (Ac, A�n¬n tümleyen kümesi),

iii) E¼ger i = 1; 2; :::, için Ai 2 � ise ,
1[
i=1

Ai 2 �

koşullar¬sa¼glan¬yorsa, � s¬n¬f¬na bir �-cebir ad¬verilir.

Tan¬m 2.2.2. � s¬n¬f¬üzerinde tan¬mlanan � : � ! R+ [ f+1g fonksiyonu, �
s¬n¬f¬ndaki ayr¬k kümelerin bir fAigi2n toplulu¼gunun say¬labilir her birleşimi için

�

 1[
i=1

Ai

!
=

1X
i=1

� (Ai) ; 8Ai \ Ak = ?; i 6= k

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa, � fonksiyonuna � s¬n¬f¬üzerinde bir ölçüm denir.

Tan¬m 2.2.3. Rn�nin altkümelerinin aşa¼g¬da verilen özelliklere sahip �-cebiri olan
bir � s¬n¬f¬n¬n ve bu � s¬n¬f¬üzerinde bir � ölçümünün varl¬¼g¬kolayl¬kla gösterilebilir;

i) Rn�deki her aç¬k küme ��ya aittir,
ii) E¼ger A � B, B 2 � ve � (B) = 0 ise, A 2 � ve � (A) = 0 dir,

iii) A = fx 2 Rn : ai � xi � bi; i = 1; 2; :::; ng ise, A 2 � ve � (A) =
1Y
i=1

(bi � ai),

iv) x 2 Rn ve A 2 � iken

x+ A = fx+ y : y 2 A 2 �g ve � (x+ A) = � (A)

olur, yani � ölçümü öteleme alt¬nda de¼gi̧smezdir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu özelliklere sahip bir � s¬n¬f¬n¬n elemanlar¬na Rn�nin Lebesgue ölçülebilir alt-
kümeleri, � ölçüm fonksiyonuna Rn�de Lebesgue ölçümü ve A 2 � için � (A)

gösterimine ise A kümesinin ölçümü denir. Bu tez çal¬̧smas¬nda, bir 
 � Rn böl-
gesinin Lebesgue ölçümü j
j ile gösterilecektir.

Tan¬m 2.2.4. E¼ger B � A � Rn ve jBj = 0 ise, A � B kümesinin her noktas¬nda

sa¼glanan bir özellik A kümesinde hemen hemen her yerde geçerli bir özellik olarak

adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.2.5. E ölçülebilir bir küme olmak üzere, f : E ! R[{�1} şeklinde
tan¬mlanan bir f fonksiyonu verilsin. E¼ger her a 2 R için

fx 2 E : f (x) � ag

kümesi ölçülebilir ise, f fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir. Bu tez çal¬̧s-
mas¬nda 
 � Rn olmak üzere 
 daki bütün reel de¼gerli ölçülebilir fonksiyonlar¬n
kümesiniM (
) ile gösterece¼giz.

Tan¬m 2.2.6. A � Rn kümesinin karakteristik fonksiyonu

�A(x) =

(
1; e¼ger x 2 A
0; e¼ger x =2 A

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.2.7. E¼ger f fonksiyonu ölçülebilir ve reel de¼gerli ise, bu durumda f fonksiy-
onunu her ikiside ölçülebilir ve negatif olmayan f+ = max (f; 0) ve f� = �min (f; 0)
fonksiyonlar¬cinsinden f = f+�f�şeklinde yazabiliriz.

R



f+(x)dx ve
R



f�(x)dx in-

tegrallerinden en az biri sonlu olmak üzereZ



f(x)dx =

Z



f+(x)dx�
Z



f�(x)dx

şeklinde tan¬mlayal¬m. E¼ger her iki integral sonlu ise, f fonksiyonuna 
 bölgesinde

Lebesgue integrallenebilir denir ve 
 bölgesindeki integrallenebilir fonksiyonlar¬n
s¬n¬f¬L1(
) ile gösterilir.

Tan¬m 2.2.8. 
; Rn de aç¬k bir küme ve f : 
! R ölçülebilir bir fonksiyon olmak
üzere her kompakt(Kapal¬ve S¬n¬rl¬) K � 
 altkümesi üzerindeZ

K

jf j dx <1

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir ve lokal integrallenebilir fonksiy-
onlar¬n kümesi L1loc (
) ile gösterilir.

8
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2.3. Lebesgue Uzaylar¬(Lp(
))

Tan¬m 2.3.1. 
; Rn nin ölçülebilir bir altkümesi, j
j > 0 ve p 2 (0;1) olsun. 

kümesinde tan¬ml¬ Z




jf (x)jp dx <1 (2.3.1)

olacak şekilde ölçülebilir f fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬n¬Lp (
) ile gösterelim.
 kümesinde

hemen hemen her yerde eşit fonksiyonlar¬Lp (
) uzay¬nda eşit kabul edelim. Lp (
)

uzay¬n¬n elemanlar¬(2:3:1) şart¬n¬sa¼glayan ölçülebilir fonksiyonlar¬n denklik s¬n¬�ar¬d¬r.

Kolayl¬k için, bu fark¬ihmal edece¼giz ve e¼ger f fonksiyonu (2:3:1) şart¬n¬sa¼glarsa

f 2 Lp(
) ve 
 bölgesinde hemen hemen heryerde f(x) = 0 ise Lp(
) uzay¬nda

f = 0 yazaca¼g¬z. E¼ger f 2 Lp(
) ve c 2 K ise cf 2 Lp(
) oldu¼gu aç¬kt¬r ve

f; g 2 Lp(
) için

jf(x) + g(x)jp � (jf(x)j+ jg(x)j)p � 2p (jf(x)jp + jg(x)jp)

oldu¼gundan f + g 2 Lp(
) d¬r ve bu yüzden Lp(
) uzay¬bir vektör uzay¬d¬r.

Teorem 2.3.2. Lp(
) uzay¬

kfkp;
 = kfkp =

0@Z



jf(x)jp dx

1A 1
p

dönüşümüyle birlikte 0 < p < 1 için bir quasi Banach uzay, 1 � p < 1 için ise bir

Banach uzay olur. (Lubo�2013)

Tan¬m 2.3.3. 
 bölgesinde ölçülebilir bir f fonksiyonu için hemen hemen her yerde
jf(x)j � C olacak şekilde bir C sabiti varsa f fonksiyonuna hemen hemen s¬n¬r-
l¬d¬r denir. Böyle C sabitlerinin en büyük alt s¬n¬r¬na da jf j n¬n 
 bölgesindeki esas
supremumu denir ve ess sup

x2

jf(x)j ile gösterilir.

Tan¬m 2.3.4. 
 bölgesinde tan¬ml¬hemen hemen s¬n¬rl¬ölçülebilir f fonksiyonlar¬yla
tan¬mlanan uzay L1(
) ile gösterilir. L1(
) uzay¬

kfk1 = ess sup
x2


jf(x)j

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.3.5. 1 < p < 1 iken 1 < p0 < 1 ve 1
p
+ 1

p0 = 1 olacak şekilde p
0 = p

p�1
say¬s¬na p nin eşleni¼gi denir.
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Teorem 2.3.6. 1 < p <1 ve T 2 [Lp(
)]0 olsun. Bu durumda u 2 Lp(
) için

T (u) =

Z



u(x)v(x)dx

olacak şekilde bir v 2 Lp0(
) vard¬r. Üstelik

kvkLp0 = kTk[Lp(
)]0

olur ki buradan da Lp
0
(
) �= [Lp(
)]0 özelli¼gi ç¬kar. (Kreyszig 1989)

Teorem 2.3.7. (Hölder Eşitsizli¼gi) 1 < p < 1 iken 1 < p0 < 1 ve 1
p
+ 1

p0 = 1

olacak şekilde p0 = p
p�1 say¬s¬n¬p nin eşleni¼gi olarak tan¬mlayal¬m. f 2 Lp(
) ve

g 2 Lp0(
) olsun. Bu durumda fg 2 L1 (
) d¬r ve

������
Z



jf(x)g(x)j dx

������ �
Z



jf(x)g(x)j dx �

0@Z



jf(x)jp dx

1A 1
p
0@Z



jg(x)jp dx

1A 1
p0

= kfkp kgkp0

eşitsizli¼gi geçerlidir. (Adams 2003).

Tan¬m 2.3.8. w fonksiyonu hemen hemen her x 2 Rn için w(x) � 0 olacak şek-

ilde Rn de lokal integrallenebilir olsun. Bu durumda w fonksiyonuna bir a¼g¬rl¬k
fonksiyonu denir. Özel olarak, x 2 
 � Rn için

d(x) = inf
y2@


jx� yj

ve � reel bir say¬olmak üzere

w(x) = (d(x))�

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna kuvvet tipli a¼g¬rl¬k fonksiyonu denir.

Tan¬m 2.3.9. 
, Rn de aç¬k bir bölge ve w a¼g¬rl¬k fonksiyonu olmak üzereZ



jwujp dx <1

özelli¼gine sahip ölçülebilir fonksiyonlar¬n kümesine a¼g¬rl¬kl¬Lebesgue uzay¬denir
ve Lpw(
) ile gösterilir. L

p
w(
) uzay¬,

kukp;w =

0@Z



jwujp dx

1A 1
p

; 1 � p <1

normu alt¬nda bir Banach uzay¬d¬r.
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2.4. Hardy ve Hardy-Littlewood Maksimal Operatörleri

Tan¬m 2.4.1. f 2M (a; b) olmak üzere

Hf (x) :=

Z x

a

f (t) dt

şeklindeki operatöre Hardy operatörü,

Hf (x) :=
Z b

x

f (t) dt

şeklindeki operatöre ise Hardy operatörünün eşleni¼gi ve f � 0 olmak üzere

Hf (x) :=
1

x

Z x

a

f (t) dt

şeklindeki operatöre ise ortalama Hardy operatörü denir.

';  negatif olmayan fonksiyonlar olmak üzere

H'f (x) := ' (x)

Z x

a

 (t) f (t) dt; H'f (x) := ' (x)

Z b

x

 (t) f (t) dt

Hardy operatörlerinin modi�ye edilmi̧s hali olan a¼g¬rl¬kl¬ Hardy operatörleri
denir. R1 ya da R1+ da genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Hardy operatörleri ise

H'
v f (x) := xv�1' (x)

Z x

0

f (t)

' (t)
dt; H'

v f (x) := xv' (x)

Z 1

x

f (t)

' (t) t
dt; x > 0

şeklindedir.

f 2 M (R+) ve �; �; v 2 R olsun. 0 < ` � 1 ve x > 0 olmak üzere, genelleştir-

ilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬Hardy operatörlerinin özel hali

H�
v f (x) = x�+v�1

Z x

0

f (t)

t�
dt; H�

vf (x) = x�+v
Z `

x

f (t)

t�+1
dt; x > 0

şeklinde yaz¬labilir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Teorem 2.4.2. f 2 M (R+) ve �; �; v 2 R olsun. 0 < ` � 1 ve 1 � p � q < 1
olmak üzere

kH�
v fkLq(R1+) � C kfkLp(R1+)

ve



H�
vf



Lq(R1+)

� C kfkLp(R1+)

eşitsizliklerinin sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul

0 � v <
1

p
ve
1

q
=
1

p
� v

ve

� <
1

p0
ve � > �1

p

eşitsizliklerinin sa¼glanmas¬d¬r (Kufner ve Persson 2003).

Tan¬m 2.4.3. f : Rn �! [�1;1] ve f 2 L1loc olmak üzere

Mf(x) = sup
r>0

1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy

biçiminde tan¬ml¬Mf : Rn �! [0;1] operatörüne f inHardy�Littlewood mak-
simal operatörü ad¬verilir. Ayr¬ca 0 � � < n olmak üzere

M�f(x) = sup
r>0

r�

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy

biçiminde tan¬ml¬operatöre f in kesirli maksimal operatörü denir. eB(x; r) :=
B(x; r) \ 
 ve

f eB(x;r) = 1��� eB(x; r)���
Z

eB(x;r)
jf(z)j dz

olarak verilsin.

M ]f(x) = sup
r>0

1

jB(x; r)j

Z
eB(x;r)

���f(y)� f eB(x;r)
��� dy

biçiminde tan¬ml¬operatöre ise f in Sharp maksimal operatörü denir ve M ] ile

gösterilir.
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Teorem 2.4.4. f 2 Lp(Rn) ve 1 < p � 1 ise

kMfkp � C kfkp

dir (C sabiti p ve n say¬lar¬na ba¼gl¬d¬r) (Stein 1970).

2.5. Riesz Potansiyel ve Singüler Operatörleri

Tan¬m 2.5.1. f ve g fonksiyonlar¬Rn de tan¬ml¬ve birebir olsun. Bu durumda f �g
fonksiyonu,

(f � g) (x) =
Z
Rn

f (y) g(x� y)dy

şeklinde tan¬mlan¬r ve buna f ile g nin konvolüsyonu denir.

Tan¬m 2.5.2. K çekirdek fonksiyonu olmak üzere her � > 0 ve x 2 Rn içinK (�x) =
��K (x) ise K çekirde¼gine �: dereceden homojendir denir.

Tan¬m 2.5.3. K çekirde¼gi ��: dereceden homojen ve f �K konvolüsyonu,

(f �K) (x) =
Z
Rn

f(y)K(x� y)dy (2.5.1)

olmak üzere f ! f � K dönüşümünü göz önüne alal¬m. f fonksiyonu ile jxj��n

Riesz çekirdek fonksiyonunun konvolüsyonuna Riesz potansiyeli, jxj�n çekird-
e¼gi ile konvolüsyonuna ise singüler integral denir. Riesz potansiyelinin çekirde¼gi
olan K (x) = jxj��n fonksiyonunu koordinat başlang¬c¬nda zay¬f tekilli¼ge sahiptir.
Singüler integraller potansiyelden farkl¬olarak tekillik noktalar¬nda integralleneme-

zler. Sonuç olarak (2:5:1) konvolüsyon operatörünün çekirde¼ginin integrallenemeyen

tekilli¼gi varsa singüler integral, zay¬f (integrallenebilen) tekilli¼gi varsa potansiyel ad¬
verilir.

Buradan konvolüsyon olarak bir fonksiyonun Riesz potansiyeli

I�f(x) = I� � f(x) =
Z
Rn

f(y)

jx� yjn��
dy

şeklinde singüler integral operatörü ise

Tf (x) =
Z
Rn

A (x� y)

jx� yjn dy

şeklinde ifade edilir.
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Tan¬m 2.5.4. K (x) = 1
�x
ve x 2 R olmak üzere,

Hf (x) =
1

�
lim
�!0

Z
jx�yj>�

1

x� y
f (y) dy

şeklinde tan¬ml¬singüler integral operatörünün n = 1 deki özel haline H Hilbert
operatörü denir.

Teorem 2.5.5. 0 < � < n; 1 � p < q <1 ve 1
q
= 1

p
� �

n
olsun. E¼ger p > 1 ise

kI�fkq � Ap;q kfkp

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Stein 1970).

Teorem 2.5.6. 1 < p <1 ise H Hilbert operatörü Lp (R) de s¬n¬rl¬d¬r (Elias 1993).

2.6. Lorentz Uzaylar¬

Tan¬m 2.6.1. u 2M (Rn) olsun.

u� (�) = j(fx : ju (x)j > �g)j

şeklinde tan¬mlanan

u� : [0;1)! [0;1]

fonksiyonuna u fonksiyonunun da¼g¬l¬m fonksiyonu denir.

Teorem 2.6.2. Da¼g¬l¬m fonksiyonu aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.

i) u� (�) azalan ve sa¼gdan süreklidir.

ii) ju (x)j � jv (x)j ise u� (�) � v� (�) d¬r.

iii) Hemen hemen her x için ju (x)j � lim infk!1 juk (x)j ise bu durumda herhangi
� � 0 için u� (�) � lim infk!1 (uk)� (�) d¬r.

iv) ju (x)j � jv (x)j + jh (x)j ise herhangi �1; �2 � 0 için u� (�1 + �2) � v� (�1) +

h� (�2) dir.

v) Herhangi �1; �2 � 0 için (uv)� (�1�2) � u� (�1) + v� (�2) dir.

vi) Herhangi p 2 (0;1) ve � > 0 için u� (�) � ��p
R
fx:ju(x)j>�g ju (x)j

p dx eşitsizli¼gi

sa¼glan¬r.

vii) u 2 Lp; p 2 [1;1) ise lim�!+1 �
pu� (�) = 0 = lim�!0 �

pu� (�) d¬r.

viii)
R1
0
�p�1u� (�) d� <1 ve p 2 [1;1) ise bu durumda �! +1 ve �! 0 iken

�pu� (�)! 0 d¬r. (Hao 2012)
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Teorem 2.6.3. u 2M (Rn) olsun. Bu durumda

kukp =
�
p

Z 1

0

�p�1u� (�) d�

� 1
p

; 1 � p <1

ve

kuk1 = inf f� : u� (�) = 0g

yaz¬labilir. (Hao 2012)

Tan¬m 2.6.4. u 2M (Rn) olsun. inf ? =1 kabulu alt¬nda

u� (t) = inf ft : � � 0 : u� (�) � tg

şeklinde tan¬ml¬ u� : [0;1) 7! [0;1] fonksiyonuna u fonksiyonunun azalan
yeniden düzenlemesi denir.

Teorem 2.6.5. u� fonksiyonu aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.

i) u� (t) ; [0;1) da negatif olmayan ve artmayan bir fonksiyondur.

ii) u� (t) ; [0;1) da sa¼gdan süreklidir.

iii) k 2 C için (ku)� = jkju�:

iv) Hemen hemen her yerde juj � jvj ise u� � v� olur.

v) (u+ v)� (t1 + t2) � (u)� (t1)+ (v)� (t2) :

vi) (uv)� (t1 + t2) � (u)� (t1) (v)� (t2) :

vii) Hemen hemen her yerde juj � lim infk!1 jukj ise u� � lim infk!1 u�k olur.

viii) Hemen hemen her yerde jukj " juj ise u�k " u� d¬r.

ix) u� (�) <1 oldu¼gunda u� (u� (�)) � � olur.

x) u� (t) <1 ise u� (u� (t)) = jfjuj > u� (t)gj � t � jfjuj � u� (t)gj dir.

xi) u� (t) > � () u� (�) > t:

xii) u ve u� eş ölçülebilirdir. Yani herhangi � � 0 için (u�)� (�) = u� (�) d¬r.

xiii) 1 � p <1 için (jujp)� (t) = (u� (t))p dir.

xiv) 1 � p <1 için ku�kp = kukp dir.

xv) kuk1 = u� (0) d¬r. (Hao 2012)

15



2. KURAMSAL TEMELLER

Tan¬m 2.6.6. 
 � Rn ve 	 2M (
) olsun.

�p;	 (
) :=

8<:u 2M (
) : kuk�p;	 :=
 Z j
j

0

u� (t)p	(t) dt

! 1
p

= k	u�kLp(0;j
j)

9=; <1

olacak şekilde ölçülebilir fonksiyonlardan meydana gelen uzaya �p;	 (
) klasik Lorentz
uzay¬ad¬verilir.

Tan¬m 2.6.7. u 2M (
) ve 0 < p; q � 1 olsun. u� yard¬m¬yla

kukLp;q(
) =

8><>:
�R j
j

0

�
t
1
pu� (t)

�q
dt
t

� 1
q

; q <1
sup
t>0

t
1
pu� (t) ; q =1

dönüşümünü tan¬mlayal¬m.

kukLp;q(
) < 1 olacak şekildeki tüm ölçülebilir fonksiyonlar¬n kümesine p ve

q indisli Lp;q (
) Lorentz uzay¬ad¬verilir. Ayr¬ca u 2 M (
), 0 < p � 1 ve

0 < q � 1 olmak üzere

kukLp;q(
) =



t 1p� 1

qu� (t)




Lq(0;j
j)

<1

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Klasik Lorentz uzaylar¬nda özel olarak 0 < p; q � 1 ve 	(t) = t
1
p
� 1
q al¬r-

sak, �p;	 (
) klasik Lorentz uzaylar¬Lp;q (
) Lorentz uzaylar¬na denk olur. Yani

�p;t
1
p�

1
q
(
) = Lp;q (
) olur. Lp;q (
) uzay¬k:kLp;q(
) ile birlikte quasi-normlu uzay ve

quasi-Banach uzay¬d¬r.

Teorem 2.6.8. 1 � p � 1 ise Lp;p (
) = Lp (
) d¬r. 1 � p � 1 ve 1 � q < r � 1
olsun. Bu durumda

kukLp;r(
) � Cp;q;r kukLp;q(
)

eşitsizli¼gini sa¼glayacak şekilde Cp;q;r = (q=p)1=q�1=r sabiti vard¬r. Yani Lp;q (
) ,!
Lp;r (
) d¬r. 1 � q � p ya da p = q = 1 olmas¬halinde kukLp;q(
) bir norm belirtir

(Hunt 1966, Grafakos 2004).

Tan¬m 2.6.9. u 2M (Rn) olsun.

u�� =
1

t

Z t

0

u� (s) ds; (t > 0)

şart¬n¬sa¼glayan u�� fonksiyonuna u� fonksiyonunun maksimal fonksiyonu denir.
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Teorem 2.6.10. u; v; un 2M (R) (n = 1; 2; :::) olsun. Bu durumda u�� fonksiyonu,
(0;1) da negatif olmayan, azalan ve sürekli bir fonksiyondur ve u�� fonksiyonu
aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar.

i) u�� � 0()hemen hemen her yerde u = 0

ii) u� � u�� dir.

iii) Hemen hemen her yerde jvj � juj =) v�� � u�� olur.

iv) (au)�� = jaju��

v) junj " juj =) u��n " u�� olur.

vi) Her t > 0 için (u+ v)�� (t) � u�� (t) + v�� (t) dir.

Lemma 2.6.11. f 2 M (
) olmak üzere (Mf)� (t) � Cf �� (t) eşitsizli¼gi geçerlidir.

(Bennett ve Sharpley 1988).

Tan¬m 2.6.12. u 2M (Rn) ve 0 < p; q � 1 olmak üzere k:k�p;q fonksiyoneli

kuk�Lp;q = kuk
�
Lp;q(0;1) =




t 1p� 1
qu�� (t)





Lq(0;1)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Teorem 2.6.13. 1 < p < 1; 1 � q � 1 ya da p = q = 1 ise k:k�p;q fonksiyoneli
Lp;q (
) üzerinde bir norm belirtir. 1 < p � 1; 1 � q � 1 ise 1 � r < p için

kukLp;q � kuk
�
Lp;q �

�
p

p� r

�1=r
kukLp;q

eşitsizlikleri sa¼glan¬r (Hunt 1966).

Tan¬m 2.6.14. 
 � Rn ve 0 < p; q � 1 olsun. w : 
 ! Rn a¼g¬rl¬k fonksiyonu
h:h:h: pozitif ve lokal integrallenebilir olmak üzere

kukLp;qw (
) =



w (t) t 1p� 1

qu� (t)




Lq(0;j
j)

<1

olacak şekilde 
 daki ölçülebilir u fonksiyonlar¬ndan meydana gelen uzaya Lp;qw (
)

a¼g¬rl¬kl¬Lorentz uzay¬denir.

Teorem 2.6.15. 1 < p <1; 1 � q � 1 olsun. M maksimal operatörü Lp;q (Rn) de
s¬n¬rl¬d¬r (Aykol ve ark. 2013).

Teorem 2.6.16. 1 < p; q < 1 olsun. w 2 Ap (R) ise H Hilbert operatörü Lp;qw (R)
uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Kokilashvili ve Krbec 1991).
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2.7. Morrey Uzaylar¬(Lp;� (
))

Tan¬m 2.7.1. 
, Rn de aç¬k bir bölge olsun. x0 2 
; 1 � p < 1 ve 0 � � < n

olmak üzere

kfkp;� := sup
r>0

r�
�
p kfkp; ~B(x0;r) <1

koşulunu sa¼glayan Lp (
) daki f fonksiyonlar¬n¬n lineer uzay¬na lokal Morrey
uzay¬denir ve bu uzay Lp;�loc (
) ile gösterilir. .

Tan¬m 2.7.2. 
, Rn de aç¬k bir bölge olsun. 1 � p <1 ve 0 � � < n olmak üzere

kfkp;� := sup
x2
; r>0

r�
�
p kfkp; ~B(x;r) <1 (2.7.1)

koşulunu sa¼glayan Lp (
) daki f fonksiyonlar¬n¬n lineer uzay¬na Morrey uzay¬
denir ve bu uzay Lp;� (
) ile gösterilir ve kfkp;� normu ile bir Banach uzay¬d¬r.
Ayr¬ca Lp;� (
) � Lp;�loc (
) oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 2.7.3. 
, Rn nin s¬n¬rl¬aç¬k bir alt bölgesi olsun. 1 � p <1 olmak üzere

1) � = 0 =) Lp;0(
) �= Lp(
),

2) � = n =) Lp;n(
) �= L1(
),

3) � > n =) Lp;�(
) = f0g :
4) 0 < � � n =) Lp;�(
) ayr¬labilir de¼gildir.

Tan¬m 2.7.4. 
, Rn de aç¬k bir bölge olsun. 1 � p < 1, 0 � � < n ve w a¼g¬rl¬k

fonksiyonu olsun. Lp;�w (
) a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬

kfkp;�;w := sup
x2
; r>0

r�
�
p kwfkp; ~B(x;r) <1

olacak şekilde f 2 Lp (
) fonksiyonlar¬n¬n lineer uzay¬olarak tan¬mlan¬r. Lp;�w (
)

uzay¬k�kp;�;w normu ile a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzay¬ad¬verilen bir Banach uzay¬d¬r. Bu
uzayda özel olarak w = 1 al¬rsak Lp;�w (
) = Lp;� (
) olur.

Teorem 2.7.5. 0 < � < 1, 0 < � < 1 � � ve 1 � p < (1� �) =� olsun. 1=q =

1=p��= (1� �) oldu¼gunda H�
v f ve H�

vf Hardy operatörleri L
p;� (R) ya da Lp;�loc (R)

den Lq;� (R) ye s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul v < 1=p0+�=p (v > (�� 1) =p)
olmas¬d¬r (Samko 2012).

Teorem 2.7.6. 1 < p <1 ve 0 � � < n ise Hardy-littlewood maksimal operatörü

Morrey uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r yani kMfkLp;�(Rn) � C kfkLp;�(Rn) olacak şekilde bir C >

0 say¬s¬vard¬r.(Chiarenza ve Frasca 1987).
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Teorem 2.7.7. 1 < p < 1; 0 < � < n ve w = j�j
 kuvvet tipli a¼g¬rl¬k fonksiyonu
olsun. Bu durumda

kMfkLp;�w (Rn) � C kfkLp;�w (Rn)

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul ��np � 
 < �
p
+ n
p0 olmas¬d¬r (Tanaka

2014).

Teorem 2.7.8. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; 0 < � < n� �p olsun. 1

p
� 1

q
= �

n
ve �

p
= �

q

olmak üzere her f 2 Lp;�(
) için

kI�fkq;� � C kfkp;�

eşitsizli¼gi geçerlidir (C > 0 sabiti f den ba¼g¬ms¬zd¬r) (Peetre 1966).

Teorem 2.7.9. 1 < p < 1; 0 � � < 1; 0 < x < ` � 1 olmak üzere H Hilbert

operatörü Lp;� ([0; `]) de s¬n¬rl¬d¬r (Peetre 1996).

Teorem 2.7.10. 0 < ` � 1, 1 < p <1; 0 � � < 1 olmak üzere

T�f (x) =
x�

�

Z `

0

f (t) dt

t� (t� x)

a¼g¬rl¬kl¬singüler operatörünün Lp;� ([0; `]) de s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul
��1
p
< � < 1

p0 +
�
p
olmas¬d¬r (Samko 2009).

2.8. Lorentz Morrey Uzaylar¬(Lp;q;� (
))

Tan¬m 2.8.1. 
 � Rn, 0 < p; q � 1 ve 0 � � � 1 olmak üzere Lp;q;�loc (
) lokal
Morrey-Lorentz uzaylar¬

kukLp;q;�loc
= sup

t>0
t�

�
q




s 1p� 1
qu� (s)





Lq(0;t)

quasi normu sonlu olacak şekilde u 2M (
) fonksiyonlar¬ndan meydana gelir.

Teorem 2.8.2.

i) 
 � Rn ve 
 daki s¬f¬ra özdeş fonksiyonlar¬n kümesi � olmak üzere � < 0 ya
da � > 1 ise Lp;q;�loc (
) = � d¬r.

ii) Lp;q;0loc (
) = Lp;q (
) d¬r.

iii) p = q ise Lp;q;�loc (
) = Lp;�loc (
) d¬r. (Aykol ve ark. 2013).

Teorem 2.8.3. 0 < � � 1; 1 � q � 1; q
q+�

< p < 1 ya da � = 0; 1 � q � 1;

1 < p < 1 olsun. M maksimal operatörü Lp;q;�loc (Rn) de s¬n¬rl¬d¬r (Aykol ve ark.
2013).
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Teorem 2.8.4. 1 � p < 1; 0 < � � 1 olsun. M maksimal operatörü Lp;�loc (Rn) de
s¬n¬rl¬d¬r (Aykol ve ark. 2013).

Tan¬m 2.8.5. Lp;q;� (Rn) Lorentz-Morrey uzaylar¬ ilk defa Mingione taraf¬ndan
tan¬mlanm¬̧st¬r. Buna göre, 1 � p < 1; 0 < q < 1 ve 0 � � � n olmak üzere

Lp;q;� (Rn) Lorentz-Morrey uzaylar¬

kfkLp;q;�(Rn) = sup
x2Rn;t>0

t�
�
p



�B(x;t)f

Lp;q(Rn) <1
olacak şekilde Rn deki ölçülebilir f fonksiyonlar¬ndan oluşur. Ragusa (2012) ise
Lp;q;� (Rn) Lorentz-Morrey uzaylar¬n¬1 < p < 1; 1 � q � 1 ve 0 � � < n olmak

üzere

kfkLp;q;�(Rn) = sup
x2Rn;t>0

t�
�
q



�B(x;t)f

Lp;q(Rn) <1
olacak şekilde Rn deki ölçülebilir f fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬olarak tan¬mlam¬̧st¬r. Bu iki
uzay aras¬nda uygun koşullar alt¬nda

Lp;q;� (Rn) = Lp;q;�
q
p (Rn)

ili̧skisi mevcuttur.

2.9. Modüler Uzaylar ve Orlicz Uzaylar¬

Tan¬m 2.9.1. X bir reel vektör uzay¬olmak üzere, I : X ! [0;1] fonksiyoneli her
x; y 2 X için

i) I (x) = 0 () x = 0,

ii) I (x) = I (�x),

iii) �; � � 0; �+ � = 1 için I (�x+ �y) � I (x) + I (y)

özelliklerini sa¼gl¬yorsa, I fonksiyoneline X üzerinde bir modüler denir. E¼ger (iii)
özelli¼gi yerine �; � � 0; �+ � = 1 için

I (�x+ �y) � �I (x) + �I (y)

özelli¼gi sa¼glan¬rsa, I fonksiyoneline X üzerinde bir konveks modüler denir.

Tan¬m 2.9.2. X bir reel vektör uzay¬ve I fonksiyoneli X üzerinde bir modüler ise

XI =
n
x 2 X : lim

�!0
I (�x) = 0

o
şeklinde tan¬mlanan uzaya modüler uzay denir. XI uzay¬X vektör uzay¬n¬n bir

alt vektör uzay¬d¬r.
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Tan¬m 2.9.3. X bir reel vektör uzay¬ ve I fonksiyoneli X üzerinde bir konveks

modüler ise, bu durumda I fonksiyoneliXI üzerinde Lüxemburg normu ad¬verilen

kukI = inf f� > 0 : I(u=�) � 1g

biçiminde bir norm tan¬mlar.

Tan¬m 2.9.4. 
, Rn üzerinde ölçülebilir bir bölge olmak üzere, ' : 
� [0;1)! R
fonksiyonu

1. Her t 2 
 için ' (t; u) azalmayan sürekli bir fonksiyon,

2. ' (t; 0) = 0, u > 0 için ' (t; u) > 0 ve lim
u!1

' (t; u) =1,

3. Her u � 0 için ' (t; u) ölçülebilir fonksiyon

özelliklerine sahipse ' fonksiyonuna � s¬n¬f¬na aittir denir.

Tan¬m 2.9.5. X bir reel vektör uzay¬ve ' fonksiynu � s¬n¬f¬na aitse, her x 2 X

için ' (t; jx (t)j) fonksiyonu ölçülebilir olur ve

I (x) =

Z



' (t; jx (t)j) dt (2.9.1)

ifadesi X�de bir modüler tan¬mlar. Bununla birlikte, ' (t; u) fonksiyonu her t 2 

için u�nun bir konveks fonksiyonu ise, (2:9:1) ifadesi X�de bir konveks modüler olur.

Buna göre, elde edilen

XI =

8<:x 2 X : lim
�!0+

Z



' (t; � jx (t)j) dt = 0

9=;
modüler uzay¬na genelleştirilmi̧s Orlicz uzay¬ veya Orlicz-Musielak uzay¬
denir ve L' ile gösterilir. Ayr¬ca,

L'0 =

8<:x 2 X :

Z



' (t; jx (t)j) dt <1

9=;
şeklinde tan¬mlanan L'0 kümesine, genelleştirilmi̧s Orlicz s¬n¬f¬ denir. L

'
0 , L

'

uzay¬n¬n bir konveks alt uzay¬, L' uzay¬ise X�in L'0 uzay¬n¬kapsayan en küçük alt

vektör uzay¬d¬r. Bununla birlikte, e¼ger ' (t; u) = ' (u) ise (', t�den ba¼g¬ms¬z ise) L'

ve L'0 uzaylar¬na s¬ras¬yla Orlicz uzay¬ve Orlicz s¬n¬f¬denir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. De¼gi̧sken Üstlü Lebesgue Uzaylar¬

Tan¬m 3.1.1. 
; Rn de ölçülebilir bir küme, j
j > 0 ve p 2M (
) olsun.

# (x; s) = sp(x); 8x 2 
; s � 0

şeklinde tan¬mlanan # (x; �) : 
� [0;1) �! R fonksiyonu
i) 8x 2 
 için # (x; �) : 
� [0;1) �! R azalmayan sürekli bir fonksiyon,
ii) # (x; 0) = 0, s > 0 için # (x; 0) > 0 ve lim

s�!1
# (x; s) =1;

iii) Her s � 0 için # (�; s) 2 M (
) özelliklerine sahip oldu¼gundan � s¬n¬f¬na

aittir. Ayr¬ca, # (x; s) fonksiyonu her x 2 
 için s nin bir konveks fonksiyonu oldu¼gu
aç¬kt¬r. Bu nedenle u 2M (
) fonksiyonu için

Ip(�) (u) =

Z



# (x; juj) dx =
Z



ju(x)jp(x) dx

şeklinde tan¬mlanan Ip(�) :M (
) �! [0;1] fonksiyonu
i) Ip(�) (u) = 0() u = 0

ii) Ip(�) (u) = Ip(�) (�u)
iii) Ip(�) (�u+ �v) � �Ip(�) (u) + �Ip(�) (v) ; 8u; v 2M (
) ; 8�; � > 0; �+ � = 1

özelliklerini sa¼glad¬¼g¬ndan,M (
) kümesi üzerinde bir konveks modülerdir.
Böylece Lp(�) (
) modüler uzay¬

Lp(�) (
) =

�
u 2M (
) : lim

��!0+
Ip(�) (�u) = 0

�
Musileak-Orlicz uzay¬n¬n özel bir çeşididir veM (
) kümesinin lineer alt uzay¬d¬r.

# (x; s) fonksiyonun özelliklerinden, Lp(�)(
) uzay¬n¬n en az bir � > 0 için Ip(�) (�u) <

1 olacak şekilde tüm u 2M(
) fonksiyonlar¬n¬n kümesi oldu¼gu aç¬kt¬r. Yani,

Lp(�)(
) =
�
u 2M(
) : 9� > 0; Ip(�) (�u) <1

	
yaz¬labilir.

Lp(�) (
) uzay¬n¬n bir konveks alt uzay¬olan Lp(�)0 (
) uzay¬

L
p(�)
0 (
) =

�
u 2M (
) : Ip(�) (u) <1

	
;

Genelleştirilmi̧s Orlicz s¬n¬f¬n¬n bir türüdür ve

L
p(�)
1 (
) =

�
u 2M (
) : 8� > 0; Ip(�) (�u) <1

	
uzay¬daM (
) n¬n Lp(�)0 (
) kümesinde kapsanan en büyük alt vektör uzay¬d¬r.
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Bu uzaylar için genel olarak

L
p(�)
1 (
) � L

p(�)
0 (
) � Lp(�) (
)

yaz¬labilir.


; Rn de aç¬k bir bölge olsun. p(�) : 
 �! [1;1) ölçülebilir bir fonksiyon ve

1 � p� := ess inf
x2


p(x) � p+ := ess sup
x2


p(x) <1 (3.1.1)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Aksi belirtilmedikçe 1 � p� � p+ <1 olarak kabul edilecek

ve bu durumu

L1+ (
) =

�
g 2 L1 (
) : ess inf

x2

g(x) � 1

�
olmak üzere p 2 L1+ (
) ile ifade edece¼giz.

Teorem 3.1.2. Lp(�)1 (
) = Lp(�) (
) olmas¬ için gerek ve yeter koşul p 2 L1+ (
)

olmas¬d¬r (Fan ve Zhao 2001).

Böylece p 2 L1+ (
) ise

Lp(�) (
) = L
p(�)
0 (
) = L

p(�)
1 (
)

yaz¬labilir.

Tan¬m 3.1.3. 
; Rn de aç¬k bir bölge ve p 2 L1+ (
) olsun. Bu durumda

Lp(�)(
) =

8<:u 2M (
) :

Z



jujp(x) dx <1

9=;
şeklinde tan¬mlanan uzaya de¼gi̧sken üstlü Lebesgue Uzay¬denir.

p nin sabit (p(x) = p) olmas¬durumunda de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬klasik

Lebesgue uzay¬na dönüşür.

p 2 L1+ (
) olmas¬durumunda modüler fonksiyon ek olarak aşa¼g¬daki özelliklere
sahiptir.

i) Ip(�)(u+ v) � 2p+
�
Ip(�)(u) + Ip(�)(v)

�
ii) u 2 Lp(�)(
) için e¼ger � > 1 ise

Ip(�)(u) � �Ip(�)(u) � �p
�
Ip(�)(u) � Ip(�)(�u) � �p

+

Ip(�)(u)

ve e¼ger 0 < � < 1 ise

�p
+

Ip(�)(u) � Ip(�)(�u) � �p
�
Ip(�)(u) � �Ip(�)(u) � Ip(�)(u)

elde edilir.
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iii) E¼ger hemen hemen her x 2 
 için ju (x)j � jv (x)j ve Ip(�)(u) < 1 ise bu

durumda Ip(�)(u) < Ip(�)(v) ve juj 6= jvj için kesin eşitsizlik vard¬r.

iv) Verilen bir u 2 Lp(�)(
)n f0g için, Ip(�)(�u) fonksiyonu � ya göre sürekli,

konveks çift fonksiyondur ve � 2 [0;1) için artand¬r.

Ip(�) (u) modülü konveks oldu¼gundan dolay¬Lp(�) (
) üzerinde

kukp(�);
 = kukp(�) = inf
n
� > 0 : Ip(�)

�u
�

�
� 1
o

Lüxemburg normu tan¬mlanabilir. Bu norm alt¬nda Lp(�) (
) uzay¬bir Banach uza-

y¬d¬r.

Ayr¬ca, u; v 2 Lp(�) (
) ve h.h.h. ju(x)j � jv(x)j ise kukp(�) � kvkp(�) yaz¬labilir.

Teorem 3.1.4. u 2 Lp(�) (
) n f0g olsun. Bu durumda,kukp(�) = a olmas¬için gerek

ve yeter koşul Ip(�)
�
u
a

�
= 1 olmas¬d¬r:[(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník

1991)].

Teorem 3.1.5. E¼ger u 2 Lp(�)(
) ve Ip(�) : Lp(�) (
) �! R ise, bu durumda

i) kukp(�) < 1 (= 1; > 1), Ip(�) (u) < 1 (= 1; > 1)

ii) E¼ger kukp(�) > 1 ise, kuk
p�

p(�) � Ip(�) (u) � kukp
+

p(�)

iii) E¼ger kukp(�) < 1 ise, kuk
p+

p(�) � Ip(�) (u) � kukp
�

p(�)

olur [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991), (Samko 1998)].

Teorem 3.1.6. E¼ger p+ < 1 ise, o zaman
�
Lp(�) (
) ; k�kp(�)

�
uzay¬ayr¬labilirdir.

[(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)].

Teorem 3.1.7. E¼ger p� > 1 ve p+ < 1 ise, o zaman
�
Lp(�) (
) ; k�kp(�)

�
uzay¬

düzgün konveks ve dolay¬s¬yla yans¬mal¬bir uzay olur (Fan ve Zhao 2001).

p 2 L1+ (
) fonksiyonun eşleni¼gi ise p0 ile gösterilip 1
p(x)

+ 1
p0(x) = 1 dir.

Teorem 3.1.8. Lp(�) (
) uzay¬n¬n dual uzay¬Lp0(�)(
) uzay¬d¬r. Yani,
i) Her v 2 Lp0(�)(
) için

� (u) =

Z



u(x)v(x)dx; 8u 2 Lp(�)(
) (3.1.2)

şeklinde tan¬mlanan � fonksiyoneli Lp(�) (
) üzerinde sürekli lineer bir fonksiyoneldir.

ii) Lp(�) (
) üzerinde (3:1:2) şeklinde tan¬ml¬her sürekli lineer fonksiyonel için

tek bir v 2 Lp0(�)(
) vard¬r [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)]:
Bu teoremden p� > 1 ise Lp(�) (
) uzay¬n¬n yans¬mal¬oldu¼gu sonucu elde edilir.
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Teorem 3.1.9.(Hölder Eşitsizli¼gi)
Lp

0(�)(
) uzay¬Lp(�) (
) uzay¬n¬n dual uzay¬ve 1
p(�) +

1
p0(�) = 1 olmak üzere her

u 2 Lp(�) (
) ve v 2 Lp0(�)(
) içinZ



ju vj dx � ( 1
p�
+

1

(p�)0
) kukp(�) kvkp0(�) � 2 kukp(�) kvkp0(�) (3.1.3)

ifadesi yaz¬labilir (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991).

Teorem 3.1.10. 
; Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, 0 < j
j < 1 ve p(�); q(�) 2 L1+ (
)

olsun. Bu durumda Lq(�)(
) ,! Lp(�) (
) gömmesinin var olmas¬için gerek ve yeter

koşul h.h.h. x 2 
 için p(x) � q(x) olmas¬d¬r. Ayr¬ca,

kukp(�) � C (1 + j
j) kukq(�)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)].

Klasik Lebesgue uzaylar¬n¬n en önemli özelliklerinden biri elemanlar¬n¬n orta

süreklili¼gidir. Lp(�)(
) uzay¬n¬n klasik Lebesgue uzay¬ndan farkl¬oldu¼gu bu noktay¬

gösterelim.

Tan¬m 3.1.11. Her " > 0 say¬s¬ için fh(x) = f (x+ h) ; x 2 Rn ve f 2 Lp(�)(
)

olmak üzere, jhj < � ve h 2 Rn için Ip(fh � h) < " olacak şekilde bir � = �(") > 0

say¬s¬varsa, f 2 Lp(�)(
) fonksiyonuna p(�)�orta sürekli ad¬verilir.

Örnek 3.1.12. 
 = (�1; 1) ve 1 � r < s < 1 olarak al¬ns¬n. Bu durumda p ve f

fonksiyonlar¬n¬

p(x) =

(
r ; x 2 [0; 1)
s ; x 2 (�1; 0)

ve f(x) =

(
x
�1
s ; x 2 [0; 1)
0 ; x 2 (�1; 0)

şeklinde seçersek, f 2 Lp(�)(
) olur. Fakat h 2 (0; 1) için Ip(
fh
�
) � ��1

R 0
�h(x +

h)�1dx =1 oldu¼gundan fh =2 Lp(�)(
) elde edilir (Kovacik ve Rakosnik 1991).

Teorem 3.1.13. p fonksiyonu Lp(�)(
) uzay¬nda sabit olmas¬n. Bu durumda (�hf) (x) =
f(x � h) öteleme operatörü Lp(�)(
) uzay¬nda süreksiz olacak şekilde h 2 Rnn f0g
vard¬r. Üstelik �hf =2 Lp(�)(
) olacak şekilde f 2 Lp(�)(
) vard¬r (Diening 2004).

Teorem 3.1.14. 
; Rn de s¬n¬rl¬ölçülebilir bir bölge olsun. 
 bölgesinde tan¬ml¬p ve
r fonksiyonlar¬için 1 < p� � p+ <1 ve 1 < r� � r+ <1 özellikleri sa¼glans¬n. Bu

durumda � : (f; g) �! f �g konvolüsyonu Lp(�)(
)�L1 (Rn) �! Lr(�)(
) dönüşümü

olarak sürekli olmas¬için gerek ve yeter koşul p� > r+ olmas¬d¬r (Diening 2004).
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Öteleme operatörünün genelde süreksiz olmas¬u 2 L1(
) ile f fonksiyonun kon-
volüsyonunun genelde süreksiz oldu¼gunu verir. Daha aç¬kças¬genel olarak de¼gi̧sken

üstlü Lebesgue uzaylar¬nda Young teoremi beklenen sonucu vermez. Yani, genel

olarak

kv � ukp(�) � kuk1 kvkp(�)

şeklindedir.

Tan¬m 3.1.15. E¼ger her x; y 2 
 için

jp (x)� p(y)j � L

� ln jx� yj ; jx� yj � 1

2
(3.1.4)

eşitsizli¼gini sa¼glayan bir L > 0 say¬s¬varsa, p fonksiyonuna log-Hölder sürekli ve

(3.1.4) koşuluna log-Hölder süreklilik koşulu ad¬verilir.

Bundan sonraki çal¬̧smam¬zda, 
 bölgesinde 1 < p� � p(x) � p+ < 1 olacak

şekilde log-Hölder sürekli p fonksiyonlar¬n¬kümesini Plog (
) ile gösterece¼giz.

Teorem 3.1.16. 
 s¬n¬rl¬bir bölge ve p 2 Plog (
) olsun. Bu durumda M maximal

operatörü Lp(�)(
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Diening 2002).

Tan¬m 3.1.17. 
, Rn de aç¬k bir bölge ve p : 
 �! [1;1) fonksiyonu sürekli olsun.
E¼ger her x; y 2 
 için p fonksiyonu log-Hölder sürekli ve her x 2 
 için

jp(x)� p1j �
C

log (e+ jxj)
olacak şekilde lim

jxj�!1
p(x) = p1 2 [1;1) ve C > 0 sabitleri varsa p fonksiyonuna

global log-Hölder sürekli ad¬verilir.

Teorem 3.1.18 
; Rn de aç¬k bir bölge ve 1 < p� � p(x) � p+ <1 olacak şekilde

global log-Hölder sürekli olsun. Bu durumda Hardy-Littlewood maksimal operatörü

Lp(�) (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r. (Cruz-Uribe ve ark. 2003)

Teorem 3.1.19. 
; Rn de aç¬k bir bölge olsun. 0 < � < n olmak üzere p fonksiyonu

1 < p� � p+ < n
�
olacak şekilde global log-Hölder sürekli ve x 2 
 için

1

p(x)
� 1

q(x)
=
�

n

özelli¼gi ile q : 
 �! [1;1) fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Bu durumda I� Riesz operatörü
Lp(�)(
) uzay¬ndan Lq(�)(
) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r. (Capone ve ark. 2004).

Teorem 3.1.20. p fonksiyonu 1 < p� � p+ < 1 olacak şekilde global log-Hölder

sürekli bir fonksiyon olsun. H Hilbert operatörü Lp(�) (R) de s¬n¬rl¬d¬r (Cruz-Uribe
ve ark. 2005).
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Teorem 3.1.21. 0 � ` � 1 olsun. p 2 L1 ([0; `]) fonksiyonu 1 < p� � p+ < 1
olacak şekilde

p (0) = lim
t!0

p (t) ve p (1) = lim
t!1

p (t) ; (3.1.5)

limitlerine sahip olsun ve

jtj � 1

2
için jp (t)� p (0)j � C

ln jtj ve jp (t)� p (1)j � C

ln (e+ jtj) (3.1.6)

şartlar¬n¬ sa¼glas¬n. �; �; v 2 L1 ([0; `]) fonksiyonlar¬ (3:1:5) ve (3:1:6) şartlar¬n¬

sa¼glas¬n ve

0 � v (0) <
1

p (0)
ve 0 � v (1) < 1

p (1)

olsun. Ayr¬ca q 2 L1 ([0; `]) fonksiyonu 1 < q� � q+ < 1 olacak şekilde (3:1:5) ve

(3:1:6) şartlar¬n¬sa¼glas¬n ve

1

q (0)
=

1

p (0)
� v (0) ve

1

q (1) =
1

p (1) � v (1)

olsun. Bu durumda 


H�(�)
v(�) f (x)





Lq(�)([0;`])

� C kfkLp(�)([0;`])




H�(�)
v(�)f (x)





Lq(�)([0;`])

� C kfkLp(�)([0;`])

Hardy tipli eşitsizliklerinin sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul

� (0) <
1

p0 (0)
; � (1) < 1

p0 (1)
ve

� (0) > � 1

p (0)
; � (1) > � 1

p (1)
eşitsizliklerinin sa¼glanmas¬d¬r (Diening ve Samko 2007).

Tan¬m 3.1.22 Lp(�)w (
) uzay¬, hemen hemen her yerde w(x) � 0 olmak üzere wf 2
Lp(�)(
) olacak şekilde f 2 M (
) fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬olarak tan¬mlan¬r. Lp(�)w (
)

uzay¬

kfk
L
p(�)
w (
)

:= kfkp(�);w = inf

8<:� > 0 :
Z



����w(x)f (x)�

����p(x) dx � 1
9=;

normu alt¬nda bir Banach uzay¬d¬r. w(x) � 1 ise Lp(�)w (
) = Lp(�)(
) oldu¼gu aç¬kt¬r.
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Bu uzayda tan¬mlanan modüler fonksiyon w bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olmak üzere

Ip(�);w(f) =

Z



jw(x)f(x)jp(x) dx

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Lemma 3.1.23. E¼ger f 2 Lp(�)w (
) ise bu durumda,

i) f 6= 0 için kfkp(�);w = � () Ip(�);w(
f
�
) = 1

ii) E¼ger kfkp(�);w > 1 ise

kfkp
�

p(�);w � Ip(�);w(f) � kfkp
+

p(�);w (3.1.7)

iii) E¼ger kfkp(�);w < 1 ise

kfkp
+

p(�);w � Ip(�);w(f) � kfkp
�

p(�);w (3.1.8)

eşitsizlikleri geçerlidir.

Lemma 3.1.24. 
; Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, j
j <1 ve p(�); q(�) 2 L1+ (
) olsun. Bu
durumda w bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu h.h.h. x 2 
 için p(x) � q (x) olmak üzere e¼ger

u 2 Lq(�)w (
) ise o halde u 2 Lp(�)w (
) olur ve

kukp(�);w � (1 + j
j) kukq(�);w

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla Lq(�)w (
) ,! L
p(�)
w (
) gömmesi geçerlidir.

Teorem 3.1.25. 
; Rn de s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge, p fonksiyonu 1 < p� � p(x) � p+ <

1 olacak şekilde log-Hölder süreklilik koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda x0 2 
 olmak
üzere M� operatörünün Lp(�)(
) uzay¬nda s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

�n
p(x0)

< � <
n

p0(x0)
(3.1.9)

dir (Kokilashvili ve Samko 2004).

Tan¬m 3.1.26. 
; Rn de s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge olsun. Bu durumda a¼g¬rl¬kl¬Riesz
potansiyel operatörü I��(�)f

I��(x)f(x) = jx� x0j�
Z



f(y)

jy � x0j� jx� yjn��(x)
dy; x0 2 
;

şeklinde tan¬mlan¬r. E¼ger � = 0 olarak al¬n¬rsa, I0�(x)f(x) = I�(x)f(x) eşitli¼gi yaz¬la-

bilir.
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Teorem 3.1.27. 
; Rn de s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge olsun. p fonksiyonu 1 < p� � p(x) �
p+ <1 olacak şekilde log-Hölder süreklilik koşulunu sa¼glas¬n ve inf

x2

�(x) > 0 olsun.

E¼ger

�n
p(x0)

< � <
n

p0(x0)
(3.1.10)

ise bu durumda I��(�) operatörü L
p(�)(
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Kokilashvili ve Samko

2004).

Teorem 3.1.28. 
; Rn de s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge, p fonksiyonu 1 < p� � p(x) �
p+ < 1 olacak şekilde log-Hölder süreklilik koşulunu sa¼glas¬n, inf

x2

�(x) > 0 ve

sup
x2


�(x)p(x) < n olsun. Bu durumda I�(�) operatörü, 1
r(x)

= 1
p(x)

� �(x)
n
olmak üzere

Lp(�) (
) dan Lr(�) (
) ya s¬n¬rl¬d¬r (Kokilashvili ve Samko 2004).

Teorem 3.1.29. 
; Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, p fonksiyonu 1 < p� � p(x) � p+ <1
olacak şekilde log-Hölder süreklilik koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda

� (x) =
mY
k=1

jx� akj�k ; ak 2 


olmak üzere

� 1

p (ak)
< �k <

1

q (ak)
; k = 1; :::;m

eşitsizli¼gi geçerli ise Lp(�) (
; �) uzay¬nda H Hilbert operatörü s¬n¬rl¬d¬r (Kokilashvili
ve Samko 2003).

3.2. De¼gi̧sken Üstlü Lorentz Uzaylar¬

Tan¬m 3.2.1. 
; Rn de s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge, ` = j
j olmak üzere p 2 M ([0; `])

fonksiyonu 1 < p� � p(t) � p+ < 1 koşulunu sa¼glas¬n. �p(�) (
) de¼gi̧sken üstlü

klasik Lorentz uzay¬

kfk�p(�)(
) := kf �kLp(�)[0;`] <1

olacak şekilde 
 bölgesindeki ölçülebilir fonksiyonlardan oluşur. f � (t) � f �� (t)

oldu¼gundan

kfk�p(�)(
) := kf ��kLp(�)[0;`] <1

oldu¼gu aç¬kt¬r.

30



Dursun ALTAN

Ayn¬koşullar alt¬nda w a¼g¬rl¬k fonksiyonu [0; `] de tan¬ml¬olmak üzere �p(�)w (
)

a¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken üstlü klasik Lorentz uzay¬

kfk
�
p(�)
w (
)

:= kwf �kLp(�)[0;`] <1

olacak şekilde 
 bölgesindeki ölçülebilr fonksiyonlardan oluşur. f � (t) � f �� (t)

oldu¼gundan

kfk
�
p(�)
w (
)

:= kwf ��kLp(�)[0;`] <1

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 3.2.2. a <1 için p : [0; a]! [1;1) fonksiyonu 1 < p� � p(x) � p+ <1,
p (0) > 1 ve herhangi x0 2 (0; a) için p+(0;x0) = p (0) olacak şekilde

lim
x!0+

(p (x)� p (0)) log
1

x
<1

şart¬n¬sa¼glayan s¬n¬rl¬ölçülebilir bir fonksiyon olsun. w = j�j� ve 0 � � < 1 � 1
p(0)

oldu¼gunda M Hardy-Littlewood maksimal operatörü �p(�)w ([0; a]) a¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken

üstlü klasik Lorentz uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r (·Isra�lov ve ark. 2006).

Teorem 3.2.3. p fonksiyonu Teorem 3.2.2 deki özellikleri sa¼glayan t = 0 da sürekli

bir fonksiyon olsun. H Hilbert operatörü �p(�) ([0; a]) de¼gi̧sken üstlü klasik Lorentz

uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r (·Isra�lov ve ark. 2006).

Teorem 3.2.4. p fonksiyonu Teorem 3.2.2 deki özellikleri sa¼glayan t = 0 da sürekli

bir fonksiyon olsun. I� Riesz operatörü �p(�) ([0; a]) de¼gi̧sken üstlü klasik Lorentz

uzay¬ndan �p(�) ([0; a]) de¼gi̧sken üstlü klasik Lorentz uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (·Isra�lov ve

ark. 2006).

Tan¬m 3.2.5. 
 � Rn ve ` = j
j olmak üzere Lp(:) ([0; `]) de Banach fonksiyon
uzay¬olan de¼gi̧sken üstlü Lorentz uzay¬n¬tan¬mlayabiliriz. p; q 2 M ([0; `]) olsun.

0 < p� � p+ < 1; 1 � q� � q+ < 1 ve t
1
p(t)

� 1
q(t)u� (t) 2 Lq(�) ([0; `]) olmak üzere

Lp(�);q(�) (
) de¼gi̧sken üstlü Lorentz uzay¬

Jp;q (u) :=
Z `

0

t
q(t)
p(t)

�1 ju� (t)jq(t) dt <1 (3.2.1)

olacak şekilde u 2 M (
) fonksiyonlar¬ndan meydana gelir. E¼ger p; q 2 M ([0; `])

fonksiyonlar¬3:1:5 ve 3:1:6 şartlar¬sa¼glar ve 0 < p� � p+ < 1; 1 < q� � q+ < 1
olursa (3:2:1) deki eşitsizlik ` =1 içinZ 1

0

t
q(0)
p(0)

�1 jf � (t)jq(t) dt+
Z 1

1

t
q(1)
p(1)

�1 jf � (t)jq(t) dt <1; (3.2.2)

eşitsizli¼gine eşittir, ` <1 için ise sadece
R `
0
t
q(0)
p(0)

�1 jf � (t)jq(t) dt terimi geçerlidir.
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Lp(�);q(�) (
) uzay¬nda

kukLp(�);q(�)(
) = inf
n
� > 0 : Jp;q

�u
�

�
� 1
o
=



t 1

p(t)
� 1
q(t)u� (t)





Lq(t)([0;`])

normlar¬tan¬ml¬d¬r.

Tan¬m 3.2.6. u 2 M (
) ve w a¼g¬rl¬k fonksiyonu [0; `] de tan¬ml¬ olmak üzere

L
p(�);q(�)
w (
) a¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken üstlü Lorentz uzay¬

kuk
L
p(�);q(�)
w (
)

=



w (t) t 1

p(t)
� 1
q(t)u� (t)





Lq(t)(0;j
j)

<1

olacak şekilde u fonksiyonlar¬ndan meydana gelir.

Teorem 3.2.7. p; q 2 M ([0; `]) fonksiyonlar¬ (3:1:5) ve (3:1:6) şartlar¬n¬ve 1 <

p� � p+ < 1; p (0) > 1; p (1) > 1 ve 1 < q� � q+ < 1 eşitsizliklerini sa¼glas¬n.


 2 L1 ([0; `]) fonksiyonu (3:1:5) ve (3:1:6) şartlar¬sa¼glamak üzere


 (0) <
1

p0 (0)
ve 
 (1) > 1

p0 (1) (
·Ikincisi j
j =1 oldu¼gunda geçerlidir.) (3.2.3)

ise w (t) = t
(t) a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile birlikte Lp(�);q(�)w (
) da maksimal operatör

s¬n¬rl¬d¬r (Ephremidze ve ark. 2008).

Teorem 3.2.8. Teorem 3.2.7 deki koşullar alt¬nda H Hilbert operatörü Lp(�);q(�)w (
)

uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Ephremidze ve ark. 2008).

Teorem 3.2.9. p; q 2 M ([0; `]) fonksiyonlar¬ (3:1:5) ve (3:1:6) şartlar¬n¬ve 1 <

p� � p+ < 1; p (0) > 1; p (1) > 1 ve 1 < q� � q+ < 1 eşitsizliklerini sa¼glas¬n

ve 0 < � < n, p+ < n
�
olsun.

�

n
� 1

p(0)
< 
 (0) <

1

p0 (0)
ve

�

n
� 1

p(1) < 
 (1) < 1

p0 (1) (3.2.4)

ise I� operatörü, 1
p�(t)

= 1
p(t)

� �
n
oldu¼gunda Teorem 3.2.7 deki w (t) = t
(t) a¼g¬rl¬k

fonksiyonu ile birlikte Lp(�);q(�)w (
) uzay¬ndan Lp�(�);q(�)w (
) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Sonsu-

zluk durumu j
j =1 oldu¼gunda geçerlidir.) (Ephremidze ve ark. 2008).

Teorem 3.2.10. Teorem (3:2:9) un koşullar¬ alt¬nda M� operatörü; Lp(�);q(�)w (
)

uzay¬ndan Lp�(�);q(�)w (
) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Ephremidze ve ark. 2008).
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3.3. De¼gi̧sken Üstlü Morrey Uzaylar¬

Tan¬m 3.3.1. 
 � Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, x0 2 
; p 2 L1+ (
) ve 0 � � < n olsun.

De¼gi̧sken üstlü lokal Morrey uzay¬Lp(�);�x0;loc
(
),

Ip(�);�;x0 (f) := sup
r>0

r��
Z

eB(x0;r)
jf (y)jp(y) dy <1

özelli¼gine sahip f 2 L1 (
) fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬olarak tan¬mlan¬r. Lp(�);�x0;loc
(
) de¼gi̧sken

üstlü lokal Morrey uzay¬nda

p�(r) =

(
p(0) r � 1 ise
p(1) r > 1 ise

olmak üzere

kfkLp(�);�x0;loc
(
)
= sup

r>0
h�

�
p�(r)




f� eB(0;r)



Lp(�)(
)

normu tan¬ml¬d¬r. Özel olarak x0 = 0, 0 < ` � 1; I=(0; `) ve x 2 I olsun.

p(0) = lim
x!0

p(x)

ve x e ba¼gl¬olmayan A0 = A(p) > 0 için

0 < x � 1

2
için jp(x)� p(0)j � A0

� lnx

şartlar¬n¬sa¼glayan p 2 L1 (I) fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬n¬P log0 (I) = P log0 ile, ` =1 için

p(1) = lim
x!1

p(x)

ve

jp(x)� p(1)j � A1
ln (e+ jxj)

şartlar¬n¬sa¼glayan p 2 P log0 fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬n¬ise P log0;1(I) = P log0;1 tan¬mlayal¬m.eI(0; h) = (0; h)\I; 0 � � < 1 olmak üzere Lp(�);�0;loc (I) de¼gi̧sken üstlü lokal Morrey
uzaylar¬

kfkLp(�);�0;loc (I)
= sup

h>0
h�

�
p�(h)




f�eI(0;h)



Lp(�)(I)

normu sonlu olacak şekilde f 2M (I) fonksiyonlar¬ndan oluşur.
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Teorem 3.3.2. 0 � � < 1, 1 < p� � p+ < 1; �; �; v; p; r 2 P log0;1 olsun öyle ki

0 � v (0) < 1��
p(0)
, 0 � v (1) < 1��

p(1) ve

1

r (0)
=

1

p (0)
� v (0)

1� �
,

1

r (1) =
1

p (1) �
v (1)
1� �

(3.3.1)

olsun. 





t�(t)+v(t)�1
tZ
0

f (s)

s�(s)
ds








L
r(�);�
0;loc (I)

� C kfk
L
p(�);�
0;loc (I)

(3.3.2)







t�(t)+v(t)
lZ
t

f (s)

s�(s)+1
ds








L
r(:);�
0;loc (I)

� C kfk
L
p(:);�
0;loc (I)

Hardy eşitsizliklerinin sa¼glanmas¬için gerek ve yeter koşul

� (0) <
1

p0 (0)
+

�

p (0)
; � (1) < 1

p0 (1) +
�

p (1) (3.3.3)

ve

� (0) >
�� 1
p (0)

; � (1) > �� 1
p (1) (3.3.4)

eşitsizliklerinin ayr¬ayr¬sa¼glanmas¬d¬r. (Lukkassen ve ark. 2013).

Tan¬m 3.3.3. 
 � Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, p 2 L1+ (
) ve � : 
 ! [0;1) olmak
üzere � 2M (
) olsun. De¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬Lp(�);�(�) (
),

Ip(�);�(�) (f) := sup
x2
;r>0

r��(x)
Z
eB(x;r)

jf (y)jp(y) dy <1

özelli¼gine sahip f 2 L1 (
) fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬olarak tan¬mlan¬r.
k�kp(�) normu Lp(�) (
) üzerinde tan¬mlanan norm olmak üzere Lp(�);�(�) (
) uza-

y¬nda

kfk1 = inf
�
� > 0 : Ip(�);�(�)

�
f

�

�
� 1
�

ya da

kfk2 = sup
x2
;r>0




r��(x)
p(�) f� ~B(x;r)





p(�)

şeklinde normlar tan¬mlanabilir.
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Lemma 3.3.4. 8f 2 Lp(�);�(�)(
) için

k f ki� 1 ise k f kp+i � Ip(�);�(�)(f) �k f kp�i (3.3.5)

k f ki� 1 ise k f kp�i � Ip(�);�(�)(f) �k f kp+i (3.3.6)

eşitsizlikleri i = 1; 2 için geçerlidir (Almeida ve ark. 2008).

Lemma 3.3.5. 8f 2 Lp(�);�(�)(
) için

kfk1 = kfk2

eşitli¼gi geçerlidir (Almeida ve ark. 2008).

Normlar¬n çak¬̧smas¬ndan dolay¬

kfkp(�);�(�) := kfk1 = kfk2

yaz¬labilir.

Lemma 3.3.6. 
 s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge ve � fonksiyonu log-Hölder süreklilik koşulunu
sa¼glas¬n. Bu durumda jx� yj � r olacak şekilde her x; y 2 
 için

1

C
r��(y) � r��(x) � Cr��(y);

eşitsizli¼gi geçerlidir. C = eA� sabiti x; y ve r ye ba¼gl¬de¼gildir (Almeida ve ark. 2008).

Lemma 3.3.7. 
 s¬n¬rl¬bir bölge ve � fonksiyonu log-Hölder süreklilik koşulunu
sa¼glas¬n. Bu durumda

kfk3 = sup
x2
;r>0




r��(�)
p(�) f� ~B(x;r)





p(�)

fonksiyoneli Lp(�);�(�)(
) uzay¬nda bir denk norm tam¬mlar. (Almeida ve ark. 2008).

E¼ger p (x) � p ve � (x) � � şeklinde sabit olarak al¬n¬rsa Lp(�);�(�) (
) = Lp;� (
)

eşitli¼gi yaz¬labilir.

Teorem 3.3.8. 
, Rn nin s¬n¬rl¬ aç¬k bir alt bölgesi, p : 
 �! [1;1) ve � :


 �! [0;1) ; 
 üzerinde log-Hölder sürekli olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki durumlar
geçerlidir.

1) � � 0 ise Lp(�);0 (
) �= Lp(�) (
)

2) � � n ise Lp(�);n (
) �= L1 (
)

3) �� > n ise Lp(�);�(�) (
) � f0g (Fan 2010).
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Lemma 3.3.9. 
 � Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, 0 � �(x) � n ve 0 � �(x) � n olsun.

E¼ger p(�) ve q(�) fonksiyonlar¬log-Hölder sürekli, p(x) � q(x) ve

n� �(x)

p(x)
� n� �(x)

q(x)

ise bu durumda

Lq(�);�(�)(
) ,! Lp(�);�(�)(
)

gömmesi geçerlidir (Almeida ve ark. 2008).

Teorem 3.3.10. 
 � Rn s¬n¬rl¬bir bölge olsun. E¼ger p 2 Plog ve 0 � �(x) � �+ < n

ise M maximal operatörü Lp(�);�(�) (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Almeida ve ark. 2008).

Sonuç 3.3.11. Teorem 3.3.10 un koşullar¬ alt¬nda M ] sharp maximal operatörü

Lp(�);�(�) (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 3.3.12. 
 � Rn s¬n¬rl¬bir bölge, p 2 Plog ve 0 � �(x) � �+ < n olsun.

E¼ger � fonksiyonu log-Hölder sürekli ve

inf
x2


�(x) > 0; sup
x2


[�(x) + �(x)p(x)] < n (3.3.7)

ise

1

q(x)
=

1

p(x)
� �(x)

n� �(x)

olmak üzere I�(�) operatörü Lp(�);�(�)(
) uzay¬ndan Lq(�);�(�)(
) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Almeida

ve ark. 2008).

Sonuç 3.3.13. Teorem 3.3.12 nin koşullar¬alt¬nda M�(�) kesirli maximal operatörü

Lp(�);�(�)(
) uzay¬ndan Lq(�);�(�)(
) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Almeida ve ark. 2008).

Teorem 3.3.14. 
 s¬n¬rl¬bir bölge, p 2 Plog olsun. Ayr¬ca � ve � fonksiyonlar¬
log-Hölder sürekli ve (3.3.7) koşulunun sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu durumda I�(�)
operatörü, q(�) fonksiyonu log-Hölder sürekli ve

1 � q(x) � p(x) [n� �(x)]

n� [�(x) + �(x)p(x)]

koşulunu sa¼glamak üzere ve �(�) fonksiyonu

n� �(x)

q(x)
=
n� �(x)

p(x)
� �(x)

şeklinde tan¬mlanmak üzere Lp(�);�(�)(
) den Lq(�);�(�)(
) ya s¬n¬rl¬d¬r.
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Özel olarak,

1

q(x)
=

1

p(x)
� �(x)

n

ve

�(x) =
n�(x)

n� �(x)p(x)

olarak al¬nabilir (Almeida ve ark. 2008).

Sonuç 3.3.15. Teorem 3.3.14 ün koşullar¬alt¬nda M�(�) kesirli maximal operatörü

Lp(�);�(�)(
) uzay¬ndan Lq(�);�(�)(
) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Almeida ve ark. 2008).

Teorem 3.3.16. 
 � Rn s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge, p 2 Plog ve 0 � � (x) < 1 olsun. T
singüler operatörü Lp(�);�(�) (
) uzay¬ndan Lq(�);�(�) (
) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Guliyev ve

ark. 2010).

Tan¬m 3.3.17. 
 � Rn s¬n¬rl¬bir bölge, w bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu, p 2 L1+ (
) ve

� : 
! [0;1) olmak üzere � 2M (
) olsun. A¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬

L
p(�);�(�)
w (
),

Ip(�);�(�);w(�) (f) := sup
x2
;r>0

r��(x)
Z

eB(x;r)
jw(y)f (y)jp(y) dy <1

olacak şekildeki f 2 L1 (
) fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬olarak tan¬mlan¬r.
k�kp(�) normu Lp(�) (
) üzerinde tan¬mlanan norm olmak üzere Lp(�);�(�) (
) uza-

y¬nda

kfk1 = inf
�
� > 0 : Ip(�);�(�)

�
wf

�

�
� 1
�

ya da

kfk2 = sup
x2
;r>0




r��(x)
p(�) wf� eB(x;r)





p(�)

şeklinde normlar tan¬mlanabilir. w(x) � 1 ise Lp(�);�(�)w (
) = Lp(�);�(�)(
) oldu¼gu

aç¬kt¬r. Ayr¬ca � � 0 ise Lp(�);0w (
) = L
p(�)
w (
) dir.

Lemma 3.3.21. 
 s¬n¬rl¬bir bölge, w bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu ve 0 � �(x) � n; 0 �
�(x) � n olsun. E¼ger p(�) ve q(�) log-Hölder sürekli, p(x) � q(x) ve n��(x)

p(x)
� n��(x)

q(x)

ise bu durumda

Lq(�);�(�)w (
) ,! Lp(�);�(�)w (
)

gömmesi geçerlidir. (Enver 2012).
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Teorem 3.3.22. 
, Rn (n � 1) de s¬n¬rl¬ aç¬k bir bölge ve x0 2 
 olsun. p; �

fonksiyonlar¬s¬ras¬yla 1 < p� � p (x) � p+ < 1 ve 0 � �(x) � �+ < n olacak

şekilde log-Hölder koşulunu sa¼glas¬n. E¼ger �(x0)�np(x0)
< � < n

p0(x0)
ise bu durumda

M�f(x) = jx� x0j� sup
r>0

1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)\


jf(y)j
jy � x0j�

dy; (3.3.10)

operatörü Lp(�);�(�) (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.(Enver 2012).

Sonuç 3.3.23. Teorem 3.3.22 nin koşullar¬alt¬nda M ] sharp maximal operatörü

L
p(�);�(�)
w (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 3.3.24. 
 � Rn s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge ve x0 2 
 olarak al¬ns¬n. p; � fonksiy-
onlar¬s¬ras¬yla 1 < p� � p (x) � p+ < 1 ve 0 � �(x) � �+ < n olacak şekilde

log-Hölder sürekli, x 2 
 ve inf
x2


�(x) > 0 olsun. E¼ger �(x0)�n
p(x0)

< � < n
p0(x0)

ise bu

durumda I��(x)f(x) = jx� x0j�
R



f(y)

jy�x0j� jx�yjn��(x)
dy operatörü Lp(�);�(�) (
) uzay¬nda

s¬n¬rl¬d¬r.(Enver 2012).
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4. BULGULAR

Bu bölümde de¼gi̧sken üstlü lokal Morrey-Lorentz uzaylar¬ve kuvvet tipli a¼g¬rl¬kl¬

de¼gi̧sken üstlü lokal Morrey-Lorentz uzaylar¬tan¬mlanacakt¬r. Bu uzaylarda Hardy-

Littlewood maksimal, Hilbert ve Riesz potansiyel operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬için yeter

koşullar elde edilecektir.

4.1. De¼gi̧sken Üstlü Lokal Morrey-Lorentz Uzaylar¬

0 < ` � 1 olmak üzere I=(0; `) olsun. p ve q fonksiyonlar¬0 < p� � p+ < 1;

1 � q� � q+ <1 olacak şekilde ölçülebilir fonksiyonlar ve 0 � � < 1 olsun.

q(0) = lim
x!0+

q(x)

ve ` =1 için

q(1) = lim
x!1

q(x)

limitlerinin var oldu¼gunu kabul edelim.

q�(h) =

(
q(0) ; h � 1
q(1) ; h > 1

olmak üzere Lp(�);q(�);�0;loc (I) de¼gi̧sken üstlü lokal Morrey-Lorentz uzay¬

Jp;q;� (f) := sup
h>0

h�
�

q�(h)

Z h

0

t
q(t)
p(t)

�1 jf � (t)jq(t) dt <1

olacak şekilde I aral¬¼g¬ndaki integrallenebilir f fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬olarak tan¬m-

layal¬m.

Lp(�);q(�);�0;loc (I) uzay¬nda

kfkLp(�);q(�);�0;loc (I)
: = inf

�
� > 0 : Jp;q;�

�
f

�

�
� 1
�

(4.1.1)

: = sup
h>0

h�
�

q�(h)




t 1
p(t)

� 1
q(t)f �





Lq(t)(0;h)

olacak şekilde normlar¬ tan¬mlanabilir. I = (0; `) � R+ve ` < 1 için I(0; h) =

I \ (0; h) olmak üzere

kfkLp(�);q(�);�0;loc (I)
= sup

h>0
h�

�
q(0)




t 1
p(t)

� 1
q(t)f �





Lq(t)(I(0;h))

yaz¬labilir.
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f �� (t) = 1
t

R t
0
f � (s) ds olmak üzere Lp(�);q(�);�0;loc (I) uzay¬nda

kfk1Lp(�);q(�);�0;loc (I)
= sup

h>0
h�

�
q�(h)




t 1
p(t)

� 1
q(t)f ��





Lq(t)(0;h)

; (4.1.2)

normunu tan¬mlayabiliriz. f � (t) � f �� (t) oldu¼gundan

kfkLp(�);q(�);�0;loc (I)
� kfk1Lp(�);q(�);�0;loc (I)

eşitsizli¼gi hemen yaz¬labilir. Aşa¼g¬daki teorem (4.1.1) ve (4.1.2) ile tan¬mlanan norm-

lar¬n denkli¼gini karekterize eder.

Teorem 4.1.1. 0 < � < 1; 0 < p� � p+ < 1; 1 � q� � q+ < 1 olmak üzere

p; q 2 P log0;1(I) olsun. E¼ger p (0) >
q(0)
q(0)+�

ve p (1) > q(1)
q(1)+� ise C > 0 sabiti f den

ba¼g¬ms¬z olmak üzere

kfk1Lp(�);q(�);�0;loc (I)
� C kfkLp(�);q(�);�0;loc (I)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Teorem 3.3.2 den, t = 0 ve t = 1 da 1
p(t)

� 1
q(t)

nin de¼geri ayn¬noktalarda
1

q0(t) +
�
q(t)

nin de¼gerinden daha küçük ise yani

p (0) >
q(0)

q(0) + �
ve p (1) > q(1)

q(1) + �
(4.1.3)

ise eşitsizlik sa¼glan¬r.�

� = 0 ise 1 < q� � q+ <1 olmak üzere p(0) > 1 ve p(1) > 1 elde edilir.

Teorem 4.1.1 ile uygun olarak 0 < � < 1; 0 < p� � p+ <1; 1 � q� � q+ <1
ve p; q 2 P log0;1(I) olmak üzere (4.1.3) koşulu alt¬nda L

p(�);q(�);�
0;loc (I) de¼gi̧sken üstlü lokal

Morrey-Lorentz uzay¬n¬göz önüne alaca¼g¬z.

4.2. Kuvvet Tipli A¼g¬rl¬kl¬De¼gi̧sken Üstlü Lokal Morrey-Lorentz Uzaylar¬

Tan¬m 4.2.1. w a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile birlikte Lp(�);q(�);�0;loc;w (I) a¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken üstlü
lokal Morrey-Lorentz uzay¬

kfkLp(�);q(�);�0;loc;w (I)
= sup

h>0
h�

�
q�(h)




w(t)t 1
p(t)

� 1
q(t)f �





Lq(�)(0;h)

<1 (4.2.1)

olacak şekildeM (I) daki fonksiyonlar¬n alt kümesi olarak tan¬mlan¬r. Ayr¬ca

kfk1
Lp(�);q(�);�
0;loc;w

(I)

= sup
h>0

h�
�

q�(h)




w(t)t 1
p(t)

� 1
q(t)f ��





Lq(�)(0;h)

<1 (4.2.2)

olur.
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 2 P log0;1(I) olsun yani 
 (0) = lim
t!0+


 (t) ve ` = 1 için 
 (1) = lim
t!+1


 (t)

limitlerine sahip I da ölçülebilir s¬n¬rl¬bir 
 fonksiyonu

j
 (t)� 
 (0)j � C

ln 1
t

; 0 < t <
1

2
ve j
 (t)� 
 (1)j � C

ln (e+ t)
(4.2.3)

eşitsizliklerini sa¼glas¬n. w (t) = t
(t) kuvvet tipli a¼g¬rl¬k fonksiyonu için

kfkLp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)
= sup

h>0
h�

�
q�(h)




t
(t)+ 1
p(t)

� 1
q(t)f �





Lq(�)(0;h)

normunu ve notasyonunu kullanaca¼g¬z.

Lemma 4.2.2. 0 < � < 1; 0 < p� � p+ <1; 1 � q� � q+ <1 ve p; q 2 P log0;1(I)
olmak üzere (4.1.3) koşulu sa¼glans¬n. 
 2 P log0;1(I) olmak üzere


 (0) <
1

p0 (0)
+

�

q(0)
ve 
 (1) < 1

p0 (1) +
�

q(1)
olsun. Bu durumda f fonksiyonuna ba¼gl¬olmayan C > 0 sabiti için

kfkLp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)
� kfk1Lp(�);q(�);�

0;loc;j�j
(�)
(I)
� C kfkLp(�);q(�);�

0;loc;j�j
(�)
(I)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Eşitsizli¼gin sol taraf¬f � (t) � f �� (t) eşitsizli¼ginden dolay¬aç¬kt¬r, sa¼g taraf¬

ise Teorem 3.3.2 den bulunur.�

4.3. Hardy-Littlewood Maksimal ve Riesz Potansiyel Operatörlerinin
S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Teorem 4.3.1. 0 < � < 1; 0 < p� � p+ <1; 1 � q� � q+ <1 ve p; q 2 P log0;1(I)
olmak üzere (4.1.3) koşulu sa¼glans¬n. 
 2 P log0;1(I) olmak üzere


 (0) <
1

p0 (0)
+

�

q (0)
(4.3.1)

ve


 (1) < 1

p0 (1) +
�

q (1) (4.3.2)

ise bu durumda maksimal operatör Lp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. Lemma 2.6.11 den

(Mf)� (t) � Cf �� (t) (4.3.3)

eşitsizli¼ginin geçerli oldu¼gu biliniyor.
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Bu nedenle

kMfkLp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)
= sup

h>0
h
� �
q�(h)




t
(t)+ 1
p(t)

� 1
q(t) (Mf)� (t)





Lq(t)(0;h)

� C sup
h>0

h
� �
q�(h)




t
(t)+ 1
p(t)

� 1
q(t)f �� (t)





Lq(t)(0;h)

olur. Ayr¬ca f �� (t) = 1
t

R t
0
f � (s) ds oldu¼gundan

kMfk
L
p(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)
= C sup

h>0
h
� �
q�(h)







t
(t)+ 1
p(t)

� 1
q(t)

�1
tZ
0

f � (s) ds








Lq(t)(0;h)

� C







t
(t)+ 1
p(t)

� 1
q(t)

�1
tZ
0

f � (s) ds








L
q(t);�
0;loc (I)

yaz¬labilir. (4.3.1) ve (4.3.2) koşullar¬alt¬nda Teorem 3.3.2 den

kMfkLp(�);q(�);�
0;loc;j�j
 (I)

� C



t
(t)+ 1

p(t)
� 1
q(t)f � (t)





L
q(t);�
0;loc (I)

= C sup
h>0

h
� �
q�(h)




t
(t)+ 1
p(t)

� 1
q(t)f � (t)





Lq(t)(0;h)

= C kfkLp(�);q(�);�0;loc;
 (I)

yazabiliriz ve böylece ispat tamamlan¬r.�

I(x; h) = (x� h; x+ h) \ I aral¬¼g¬nda f nin ortalama de¼geri

fI(x;h) =
1

jI(x; h)j

Z
I(x;h)

f(t)dt

olmak üzere sharp maksimal fonksiyonu

M ]f(x) := sup
h>0

1

2h

Z
I(x;h)

��f(t)� fI(x;h)
�� dt

şeklinde tan¬ml¬d¬r. M maksimal operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan ve

M ]f(x) � 2Mf(x); x 2 I;

noktasal eşitsizli¼ginden aşa¼g¬daki sonuç yaz¬labilir.
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Sonuç 4.3.2. Teorem 4.3.1 deki koşullar alt¬nda M ] sharp maksimal operatörü

Lp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I) de s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 4.3.3. 0 < � < 1; 0 < p� � p+ <1; 1 � q� � q+ <1 ve p; q 2 P log0;1(I)
olmak üzere (4.1.3) koşulu sa¼glans¬n. 
 2 P log0;1(I) olmak üzere (4.3.1) ve (4.3.2)

koşullar¬alt¬nda Hilbert operatörü Lp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat : H operatörü

(Hf)� (t) � C

0@1
t

tZ
0

f � (s) ds+

lZ
t

f � (s)

s
ds

1A
eşitsizli¼gini sa¼glad¬¼g¬ndan

kHfkLp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)
= sup

h>0
h
� �
q�(h)




t
(t)+ 1
p(t)

� 1
q(t) (Hf)� (t)





Lq(t)(0;h)

� C sup
h>0

h
� �
q�(h)







t
(t)+ 1
p(t)

� 1
q(t)

0@1
t

tZ
0

f � (s) ds+

lZ
t

f � (s)

s
ds

1A






Lq(t)(0;h)

yaz¬labilir. (4.3.1) ve (4.3.2) koşullar¬alt¬nda Teorem 3.3.2 den

kHfkLp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)
� C kfkLp(�);q(�);�

0;loc;j�j
(�)
(I)

elde edilir. Bu ispat¬tamamlar.�

Teorem 4.3.4. ` = jIj olsun. 0 < � < 1, 0 < � < 1; 0 < p� � p+ < 1;

1 � q� � q+ <1 ve p; q; 
 2 P log0;1(I) olmak üzere (4.1.3) koşulu sa¼glans¬n. t 2 [0; `]
için p+ < 1

�
ve 1

p�(t)
= 1

p(t)
� � olmak üzere

�+
�

q(0)
� 1

p(0)
< 
 (0) <

1

p0 (0)
+

�

q (0)
(4.3.4)

ve

�+
�

q(1) �
1

p(1) < 
 (1) < 1

p0 (1) +
�

q (1) ; (4.3.5)

ise I� operatörü Lp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I) uzay¬ndan Lp�(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. Kuvvet tipli a¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken üstlü local Morrey Lorentz uzay¬n¬n normunun
tan¬m¬ndan

kI�fk
Lp�(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)

= sup
h>0

h
� �
q�(h)




t
(t)+ 1
p�(t)

� 1
q(t) (I�f)� (t)





Lq(t)(0;h)

ve
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(I�f)� (t) � c

0@t�1+� tZ
0

f � (s) ds+

lZ
t

f � (s) s�1+�ds

1A (4.3.6)

oldu¼gunu biliyoruz.

Q (t) = 
 (t) +
1

p (t)
� 1

q (t)
, ' (t) = tQ(t)f � (t) 2 Lq(�);�0;loc (I)

olmak üzere

kI�fk
Lp�(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)

= sup
h>0

h
� �
q�(h)




t
(t)+ 1
p�(t)

� 1
q(t) (I�f)� (t)





Lq(t)(0;h)

� C







t
(t)+ 1
p(t)

� 1
q(t)

��

24t�1+� tZ
0

f � (s) ds+

lZ
t

f � (s) s�1+�ds
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L
q(t);�
0;loc (I)

= C







tQ(t)�1
tZ
0

' (s)

tQ(s)
ds+ tQ(t)��

lZ
t

' (s)

sQ(s)��+1
ds








L
q(t);�
0;loc (I)

� C







tQ(t)�1
tZ
0

' (s)

sQ(s)
ds








L
q(t);�
0;loc (I)

+ C







tQ(t)��
lZ
t

' (s)

sQ(s)��+1
ds








L
q(t);�
0;loc (I)

yazabiliriz. Böylece Teorem 3.3.2 den (4.3.4) ve (4.3.5) koşullar¬alt¬nda

kI�fk
Lp�(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)

� C k'kLq(�);�(I)

= C sup
h>0

r
� �
q�(h) k'kLq(�)(0;h)

= C sup
h>0

r
� �
q�(h)




t
(t)+ 1
p(t)

� 1
q(t)f � (t)





Lq(�)(0;h)

= C kfk
Lp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)

elde edilir ki bu ispat¬tamamlar.�

Kesirli maksimal fonksiyon ile Riesz operatörü aras¬ndaki

M�f(x) � cI� (jf j) (x); x 2 I;

noktasal eşitsizlikten ve Teorem 4.3.4 den aşa¼g¬daki sonuç yaz¬labilir.

Sonuç 4.3.5. Teorem 4.3.4 ün koşullar¬alt¬ndaM� fraksiyonel maksimal operatörü

Lp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I) uzay¬ndan Lp�(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.
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Teorem 4.3.6. ` = jIj olsun. 0 < � < 1, 0 < � < 1; 0 < p� � p+ < 1; 1 �
q� � q+ <1 ve p; q; 
 2 P log0;1(I) olmak üzere (4.1.3) koşulu sa¼glans¬n. t 2 [0; `] için
maxfp+; q+g < 1��

�
olmak üzere 1

p�(t)
= 1

p(t)
� �
1�� ve

1
q�(t)

= 1
q(t)
� �
1�� olsun. (4.3.4) ve

(4.3.4) koşullar¬alt¬nda I� operatörü Lp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I) uzay¬ndan Lp�(�);q�(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I) uzay¬na

s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. f 2 Lp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I) olsun. Kuvvet tipli a¼g¬rl¬kl¬de¼gi̧sken üstlü local Morrey

Lorentz uzay¬n¬n normunun tan¬m¬ndan

kI�fk
L
p�(�);q�(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)

= sup
h>0

h
� �
q�(h)




t
(t)+ 1
p�(t)

� 1
q�(t) (I�f)� (t)





Lq�(�)(0;h)

oldu¼gunu biliyoruz. Böylece

I1 =







t
(t)+ 1
p(t)

� 1
q(t)

�1+�
tZ
0

f �(s)ds








L
q�(�);�
0;loc (I)

;

I2 =







t
(t)+ 1
p(t)

� 1
q(t)

`Z
t

f � (s) s�1+�ds








L
q�(�);�
0;loc (I)

olmak üzere (4.3.6) eşitsizli¼ginden

kI�fk
Lp�(�);q�(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)

� C(I1 + I2);

yazabiliriz.

Q (t) = 
 (t) + 1
p(t)
� 1

q(t)
ve '(t) = tQ(t)f �(t) olmak üzere

I1 =







tQ(t)�1+�
tZ
0

' (s)

sQ(s)
ds








L
q�(�);�
0;loc (I)

oldu¼gundan 
 (0) < 1
p0(0) +

�
q(0)

ve 
 (1) < 1
p0(1) +

�
q(1) ise bu durumda Teorem 3.3.2

den

I1 � k'k
L
q�(�);�
0;loc (I)

� C



t
(t)+ 1

p(t)
� 1
q(t)f �(t)





L
q(�);�
0;loc (I)

= C kfk
Lp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)

elde edilir.
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�(t) = 
 (t) + 1
p(t)
� 1

q(t)
� � ve ' (t) = t�(t)+�f �(t) olmak üzere

I2 =







t�(t)+�
`Z
t

' (s)

s�(s)+1
ds








L
q�(�);�
0;loc (I)

oldu¼gundan �+ �
q(0)

� 1
p(0)

< 
 (0) ve �+ �
q(1) �

1
p(1) < 
 (1) ise

I2 � k'k
L
q(�);�
0;loc (I)

� C



t
(t)+ 1

p(t)
� 1
q(t)f �(t)





L
q(�);�
0;loc (I)

= kfk
Lp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)

elde edilir. Bu Teorem 4.3.6 in ispat¬n¬tamamlar.�

Sonuç 4.3.7. Teorem 4.3.6 n¬n koşullar¬ alt¬nda M� kesirli maksimal operatör

Lp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I) uzay¬ndan Lp�(�);q�(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ

Bulgular bölümünde, yeni bir fonksiyon uzay¬olarak de¼gi̧sken üstlü local Mor-

rey Lorentz uzaylar¬Lp(�);q(�);�0;loc (I) ve kuvvet tipli a¼g¬rl¬kl¬versiyonu Lp�(�);q�(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I)

tan¬mlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca I � R+ olmak üzere Hardy-Littlewood maksimal, Hilbert ve
Riesz potansiyel operatörün s¬n¬rl¬¼g¬gösterilmi̧stir.

� = 0 olmas¬durumunda Lp(�);q(�);�
0;loc;j�j
(�)

(I) uzay¬Lasha ve ark. taraf¬ndan tan¬mlanan

kuvvetli tipli de¼gi̧sken üstlü Lorentz uzay¬Lp(�);q(�)j�j
(�)
(I) ile çak¬̧s¬r. Ayr¬ca p; q sabit

ve 
(x) � 0 olmas¬durumunda Aykol ve ark. taraf¬ndan tan¬mlanan local Morrey

Lorentz uzaylar¬Lp;q;�0;loc (I) elde edilir.

Hardy-Littlewood maksimal operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ için elde edilen yeter koşul

Tanaka taraf¬ndan kuvvet tipli a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzaylar¬nda gerek ve yeter koşul

olarak ispatlanm¬̧st¬r.


, Rn de aç¬k bir bölge olmas¬durumunda de¼gi̧sken üstlü local Morrey Lorentz
uzay¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanabilir.

p : (0; j
j) ! (0;1) ve q : (0; j
j) ! (1;1) şeklinde ölçülebilir fonksiyonlar ol-
sun. 0 � � < 1 olmak üzere de¼gi̧sken üstlü local Morrey Lorentz uzay¬Lp(�);q(�);�0;loc (
) ;

kfkLp(�);q(�);�0;loc (
)
= sup

h>0
h�

�
q�(h)




t 1
p(t)

� 1
q(t)f �(t)





Lq(�)(0;h)

<1

olacak şekildeM (
) daki fonksiyonlar¬n alt kümesi olarak tan¬mlan¬r. f �� fonksiy-

onunun tan¬m¬ndan hareketle

kfk1Lp(�);q(�);�0;loc (
)
= sup

h>0
h�

�
q�(h)




t 1
p(t)

� 1
q(t)f ��(t)





Lq(�)(0;h)

<1

normu tan¬mlanabilir. (4.1.3) koşulu alt¬nda tan¬mlanan bu iki norm denktir.

Böylece bulgular k¬sm¬nda elde edilen Teorem ve sonuçlar Lp(�);q(�);�0;loc (
) uzay¬n

da elde edilebilir.
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Mashiyev R. A., Çekiç B., O¼graş S. 2006. On Hardy�s inequality in Lp(x) (0;1) :
JIPAM. J. Inequal. Pure Appl. Math., 7(3): Article 106, 5pp.

Mashiyev R. A., Çekiç B., Mamedov F., O¼graş S. 2007. Hardy�s inequality in power-
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