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OZET

DEGISKEN U'STLU LOKAL LORENTZ MORREY UZAYLARINDA MAKSIMAL VE
RIESZ POTANSIYEL OPERATORUN SINIRLILIGI

YUKSEK LISANS TEZI
Dursun ALTAN

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2015

Bu ¢alismada, ‘Cg(l.())f|(~.|)7;i) (I) kuvvet tipli agirlikli degisken iistlii lokal Morrey Lorentz uzaylar1 tanitilmig

ve bu uzaylarda p (+), ¢ (+) ve «y (-) fonksiyonlarimn orijinde ve sonsuzda log-Hélder siirekli olmasi durumunda
Hardy-Littlewood maksimal, kesirli maksimal, Riesz potansiyel ve Hilbert operatorlerinin sinirhilig: ispatlan-
migtir.

Anahtar Kelimeler : Degisken iistlii Lebesgue uzaylar1, Agirhikl degisken iistlii lokal Morrey Lorentz
uzaylar1, Hardy operatorii, Hardy-Littlewood maksimal operatorii, kesirli maksimal operator, Riesz potansiyel
operatorii, Hilbert operatorii
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ABSTRACT

BOUNDEDNESS OF MAXIMAL OPERATOR AND POTENTIAL OPERATOR IN THE
VARIABLE EXPONENT LOCAL MORREY LORENTZ SPACES

M. Sc. THESIS
Dursun ALTAN

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
UNIVERSITY OF DICLE

2015

In this study, power type weighted local Morrey Lorentz spaces with variable exponent Lg(l'())’gf:‘);(/\,) (I) are
introduced and the boundedness of the Hardy-Littlewood maximal, fractional maximal, Riesz potential and
Hilbert operators are proved in the case of the log Holder continuity of p (-), ¢ (-) and () functions both at

the origin and at the infinity.

Key Words : Variable exponent Lebesgue spaces, weighted variable exponent local Morrey Lorentz
spaces, Hardy operator, Hardy-Littlewood maximal operator, fractional maximal operator, Riesz potential
operator, Hilbert operator
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KISALTMA VE SIMGELER

: n — boyutlu 6klid uzay1

: R™ nin bir alt bolgesi

: Q bolgesinin Lebesgue 6l¢iimii

: Q bolgesinde dlciilebilir fonksiyonlar smifi
: Lebesgue uzay1

: Lokal integrallenebilir fonksiyonlar sinifi
. Agirlik fonksiyonu

: Agirlikli Lebesgue uzayi

: x merkezli 7 yaricaph agik yuvar

: B(z,m)NQ

. A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

. Degigken iistlii Lebesgue uzayi

: Degisken tiistlii Morrey uzay1

: Degisken tistlii Lorentz uzay:

: Degisken iistlit Lorentz-Morrey uzay1

: Kuvvet tipli agirlikli degisken tistlii lokal Lorentz-Morrey uzay:
: Hilbert operatorii

: Hardy-Littlewood maksimal operator

: Sharp maksimal operator

: Hardy operatori

: Hardy operatoriiniin eslenigi

: Kesirli maksimal operator

: Riesz potansiyel operator
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1. GIRIS

Bu tez ¢alismasinda Lebesgue, Morrey, Lorentz, Lorentz Morrey uzaylar: tanitilmig
ve bu uzaylarda Hardy, Hardy-Littlewood maksimal, Riesz potansiyel ve Hilbert ope-
ratorlerin sinirhiliklar ile ilgili tanim ve teoremler verilmistir. Tezin orjinal boliimiinde
ise kuvvet tipli agirlikli degisken {istlii lokal Morrey Lorentz uzaylarinda bu klasik
operatorlerin simirhliklar: ispatlanmigtir.

Degigken iistlii Lebesgue uzaylar literatiirde ilk defa, Orlicz (1931) tarafindan,
yvazilan makalede goriilmiigtiir. Orlicz uzaylari ise u, €2 bolgesinde 6l¢iilebilir bir

fonksiyon olmak tizere enaz bir A > 0 ve kosullar1 bilinen bir ¢ fonksiyonu i¢in

I(\u) = /(p()\\u(xﬂ)dx < 00
Q

olacak gekildeki fonksiyonlardan olusan uzaya denir. Ek olarak eger I fonksiyonu bazi
kosullar1 saglarsa boyle uzaylara da modiiler uzay denir. Bu uzaylar ilk defa sistem-
atik olarak Nakano (1950,1951) tarafindan ¢ahsilmig ve degisken iistlii Lebesgue uza-
yin1 daha genel uzaylarin bir 6rnegi olarak géz oniine almigtir. Daha sonra, Musielak
(1983) tarafindan modiiler uzaylar incelenmistir. Eger yukaridaki ¢ fonksiyonu z
degiskenine de bagh ise bu durumda genellegtirilmig Orlicz uzaylar1 veya Musielak
Orlicz uzaylar1 ad1 verilen daha genel uzaylar elde edilir.

Degisken iistlii Lebesgue uzaylarinin arastirilmasinda bir sonraki adim 90 li yil-
larin baglarinda Kovécik ve Rakosnik (1991) tarafindan atilmigtir. Bu makalede R"

de degigken {iistlii Lebesgue uzaylarinin bir cok temel 6zelligi ortaya konmustur.
Diening (2002, 2004),

o) =p)| € S le-dl<g (1.1)
kosulunu saglayan ve yeterince biiyiik yuvarin digsinda sabit olan p fonksiyonlar: i¢in
Hardy-Littlewood maximal operatoriin degigken iistlii Lebesgue uzayimda siirliligini
ispatlanmasiyla teori biiyiik bir canlilik kazanmigtir.

Bu sonu¢ Cruz-Uribe ve ark. (2003) tarafindan genellestirilerek, (1.1.1) kosulu
ve p(oo) = xlljilo p(z) limiti var olmak iizere

Ip(z) — p(oo)| < ¢ x € (1.1.2)
~ log (e +|z])’

kosulu altinda Hardy-Littlewood maximal operatoriiniin degisken iistlii Lebesgue
uzayinda sinirliligini ispatlamistir.

Maksimal operatoriin (1.1.1) ve (1.1.2) kogsullarmin siireklilik modiilii anlaminda
degisken {istlii Lebesgue uzayinda simirhligr igin gerekli oldugu (Pick ve Ruzicka

2001) ve (Cruz-Uribe ve ark. 2003) ¢alismalarinda gosterilmistir.
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Singiiler ve kesirli operatorlerin maksimal operator ile iligkisinden dolay1 bu ope-
ratorler ile ilgilenirken (1.1.1) ve (1.1.2) kogullar kalitsaldir.
Hardy tipli operatorlerin degisken {istlii Lebesgue uzayinda siirlilig ise Diening

ve Samko (2007), p fonksiyonu [0, c0) da 6lgiilebilir olmak iizere (1.1.2) ve

C 1
Ip(z) — p(0)| < gz’ 0<zx< 5 (1.1.3)

kosulu altinda ispatlayarak (Harjulehto ve ark. 2005), (Kokilashvili ve Samko 2004)
ve (Mashiyev ve ark. 2006, 2007) caligmalarini genellestirmistir.

LP* (R™) Morrey uzaylari, Morrey (1938) tarafindan eliptik kismi diferansiyel
denklemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya cikaril-
mistir. Daha sonra Navier-Stokes ve Schrodinger denklemleri, siireksiz katsayili elip-
tik problemler ve potansiyel teorisine 6nemli uygulamalar: ortaya ¢ikmigtir.

LPOAL) (R™) degisken tistlii Morrey uzaylar ile ilgili ilk calismalar ise Almeida ve
ark. (2008), ve Fan (2010), tarafindan yapilmigtir. Almeida ve ark. (2008), degisken
tistliit Morrey uzaylarinda sinirh bolgeler igin (1.1.1) kogulu altinda Hardy-Littlewood
maximal ve Riesz potensiyel operatorlerin simrlihgim ispatlamigtir. (Guliyev ve
Samko 2013) ¢aligmasinda ise (1.1.1) ve (1.1.2) kogullar1 altinda simirsiz kiimelerde
Hardy-Littlewood maximal, Riesz potensiyel ve singiiler operatoriin sinirliligi ispat-
lanmigtir.

Degisken iistliit Morrey tipli uzaylarda agirlikl Hardy tipli esitsizlikler (Lukkassen
ve ark. 2013) galigmasinda ele alinmigtir.

Matematik analizin énemli konularindan biri ve LP uzaylarinin genellegtirilmesi
olan L9 (R"™) Lorentz uzaylar ise literatiirde ilk defa Lorentz (1950, 1951) tarafin-
dan ortaya atilmigtir. Ephremidze ve ark. (2008) ise degigken iistlii Lorentz uzaylarim
tanimlayarak Diening ve Samko (2007) tarfindan elde edilen Hardy tipli esitsizlikten
yararlanarak (1.1.2) ve (1.1.3) kogullar altinda Hardy-Littlewood maksimal ve Riesz
potansiyel operatoriin simirliligini géstermislerdir.

LP3A (R™) Lorentz-Morrey uzaylan ilk defa Mingione (2010) tarafindan tanim-
lanmigtir. Aykol ve ark. (2013) ise bu ¢alismadan hareketle lokal Morrey-Lorentz
uzaylarini tamimlayarak Hardy-Littlewood maksimal operatoriin sinirliligini arastir-
miglardir.

Bu ¢alismada ise kuvvet tipli agirhikli degisken tistlii lokal Morrey Lorentz
P00
0,loc;|-| ")
edilen Hardy tipli esitsizlik yardimiyla (1.1.2) ve (1.1.3) kosullar1 altinda Hardy-

Littlewood maksimal, Riesz potansiyel ve Hilbert operatorlerin sinirhiliklar: goster-

(I) uzaylar: tanimlanacak ve (Lukkassen ve ark. 2013) calismasinda elde

ilecektir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tez calismamiza temel olusturacak tanim ve teoremler verilecektir.
2.1. Norm ve Normlu Uzay

Tanim 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve K reel ya da kompleks say1 cismi olmak
iizere X x X kiimesinden X igine (z,y) — x+y toplama iglemi ve K x X kiimesinden
X igine de (A, z) — Az skalerle ¢arpma iglemi verilsin. Eger agagidaki aksiyomlar

saglaniyorsa
i) Ve,y,z€ X igin (x +y) + 2z =2+ (y + 2).
ii) Vo € X igin z + 6 = 0 + = = x olacak sekilde bir § € X birim eleman1 vardir.
iii) Vo € X i¢in 2 + (—2) = (—x) + = = 0 olacak sekilde —z € X vardur.
iv) Ve,y e X igimzx +y =y + x.
v) Vr,y € X ve VA € K igin A (x 4+ y) = Az + \y.
vi) Vo € X ve VA, € Kigin (A + p) z = Az + pa.
vii) Vo € X ve VA, p € Kigin A (ux) = (A\p) =
viii) 1z = z.
X kiimesine K cismi {izerinde bir vektor uzay1 veya bir lineer uzay adi verilir.

Tanim 2.1.2. X, K cismi iizerinde bir vektoér uzayi olmak iizere, X de tanimh
negatif olmayan ve x € X deki degeri ||z ile gosterilen fonksiyon, her z,y € X ve
her A € K icin

(7) ||z =01ise x =6
(17) |[Az]| = |A| ||z|| (mutlak homojenlik)
(iid) [lz +yll < =]l + [lyll (tcgen esitsizligi)

kogullarini saghyorsa ||-|| fonksiyonuna X vektor uzay: iizerinde bir norm denir.
||-]| normuna sahip X vektor uzaymma normlu vektdr uzayi denir ve (X, |[|-]|)
ile gosterilir.

Normun X vektor uzayinda oldugu belirtilmesi gerekiyorsa ||| gosterimi yerine
|-l x gosterimi kullanilir.

Eger (ii1) esitsizligi yerine her z,y € X i¢in ||z +y|| < C(||z| + ||y||) olacak
sekilde C' > 1 sayis1 varsa bu durumda ||-|| fonksiyonuna bir quasi norm ve bu
normla birlikte X vektor uzayina quasi normlu uzay denir.

|||l fonksiyonu sadece (i7) ve (iii) kosullarim sagliyorsa bu fonksiyona bir yari

norm ve (X, ||-||) ikilisine de bir yar1 normlu uzay denir.
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Tanim 2.1.3. (z,), (X, ||||) normlu vektor uzayinda bir dizi olsun.

a) r € X olmak iizere her € > 0 sayisina kargilik her n > N igin
lan — || <€

olacak bi¢imde bir N € N varsa (z,) dizisi € X noktasina yakinsar (ya da (z,)

dizisi yakisaktir) denir. Bu durum

lim z, =x veya xz, — x

n—oo

ile gosterilir.

b) Her € > 0 sayisina kargilik her n,m > N i¢in
|xn — zm|| <€

olacak bicimde N € N varsa (z,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.1.4. (X, ||-]|) bir normlu vektor uzay: olsun. Eger X icindeki her Cauchy

dizisi yakinsak ise bu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay adi verilir.

Tanim 2.1.5. (X, ||-||) bir normlu vektér uzay1 olsun. Herhangi zy € X ve herhangi
r > 0 sayist i¢in
B (zo,r) ={r € X :|zg — x|y <1}

kiimesine xy merkezli r yaricapl acgik yuvar,
B(zo,r)={z € X :|Jzo — 2|y <7}

kiimesine xy merkezli r yaricapl kapali yuvar adi verilir.
A C X vexy € Aigin B (xg,7) C A olacak bigimde r > 0 varsa A ya agik kiime

ady verilir.

Tanim 2.1.6. 2, R™ de agik bir bolge ve f : @ — R ye tanimh bir fonksiyon
olarak verilsin. Eger, herhangi bir ¢ > 0 sayisi1 igin |z — xo| < 6 ve x € Q iken
|f(z) — f(zo)] < € olacak sekilde ¢ (¢) > 0 sayist varsa f fonksiyonuna zo € Q

noktasinda siireklidir denir.

Tamm 2.1.7. (X, ||-|| ) normlu bir uzay ve X in bir E altkiimesi verilsin. Eger, her
bir z € X, E i¢indeki bir (x,) dizisinin limiti ise F kiimesi X uzaymda yogundur
denir.

Tamm 2.1.8. (X, ||-|| y) normlu uzaymnin sayilabilir yogun bir altkiimesi varsa (X, ||| x)

normlu uzayina ayrilabilir uzay denir.



Dursun ALTAN

Tanim 2.1.9. [|-||; ve ||-||,, X vektor uzay: tizerinde tanimli farkh iki norm olsun.
Her x € X igin

1
c el < llzlly < Cllly
olacak sekilde C' > 0 sabiti varsa |[|-||; ile |||, normlarina denk normlar denir.

Tanim 2.1.10. X ve Y aym F cismi iizerinde iki vektor uzay ve D(T), X in bir
altkiimesi olsun. 7' : D(T) C X — Y doniisiimii D(T") nin her bir elemanini Y nin
yalniz bir elemanina gotiiriiyorsa, 7' ye D(T) den Y ye bir operator adi verilir ve

D(T) ye T operatoriiniin tanim kiimesi denir.

R(T)={yeY :y=Tz, x € D(T)}
kiimesine 1" operatoriiniin deger(goriintii) kiimesi denir.

Tamim 2.1.11. X ve Y aym K cismi tizerinde iki vektor uzay ve D(T) C X, X in bir
alt uzay1 olmak iizere T': D(T) C X — Y bir operator olsun. Eger T' operatorii,
her z,y € D(T) ve her a, f € K i¢in

T (ax + fy) = oT (x) + BT (y)
kosulunu sagliyorsa bu operatore lineer operator denir.

Tanim 2.1.12. X ve Y iki normlu uzay olmak tizere 7' : X — Y operatorii ve
o € D(T) elemam verilsin. Eger her ¢ > 0 sayisina karsihk ||z — z¢lly < d ve
xz € D(T) iken

|Tx —Txolly <e

olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa T operatorii xy noktasinda siireklidir denir.
Eger T, D(T')’nin her noktadasinda siirekli ise 7’ye D(T') tizerinde siireklidir denir.

Tamim 2.1.13. X ve Y normlu uzay, D(T) C X ve T : X — Y lineer operatorii
verilsin. £ C X alt kiimesi siirh iken T'(E), Y’de siurh ise 7' operatériine sinirh

lineer operator denir.
Bir bagka ifadeyle, her x € X icin

I Tz]ly < ellzllx (2.1.1)

olacak sekilde pozitif bir ¢ reel sayis1 varsa T’ye sinirli lineer operator denir. Bununla
birlikte, (2.1.1) esitsizligini saglayan c’lerin infimumuna 7' operatorinin normu
denir ve bu norm
7= sup Y g,
et0zex |Zllx  elp<t

biciminde tanimlanir.
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Teorem 2.1.14. X ve Y normlu uzaylar ve D(T') C X olmak iizere, T : D(T) C
X — Y lineer operator olsun. Bu durumda 7' nin siirekli olmast i¢in gerek ve yeter

kogul 7" nin siirh olmasidir. (Kreyszig 1989)

Tamim 2.1.15. X ve Y iki normlu uzay olmak tizere, eger her x € X igin
1Tz lly = [l=[[x

ozelligini saglayan, X uzayimi Y uzayi {izerine doniigtiiren bire-bir lineer bir T op-

eratorii varsa X ve Y normlu uzaylarina izometrik olarak izomorfizma ve T

operatoriine de X ve Y normlu uzaylar1 arasinda izometrik izomorfizma denir.
Bu 6zellige sahip uzaylar ayni uzaylar olarak kabul edilir ve bu durum X =Y

seklinde gosterilir.

Tanim 2.1.16. X ve Y normlu iki uzay olsun. Eger,

i) X, Y nin bir alt uzay

i1) Her x € X i¢in X den Y ye Iz = x ile tamimlanan birim operator siirekli ise
X normlu uzay1 Y normlu uzayima gomiiliir denir ve X — Y ile gosterilir. I birim

operatorii lineer oldugundan i) kogulu

zlly < Cllzlly, v € X
olacak gekilde bir C' > 0 sabitinin varhigina denktir.

Tanim 2.1.17. X, K cismi iizerinde bir vektor uzayi olmak iizere f : X — K

doniisiimiine fonksiyonel denir. Bir f fonksiyoneline,
fazy + Brs) = af(v1) + Bf (x2); 21,72 € X ve o, B €K

kosulu altinda bir lineer fonksiyonel adi verilir.

Tamm 2.1.18. (X, ||-||y) normlu uzay: iizerinde tamml biitiin lineer ve siirekli
fonksiyonellerden olusan uzaya X normlu uzaymin dual uzay1 denir ve X ile gos-

terilir. Buuzay f,ge X',z € X vece K

(f +9)(@) = f(z) + g(z) ve (cf)(z) = cf(z),
seklinde tanimlanan noktasal toplam ve ¢arpim altinda bir vektor uzayidir. Bu uza-

yda bir f € X' elemaninin normu

Il = sup L&

vex 0 [|17] x

seklinde tanimlamir. X' vektor uzay ||-|| y» normu ile bir Banach uzay olur.
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Tanim 2.1.20. Bir X vektor uzayimmin X' duali de normlu vektér uzayr oldugundan,
bu uzayn da duali tanimlanabilir. Bu durumda (X’)' = X" lineer vektor uzayma X

in ikinci duali denir.

Tamim 2.1.21. X bir normlu vektor uzay: olsun. Herhangi bir x € X igin

Fe(f) = flz), feX

ile tamimh F, : X’ — K doniisiimiinii tanimlayalim. Her € X igin bir tek siirh

lineer fonksiyonel kargilik geleceginden, bu halde

Jx: X — X"

r+— F,

seklinde bir doniisiim tanimlanabilir. Bu doniisiime kanonik doniistim adi verilir.
Eger kanonik doniigiim iizerine ise, bu durumda X uzayina yansimali uzay adi verilir.

X yansimali uzay ise X = X" olur.

2.2. Lebesgue Olgiimii ve Olgiilebilir Fonksiyonlar

Tanmim 2.2.1. 3, R"'nin altkiimelerinin bir sinifi olmak {izere,
i) R" e X,
ii) A€ Xise A° € ¥ (A%, A'nin tiimleyen kiimesi),
iii) Bger i = 1,2, .., igin 4; € Sise, | J4; € &
i=1
kosullar1 saglaniyorsa, ¥ sinifina bir o-cebir adi verilir.

Tamim 2.2.2. ¥ sifi iizerinde tanmimlanan g : ¥ — R U {400} fonksiyonu, X

simifindaki ayrik kiimelerin bir {A4;}._ toplulugunun sayilabilir her birlegimi i¢in

iEn

i=1 =1

esitligini sagliyorsa, u fonksiyonuna ¥ sinifi iizerinde bir 6lgiim denir.

Tanim 2.2.3. R"'nin altkiimelerinin asagida verilen 6zelliklere sahip o-cebiri olan
bir ¥ sinifinin ve bu ¥ sinifi iizerinde bir ¢ 6l¢timiiniin varligi kolaylikla gosterilebilir;
i) R™deki her agik kiime X’ya aittir,
ii) Eger AC B, Be X ve u(B)=0ise, A€ ¥ ve u(A) =0 dir,

ili)A={zeR":q; <z; <b,i=1,2,...,n} ise,AEZveu(A):H(bi—ai),
i=1
iv) x € R" ve A € ¥ iken

r+A={z+y:yc AecX} ve plx+A) =pu(A

olur, yani p 6l¢timii 6teleme altinda degismezdir.

7
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Bu 6zelliklere sahip bir ¥ sinifinin elemanlarina R"’nin Lebesgue olgiilebilir alt-
kiimeleri, p ¢l¢iim fonksiyonuna R"’de Lebesgue Olgiimii ve A € ¥ icin u (A)
gosterimine ise A kiimesinin 6l¢iimii denir. Bu tez ¢alismasinda, bir 2 C R” bol-

gesinin Lebesgue olgiimii || ile gosterilecektir.

Tanim 2.2.4. Eger B C A C R” ve |B| = 0 ise, A — B kiimesinin her noktasinda
saglanan bir 6zellik A kiimesinde hemen hemen her yerde gecerli bir tzellik olarak

adlandirilir.

Tanim 2.2.5. E olgiilebilir bir kiime olmak iizere, f : F — RU{Zoo} seklinde

tanimlanan bir f fonksiyonu verilsin. Eger her a € R icin
{reE: f(x)>a}

kiimesi olciilebilir ise, f fonksiyonuna Olgiilebilir fonksiyon denir. Bu tez calis-
masinda 2 C R” olmak iizere {2 daki biitiin reel degerli 6l¢iilebilir fonksiyonlarin

kiimesini M (2) ile gosterecegiz.

Tanim 2.2.6. A C R” kiimesinin karakteristik fonksiyonu

() 1, eger z€ A
€Tr) =
X4 0, eger x ¢ A

seklinde tanimlanir.
Tanmim 2.2.7. Eger f fonksiyonu 6l¢iilebilir ve reel degerli ise, bu durumda f fonksiy-

onunu her ikiside dl¢iilebilir ve negatif olmayan f* = max (f,0) ve f~ = —min (f,0)
fonksiyonlar: cinsinden f = f* — f~seklinde yazabiliriz. [ f*(z)dz ve [ f~(z)dx in-
) Q

tegrallerinden en az biri sonlu olmak iizere

/f(x)dx:/f+(a:)dm—/f_(x)dx

seklinde tanimlayalim. Eger her iki integral sonlu ise, f fonksiyonuna {2 bolgesinde
Lebesgue integrallenebilir denir ve 2 bolgesindeki integrallenebilir fonksiyonlarin

siifi L1(Q) ile gosterilir.

Tanmim 2.2.8. (2, R” de agik bir kiime ve f : 2 — R olgiilebilir bir fonksiyon olmak

tizere her kompakt(Kapali ve Sinirl)) K C Q altkiimesi iizerinde

I[|f\d£<oo

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir ve lokal integrallenebilir fonksiy-

onlarin kiimesi L], (Q2) ile gosterilir.
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2.3. Lebesgue Uzaylar1 (LP(Q2))

Tanim 2.3.1. Q, R" nin 6lgiilebilir bir altkiimesi, [©2| > 0 ve p € (0,00) olsun.

kiimesinde tanimh

/\f (#)|" dz < o0 (2.3.1)

olacak sekilde 6lgiilebilir f fonksiyonlarinin simifini L? () ile gosterelim. € kiimesinde
hemen hemen her yerde egit fonksiyonlar L? (2) uzayinda egit kabul edelim. L? (Q)
uzayimin elemanlari (2.3.1) sartin saglayan 6lgiilebilir fonksiyonlarin denklik siniflaridir.
Kolaylik igin, bu farki ihmal edecegiz ve eger f fonksiyonu (2.3.1) sartin1 saglarsa

f € Lr(Q2) ve Q bolgesinde hemen hemen heryerde f(z) = 0 ise LP(Q2) uzayinda

f = 0 yazacagiz. Eger f € LP(2) ve ¢ € K ise ¢f € LP(2) oldugu agiktir ve
f,g € LP(Q) icin

[f (@) + g(@)[" < (1f(@)| + lg(x))" < 27 (|f (@) + |g(2)]")
oldugundan f 4 g € LP(Q) dir ve bu yiizden L?(€2) uzay1 bir vektor uzayidir.

Teorem 2.3.2. LP(Q)) uzay1

10 = 171, = / @) do
Q

doniigtimiiyle birlikte 0 < p < 1 i¢in bir quasi Banach uzay, 1 < p < oo igin ise bir
Banach uzay olur. (Lubos 2013)

Tamim 2.3.3. (2 bolgesinde 6l¢iilebilir bir f fonksiyonu i¢in hemen hemen her yerde
|f(z)] < C olacak sekilde bir C' sabiti varsa f fonksiyonuna hemen hemen sinir-
lidir denir. Boyle C sabitlerinin en biiyiik alt sinirina da | f| nin © bolgesindeki esas

supremumu denir ve esssup |f(x)] ile gosterilir.
xeQ)

Tanim 2.3.4. Q) bolgesinde tanimli hemen hemen sinirh 6lciilebilir f fonksiyonlariyla

tanimlanan uzay L>°(2) ile gosterilir. L>(£2) uzay:

[flloe = esssup|f(z)]
€

normu ile bir Banach uzayidir.
Tanim 2.3.5. 1 < p < oo iken 1 < p' < oo ve % + z% = 1 olacak sekilde p’ = p%l

sayisina p nin eslenigi denir.
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Teorem 2.3.6. 1 < p < co ve T € [LP(Q)]’ olsun. Bu durumda u € LP(9) igin

olacak sekilde bir v € L” (Q) vardir. Ustelik

[oll o = 1Tl Loy
olur ki buradan da L (Q) = [LP(Q)]" 6zelligi ikar. (Kreyszig 1989)

Teorem 2.3.7. (Holder Esitsizligi) 1 <p < ooiken1 <p <oove i+ =1
olacak sekilde p’ = p%l sayisini p nin eglenigi olarak tamimlayalim. f € LP(Q) ve

g € L¥(Q) olsun. Bu durumda fg € L' (Q) dir ve

1

p/

/ F(@)g(a)| da| < / F(@)g(a)| dx < / (@) da / g@Pdz | =1f1 llgll,

esitsizligi gecerlidir. (Adams 2003).

Tanim 2.3.8. w fonksiyonu hemen hemen her z € R" i¢in w(x) > 0 olacak sek-
ilde R™ de lokal integrallenebilir olsun. Bu durumda w fonksiyonuna bir agirlik

fonksiyonu denir. Ozel olarak, z € 2 C R” icin

d(z) = inf |o—y|

ve « reel bir say1 olmak {izere

agirlik fonksiyonuna kuvvet tipli agirlik fonksiyonu denir.

Tamim 2.3.9. 2, R" de acik bir bolge ve w agirlik fonksiyonu olmak iizere

/|wu|p dr < o0
Q

ozelligine sahip ol¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesine agirlikli Lebesgue uzay1 denir
ve L2 (Q) ile gosterilir. LP (Q) uzay,

full o= | [lwalaz) . 1<p<oo
Q

normu altinda bir Banach uzayidir.

10
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2.4. Hardy ve Hardy-Littlewood Maksimal Operatorleri

Tamim 2.4.1. f € M (a,b) olmak iizere

HY (2) ::/zf(t)dt

seklindeki operatore Hardy operatorii,

b
Hf () ::/ f(t)dt

seklindeki operatore ise Hardy operatoriiniin eslenigi ve f > 0 olmak {izere

Hf(x):zé/mf(t)dt

seklindeki operatore ise ortalama Hardy operatorii denir.

©, ¥ negatif olmayan fonksiyonlar olmak iizere

H? (1) = () / SO F 0 d, M () = o (o) / (1) £ (1) dt

Hardy operatorlerinin modifiye edilmis hali olan agirlhikli Hardy operatorleri

denir. R! ya da ]R«lF da genellestirilmis agirlikli Hardy operatorleri ise

HYf (z) := 2" Y (2) Ow %dt, HEf (x) == 2% () /00 %dt, x>0

seklindedir.

feM(R") vea,B,v€Rolsun. 0 < £ < oo ve x > 0 olmak {izere, genellegtir-

ilmig agirlikli Hardy operatorlerinin 6zel hali

HOf (z) = a0t /Ox %dt, HPf (x) = 2P é {B—(L)dt, x>0

T

seklinde yazilabilir.

11
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Teorem 2.4.2. f € M(RT) ve o, 8,v € Rolsun. 0 </ < ocovel <p<g< oo

olmak {izere

HHg[fHLq(Ri) < C ||f||Lp(]R3_)

ve

HHffHLq(RL) <C Hf||Lp(R1+)

esitsizliklerinin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul

1
0<v< - ve—=—-—w
p qQ P
ve
1 1
a<— ve >——
p p

esitsizliklerinin saglanmasidir (Kufner ve Persson 2003).

Tanim 2.4.3. f: R" — [—00, 0] ve f € Lj,. olmak iizere

1

Mf(x) =sup—=—— / d

f@) =spee— [ 1)y
B(z,r)

bigiminde tamimh M f : R" — [0, oo] operatoriine f in Hardy—Littlewood mak-

simal operatorii adi verilir. Ayrica 0 < a < n olmak {izere

My f@) = st [ 11l dy

B(z,r)

bi¢iminde taniml operatére f in kesirli maksimal operatorii denir. B (x,r) =
B(z,7)NQ ve

1
F3m = Ferl, / | £(2)]dz

olarak verilsin.

J\Wf(%)zsup;)| / ‘f(y)—fé(w,m dy

r>0 |B(:Ea r ~
B(z,r)

biciminde tanimli operatére ise f in Sharp maksimal operatérii denir ve M? ile

gosterilir.

12
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Teorem 2.4.4. f € LP(R") ve 1 < p < o0 ise
IMfIl, < ClIf,
dir (C sabiti p ve n sayilaria baghdir) (Stein 1970).
2.5. Riesz Potansiyel ve Singiiler Operatorleri

Tanmim 2.5.1. f ve g fonksiyonlar1 R" de tanimli ve birebir olsun. Bu durumda f g

(f*9)( /f

seklinde tanimlanir ve buna f ile ¢ nin konvoliisyonu denir.

fonksiyonu,

Tanim 2.5.2. K ¢ekirdek fonksiyonu olmak iizere her A > 0 ve z € R™ i¢in K (Az) =

MK (x) ise K gekirdegine . dereceden homojendir denir.

Tanim 2.5.3. K ¢ekirdegi —a. dereceden homojen ve f x K konvoliisyonu,

= /f(y)K(fL’ —y)dy (2.5.1)

olmak iizere f — f x K doniigiimiinii gbz 6niine alahm. f fonksiyonu ile |z|*™"
Riesz gekirdek fonksiyonunun konvoliisyonuna Riesz potansiyeli, |z|™" gekird-
egi ile konvoliisyonuna ise singiiler integral denir. Riesz potansiyelinin g¢ekirdegi
olan K (z) = |z|*" fonksiyonunu koordinat baglangicinda zayif tekillige sahiptir.
Singiiler integraller potansiyelden farkli olarak tekillik noktalarinda integralleneme-
zler. Sonug olarak (2.5.1) konvoliisyon operatériiniin ¢ekirdeginin integrallenemeyen
tekilligi varsa singiiler integral, zayif (integrallenebilen) tekilligi varsa potansiyel adi
verilir.

Buradan konvoliisyon olarak bir fonksiyonun Riesz potansiyeli

[af<)_[*f /‘x_y‘na

seklinde singiiler integral operatorii ise

_ [Alx—y)
x>—Rn/ oy

seklinde ifade edilir.

13
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Tamim 2.5.4. K (z) = L ve 2 € R olmak iizere,

Hf(x):llim !

7T €—0

f(y)dy

lz—y|>e T — Y
seklinde tamiml singiiler integral operatoriiniin n = 1 deki 6zel haline H Hilbert

operatorii denir.

Teorem2.5.5.0<a<n,1§p<q<oove%: — 2 olsun. Eger p > 1 ise

1
p

||]Oéf||q S Apyq ||f||p
esitsizligi gerceklenir (Stein 1970).

Teorem 2.5.6. 1 < p < oo ise H Hilbert operatorii LP (R) de simirhdir (Elias 1993).

2.6. Lorentz Uzaylar:

Tamm 2.6.1. v € M (R") olsun.

us (@) = [({z : |u(z)] > a})]

seklinde tanimlanan

Uy 2 [0,00) — [0, 00]
fonksiyonuna u fonksiyonunun dagilim fonksiyonu denir.
Teorem 2.6.2. Dagilim fonksiyonu asagidaki ¢zelliklere sahiptir.

i) u. () azalan ve sagdan siireklidir.
i) |u(2)] < |v(x)] ise us (@) < v, (a) dur.

iii) Hemen hemen her z i¢in |u (x)| < liminfy_o |ug (2)| ise bu durumda herhangi

a > 0 icin u, () < liminfy_, o (ug), () dir.

iv) |u(x)| <|v(z)|+ |k (x)| ise herhangi oy, as > 0 igin u, (a1 + a2) < v, () +
h* (Oég) dir.

v) Herhangi ay, s > 0 igin (uv), (anas) < u, (1) + v, (o) dir.

vi) Herhangip € (0,00) ve @ > 0 igin u, (o) < a7 f{w:m(x)'m} lu (z)|" dx esitsizligi

saglanir.
vii) u € LP, p € [1,00) ise limgy—, 00 0Puy (@) = 0 = lim,—,0 aPuy (o) dur.

viil) [ a? tu, (a) da < 0o ve p € [1,00) ise bu durumda a — +00 ve v — 0 iken
afu, (o) — 0 dir. (Hao 2012)

14
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Teorem 2.6.3. u € M (R") olsun. Bu durumda

ful, = (» [ @) 1< p <o
0
ve
lullo = inf {a : u. (@) = 0}
yazilabilir. (Hao 2012)

Tamim 2.6.4. v € M (R") olsun. inf @ = oo kabulu altinda

u*(t) =inf{t:a >0:u(a) <t}

seklinde tanimh «* : [0,00) +— [0,00] fonksiyonuna u fonksiyonunun azalan

yeniden diizenlemesi denir.
Teorem 2.6.5. u* fonksiyonu agagidaki dzelliklere sahiptir.
i) u*(t), [0,00) da negatif olmayan ve artmayan bir fonksiyondur.

ii) u*(t), [0, 00) da sagdan siireklidir.

iii) k € C igin (ku)* = |k| u*.

iv) Hemen hemen her yerde |u| < |v] ise u* < v* olur.

V) (u+4 )" (ty +t2) < (u)" () + (v)" (t2).

vi) (o) (1 + 1) < ()" (1) (0)" (1)
vii) Hemen hemen her yerde |u| < liminfy . |ug| ise v* < liminf,_,. u} olur.
viii) Hemen hemen her yerde |uy| T |u| ise uj T u* dir.

ix) u. (@) < 0o oldugunda u* (u, (a)) < « olur.

X) ua (t) < oo ise u. (u* (1)) = [{lul > w* ()} <t < [{[u] = v (1)}] dir.

xi) u*(t) > a <= u,(a) >t
xii) u ve u* es olgiilebilirdir. Yani herhangi o > 0 igin (u*), (o) = u, (o) dar.
xiii) 1 < p < oo igin (Ju|”)" (t) = (u* (¢))" dir.
xiv) 1 <p < oo igin |[u*|, = [[ul|, dir.

xv) |lull, = v*(0) dir. (Hao 2012)
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Tanim 2.6.6. Q C R” ve ¥ € M () olsun.

P

i
APY(Q) = S u € M(Q) : luflpw = (/0 u” ()" W (t) dt) = 0% oo ey ¢ <

olacak sekilde olgiilebilir fonksiyonlardan meydana gelen uzaya AP"Y (Q) klasik Lorentz

uzay1 adi verilir.

Tamim 2.6.7. u € M () ve 0 < p,q < oo olsun. u* yardimiyla

1
1 (L1 4 a
< 0 (tpu (t)) %)q , g < oo

sup thu* (t), g = 00
>0

||u||Lp,q(Q) =

doniigtimiinii tanimlayalim.
[ull oy < oo olacak sekildeki tiim olgiilebilir fonksiyonlarm kiimesine p ve
q indisli LP?(Q) Lorentz uzayi adi verilir. Ayrica u € M (Q), 0 < p < oo ve

0 < g < oo olmak tizere

< 00

[ull oy = La(0,/0)

£ o (t)‘

oldugu aciktir.

Klasik Lorentz uzaylarinda 6zel olarak 0 < p,q < oo ve V¥ (t) = tr 0 alu-
sak, APY (Q) klasik Lorentz uzaylar1 LP?(Q) Lorentz uzaylarina denk olur. Yani
Ap’t%_% (€2) = LP(€2) olur. L7 (€2) uzay1 [|.|| 1y (g ile birlikte quasi-normlu uzay ve
quasi-Banach uzayidir.

Teorem 2.6.8. 1 <p<ooise LPP(Q)=L[P(Q)dir. 1<p<oovel<g<r<oo

olsun. Bu durumda

”U”Lw(Q) < Cpgr ||u||Lp,q(Q)

esitsizligini saglayacak sekilde C,,, = (¢/p)" " sabiti vardir. Yani L9 (Q) —
LPT () dir. 1 < ¢ < p yadap = q = oo olmas: halinde ||u||L,,,q(Q) bir norm belirtir
(Hunt 1966, Grafakos 2004).

Tamm 2.6.9. u € M (R") olsun.

1 t
u**:—/ u* (s)ds, (t>0)
0

t

sartini saglayan u** fonksiyonuna v* fonksiyonunun maksimal fonksiyonu denir.

16
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Teorem 2.6.10. u,v,u, € M (R) (n=1,2,...) olsun. Bu durumda u** fonksiyonu,
(0,00) da negatif olmayan, azalan ve siirekli bir fonksiyondur ve u** fonksiyonu

asagidaki ozellikleri saglar.

i) u™ = 0 <=-hemen hemen her yerde u = 0
il) w* < wu™ dir.
iii) Hemen hemen her yerde |v| < |u| = v** < u** olur.
iv) (au)™ = |a| u**
V) |un| T |u] = u}* T u** olur.
vi) Her t > 0 igin (u + )™ () < w** (¢) + v** (¢) dir.

Lemma 2.6.11. f € M (Q) olmak iizere (M f)* (t) < Cf** (t) esitsizligi gegerlidir.
(Bennett ve Sharpley 1988).

Tanim 2.6.12. u € M (R") ve 0 < p,q < 0o olmak iizere ||.|; , fonksiyoneli

tr T (1)

1l = 1l o000

L4(0,00)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.6.13. 1 <p < 00,1 < ¢ < ooyadap=gq=ooise ., fonksiyoneli
LP () tizerinde bir norm belirtir. 1 < p < oo, 1 < g<ocise 1 <r < pigin

P 1/r
fello < Wil < (52) " Nlins

esitsizlikleri saglanir (Hunt 1966).

Tanim 2.6.14. 2 C R" ve 0 < p,q¢ < oo olsun. w :  — R" agirlik fonksiyonu

h.h.h. pozitif ve lokal integrallenebilir olmak {izere

< o0
La(0,|Q2))

lull gy = | @ 5w (1)

olacak sekilde Q daki o6lgiilebilir u fonksiyonlarmdan meydana gelen uzaya L29 ()

agirhikli Lorentz uzay: denir.

Teorem 2.6.15. 1 < p < 00, 1 < ¢ < oo olsun. M maksimal operatorii LP? (R") de
smirhidir (Aykol ve ark. 2013).

Teorem 2.6.16. 1 < p,q < oo olsun. w € A, (R) ise H Hilbert operatorii L2 (R)
uzayinda siirhdir (Kokilashvili ve Krbec 1991).
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2.7. Morrey Uzaylari(L> (Q2))

Tanim 2.7.1. 2, R" de acik bir bolge olsun. 25 € 2, 1 < p<ocove 0 < A <n

olmak iizere

_A
£l 5 = sup 772 [ £l Bag,r < 00
r>0

kosulunu saglayan LP () daki f fonksiyonlarmmin lineer uzayma lokal Morrey

uzay1 denir ve bu uzay L) (Q) ile gosterilir. .

Tamm 2.7.2. 2, R" de agik bir bolge olsun. 1 < p < oo ve 0 < A < n olmak tizere
_2a
||f||p7>\ = Sup F Hf“p,é(w,r) <00 (2.7.1)
zeQ, r>0

kogulunu saglayan L (2) daki f fonksiyonlarmin lineer uzayima Morrey uzay1
denir ve bu uzay LP*(Q) ile gosterilir ve || f |,» normu ile bir Banach uzayidir.
Ayrica LP* (Q) € L (Q) oldugu agiktar.

loc

Teorem 2.7.3. 2, R" nin sinirh acik bir alt bolgesi olsun. 1 < p < oo olmak iizere
1) A=0= LPY(Q) > LP(Q),
2) A =n = LP"(Q) = L*(Q),
3) A >n = LPNQ) = {0}.
4) 0 < XA <n = LP*Q) aynlabilir degildir.

Tanmim 2.7.4. Q, R" de agik bir bolge olsun. 1 < p < 00, 0 < A < n ve w agirhk

fonksiyonu olsun. L?* (Q) agirhikli Morrey uzay1

A
flonw = sup 7 7 [wf|l, g <00
=50 7% 0l e
olacak sekilde f € LP () fonksiyonlarinin lineer uzay1 olarak tanmmlanir. LP ()

uzayl ||-|[, r.,, normu ile agirlikli Morrey uzay1 adi verilen bir Banach uzayidir. Bu

uzayda ozel olarak w = 1 alirsak LP (Q) = LP* (Q2) olur.

Teorem 2.7.5. 0 < A< 1, 0<a<l—-Avel <p< (l—-A)/aolsun. 1/q =
1/p—a/ (1= \) oldugunda H® f ve H? f Hardy operatorleri LP* (R) ya da L7 (R)

den L% (R) ye sinirli olmast icin gerek ve yeter kosul v < 1/p'+\/p (v > (XA — 1) /p)
olmasidir (Samko 2012).

Teorem 2.7.6. 1 < p < oo ve 0 < \ < n ise Hardy-littlewood maksimal operatorii
Morrey uzaymnda smrhdir yani || M f|| o gny < C || fl| o ey olacak sekilde bir €' >

0 sayis1 vardir.(Chiarenza ve Frasca 1987).
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Teorem 2.7.7. 1 < p < 00, 0 < A <n vew = |-|” kuvvet tipli agirhik fonksiyonu

olsun. Bu durumda

M f

L:Z;A(Rn) S C Hf|’LZ,’>\(R")

esitsizliginin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul ’\;f” << %—i— z% olmasidir (Tanaka
2014).

Teorem2.7.8.0<a<n,1<p<§,0<)\<n—apolsun.%—l:

olmak iizere her f € LP*() igin

N
3
= >
Il
S

s}

||[01qu”u S O ||pr7)\
esitsizligi gecerlidir (C' > 0 sabiti f den bagimsizdir) (Peetre 1966).

Teorem 2.7.9. 1 < p < o0, 0 <A< 1,0 < 2 < < oo olmak iizere H Hilbert
operatoriit LP* ([0, 4]) de siirhdir (Peetre 1996).

Teorem 2.7.10. 0 </ <00, 1 <p < o0, 0< )< 1 olmak iizere

zo (Y f(t)dt

R R

agirhkh singiiler operatoriiniin LP ([0, ¢]) de sinirh olmas igin gerek ve yeter kosul
% <a< z% + % olmasidir (Samko 2009).

2.8. Lorentz Morrey Uzaylar1 (LP4* (Q))

Tamm 2.8.1. Q C R", 0 < p,qg < 0o ve 0 < A < 1 olmak tizere L% () lokal

loc

Morrey-Lorentz uzaylari

s5 au” (s)‘

_A
el g0 = sup ™ Lo

quasi normu sonlu olacak sekilde u € M () fonksiyonlarindan meydana gelir.

Teorem 2.8.2.

i) Q C R" ve Q daki sifira 6zdeg fonksiyonlarin kiimesi © olmak iizere A < 0 ya
da A > 1ise L% (Q) = © dur.

i) L290(Q) = Lre(Q) dur.

loc

iii) p = ¢ ise LP%* (Q) = LFY () dur. (Aykol ve ark. 2013).

loc loc

Teorem2.8.3.0</\§1,1§q§oo,q%\<p<ooyada)\:()71§q§oo,
1 < p < oo olsun. M maksimal operatorii LP%* (R") de smirhdir (Aykol ve ark.
2013).
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Teorem 2.8.4. 1 < p < 00, 0 < A < 1 olsun. M maksimal operatorii L (R") de
siirhdir (Aykol ve ark. 2013).

Tanim 2.8.5. LP4* (R") Lorentz-Morrey uzaylar ilk defa Mingione tarafindan
tanimlanmigtir. Buna gore, 1 < p < 00, 0 < ¢ < 0o ve 0 < A < n olmak iizere
Lr@A (R") Lorentz-Morrey uzaylari

A
flliparmny = sSup t 7 ||[Xpaof L < 00
I ||quA(R ) 2ERM150 H B(z,t) HLp,q(R )

olacak gekilde R™ deki olgiilebilir f fonksiyonlarindan olugur. Ragusa (2012) ise
LP4 (R™) Lorentz-Morrey uzaylarimi 1 < p < 0o, 1 < g < 0o ve 0 < X < n olmak
lizere

2
Mllraan = g2 o0 oo Ninageny < 0

olacak sekilde R™ deki olciilebilir f fonksiyonlarin siifi olarak tanimlamistir. Bu iki

uzay arasinda uygun kosullar altinda

P (R") = PO (R")
iligkisi mevcuttur.
2.9. Modiiler Uzaylar ve Orlicz Uzaylari

Tanim 2.9.1. X bir reel vektor uzay1 olmak iizere, I : X — [0, 00| fonksiyoneli her

z,y € X igin
i) I(z)=0 < z=0,

i) I (z) =1(—x),

iii) a,8> 0,048 =1i¢n I (ax+ By) < I () + I (y)

ozelliklerini saghyorsa, I fonksiyoneline X iizerinde bir modiiler denir. Eger (iii)

ozelligi yerine o, 8 > 0, + 3 = 1 igin
I (ax + PBy) < ol (z) + BI (y)

ozelligi saglanirsa, I fonksiyoneline X iizerinde bir konveks modiiler denir.

Tanim 2.9.2. X bir reel vektor uzay1 ve I fonksiyoneli X iizerinde bir modiiler ise

X[:{:L‘GX: ;ii%l(/\x)zo}

seklinde tamimlanan uzaya modiiler uzay denir. X; uzayr X vektor uzaymin bir

alt vektor uzayidir.
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Tanim 2.9.3. X bir reel vektor uzay1 ve I fonksiyoneli X iizerinde bir konveks

modiiler ise, bu durumda I fonksiyoneli X; iizerinde Liixemburg normu adi verilen
llul|; =inf {A > 0: I(u/X) <1}

biciminde bir norm tanimlar.

Tanim 2.9.4. Q, R {izerinde ¢lgiilebilir bir bolge olmak iizere, ¢ : Q x [0,00) — R

fonksiyonu

1. Her t € Q igin ¢ (t,u) azalmayan siirekli bir fonksiyon,

2. ¢ (t,0) =0, u > 0igin ¢ (t,u) > 0 ve lim ¢ (t,u) = oo,

U—00

3. Her u > 0 i¢in ¢ (¢, u) 6lgiilebilir fonksiyon

ozelliklerine sahipse ¢ fonksiyonuna ® siifina aittir denir.

Tamim 2.9.5. X bir reel vektor uzay: ve ¢ fonksiynu ® smifina aitse, her x € X

icin ¢ (¢, |z (t)|) fonksiyonu 6lgiilebilir olur ve

I(z) = /cp (&, | ()] dt (2.9.1)

Q

ifadesi X’de bir modiiler tanimlar. Bununla birlikte, ¢ (¢, u) fonksiyonu her ¢ € €2
i¢in w'nun bir konveks fonksiyonu ise, (2.9.1) ifadesi X de bir konveks modiiler olur.

Buna gore, elde edilen

Q

modiiler uzayimma genellestirilmis Orlicz uzay:1 veya Orlicz-Musielak uzay:

denir ve L¥ ile gosterilir. Ayrica,

Ly = xEX:/gp(t,|x(t)|)dt<oo
Q

seklinde tamimlanan Lj kiimesine, genellegtirilmis Orlicz simifi denir. Lf, L¢
uzaymm bir konveks alt uzay1, L? uzay1 ise X’in L§ uzayim kapsayan en kiigiik alt
vektor uzayidir. Bununla birlikte, eger ¢ (t,u) = ¢ (u) ise (p, t’den bagimsiz ise) L¥

ve Ly uzaylarina sirasiyla Orlicz uzay1 ve Orlicz simifi denir.
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3. MATERYAL VE METOT
3.1. Degisken Ustlii Lebesgue Uzaylar
Tamm 3.1.1. Q, R" de olgiilebilir bir kiime, |©2] > 0 ve p € M (Q2) olsun.

9 (x,s) =s"P VYreQ, s>0

seklinde tanimlanan o (z,-) :  x [0,00) — R fonksiyonu

i) Vo € Qigin J (x,-) : © x [0,00) — R azalmayan siirekli bir fonksiyon,

it) ¥ (x,0) =0, s > 0 igin J (z,0) > 0 ve lim 9 (z,s) = oo,

i1i) Her s > 0 igin 9 (-,s) € M () ozelliklerine sahip oldugundan & simifina
aittir. Ayrica, ¥ (z, s) fonksiyonu her = € € igin s nin bir konveks fonksiyonu oldugu

agiktir. Bu nedenle u € M () fonksiyonu igin

Ly (u) = / 9 (z, |u|) do = / |u(z) ") da

seklinde tanimlanan I,y : M (£2) — [0, oo] fonksiyonu

i) Iy (u) = 0 <= u =0

i) Ip(y (u) = Ipe) (—u)

i11) Ip.y (ou + o) < adyey (u) + By (v), Yu,v € M (), Vo, >0, a+ 3 =1
ozelliklerini sagladigindan, M (§2) kiimesi iizerinde bir konveks modiilerdir.

Boylece LPO) (Q) modiiler uzay

Y (Q) = {u EM(Q): lim I ()= 0}

A—0+F

Musileak-Orlicz uzaymin 6zel bir ¢esididir ve M () kiimesinin lineer alt uzayidir.
¥ (z, s) fonksiyonun 6zelliklerinden, LP®) () uzaymin en az bir A > 0 igin I,y (Au) <

oo olacak sekilde tiim u € M () fonksiyonlarimin kiimesi oldugu agiktir. Yani,

LPOQ) = {u € M(Q) : 3\ >0, L) (Au) < oo}

yazilabilir.

LP0) () uzaymin bir konveks alt uzay1 olan Lg(')(Q) uzay1

LE(Q) = {ue M(Q) : Iy (u) < o0},

Genellegtirilmig Orlicz sinifinin bir tiirtidiir ve

L2(Q) = {fu e M(Q): YA >0, L) (hu) < oo}

uzayida M (§2) nin Lg(')(Q) kiimesinde kapsanan en biiyiik alt vektor uzayidir.
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Bu uzaylar icin genel olarak

L2YQ) c 5V(Q) c L'V ()

yazilabilir.

2, R™ de agik bir bolge olsun. p(-) : Q@ — [1, 00) 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve

1<p :=ess iﬂnf p(z) < p':=esssup p(r) < oo (3.1.1)
z€ €N

seklinde tamimlayalim. Aksi belirtilmedikge 1 < p~ < p™ < oo olarak kabul edilecek

ve bu durumu

LT (Q) = {g € L*(Q): ess})nf g(x) > 1}
S
olmak tizere p € LY (Q) ile ifade edecegiz.

Teorem 3.1.2. LII’(')(Q) = LPV) (Q) olmas igin gerek ve yeter kosul p € L ()
olmasidir (Fan ve Zhao 2001).
Boylece p € L (Q2) ise

LO(Q) = 157 () = 117 (@)

yazilabilir.

Tanim 3.1.3. 2, R" de agik bir bolge ve p € LY (£2) olsun. Bu durumda

LPOQ) =ue M(Q): /\u|p(x) dr < oo
Q

seklinde tanimlanan uzaya degisken iistlii Lebesgue Uzay1 denir.

p nin sabit (p(z) = p) olmasi durumunda degigken {istlii Lebesgue uzay: klasik
Lebesgue uzayima doniisiir.

p € LY () olmasi durumunda modiiler fonksiyon ek olarak agagidaki ézelliklere
sahiptir.

i) Iey(u+v) <207 (Lyy(u) + Ly (v))

ii) u € LP)(Q) igin eger A > 1 ise

ve eger 0 < A < 1 ise

+ —
N Iy (1) < Lpgy (M) SN Iy (1) < My (w) < Dy (u)

elde edilir.
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i11) Eger hemen hemen her z € Q icin |u (z)| < |v ()| ve Ip)(u) < oo ise bu
durumda I,y (u) < Iy (v) ve u| # |v| icin kesin esitsizlik vardir.
i) Verilen bir u € LPO(Q)\ {0} igin, I,)(Au) fonksiyonu A\ ya gore siirekli,

konveks ¢ift fonksiyondur ve A € [0, 00) igin artandir.

I

() (w) modiilii konveks oldugundan dolayr LF®) (2) tizerinde

. Uu
lullyp = lullyy = inf {2 >0: 1y (5) <1}

Liixemburg normu tanimlanabilir. Bu norm altinda LP() () uzay1 bir Banach uza-
yidir.
Ayrica, u,v € LPO) (Q) ve h.hoh. |u(z)| < |v(a)] ise [ull ) < llvll,.) yazilabilir.

Teorem 3.1.4. u € LP0) (Q)\ {0} olsun. Bu durumda, [|ul|,,.) = a olmasi i¢in gerek
ve yeter kogul I, (%) = 1 olmasidir.[(Fan ve Zhao 2001), (Kovacik ve Rdkosnik
1991)].

Teorem 3.1.5. Eger u € LPV)(Q) ve I, : L’V (Q) — R ise, bu durumda
i) lull,y <1(=1 >1) e I (w) <l(=1; >1)
i) Bger [[ull,, > 1ise, [[ullf) < Ly (u) < [lull%,
iii) Bger [[ull,, < 1ise, [[ull’() < L) (u) < [Julf,

olur [(Fan ve Zhao 2001), (Kovacik ve Rakosnik 1991), (Samko 1998)].

Teorem 3.1.6. Eger p™ < oo ise, 0 zaman <Lp(') (), H'Hp(_)> uzay1 ayrilabilirdir.
[(Fan ve Zhao 2001), (Kovacik ve Rékosnik 1991)].

Teorem 3.1.7. Eger p— > 1 ve pt < o0 ise, 0 zaman (Lp(‘) (Q),||-||p(,)) uzayl
diizgiin konveks ve dolayisiyla yansimali bir uzay olur (Fan ve Zhao 2001).

p € L () fonksiyonun eglenigi ise p’ ile gosterilip [ﬁ + ﬁ =1 dir.

Teorem 3.1.8. LP0) () uzaymm dual uzay1 L?'*)(Q) uzayidir. Yani,
i) Her v € LP)(Q) icin

¢wyi/mmm@m;vuem@m) (3.1.2)

Q

seklinde tanimlanan ¢ fonksiyoneli LP() () iizerinde siirekli lineer bir fonksiyoneldir.
ii) LP0) (Q) tizerinde (3.1.2) seklinde tamimh her siirekli lineer fonksiyonel icin
tek bir v € LP'O)(Q) vardir [(Fan ve Zhao 2001), (Kovagik ve Rékosnik 1991)].

Bu teoremden p~ > 1 ise LP®) (Q) uzaymin yansimal oldugu sonucu elde edilir.
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Teorem 3.1.9.(Holder Esitsizligi)
LPO(Q) uzayr LPO) (Q) uzaymm dual uzay1 ve z% + p,l(.) = 1 olmak tiizere her
u e LPO(Q) ve v € LFO(Q) icin

./WUMx< o >WM\HWH ) < 2 lullpey ol (3.1.3)

ifadesi yazilabilir (Kovacik ve Rékosnik 1991).

Teorem 3.1.10. Q, R" de smirh bir bolge, 0 < || < oo ve p(-), ¢(-) € LY ()
olsun. Bu durumda L90)(Q) «— LP0) (Q) gommesinin var olmasi i¢in gerek ve yeter

kogul h.h.h. z € © i¢in p(z) < ¢(z) olmasidir. Ayrica,

[l < €+ 190 ully
esitsizligi yazilabilir [(Fan ve Zhao 2001), (Kovacik ve Rékosnik 1991)].

Klasik Lebesgue uzaylarinin en onemli 6zelliklerinden biri elemanlarinin orta
stirekliligidir. LP)(Q) uzayimnin klasik Lebesgue uzayindan farkli oldugu bu noktay:

gosterelim.

Tamim 3.1.11. Her ¢ > 0 sayis1 igin fy(2) = f(x+h), 2 € R" ve f € LPO(Q)
olmak tizere, |h| < 0 ve h € R" i¢in I,(f, — h) < € olacak sekilde bir § = d(¢) > 0

sayist varsa, f € LPU)(Q) fonksiyonuna p(-)—orta siirekli ad verilir.

Ornek 3.1.12. Q = (—1,1) ve 1 <7 < s < 0o olarak alinsin. Bu durumda p ve f

fonksiyonlarini

-1

)y xe0,1) ve flz) = xS €[0,1)
p(gj)_{s; z € (—1,0) f()_{ 0; (10)

seklinde segersek, f € LP0)(Q) olur. Fakat h € (0,1) igin [p(fyh) > A7t fi)h(a: +
h)~'dx = oo oldugundan f, ¢ LP0)(Q) elde edilir (Kovacik ve Rakosnik 1991).

Teorem 3.1.13. p fonksiyonu LP() () uzayimnda sabit olmasin. Bu durumda (7, f) (z) =
f(z — h) oteleme operatorii LP() () uzaymda siireksiz olacak sekilde h € R™\ {0}
vardir. Ustelik 7, f ¢ LP0)(Q) olacak sekilde f € LPO)(Q) vardir (Diening 2004).

Teorem 3.1.14. Q, R™ de sinirhi 6l¢iilebilir bir bolge olsun. €2 bolgesinde taniml p ve
r fonksiyonlari igin 1 < p~ < pT <oovel <71~ <rt < oo 6zellikleri saglansin. Bu
durumda * : (f, g) — f * g konvoliisyonu LPO)(Q) x L' (R*) — L"")(Q) doniisiimii

olarak siirekli olmas igin gerek ve yeter kogul p~ > r* olmasidir (Diening 2004).
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Oteleme operatoriiniin genelde siireksiz olmast v € L'() ile f fonksiyonun kon-
voliisyonunun genelde siireksiz oldugunu verir. Daha acikcas1 genel olarak degisken
iistlii Lebesgue uzaylarinda Young teoremi beklenen sonucu vermez. Yani, genel

olarak
o ull,y £ lully 0],
seklindedir.

Tanmim 3.1.15. Eger her x,y € () i¢in

(3.1.4)

N | —

p (@) - ply)| < —= oyl <

T —Infr—y|
esitsizligini saglayan bir L > 0 sayisi varsa, p fonksiyonuna log-Holder siirekli ve
(3.1.4) kosuluna log-Holder siireklilik kogulu adi verilir.

Bundan sonraki galigmamizda, €2 bolgesinde 1 < p~ < p(x) < pt < oo olacak

sekilde log-Holder siirekli p fonksiyonlarimi kiimesini P°¢ (Q2) ile gosterecegiz.

Teorem 3.1.16. 2 sinirli bir bolge ve p € P°8 (Q) olsun. Bu durumda M maximal
operatorii LPO)(Q) uzaymmda sinirhdir (Diening 2002).

Tanim 3.1.17. Q, R" de agik bir bolge ve p : 2 — [1, 00) fonksiyonu siirekli olsun.
Eger her x,y € () icin p fonksiyonu log-Holder siirekli ve her x € 2 igin

[P(2) = Poo| < w

olacak sekilde | ‘lim p(T) = poo € [1,00) ve C' > 0 sabitleri varsa p fonksiyonuna

global log-Hoélder siirekli adi verilir.

Teorem 3.1.18 ), R" de agik bir bolge ve 1 < p~ < p(x) < p* < oo olacak sgekilde
global log-Holder siirekli olsun. Bu durumda Hardy-Littlewood maksimal operatorii
LP0) (Q) uzaymda smirhidir. (Cruz-Uribe ve ark. 2003)

Teorem 3.1.19. ), R” de agik bir bolge olsun. 0 < a < n olmak iizere p fonksiyonu
1 <p~ <p* < 2 olacak sekilde global log-Holder siirekli ve 2 € €2 igin

1 1«
p(z) q(z) n
ozelligi ile g : Q© — [1, 00) fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda /,, Riesz operatorii

LPO)(Q) uzaymdan L) (Q) uzayna sinirhdir. (Capone ve ark. 2004).

Teorem 3.1.20. p fonksiyonu 1 < p~ < p* < oo olacak sekilde global log-Holder
stirekli bir fonksiyon olsun. H Hilbert operatorii LP) (R) de smirhdir (Cruz-Uribe
ve ark. 2005).
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Teorem 3.1.21. 0 < ¢ < oo olsun. p € L™ (]0,/]) fonksiyonu 1 < p~ < pt < o0
olacak sekilde

p(0) =lim p(t) vep(oco) = lim p(t), (3.1.5)

t—0

limitlerine sahip olsun ve

1< 5 icin Ip() ~p(O) < = ve [p(H) ~ p(oo)] < o c (3.1.6)

In [¢] e+ [t])
sartlarini saglasm. «, 5,v € L ([0,¢]) fonksiyonlar1 (3.1.5) ve (3.1.6) sartlarim
saglasin ve

0<0(0) < —— ve 0 < v(00) < ——
v ve U < v(o0

p(0) p(o0)
olsun. Ayrica ¢ € L™ ([0, ]) fonksiyonu 1 < ¢~ < ¢* < oo olacak sekilde (3.1.5) ve
(3.1.6) sartlarini saglasin ve

1 1 1 1
—=——=—0v(0) ve = — v (00)

q(0)  p(0)

olsun. Bu durumda

a()
H,oy f (z) LO0.0) < Cfll oy o,

B() <
HU(.)f (z) LaO(0.]) ¢ ||f||LP(-)([0,€])

Hardy tipli esitsizliklerinin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul

1 1
a(0) < 7 (0)’ a(o0) < 7 ()
ve . .
5(0) m, B(0) > —m

esitsizliklerinin saglanmasidir (Diening ve Samko 2007).

Tammm 3.1.22 L2 () uzay1, hemen hemen her yerde w(z) > 0 olmak iizere wf €
LP0)(Q) olacak sekilde f € M () fonksiyonlarin smifi olarak tanimlanir. Lﬁ(')(ﬂ)

uzayl

p(z)
dr <1

i w(z)f (z)
”fHLfU(')(Q) = Hpr(.),w =inf<¢n>0: / ‘T
Q
normu altinda bir Banach uzayidir. w(z) =1 ise Lﬁ,(')(Q) = LPO(Q) oldugu aciktur.
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Bu uzayda tanimlanan modiiler fonksiyon w bir agirlik fonksiyonu olmak tizere

%mdﬂ=/ﬁwﬂﬂﬂwmﬂ
Q

seklinde tanimhdir.

Lemma 3.1.23. Eger f € L2(Q) ise bu durumda,

i) f# 0 || fllyy. =1 = how(f) =1
i) Eger || fll,y., > 1 ise

- +
Hf”i(.),w S [p(-),w(f) S Hf”i(%w (3.1.7)
iii) Eger || fll ). <1 ise

+ —
Hf”i(.),w S Ip(-),w(f) S Hf”i(.),w (3.1.8)

esitsizlikleri gecerlidir.

Lemma 3.1.24. Q, R" de siurh bir boslge, [Q| < oo ve p(+), ¢(-) € LY (2) olsun. Bu
durumda w bir agirhik fonksiyonu h.h.h. z € Q i¢in p(x) < ¢ () olmak {iizere eger
u € LZJ(')(Q) ise 0 halde u € L5"(9) olur ve

esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla Lw(')(Q) — Lﬁ(')(ﬂ) gommesi gegerlidir.

Teorem 3.1.25. 2, R™ de smirh agik bir bolge, p fonksiyonu 1 < p~ < p(z) < p* <
oo olacak sekilde log-Holder siireklilik kogsulunu saglasin. Bu durumda xq € ) olmak

tizere M? operatoriiniin LP()(Q) uzayinda siirh olmasi igin gerek ve yeter kosul

- _ 5 < n
p(o) P’ (o)
dir (Kokilashvili ve Samko 2004).

(3.1.9)

Tanmim 3.1.26. €2, R" de sinirh acik bir bolge olsun. Bu durumda agirlikhi Riesz
potansiyel operatorii f 0 f

fly o)
Ig(x)f(I) = |:U - $0|B/ B ( ) n—a(z) dy, o € 41,
S =l lo—y

seklinde tanimlanir. Eger 5 = 0 olarak alinirsa, Ig(x) f(x) = L@ f(x) esitligi yazila-
bilir.
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Teorem 3.1.27. ), R" de sinirh agik bir bolge olsun. p fonksiyonu 1 < p~ < p(z) <
pt < oo olacak sekilde log-Holder siireklilik kogulunu saglasin ve in£2 a(z) > 0 olsun.
BAS

Eger

o) =P = i)

(3.1.10)

ise bu durumda 1” () operatori LP0)(Q) uzaymda smirhidir (Kokilashvili ve Samko
2004).

Teorem 3.1.28. Q, R" de smurh agik bir bolge, p fonksiyonu 1 < p~ < p(x) <

pt < oo olacak sekilde log-Holder siireklilik kosulunu saglasin, insf] alz) > 0 ve
xe

a(z)

olmak iizere

supa(x)p(x) < n olsun. Bu durumda I.() operatori, % s —
€N

=

)
L) (Q) dan L™0) (Q) ya strhdir (Kokilashvili ve Samko 2004).

Teorem 3.1.29. ), R" de simirli bir bolge, p fonksiyonu 1 < p~ < p(z) < p™ < o0

olacak gekilde log-Holder siireklilik kogulunu saglasin. Bu durumda

p(x):H|x—ak|ﬁ’“, a € Q
k=1

olmak {izere

< B <—— k=1,...m
plag) 7% 7 q(ax)

esitsizligi gecerli ise LP1) (Q, p) uzaymda H Hilbert operatorii stirhdir (Kokilashvili
ve Samko 2003).
3.2. Degisken Ustlii Lorentz Uzaylar:

Tanim 3.2.1. Q, R" de siirh agik bir bolge, ¢ = |Q| olmak iizere p € M ([0, ¢))
fonksiyonu 1 < p~ < p(t) < pt < oo kosulunu saglasin. AP0) (Q) degisken iistlii

klasik Lorentz uzayi

1 laror @y = 1 [ r0,q < 00

olacak gekilde Q bolgesindeki 6lgiilebilir fonksiyonlardan olugur. f*(¢) < f**(¢)

oldugundan

”fHAP(')(Q) = ||f**||Lp(->[0,£] < 0

oldugu agiktir.
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Aymni kogullar altinda w agirhik fonksiyonu [0, /] de tanimli olmak tizere ARY) (Q)

agirlikli degisken tistlii klasik Lorentz uzayi

HfHAﬁ,(')(Q) = wa*”LP(‘)[O,Z} <0

olacak gekilde €2 bolgesindeki olgiilebilr fonksiyonlardan olugur. f*(¢) < f**(¢)

oldugundan

oy 2= 0™ ltopag < o0
oldugu aciktir.

Teorem 3.2.2. a < oo i¢in p : [0,a] — [1,00) fonksiyonu 1 < p~ < p(z) < p* < oo,
p(0) > 1 ve herhangi 4 € (0, a) i¢in ng w) =P (0) olacak sekilde

tim (p () ~ p (0)) g ~ < o0

z—0t

sartini saglayan sinirh olgiilebilir bir fonksiyon olsun. w = ||’B ve 0 < B <1— ﬁ
oldugunda M Hardy-Littlewood maksimal operatorii AES) ([0, a]) agirhkh degisken

iistlii klasik Lorentz uzaymda simrhdir (Israfilov ve ark. 2006).

Teorem 3.2.3. p fonksiyonu Teorem 3.2.2 deki 6zellikleri saglayan ¢ = 0 da siirekli
bir fonksiyon olsun. H Hilbert operatorii AP0) ([0, a]) degisken tistlii klasik Lorentz

uzayida siirhdir (Israfilov ve ark. 2006).

Teorem 3.2.4. p fonksiyonu Teorem 3.2.2 deki 6zellikleri saglayan ¢ = 0 da siirekli
bir fonksiyon olsun. I, Riesz operatorii AP¢) ([0, a]) degisken iistlii klasik Lorentz
uzaymdan APO) ([0, a]) degigken iistlii klasik Lorentz uzayma simirhdir (Israfilov ve
ark. 2006).

Tanim 3.2.5. Q C R” ve £ = |Q| olmak iizere LP") ([0,/]) de Banach fonksiyon
uzay1 olan degigken iistlii Lorentz uzaymm tammlayabiliriz. p,q € M ([0, ]) olsun.
0<p <pt<oo, 1<qg <q"<oove #7007 (t) € L0 ([0,£]) olmak iizere
Lr():0) () degisken iistlii Lorentz uzay1

2 t
@“m:/wﬁwmwwﬁ<m (3.2.1)
0

olacak sekilde u € M (Q) fonksiyonlarindan meydana gelir. Eger p,q € M ([0, /])
fonksiyonlar1 3.1.5 ve 3.1.6 sartlar saglar ve 0 < p~ < pt < 00,1 < ¢~ < ¢t < ©
olursa (3.2.1) deki esitsizlik ¢ = oo igin

L g (o)
/t$4UWmmﬁ+/‘M@4Wﬁwmﬁ<w, (3.2.2)
0

1

0 _
esitsizligine esittir, £ < oo igin ise sadece f(f tpo) ! |/ ()| dt terimi gegerlidir.

31



3. MATERYAL VE METOT

LP()40) (Q) uzayinda

1 1
70 ato” (1)

. u
sy = in {3 > 05 o (3) <1} = L0 0.8)

normlar: tamimlhidir.

Tanim 3.2.6. u € M () ve w agirhik fonksiyonu [0,¢] de tamiml olmak tizere
L0 (Q) agirhkh degisken tistli Lorentz uzay:

< o0
L1®(0,/2))

o
HUHLZ(')"I(')(Q) - Hw (t) tr@® () q (t)‘
olacak sekilde u fonksiyonlarindan meydana gelir.

Teorem 3.2.7. p,q € M ([0,/]) fonksiyonlar1 (3.1.5) ve (3.1.6) sartlarmi ve 1 <
p” <pt <oo,p(0) >1,p(eo) >1vel <q <qg" < oo egitsizliklerini saglasin.
v € L™ ([0, ¢]) fonksiyonu (3.1.5) ve (3.1.6) sartlar1 saglamak iizere

7(0) < ve v (00) > (Ikincisi || = oo oldugunda gegerlidir.) (3.2.3)

1 1
P (0) P’ (00)

ise w(t) = " agirhk fonksiyonu ile birlikte B0 (©2) da maksimal operator
siirhdir (Ephremidze ve ark. 2008).

Teorem 3.2.8. Teorem 3.2.7 deki kosullar altinda H Hilbert operatorii L5 4" ()
uzaymda sinirhidir (Ephremidze ve ark. 2008).

Teorem 3.2.9. p,q € M ([0,/]) fonksiyonlar1 (3.1.5) ve (3.1.6) sartlarm ve 1 <
p” < pt <oo,p(0) >1,p(o) >1vel <q < gt < oo egitsizliklerini saglasin

ve 0 < a <n,p" <2 olsun.

« 1 1 « 1 1
———=<7v(0) < ve — — —— < v(00) < —— 3.2.4
o0 e e T g B
ise I* operatorii, —— = —t. — 2 oldugunda Teorem 3.2.7 deki w (t) = t*® agirhk
palt) — p(t n

)
fonksiyonu ile birlikte L5 ") (Q) uzaymdan Lot (Q) uzayma smirhdir (Sonsu-

zluk durumu |Q| = oo oldugunda gecerlidir.) (Ephremidze ve ark. 2008).

Teorem 3.2.10. Teorem (3.2.9) un kosullar1 altinda M® operatorii, L0 ()
uzaymdan L& 10 (Q) uzayma siirhdir (Ephremidze ve ark. 2008).
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3.3. Degisken Ustlii Morrey Uzaylar:

Tanim 3.3.1. Q C R” de smirh bir bélge, zo € 2, p € LL(2) ve 0 < A < n olsun.
Degisken tistlii lokal Morrey uzay1 £74) (Q),

zo;loc

Lp(y ximo (f) :=sup 7~ / |f ()PY dy < oo

>0

B(zo,r)

ozelligine sahip f € L! () fonksiyonlarinin simifi olarak tanimlanir. £” ():A (Q) degisken

xo;loc

iistlii lokal Morrey uzayinda

() = { p(0) r<1ise

p(oo) 7> 1ise

olmak iizere

A
) — T px(r) =
||fH£’Z(O,)l7())\c(Q) E‘lifo) h/ P ‘fXB(O,T) Lp(.)(Q)

normu tammhidir. Ozel olarak xo = 0, 0 < £ < 0o, I=(0,¢) ve z € I olsun.

p(0) = lim p(z)

rz—0

ve x e bagl olmayan Ay = A(p) > 0 igin

1 A
0<z<gicn [p(z) - p(0)] < _h?x

sartlarim saglayan p € L* (1) fonksiyonlarinin smifini Péog(f ) = Péog ile, £ = oo i¢in

p(co) = lim p(z)

T—00

Aoo
Ip(z) — p(oo)| < m

sartlarm saglayan p € Py°® fonksiyonlarimn simfim ise Pé?fo(l ) = Péf’ogo tanimlayalim.
1(0,h) = (0,h)NI,0 < A < 1 olmak iizere £€;(lg’c)‘ (I) degisken iistlii lokal Morrey

uzaylari

A
) — T px(h) =~
1 llegyay = sup B2 ‘f XTm|| ooy 1y

normu sonlu olacak gekilde f € M (I) fonksiyonlarindan olusur.
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Teorem 3.3.2. 0 < A< 1,1 <p_ < py < o0, a,fB,v,p,1 € Pé?fo olsun oyle ki

0<v(0)< (0),0<v( )<WVG
1 - 1 _U(O) 1 o 1 _U(QQ)
r0)  p(0) T-X7() ploo) 1-A (3.3.1)
olsun.

Bto(t)— 1/ < C HfHLSS,),;A(I) (332)
0 S(zgf\([)
210
B(t)+v(t 5
(B0 ()/Sﬁ(s)ﬂds < Clfll gy
7 T() A(])

Hardy esitsizliklerinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kogul

1 A 1 A
a(0) < 7 (0) + P (0)’ a(o0) < 7 () + 7 (o) (3.3.3)
e A1 A1
5(0) > 20) B (o0) > (o) (3.3.4)

esitsizliklerinin ayr1 ayr1 saglanmasidir. (Lukkassen ve ark. 2013).

Tanim 3.3.3. Q C R™ de smirh bir bolge, p € LL(2) ve A : © — [0,00) olmak
tizere A € M () olsun. Degisken iistlii Morrey uzay1 LP()A0) (),

T (f):== sup rAM@) / |f (w,p(y) dy < oo

x€Q,r>0
B(z,r)

ozelligine sahip f € L! () fonksiyonlarinin siifi olarak tanimlanir.

[[[[,,y normu LP0) (Q) tizerinde tanimlanan norm olmak iizere LPOAC) (Q) uza-

[f]l; = inf {77 > 0: Loy (%) < 1}

_ A=)
1l = sup {r=5 fxge
zeQ,r>0

yinda

ya da

p(-)

seklinde normlar tanimlanabilir.
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Lemma 3.3.4. Vf € LPOAO(Q) i¢in

1< ise || fIFH< Loyao (f) <IFIE (3.3.5)

If 1= Tise (| £ IE< Toyao () <l FIET (3.3.6)
esitsizlikleri i = 1,2 igin gegerlidir (Almeida ve ark. 2008).
Lemma 3.3.5. Vf € LPOA0(Q) i¢in

L1l = 1 £l

esitligi gegerlidir (Almeida ve ark. 2008).

Normlarin ¢akismasindan dolay1

||f||p(.),,\(.) = [l fll; = [If1l

yazilabilir.

Lemma 3.3.6. () sinirh agik bir bolge ve A fonksiyonu log-Holder siireklilik kogulunu
saglasm. Bu durumda |z — y| < r olacak gekilde her z,y € Q igin

%T—A(y) < M) < OpAw)

esitsizligi gegerlidir. C' = e sabiti x, y ve 7 ye bagh degildir (Almeida ve ark. 2008).

Lemma 3.3.7. ) sinirh bir bolge ve A fonksiyonu log-Holder siireklilik kogulunu

saglasin. Bu durumda

_20)
1l = sup {r70 fxpg

zeQ,r>0 ()

fonksiyoneli LP()A)(Q) uzaymda bir denk norm tamimlar. (Almeida ve ark. 2008).
Eger p (x) = p ve A(z) = X seklinde sabit olarak alinirsa LPO)A) (Q) = LPA (Q)
esitligi yazilabilir.

Teorem 3.3.8. , R" nin siirh acik bir alt bolgesi, p : Q@ — [1,00) ve A :
Q — [0,00), Q tizerinde log-Holder siirekli olsun. Bu durumda asagidaki durumlar
gecerlidir.

1) A= 0ise LPOL (Q) = LPO) (Q)

2) A =nise LU (Q) =2 L™ (Q)

3) A™ > n ise LPOAO (Q) = {0} (Fan 2010).
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Lemma 3.3.9. 2 C R" de siurh bir bolge, 0 < A(z)
Eger p(-) ve ¢(-) fonksiyonlar log-Holder siirekli, p(x)

<nve0 < pu(xr) <n olsun.
< q(z) ve

n—Ax) _ n—pz)

ise bu durumda
Lq(-%u()(g) SN Lp(-)A(-)(g)

gommesi gegerlidir (Almeida ve ark. 2008).

Teorem 3.3.10. Q C R” smurli bir bolge olsun. Eger p € P2 ve 0 < A\(2) < At < n

ise M maximal operatorii LPO)A0) (Q) uzaymda smirhdir (Almeida ve ark. 2008).

Sonug 3.3.11. Teorem 3.3.10 un kosullar1 altinda M?* sharp maximal operatorii
LPOAG) (Q) uzayinda siarhdir.

Teorem 3.3.12. Q C R" smirh bir bolge, p € P¢ ve 0 < A(z) < AT < n olsun.

Eger a fonksiyonu log-Holder siirekli ve

infa(x) > 0, sup [A(z) + a(z)p(x)] <n (3.3.7)

z€Q) S
ise
1 1 a(r)
a() ~ p(r)  n—Aw)
olmak tizere () operatorii LP()A0)(Q) uzaymdan L1)A0)(Q) uzayma sirhdir (Almeida
ve ark. 2008).

Sonug 3.3.13. Teorem 3.3.12 nin kosullar1 altinda M.y kesirli maximal operatorii
LPOAO(Q) uzaymdan L1OAO(Q) uzayma simirhdir (Almeida ve ark. 2008).

Teorem 3.3.14. Q siurh bir bolge, p € P8 olsun. Ayrica a ve \ fonksiyonlar:
log-Holder siirekli ve (3.3.7) kogulunun saglandigini kabul edelim. Bu durumda Ia(_)

operatorii, ¢(-) fonksiyonu log-Holder siirekli ve

p(z) [n — ()]
1<qlz) < — A(@) + a(2)p(z)]

kogulunu saglamak iizere ve p(-) fonksiyonu
n—pup(z) n—Nx)

0 o @

seklinde tanimlanmak tizere LPO)AC)(Q) den L0+ (Q) ya siirhdar.
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Ozel olarak,

1 1 ol
gz)  plz) n
B nA(x)
M) = e

olarak alinabilir (Almeida ve ark. 2008).

Sonug 3.3.15. Teorem 3.3.14 iin kosullar1 altinda Ma(,) kesirli maximal operatorii
LPOAO(Q) uzaymdan L1O+0)(Q) uzayina siirhidir (Almeida ve ark. 2008).

Teorem 3.3.16. Q C R" siirh acik bir bolge, p € P ve 0 < A (z) < 1 olsun. T
singiiler operatorii LPO)A0) (Q) uzaymdan L10)A0) (Q) uzayma simirhdir (Guliyev ve
ark. 2010).

Tanim 3.3.17. Q@ C R" smrh bir bolge, w bir agirhk fonksiyonu, p € L(€) ve
A:Q — [0, 00) olmak iizere A € M (£2) olsun. Agirlikli degigken iistlii Morrey uzay1
Lﬁ(')’)‘(')(ﬂ)

Y

Ly a0w() (f) = sup r @ / w(y) f ()" dy < oo

z€eQ,r>0

B(z,r)

olacak gekildeki f € L' (Q) fonksiyonlarimin simifi olarak tanimlanir.

[[*[[,,(y normu LP0) (Q) tizerinde tamimlanan norm olmak tizere LPO)AC) (Q) uza-

yinda
111 =t {n > 0: fny (L) <1}
ya da
171 = messgl,}io )f%wfxé(”) o)

seklinde normlar tanimlanabilir. w(z) = 1 ise Lﬂ(’)”\(')(Q) = LPOAO(Q) oldugu
agiktir. Ayrica A = 0 ise Lﬁ(')’O(Q) = Lﬁ(')(Q) dir.

Lemma 3.3.21. Q siurh bir bolge, w bir agirlik fonksiyonu ve 0 < A(z) < n, 0 <

noAz) < np()
@ 2 a0

p(x) < n olsun. Eger p(-) ve ¢(-) log-Holder siirekli, p(x) < g(z) ve
ise bu durumda
L‘I(')#(')(Q) SN LgLJU(~),>\(~)(Q)

w

gommesi gegerlidir. (Enver 2012).
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Teorem 3.3.22. Q, R" (n > 1) de siirh agik bir bolge ve zy € Q olsun. p, A
fonksiyonlar1 sirasiyla 1 < p~ < p(z) < pt < oo ve 0 < M) < A" < n olacak

sekilde log-Holder kogulunu saglasin. Eger % <pB< % ise bu durumda
1 /()]
MPf(z) = |z — 20|’ sup—=———r / ————dy, (3.3.10)
r>0 |B(z,7)| ly — @ol”
B(z,r)NQ

operatorii LP()A0) (Q) uzayinda siirhdir. (Enver 2012).

Sonug 3.3.23. Teorem 3.3.22 nin kosullari altinda M?* sharp maximal operatorii
LEDA0) (Q) uzaymda simirhdir.

Teorem 3.3.24. 0 C R™ sinirh acik bir bolge ve 2y € Q olarak alinsin. p, A fonksiy-
onlart sirasiyla 1 < p~ < p(2) < pt < oo ve 0 < Az) < A" < n olacak sekilde

log-Holder siirekli, x € € ve ;ngz a(z) > 0 olsun. Eger % < B < ey 1se bu

durumda jg(x)f(m) = |z — zo|° f‘yixo‘ﬁggw_a(z)dy operatorii LPOAC) (Q) uzayinda
Q

sirhidir.(Enver 2012).
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4. BULGULAR

Bu boliimde degigken iistlii lokal Morrey-Lorentz uzaylar: ve kuvvet tipli agirlikh
degigken iistlii lokal Morrey-Lorentz uzaylar1 tanimlanacaktir. Bu uzaylarda Hardy-
Littlewood maksimal, Hilbert ve Riesz potansiyel operatorlerinin sinirliligi igin yeter

kosullar elde edilecektir.

4.1. Degisken Ustlii Lokal Morrey-Lorentz Uzaylar:

0 < ¢ < 0o olmak iizere I= (0, ¢) olsun. p ve g fonksiyonlar 0 < p~ < p* < oo,
1 < ¢ <q¢" < oo olacak sekilde 6l¢iilebilir fonksiyonlar ve 0 < A < 1 olsun.

q(0) = lim q(x)

r—0t

ve { = o0 igin

q(o0) = lim q(x)

T—00

limitlerinin var oldugunu kabul edelim.

g-(h) :{ 10 =l

g(o0) ;h>1

olmak tizere £gfl'3’cq(')’A (I) degigken iistlii lokal Morrey-Lorentz uzay1

h
(t)
Tpar (f) = sup h7a® / £50 L[ 7 ()10 dt < oo

h>0 0
olacak sekilde I arahigindaki integrallenebilir f fonksiyonlarimin simifi olarak tanim-
layalim.

Eg;(l'gf(')’A (I) uzaymnda

Hf”}cg.(lgf(‘),)\(l) : = inf {77 >0: \7p,q,/\ (%) < 1} (411)
A 1 1
= sup h™ @) tmiﬁf*
h>0 La®)(0,h)

olacak sekilde normlar1 tanimlanabilir. I = (0,¢) C Ryve ¢ < oo i¢in 1(0,h) =
IN(0,h) olmak iizere

11
tr® " a® f*

A
N =sup h «©
[hal £5a0A () = Sup La (1(0,h))

yazilabilir.
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() = %fot f* (s) ds olmak iizere Eg;(l'())f(')’)‘ (I) uzayinda

$ot0am (4.1.2)

) .
Sl gy = SUp b0
Hf”ggflgf( A1) i‘ilg ! La®(0,h)

normunu tanmlayabiliriz. f* (¢) < f**(¢) oldugundan

1
||f||£g;(l'g;q(')’>\(1) S ||f||£g;(l'g;0(')7k(l)
esitsizligi hemen yazilabilir. Agsagidaki teorem (4.1.1) ve (4.1.2) ile tanimlanan norm-

larin denkligini karekterize eder.

Teorem 4.1.1. 0 < A < 1,0 <p < p" < o0,1 < g < g7 < oo olmak iizere

D, q € Pé?fo([) olsun. Eger p (0) > q(%()?/\ ve p(00) > q('i(oo)ol/\ ise C' > 0 sabiti f den

bagimsiz olmak iizere

1
HfHﬁopfl-g;q(-),A(]) <C Hf”%’fl‘gf(‘)’*(l)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Teorem 3.3.2 den, t = 0 ve t = oo da 1% — ﬁ nin degeri ayni1 noktalarda
1

70 T ﬁ nin degerinden daha kiiciik ise yani

q(o0)

pr e (4.1.3)

q
TOES) ve p (00) >

ise esitsizlik saglanir.ll
A=0ise 1 <q <gt < oo olmak iizere p(0) > 1 ve p(o0) > 1 elde edilir.

Teorem 4.1.1 ile uygun olarak 0 < A < 1,0 <p” <p" <o0, 1 <q <qgt <o
ve p, q € Py% (I) olmak tizere (4.1.3) kogulu altinda Eg;(l.())’cq(.)’)‘ (I) degisken iistlii lokal

Morrey-Lorentz uzayini goz tniine alacagiz.

4.2. Kuvvet Tipli Agirlikli Degisken Ustlii Lokal Morrey-Lorentz Uzaylar:

Lp(')ﬂ('))‘

0;loc;w

Tanim 4.2.1. w agirlik fonksiyonu ile birlikte (1) agirlikli degisken iistlii

lokal Morrey-Lorentz uzayi

< 0 (4.2.1)
La()(0,h)

eyt g+

_a
||f||ll€fl'3;‘§§;”(1) = ig% h™ M
olacak gekilde M (1) daki fonksiyonlarin alt kiimesi olarak tanimlanir. Ayrica

11 = sup b0

£t M@ h>0

< o0 (4.2.2)
L1t (0,h)

(et f

olur.
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v € P8 (I) olsun yani v (0) = lim ~ (t) ve £ = oo igin 7y (c0) = tligl v (t)
’ t—0 —+00
limitlerine sahip I da olgiilebilir sinirl bir v fonksiyonu

< ! c

0<t<§ve \fy(t)—fy(oo)|§m (4.2.3)

1) =70 <

esitsizliklerini saglasin. w (t) = t7® kuvvet tipli agirlik fonksiyonu icin

1 1
PO 5w~ aw £+

I
||f”£p(')711(')7>\ (= sup h a®

0;loc;\<w(') h>0 Lq()(oah)

normunu ve notasyonunu kullanacagiz.

Lemma 4.2.2. 0 <A< 1,0<p <p' <o0,1<q <g" <ocovep, qe P%E(I)

olmak iizere (4.1.3) kosulu saglansin. v € Pé?f’o(l ) olmak iizere

—l—ive (00) < ! + A
P g0 P () " q(c0)

olsun. Bu durumda f fonksiyonuna bagh olmayan C' > 0 sabiti icin

7(0) <

171 zotracra 5y < HszZ’fi)’qf' o S Ol groacrn g

)
0;loc;|-| 7 oc;|-|7() 05loc;|-|7(
esitsizligi saglanir.
Ispat. Esitsizligin sol tarafi f* (t) < f** (t) esitsizliginden dolay1 aciktir, sag tarafi
ise Teorem 3.3.2 den bulunur.®

4.3. Hardy-Littlewood Maksimal ve Riesz Potansiyel Operatorlerinin

Siirhilig:

Teorem4.3.1.0<)\<1,0<p_§p+<00,1§q_§q+<OOVepaq€Pé?§o(I)

olmak tizere (4.1.3) kosulu saglansin. v € Pé?fo(l ) olmak tizere

0) < + — 4.3.1
TR sy
ve
1 A
00) < + 4.3.2
S e 452
ise bu durumda maksimal operatér £ (lc))cq|(|)7(>\) (I) uzayinda smirhdir.

Ispat. Lemma 2.6.11 den

(Mf)"(t) < Cf(t) (4.3.3)

esitsizliginin gecerli oldugu biliniyor.

41



4 BULGULAR

Bu nedenle
Iaf] o ||t (£ (1)
Y,a(5); = su * p(t) q(t
Eg(zicq: |)“/?-) () h>13 La®)(0,h)
D, S 1 1
< Csuph “w |00 75w foe (t)‘
h>0 L1 (0,h)

olur. Ayrica f** (t) = 1 fg f*(s) ds oldugundan

t

t

—a )+t — =t —1 *

IM Il peracrn oy = Csuph e |70 750 7 (s)ds
O,loc;H’Y(')( ) h>0

0 La(®)(0,h)

IA

t
C tpy(t)ﬂ(lf)q(l’f)l/f* (s)ds
0

Li> ()

yazilabilir. (4.3.1) ve (4.3.2) kosullar1 altinda Teorem 3.3.2 den

1M egmopy < €

tv(t)+ﬁfﬁf* (1) ‘

Lq(t)’)‘(f)
D S
= Csuph = |["OF50 70 f* ()‘
h>0

- C ||f||£g,(l¢)7£»(y)7/\(1)

La() (0,h)

yazabiliriz ve boylece ispat tamamlanir.ll

I(z,h) = (x — h,x + h) N [ araliginda f nin ortalama degeri

fr@n = T )| / f(t)

I(z,h)

olmak tizere sharp maksimal fonksiyonu

M f(x) = sup oy /|f — fiam| dt

I(z,h)

seklinde tanimhdir. M maksimal operatoriin simirhlhigindan ve

Mif(z) <2Mf(z), w€l,

noktasal egitsizliginden asagidaki sonuc yazilabilir.
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Sonug 4.3.2. Teorem 4.3.1 deki kosullar altinda M* sharp maksimal operatorii
£PO90A (7Y de siirhdar.

0,loc;|-| ")

Teorem4.3.3.0<)\<1,()<p_§p+<oo,1§q_§q+<oovep,q6Pé?§o([)

olmak iizere (4.1.3) kosulu saglansin. 'y € Pé?fo(l ) olmak tizere (4.3.1) ve (4.3.2)

kosullar1 altinda Hilbert operatorii Ep I”;\) (I) uzaymnda simrhdir.

Ispat : H operatorii

* 1] £ (s)
(HY) (1) < C ;/f (s)ds+/—ds

esitsizligini sagladigindan

{10t (H)” (1)

. S
LS || porars () = suph =

0,lcc;|-|"/(') h>0 Lq(t)(07h)

/" (s)

h>0

t l
A
< Csuph =0 || O+50 7w %/f*(s)der/
0 t

L3(®)(0,h)

yazilabilir. (4.3.1) ve (4.3.2) kosullar1 altinda Teorem 3.3.2 den

||Hf||£p(>q<>x <C||f||£p(>q()A o

Oln(‘\w Olo(‘||'y

elde edilir. Bu ispat1 tamamlar.ll

Teorem 4.3.4. ¢ = |I|olsun. 0 < a < 1,0 < A < 1,0 < p~ < pt < oo,
1<qg < q+ <oovep, q,y € Pé?fo(]) olmak tizere (4.1.3) kogulu saglansimn. ¢ € [0, /]

igin p* < = ve pa(t) = ﬁ — « olmak tizere
A 1 1 A
L )< ——+ —— 4.3.4
0 70 "< 55t o (4.34)
ve
A 1 1 A

at 2 T cy(0) < : 435
105 po0) <7< 5o T atee (4.3.5)

ise I® operatorii [,p ¢, ol ‘)7() (I) uzayindan Ep oa |(72)A (I) uzayma simrhdir.

Ispat. Kuvvet tipli agirlikli degisken iistlii local Morrey Lorentz uzaymin normunun

tammindan

il — sup B w0 O Emd (1) (1)

chal )‘“‘(j( S h>0

La(t) (0,h)

ve

43



4 BULGULAR

t l
(If) (1) < ¢ | #1+ / £ (s)ds + / F* (s) 0 ds (4.3.6)
0 t
oldugunu biliyoruz.
Q) =7 () + — — L o) = (90 (1) € LI (D)
p(t) q(t) ’
olmak iizere
. S 'Y(t)“r#fi ok
1% f]] L= suph %0 T Tra@ @ (1% f)" (t)
ﬁgjc(.;);i-qf%)(’-) @ h>0 L4 (0,h)
t [
< C t’y(t)Jrﬁfﬁfa t1+a/f* (S) dS—i—/f* (8) 571+ad8
0 t gl @)
0 [ o(s)
_ Q-1 [ LS Qt)—a PpLS
= C|t /tQ(s) ds+1t /SQ(S)_aHds
0 t LY D)
0 [ o(s)
Q-1 [ PS Q)—a [ _P\S)
< C|t /SQ(S)ds + C' ||t /SQ(S)_Q+1dS
0 LI D) t LI (D)

yazabiliriz. Boylece Teorem 3.3.2 den (4.3.4) ve (4.3.5) kogullar1 altinda

[l
L

pa(+),q(-);A
O,ZDC;H’Y(‘) )

< Clellpaoam

A
= Csupr “m ”SOHL‘I<‘)(O,h)
h>0

_a
= (Csupr “®
h>0

= Clifl

p(+),a(-);A
LO,loc;|-|'7(') 0

tv(tHﬁ*ﬁJc* (t)‘

LaC)(0,h)

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.ll

Kesirli maksimal fonksiyon ile Riesz operatorii arasindaki

M f(x) < cI®([f]) (x),  wel,

noktasal esitsizlikten ve Teorem 4.3.4 den asagidaki sonug yazilabilir.

Sonug 4.3.5. Teorem 4.3.4 iin kogullar1 altinda M* fraksiyonel maksimal operatorii

p(-):a(-);A
LO,loc;HW(')

(I) uzaymdan Eg

a(')ﬂ(')?)\

oa [10 (I) uzayma sinirhdir.
HLOCs |
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Teorem 4.3.6. ¢ = |[[|olsun. 0 < a < 1,0 < A< 1,0<p <ph <oo, 1<
g~ <q" < oove p, q,7 € Péog (I) olmak tizere (4.1.3) kogulu Saglansm t €0,/ igin

max{p*, ¢*} < =2 olmak iizere 1() = (1t) % ve qal() = q(lt) %5 olsun. (4.3.4) ve
(4.3.4) kosullar altmda I operatorii ,Cp )q‘ 0 (I) uzaymdan Ep () \QIL;(J (I) uzayma

sinarhidar.

Ispat. f € Ep )q| 70 y (1) olsun. Kuvvet tipli agirhkli degisken tistlii local Morrey

Lorentz uzayinin normunun tanimindan

a Py t)+——~ «
H[ fH Pa()ka()A( 1) - S};]i]'g h Dt(h) t’Y() t qa(t) ([ f) ( )
0,loc;|-| (") £9a() (0,h)
oldugunu biliyoruz. Boylece
¢
I, = tV(t)—i_P(lt)_‘l(lt)_l—i_a/f*(S)dS :
0 Ll (1)
¢
I2 — t'Y(t)er(lt)*q(lt) /f* (8) 8—1+ad8
! L)
olmak iizere (4.3.6) esitsizliginden
1A e, S O+ Do)
0 locs|-| V(- )

yazabiliriz.

Q)=~()+ 1% - ﬁ ve p(t) = t90 f*(t) olmak iizere

t
_ ho®m-1+a [ ¥ (s)
Il = ||t /SQ(S) ds

0 L8 ()

oldugundan v (0) < ﬁ + ﬁ ve v (00) < (OO) + ( 5 ise bu durumda Teorem 3.3.2

den

)
IN

Iell g

< C|[pOrmam ()

Il

DIPN
Lg;(l()m (I)

£P()sa()iA
OlocH'V() D

elde edilir.

45



4 BULGULAR

B(0) =7 (1) + oy = gty — @ ve o (1) = 1707 (1) olmalk uzere

¢
I, = tﬁ(t)“’/ # s) ds

gB(s)+1

o A
¢ LM

S A 1 A .
oldugundana—l—m—m<7(0) ve a+ o5 — (OO) < 7 (c0) ise

I

IN

ol Loy
YO+ 5~ (r)f (t)

< C
||f||

A 0))

P()Q()A
H'Y()(I)

elde edilir. Bu Teorem 4.3.6 in ispatin1 tamamlar.ll

Sonug 4.3.7. Teorem 4.3. 6 nin kogullar1 altinda M kesirli maksimal operator

g (licq|(\)7<)\> (I) uzaymdan Ep ® oal f;(( ) (I) uzayma smirhdur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bulgular boliimiinde, yeni bir fonksiyon uzay: olarak degisken tistlii local Mor-

(-),q0(-);A
‘qp() (I)

tanimlanmigtir. Ayrica I C R* olmak tizere Hardy-Littlewood maksnnal Hllbert ve

rey Lorentz uzaylar: LO o 7()A (I) ve kuvvet tipli agirhkh versiyonu Lp “

Riesz potansiyel operatoriin s1n1rh,§;1 gosterilmigtir.

(- )A

A = 0 olmas1 durumunda Ep e [10)

(I) uzay1 Lasha ve ark. tarafindan tanimlanan

kuvvetli tipli degisken tistlii Lorentz uzayl e e )() (1) ile gakigir. Ayrica p, q sabit
ve y(x) = 0 olmasi durumunda Aykol ve ark tarafindan tanimlanan local Morrey
Lorentz uzaylar L 92 (1) elde edilir.

Hardy-Littlewood maksimal operatoriin sinirliligr igin elde edilen yeter kosul
Tanaka tarafindan kuvvet tipli agirlikli Morrey uzaylarinda gerek ve yeter kosul
olarak ispatlanmigtir.

2, R™ de acik bir bolge olmasi durumunda degisken iistlii local Morrey Lorentz
uzay1 asagidaki gibi tanimlanabilir.

p:(0,]Q]) — (0,00) ve ¢ : (0,]€2]) — (1, 00) seklinde 6lgiilebilir fonksiyonlar ol-

sun. 0 < X\ < 1 olmak tizere degigken {istlii local Morrey Lorentz uzay1 C’g(locq( (Q),

1

£70 700 £ (1)

< 00

Lo — O]
Hf”gg;(lgf(%*( Q) sup h La()(0,h)

olacak gekilde M (§2) daki fonksiyonlarin alt kiimesi olarak tamimlanir. f** fonksiy-

onunun tanimindan hareketle

< 00
L) (0,h)

1 1
£ 70 7 (1)

1 A
“fHLg;(lg;qt),A(Q) = ?}i% h™ ax(R)

normu tanimlanabilir. (4.1.3) kosulu altinda tanmimlanan bu iki norm denktir.

q(-);A

Boylece bulgular kisminda elde edilen Teorem ve sonuglar £0 w77 () uzaymn

da elde edilebilir.
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