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KISALTMA VE S·IMGELER

Rn : n� boyutlu öklid uzay¬


 : Rnnin bir alt bölgesi

j
j : 
 bölgesinin Lebesgue ölçümü

M(
) : 
 bölgesinde ölçülebilir fonksiyonlar s¬n¬f¬

Çap (
) : 
 bölgesinin çap¬

Lp(
) : Lebesgue uzay¬

L1loc : Lokal integrallenebilir fonksiyonlar s¬n¬f¬

Lp(�)(
) : De¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬

L1 (
) : 
 bölgesinde hemen hemen s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬n uzay¬

B(x; r) : x merkezli r yar¬çapl¬aç¬k yuvar

(B(x; r))
c : x merkezli r yar¬çapl¬aç¬k yuvar¬n tümleyenieB(x; r) : B(x; r) \ 


�A : A kümesinin karakteristik fonksiyonu

Lp;�(
) : Morrey uzay¬

Lp(�);�(�)(
) : De¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬

L
p(�);�(�)
� (
) : Bir tara�¬de¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬

L
p(�);�(�)
+ (
) : Bir tara�¬de¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬

M : Hardy-Littlewood maksimal operatör

M+ : Bir tara�¬Maksimal operatör

M� : Bir tara�¬Maksimal operatör

M� : Kesirli Maksimal operatör

M�
� : Bir tara�¬kesirli Maksimal operatör

M+
� : Bir tara�¬kesirli Maksimal operatör

I� : Riesz potansiyel operatör

R� : Riemann-Liouville operatörü

W� : Weyl operatörü
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Ayşegül ÇEL·IK ALABALIK

1. G·IR·IŞ

Bu tez çal¬̧smas¬nda bir tara�¬de¼gi̧sken üstlü Morrey uzaylar¬tan¬t¬lmakta ve

bir tara�¬operatörlerin de¼gi̧sken üstlü Morrey uzaylar¬nda s¬n¬rl¬l¬klar¬araşt¬r¬lmak-

tad¬r.

De¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzaylar¬ ilk olarak, Orlicz (1931) taraf¬ndan yaz¬lan

makalede görülmüştür. Bu uzaylar¬n araşt¬r¬lmas¬nda bir sonraki ad¬m Kováµcik ve

Rákosník (1991) taraf¬ndan at¬lm¬̧st¬r.

Harmonik analizin önemli araçlar¬ndan olan maksimal operatör ve potansiyel

tipli operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬bir çok araşt¬rmac¬taraf¬ndan hem de¼gi̧sken üstlü Lebesgue

hem de de¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬nda araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Klasik Lebesgue uzay¬nda Hardy-Littlewood Maksimal operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬

Stein (1970) taraf¬ndan, de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬nda ise Diening (2002, 2004)

taraf¬ndan Dini-Lipschitz (log-Hölder süreklilik) koşulu alt¬nda ispatlanm¬̧st¬r.

Kesirli Maksimal operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬, de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬nda Capone

ve ark. (2007) taraf¬ndan Hardy-Littlewood maksimal operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬na

dayand¬r¬larak ispatlanm¬̧s, de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬nda ise Almeida ve ark.

(2008) taraf¬ndan kan¬tlanm¬̧st¬r.

Lp;� (Rn) Morrey uzaylar¬, Morrey (1938) taraf¬ndan eliptik k¬smi diferansiyel
denklemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya ç¬k-

m¬̧st¬r. Hardy-Littlewood maksimal operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬klasik Morrey uzay¬nda

Chiarenza ve Frasca (1987) taraf¬ndan, de¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬

ise Almeida ve ark (2008) taraf¬ndan kan¬tlam¬̧slard¬r. Riesz potansiyel operatörünün

s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬klasik Morrey uzay¬nda Adams (1975), de¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬nda

ise Almeida ve ark. (2008) ispatlam¬̧slard¬r.

Bir tara�¬operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ ile ilgili ilk çal¬̧smalar ise Sawyer taraf¬ndan

yap¬lm¬̧st¬r. Daha sonra K. Anderson ve E. Sawyer (1988), Martin Reyes (1993),

S. Ombrosi ve L. De Rosa (2003), Edmunds ve ark. (2008) ve Nekvinda (2010) bir

tara�¬operatörlerin s¬n¬rl¬l¬klar¬ile ilgili çal¬̧smalar yay¬nlam¬̧slard¬r.

Edmunds, Kokilashvili ve Meskhi (2008), de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzaylar¬nda

bir tara�¬Hardy Littlewood maksimal operatörler M+ ve M� ile bir tara�¬potan-

siyel operatörler Riemann-Liouville R� ve Weyl W� operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬n¬

kan¬tlam¬̧slard¬r.

S. Shi ve Z. Fu (2013) bir tara�¬a¼g¬rl¬kl¬Morrey uzaylar¬nda bir tara�¬maksi-

mal ve bir tara�¬potansiyel operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬çal¬̧sm¬̧slard¬r. Bu çal¬̧sman¬n

d¬̧s¬nda Morrey uzaylar¬nda bir tara�¬operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬na dair bir çal¬̧sma bu-

lunmamaktad¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda bir tara�¬Maksimal operatörler M+ ve M� ile bir tara�¬

potansiyel operatörler Weyl W� ve Rieman-Liouville R� operatörlerinin Morrey

uzay¬ndaki s¬n¬rl¬l¬klar¬incelenmi̧stir. Bu operatörlerin Morrey uzay¬ndaki s¬n¬rl¬l¬k-
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1. G·IR·IŞ

lar¬n¬n incelenebilmesi için sözü geçen operatörlerin Lebesgue ve Morrey uzaylar¬n-

daki tan¬mlar¬ ve s¬n¬rl¬l¬klar¬ ile ilgili teoremler incelenmi̧s ve tezin oluşmas¬nda

yard¬mc¬ olabilecek tan¬m ve teroemlere ön bölümlerde yer verilmi̧stir. De¼gi̧sken

üstlü Morrey uzaylar¬nda bir tara�¬operatörlerin incelenebilmesi için bir tara�¬Mor-

rey uzaylar¬n¬ incelemek do¼gald¬r. Bu nedenle tez çal¬̧smas¬n¬n bulgular k¬sm¬nda

öncelikle bir tara�¬Morrey uzaylar¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Ard¬ndan bir tara�¬Maksimal

operatörler M+ ve M� nin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ispatlanarak bu iki operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan

Maksimal operatörün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ elde edilmi̧stir. Ayr¬ca bir tara�¬potansiyel oper-

atörler Weyl W� ve Rieman-Liouville R� operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬klar¬ispatlanm¬̧s ve

W� ve R� nin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan Riesz potansiyel operatörünün s¬n¬rl¬l¬¼g¬elde edilmi̧stir.

Son olarak bir tara�¬kesirli Maksimal operatörler M+
� ve M

�
� n¬n s¬n¬rl¬l¬¼g¬R� ve

W� nin s¬n¬rl¬l¬¼g¬na dayand¬r¬larak gösterilmi̧stir.
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Ayşegül ÇEL·IK ALABALIK

2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullan¬lacak temel tan¬m ve teoremler

hakk¬nda bilgi verilecek ve daha sonra çal¬̧smam¬z ile ilgili uzaylar tan¬mlanacakt¬r.

2.1. Normlu Uzay

Tan¬m 2.1.1. X boş olmayan bir küme ve F, reel ya da kompleks say¬lar cismi
olsun.

+ : X �X ! X � : F�X ! X

(x; y)! x+ y, (�; x)! �x,

dönüşümleri ile toplama ve çarpma i̧slemlerini tan¬mlayal¬m. E¼ger,

A) X, + i̧slemine göre de¼gi̧smeli bir grup,

G1) Her x; y 2 X için x+ y 2 X
G2) Her x; y; z 2 X için x+ (y + z) = (x+ y) + z

G3) Her x 2 X için x+ � = � + x = x olacak şekilde � 2 X vard¬r

G4) Her x 2 X için x+ (�x) = (�x) + x = � olacak şekilde �x 2 X vard¬r

G5) Her x; y 2 X için x+ y = y + x

B) Her x; y 2 X ve �; � 2 F olmak üzere
E1) �x 2 X
E2) �(x+ y) = �x+ �y

E3) (�+ �)x = �x+ �x

E4) (��)x = �(�x)

E5) 1x = x

şartlar¬sa¼glan¬yorsa X kümesine yukar¬da tan¬mlanan i̧slemler ile birlikte F cismi
üzerinde bir vektör uzay¬(veya lineer uzay¬) denir.

Tan¬m 2.1.2. Bir X vektör uzay¬nda k�k : X ! R fonksiyonu her x, y 2 X ve her

� 2 F için
i) kxk = 0() x = �

ii) k�xk = j�j kxk
iii) kx+ yk � kxk+ kyk

özelliklerini sa¼gl¬yorsa, k�k fonksiyonuna X üzerinde bir norm ve (X; k�k) ikilisine
de normlu uzay denir. Bundan sonra bir x 2 X eleman¬n normu kxk şeklinde ve
X uzay¬nda tan¬mlanan norm k�kX şeklinde gösterilecektir.

Tan¬m 2.1.3. X bir normlu uzay, x 2 X ve r 2 R pozitif bir say¬olmak üzere;
B(x; r) ={y 2 X : kx� ykX < r} kümesi, x merkezli r yar¬çapl¬bir aç¬k yuvar,
B(x; r) ={y 2 X : kx� ykX � r} kümesi, x merkezli r yar¬çapl¬bir kapal¬yuvar
olarak tan¬mlan¬r. A � X olmak üzere, her x 2 A için B(x; r) � A olacak şekilde

bir r > 0 say¬s¬varsa A�ya aç¬k küme denir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Tan¬m 2.1.4. (xn) ; (X; k�kX) normlu uzay¬nda bir dizi ve x0 2 X olsun. Her " > 0

için n � n" oldu¼gunda kxn � x0kX < " olacak şekilde n" do¼gal say¬s¬varsa (xn) dizisi
x0 noktas¬na yak¬nsakt¬r denir. Di¼ger bir deyi̧sle n �! 1 iken kxn � x0kX �! 0

oluyorsa (xn) dizisi x0 2 X noktas¬na yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 2.1.5. (xn) ; (X; k�kX) normlu uzay¬nda bir dizi olsun. Her " > 0 için n;m �
n" oldu¼gunda kxn � xmkX < " olacak şekilde n" do¼gal say¬s¬ varsa (xn) dizisine

Cauchy dizisi denir.

Tan¬m 2.1.6. Bir (X; k�kX) normlu uzay¬nda her Cauchy dizisi yak¬nsak ise bu
uzaya Banach uzay¬ad¬verilir.

Tan¬m 2.1.7. 
, Rn de aç¬k bir bölge ve u : 
 �! R ye tan¬ml¬bir fonksiyon olarak
verilsin. E¼ger, herhangi bir " > 0 say¬s¬ve x; x0 2 
 elemanlar¬ için jx� x0j < �

oldu¼gunda ju(x)� u(x0)j < " olacak şekilde � (") > 0 say¬s¬varsa u fonksiyonuna

x = x0 noktas¬nda süreklidir denir.

Tan¬m 2.1.8. (X; k�kX) normlu bir uzay ve X in bir E (E � X) altkümesi verilsin.
E¼ger, her bir x 2 X; E deki elemanlardan oluşan bir (xn) dizisinin limiti ise E

kümesi X uzay¬nda yo¼gundur denir.

Tan¬m 2.1.9. (X; k�kX) normlu uzay¬n¬n say¬labilir yo¼gun bir altkümesi varsa (X; k�kX)
normlu uzay¬na ayr¬labilir uzay denir.

Tan¬m 2.1.10. k�k1 ve k�k2 ; X vektör uzay¬üzerinde tan¬ml¬farkl¬iki norm olsun.

Her x 2 X için

C1 kxk1 � kxk2 � C2 kxk1

olacak şekilde C1 > 0 ve C2 > 0 sabitleri varsa bu iki norma denk normlar denir.

Tan¬m 2.1.11. X ve Y ayn¬F cismi üzerinde iki vektör uzay ve D(T ); X in bir

altkümesi olsun. T : D(T ) � X �! Y dönüşümü D(T ) nin her bir eleman¬n¬Y nin

yaln¬z bir eleman¬na götürüyorsa, T ye D(T ) den Y ye bir operatör ad¬verilir ve
D(T ) ye T operatörünün tan¬m kümesi denir.

R(T ) = fy 2 Y : y = Tx; x 2 D(T )g

kümesine T operatörünün de¼ger(görüntü) kümesi denir.

Tan¬m 2.1.12. X ve Y ayn¬F cismi üzerinde iki vektör uzay ve D(T ) � X; X in bir

alt uzay¬olmak üzere T : D(T ) � X �! Y bir operatör olsun. E¼ger T operatörü,

her x; y 2 D(T ) ve her �; � 2 F için

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y)

koşulunu sa¼gl¬yorsa bu operatöre lineer operatör denir.

4



Ayşegül ÇEL·IK ALABALIK

Tan¬m 2.1.13. X ve Y iki normlu uzay olmak üzere; T : X ! Y operatörü, (xn) �
X dizisi ve x 2 X eleman¬verilsin. n�nin yeterince büyük de¼gerlerinde (n ! 1
iken)

kxn � xkX ! 0 iken kTxn � TxkY ! 0

oluyorsa T operatörü x noktas¬nda süreklidir denir. E¼ger T , X�deki her noktada
sürekli ise T�ye sürekli operatör denir.

Tan¬m 2.1.14. X ve Y normlu uzay, D(T ) � X ve T : X ! Y lineer operatörü

verilsin. A � X alt kümesi s¬n¬rl¬iken T (A), Y �de s¬n¬rl¬ise T operatörüne s¬n¬rl¬
operatör denir. Bir başka ifadeyle, her x 2 X için

kTxkY � c kxkX (2.1.1)

olacak şekilde pozitif bir c reel say¬s¬varsa T�ye s¬n¬rl¬lineer operatör denir. Bununla

birlikte, (2:1:1) eşitsizli¼gini sa¼glayan c�lerin in�mumuna T operatörünün normu
denir ve bu norm

kTk := sup
x6=0;x2X

kTxkY
kxkX

= sup
kxkX�1

kTxkY

biçiminde tan¬mlan¬r.

Teorem 2.1.15. X ve Y normlu uzaylar ve D(T ) � X olmak üzere, T : D(T ) �
X �! Y lineer operatör olsun. Bu durumda T nin sürekli olmas¬için gerek ve yeter

koşul T nin s¬n¬rl¬olmas¬d¬r.

Tan¬m 2.1.16. X ve Y iki normlu uzay olmak üzere, e¼ger her x 2 X için

kTxkY = kxkX

özelli¼gini sa¼glayan, X uzay¬n¬Y uzay¬üzerine dönüştüren bire-bir lineer bir T op-

eratörü varsa X ve Y normlu uzaylar¬na izometrik olarak izomor�zma ve T
operatörüne de X ve Y normlu uzaylar¬aras¬nda izometrik izomor�zma denir.
X ve Y normlu uzaylar¬ için böyle bir ili̧ski X �= Y ile gösterilir. Bu özelli¼ge

sahip uzaylara yap¬sal benzerlikleri nedeniyle ayn¬gözle bak¬labilir.

Tan¬m 2.1.17. X ve Y normlu iki uzay olsun. E¼ger,

i) X; Y nin bir alt uzay¬

ii) Her x 2 X için X den Y ye Ix = x ile tan¬mlanan birim operatör sürekli ise

X normlu uzay¬Y normlu uzay¬na gömülür denir ve X ,! Y ile gösterilir. I birim

operatörü lineer oldu¼gundan ii) koşulu

kIxkY � C kxkX ; x 2 X

olacak şekilde bir C > 0 sabitinin varl¬¼g¬na denktir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Tan¬m 2.1.18. BirX vektör uzay¬nda tan¬ml¬skaler de¼gerli fonksiyona fonksiyonel
denir. Bir f fonksiyoneline,

f (�x1 + �x2) = �f(x1) + �f (x2) ; x1; x2 2 X ve �; � 2 C

koşulu alt¬nda bir lineer dönüşüm ad¬verilir.

Tan¬m 2.1.19. (X; k�kX) normlu uzay¬ üzerinde tan¬ml¬ bütün lineer ve sürekli
fonksiyonellerden oluşan uzaya X normlu uzay¬n¬n dual uzay¬denir ve X 0

ile gös-

terilir. Bu uzay u; v 2 X 0; x 2 X ve c 2 C

(u+ v)(x) = u(x) + v(x) ve (cu)(x) = cu(x);

şeklinde tan¬mlanan noktasal toplam ve çarp¬m alt¬nda bir vektör uzay¬d¬r. Bu uza-

yda bir u 2 X 0
eleman¬n¬n normu

kukX0 = sup
x2X;x 6=0

ju(x)j
kxkX

şeklinde tan¬mlan¬r. X
0
uzay¬k�kX0 normu ile bir Banach uzay olur.

Tan¬m 2.1.20. Bir X vektör uzay¬n¬n X 0 duali de normlu vektör uzay¬oldu¼gundan,

bu uzay¬n da duali tan¬mlanabilir. Bu durumda (X 0)0 = X 00 lineer vektör uzay¬na X

in ikinci duali denir.
Sabit bir x 2 X için X 0 uzay¬nda

gx(f) = f(x) ( f 2 X 0 de¼gi̧sken)

şeklinde bir gx fonksiyoneli tan¬mlayal¬m. Her x 2 X için bir tek s¬n¬rl¬lineer fonksiy-

onel kaŗs¬l¬k gelece¼ginden, bu halde

C : X �! X 00

x 7�! gx

şeklinde bir dönüşüm tan¬mlanabilir. Bu dönüşüme kanonik dönüşüm ad¬verilir.

E¼ger kanonik dönüşüm üzerine ise, bu durumdaX uzay¬na yans¬mal¬uzay ad¬verilir.

X yans¬mal¬uzay ise X �= X 00 olur.

Teorem 2.1.21. Yans¬mal¬bir (X; k�kX) Banach uzay¬n¬n her alt uzay¬da yans¬-
mal¬d¬r.

Teorem 2.1.22. (X; k�kX) normlu bir uzay olsun. X uzay¬n¬n yans¬mal¬olmas¬için

gerek ve yeter koşul X
0
uzay¬n¬n yans¬mal¬olmas¬d¬r. E¼ger X uzay¬ayr¬labilir ise,

X
0
uzay¬da ayr¬labilirdir. Bu durumda, X ayr¬labilir ve yans¬mal¬bir uzay ise X

0
de

ayr¬labilir ve yans¬mal¬bir uzay olur.
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2.2. Lebesgue Ölçümü ve Ölçülebilir Fonksiyonlar

Tan¬m 2.2.1. �, Rn�nin altkümelerinin bir s¬n¬f¬olmak üzere,
i) Rn 2 �,
ii) A 2 � ise Ac 2 � (Ac, A�n¬n tümleyen kümesi),

iii) E¼ger i = 1; 2; :::, için Ai 2 � ise ,
1[
i=1

Ai 2 �

koşullar¬sa¼glan¬yorsa, � s¬n¬f¬na bir �-cebir ad¬verilir.

Tan¬m 2.2.2. � s¬n¬f¬üzerinde tan¬mlanan � : � ! R+ [ f+1g fonksiyonu, �
s¬n¬f¬ndaki ayr¬k kümelerin bir fAigi2n toplulu¼gunun say¬labilir her birleşimi için

�

 1[
i=1

Ai

!
=

1X
i=1

� (Ai) ; 8Ai \ Ak = ?; i 6= k

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa, � fonksiyonuna � s¬n¬f¬üzerinde bir ölçüm denir.

Tan¬m 2.2.3. Rn�nin altkümelerinin aşa¼g¬da verilen özelliklere sahip �-cebiri olan
bir � s¬n¬f¬n¬n ve bu � s¬n¬f¬üzerinde bir � ölçümünün varl¬¼g¬kolayl¬kla gösterilebilir;

i) Rn�deki her aç¬k küme ��ya aittir,
ii) E¼ger A � B, B 2 � ve � (B) = 0 ise, A 2 � ve � (A) = 0 dir,

iii) A = fx 2 Rn : ai � xi � bi; i = 1; 2; :::; ng ise, A 2 � ve � (A) =
1Y
i=1

(bi � ai),

iv) x 2 Rn ve A 2 � iken

x+ A = fx+ y : y 2 A 2 �g ve � (x+ A) = � (A)

olur, yani � ölçümü öteleme alt¬nda de¼gi̧smezdir.

Bu özelliklere sahip bir � s¬n¬f¬n¬n elemanlar¬na Rn�nin Lebesgue ölçülebilir al-
tkümeleri, � ölçüm fonksiyonuna Rn�de Lebesgue ölçümü ve A 2 � için � (A)

gösterimine ise A kümesinin ölçümü denir. Bu tez çal¬̧smas¬nda, bir 
 � Rn böl-
gesinin Lebesgue ölçümü j
j ile gösterilecektir.

Tan¬m 2.2.4. E¼ger B � A � Rn ve jBj = 0 ise, A � B kümesinin her noktas¬nda

sa¼glanan bir özellik A kümesinde hemen hemen her yerde geçerli bir özellik olarak

adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 2.2.5. A ölçülebilir bir küme olmak üzere, f : A ! R[{�1} şeklinde
tan¬mlanan bir f fonksiyonu verilsin. E¼ger her a 2 R için

fx 2 A : f (x) > ag

kümesi ölçülebilir ise, f fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir.
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Tan¬m 2.2.6. A � Rn kümesinin karakteristik fonksiyonu

�A(x) =

(
1; e¼ger x 2 A
0; e¼ger x =2 A

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.2.7. E¼ger f fonksiyonu ölçülebilir ve reel de¼gerli ise, bu durumda f fonksiy-
onunu her ikiside ölçülebilir ve negatif olmayan f+ = max (f; 0) ve f� = �min (f; 0)
fonksiyonlar¬cinsinden f = f+�f�şeklinde yazabiliriz.

R



f+(x)dx ve
R



f�(x)dx in-

tegrallerinden en az biri sonlu olmak üzereZ



f(x)dx =

Z



f+(x)dx�
Z



f�(x)dx

şeklinde tan¬mlayal¬m. E¼ger her iki integral sonlu ise, f fonksiyonuna 
 bölgesinde

Lebesgue integrallenebilir denir ve 
 bölgesindeki integrallenebilir fonksiyonlar¬n
s¬n¬f¬L1(
) ile gösterilir.

Tan¬m 2.2.8. f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere her kompakt(Kapal¬ve S¬n¬rl¬)
K kümesi üzerinde Z

K

jf j d� <1

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir ve

L1loc (
) =

8<:f :
Z
K

jf j d� <1; K � 
; K kompakt

9=;
ile gösterilir.

2.3. Lebesgue Uzaylar¬(Lp(
))


; Rn nin ölçülebilir bir altkümesi, j
j > 0 ve M(
); 
 da tan¬ml¬ölçülebilir

fonksiyonlar¬n kümesi olsun.

1 � p <1 olmak üzere,

Lp (
) :=

�
u 2M(
) :

Z



ju (x)jp dx <1
�

(2.3.1)

şeklinde tan¬mlanan fonksiyon s¬n¬f¬n¬gözönüne alal¬m. 
 bölgesinde hemen hemen

her yerde eşit fonksiyonlar¬Lp(
) uzay¬nda eşit kabul edelim. Lp(
) uzay¬n¬n ele-

manlar¬ (2:3:1) ifadesini sa¼glayan ölçülebilir fonksiyonlar¬n denklik s¬n¬�ar¬d¬r. Bu

fark¬göz ard¬ederek, e¼ger u fonksiyonu (2:3:1) özelli¼gine sahipse u 2 Lp(
) ve 

bölgesinde hemen hemen her yerde u(x) = 0 ise Lp(
) uzay¬nda u = 0 yazaca¼g¬z.
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E¼ger u 2 Lp(
) ve c 2 C ise cu 2 Lp(
) oldu¼gu aç¬kt¬r ve e¼ger u; v 2 Lp(
) ise

ju(x) + v(x)jp � (ju(x)j+ jv(x)j)p � 2p (ju(x)jp + jv(x)jp)

oldu¼gu için u+ v 2 Lp(
) yaz¬labilir. Böylece Lp(
) bir vektör uzay¬olur.
1 � p <1 olmak üzere, bu uzay

kukp;
 = kukp =

8<:
Z



ju (x)jp dx

9=;
1=p

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.3.1. 
 bölgesinde ölçülebilir bir u fonksiyonu için hemen hemen her yerde
ju(x)j � K olacak şekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen s¬n¬r-
l¬d¬r denir. Böyle K sabitlerinin en büyük alt s¬n¬r¬na da juj n¬n 
 bölgesindeki

esas(essential)supremumu denir ve ess sup
x2


ju(x)j ile gösterilir.


 bölgesinde hemen hemen s¬n¬rl¬u fonksiyonlar¬yla tan¬mlanan uzay L1(
) ile

gösterilir. L1(
) uzay¬

kuk1 = ess sup
x2


ju(x)j

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.3.2. 1 < p < 1 iken 1 < p0 < 1 ve 1
p
+ 1

p0 = 1 olacak şekilde p
0 = p

p�1
say¬s¬na p nin eşleni¼gi denir.

Teorem 2.3.3. 1 < p <1 ve T 2 [Lp(
)]0 olsun. Bu durumda u 2 Lp(
) için

T (u) =

Z



u(x)v(x)dx

olacak şekilde bir v 2 Lp0(
) vard¬r. Üstelik

kvkLp0 = kTk[Lp(
)]0

olur ki buradan da Lp
0
(
) �= [Lp(
)]0 özelli¼gi ç¬kar.

Teorem 2.3.4.(Hölder Eşitsizli¼gi)
E¼ger, 1 < p <1 ve u 2 Lp(
); v 2 Lp0(
) ise bu durumda uv 2 L1(
) olur veZ




ju(x)v(x)j dx � kukp kvkp0

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Adams 2003).
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Teorem 2.3.5. j
j =
R



dx < 1 ve 1 � p � q � 1 olsun. E¼ger u 2 Lq(
) ise bu

halde u 2 Lp(
) olur ve

kukp � j
j
(1=p)�(1=q) kukq

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla

Lq(
) ,! Lp(
)

gömmesi geçerlidir (Adams 2003).

Teorem 2.3.6. E¼ger 1 � p <1 ise Lp(
) uzay¬ayr¬labilirdir (Adams 2003).

Teorem 2.3.7. E¼ger 1 < p < 1 ise Lp (
) uzay¬düzgün konveks ve yans¬mal¬d¬r

(Adams 2003).

2.4. Maksimal ve Riesz Operatörleri
Maksimal operatör ve Riesz potansiyeli harmonik analizin önemli konular¬aras¬n-

dad¬r. Özellikle k¬smi türevli denklemler teorisi ve matematiksel �zikte birçok uygu-

lamalar¬vard¬r.

Tan¬m 2.4.1. (Maksimal operatör)

Rn de lokal integrallenebilir bir f fonksiyonunun B(x; r) = fy : jx� yj < rg aç¬k
yuvar¬üzerinde ortalama de¼geri

Mrf(x) =
1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy

şeklinde gösterilir.

Lokal integrallenebilir bir f : Rn ! [�1;1] fonksiyonunun Hardy Littlewood
maksimal fonksiyonu, Mf : Rn ! [0;1]

Mf(x) = sup
r>0

1

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy

= sup
r>0

Mrf(x)

olarak tan¬mlan¬r. Bu şekilde tan¬mlanan M operatörü alt lineerdir, yani, f; g 2
L1loc(Rn) ve a; b 2 R için

M (af + bg) � jajMf + jbjMg

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.
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Maksimal fonksiyonM ,Rn nin standart kümelerinde n = 1 için Hardy-Littlewood
taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s veWeiner taraf¬ndan n�boyutluRn uzay¬nda geni̧sletilmi̧stir.
Maksimal fonksiyonu küpler yard¬m¬yla tan¬mlarsak; 0 � � < n ve Q(x; r); Rn

de kenarlar¬eksenlere paralel x merkezli ve r yar¬çapl¬küpleri belirtmek üzere ,

Mf(x) = sup
Q3x

1

jQj1��=n
Z
Q

f(y)dy

olarak yaz¬l¬r.

0 � � < n olsun. Lokal integrallenebilir bir f : Rn ! [�1;1] fonksiyonunun
kesirli maksimal fonksiyonu

M�f (x) = sup
r>0

r�

jB(x; r)j

Z
B(x;r)

jf(y)j dy

olarak tan¬mlan¬r. Kesirli maksimal fonksiyon k¬smi diferansiyel denklemlerde ve

potansiyel teoride birçok uygulamalara sahiptir. Özel olarak � = 0 al¬n¬rsa Hardy-

Littlewood maksimal fonksiyonu elde edilir.

Teorem 2.4.2. Rn üzerinde tan¬ml¬ f fonksiyonu için f 2 Lp (Rn) ; 1 � p � 1
ise Mf maksimal fonksiyonu hemen hemen her yerde sonludur.

(i) f 2 L1 (Rn) ise her � > 0 için

jfx :Mf (x) > �gj � 3n

�

Z
Rn

jf (x)j dx;

eşitsizli¼gi geçerlidir.

(ii) f 2 Lp (Rn) ; 1 < p � 1 ise Mf 2 Lp (Rn) ve

kMfkp � C kfkp

olacak şekilde p ve n say¬lar¬na ba¼gl¬bir C sabiti vard¬r. (Stein 1970).

Tan¬m 2.4.3. (Riesz potansiyel Operatorü)
Her iki çarpan fonksiyondan lokal olarak daha iyi davranan bir fonksiyon üretmek

için, her birinin düzensizli¼gini kald¬ran iki fonksiyonun noktasal olmayan çarp¬m¬n¬

oluşturmak genellikle kullan¬̧sl¬d¬r. Bunlardan biri

f � g(x) =
Z
Rn

f (x� y) g(y)dy (2.4.1)

integrali var olmak üzere (2:4:1) şeklinde tan¬mlanan f ve g fonksiyonlar¬n¬n f � g
konvolüsyonudur.
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f fonksiyonun bir K çekirde¼gi ile konvolüsyonu

f �K(x) =
Z
Rn

f(y)K(x� y)dy

şeklindedir. Konvolüsyon operatörünün çekirde¼ginin integrallenemeyen tekilli¼gi varsa

singüler integral, zay¬f(integrallenebilen) tekilli¼gi varsa potansiyel ad¬verilir.
0 < � < n olmak üzere I�f(x) = jxj��n çekirdek fonksiyonuna Riesz çekirdek

fonksiyonu ad¬verilir. Bu fonksiyonun kordinat başlang¬c¬nda zay¬f tekilli¼gi vard¬r.
Böylece bir fonksiyonun Riesz potansiyeli konvolüsyon olarak

I�f(x) = I� � f(x) =
Z
Rn

f(y)dy

jx� yjn��

şeklinde tan¬mlan¬r.

Teorem 2.4.4. 0 < � < n; 1 � p < q <1 ve 1
q
= 1

p
� �

n
olsun. E¼ger p > 1 ise

kI�fkq � C(p; q) kfkp

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Stein 1970).

2.5. Bir Tara�¬Operatörler

Tan¬m 2.5.1. I, R de aç¬k bir aral¬k olsun. x 2 I olmak üzere I(x; h), I�(x; h) ve
I+(x; h) alt aral¬klar¬n¬

I(x; h) = (x� h; x+ h) \ I

I�(x; h) = (x� h; x) \ I, I+(x; h) = (x; x+ h) \ I

şeklinde tan¬mlayal¬m.

I de tan¬ml¬lokal integrallenebilir bir f fonksiyonu için Maksimal operatör ve

bir tara�¬Maksimal operatörler aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

Mf (x) = sup
h>0

1

2h

Z
I(x;h)

jf(t)j dt;

M�f (x) = sup
h>0

1

h

Z
I�(x;h)

jf(t)j dt;

M+f (x) = sup
h>0

1

h

Z
I+(x;h)

jf(t)j dt:
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Hardy Littlewood taraf¬ndan tan¬mlanan Maksimal operatör R+ üzerindeki fonksiy-
onlar için 0 < h < x olmak üzere M� ye kaŗs¬l¬k gelir. M; M� ve M+ operatörleri

alt lineer operatörlerdir ve aralar¬nda aşa¼g¬daki gibi bir ili̧ski vard¬r.

1

2
(M�f +M+f) �Mf �M�f +M+f

Bir tara�¬kesirli Maksimal operatörler M+
� ve M

�
� , 0 < � < 1 ve x 2 I olmak

üzere

M+
� (f) (x) = sup

h>0
h��1

Z
I+(x;h)

jf(t)j dt;

M�
� (f) (x) = sup

h>0
h��1

Z
I�(x;h)

jf(t)j dt;

şeklinde tan¬mlan¬r.

Teorem 2.5.2. 0 � � < 1 ve 1 < p < 1=� olmak üzere öyle bir Ap sabiti mevcuttur
ki her ölçülebilir f fonksiyonu ve her w a¼g¬rl¬k fonksiyonu için

+1Z
�1

M+
� (f) (x)

pw (x) dx � Ap
+1Z
�1

jf(x)jM�
� w (x) dx (2.5.1)

ve

+1Z
�1

M�
� (f) (x)

pw (x) dx � Ap
+1Z
�1

jf(x)jM+
� w (x) dx (2.5.2)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. (De Rosa 2006)

Tan¬m 2.5.3. I = [0; b) ve 0 < b � 1 iken bir tara�¬ potansiyel operatörler

Riemann Liouville R� ve Weyl operatorü W�; 0 < � < 1 olmak üzere

R�f(x) =

xZ
0

f(t) (x� t)��1 dt; 0 < x < b

W�f(x) =

bZ
x

f(t) (t� x)��1 dt; 0 < x < b

şeklinde tan¬mlan¬r. Riemann Liouville ve Weyl operatorünün tan¬m¬ndan

I�f(x) = R�f(x) +W�f(x)

eşitli¼gi geçerlidir.
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2.6. Morrey Uzaylar¬

Morrey Uzaylar¬(Lp;� (
)), Morrey taraf¬ndan 1938 y¬l¬nda eliptik k¬smi diferan-
siyel denklemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya

ç¬kar¬lm¬̧st¬r. Daha sonra Navier-Stokes ve Schrödinger denklemleri, süreksiz katsay¬l¬

eliptik problemler ve potansiyel teori ile ilgili önemli uygulamalar¬ortaya ç¬km¬̧st¬r.

Bu kesimde önce, 0 � � � n olmak üzere, Lp;� (
) Morrey uzay¬tan¬t¬lacak, bu

uzay üzerinde tan¬mlanan norm ve � n¬n durumlar¬na göre Lp;� (
) uzay¬n¬n yap¬s¬

hakk¬nda baz¬sonuçlara yer verilmi̧stir. Daha sonra Hardy-littlewood maksimal ve

Riesz operatörlerinin hangi koşullar alt¬nda s¬n¬rl¬oldu¼gu verilmi̧stir.

Tan¬m 2.6.1 
, Rn de aç¬k bir bölge, 1 � p <1 ve 0 � � olsun. Lp;� (
) uzay¬

kfkLp;�(
) = kfkp;� := sup
x2
; r>0

r�
�
p kfkp; ~B(x;r) � C <1 (2.6.1)

olacak şekilde f 2 Lp (
) fonksiyonlar¬n lineer uzay¬olarak tan¬mlan¬r. Burada C
sabiti sadece f ye ba¼gl¬d¬r ve B(x; r) merkezi x ve yar¬çap¬r olan aç¬k yuvar¬be-

lirtmektedir. Böyle tan¬mlanan kfkp;� , Lp;� (
) uzay¬nda bir yar¬normdur (f sabit
oldu¼gunda kesin olarak kfkLp;�(
) = 0 d¬r.)
Lp;� (
) uzay¬kfkp;� normu ile Morrey uzay¬ad¬verilen bir Banach uzay¬d¬r.

Teorem 2.6.2. 
, Rn nin aç¬k bir alt bölgesi ve 1 � p <1 olsun. Bu durumda

1) � = 0 ise Lp;0(
) �= Lp(
),
2) � = n ise Lp;n(
) �= L1(
),
3) � > n ise Lp;�(
) = f0g :
4) 0 < � � n ise Lp;�(
) uzay¬ayr¬labilir uzay de¼gildir.

Teorem 2.6.3. 
, Rn nin s¬n¬rl¬aç¬k bir alt bölgesi, 0 � � � n ve 0 � � � n olsun.
E¼ger p � q ve n��

p
� n��

q
ise bu durumda

Lq;� (
) ,! Lp;� (
)

şeklinde gömmesi geçerlidir.


 bölgesi s¬n¬rs¬z oldu¼gu zaman yukar¬daki gömme geçerli de¼gildir.

Teorem 2.6.4. 1 < p < 1 ve 0 < � < n olsun. Bu durumda Hardy-littlewood

maksimal operatörü Lp;� (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.Yani

kMfkp;� � C kfkp;�

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde C > 0 say¬s¬vard¬r (Chiarenza ve Frasca 1987).
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Teorem 2.6.5. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; 0 < � < n� �p olarak al¬ns¬n. 1

p
� 1

q
= �

n
ve

�
p
= �

q
olsun. Bu durumda her f 2 Lp;�(
) için

kI�fkq;� � C kfkp;�

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde f den ba¼g¬ms¬z bir C > 0 sabiti vard¬r (Peetre 1966).

Teorem 2.6.6. 0 < � < n; 1 < p < n
�
; 0 < � < n � �p ve 1

p
� 1

q
= �

n�� olarak

al¬ns¬n. Bu durumda her f 2 Lp;�(
) için

kI�fkq;� � C kfkp;�

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde f den ba¼g¬ms¬z bir C > 0 sabiti vard¬r (Adams 1975).
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3. MATERYAL ve METOD

3.1. De¼gi̧sken Üstlü Lebesgue Uzaylar¬(Lp(�) (
))


, Rn de ölçülebilir bir küme j
j > 0 ve M (
) kümesi 
 bölgesinde tan¬ml¬

ölçülebilir fonksiyonlar¬n kümesi olsun.M (
) kümesinde h.h.h.y. eşit fonksiyonlar¬

bir eleman olarak göz önüne alal¬m. p fonksiyonunu çal¬̧smam¬z boyunca ölçülebilir

bir fonksiyon yani p 2M (
) olarak kabul edece¼giz.

'(x; s) = sp(x) ; 8x 2 
 ; s � 0

şeklinde tan¬mlanan ' : 
� [0;1) �! R fonksiyonu
i) 8x 2 
 için '(x; �) : [0;1) �! R azalmayan sürekli bir fonksiyon,
ii) ' (x; 0) = 0 ve s > 0 için ' (x; s) > 0 ve lim

s�!1
' (x; s) =1;

iii) Her s � 0 için # (�; s) 2M (
)

özelliklerine sahip oldu¼gundan ' fonksiyonu � s¬n¬f¬na aittir. Ayr¬ca '(x; s) fonksiy-

onunun 8x 2 
 için s nin bir konveks fonksiyonu oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu nedenle u 2
M (
) fonksiyonu için

� (u) = �p(x) (u) =

Z



' (x; juj) dx =
Z



ju(x)jp(x) dx

şeklinde tan¬mlanan � :M (
)! [0;1] fonksiyonu
i) � (u) = 0() u = 0

ii) � (u) = � (�u)
iii) � (�u+ �v) � �� (u) + �� (v) ; 8u; v 2 E; 8�; � > 0; � + � = 1

özelliklerini sa¼glad¬¼g¬ndanM (
) kümesi üzerinde bir konveks modülerdir. Böylece
M (
)� = L

p(x) (
) modüler uzay¬

Lp(x) (
) =

�
u 2M (
) : lim

��!0+
� (�u) = 0

�
genelleştirilmi̧s Orlicz uzay¬n¬n özel bir çeşididir veM (
) kümesinin lineer alt uza-

y¬d¬r.

' (x; s) fonksiyonun özelliklerinden, Lp(x)(
) uzay¬n¬n en az bir � > 0 için � (�u) <

1 olacak şekilde tüm u 2M (
) fonksiyonlar¬n¬n kümesi oldu¼gu aç¬kt¬r. Yani,

Lp(x)(
) = fu 2M (
) : 9� > 0; � (�u) <1g

yaz¬labilir.
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Lp(x)(
) uzay¬n¬n bir konveks alt uzay¬olan Lp(x)0 (
)

L
p(x)
0 (
) = fu 2M (
) : � (u) <1g

genelleştirilmi̧s Orlicz uzay¬n¬n bir türüdür ve

L
p(�)
1 (
) = fu 2M (
) : 8� > 0; � (�u) <1g

uzay¬daM (
) n¬n Lp(x)0 (
) kümesinde kapsanan en büyük alt vektör uzay¬d¬r. Bu

uzaylar için genel olarak

L
p(x)
1 (
) � Lp(x)0 (
) � Lp(x) (
)

yaz¬labilir.


; Rn de aç¬k bir bölge ve E � 
 olsun. p : 
 �! [1;1) ölçülebilir fonksiyonu
için

p�E = ess inf
x2E

p(x) ve p+E = ess sup
x2E

p(x)

gösterimlerini ve ayr¬ca p� = p�
 ve p
+ = p+
 k¬saltmalar¬n¬kullanaca¼g¬z. Bundan

sonra aksi söylenmedikçe

1 � p� � p(x) � p+ <1 (3.1.1)

kabul edece¼giz ve bu durumu

L1+ (
) =

�
u 2 L1 (
) : ess inf

x2

u � 1

�
olmak üzere, p 2 L1+ (
) ile ifade edece¼giz.

Teorem 3.1.1. Lp(x)1 (
) = Lp(x)(
) olmas¬ için gerek ve yeter koşul p 2 L1+ (
)
olmas¬d¬r. (Fan ve Zhao 2001)

Böylece p 2 L1+ (
) ise

Lp(x) (
) = L
p(x)
0 (
) = L

p(x)
1 (
) = E�

yaz¬labilir ve Lp(x)(
) uzay¬n¬de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬, p(�) fonksiyonunu
s¬n¬rl¬üst olarak adland¬raca¼g¬z. p nin sabit olmas¬durumunda de¼gi̧sken üstlü Lebesgue

uzay¬ ile klasik Lebesgue uzay¬ çak¬̧s¬r. p 2 L1+ (
) olmas¬ durumunda modüler

fonksiyon ek olarak aşa¼g¬daki özelliklere sahip olur.

i) �(u+ v) � 2p+ (�(u) + �(v))
ii) u 2 Lp(x)(
) için e¼ger � > 1 ise
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�(u) � ��(u) � �p��(u) � �(�u) � �p+�(u)

ve e¼ger 0 < � < 1 ise

�p
+

�(u) � �(�u) � �p��(u) � ��(u) � �(u)

elde edilir.

iii) E¼ger hemen hemen her x 2 
 için ju (x)j � jv (x)j ve �(u) < 1 ise bu

durumda �(u) < �(v) ve juj 6= jvj için kesin eşitsizlik vard¬r.
iv) Verilen bir u 2 Lp(x)(
)n f0g için, �(�u) fonksiyonu � ya göre sürekli, konveks

çift fonksiyondur ve � 2 [0;1) için artand¬r.
� modüleri konveks oldu¼gundan dolay¬Lp(x) (
) üzerinde

kukp(x);
 = kukp(x) = inf
n
� > 0 : �

�u
�

�
� 1
o

Lüxemburg normu tan¬mlanabilir. Bu norm alt¬nda Lp(x) (
) uzay¬bir Banach uza-

y¬d¬r. E¼ger u; v 2 Lp(x) (
) ve h.h.h. ju(x)j � jv(x)j ise kukp(x) � kvkp(x) yaz¬labilir.
f 2 Lp(x)(
) olmak üzere kfkp(x) � C1 olmas¬için gerek ve yeter koşul �(f) < C2
olmas¬d¬r. C1

C2
de¼geri alttan ve üstten p fonksiyonuna ba¼gl¬bir sabitle s¬n¬rl¬d¬r.

Modüler fonksiyonun (iv) özelli¼ginden ve normun tan¬m¬ndan aşa¼g¬daki teorem

kolayca elde edilebilir.

Teorem 3.1.2. f 2 Lp(�) (
) n f0g olsun. Bu durumda,kukp(�) = a olmas¬için gerek
ve yeter koşul �

�
u
a

�
= 1 olmas¬d¬r:[(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)].

Teorem 3.1.3. E¼ger u 2 Lp(�)(
) ve � : Lp(�) (
) �! R ise, bu durumda
i) kukp(�) < 1 (= 1; > 1), � (u) < 1 (= 1; > 1)

ii) E¼ger kukp(�) > 1 ise, kuk
p�

p(�) � � (u) � kuk
p+

p(�)

iii) E¼ger kukp(�) < 1 ise, kuk
p+

p(�) � � (u) � kuk
p�

p(�)

olur [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991), (Samko 1998)].

Teorem 3.1.4. E¼ger p+ < 1 ise, o zaman
�
Lp(�) (
) ; k�kp(�)

�
uzay¬ayr¬labilirdir

[(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)].

Teorem 3.1.5. E¼ger p� > 1 ve p+ < 1 ise, o zaman
�
Lp(�) (
) ; k�kp(�)

�
uzay¬

düzgün konveks ve dolay¬s¬yla yans¬mal¬bir uzay olur (Fan ve Zhao 2001).

Teorem 3.1.6. Lp(�) (
) uzay¬n¬n dual uzay¬Lp0(�)(
) uzay¬d¬r. Yani,
i) Her v 2 Lp0(�)(
) için

� (u) =

Z



u(x)v(x)dx; 8u 2 Lp(�)(
) (3.1.2)

şeklinde tan¬mlanan � fonksiyoneli Lp(�) (
) üzerinde sürekli lineer bir fonksiyoneldir.
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ii) Lp(�) (
) üzerinde (3:1:2) şeklinde tan¬ml¬her sürekli lineer fonksiyonel için

tek bir v 2 Lp0(�)(
) vard¬r [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)]:
Bu teoremden p� > 1 ise Lp(�) (
) uzay¬n¬n yans¬mal¬oldu¼gu sonucu elde edilir.

Teorem 3.1.7.(Hölder Eşitsizli¼gi)
Lp

0(�)(
) uzay¬Lp(�) (
) uzay¬n¬n dual uzay¬ve 1
p(�) +

1
p0(�) = 1 olmak üzere her

u 2 Lp(�) (
) ve v 2 Lp0(�)(
) içinZ



ju vj dx � ( 1
p�
+

1

(p�)0
) kukp(�) kvkp0(�) � 2 kukp(�) kvkp0(�) (3.1.3)

ifadesi yaz¬labilir (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991).

Lemma 3.1.8. 
 � Rn ölçülebilir s¬n¬rl¬bir küme ve p : 
 �! [1;+1] ölçülebilir
bir fonksiyon olsun. Bu durumda

k1kLp(�)(
) � max
n
j
j

1
p+ ; j
j

1
p�
o

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Ek olarak e¼ger, p+ ve p� fonksiyonlar¬
 üzerinde elde edilirse

bu durumda

k1kLp(:)(
) � j
j
1

p(x�) (3.1.4)

olacak şekilde x� 2 
 noktas¬vard¬r (Fan 2008).

Teorem 3.1.9. 
; Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, 0 < j
j <1 ve p(�); q(�) 2 L1+ (
) olsun.
Bu durumda Lq(�)(
) ,! Lp(�) (
) gömmesinin var olmas¬için gerek ve yeter koşul

h.h.h. x 2 
 için p(�) � q(�) olmas¬d¬r. Ayr¬ca,

kukp(�) � C (1 + j
j) kukq(�)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir [(Fan ve Zhao 2001), (Kov¼aµcik ve Rákosník 1991)].

Klasik Lebesgue uzaylar¬n¬n en önemli özelliklerinden biri elemanlar¬n¬n orta

süreklili¼gidir. Lp(�)(
) uzay¬n¬n klasik Lebesgue uzay¬ndan farkl¬oldu¼gu bu noktay¬

gösterelim.

Tan¬m 3.1.10. Her " > 0 say¬s¬ için fh(x) = f (x+ h) ; x 2 Rn ve f 2 Lp(�)(
)
olmak üzere, jhj < � ve h 2 Rn için Ip(fh � h) < " olacak şekilde bir � = �(") > 0
say¬s¬varsa, f 2 Lp(�)(
) fonksiyonuna p(�)�orta sürekli ad¬verilir.

Örnek 3.1.11. 
 = (�1; 1) ve 1 � r < s < 1 olarak al¬ns¬n. Bu durumda p ve f

fonksiyonlar¬n¬

p(x) =

(
r ; x 2 [0; 1)
s ; x 2 (�1; 0)

ve f(x) =

(
x
�1
s ; x 2 [0; 1)
0 ; x 2 (�1; 0)

şeklinde seçersek, f 2 Lp(�)(
) olur.
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Fakat h 2 (0; 1) için

Ip(
fh
�
) � ��1

Z 0

�h
(x+ h)�1dx =1

oldu¼gundan fh =2 Lp(�)(
) elde edilir (Kovacik ve Rakosnik 1991).

Teorem 3.1.12. p fonksiyonu Lp(�)(
) uzay¬nda sabit olmas¬n. Bu durumda (�hf) (x) =
f(x � h) öteleme operatörü Lp(�)(
) uzay¬nda süreksiz olacak şekilde h 2 Rnn f0g
vard¬r. Üstelik �hf =2 Lp(�)(
) olacak şekilde f 2 Lp(�)(
) vard¬r (Diening 2004).

Teorem 3.1.13. 
; Rn de s¬n¬rl¬ölçülebilir bir bölge olsun. 
 bölgesinde tan¬ml¬p ve
r fonksiyonlar¬için 1 < p� � p+ <1 ve 1 < r� � r+ <1 özellikleri sa¼glans¬n. Bu

durumda � : (f; g) �! f �g konvolüsyonu Lp(�)(
)�L1 (Rn) �! Lr(�)(
) dönüşümü

olarak sürekli olmas¬için gerek ve yeter koşul p� > r+ olmas¬d¬r (Diening 2004).

Öteleme operatörünün genelde süreksiz olmas¬u 2 L1(
) ile f fonksiyonun kon-
volüsyonunun genelde süreksiz oldu¼gunu verir. Daha aç¬kças¬genel olarak de¼gi̧sken

üstlü Lebesgue uzaylar¬nda Young teoremi beklenen sonucu vermez. Yani, genel

olarak

kv � ukp(�) � kuk1 kvkp(�)

şeklindedir.

3.2. De¼gi̧sken Üslü lebesgue Uzaylar¬nda Hardy-Littlewood Maksimal
ve Riesz Potansiyel Operatörlerinin S¬n¬rl¬l¬¼g¬

L.Pick ve Ruzicka genel p fonksiyonu için Lp(�) (
) uzay¬nda maximal operatörün

s¬n¬rl¬l¬¼g¬için ters bir örnek sundular. p fonksiyonu çok h¬zl¬bir art¬̧s noktas¬olan

x0 a sahip ise, yani x �! x0 için � jp(x)� p(x0)j log jx� x0j �! 1 oluyorsa bu

durumda maximal operatör Lp(�) (
) uzay¬nda sürekli olmaz.

Tan¬m 3.2.1 E¼ger her x; y 2 
 için

jp (x)� p(y)j � L

� ln jx� yj ; jx� yj � 1

2
(3.2.1)

eşitsizli¼gini sa¼glayan bir L > 0 say¬s¬varsa, p fonksiyonuna log-Hölder sürekli ve

(3:2:1) koşuluna log-Hölder süreklilik koşulu ad¬verilir.

Lemma 3.2.2. 
 s¬n¬rl¬bir bölge olsun. 1 < p� � p+ < 1 ve p fonksiyonu log-

Hölder süreklilik koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda C > 0 olmak üzere her f 2 Lp(�)

için kfkp(�) � 1 olacak şekilde

(Mf (x))
p(x)

p� � C
�
M

�
jf (�)j

p(�)
p�

�
(x) + 1

�
eşitsizli¼gi geçerlidir (Diening 2002).
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Teorem 3.2.3. 
 s¬n¬rl¬bir bölge olsun. 1 < p� � p+ < 1 ve p fonksiyonu log-

Hölder süreklilik koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda M maximal operatörü Lp(�)(
)

uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Diening 2002).

Tan¬m 3.2.4. 
, Rn de aç¬k bir bölge ve p : 
 �! [1;1) fonksiyonu sürekli olsun.
E¼ger her x; y 2 
 için p fonksiyonu log-Hölder sürekli ve her x için

jp(x)� p1j �
C

log (e+ jxj)
olacak şekilde lim

jxj�!1
p(x) = p1 2 [1;1) ve C > 0 sabitleri varsa p fonksiyonuna

global log-Hölder sürekli ad¬verilir.

Teorem 3.2.5. 
; Rn de aç¬k bir bölge olsun. 1 < p� � p+ < 1 ve p fonksiyonu

global log-Hölder sürekli olsun. Bu durumda Hardy-Littlewood maksimal operatörü

Lp(�) (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r. (Cruz-Uribe ve ark. 2003, 2004).

Teorem 3.2.6. 
; Rn de aç¬k bir bölge olsun. 0 < � < n olmak üzere p fonksiyonu
1 < p� � p+ < n

�
olacak şekilde global log-Hölder sürekli ve x 2 
 için

1

p(x)
� 1

q(x)
=
�

n

özelli¼gi ile q : 
 �! [1;1) fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Bu durumda I� Riesz operatörü
Lp(�)(
) uzay¬ndan Lq(�)(
) uzay¬na s¬n¬rl¬olur (Capone ve ark. 2004).

3.3. De¼gi̧sken Üstlü Lebesgue Uzaylar¬nda Bir Tara�¬Maksimal ve
Potansiyel Operatörlerin S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Klasik Lebesgue uzay¬nda 1 < p � 1 için Hardy-Littlewood maksimal op-

eratörün s¬n¬rl¬¼g¬ndan M� ve M+ operatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ elde edilir. Daha aç¬k

olarak, I, R de aç¬k bir aral¬k olmak üzere f 2 Lp(I); 1 < p < 1 ise M�f;

M+f 2 Lp(I) ve

kM�fkp � C(p) kfkp
kM+fkp � C(p) kfkp

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.

De¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬nda ise M� operatörü s¬n¬rl¬iken M+ operatörü

s¬n¬rl¬olmayabilir. Böyle bir durumdaM maksimal operatörün de s¬n¬rl¬olmayaca¼g¬

aç¬kt¬r. Aşa¼g¬daki teorem de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uzay¬nda bu durumu aç¬klamak-

tad¬r.
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Teorem 3.3.1. I = [0; b] s¬n¬rl¬bir aral¬k olsun.
a) Lp(�) (I) uzay¬nda M� operatörü s¬n¬rl¬oldu¼gu halde M maksimal operatörü

s¬n¬rl¬olmayacak şekilde I aral¬¼g¬nda süreksiz bir p fonksiyonu vard¬r.

b) Lp(�) (I) uzay¬nda M+ operatörü s¬n¬rl¬oldu¼gu halde M maksimal operatörü

s¬n¬rl¬olmayacak şekilde I aral¬¼g¬nda süreksiz bir p fonksiyonu vard¬r. (Edmunds,

Kokilashvilli and Meskhi 2008)

Tan¬m 3.3.2. I, R de aç¬k bir aral¬k ve p 2M(I) olsun. Hemen hemen her x; y 2 I
için

p(x) � p(y) + C1
� ln(x� y) ; 0 < x� y � 1

2
(3.3.1)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde bir C1 > 0 sabiti varsa, p fonksiyonuna bir tara�¬log-

Hölder sürekli ve (3.3.1) koşuluna bir tara�¬log-Hölder süreklilik koşulu ad¬verilir.

Bu koşulu sa¼glayan p fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬P�(I) ile gösterilir. Benzer şekilde hemen

hemen her x; y 2 I için

p(x) � p(y) + C2
� ln(y � x) ; 0 < y � x � 1

2
(3.3.2)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde bir C2 > 0 sabiti varsa p 2 P+(I) ile gösterilir.
p fonksiyonu I aral¬¼g¬nda artmayan bir fonksiyon ise (3.3.1) koşulunun, I ar-

al¬¼g¬nda azalmayan foksiyon ise (3.3.2) koşulunun sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r.

Ayr¬ca p 2 P+(I) \ P�(I) ise p fonksiyonu I aral¬¼g¬nda log-Hölder süreklidir.
Benzer şekilde her x; y 2 I için

jp(x)� p(y)j � C

log(e+ x)
; x � y (3.3.3)

ise bu durumda p 2 P1(I) ile gösterilir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Lemma 3.3.3. p 2 M(I) ve 1 < p� � p+ < 1 olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler

denktir.

a) p 2 P�(I)
b) Hemen hemen her x 2 I ve I�(x; h) 6= ; olmak üzere 0 < h � 1

2
için

h
p�
I�(x;h)

�p(x) � C

olacak şekilde bir C > 0 say¬s¬vard¬r.

c) Hemen hemen her x 2 I ve I+(x; h) 6= ; olmak üzere 0 < h � 1
2
için

h
p(x)�p+

I+(x;h) � C

olacak şekilde bir C > 0 say¬s¬vard¬r (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).
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Lemma 3.3.4. p 2 M(I) ve 1 < p� � p+ < 1 olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler

denktir.

a) p 2 P+(I)
b) Hemen hemen her x 2 I ve I+(x; h) 6= ; olmak üzere 0 < h � 1

2
için

h
p�
I+(x;h)

�p(x) � C

olacak şekilde bir C > 0 say¬s¬vard¬r.

c) Hemen hemen her x 2 I ve I�(x; h) 6= ; olmak üzere 0 < h � 1
2
için

h
p(x)�p+

I�(x;h) � C

olacak şekilde bir C > 0 say¬s¬vard¬r (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Teorem 3.3.5. I s¬n¬rl¬bir aral¬k, p 2 P� (I) ve 1 < p� � p+ < 1 olsun. Bu

durumda M� operatörü Lp(�) (I) da s¬n¬rl¬d¬r (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi

2008).

Teorem 3.3.6. I s¬n¬rl¬bir aral¬k, p 2 P+ (I) ve 1 < p� � p+ < 1 olsun. Bu

durumda M+ operatörü Lp(�) (I) da s¬n¬rl¬d¬r (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi

2008).

Teorem 3.3.7. I, R de aç¬k bir küme ve 1 < p� � p+ <1 olsun. p 2 P+ (I)\P1 (I)
olmak üzereM+ operatörü Lp(�) (R+) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Edmunds, Kokilashvilli and
Meskhi 2008).

Teorem 3.3.8. I = R+, p 2 P+ (I) ve 1 < p� � p+ < 1 olsun. E¼ger (a;1)
aral¬¼g¬nda her x için

jp(x)� p1j �
C

log (e+ x)

olacak şekilde pozitif bir a ve C say¬s¬var ise M+ operatörü Lp(�) (I) uzay¬nda s¬n¬r-

l¬d¬r (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Sonuç 3.3.9. I = R+, 1 < p� � p+ < 1 ve p fonksiyonu I da azalmayan bir

fonksiyon olsun. E¼ger

p(x) � p(y) + C

log(e+ y)
; a < y < x

olacak şekilde bir a say¬s¬var ise M+ operatörü Lp(�) (R+) da s¬n¬rl¬d¬r (Edmunds,
Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Teorem 3.3.10. I , R de aç¬k bir küme ve 1 < p� � p+ < 1 olsun. p 2 P� (I) \
P1 (I) olmak üzere M� operatörü Lp(�) (R+) da s¬n¬rl¬d¬r (Edmunds, Kokilashvilli
and Meskhi 2008).
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Teorem 3.3.11. I = R+, p 2 P� (I) ve 1 < p� � p+ < 1 olsun. E¼ger (a;1)
aral¬¼g¬nda her x için

jp(x)� p1j �
C

log (e+ x)

olacak şekilde pozitif bir a ve C say¬s¬var ise M� operatörü Lp(�) (I) uzay¬nda s¬n¬r-

l¬d¬r (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Sonuç 3.3.12. I = R+, 1 < p� � p+ < 1 ve p fonksiyonu I da azalmayan bir

fonksiyon olsun. E¼ger

p(x) � p(y) + C

log(e+ x)
; a < x < y

olacak şekilde bir a say¬s¬var ise M� operatörü Lp(�) (R+) da s¬n¬rl¬d¬r (Edmunds,
Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Lemma 3.3.13. I aç¬k bir aral¬k, 1 < p� � p+ < 1, p 2 P� (I) ve kfkp(�) � 1

olsun. Bu durumda M� (I) operatörü Lp(�) (I) da s¬n¬rl¬d¬r ve

(M�f)
p(x) (x) � C (p)

h
(M�(jf jp(�))) (x) + 1

i
(3.3.4)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Lemma 3.3.14. I aç¬k bir aral¬k, 1 < p� � p+ < 1, p 2 P+ (I) ve kfkp(�) � 1

olsun. Bu durumda M+ (I) operatörü Lp(�) (I) da s¬n¬rl¬d¬r ve

(M+f)
p(x) (x) � C (p)

h
(M+(jf jp(�))) (x) + 1

i
(3.3.5)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Teorem 3.3.15. I = [0; b] s¬n¬rl¬bir aral¬k ve �, (0; 1) aral¬¼g¬nda bir sabit olsun. Bu
durumda

a) I da süreksiz öyle bir p fonksiyonu vard¬r ki q (x) = p(x)
1��(x)p(x) ve 0 < � <

1
p+I

iken R� operatörü Lp(�) (I) dan Lq(�) (I) ya s¬n¬rl¬oldu¼gu halde I� operatörü Lp(�) (I)

dan Lq(�) (I) ya s¬n¬rl¬de¼gildir.

b) I da süreksiz öyle bir p fonksiyonu vard¬r ki q (x) = p(x)
1��(x)p(x)ve 0 < � <

1
p+I

ikenW� operatörü Lp(�) (I) dan Lq(�) (I) ya s¬n¬rl¬oldu¼gu halde I� operatörü Lp(�) (I)

dan Lq(�) (I) ya s¬n¬rl¬de¼gildir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).
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Tan¬m 3.3.16. I = [0; b) ve 0 < b � 1 iken bir tara�¬potansiyel operatörler

Riemann Liouville R�(x) ve Weyl operatorü W�(x); 0 < � (x) < 1 olmak üzere

R�(x)f(x) =

xZ
0

f(t) (x� t)�(x)�1 dt; 0 < x < b

W�(x)f(x) =

bZ
x

f(t) (t� x)�(x)�1 dt; 0 < x < b

şeklinde tan¬mlan¬r. Riemann Liouville ve Weyl operatorünün tan¬m¬ndan

I�(x)f(x) = R�(x)f(x) +W�(x)f(x) =

bZ
0

f(t) jx� tj�(x)�1 dt; 0 < x < b

eşitli¼gi geçerlidir.

Teorem 3.3.17. I = R+, 1 < p� � p+ < 1 ve p 2 P+(I) olsun. p 2 P1((a;1))
olacak şekilde bir pozitif a sabiti var olsun. �, I da , 0 < � < 1

p+I
ve q (x) = p(x)

1��p(x)

koşullar¬n¬ sa¼glayan bir sabit olmak üzere W� operatörü Lp(�) (I) dan Lq(�) (I) ya

s¬n¬rl¬d¬r (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Teorem 3.3.18. I = R+, 1 < p� � p+ < 1 ve p 2 P+(I) olsun. �, I da 0 <
� < 1

p+I
ve q (x) = p(x)

1��p(x) koşullar¬n¬sa¼glayan bir sabit olmak üzere, baz¬pozitif a

say¬lar¬için p 2 P1((a;1)) oluyorsa R� operatörü Lp(�) (I) dan Lq(�) (I) ya s¬n¬rl¬d¬r
(Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Teorem 3.3.19. I = [0; b] s¬n¬rl¬bir aral¬k, 1 < p� � p+ < 1 ve p 2 P+(I) olsun.
0 < �

_
I , (�p)

+
I < 1 ve q (x) =

p(x)
1��(x)p(x) olmak üzere W�(�) operatörü Lp(�) (I) dan

Lq(�) (I) ya s¬n¬rl¬d¬r (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Lemma 3.3.20. p 2 P+ ([0; b]) iken öyle bir c pozitif sabiti vard¬r ki hemen hemen
her x 2 [0; b], 0 < r < 1=2 ve I+ (x; r) 6= ; olmak koşuluyla

r

1�
p�
I+(x;r)

�0 � 1
p0(x)

� c

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r(Edmunds, Kokilashvili and Meskhi 2008).

Teorem 3.3.21. I = [0; b] s¬n¬rl¬bir aral¬k, 1 < p� � p+ <1 ve p 2 P�(I) olsun.
Kabul edelim ki 0 < �� , (�p)

+
I < 1 ve q (x) =

p(x)
1��(x)p(x) olsun. Bu durumda R�(�)

operatörü Lp(�) (I) dan Lq(�) (I) ya s¬n¬rl¬d¬r (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi

2008).
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3.4. De¼gi̧sken Üstlü Morrey Uzaylar¬ve Hardy-Littlewood Maksimal
ve Riesz Potansiyel Operatörlerinin S¬n¬rl¬l¬¼g¬

De¼gi̧sken üstlü Morrey uzaylar¬ile ilgili ilk çal¬̧smalar Almeida ve ark. (2008) ve

Fan (2010), taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 3.4.1. 
 � Rn de aç¬k bir bölge, p 2 L1+ (
) ve � : 
! [0;1) olmak üzere
� 2M (
) olsun. De¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬Lp(�);�(�) (
),

Ip(�);�(�) (f) := sup
x2
;r>0

r��(x)
Z
eB(x;r)

jf (y)jp(y) dy <1

özelli¼gine sahip f 2 L1 (
) fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬olarak tan¬mlan¬r.

k�kp(�) normu Lp(�) (
) üzerinde tan¬mlanan norm olmak üzere Lp(�);�(�) (
) uza-

y¬nda

kfk1 = inf
�
� > 0 : Ip(�);�(�)

�
f

�

�
� 1
�

ya da

kfk2 = sup
x2
;r>0




r��(x)
p(�) f� ~B(x;r)





p(�)

şeklinde normlar tan¬mlanabilir.

Lemma 3.4.2. 8f 2 Lp(�);�(�)(
) için

k f ki� 1 ise k f kp+i � Ip(�);�(�)(f) �k f k
p�
i (3.4.1)

k f ki� 1 ise k f kp�i � Ip(�);�(�)(f) �k f k
p+
i (3.4.2)

eşitsizlikleri i = 1; 2 için geçerlidir (Almeida ve ark. 2008).

Lemma 3.4.3. 8f 2 Lp(�);�(�)(
) için

kfk1 = kfk2

eşitli¼gi geçerlidir (Almeida ve ark. 2008).

Normlar¬n çak¬̧smas¬ndan dolay¬

kfkp(�);�(�) := kfk1 = kfk2

yaz¬labilir.
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Lemma 3.4.4. 
 s¬n¬rl¬aç¬k bir bölge ve � fonksiyonu log-Hölder süreklilik koşulunu
sa¼glas¬n. Bu durumda jx� yj � r olacak şekilde her x; y 2 
 için

1

C
r��(y) � r��(x) � Cr��(y);

eşitsizli¼gi geçerlidir. C = eA� sabiti x; y ve r ye ba¼gl¬de¼gildir (Almeida ve ark. 2008).

Lemma 3.4.5. 
 s¬n¬rl¬bir bölge ve � fonksiyonu log-Hölder süreklilik koşulunu
sa¼glas¬n. Bu durumda

kfk3 = sup
x2
;r>0




r��(�)
p(�) f� ~B(x;r)





p(�)

fonksiyoneli Lp(�);�(�)(
) uzay¬nda bir denk norm tam¬mlar.

E¼ger p (x) � p ve � (x) � � şeklinde sabit olarak al¬n¬rsa Lp(�);�(�) (
) = Lp;� (
)
eşitli¼gi yaz¬labilir.

Teorem 3.4.6. 
, Rn nin s¬n¬rl¬ aç¬k bir alt bölgesi, p : 
 �! [1;1) ve � :

 �! [0;1) ; 
 üzerinde log-Hölder sürekli olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki durumlar
geçerlidir.

1) � � 0 ise Lp(�);0 (
) �= Lp(�) (
)
2) � � n ise Lp(�);n (
) �= L1 (
)
3) �� > n ise Lp(�);�(�) (
) � f0g (Fan 2010).

Lemma 3.4.7. 
 � Rn de s¬n¬rl¬bir bölge, 0 � �(x) � n ve 0 � �(x) � n olsun.
E¼ger p(�) ve q(�) fonksiyonlar¬log-Hölder sürekli, p(x) � q(x) ve

n� �(x)
p(x)

� n� �(x)
q(x)

ise bu durumda

Lq(�);�(�)(
) ,! Lp(�);�(�)(
)

gömmesi geçerlidir (Almeida ve ark. 2008).

Teorem 3.4.8. 
 � Rn s¬n¬rl¬bir bölge olsun. E¼ger p fonksiyonu 1 < p� � p (x) �
p+ < 1 olacak şekilde log-Hölder sürekli ve 0 � �(x) � �+ < n ise M maximal

operatörü Lp(�);�(�) (
) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Almeida ve ark. 2008).

Sonuç 3.4.9.Teorem 3.4.8 in koşullar¬alt¬ndaM ] sharp maximal operatörü Lp(�);�(�) (
)

uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 3.4.10. 
 � Rn s¬n¬rl¬bir bölge, p fonksiyonu 1 < p� � p (x) � p+ < 1
olacak şekilde log-Hölder sürekli ve 0 � �(x) � �+ < n olsun. E¼ger � fonksiyonu

log-Hölder sürekli ve

inf
x2

�(x) > 0; sup

x2

[�(x) + �(x)p(x)] < n (3.4.3)
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ise

1

q(x)
=

1

p(x)
� �(x)

n� �(x)

olmak üzere I�(�) operatörü Lp(�);�(�)(
) uzay¬ndan Lq(�);�(�)(
) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Almeida

ve ark. 2008).

Sonuç 3.4.11. Teorem 3.4.10 nun koşullar¬alt¬nda M�(�) kesirli maximal operatörü

Lp(�);�(�)(
) uzay¬ndan Lq(�);�(�)(
) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Almeida ve ark. 2008).

Teorem 3.4.12. 
 s¬n¬rl¬ bir bölge, p fonksiyonu 1 < p� � p(x) � p+ < 1
olacak şekilde log-Hölder sürekli olsun. Ayr¬ca � ve � fonksiyonlar¬log-Hölder sürekli

ve (3:4:3) koşulunun sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu durumda I�(�) operatörü, q(�)
fonksiyonu log-Hölder sürekli,

1 � q(x) � p(x) [n� �(x)]
n� [�(x) + �(x)p(x)]

ve �(�) fonksiyonu
n� �(x)
q(x)

=
n� �(x)
p(x)

� �(x)

şeklinde tan¬mlanmak üzere Lp(�);�(�)(
) den Lq(�);�(�)(
) ya s¬n¬rl¬d¬r. (Almeida ve

ark. 2008).

Sonuç 3.4.13. Teorem 3.4.12 nin koşullar¬alt¬ndaM�(�) kesirli maksimal operatörü

Lp(�);�(�)(
) uzay¬ndan Lq(�);�(�)(
) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Almeida ve ark. 2008).
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4. BULGULAR

Bu bölümde çal¬̧smada elde edilen bulgulara yer verilecektir. Bir tara�¬maximal

operatörler M+ ve M� nin de¼gi̧sken üstlü bir tara�¬Morrey uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬gös-

terilecek ve bu operatörlere ba¼gl¬olarak Maksimal operatör M , Riemann Liouville

R� ve Weyl W� operatörlerinin de¼gi̧sken üstlü bir tara�¬Morrey uzay¬nda s¬n¬rl¬l¬¼g¬

gösterilecektir.

4.1. Bir Tara�¬Morrey Uzaylar¬

I = (0; `) aral¬¼g¬R+ da s¬n¬rl¬bir aral¬k, p 2 L+1(I) ve � : I ! [0; 1] olmak üzere

� 2M(I) olsun. Bir tara�¬de¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬Lp(�);�(�)+ (I);

I+p(�);�(�) (f) := sup
x2I;h>0

h��(x)
Z

I+(x;h)

jf(y)jp(y) dy <1

özelli¼gine sahip f 2 Lp(�) (I) fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬olarak tan¬mlayal¬m.

L
p(�);�(�)
+ (I) uzay¬

kfk1
L
p(�);�(�)
+ (I)

: = inf

�
� > 0 : I+p;�

�
f

�

�
� 1
�

: = sup
x2I;h>0




h��(x)
p(�) f�I+(x;h)





p(�)

(4.1.1)

şeklinde normlar tan¬mlanabilir. Bu normlar Morrey uzay¬nda oldu¼gu gibi çak¬̧s¬r.

Benzer olarak, bir tara�¬de¼gi̧sken üstlü Morrey uzay¬Lp(�);�(�)� (I);

I�p(�);�(�) (f) := sup
x2I;h>0

h��(x)
Z

I�(x;h)

jf(y)jp(y) dy <1

özelli¼gine sahip f 2 Lp(�) (I) fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬olarak tan¬mlayal¬m. Bu fonksiyon
uzay¬üzerinde

kfk1
L
p(�);�(�)
� (I)

: = inf

�
� > 0 : I�p;�

�
f

�

�
� 1
�

: = sup
x2I;h>0




h��(x)
p(�) f�I�(x;h)





p(�)

(4.1.2)

normlar¬tan¬mlanabilir.

I = (0; `) aral¬¼g¬R+ da s¬n¬rl¬bir aral¬k oldu¼gundan, (4.1.1) ve (4.1.2) de yer alan
" sup
x2I;h>0

" yerine " sup
x2I;0<h�`

" al¬nabilir. Ayr¬ca verilen bir f 2 Lp(�) (I) fonksiyonun

f 2 L
p(�);�(�)
+ (I) veya f 2 L

p(�);�(�)
� (I) oldu¼gunu göstermek için 0 < h < 1

2
iken

s¬ras¬yla (4.1.1) veya (4.1.2) ifadelerinin sonlu oldu¼gunu göstermek yeterlidir.
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Tan¬mlanan bu fonksiyon uzaylar¬aras¬nda

Lp(�);�(�)(I) � Lp(�);�(�)+ (I) (4.1.3)

ve

Lp(�);�(�)(I) � Lp(�);�(�)� (I) (4.1.4)

kapsama ba¼g¬nt¬lar¬n¬n oldu¼gu aç¬kt¬r.

Lemma 4.1.1. I = (0; `) aral¬¼g¬R+ da s¬n¬rl¬bir aral¬k, her x 2 I için 0 � �(x) < 1
olacak şekilde � 2M(I) olsun.

a) Lp(�);�(�)(I) = Lp(�);�(�)+ (I) \ Lp(�);�(�)� (I)

b) � 2 P�(I) ise Lp(�);�(�)� (I) � Lp(�);�(�)+ (I)

c) � 2 P+(I) ise Lp(�);�(�)+ (I) � Lp(�);�(�)� (I)

d) � 2 P (I) ise Lp(�);�(�)+ (I) = L
p(�);�(�)
� (I)

e) 0 � �(x) � � < 1 ise Lp(�);�+ (I) = L
p(�);�
� (I)

f) �(x) � 0 ise Lp(�);�(�)+ (I) = Lp(�)(I)

·Ispat :

a) f 2 Lp(�);�(�)+ (I) \ Lp(�);�(�)� (I) olsun. Bu durumda

I�p(�);�(�) (f) <1

ve

I+p(�);�(�) (f) <1

oldu¼gundan Ip(�);�(�) (f) < 1 elde edilir. (4.1.3) ve (4.1.4) kapsama ba¼g¬nt¬lar¬ ile

birlikte istenen sonuç elde edilir.

b) � 2 P�(I) ve f 2 Lp(�);�(�)� (I) olsun. Bu durumdaZ
I�(x;h)

jf(y)jp(y) dy � Ch�(x)

oldu¼gundan x+ h 2 I olmak üzereZ
I+(x;h)

jf(y)jp(y) dy � Ch�(x+h)

yaz¬labilir.
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0 < h < 1
2
iken

h�(x+h)��(x)+�(x) � h
C1

� log hh�(x)

= Ch�(x)

oldu¼gundan

Z
I+(x;h)

jf(y)jp(y) dy � Ch�(x+h)

� Ch�(x)

elde edilir ki bu f 2 Lp(�);�(�)+ (I) oldu¼gunu gösterir.

c) � 2 P+(I) ve f 2 Lp(�);�(�)+ (I) olsun. Bu durumdaZ
I+(x;h)

jf(y)jp(y) dy � Ch�(x)

oldu¼gundan x� h 2 I olmak üzereZ
I�(x;h)

jf(y)jp(y) dy � Ch�(x�h)

yaz¬labilir. 0 < h < 1
2
iken

h�(x�h)��(x)+�(x) � h
C1

� log hh�(x)

= Ch�(x)

oldu¼gundan

Z
I�(x;h)

jf(y)jp(y) dy � Ch�(x�h)

� Ch�(x)

elde edilir ki bu f 2 Lp(�);�(�)� (I) oldu¼gunu gösterir.

d) � 2 P (I) = P�(I) \ P+(I) ise b) ve c) seçeneklerinden istenen elde edilir.

e) � bir sabit ise d) seçene¼ginden istenen elde edilir.
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f) �(x) � 0 ise

kfk
L
p(�);0
+ (I)

= sup
x2I;h>0



f�I+(x;h)

p(�)
= kfkp(�)

elde edilir.

Lemma 4.1.2.
I = (0; `) aral¬¼g¬R+ da s¬n¬rl¬bir aral¬k olsun.
a) p 2 P�(I) ise



�I+(x;h)

p(�) � Ch 1
p(x)

b) p 2 P+(I) ise


�I�(x;h)

p(�) � Ch 1

p(x)

·Ispat : I s¬n¬rl¬bir aral¬k oldu¼gundan ispat¬0 < h < 1
2
için yapmak yeterlidir.

a) 0 < h < 1
2
için modular ve norm aras¬ndaki ili̧skiden



�I+(x;h)

p(�) �

264 Z
I+(x;h)

dy

375
1

p+
I+(x;h)

� h

1

p+
I+(x;h)

yaz¬labilir. p 2 P�(I) ise Lemma 3.3.3 c) seçene¼ginden



�I+(x;h)

p(�) � h

1

p+
I+(x;h)

� 1
p(x)

+ 1
p(x)

� Ch
1

p(x)

elde edilir.

b) Benzer şekilde 0 < h < 1
2
için



�I�(x;h)

p(�) �

264 Z
I�(x;h)

dy

375
1

p+
I�(x;h)

� h

1

p+
I�(x;h)

yaz¬labilir.
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p 2 P+(I) ise Lemma 3.3.4 c) seçene¼ginden



�I+(x;h)

p(�) � h 1

p+
I�(x;h)

� 1
p(x)

+ 1
p(x)

� Ch
1

p(x)

elde edilir.�
Lemma 4.1.3. I = (0; `) aral¬¼g¬R+ da s¬n¬rl¬bir aral¬k, 0 � �(x) � 1 ve 0 �
�(x) � 1 olacak şekilde �, � 2M(I) olsun.

a) p; q 2 P+(I) olmak üzere p(x) � q(x) ve

1� �(x)
p(x)

� 1� �(x)
q(x)

(4.1.5)

ise

L
q(�);�(�)
+ (I) ,! L

p(�);�(�)
+ (I):

b) p; q 2 P�(I) olmak üzere p(x) � q(x) ve

1� �(x)
p(x)

� 1� �(x)
q(x)

(4.1.6)

ise

L
q(�);�(�)
� (I) ,! L

p(�);�(�)
� (I):

·Ispat: b) nin ispat¬a) ya benzer oldu¼gundan sadece a) seçene¼gini ispatlayaca¼g¬z.
a) kfk

L
q(�);�(�)
+ (I)

� 1 olsun. r(x) = q(x)
p(x)

olmak üzere Hölder eşitsizli¼ginden

h��(x)
Z

I+(x;h)

jf(y)jp(y) dy � Ch��(x)


fp(�)�I+(x;h)

r(�) 

�I+(x;h)

r0(�)

yaz¬labilir. p; q 2 P+(I) oldu¼gundan r 2 P+(I) elde edilir. Bu yüzden



fp(�)�I+(x;h)

r(�) � Ch�(x) 1
r(x)

bulunur. Lemma 4.1.2 ve 4.1.5 kabulünden

h��(x)
Z

I+(x;h)

jf(y)jp(y) dy � Ch��(x)h�(x)
1

r(x)h
1

r0(x)

� Ch��(x)+�(x)
p(x)
q(x)

+1� p(x)
q(x)

� C

elde edilir ki bu ispat¬tamamlar.�
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4.2. Bir Tara�¬Maksimal Operatörlerin Morrey Uzay¬nda S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Teorem 4.2.1. I = (0; b) ; R+ da s¬n¬rl¬ bir aral¬k olsun. 1 < p� � p+ < 1,
p 2 P� (I) ve 0 � �+ < 1 iseM� maksimal operatörü L

p(�);�(�)
� (I) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: M� operatörü pozitif ve alt liner oldu¼gundan, c > 0 ve C = C(c) > 0

say¬lar¬f fonksiyonuna ba¼gl¬olmayan sabitler olmak üzere kfk
L
p(�);�(�)
� (I)

� c iken

kM�fkLp(�);�(�)� (I)
� C oldu¼gunu göstermek yeterlidir. f fonksiyonunu I aral¬¼g¬n¬n

d¬̧s¬nda s¬f¬r fonksiyonu olarak devam ettirerekZ
I�(x;h)

(M�f (y))
p(y)dy =

Z
I

(M�f (�))
p(y)
p� )p� (y)�

I�(x;h)
(y) dy

eşitli¼gi yaz¬labilir. I aral¬¼g¬s¬n¬rl¬ve c > 0 say¬s¬sadece dI ve �
+ ya ba¼gl¬olmak

üzere

kfk
L
p(�);�(�)
� (I)

� c kfkp(�)

yaz¬labilir. Böylece Lemma 3.3.13 de yer alan noktasal eşitsizlik uygulanarak

Z
I�(x;h)

(M�f (y))
p(y)dy �

Z
I

C(p)

�
M�(jf j

p(�)
p� ) (y) + 1

�p�
�
I�(x;h)

(y) dy

� C(p)2p
��1
Z
I

��
M�(jf j

p(�)
p� )(y)

�p�
+ 1

�
�
I(x;h)

(y) dy

� C

0@Z
I

�
M�(jf j

p(�)
p� )(y)

�p�
�
I�(x;h)

(y) dy +

Z
I

�
I�(x;h)

(y) dy

1A
elde edilir.

Teorem 2.5.2 de � = 0 al¬narak (2.5.1) eşitsizli¼ginden

Z
I�(x;h)

(M�f (y))
p(y)dy � C

0@Z
I

jf(y)jp(y)M+�I�(x;h)
(y) dy + h

1A
eşitsizli¼gi elde edilir.

A =

Z
I�(x;2h)

jf(y)jp(y)M+�I�(x;h)
(y) dy

B =

Z
(I�(x;2h))

c

jf(y)jp(y)M+�I�(x;h)
(y) dy
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olmak üzere Z
I

jf(y)jp(y)M+�I�(x;h)
(y) dy � A+B

yaz¬labilir. x < y < b için

M+�I�(x;h)
(y) dy = 0

ve 0 < y < x� 2h için

M+�I�(x;h)
(y) dy � h

x� y � h
oldu¼gundan

B �
x�2hZ
0

jf(y)jp(y)M+�I�(x;h)
(y) dy +

bZ
x

jf(y)jp(y)M+�I�(x;h)
(y) dy

�
x�2hZ
0

jf (y)jp(y) h

x� y � hdy

elde edilir. Ayr¬ca

A � Ch�(x)

oldu¼gundan

Z
I�(x;h)

(M�f (y))
p(y)dy � C

0B@h�(x) + 1X
j=1

Z
I�(x;2j+1h)nI�(x;2jh)

jf (y)jp(y) h

x� y � hdy

1CA
� C

0B@h�(x) + 1X
j=1

(2j+1h)
�(x)

(2j+1h)�(x)
1

2j � 1

Z
I�(x;2j+1h)

jf (y)jp(y) dy

1CA
� C

 
h�(x) +

1X
j=1

(2j+1h)
�(x)

2j � 1

!
� Ch�(x)

eşitsizli¼gi elde edilir. Böylece J�p(�);�(�)(M
�f) � C bulunur ki bu ispat¬tamamlar.�

Teorem 4.2.2. I = (0; b) ; R+ da s¬n¬rl¬ bir aral¬k olsun.1 < p� � p+ < 1,
p 2 P� (I) ve 0 � �+ < 1 iseM+ maksimal operatörü L

p(�);�(�)
+ (I) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.
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·Ispat : Teoremin ispat¬Teorem 4.2.1 e benzer olarak yap¬lacakt¬r. M+ operatörü

pozitif ve alt liner oldu¼gundan, c > 0 ve C = C(c) > 0 say¬lar¬ f fonksiyonuna

ba¼gl¬ olmayan sabitler olmak üzere kfk
L
p(�);�(�)
+ (I)

� c iken kM+fkLp(�);�(�)+ (I)
� C

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. f fonksiyonunu I aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬nda s¬f¬r fonksiyonu

olarak devam ettirerekZ
I+(x;h)

(M+f (y))
p(y)dy =

Z
I

(M+f (�))
p(y)
p� )p� (y)�

I+(x;h)
(y) dy

eşitli¼gi yaz¬labilir. I aral¬¼g¬s¬n¬rl¬ve c > 0 say¬s¬sadece dI ve �
+ ya ba¼gl¬olmak

üzere

kfk
L
p(�);�(�)
+ (I)

� c kfkp(�)

yaz¬labilir. Böylece Lemma 3.3.14 de yer alan noktasal eşitsizlik uygulanarak

Z
I+(x;h)

(M+f (y))
p(y)dy =

Z
I

(M+f (y))
p(y)
p� )p��

I+(x;h)
(y) dy

�
Z
I

C

�
M+(jf(�)j

p(�)
p� )(y) + 1

�p�
�
I+(x;h)

(y) dy

� C2p
��1
Z
I

��
M+(jf j

p(�)
p� )(y)

�p�
+ 1

�
�
I+(x;h)

(y) dy

� C

0@Z
I

�
M+(jf j

p(�)
p� )(y)

�p�
�
I+(x;h)

(y) dy +

Z
I

�
I+(x;h)

(y) dy

1A
elde edilir. Teorem 2.5.2 de yer alan (2.5.2) noktasal eşitsizli¼ginden

Z
I+(x;h)

(M+f (y))
p(y)dy � C

0@Z
I

jf(y)jp(y)M��I+(x;h)
(y) dy + h

1A
yaz¬labilir.

D =

Z
I+(x;2h)

jf(y)jp(y)M��I+(x;h)
(y) dy

E =

Z
(I+(x;2h))

c

jf(y)jp(y)M��I+(x;h)
(y) dy

olmak üzere
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Z
I

jf(y)jp(y)M��I+(x;h)
(y) dy � D + E

şeklinde yazal¬m.

E � Ch�(x)

ve

D =

xZ
0

jf(y)jp(y)M��I+(x;h)
(y) dy +

bZ
x+2h

jf(y)jp(y)M��I+(x;h)
(y) dy

=

bZ
x+2h

jf(y)jp(y)M��I+(x;h)
(y) dy

�
1X
j=1

Z
I+(x;2j+1h)nI+(x;2jh)

jf (y)jp(y) h

y � x� hdy

�
1X
j=1

(2j+1h)
�(x)

(2j+1h)�(x)
1

2j � 1

Z
I+(x;2j+1h)

jf (y)jp(y) dy

� Ch�(x)

oldu¼gundan Z
I+(x;h)

(M+f (y))
p(y)dy � Ch�(x)

elde edilir ki bu ispat¬tamamlar.�

Sonuç 4.2.3. I = (0; b) ; R+ da s¬n¬rl¬bir aral¬k 1 < p� � p+ <1, 0 � �+ < 1 ve
p 2 P� (I) \ P+ (I) olsun. M maksimal operatörü Lp(�);�(�) (I) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat : Mf(x) � M�f(x) + M+f(x) oldu¼gundan Lemma 4.1.1, Teorem 4.2.1. ve

Teorem 4.2.2 den istenen sonuç elde edilir. �

4.3. Bir Tara�¬Potansiyel Operatörlerin Morrey Uzay¬nda S¬n¬rl¬l¬¼g¬

Teorem 4.3.1. I = (0; b) ; R+ da s¬n¬rl¬bir aral¬k, 1 < p� � p+ < 1, p 2 P� (I),
0 � �+ < 1, 0 < �� ve sup

x2I
[�(x) + �(x)p(x)] < 1 olmak üzere 1

q(x)
= 1

p(x)
� �(x)

1��(x)

iken W�(x) Weyl operatörü L
p(�);�(�)
+ (I) uzay¬ndan Lq(�);�(�)+ (I) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.
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·Ispat : kfk
L
p(�);�(�)
+ (I)

� 1 olsun. Weyl operatörü

W�(x)(jf j)(x) =

bZ
x

jf(t)j (t� x)�(x)�1 dt

=

x+hZ
x

jf(t)j (t� x)�(x)�1 dt+
bZ

x+h

jf(t)j (t� x)�(x)�1 dt

= I1 + I2

şeklinde yaz¬labilir. 0 < �� oldu¼gundan

I1 =

x+hZ
x

jf(t)j (t� x)�(x)�1 dt

=
1X
k=1

Z
2�kh<t�x�21�kh

jf(t)j (t� x)�(x)�1 dt

�
1X
k=1

�
2�kh

��(x)�1 Z
2�kh<t�x�21�kh

jf(t)j dt

= Ch�(x)M+f(x)

yaz¬labilir. ·Ikinci integrali

I2 =

bZ
x+h

jf(t)j (t� x)�(x)�1 dt

=

1X
k=0

Z
2kh<t�x�21+kh

jf(t)j (t� x)�(x)�1 dt

şeklinde yazal¬m. I s¬n¬rl¬aral¬k ve p 2 P+(I) oldu¼gundan

I2 =
1X
k=0

Z
2kh<t�x�21+kh

�
2kh
���(x)

p(t) (t� x)�(x)�1+
�(x)
p(t) jf(t)j dt

=
1X
k=0

�
2kh
��(x)�1+�(x)

p(x)

Z
2kh<t�x�21+kh

�
2kh
���(x)

p(t) jf(t)j dt

yaz¬labilir.
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Hölder eşitsizli¼gi uygulan¬rsa

I2 �
1X
k=0

�
2kh
��(x)�1+�(x)

p(x)





�2kh���(x)p(�) f�[x+2kh;x+21+kh]






p(�)



�[x+2kh;x+21+kh]

p0(�)
elde edilir. Lemma 4.1.3 den

I2 �
1X
k=0

�
2kh
��(x)�1+�(x)

p(x)
�
2kh
� 1�

p�
[x+2kh;x+21+kh]

�0

=

1X
k=0

�
2kh
��(x)�1+�(x)

p(x)
+ 1
p0(x)

= h�(x)�
1��(x)
p(x)

1X
k=0

�
2k
��(x)� 1��(x)

p(x)

ve sup
x2I

[�(x) + �(x)p(x)] < 1 oldu¼gundan

I2 � Ch�(x)�
1��(x)
p(x)

elde edilir. Böylece

W�(�)(jf j)(x) � Ch�(x)M+f(x) + Ch
�(x)� 1��(x)

p(x)

noktasal eşitsizli¼gi elde edilir. Sa¼g taraf¬minimize etmek için

h = (M+f(x))
�p(x)
1��(x)

olarak al¬n¬rsa

W�(�)(jf j)(x) � c (M+f(x))
p(x)
q(x)

elde edilir. Böylece Teorem 4.2.2 den

Z
I+(x;h)

��W�(�)(f)(y)
��q(y) dy �

Z
I+(x;h)

M+f(x)
p(y)dy

� ch�(x)

elde edilir ki bu ispat¬tamamlar.�
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Teorem 4.3.2. I = (0; b) ; R+ da s¬n¬rl¬ bir aral¬k olsun. 1 < p� � p+ < 1,
p 2 P�(I), 0 < �� ve sup

x2I
[�(x) + �(x)p(x)] < 1 olmak üzere 1

q(x)
= 1

p(x)
� �(x)

1��(x)

iken Riemann Liouville R�(x) operatörü L
p(�);�(�)
� (I) dan Lq(�);�(�)� (I) ya s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat : kfk
L
p(�);�(�)
+ (I)

� 1 olsun. Riemann Liouville operatörünü

R�(x) (jf j) (x) =

xZ
0

jf(t)j (x� t)�(x)�1 dt

=

x�hZ
0

jf(t)j (x� t)�(x)�1 dt+
xZ
x�h

jf(t)j (x� t)�(x)�1 dt

= J1 + J2

şeklinde yazal¬m. �� > 0 oldu¼gundan

J1 =

xZ
x�h

jf(t)j (x� t)�(x)�1 dt

=
1X
k=1

Z
2�kh<x�t�21�kh

jf(t)j (x� t)�(x)�1 dt

=
1X
k=1

�
2�kh

��(x)�1 Z
2�kh<x�t�21�kh

jf(t)j dt

= Ch�(x)M�f(x)

yaz¬labilir.

J2 � Ch�(x)�
1��(x)
p(x)

Böylece

R�(x)(jf j)(x) � Ch�(x)M�f(x) + Ch
�(x)� 1��(x)

p(x)

noktasal eşitsizli¼gi elde edilir. Sa¼g taraf¬minimize etmek için

h = (M�f(x))
�p(x)
1��(x)

olarak al¬n¬rsa

R�(x)(jf j)(x) � c (M�f(x))
p(x)
q(x)

elde edilir.
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Böylece Teorem 4.2.1 den

Z
I�(x;h)

��R�(x)(f)(y)��q(y) dy �
Z

I�(x;h)

M�f(x)
p(y)dy

� ch�(x)

elde edilir ki bu ispat¬tamamlar.�

Sonuç 4.3.3. I = (0; b) ; R+ da s¬n¬rl¬bir aral¬k, 1 < p� � p+ < 1, p 2 P�(I) \
P+(I), 0 � �(x) � �+ < 1; 0 < �� ve sup

x2I
[�(x) + �(x)p(x)] < 1 olsun. Bu durumda

1
q(x)

= 1
p(x)

� �(x)
1��(x) iken I�(x) Riesz operatörü L

p(�);�(�)(I) dan Lq(�);�(�)(I) ya s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: I�(x)f(x) = R�(x)(f)(x) + W�(x)(f)(x) oldu¼gundan dolay¬Teorem 4.3.1 ve

Teorem 4.3.2 den Riesz operatorünün Lp(�);�(�)(I) dan Lq(�);�(�)(I) ya s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬elde

ederiz.�

Bir tara�¬kesirli maksimal operatör 0 < �� � �+ < 1 olmak üzere

M+
�(x)(f) (x) = sup

h>0
h�(x)�1

x+hZ
x

jf(t)j dt

ve

M�
�(x)(f) (x) = sup

h>0
h�(x)�1

xZ
x�h

jf(t)j dt

olarak tan¬mlan¬r.

Sonuç 4.3.4. I = (0; b) ; R+ da s¬n¬rl¬bir aral¬k, 1 < p� � p+ < 1; p 2 P+(I),
0 � �(x) � �+ < 1; 0 < �� ve sup

x2I
[�(x) + �(x)p(x)] < 1 olsun. Bu durumda

1
q(x)

= 1
p(x)

� �(x)
1��(x) iken M

+
�(�) operatörü L

p(�);�(�)
+ (I) den Lq(�);�(�)+ (I) ya s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat : 8x 2 I için

M+
�(x) (f) (x) = sup

h>0
h�(x)�1

x+hZ
x

jf(t)j dt

� sup
h>0

x+hZ
x

jf(t)j (t� x)�(x)�1 dt

= W�(x) (jf j) (x)

oldu¼gundan Teorem 4.3.1 den istenen sonuç elde edilir.�
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Sonuç 4.3.5. I = (0; b) ; R+ da s¬n¬rl¬bir aral¬k, 1 < p� � p+ < 1, p 2 P�(I),
0 � �(x) � �+ < 1, 0 < �� ve sup

x2I
[�(x) + �(x)p(x)] < 1 olsun. Bu durumda

1
q(x)

= 1
p(x)

� �(x)
1��(x) iken M

�
�(x) operatörü L

p(�);�(�)
� (I) den Lq(�);�(�)� (I) ya s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat : 8x 2 I için

M�
�(x) (f) (x) = sup

h>0
h�(x)�1

xZ
x�h

jf(t)j dt

� sup
h>0

xZ
x�h

jf(t)j (x� t)�(x)�1 dt

= R�(x) (jf j) (x)

oldu¼gundan Teorem 4.3.2 den istenen sonuç elde edilir.�
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda bir tara�¬de¼gi̧sken üstlü Morrey uzaylar¬tan¬t¬lm¬̧s ve bir

tara�¬Maksimal operatörler ile bir tara�¬potansiyel operatörler olan Riemann Li-

ouville ve Weyl operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bir tara�¬maksimal operatör-

lerin s¬n¬rl¬¼g¬ndan yararlanarak Maksimal ve Riesz potansiyel operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬

ifade edilmi̧stir.

Elde edilen sonuçlarda I aral¬¼g¬nda � � 0 al¬n¬rsa de¼gi̧sken üstlü Lebesgue uza-
ylar¬nda bir tara�¬operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬elde edilir.

Daha ileri olarak p fonksiyonuna sonsuzda logaritmik süreklilik koşulu b¬rak¬larak

elde edilen sonuçlar R+ ya taş¬nabilir.
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