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OZET

DEGISKEN USTLU MORREY UZAYLARINDA BIR TARAFLI OPERATORLERIN
SINIRLILIGI

YUKSEK LISANS TEZi
Aysegiil CELIK ALABALIK

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILiM DALI

2015

Bu tez ¢caligmasmda bir tarafli degisken {istli Morrey uzaylar1 tanimlanmig ve bir tarafl
operatorlerin degigken iistlii Morrey uzaylarmdaki sinrliliklar1 incelenmistir. Tezin dordiincii
boliimiinde bir tarafli Maksimal operatorler, bir tarafli kesirli Maksimal operatorler ile Weyl ve
Rieman-Liouville operatérleri olarak bilinen bir tarafli Riesz potansiyel operatorlerinin degisken
tistliit Morrey uzaylarmda smirliliklari ayr1 ayri ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler : Degisken istli Lebesgue uzaylari, degisken istlii Morrey uzaylari,
Hardy-Littlewood maksimal operatorii, kesirli maksimal operator, Riesz
potansiyel operatorii, bir tarafli maksimal operatorler ve bir tarafli Riesz
potansiyel operatorleri, Weyl operatérii ve Riemann Liouville operatorii



ABSTRACT

THE BOUNDEDNESS OF THE ONE SIDED OPERATORS IN VARIABLE
EXPONENT MORREY SPACES
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Aysegiil CELIK ALABALIK
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2015

In this thesis the one sided variable exponent Morrey spaces are defined and the
boundednesses of the one sided operators are researched. In the fourth part of the thesis, the
boundednesses of the one sided maximal operators, one sided fractional Maximal operators and
the one sided Riesz potential operators which are known as Weyl and the Riemann-Liouville
operators are proved one by one in the variable exponent Morrey spaces.

Anahtar Kelimeler : Variable exponent Lebesgue Spaces, Variable exponent Morrey spaces,
Hardy-L.ittlewood Maximal Operator, Fractional Maximal operator, Riesz
Potential operator, One sided Maximal operators, one sided Riesz
potetntial operators, Weyl operator and Riemann-Liouville operator.
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KISALTMA VE SIMGELER

: n — boyutlu 6klid uzay:

: R™nin bir alt bolgesi

: ) bolgesinin Lebesgue 6l¢iimii

: Q) bolgesinde olgiilebilir fonksiyonlar sinifi
: Q) bolgesinin ¢ap1

: Lebesgue uzay1

: Lokal integrallenebilir fonksiyonlar sinifi

: Degigken iistlii Lebesgue uzay1

:  bolgesinde hemen hemen sinirh fonksiyonlarin uzayi
: x merkezli r yarigaph acik yuvar

: x merkezli r yarigaph acik yuvarin tiimleyeni
: B(z,r)NQ

: A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

: Morrey uzay1

: Degigken tiistlii Morrey uzay1

: Bir tarafli degigken iistlii Morrey uzayi

: Bir tarafli degigken iistlii Morrey uzayi

: Hardy-Littlewood maksimal operator

: Bir tarafli Maksimal operator

: Bir tarafli Maksimal operator

: Kesirli Maksimal operator

: Bir tarafli kesirli Maksimal operator

: Bir tarafli kesirli Maksimal operator

: Riesz potansiyel operator

: Riemann-Liouville operatorii

: Weyl operatorii
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1. GIRIS

Bu tez caligmasinda bir tarafli degisken iistlii Morrey uzaylar1 tanitilmakta ve
bir tarafli operatorlerin degisken iistliit Morrey uzaylarinda sinirliliklar: aragtirilmak-
tadir.

Degigken iistlii Lebesgue uzaylar ilk olarak, Orlicz (1931) tarafindan yazilan
makalede goriilmiistiir. Bu uzaylarin aragtirilmasinda bir sonraki adim Kovacik ve
Rékosnik (1991) tarafindan atilmigtir.

Harmonik analizin 6nemli araglarindan olan maksimal operator ve potansiyel
tipli operatorlerin sinirlhiligi bir ok aragtirmac: tarafindan hem degisken tistlii Lebesgue
hem de degisken iistlii Morrey uzayinda arastirilmistir.

Klasik Lebesgue uzayinda Hardy-Littlewood Maksimal operatoriiniin sinirhiligi
Stein (1970) tarafindan, degigken iistlii Lebesgue uzayinda ise Diening (2002, 2004)
tarafindan Dini-Lipschitz (log-Holder siireklilik) kogulu altinda ispatlanmigtir.

Kesirli Maksimal operatoriin sinirhiligi, degisken iistlii Lebesgue uzayimda Capone
ve ark. (2007) tarafindan Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin smirhligina
dayandirilarak ispatlanmis, degisken iistlii Lebesgue uzayinda ise Almeida ve ark.
(2008) tarafindan kanitlanmigtir.

LPA (R™) Morrey uzaylari, Morrey (1938) tarafindan eliptik kismi diferansiyel
denklemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya ¢ik-
mistir. Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin sinirhiligi klasik Morrey uzayinda
Chiarenza ve Frasca (1987) tarafindan, degisken iistlii Morrey uzaymda sinirliligin
ise Almeida ve ark (2008) tarafindan kanitlamiglardir. Riesz potansiyel operatoriiniin
simirhligimi klasik Morrey uzayinda Adams (1975), degigken iistliit Morrey uzayinda
ise Almeida ve ark. (2008) ispatlamiglardir.

Bir tarafli operatorlerin siirliligr ile ilgili ilk ¢alismalar ise Sawyer tarafindan
yapilmigtir. Daha sonra K. Anderson ve E. Sawyer (1988), Martin Reyes (1993),
S. Ombrosi ve L. De Rosa (2003), Edmunds ve ark. (2008) ve Nekvinda (2010) bir
tarafli operatorlerin sinirliliklar ile ilgili calismalar yayimnlamisglardir.

Edmunds, Kokilashvili ve Meskhi (2008), degisken iistlii Lebesgue uzaylarinda
bir tarafli Hardy Littlewood maksimal operatorler M ™ ve M~ ile bir tarafli potan-
siyel operatorler Riemann-Liouville R, ve Weyl W, operatorlerinin sinirhiliklarini
kanitlamiglardir.

S. Shi ve Z. Fu (2013) bir taraflh agirhkh Morrey uzaylarinda bir tarafli maksi-
mal ve bir tarafli potansiyel operatorlerin sinirliligini calismislardir. Bu ¢aligmanin
disinda Morrey uzaylarinda bir tarafli operatorlerin sinirliligina dair bir ¢aligma bu-
lunmamaktadir.

Bu tez calismasinda bir tarafli Maksimal operatorler M, ve M_ ile bir tarafl
potansiyel operatorler Weyl W, ve Rieman-Liouville R, operatorlerinin Morrey

uzayimndaki sinirhliklar: incelenmigtir. Bu operatorlerin Morrey uzayindaki sinirlilik-
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lariin incelenebilmesi icin sozii gecen operatorlerin Lebesgue ve Morrey uzaylarin-
daki tamimlar1 ve smirhiliklar ile ilgili teoremler incelenmig ve tezin olugmasinda
yardimci olabilecek tanmim ve teroemlere 6n boliimlerde yer verilmistir. Degisken
iistliit Morrey uzaylarinda bir tarafli operatorlerin incelenebilmesi i¢in bir tarafli Mor-
rey uzaylarmi incelemek dogaldir. Bu nedenle tez ¢alismasinin bulgular kisminda
oncelikle bir tarafli Morrey uzaylari tanimlanmigtir. Ardindan bir tarafli Maksimal
operatorler M, ve M_ nin smirlilig ispatlanarak bu iki operatoriin sinirliligindan
Maksimal operatoriin siirliligi elde edilmistir. Ayrica bir tarafli potansiyel oper-
atorler Weyl W, ve Rieman-Liouville R, operatorlerinin simirhiliklar: ispatlanmig ve
W, ve R, nin simnirliligindan Riesz potansiyel operatoriiniin sinirliligi elde edilmistir.
Son olarak bir tarafli kesirli Maksimal operatorler M} ve M, nimn simrhiligi R, ve

W, nin smirliligina dayandirilarak gosterilmigtir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanmilacak temel tamim ve teoremler

hakkinda bilgi verilecek ve daha sonra calismamiz ile ilgili uzaylar tanimlanacaktir.

2.1. Normlu Uzay

Tanim 2.1.1. X bos olmayan bir kiime ve F, reel ya da kompleks sayilar cismi

olsun.

+: X xX—-X o FxX — X

(z,y) =z +v, (a,2) — ax,

doniigiimleri ile toplama ve ¢arpma iglemlerini tanimlayalim. Eger,
A) X, + islemine gore degigmeli bir grup,
Gi)Herz,ye Xigmz+ye X
Gy)Herz,y,ze Xigma+ (y+2)=(r+y)+=2
G3) Her z € X igin x 4+ 0 = 0 4+ z = x olacak gekilde 6 € X vardir
G4) Her z € X igin z + (—z) = (—z) + = = 0 olacak sekilde —z € X vardir
Gs)Herz,ye Xigmoe+y=y+=x
B) Her z, y € X ve a, 8 € F olmak iizere
E))are X
Ey)) a(z+y) =ar+ oy
E3) (a+ Bz = ax + px
Ey) (af)z = a(fz)
Es) lz =x
sartlar1 saglaniyorsa X kiimesine yukarida tanimlanan iglemler ile birlikte F cismi

tizerinde bir vektor uzayi (veya lineer uzay1) denir.

Tanim 2.1.2. Bir X vektor uzaymda [|-|| : X — R fonksiyonu her z, y € X ve her
a € F icin

i) |z =0<=xz=140

it) ]l = |af ]

iid) |z + 1) < llzll + Ily]
ozelliklerini saghyorsa, ||-|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, ||-||) ikilisine
de normlu uzay denir. Bundan sonra bir z € X elemanin normu ||z|| seklinde ve

X uzaymda tammlanan norm ||| seklinde gosterilecektir.

Tanim 2.1.3. X bir normlu uzay, * € X ve r € R pozitif bir say1 olmak iizere;
B(z,r) ={y € X : ||z — y||x < r} kiimesi,  merkezli r yaricaph bir acik yuvar,
B(z,r) ={y € X : ||z — y||x < r} kiimesi, z merkezli r yarigaph bir kapali yuvar
olarak tanimlanmir. A C X olmak {izere, her x € A i¢gin B(z,r) C A olacak gekilde

bir r > 0 sayis1 varsa A’ya acik kiime denir.
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Tamm 2.1.4. (z,,), (X, ||| y) normlu uzaymnda bir dizi ve g € X olsun. Her ¢ > 0
icin n > n. oldugunda ||z,, — x¢||y < € olacak sekilde n. dogal say1s: varsa (z,,) dizisi
ro noktasina yakinsaktir denir. Diger bir deyisle n — oo iken ||z, — x¢l|y — 0

oluyorsa (z,) dizisi zo € X noktasina yakinsaktir denir.

Tamm 2.1.5. (z,,), (X, ||| ) normlu uzayinda bir dizi olsun. Her € > 0 icin n, m >
ne oldugunda ||z, — x|y < € olacak gekilde n. dogal sayis1 varsa (x,) dizisine

Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.1.6. Bir (X, ||-||y) normlu uzaymda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

uzaya Banach uzay1 adi verilir.

Tanim 2.1.7. Q, R" de agik bir bolge ve u : 2 — R ye tanimli bir fonksiyon olarak
verilsin. Eger, herhangi bir ¢ > 0 sayisi1 ve z,xy € Q elemanlan i¢in |z — x¢| < §
oldugunda |u(z) — u(zg)| < € olacak sekilde J (¢) > 0 sayis1 varsa u fonksiyonuna

T = x¢ noktasinda siireklidir denir.

Tamm 2.1.8. (X, ||| ;) normlu bir uzay ve X in bir F (E C X) altkiimesi verilsin.
Eger, her bir x € X, F deki elemanlardan olugan bir (x,) dizisinin limiti ise £

kiimesi X uzayinda yogundur denir.

Tamm 2.1.9. (X, ||-|| x) normlu uzaymnin sayilabilir yogun bir altkiimesi varsa (X, ||-|| x)

normlu uzayina ayrilabilir uzay denir.

Tamm 2.1.10. |||, ve ||-||,, X vektor uzay: tizerinde tanimh farkli iki norm olsun.
Her z € X i¢in

Cullzll; < llzll, < Co |zl
olacak gekilde C'; > 0 ve Cy > 0 sabitleri varsa bu iki norma denk normlar denir.

Tanim 2.1.11. X ve Y aym F cismi iizerinde iki vektor uzay ve D(T"), X in bir
altkiimesi olsun. 7' : D(T) C X — Y doniigiimii D(7") nin her bir elemanini Y nin
yalniz bir elemanina gotiiriiyorsa, 7' ye D(T) den Y ye bir operator adi verilir ve

D(T) ye T operatoriiniin tanim kiimesi denir.

R(T)={yeY :y=Tz, x € D(T)}
kiimesine T' operatoriiniin deger (goriintii) kiimesi denir.

Tanmim 2.1.12. X ve Y aym F cismi {izerinde iki vektor uzay ve D(T') C X, X in bir
alt uzay1 olmak tizere T': D(T) C X — Y bir operatoér olsun. Eger T' operatorii,
her z,y € D(T) ve her «a, f € F icin

T (ax + By) = oT (x) + BT (y)

kosulunu saglyorsa bu operatore lineer operator denir.

4
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Tanim 2.1.13. X ve Y iki normlu uzay olmak iizere; T': X — Y operatorii, (z,) C
X dizisi ve x € X eleman verilsin. n’nin yeterince biiyiik degerlerinde (n — oo
iken)

|z, — ||y — 0 iken |Tz,—Tz|y, —0

oluyorsa T operatorii © noktasinda siireklidir denir. Eger T', X’deki her noktada

stirekli ise T"ye siirekli operator denir.

Tanim 2.1.14. X ve Y normlu uzay, D(T) C X ve T : X — Y lineer operatorii
verilsin. A C X alt kiimesi siirh iken T'(A), Y’de smurh ise 7' operatériine sinirh

operator denir. Bir bagka ifadeyle, her x € X icin
ITz]ly < cllzllx (2.1.1)

olacak sekilde pozitif bir ¢ reel sayis1 varsa T’ye sinirli lineer operatér denir. Bununla
birlikte, (2.1.1) esitsizligini saglayan c’lerin infimumuna 7' operatorinin normu

denir ve bu norm

Tx
17 = sup v g s,
wt0zex 1Zllx  jafe<t

bi¢iminde tanimlanir.

Teorem 2.1.15. X ve Y normlu uzaylar ve D(T') C X olmak iizere, T : D(T) C
X — Y lineer operator olsun. Bu durumda 7" nin siirekli olmasi icin gerek ve yeter

kosul 7" nin simirh olmasidir.

Tamim 2.1.16. X ve Y iki normlu uzay olmak iizere, eger her x € X igin
ITzlly =[] x

ozelligini saglayan, X uzaymi Y uzay: iizerine doniistiiren bire-bir lineer bir 7' op-
eratorii varsa X ve Y normlu uzaylarina izometrik olarak izomorfizma ve T
operatoriine de X ve Y normlu uzaylar1 arasinda izometrik izomorfizma denir.

X ve Y normlu uzaylar i¢in boyle bir ilisgki X = Y ile gosterilir. Bu o6zellige
sahip uzaylara yapisal benzerlikleri nedeniyle ayni gozle bakilabilir.
Tanim 2.1.17. X ve Y normlu iki uzay olsun. Eger,

i) X, Y nin bir alt uzay:

i1) Her x € X i¢in X den Y ye Iz = x ile tanimlanan birim operator siirekli ise
X normlu uzay1 Y normlu uzayina gémiiliir denir ve X — Y ile gosterilir. I birim

operatorii lineer oldugundan i) kogulu

Mzl < Cllelly, o € X

olacak sekilde bir C' > 0 sabitinin varligina denktir.
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Tanim 2.1.18. Bir X vektor uzayida tanimli skaler degerli fonksiyona fonksiyonel

denir. Bir f fonksiyoneline,

faxy + Bra) = af(x1) + Bf (22); x1,22 € X ve a, B € C

kosulu altinda bir lineer doniigiim ad1 verilir.

Tamm 2.1.19. (X, ||-||y) normlu uzay: {izerinde tanimh biitiin lineer ve siirekli
fonksiyonellerden olusan uzaya X normlu uzaymin dual uzay: denir ve X ile gos-
terilir. Bu uzay u,v € X', x € X ve c€ C

(u+v)(z) = u(x) +v(z) ve (cu)(z) = cu(x),

seklinde tanimlanan noktasal toplam ve ¢arpim altinda bir vektor uzayidir. Bu uza-

. !
yda bir v € X elemaninin normu

lully = sup 242
Tl

seklinde tanimlamir. X uzay1 ||-|| ,» normu ile bir Banach uzay olur.

Tanim 2.1.20. Bir X vektor uzayimmin X’ duali de normlu vektér uzay: oldugundan,
bu uzaym da duali tanimlanabilir. Bu durumda (X’)" = X" lineer vektor uzayma X
in ikinci duali denir.

Sabit bir x € X igin X’ uzayinda

9:(f) = f(z)  (f €X' degisken)

seklinde bir g, fonksiyoneli tanimlayalim. Her x € X icin bir tek sinirh lineer fonksiy-

onel karsilik geleceginden, bu halde

c: X — X"

T Gz

seklinde bir doniigiim tanimlanabilir. Bu doniisiime kanonik doniistim adi verilir.
Eger kanonik doniigiim tizerine ise, bu durumda X uzayina yansimali uzay adi verilir.

X yansimali uzay ise X = X" olur.

Teorem 2.1.21. Yansimal bir (X, ||-||y) Banach uzaymin her alt uzay: da yansi-

malidir.

Teorem 2.1.22. (X, ||-||) normlu bir uzay olsun. X uzaymin yansimali olmas icin
gerek ve yeter kosul X' uzaymin yansimali olmasidir. Eger X uzay: ayrilabilir ise,
X' uzayida ayrilabilirdir. Bu durumda, X ayrilabilir ve yansimali bir uzay ise X' de

ayrilabilir ve yansimali bir uzay olur.
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2.2. Lebesgue Olgiimii ve Olciilebilir Fonksiyonlar

Tamim 2.2.1. >, R"’nin altkiimelerinin bir sinifi olmak {izere,
i) R" € ¥,
ii) A€ Xise A°€ ¥ (A° A'nin tiimleyen kiimesi),

iii) Eger i = 1,2, ..., icin A; € Tise , | J4; € D
i=1
kosullar1 saglaniyorsa, ¥ sinifina bir o-cebir adi verilir.

Tamim 2.2.2. ¥ sifi iizerinde tamimlanan p : ¥ — R U {400} fonksiyonu, %

smifindaki ayrik kiimelerin bir {4;},.,, toplulugunun sayilabilir her birlesimi icin

i=1 =1

esitligini sagliyorsa, p fonksiyonuna ¥ sinifi iizerinde bir 6l¢iim denir.

Tamim 2.2.3. R"'nin altkiimelerinin asagida verilen 6zelliklere sahip o-cebiri olan
bir ¥ sinifinin ve bu X sinifi iizerinde bir ¢ 6l¢timiiniin varligi kolaylikla gosterilebilir;
i) R™deki her agik kiime X’ya aittir,
ii) Eger AC B, Be X veu(B)=0ise, Aec X ve u(A) =0 dir,

ifi)A={reR":aq; <z; <bj,i=1,2,...,n} ise,AeEve,u(A):H(bi—ai),
i=1
iv) 2 € R" ve A € ¥ iken

r+A={r+y:yc AeX} ve pulz+A) =u(A)

olur, yani p 6l¢timii 6teleme altinda degismezdir.

Bu o6zelliklere sahip bir ¥ sinifinin elemanlarina R™’nin Lebesgue 6lciilebilir al-
tkiimeleri, p 6lgtim fonksiyonuna R"’de Lebesgue 6lgiimii ve A € ¥ igin p(A)
gosterimine ise A kiimesinin 6lgtimii denir. Bu tez ¢alismasinda, bir 2 C R" bol-

gesinin Lebesgue ol¢iimii || ile gosterilecektir.

Tamim 2.2.4. Eger B C A C R" ve |B| = 0 ise, A — B kiimesinin her noktasinda
saglanan bir 6zellik A kiimesinde hemen hemen her yerde gecerli bir zellik olarak

adlandirilir.

Tanim 2.2.5. A olgiilebilir bir kiime olmak iizere, f : A — RU{£oo0} seklinde

tanimlanan bir f fonksiyonu verilsin. Eger her a € R i¢in
{reA: f(z)>a}

kiimesi olgiilebilir ise, f fonksiyonuna 6lgiilebilir fonksiyon denir.
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Tanmim 2.2.6. A C R” kiimesinin karakteristik fonksiyonu
(2) 1, eger z€ A
€Tr) =
Xa 0, eger z¢ A
seklinde tanimlanir.

Tanmim 2.2.7. Eger f fonksiyonu 6l¢iilebilir ve reel degerli ise, bu durumda f fonksiy-

onunu her ikiside 6lgiilebilir ve negatif olmayan f+ = max (f,0) ve f~ = —min (f,0)

fonksiyonlar: cinsinden f = f* — f~seklinde yazabiliriz. [ f*(z)dx ve [ f~(z)dx in-
Q Q

tegrallerinden en az biri sonlu olmak iizere

/ F(@)dz = / FH(a)da — / F(@)dz

seklinde tanimlayalim. Eger her iki integral sonlu ise, f fonksiyonuna €2 bolgesinde
Lebesgue integrallenebilir denir ve 2 bolgesindeki integrallenebilir fonksiyonlarin

smifi L(Q) ile gosterilir.

Tamm 2.2.8. f olciilebilir bir fonksiyon olmak iizere her kompakt(Kapali ve Sinirl)

K kiimesi tizerinde

I[lfldﬂ<oo

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir ve

L. (Q) = f:/|f|d,u<oo; K C Q, K kompakt
K

ile gosterilir.

2.3. Lebesgue Uzaylar1 (LP((2))

2, R™ nin olgiilebilir bir altkiimesi, |2| > 0 ve M(Q), © da tanimh olgiilebilir
fonksiyonlarin kiimesi olsun.

1 < p < 0o olmak tizere,

L7 (Q) == {u e M(9) : /Q lu (2) [P de < oo} (2.3.1)

seklinde tanimlanan fonksiyon sinifini gézoniine alalim. €2 bolgesinde hemen hemen
her yerde egit fonksiyonlar1 LP(2) uzaymda esit kabul edelim. LP(Q) uzaynm ele-
manlar1 (2.3.1) ifadesini saglayan olgiilebilir fonksiyonlarm denklik smiflaridir. Bu
farki goz ardi ederek, eger u fonksiyonu (2.3.1) 6zelligine sahipse u € LP(Q2) ve Q2

bolgesinde hemen hemen her yerde u(z) = 0 ise LP(2) uzayinda u = 0 yazacagz.
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Eger u € LP(2) ve ¢ € C ise cu € LP(Q2) oldugu agiktir ve eger u,v € LP(Q) ise

u(z) +v(@)[" < (Ju@)] + [v(@)])" < 27 (ju(@)]” + [v(2)[")

oldugu i¢in u 4+ v € LP(£2) yazilabilir. Boylece LP(£2) bir vektor uzayi olur.

1 < p < oo olmak iizere, bu uzay

1/p

Jull = lull, = 4 [ u @) do
Q

normu ile bir Banach uzayidir.

Tamim 2.3.1. 2 bolgesinde 6l¢iilebilir bir v fonksiyonu i¢in hemen hemen her yerde
lu(z)] < K olacak sekilde bir K sabiti varsa u fonksiyonuna hemen hemen sinir-
Iidir denir. Boyle K sabitlerinin en biiyiik alt simirina da |u| nin © bolgesindeki

esas(essential)supremumu denir ve esssup |u(z)| ile gosterilir.
€N
2 bolgesinde hemen hemen sinirli u fonksiyonlariyla tanimlanan uzay L*(12) ile

gosterilir. L>(Q) uzay1

[ul| = esssup |u(z)|
e

normu ile bir Banach uzayidir.

Tanim 2.3.2. 1 < p < o iken 1 < p' < oo ve ]13 + z% = 1 olacak sekilde p' = p%l

sayisina p nin eslenigi denir.

Teorem 2.3.3. 1 < p < oo ve T € [LP(Q)]’ olsun. Bu durumda u € LP(Q) igin

olacak sekilde bir v € L” () vardir. Ustelik

1ol o = 1Tl 2oy
olur ki buradan da L¥ (Q) = [LP(Q)]" 6zelligi ikar.

Teorem 2.3.4.(Ho6lder Esitsizligi)
Eger, 1 < p < oo veu € LP(Q),v € LP'(Q) ise bu durumda uv € L*(f2) olur ve

/|U(fﬁ)v(ﬂf)|dw < [lll, o]l
Q

esitsizligi saglanir (Adams 2003).
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Teorem 2.3.5. | = [dx < oo vel < p < ¢ < oo olsun. Eger u € L9(Q) ise bu
Q

halde u € L?(£2) olur ve

lull, < 12127 |y,

esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla

LA(§2) — L*(Q)
gommesi gegerlidir (Adams 2003).
Teorem 2.3.6. Eger 1 < p < oo ise LP(f)) uzay1 ayrilabilirdir (Adams 2003).
Teorem 2.3.7. Eger 1 < p < oo ise LP () uzay1 diizgiin konveks ve yansimalidir

(Adams 2003).

2.4. Maksimal ve Riesz Operatorleri
Maksimal operator ve Riesz potansiyeli harmonik analizin 6nemli konular1 arasin-
dadir. Ozellikle kismi tiirevli denklemler teorisi ve matematiksel fizikte bircok uygu-

lamalar1 vardir.
Tanim 2.4.1. (Maksimal operatér)

R™ de lokal integrallenebilir bir f fonksiyonunun B(z,7) = {y : |x — y| < r} agik

yuvari iizerinde ortalama degeri

1
M, f(x) = e, / | @) dy

seklinde gosterilir.
Lokal integrallenebilir bir f : R" — [—00, c0] fonksiyonunun Hardy Littlewood

maksimal fonksiyonu, M f : R" — [0, o0

M@ = s [ 1l
’ B(z,r)
= sup M ()

r>0

olarak tamimlanir. Bu sekilde tanimlanan M operatorii alt lineerdir, yani, f,g €
L (R") ve a,b € R igin

loc

M (af +bg) <|a|Mf+|b| Mg

esitsizligi yazilabilir.

10
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Maksimal fonksiyon M, R™ nin standart kiimelerinde n = 1 i¢in Hardy-Littlewood
tarafindan tanimlanmig ve Weiner tarafindan n—boyutlu R" uzayinda genigletilmistir.
Maksimal fonksiyonu kiipler yardimiyla tanimlarsak; 0 < a < n ve Q(x,r), R”

de kenarlar1 eksenlere paralel x merkezli ve r yaricaph kiipleri belirtmek iizere ,

1
Mf(z) = Zglzw—_amq?/f(y)dy

olarak yazilir.
0 < a < n olsun. Lokal integrallenebilir bir f : R" — [—00, 00| fonksiyonunun

kesirli maksimal fonksiyonu

r>0

Mof @) = s [ 1) dy
B(z,r)

olarak tanmimlanir. Kesirli maksimal fonksiyon kismi diferansiyel denklemlerde ve
potansiyel teoride bircok uygulamalara sahiptir. Ozel olarak o = 0 alinirsa Hardy-

Littlewood maksimal fonksiyonu elde edilir.

Teorem 2.4.2. R" {izerinde tanimh f fonksiyonu icin f € L, (R"), 1 < p < o0
ise M f maksimal fonksiyonu hemen hemen her yerde sonludur.
(1) f € Ly (R™) ise her A > 0 i¢in

o Mf(a) > M| <5 [ 1f @] da,

esitsizligi gecerlidir.
(i) feL,(R"),1<p<ooise Mf e L,(R") ve

IMfl, < ClAL

olacak gekilde p ve n sayilarina bagh bir C' sabiti vardir. (Stein 1970).

Tanim 2.4.3. (Riesz potansiyel Operatorii)
Her iki carpan fonksiyondan lokal olarak daha iyi davranan bir fonksiyon iiretmek
i¢in, her birinin diizensizligini kaldiran iki fonksiyonun noktasal olmayan ¢arpimini

olugturmak genellikle kullanighdir. Bunlardan biri
frg(x) = /f (z —y) g(y)dy (2.4.1)
R’I’L

integrali var olmak {izere (2.4.1) seklinde tanmmlanan f ve g fonksiyonlarimin f * g

konvoliisyonudur.

11
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f fonksiyonun bir K ¢ekirdegi ile konvoliisyonu

~ [ f)(a -

seklindedir. Konvoliisyon operatoriiniin ¢ekirdeginin integrallenemeyen tekilligi varsa
singiiler integral, zayif(integrallenebilen) tekilligi varsa potansiyel adi verilir.

0 < a < n olmak tizere I, f(x) = |x|*"" ¢ekirdek fonksiyonuna Riesz g¢ekirdek
fonksiyonu adi verilir. Bu fonksiyonun kordinat basglangicinda zayif tekilligi vardir.

Boylece bir fonksiyonun Riesz potansiyeli konvoliisyon olarak

LI(@) = L+ [ /|m_

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.4.4. 0 <a<n,1<p<qg<oovei=1_2¢g]gun Egerp > 1 ise
q n

1
p

1o fll, < Cp, ) [I£1],

esitsizligi gerceklenir (Stein 1970).

2.5. Bir Tarafl1 Operatorler

Tanim 2.5.1. I, R de acik bir aralik olsun. = € I olmak iizere I(z,h), I_(x,h) ve

I, (z,h) alt araliklarin

I(x,h)=(xr—h,x+h)NI

I (x,h)=(x—h,x)NI, I.(x,h)=(x,x+h)NI

seklinde tanimlayalim.
I de tanimh lokal integrallenebilir bir f fonksiyonu i¢in Maksimal operator ve

bir tarafli Maksimal operatorler agsagidaki gibi tanimlanir:

M ) =su —/ )| dt,
f(z up o | £(2)]

I(z,h)

Mﬂ@ﬂg%/ﬁ@%
I_(x,h

1
Mﬂ@%wh/ﬁwﬁ
h>0
[+(1lvh)

12
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Hardy Littlewood tarafindan tanimlanan Maksimal operatér R {izerindeki fonksiy-
onlar icin 0 < h < x olmak tizere M~ ye karsihik gelir. M, M_ ve M, operatorleri

alt lineer operatorlerdir ve aralarinda asagidaki gibi bir iligki vardir.

1
S (M f+ M f) <Mf<M_f+Mf
Bir tarafli kesirli Maksimal operatorler M ve M, 0 < o < 1 ve x € I olmak

{izere

Mmmwzsww*/|mwu

h>0
I+(I,h)
M (@) = swpnet [ s
h>0
I_(x,h)

seklinde tanimlanir.
Teorem 2.5.2. 0 < o < 1vel < p < 1/a olmak tizere dyle bir A, sabiti mevcuttur

ki her olciilebilir f fonksiyonu ve her w agirlik fonksiyonu igin

400 400
[ (D @rw@ds < 4, [ 1@ M () ds (25.1)
400 +o0
[z (D @rw@ds < 4, [ @M w(e) ds (252)

esitsizlikleri saglanir. (De Rosa 2006)

Tanim 2.5.3. [ = [0,b) ve 0 < b < oo iken bir tarafli potansiyel operatorler

Riemann Liouville R, ve Weyl operatorii W,, 0 < a < 1 olmak iizere

R.f(z) = /f(t)(a:—t)a_ldt, 0<z<b

Wof(z) = /f(t) (t—2)°Vdt,  O<z<b

seklinde tanimlanir. Riemann Liouville ve Weyl operatoriiniin tanimindan

Iof(z) = Raf(z) + Wof(z)

esitligi gecerlidir.

13
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2.6. Morrey Uzaylar:

Morrey Uzaylar1 (LP* (Q)), Morrey tarafindan 1938 yilinda eliptik kismi diferan-
siyel denklemler ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya
¢ikarilmigtir. Daha sonra Navier-Stokes ve Schrodinger denklemleri, siireksiz katsayili
eliptik problemler ve potansiyel teori ile ilgili 6nemli uygulamalar: ortaya ¢ikmigtir.
Bu kesimde 6nce, 0 < A\ < n olmak {iizere, LP* (Q) Morrey uzay1 tanitilacak, bu
uzay iizerinde tanimlanan norm ve A nin durumlarina gére LP* () uzaymin yapist
hakkinda bazi1 sonuclara yer verilmigtir. Daha sonra Hardy-littlewood maksimal ve

Riesz operatorlerinin hangi kosullar altinda sinirh oldugu verilmistir.

Tanim 2.6.1 Q, R” de acik bir bolge, 1 < p < oo ve 0 < \ olsun. LP* (Q) uzay

PN
sup 77 || fll,, gy < C <00 (2.6.1)
zeQ, r>0

1A oy = N F1lp 0 =

olacak sekilde f € LP () fonksiyonlarin lineer uzayi olarak tanimlanir. Burada C
sabiti sadece f ye baghdir ve B(z,r) merkezi x ve yarigapr r olan agik yuvari be-

lirtmektedir. Boyle tamimlanan || f|] LP* (Q) uzaymda bir yar1 normdur (f sabit

PA
oldugunda kesin olarak || f|[ ,,.xq) = 0 dir.)

LPA () uzayr || f]| . normu ile Morrey uzayi adi verilen bir Banach uzayidir.

Teorem 2.6.2. 2, R" nin acgik bir alt bolgesi ve 1 < p < co olsun. Bu durumda
1) A= 0ise LPO(Q) = LP(Q),
2) A =nise LP"(QQ) = L>(Q),
3) A > nise LPMQ) = {0} .
4) 0 < XA < nise LPA () uzay1 ayrilabilir uzay degildir.

Teorem 2.6.3. €2, R” nin sinirh agik bir alt bolgesi, 0 < A < n ve 0 < u < n olsun.
Eger p < g ve ”TT’\ > % ise bu durumda
L9 (Q) — LPA(Q)

seklinde gommesi gegerlidir.

(2 bolgesi sinirsiz oldugu zaman yukaridaki ggmme gegerli degildir.

Teorem 2.6.4. 1 < p < oo ve 0 < A < n olsun. Bu durumda Hardy-littlewood

maksimal operatorii LP* () uzaymda smirhdir. Yani

M ], \ < CUA,

esitsizligi saglanacak gekilde C' > 0 sayis1 vardir (Chiarenza ve Frasca 1987).

14
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Teorem 2.6.5. 0 <a <n,1 <p<2 0<A<n—apolarak alimsin. % — % =2 ve

% = % olsun. Bu durumda her f € LP*(Q) icin

Hofllg < C I

esitsizligi saglanacak sekilde f den bagimsiz bir C' > 0 sabiti vardir (Peetre 1966).

1 a

Teorem 2.6.6. 0 < a<n, 1 <p<2 0<A<n-—apve:;—_ = -2 olarak

1
P a4  n-AX
alinsin. Bu durumda her f € LP*(Q) igin

Hafllyx < ClA A

esitsizligi saglanacak gekilde f den bagimsiz bir C' > 0 sabiti vardir (Adams 1975).
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3. MATERYAL ve METOD
3.1. Degisken Ustlii Lebesgue Uzaylari(L*() (Q))
2, R" de olgiilebilir bir kiime || > 0 ve M (£2) kiimesi © bolgesinde taniml

olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. M (€2) kiimesinde h.h.h.y. esit fonksiyonlar:
bir eleman olarak goz oniine alalim. p fonksiyonunu caligmamiz boyunca olgiilebilir

bir fonksiyon yani p € M (Q2) olarak kabul edecegiz.

o(z,s)=s"9 | VYreQ,s>0

seklinde tanimlanan ¢ : €2 x [0, 00) — R fonksiyonu

i) VYo € Q igin ¢(x,-) : [0,00) — R azalmayan siirekli bir fonksiyon,

it) ¢ (z,0) =0 ve s > 0 i¢in p (x,s) >0 ve lim ¢ (x,s) = oo,

i17) Her s > 0 igin ¥ (-, s) € M (Q) T
ozelliklerine sahip oldugundan ¢ fonksiyonu ® sinifina aittir. Ayrica ¢(x, s) fonksiy-
onunun Vz € 2 i¢in s nin bir konveks fonksiyonu oldugu aciktir. Bu nedenle v €
M () fonksiyonu igin

() = ey () = [l do = [ fu(o) ds
Q Q

seklinde tanimlanan p : M (Q2) — [0, 0o fonksiyonu

i) pu) =0<=u=0

i) p(u) =p(—u)

iii) p(au+ Pv) < ap(u) + Bp (v), Yu,v € E,Va, 5 >0, a+ =1
ozelliklerini sagladigindan M (Q2) kiimesi tizerinde bir konveks modiilerdir. Boylece
M(Q), = LP®) (Q) modiiler uzay

L@ (Q) = {u e M(Q): /\lir%+p (Au) = 0}

genellestirilmis Orlicz uzaymin 6zel bir gegididir ve M (Q2) kiimesinin lineer alt uza-
yidir.
¢ (z, s) fonksiyonun 6zelliklerinden, LP(*)(§2) uzaymin en az bir A > 0igin p (Au) <

oo olacak sekilde tiim u € M (Q2) fonksiyonlarimin kiimesi oldugu agiktir. Yani,

LPOQ) ={ue M(Q):3X>0, p(lu) < oo}

yazilabilir.

17
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LP®)(Q) uzaymin bir konveks alt uzay1 olan Lg(x)(Q)

Lg7(Q) = {u € M(Q) : p(u) < o0}
genellestirilmig Orlicz uzayimin bir tiiriidiir ve

LPOQ) ={ue M(Q): VA >0, p(A\u) < oo}

uzay1 da M () nin Lg(x) (2) kiimesinde kapsanan en biiyiik alt vektor uzayidir. Bu

uzaylar icin genel olarak

D) ¢ 5(Q) c 179 ()

yazilabilir.

2, R™ de agik bir bolge ve E C Q olsun. p : Q — [1, 00) 6lgiilebilir fonksiyonu

icin
pp = essinf p(x) ve pf, = esssup p(z)
zeFE x€E
gosterimlerini ve ayrica p~ = pg ve pT = p} kisaltmalarim kullanacagiz. Bundan

sonra aksi soylenmedikge

1<p <pz)<p' <o (3.1.1)

kabul edecegiz ve bu durumu

e

LT (Q) = {u € L™ (Q) : essinfu > 1}

olmak tizere, p € L (Q2) ile ifade edecegiz.

Teorem 3.1.1. sz(z)(Q) = L*@(Q) olmas! igin gerek ve yeter kosul p € L ()
olmasidir. (Fan ve Zhao 2001)

Boylece p € L (Q2) ise

L (Q) = L5 (9) = 117 (@) = Ep

yazilabilir ve LP(*) () uzayimn degisken iistlii Lebesgue uzay1, p(-) fonksiyonunu
sinirh {ist olarak adlandiracagiz. p nin sabit olmasi durumunda degisken {istlii Lebesgue
uzay1 ile klasik Lebesgue uzay1 cakisir. p € L () olmasi durumunda modiiler
fonksiyon ek olarak asagidaki 6zelliklere sahip olur.

i) plu+v) <27 (p(u) + p(v))

ii) u € LP®)(Q) igin eger A > 1 ise

18
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p(u) < Ap(u) < N p(u) < p(Au) < N p(u)

ve eger 0 < A <1 ise

Wp(u) < p(hu) < N p(u) < Ap(u) < p(u)

elde edilir.

i11) Eger hemen hemen her x € Q i¢in |u(x)| < |v(z)| ve p(u) < oo ise bu
durumda p(u) < p(v) ve |u| # |v| i¢in kesin esitsizlik vardir.

iv) Verilen bir u € LP®) (Q)\ {0} icin, p(Au) fonksiyonu \ ya gore siirekli, konveks
¢ift fonksiyondur ve A € [0, 00) i¢in artandir.

p modiileri konveks oldugundan dolay1 LP(®) (Q) tizerinde

. u

Liixemburg normu tanimlanabilir. Bu norm altinda LP® (Q) uzay1 bir Banach uza-
yidir. Eger u,v € LP® (Q) ve h.h.h. |u(z)| < |v(z)] ise [ull oy < vl ) yazilabilir.
f € LP®)(Q) olmak iizere || f ) < C1olmast igin gerek ve yeter kosul p(f) < C»
olmasidir. g—; degeri alttan ve iistten p fonksiyonuna bagl bir sabitle sinirlidir.
Modiiler fonksiyonun (iv) ¢zelliginden ve normun tamimindan agagidaki teorem

kolayca elde edilebilir.

Teorem 3.1.2. f € LPO) (Q)\ {0} olsun. Bu durumda, [[ul|,,., = a olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul p (%) = 1 olmasidir.[(Fan ve Zhao 2001), (Kovécik ve Rakosntk 1991)].

Teorem 3.1.3. Eger u € LPO)(Q) ve p : LPY) (Q) — R ise, bu durumda
D) ull,y <1(=L >1) epw) <l(=1 >1)
i) Bier |l > Lise, Jull) < p ) < ull,
iid) Bger [ull,; < 1ise, Jullycy < p(u) < Jlully,

olur [(Fan ve Zhao 2001), (Kovacik ve Rakosnik 1991), (Samko 1998)].

Teorem 3.1.4. Eger p™ < oo ise, 0 zaman <L7’(') (Q), ||-||p(,)> uzay1 ayrilabilirdir
[(Fan ve Zhao 2001), (Kovacik ve Rékosnik 1991)].

Teorem 3.1.5. Eger p~ > 1 ve p™ < o0 ise, 0 zaman (Lp(') (Q),H-Hp(_)) uzayl

diizgiin konveks ve dolayisiyla yansimali bir uzay olur (Fan ve Zhao 2001).

Teorem 3.1.6. L*0) () uzaymm dual uzay1 L?'©)(Q) uzayidir. Yani,
i) Her v € LP0)(Q) igin

¢ (u) = /u(x)v(m)dw, Vu € LPY(Q) (3.1.2)

Q

seklinde tanimlanan ¢ fonksiyoneli LP() () tizerinde siirekli lineer bir fonksiyoneldir.
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ii) LP() (Q) iizerinde (3.1.2) seklinde tanmimlh her siirekli lineer fonksiyonel igin
tek bir v € LP'0)(Q) vardir [(Fan ve Zhao 2001), (Kovicik ve Rékosnik 1991)].

Bu teoremden p~ > 1 ise LP®) (Q) uzaymin yansimali oldugu sonucu elde edilir.

Teorem 3.1.7.(Holder Esitsizligi)
LPO(Q) uzayr LPO) (Q) uzaymm dual uzayr ve - + -

0T PO T 1 olmak iizere her
u € LPO)(Q) ve v € Lpl(')(Q) icin

1 1
/!u vldr < (= + W) el gy N0 llry < 2 Mlullpey 101l (3.1.3)
Q

ifadesi yazilabilir (Kovacik ve Rékosnik 1991).

Lemma 3.1.8. Q C R" ¢lciilebilir stirh bir kiime ve p :  — [1, +-00] dlgiilebilir

bir fonksiyon olsun. Bu durumda

1 1
1 o0 ) < max {12457, 2 }

esitsizligi yazilabilir. Ek olarak eger, p* ve p~ fonksiyonlar1 Q iizerinde elde edilirse
bu durumda
1
11| pocr oy < [€2]7E) (3.1.4)

olacak sekilde z, € Q noktasi vardir (Fan 2008).

Teorem 3.1.9. 2, R" de siurh bir bolge, 0 < [Q] < oo ve p(-), q(-) € L (€2) olsun.
Bu durumda LI0)(Q) — LP0) () gommesinin var olmasi icin gerek ve yeter kosul
h.h.h. z € Q igin p(-) < ¢(+) olmasidir. Ayrica,

[l < €A+ [Q0) lully,

esitsizligi yazilabilir [(Fan ve Zhao 2001), (Kovacik ve Rakosnik 1991)].

Klasik Lebesgue uzaylarinin en onemli 6zelliklerinden biri elemanlarinin orta
stirekliligidir. LP*)(Q) uzaymnin klasik Lebesgue uzayimdan farkh oldugu bu noktay:
gosterelim.

Tamim 3.1.10. Her £ > 0 sayisi icin fy(z) = f(z+h), x € R" ve f € LPO(Q)
olmak {izere, |h| < 0 ve h € R" i¢in I,(fr, — h) < € olacak sekilde bir § = d(¢) > 0

sayisi varsa, f € LP1)(Q) fonksiyonuna p(-)—orta siirekli adi verilir.

Ornek 3.1.11. Q = (—1,1) ve 1 <7 < 5 < 0o olarak alinsmn. Bu durumda p ve f

fonksiyonlarini

p(az):{r; x € [0

)
s; x€ (-1,

1) B
0) Vef(x)_{ 0; ze(-1,0)

seklinde segersek, f € LPO)(Q) olur.
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Fakat h € (0,1) igin

%) >\t /0 (x+h)tdr = o0

—h

I(

oldugundan f, ¢ LP0)(Q) elde edilir (Kovacik ve Rakosnik 1991).

Teorem 3.1.12. p fonksiyonu L) () uzayinda sabit olmasin. Bu durumda (73, f) (z)
f(z — h) oteleme operatorii LP()(Q) uzayinda siireksiz olacak sekilde h € R™\ {0}
vardir. Ustelik 7, f ¢ LP0)(Q) olacak sekilde f € LPO)(Q) vardir (Diening 2004).

Teorem 3.1.13. (2, R™ de sinirh ¢lgiilebilir bir bolge olsun. 2 bolgesinde tanimli p ve
r fonksiyonlari igin 1 < p~ < p™ < oo ve 1l <r~ <rt < oo Ozellikleri saglansin. Bu
durumda * : (f, g) — f* g konvoliisyonu LPO)(Q) x L' (R*) — L"0)(Q) doniistimii
olarak siirekli olmas i¢in gerek ve yeter kogul p~ > r* olmasidir (Diening 2004).
Oteleme operatoriiniin genelde siireksiz olmas1 v € L'(2) ile f fonksiyonun kon-
voliisyonunun genelde siireksiz oldugunu verir. Daha acikcas1 genel olarak degisken
iistlii Lebesgue uzaylarinda Young teoremi beklenen sonucu vermez. Yani, genel

olarak

[ ulliy £ Hlully [[oll,
seklindedir.

3.2. Degisken Uslii lebesgue Uzaylarinda Hardy-Littlewood Maksimal

ve Riesz Potansiyel Operatorlerinin Sinirlilig:

L.Pick ve Ruzicka genel p fonksiyonu icin LP() (Q) uzaymda maximal operatoriin
sinirlihigr igin ters bir 6rnek sundular. p fonksiyonu ¢ok hizli bir artig noktas: olan
xo a sahip ise, yani x — 1z i¢in — |p(x) — p(zo)|log |x — 29| — oo oluyorsa bu

durumda maximal operator LPC) (Q) uzaymda siirekli olmaz.

Tanmim 3.2.1 Eger her z,y € Q) i¢in

L 1
o —y| < = (3.2.1)

~ —Injz—y|’ 2

esitsizligini saglayan bir L > 0 sayisi varsa, p fonksiyonuna log-Holder siirekli ve

(3.2.1) kosuluna log-Holder siireklilik kogulu adi verilir.

Lemma 3.2.2.  smirh bir bolge olsun. 1 < p~ < pt < oo ve p fonksiyonu log-

Holder siireklilik kosulunu saglasin. Bu durumda C' > 0 olmak iizere her f € LP()

icin || f[|,,) < 1 olacak sekilde
0]
> (z) + 1]

'S

=
|

@) < | (170

esitsizligi gecerlidir (Diening 2002).
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Teorem 3.2.3. ) siurh bir bolge olsun. 1 < p~ < p™ < oo ve p fonksiyonu log-
Holder siireklilik kosulunu saglasm. Bu durumda M maximal operatorii LPO)(Q)

uzaymda sinirhidir (Diening 2002).

Tanim 3.2.4. 2, R" de agik bir bolge ve p :  — [1, 00) fonksiyonu siirekli olsun.
Eger her x,y € (2 icin p fonksiyonu log-Holder siirekli ve her x i¢in

C

[P(2) = Poo| < m

olacak sekilde | ‘lim p(T) = poo € [1,00) ve C' > 0 sabitleri varsa p fonksiyonuna

global log-Hdélder siirekli adi verilir.

Teorem 3.2.5. Q, R" de acik bir bolge olsun. 1 < p~ < p't < oo ve p fonksiyonu
global log-Hoélder siirekli olsun. Bu durumda Hardy-Littlewood maksimal operatorii
LP0) (Q) uzaymda sinirhdir. (Cruz-Uribe ve ark. 2003, 2004).

Teorem 3.2.6. 2, R" de acik bir bolge olsun. 0 < a < n olmak iizere p fonksiyonu
1 <p~ <p" < 2 olacak sekilde global log-Holder siirekli ve 2 € 2 igin

1 1 a

p(z)  qlz) n
ozelligiile g : Q — [1, 00) fonksiyonu tammlayalim. Bu durumda I, Riesz operatorii

LPO)(Q) uzaymdan L) (Q) uzayma smirh olur (Capone ve ark. 2004).

3.3. Degisken Ustlii Lebesgue Uzaylarinda Bir Tarafli Maksimal ve

Potansiyel Operatorlerin Simirlihiga

Klasik Lebesgue uzayimnda 1 < p < oo i¢in Hardy-Littlewood maksimal op-
eratoriin stmirhgindan M_ ve M, operatorlerinin sinirliligy elde edilir. Daha agik
olarak, I, R de agik bir aralik olmak tizere f € L,(I), 1 < p < oo ise M_f,
M.feL,(I)ve

IM_fll, < C) I,
My fll, < C) IS,

esitsizlikleri saglanir.

Degisken iistlii Lebesgue uzayinda ise M_ operatorii sinirh iken M, operatorii
sinirl olmayabilir. Boyle bir durumda M maksimal operatoriin de sinirli olmayacagi
aciktir. Asagidaki teorem degisken iistlii Lebesgue uzayinda bu durumu aciklamak-
tadir.

22



Aysegiil CELIK ALABALIK

Teorem 3.3.1. I = [0,b] siurh bir aralik olsun.

a) LP0) (I) uzaymda M_ operatorii sinirh oldugu halde M maksimal operatorii
sinirli olmayacak gekilde I araliginda siireksiz bir p fonksiyonu vardir.

b) LPY) (I) uzayinda M, operatorii siirli oldugu halde M maksimal operatorii
siurh olmayacak gekilde I araliginda siireksiz bir p fonksiyonu vardir. (Edmunds,
Kokilashvilli and Meskhi 2008)

Tanim 3.3.2. I, R de agik bir aralik ve p € M(I) olsun. Hemen hemen her z,y € T
icin

Cy
—In(z —y)

esitsizligi saglanacak sekilde bir C; > 0 sabiti varsa, p fonksiyonuna bir tarafli log-

p(z) < ply) + , O<z—y< % (3.3.1)

Holder siirekli ve (3.3.1) koguluna bir tarafli log-Holder siireklilik kogulu adi verilir.
Bu kosulu saglayan p fonksiyonlarinin simfi P_ (1) ile gosterilir. Benzer sekilde hemen

hemen her x,y € [ i¢in

&
—In(y — )
esitsizligi saglanacak gekilde bir Cy > 0 sabiti varsa p € P, ([) ile gosterilir.

p(z) < ply) + , O<y—z< % (3.3.2)

p fonksiyonu I arahiginda artmayan bir fonksiyon ise (3.3.1) kogulunun, I ar-
aliginda azalmayan foksiyon ise (3.3.2) kogulunun saglandigi agiktr.

Ayrica p € P, (I) N P_(I) ise p fonksiyonu I araliginda log-Holder siireklidir.

Bengzer sekilde her z,y € I igin

Ip(z) —p(y)| < ¢ <y (3.3.3)

~ log(e + )’
ise bu durumda p € P, (I) ile gosterilir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Lemma 3.3.3. p € M(I) ve 1 < p~ < pt < oo olsun. Bu durumda asgagidakiler
denktir.

a) pe P (I)

b) Hemen hemen her z € I ve I_(x,h) # () olmak tizere 0 < h < 3 i¢in

hp;_ (z,h) 7p(33) S C

olacak gekilde bir C' > 0 sayis1 vardir.
c¢) Hemen hemen her = € I ve I (z,h) # () olmak tizere 0 < h < 1 i¢in

hp(iﬂ) —P}: (.h) < C

olacak sekilde bir C' > 0 sayis1 vardir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).
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Lemma 3.3.4. p € M(I) ve 1 < p~ < p™ < 00 olsun. Bu durumda agagidakiler
denktir.

a) p e P.(I)

b) Hemen hemen her z € I ve I (x,h) # ) olmak tizere 0 < h < 1 i¢in

hp;+(z’h) —p(z) S O

olacak gekilde bir C' > 0 sayis1 vardir.
¢) Hemen hemen her = € I ve I_(z, h) # () olmak tizere 0 < h < 3 i¢in

hp(il?)*p;r_(z’h) < C
olacak gekilde bir C' > 0 sayisi vardir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Teorem 3.3.5. I smurh bir aralik, p € P_(I) ve 1 < p~ < p* < oo olsun. Bu
durumda M_ operatorii LP¢) (I) da smirhdir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi
2008).

Teorem 3.3.6. I smurh bir aralik, p € P, (I) ve 1 < p~ < p* < oo olsun. Bu
durumda M operatorii LP¢) (I) da smirhdir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi
2008).

Teorem 3.3.7. I, R de agik bir kiime ve 1 < p~ < p™ < oo olsun. p € P, (I)NPx (1)
olmak tizere M, operatorii LPC) (R..) uzaymda sinirhdir (Edmunds, Kokilashvilli and
Meskhi 2008).

Teorem 3.3.8. [ = R,, pe P, (I) vel < p~ < p" < oo olsun. Eger (a,c0)

araliginda her z icin

[P(7) = Poo| < M

olacak sekilde pozitif bir a ve C sayis1 var ise M, operatorii LP¢) (I) uzaymda siir-
lidir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Sonug 3.3.9. I =R, 1 < p~ < p' < oo ve p fonksiyonu I da azalmayan bir

fonksiyon olsun. Eger

C

p(z) < py) + loglc +9)’

a<y<cwx

olacak sekilde bir a sayis1 var ise M, operatorii LP() (R,) da smirhdir (Edmunds,
Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Teorem 3.3.10. I , R de agik bir kiime ve 1 < p~ < p™ < oo olsun. p € P_(I) N
Py (I) olmak iizere M_ operatorii LPU) (R,) da simirhdir (Edmunds, Kokilashvilli
and Meskhi 2008).
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Teorem 3.3.11. I =R,, pe P (I) vel < p~ < pt < oo olsun. Eger (a,o0)

araliginda her z i¢in
P < —————
p(z) = Pool < g (e +7)
olacak sekilde pozitif bir a ve C sayisi1 var ise M_ operatorii LP) (I) uzaymda smir-

hdir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Sonug 3.3.12. I = R,, 1 < p < p" < oo ve p fonksiyonu I da azalmayan bir

fonksiyon olsun. Eger

C

— <x<
+log(e+x) @=esy

p(z) < p(y)
olacak sekilde bir a sayis1 var ise M_ operatorii L) (R,) da smirhdir (Edmunds,
Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Lemma 3.3.13. [ agik bir aralik, 1 < p~ < p* < o0, p € P_(I) ve | [,y <1
olsun. Bu durumda M_ (I) operatérii LPO) (I) da strhdir ve

(MY () < C (o) [ (M-(1FP) (@) +1] (33.4)
esitsizligi saglanir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Lemma 3.3.14. [ agik bir aralik, 1 < p~ < p* < o0, p € Py (I) ve | f[[,y <1

olsun. Bu durumda M, (I) operatérii LPO) (I) da smirhidir ve

(M [)P@ () < C (p) [(My(|fIPD)) (x) + 1] (3.3.5)
esitsizligi saglanir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Teorem 3.3.15. [ = [0, b] siirh bir aralik ve a, (0, 1) araliginda bir sabit olsun. Bu

durumda

a) I da siireksiz dyle bir p fonksiyonu vardir ki ¢ (z) = % ve ) < a< p%r
I
iken R, operatorii LP() (I) dan L") (I) ya strh oldugu halde I, operatorii LPC) (1)

dan L) (I) ya siirh degildir.

b) I da siireksiz 6yle bir p fonksiyonu vardir ki ¢ (z) = %Ve 0<ac< p%
I
iken W, operatorii LPC) (I) dan L") (I) ya smirli oldugu halde I,, operatorii LPC) (1)

dan L0 (I) ya siurh degildir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).
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Tanim 3.3.16. I = [0,b) ve 0 < b < oo iken bir tarafli potansiyel operatorler

Riemann Liouville R,y ve Weyl operatorii Wy(y), 0 < o (x) < 1 olmak tizere

xT

Rawflz) = /ﬂﬂ@—ﬂ“”lﬁ, 0<az<b

,
W) f(2) :(/ﬂﬂ@—xf@lda 0<az<b

seklinde tanimlanir. Riemann Liouville ve Weyl operatoriiniin tanimindan

b

hwf@%zﬂmﬁ@%ﬂﬁmﬁ@%=/ﬂﬂ@—ﬂw*V% 0<a<b
0

esitligi gecerlidir.

Teorem 3.3.17. ] =R", 1 <p~ < p" <ocovep € P.(I) olsun. p € P((a,0))

p(z)
1—ap(x)

kosullarini saglayan bir sabit olmak tizere W, operatorii LP®) (I) dan LI0) (1) ya
siirhdir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

olacak sekilde bir pozitif a sabiti var olsun. a, [ da , 0 < a < p% ve ¢ (x) =
I

Teorem 3.3.18. ] = R", 1 < p” < p" <ocovep € P,(I)olsun. o, I da 0 <

p(x)
1—ap(z)

sayilar1 i¢in p € Py ((a, 00)) oluyorsa R, operatorii LPO) (I) dan L) (1) ya smirhdir
(Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

a < p% ve q(x) = kosullarini saglayan bir sabit olmak tizere, bazi pozitif a
I

Teorem 3.3.19. [ = [0, )] siurh bir aralik, 1 < p~ < pt < oo ve p € P, (I) olsun.
0<ar, (ap); <1lveq(z)= % olmak tizere W, operatorii LPO) (I) dan
L0 (I) ya simirhdir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi 2008).

Lemma 3.3.20. p € P ([0,0]) iken 6yle bir ¢ pozitif sabiti vardir ki hemen hemen

her z € [0,b], 0 <r < 1/2 ve I (z,7) # () olmak koguluyla

esitsizligi saglanir(Edmunds, Kokilashvili and Meskhi 2008).

Teorem 3.3.21. [ = [0,b] siirh bir aralik, 1 < p~ < p™ < 0o ve p € P_(I) olsun.
Kabul edelim ki 0 < a_ , (ap); < 1 ve ¢(z) = % olsun. Bu durumda R,.)
operatorii LP() (I) dan L0) (I) ya smirhdir (Edmunds, Kokilashvilli and Meskhi

2008).
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3.4. Degisken Ustlii Morrey Uzaylar1 ve Hardy-Littlewood Maksimal

ve Riesz Potansiyel Operatorlerinin Sinirlilig:

Degigken iistliit Morrey uzaylari ile ilgili ilk galigmalar Almeida ve ark. (2008) ve
Fan (2010), tarafindan yapilmistir.

Tanim 3.4.1. Q@ C R” de acik bir bolge, p € LF(Q) ve A : Q — [0, 00) olmak tizere
A € M (Q) olsun. Degigken tistlii Morrey uzay1 LPOAC) (Q),

Liyae (f) = sup 7@ / If ()P dy < oo

zeQ,r>0

B(z,r)

ozelligine sahip f € L' (Q) fonksiyonlarimin siifi olarak tammlanr.

[[[[,,(.y normu LP0) (Q) iizerinde tammlanan norm olmak iizere LPO)AC) (Q) uza-

yinda
: f
[f]l; = inf {77 >0 a0 (; =1
ya da
@)
Iflls="sup |Ir" "0 fXge,
zeQ,r>0 ’ ()
seklinde normlar tanimlanabilir.
Lemma 3.4.2. Vf € LPOA0(Q) icin
IF i< Vise (1 fI1F< Loy aey (F) <l F I (3.4.1)
IF 1= Vise || £ IE™< Toyaoy () <l F 1T (3.4.2)

esitsizlikleri i = 1,2 igin gegerlidir (Almeida ve ark. 2008).

Lemma 3.4.3. Vf € [PO*0(Q) i¢in

LAl = 111l

esitligi gegerlidir (Almeida ve ark. 2008).

Normlarin ¢akismasindan dolay1

1 o ay == Il = 1171l

yazilabilir.
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Lemma 3.4.4. ) sinirh agik bir bolge ve A fonksiyonu log-Holder siireklilik kogulunu
saglasm. Bu durumda |z — y| < r olacak gekilde her z,y € Q i¢in

%rx(m < @) < o)

esitsizligi gecerlidir. C' = e sabiti x, y ve r ye bagh degildir (Almeida ve ark. 2008).

Lemma 3.4.5. ) sinirh bir bolge ve A fonksiyonu log-Holder siireklilik kogulunu

saglasin. Bu durumda

Ifll; = sup
xz€Q,r>0

_20)
‘7“ p() fXB(:c,r) "

fonksiyoneli LP()A()(Q) uzayimda bir denk norm tamimlar.
Eger p (z) = p ve A (z) = X seklinde sabit olarak almirsa LP()A0) (Q) = LPA (Q)
esitligi yazilabilir.

Teorem 3.4.6. 2, R” nin smirli acik bir alt bolgesi, p : Q@ — [1,00) ve A :
Q — [0,00), Q tizerinde log-Holder siirekli olsun. Bu durumda asagidaki durumlar
gecerlidir.

1) A= 0ise LPOL (Q) = LPO) (Q)

2) A =n ise LPO™ (Q) = L™ (Q)

3) A~ > nise LPOAO) (Q) = {0} (Fan 2010).

Lemma 3.4.7. Q@ C R" de simirh bir bolge, 0 < A(z)

<nve0 < pu(xr) <n olsun.
Eger p(-) ve q(-) fonksiyonlar1 log-Holder siirekli, p(x) < g(zx) ve

n—Az) _n—p)

ise bu durumda
Lq(-)7u(~)(Q) SN Lp(-),A(-)(Q)

gommesi gegerlidir (Almeida ve ark. 2008).

Teorem 3.4.8. Q2 C R" simirli bir bolge olsun. Eger p fonksiyonu 1 < p~ < p(z) <
pT < oo olacak sekilde log-Holder siirekli ve 0 < A(z) < AT < n ise M maximal
operatorii LPO)A0) (Q) uzayinda siirhdir (Almeida ve ark. 2008).

Sonug 3.4.9. Teorem 3.4.8 in kogullar1 altinda M*# sharp maximal operatorii LP()A() (Q)

uzayinda sinirhdir.

Teorem 3.4.10.  C R™ siirh bir bolge, p fonksiyonu 1 < p~ < p(z) < p* <
olacak sekilde log-Holder siirekli ve 0 < A(z) < A* < n olsun. Eger a fonksiyonu

log-Holder stirekli ve

infa(x) > 0, sup [A(z) + a(z)p(x)] <n (3.4.3)

€ zeQ
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ise

1 1 a(x)

q(z)  plx) n—A@)
olmak iizere Io() operatorii LP()A0)(Q) uzaymdan L1040 (Q) uzayma sinirhdir (Almeida
ve ark. 2008).

Sonug 3.4.11. Teorem 3.4.10 nun kosullar altinda M,y kesirli maximal operatorii
LPOA(Q) uzaymdan LIOAO(Q) uzayma simirhdir (Almeida ve ark. 2008).

Teorem 3.4.12.  simurh bir bolge, p fonksiyonu 1 < p~ < p(x) < pt < ¢
olacak gekilde log-Holder siirekli olsun. Ayrica a ve X fonksiyonlari log-Holder siirekli
ve (3.4.3) kogulunun saglandigimi kabul edelim. Bu durumda Ia(,) operatorii, q(-)

fonksiyonu log-Holder siirekli,

1< q(z) <

ve p(-) fonksiyonu

seklinde tanimlanmak tizere LPOA0(Q) den L2O#0)(Q) ya smirhdir. (Almeida ve
ark. 2008).

Sonug 3.4.13. Teorem 3.4.12 nin kogullar1 altinda M.y kesirli maksimal operatorii
LPOA(Q) uzaymdan L1O+#0)(Q) uzayma smirhidir (Almeida ve ark. 2008).
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4. BULGULAR

Bu boliimde ¢aligmada elde edilen bulgulara yer verilecektir. Bir tarafli maximal
operatorler M, ve M_ nin degisken iistlii bir tarafli Morrey uzayinda sinirlilig1 gos-
terilecek ve bu operatorlere bagh olarak Maksimal operator M, Riemann Liouville
R, ve Weyl W, operatorlerinin degisken iistlii bir tarafli Morrey uzayinda sinirlihig

gosterilecektir.
4.1. Bir Tarafli Morrey Uzaylar:

I =(0,¢) arahigy R* da sirh bir aralik, p € LT (I) ve A\ : I — [0, 1] olmak iizere
A € M(I) olsun. Bir tarafli degigken iistlii Morrey uzay1 LT')’A(')(I ),

Lo (1) = s 020 [ ()P dy < oo

zel,h>0
I+(z,h)

ozelligine sahip f € LP0) (I) fonksiyonlarmin smifi olarak tanimlayalim.

Lf_(‘)’)‘(')([) uzayl

- f
Hf“}/i(J»\(O(I) : = inf {77 >0: [;)\ (; <1

—Az)

‘h P() fXI+(m7h)Hp(_) (4.1.1)

= sup
xzel,h>0

seklinde normlar tanimlanabilir. Bu normlar Morrey uzayinda oldugu gibi ¢akisir.

Benzer olarak, bir tarafli degisken iistlii Morrey uzay1 L” (')’A(')(I ),

[;(.),,\(.) (f) = SIU}? Ohﬂ(x) / ’f(y)‘p(y) dy < oo
xel,h>
I_(z,h)

ozelligine sahip f € LP() (I) fonksiyonlariim sinifi olarak tanimlayalim. Bu fonksiyon

uzay1 iizerinde

||f||2zi(~),>\(.)(1) : =inf {n >0:1,, (%) < 1}

—A(x)
= sup |th 7O fX; (an)

zel,h>0

4.1.2
Hp(~) ( )

normlar1 tanimlanabilir.
I =(0,¢) araligi R* da sinirh bir aralik oldugundan, (4.1.1) ve (4.1.2) de yer alan

sup " yerine " sup "
z€l,h>0 z€l,0<h<t

f e L’jr(')’/\(')(l) veya f € Lli(')”\(')(]) oldugunu gostermek i¢in 0 < h < 1 iken

sirasiyla (4.1.1) veya (4.1.2) ifadelerinin sonlu oldugunu gostermek yeterlidir.

"

alinabilir. Ayrica verilen bir f € LPU) (1) fonksiyonun
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Tanimlanan bu fonksiyon uzaylari arasinda

LPOAO(1) ¢ L) (4.1.3)

ve

LPOAO(1) ¢ LPOM(r) (4.1.4)
kapsama bagintilarinin oldugu aciktir.

Lemma 4.1.1. [ = (0,¢) araligt R™ da siirh bir aralik, her z € T i¢in 0 < A(z) < 1
olacak gekilde A € M(I) olsun.

a) LPOAO(]) = L::’L(’)A(')(I) ﬂL’i(')’)‘(')(I)
b) A e P_(I) ise L' (1) ¢ L2201
) A € Pu(I) ise L2 (1) ¢ P00
d) A e P(I) ise LXOAO(1) = 12020 (1)
€) 0 < A(z) = A < Lise LXVMNI) = LPON(1)
£) A(z) = 0 ise LX) (1) = L2O(1)
ispat:
a) f e szr(')”\(')(l) N Lli(')’A(')(]) olsun. Bu durumda

Lyag (f) < oo

ve

];E.)’,\(.) (f) <0

oldugundan I,y ) (f) < oo elde edilir. (4.1.3) ve (4.1.4) kapsama bagintilar ile

birlikte istenen sonug elde edilir.

b)Axe P_(I)ve f € in(')’)‘(')(l) olsun. Bu durumda

/ FOI dy < O

I_(z,h)

oldugundan x + h € I olmak {izere

[ 1s@P dy < e

I+(z,h)

yazilabilir.
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0<h<%iken

h)\(r—i-h)—)\(m)—l-)\(x)

IA
>
|
g‘q
® =
>
>
=
&

oldugundan

[ swpvay < e
I (z,h)

< Ch @)

elde edilir ki bu f € L’i(')’)‘(')(] ) oldugunu gosterir.

c) e P (I)ve fe LT')’A(')(I) olsun. Bu durumda

/ F)PY dy < On

I+(z,h)

oldugundan x — h € I olmak {izere

[ 15wr ay < cpe

I_(z,h)

yazilabilir. 0 < h < % iken

pAE—)=A@)FA@) < h%h*(”ﬁ)

oldugundan

/ PV dy < CcpMeh
< Cp®@

elde edilir ki bu f € LX*0 (1) oldugunu gosterir.
d) Ae P(I)=P_(I)N P,(I) ise b) ve c) segeneklerinden istenen elde edilir.

e) A bir sabit ise d) segeneginden istenen elde edilir.
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f) A(z) =0 ise

HfHLﬁ’r(')’O(I) = xeSIl,liiO HfXI+(x7h‘)Hp(-)

elde edilir.

Lemma 4.1.2.
I =(0,¢) araligs R* da sinirh bir aralik olsun.
a) p € P_(I) ise HX@(M)HP(_) < Chr@

b) p € Pi(I) ise HXL(z,h)Hp(,) < Cht

Ispat : I simrh bir aralik oldugundan ispati1 0 < h < % icin yapmak yeterlidir.

a)0<h< % i¢cin modular ve norm arasindaki iligkiden

1

+
PIy (2,h)

o I N

Iy (z,h)
1

pT
< h Iy (x,h)

yazilabilir. p € P_(I) ise Lemma 3.3.3 c) segeneginden

o p(z)
HXI+($1h)||p(.) < R
< (Chr@®
elde edilir.
b) Benzer sekilde 0 < h < % igin
1
PI_(z,h)
bl < | [
I_(z,h)
1
< RPIi-@n

yazilabilir.

34



Aysegiil CELIK ALABALIK

p € P, (I) ise Lemma 3.3.4 c) segeneginden

1 1 1

T
||XI+(:r,h) Hp() S hpI—(z,h)

RN

< Chito

elde edilir.l
Lemma 4.1.3. I = (0,¢) aralign R" da siurh bir aralik, 0 < Az) < 1 ve 0 <
p(z) < 1 olacak sekilde A, p € M(I) olsun.

a) p,q € P, (I) olmak iizere p(z) < q(z) ve

1—-Mz) _ 11— p(z)
T RTES 1
Lz_(‘)’ﬂ(')([) N Lli(‘)v/\(')([)‘
b) p,q € P_(I) olmak iizere p(x) < ¢(x) ve
1 —A(z) > 1 — p(x) (4.1.6)

p(z) q(z)

ise
LAOHO 1y y POAO ()

Ispat: b) nin ispat1 a) ya benzer oldugundan sadece a) segenegini ispatlayacagiz.

a) HfHLq(.)_ﬂm(I) <1 olsun. r(z) = ;1% olmak tizere Holder esitsizliginden
+

J=A@) / )P dy < ChO | PO ) s
It (z,h)

(-

yazilabilir. p,q € P,(I) oldugundan r € P, (I) elde edilir. Bu yiizden

1

pr(')XH(x,h)HT(,) < Ohu(w)r(x)

bulunur. Lemma 4.1.2 ve 4.1.5 kabuliinden

pA@) / \f(y)]p(y)dy < Ch2@ pr@ s

I+(x,h)

—_ (=) 1 1_p(=)
O~ @) +u@) gy +1- gy

VAN

< C

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.ll
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4.2. Bir Tarafli Maksimal Operatorlerin Morrey Uzayinda Sinirhilig:

Teorem 4.2.1. [ = (0,b), R™ da smurh bir aralik olsun. 1 < p~ < p™ < oo,
p€ P_(I)ve0 < A" < 1ise M_ maksimal operatorii PO (I) uzaymnda siirhdir.

Ispat: M~ operatorii pozitif ve alt liner oldugundan, ¢ > 0 ve C' = C(c) > 0
) < ¢ iken

| M_f|| 00y < C' oldugunu gostermek yeterlidir. f fonksiyonunu I araligimin

sayilar1 f fonksiyonuna bagh olmayan sabitler olmak tizere ||f]| »)x0) u

disinda sifir fonksiyonu olarak devam ettirerek

p(y)
| @y = [ E e @, 0

I_(z,h) 1

esitligi yazilabilir. I aralign simirh ve ¢ > 0 sayisi sadece d; ve A7 ya bagh olmak

tizere
[l oeraer gy 2= el f 1l

yazilabilir. Boylece Lemma 3.3.13 de yer alan noktasal esitsizlik uygulanarak

[ orswroa < [ew panm] ., o

I_(z,h) I

IN
=2
=
N
E\
|
—
—
<
|
=
S
7|
S
N——
b
+
—_
| I
<
~
0D
E
S
IS
S

IN
Q
—
/~
=
=

S
ke
=
s

N———
b
ke
|
¥
Z
P
s
&
<
_l’_
—
ke
9
z
S
L
<

elde edilir.
Teorem 2.5.2 de o = 0 alinarak (2.5.1) esitsizliginden

[ orrwrea <o | [1ire s, ., G dy+n

I_(z,h)

esitsizligi elde edilir.

A= [ WM, G dy
I_(z,2h)

B = / FWPY Myx, ., () dy
(I (e.2m)°
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olmak {izere

/ fWP Myx, ., )dy<A+B
I

yazilabilir. x < y < b igin

Mix, (., W) dy=0

ve 0 <y <z — 2h igin

h
Mix, Wy < —— -
oldugundan
x—2h b
B [P s, Gdr+ [P M, @)dy
0 T
x—2h h
< p(y) d
< [ e ——a

elde edilir. Ayrica
A< Cr

oldugundan

- h
[ orswyoay < ooy [ e
I_(ah) I= 1 (2 N\ (2,29R)
@)1 )
()
= C +Z (27+1h) M@ 95 1 / |f ()" dy
Fl I_(2,29+1h)
] 2]+1h))\(z
< ooy @
7=1
< Ch®

esitsizligi elde edilir. Boylece J, | /\(.)(M ~f) < C bulunur ki bu ispat1 tamamlar.ll

Teorem 4.2.2. I = (0,b), RT da sirh bir aralik olsun.l < p~ < pt < oo,
p€ P_(I)ve0 < A" < 1ise M, maksimal operatorii Lﬁ(’)”\(') (I) uzayinda smirhdir.
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Ispat : Teoremin ispat1 Teorem 4.2.1 e benzer olarak yapilacaktir. M T operatorii
pozitif ve alt liner oldugundan, ¢ > 0 ve C' = C(c) > 0 sayilarn f fonksiyonuna
5 S ¢ iken HMJ"fHLi(')’A(')(I) S C

oldugunu gostermek yeterlidir. f fonksiyonunu I araliginin disinda sifir fonksiyonu

bagh olmayan sabitler olmak tizere ||fI|, »c.a0)
+

olarak devam ettirerek

r(y)

| 0nr@yray = [ 0ns 0y wx,, ., 0d

I (x,h) I

esitligi yazilabilir. I araligi simirh ve ¢ > 0 sayist sadece d; ve AT ya bagh olmak

lizere

1£1 0200y 2 €l fllp

yazilabilir. Boylece Lemma 3.3.14 de yer alan noktasal esitsizlik uygulanarak

p(y)
[ onrwrvay = [orr)r, ., @

Iy (a,h) 1
()

< / c [M+(|f(-)|”—)(y) - 1]10_ Xy ) dy

I

< e [ (0050 +1x, 0 )y

IA

C / (M+(\f|ff'))(y))p Xo, o () dy + / oo W) dy

I

elde edilir. Teorem 2.5.2 de yer alan (2.5.2) noktasal esitsizliginden

[ oLrwyvi <o | [1rwr iy, ., dy+h
Iy (x,h) I

yazilabilir.

_ p(y)
D = / [FWIT" Mox, ., W) dy
I (x,2h)
_ p(y)
E = / FWIM" Mox, .., () dy

(I (2.2h))°

olmak {izere
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J1H@PY iy, L, )y <D+ E
I

seklinde yazalim.

E < Cch®
ve
D - /|f WO M, dy+/|f WPOM N, () dy
r+2h
= [y, ) dy
x+2h
. p(y) h
< ) 1/ ()] y—x——hdy
I=L 1 (220 R\ Ly (2,29 h)
2]+1h R p(y)
< > e [ e
Fl I+4(2,291h)
< Ch @)
oldugundan

| Onr @y < on
I+(z,h)
elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.ll

Sonug 4.2.3. I = (0,b), R* da smirh bir aralik 1 < p~ < p* < 00, 0 < At < 1 ve
p€ P_(I)N P, (I) olsun. M maksimal operatorii LPO)A0) (1) uzaymda smirhidar.

Ispat: Mf(x) < M_f(z) + M, f(z) oldugundan Lemma 4.1.1, Teorem 4.2.1. ve

Teorem 4.2.2 den istenen sonug elde edilir. B

4.3. Bir Tarafl1 Potansiyel Operatorlerin Morrey Uzayinda Sinirhilig:

Teorem 4.3.1. I = (0,b), R* da siurh bir aralik, 1 < p~ < p™ < oo, p € P_(I),

0 <A <1,0<a vesup[Az)+ a(z)p(z)] < 1 olmak fizere Tlm) = ﬁ — 125\%)
zel

iken W,y Weyl operatorii LT')’A(’)(I ) uzaymdan L‘i(')”\(')(] ) uzayina smurhdir.
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Ispat : ||fHLp(-),)\(~)(I) < 1 olsun. Weyl operatorii
+

Wy (f)(z) = / P (¢ — )@t

z+h

= [ I —a- dt+/!f P

x+h
= h+1

seklinde yazilabilir. 0 < o~ oldugundan

z+h

L = /lf )" dt

@] (=)@ dt

2-kh<t—z<21-kp

(27%n) " / £(1)] dt

2-kh<t—x<21-kp

e M

IN
-
[

1

= Ch*®M, f(x)

yazilabilir. Ikinci integrali

I, = /lf x)* 0 dt

z+h

=Y [ et

k=0okp <t “g<attkp,

seklinde yazalim. [ sinirh aralik ve p € P, (I) oldugundan

i —Az) Ax)
L= [ @ aa S )
2kh<t—x<21+kp

Az)

k=0
SN N BN GO R FCIT

k=0 O h<t—p<2l+kh

yazilabilir.
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Holder esitsizligi uygulanirsa

o0 _ Az) —=A(z)
< Z (2kh)a(m) 5 (2h) 7O fx [+2%h,a+21+k ] o ||X[a:+2kh,x+21+kh] ”p/()
k=0 "

elde edilir. Lemma 4.1.3 den

1

A(z)

(Qkh)a(x) 2@ (Qkh)< w2k h, :r+21+’“h1),

WE

I, <

k=0

A(z)

(Zkh) @) =1+ 55+ ey

[
WE

k=0
- el RS (g
k=0
ve sup [A(z) + a(z)p(x)] < 1 oldugundan
zel
I, < ChA@ =507

elde edilir. Boylece

_1-X\(=)
Waey (If (@) < CRE@ M, f(z) + Ch@ ™50

noktasal esitsizligi elde edilir. Sag tarafi minimize etmek i¢in

—p(z)

h= (M f(2) 550
olarak alimirsa

p(z)

Waoy (If () < ¢ (M, f(z)) )

elde edilir. Boylece Teorem 4.2.2 den

/ Waiy ()™ dy < / M, f (2" dy
Iy (z,h) (@)

< ch @)

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.ll
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Teorem 4.3.2.

I = (0,b), Rt da smurh bir aralik olsun. 1 < p~ < p™ < oo,

pe P_(I),0 < a vesup[Az)+ a(x)p(z)] < 1 olmak iizere -1~ = L. — 2@l

zel

q()

p()

1-X(x)

iken Riemann Liouville Ru(y operatorii LPV*0 (1) dan L7 (1) ya siirhdur.

Ispat: IFal POy < 1 olsun. Riemann Liouville operatoriinii
+

Raoy (1f]) () = / FO)] (- 0@ gy

—~ /|f — 1)@ dt+/|f )| (x— )2 at

= J1+J2

seklinde yazalim. o~ > 0 oldugundan

-3 / Ol =0 ar

_ i (2-%)“("’”*1 / £(1)] dt

2—kh<gp—t<21-kp

yazilabilir.

Boylece

Ry ([f)(z) < C’ha(x)Mff( )+ O <z>

noktasal esitsizligi elde edilir. Sag tarafi minimize etmek icin

—p(z)

h= (M f(2)) 6

olarak alimirsa

elde edilir.
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Boylece Teorem 4.2.1 den

/ | Raoy (D)™ dy < / M f(2)" 9 dy

I_(z,h) I_(x,h)
< chM®)

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.ll

Sonug 4.3.3. I = (0,b), R da smurh bir aralik, 1 < p~ < p" < oo, pe P~ (I)N
PHI),0 < M) < AT < 1,0 < a” vesup [A2) + a(r)p(r)] < 1 olsun. Bu durumda
zel

Tlx) = p(lx) 10‘)\( iken I,(,) Riesz operatorii LPOA) (1) dan L1OAO(T) ya simrhdar.

Ispat: I, f(2) = Ru@)(f)(@) + Wag)(f)(2) oldugundan dolay1 Teorem 4.3.1 ve
Teorem 4.3.2 den Rlesz operatoriiniin Lp( O(I) dan LIOAO(T) ya strhhgin elde
ederiz.l

Bir tarafli kesirli maksimal operator 0 < o~ < o™ < 1 olmak iizere

x+h
M () (@) = sup 11 [ |£(0) e
ve
M () ( )—ililg he 1/ £ ()| dt
x—h

olarak tanimlanir.

Sonug 4.3.4. [ = (0,b), R* da siirh bir aralik, 1 < p~ < p* < o0, p € PT(I),
0 < Mz) AT < 1,0 < a vesup[Az)+ a(z)p(z)] < 1 olsun. Bu durumda
zel

Lo— L o e MY

T 0 I ( operatori L’jr(')”\(')(l) den Li(')”\(')([) ya sinirhdir.

Ispat: Vz € I icin

x+h
M, (f)(5) = suphe@-! / o
h>0
z+h
a(sc -1
< sup / ol it
h>0
— W (17]) (@)

oldugundan Teorem 4.3.1 den istenen sonug elde edilir.ll
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Sonug 4.3.5. I = (0,b), R* da sirh bir aralik, 1 < p~ < p™ < o0, p € P (1),

0 < Mx) < AT < 1,0 < a vesup[Az)+ a(z)p(z)] < 1 olsun. Bu durumda
zel

L _1 o) ien M operatorii in(')’/\(’)(ﬂ den LZ@N')(I) ya siuurhdr.

gl@) — pla)  1-A(@) a(z)

Ispat: Vz € I icin

xT

M, (f) () = suph®@! / F(1)] dt

h>0

x—h
< sup / FO)] (@ — 62O gy
h>0 7

= R (I/]) ()

oldugundan Teorem 4.3.2 den istenen sonug elde edilir.H
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tez caligmasinda bir tarafli degisken iistliit Morrey uzaylar: tanitilmig ve bir
tarafli Maksimal operatorler ile bir tarafli potansiyel operatorler olan Riemann Li-
ouville ve Weyl operatorlerin sinirhilig aragtirilmigtir. Bir tarafli maksimal operator-
lerin sinirhigindan yararlanarak Maksimal ve Riesz potansiyel operatorlerin sinirlilig
ifade edilmigtir.

Elde edilen sonuclarda I arahiginda A = 0 alinirsa degisken {istlii Lebesgue uza-
ylarinda bir tarafli operatorlerin sinirlilig elde edilir.

Daha ileri olarak p fonksiyonuna sonsuzda logaritmik stireklilik kogulu birakilarak

elde edilen sonuclar R* ya tasmabilir.
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