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OZET

DEGISMELI CEBIiRDE BAZI MODULLERIN HOMOLOJIK BOYUTLARI

BAL, Mikail
Yiksek Lisans, Matematik Bolimu
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog¢. Dr. Necati OLGUN
Ocak 2011, 46 sayfa

Bu tez calismasi, modiillerin homolojik boyutlar ile ilgilidir. R degismeli bir halka
ve M bir R-modiil olsun. M R-modiiliiniin projektif boyutu ile R halkasmin yapisi

arasindaki iliskiler incelenmis. Bulunan sonuglar 6rneklerle birlikte tezde verilmistir.

Tezin girig boliimiinde halkalar ve modiil teorisi arasindaki iliskiden bahsedilmistir.

Modiillerin projektif boyutlarinin tarihi gelisimi verilmistir.

Ikinci boliimiinde halkalar ve modiillerle ilgili temel tanim, teorem ve sonuglar

verilmistir.

Ugiincii  bdliimde modiillerin projektif boyutlarnmn temel tanim, teorem ve

sonuglarindan bahsedilerek bir takim 6rnekler verilmistir.

Son olarak da modiillerin projektif boyutlar1 ile halkalarin yapisi arasindaki iligki

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Modiil, Noetherian Halka, Projektif Boyut, Regiiler Halka
Projektif Modiil



ABSTRACT

HOMOLOGICAL DIMENSIONS
OF SOME MODULES IN COMUTATIVE ALGEBRA

BAL, Mikail
M.Sc. in Department of Mathematics
Supervisor: Asst Prof. Dr. Necati OLGUN
January 2011, 46 pages

This thesis is related with homological dimensions of modules. Let R be a
commutative ring and M be an R-module. The relationship between projective
dimensions of R-module M and the ring structure are examined. Founded results are

given with examples.

In the introduction of the thesis, the relationship between the rings and modules
theory are mentioned. The historical development of the projective dimensions of the

modules are given.

In the second section, basic definitions, theorems and results related to ring and

module theory are given.

In the third section, the basic definitions, theorems and results of the dimensions of

projective modules are mentioned and the related examples are given.

Finally, the relationship between the structre of rings and the projective dimensions

of modules are examined.

Key Words: Module, Noetherian Ring, Projective Dimension, Regular Ring,

Projective Module.
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SIMGELER LIiSTESI

Simge Ac¢iklama
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P <R P Kiimesi R’nin ideali
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BOLUM 1

GIRIS

Bir R halkasimin yapisini anlamak i¢in en etkili yontemlerden birisi R {izerinde ¢esitli

yontemlerle tanimlanan modiil yapisin1 c¢alismaktir. Bu ylizden halka teorisi

icerisinde modiil teorisinin en 6nemli béliim oldugu goriiliir.

Klasik olarak modiiller temsil (representation) teorisinin calismasinda kullanilir.
1950’11 yillarda homolojik yOntemlerin tanimlanmasiyla birlikte modiil teorisinin

kullanim alan1 daha da genisledi.

Bugiinlerde modiil teorisi cebir ¢alismalarinda kendi basina caligilabilen bir alan
oldu. Bunun sonucu olarak sadece modiil teorisi ile ilgili yazilmis birkag kitap

bulunmaktadir.

Projektif modiilleri anlattiktan sonra genel olarak modiillerin homolojik boyutlarini
anlatmak dogaldir. Bundan dolay1r bu boliimde modiillerin projektif (homolojik)
boyut teorilerinden bahsedilecektir. Bu teoriler halkalarm boyutlar1 olarak

tanimlanan bazi yeni sayisal degismezlerin tanimlanmasini saglayacaktir.

Modiillerin homolojik boyutlar1 kullanilarak bir halkanin global boyutu tanimlanir.
Bu homolojik degismezler hem degismeli hem de degismeli olmayan halkalar1
incelemek i¢in yeni ¢oziimler sunmaktadir. Ornegin Serre’nin meshur teoreminde;
degismeli Noetherian lokal bir R halkasi regiilerdir ancak ve ancak R’nin global
boyutu sonludur (Global boyutu Krull boyutuna esittir) sonucu bulunmustur. Bu
sonu¢ degismeli olmayan halkalara da uyarlanmistir. Bununla birlikte global boyutu
sonlu olmayan halkalar da vardir. Ornegin k bir cisim olmak iizere k[x,y]/(y"2-x3)

halkasinin global boyutu sonsuzdur.



Modiillerin homolojik boyutlar1 ile ilgili bilgiler i¢cin dncelikle temel tanimlar, baz1
onemli teoremler ve sonucglar verilmistir. Bu konu ile ilgili uzun konu dis1
aciklamalardan kagmmak i¢in homolojik boyutlarin tanimin1 ¢ Ext’ veya ‘Tor’
kullanmadan, fakat projektif modiiller kullanilarak bir tanim verilmistir. Bu tanim

icin Kaplansky’nin ¢aligmalarindan yararlanilmistir.

Schaunel teoremi, Kaplansky 1958 sonbaharinda Chicago tiniversitesinde homolojik
halka teorisi lizerinde bir ders anlattiinda Schaunel tarafindan tasarlandi. Bu
bulusun kosullar1 Kaplansky tarafindan su sekilde anlatilmaktadir: ‘Dersin basinda
bir modiiliin projektif ¢oziiniirligiini sekillendirdim ve sunu sdyledim. Eger bir
coziintirliikte ¢ekirdek projektif ise hepsinde ¢ekirdek projektifdir. Sunu ilave ettim.
[fadenin ¢ok basit ve asikar olmasmna ragmen bizim ispatlamamiz biraz zaman
alabilirdi. Daha sonra Steve Schaunel, kendi adiyla bilinen teoremi tasarlamis
oldugunu bana ve smifa sdyledi ve bunu bizim tamamen ispatlamamiz iki, ii¢ giin

kadar strer, dedi.’

Kaplansky’nin fikirlerini kullanarak sonsuz projektif boyutlarn modiillerinin bazi

ornekleri kolayca yapilabilir.

R regiiler lokal bir halka ve p < R asal ideal olsun. O zaman R, de reguler lokal bir

halkadir sonucu Krull’m 1930’lu yillarda ¢alistigir bir problemdi. Yillarca agik
problem olarak kalan bu sonu¢ homolojik metotlarin gelismesiyle birlikte ¢oziildii.
Bilinenlere gore hala bu problem sadece klasik degismeli cebir teknikleriyle

coziilemiyor.

Degismeli Noetherian lokal halkalar iizerindeki modiillerin homolojik 6zellikleri
1950’11 yillarin sonunda Auslender, Buchsbaum ve Serre tarafindan gelistirilmistir.
Detaylar1 girmeden yazilan teoremlerden sonra en giizel sonuglardan ikisi hakkinda
bilgi verelim ilki herhangi bir regiiler lokal halka tek tiirlii ¢arpanlara ayrilandir.

Ikincisi ise Auslender — Buchsbaum formiiliidiir.

(R,m) noetherian lokal halka iizerinde m #0 sonlu iiretilmis ve projektif boyotu

sonlu ise



pd(m) + depth(m) = depth(R) < V(R)

formiilii vardir. Burada depth(M) m maksimal idealinde bir maksimal M — Regiiler

dizisinin uzunlugu olarak tanimlanir.

Ayrica depth(M), Exti(k,M)#0 olacak sekilde en kiigiik d tam sayisidir. R

regiiler lokal halka ise sonlu tiretilmis m # 0 R — modiilii icin
depth(R) = V(R) =dimR

esitligi vardir.



BOLUM 2

TEMEL BILGILER

Bu boliimde homolojik boyutlara temel olusturacak sekilde halka, ideal, modiil,
homomorfizma, izomorfizma ve dizilerin tanimlar1 ile bazi1 teoremler verilmistir. Bu

boliimdeki ¢aligmalar [ 1, 10, 11, 13, 15 ] kaynaklarindan derlenmistir.
2.1.Halkalar

Tanim 2.1.1 R # J iizerinde taniml ikili islem olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan

(R,+,) ’ya bir halka denir.

i. (R,+) bir degismeli gruptur.

iil. V a,bicin abe R ‘dir.
iii. V abceR icin a(bc)=(ab)c dir.
iv. Vab,ceR igin (a+b)c=ac+bc

alb+c)=ab+ac “dir.

Eger V abe R igin ab=ba oluyorsa R ’ye degismeli halka denir.
V aeR inl,-a= a-1,= a oluyorsa R ’ye birim elemanl: halka denir.
Tamim 2.1.2 R bir halka ve & # I < R olsun.

i. Vx,yel igin x- yel

ii. VreR ve xel i¢in xrel ve rxel sartlarmi saglayan [ kiimesine

R ’nin bir ideali denir ve 7 < R ile gosterilir.



Tanim 2.1.3 R bir halka ve X < R igin;
{I,:vi€l, I, aRveX € [}

idealler ailesi olsun. O zaman ﬂl . ‘ye X kiimesi tarafindan iiretilen ideal denir ve

iel
(X ) ile gosterilir. X ’in elemanlarina (X ) idealinin tUretegleri denir.
X ={x,nx, }ise (X)=(x,,...,x,) ile gosterilir ve (X ) idealine sonlu tretilmistir

denir.
Tek bir eleman tarafindan tiretilen ideale temel ideal denir.

Tanim 2.1.4 R bir halka ve P # R olacak sekilde P < R olsun.

Va,b € R iginja.b € P = ae P veya b e P oluyorsa P ’ye bir asal ideal denir.

Tanmm 2.1.5 R bir halka ve M # R olacak sekilde M <R olsun. M c NcR
olacak sekilde her N < R ideali icin M =N veya N =R oluyorsa M ’ye R ’nin bir

maksimal ideali denir.
2.2. Modiiller

Tanmmm 2.2.1 R degismeli ve birimli bir halka, M degismeli bir grup olsun.
Asagidaki sartlar1 saglayan M <ye R -modiil denir.

RxM > M

(r,m) > r.m
i. VreR ,mm'eM ign r(m+m"y=rm+rm'
il. Vrr'eR,meM i¢in (r+r'Yym=rm+r'm
ili. Vrir'eR ,meM i¢cin (rr'Ym=r(r'm)

iv.VmeM i l,m=m



Ornek 2.2.2 Bir K cismi iizerinde modiil, K iizerinde bir vektor uzayidir.

Ornek 2.2.3

1- Her degismeli halka, tamsayilar halkasi {iizerinde bir Z-modiil olarak

diistiniilebilir. G degismeli halka olsun.

u:ZxG—->G

(n’g)%ﬂ(n,g):ng:g+g+ .......... +g,g€Ga nez

modiil yapis1 vardir.

2- R degismeli halka, 7 < R olsun;

i. R’ ninkendisi R -modiildiir.
ii. 7/, R modildiir.
iii. R/I bolim halkasi bir R -modiildiir. (R/I bir dogal degismeli grup yapisina
sahiptir.)
reRveR/ligindes,s'eRs+1=s"+1
=>s—s'el=>rs—rs'=r(s—s"Yel=>rs+1=rs'l

RxR/I - R/I
(r,s+1)—>rs+1

R -modiil yapis1 vardir.

3- R degismeli halka ve f:R — S halka homomorfizmasi yapisi ile S bir R cebir

olsun. O zaman S bir R -modildiir ve

RxS—>S
(r,s) > f(r)s

yapist kurulur.



4- R, S degismeli halka ve f: R — S halka homomorfizmasi olsun. Eger G, S -

modiil ise G ayni zamanda R -modiildiir.

RxG—->G
(r,g) > f(r)g

Tanim 2.2.4 R bir degismeli halka M R -modiil ve G < M olsun. G R -modiil ise

G ’ye M ’nin alt modiilii denir.

Onerme 2.2.5 R degismeli halka ve G, M R -modiiliiniin bir altkiimesi olsun. O

zaman G, M ‘nin alt modiiliidir. < Vg,,g,€G ve VreR icin g, +g,€G ve

rg e G ‘dir.

Onerme 2.2.6 M ’nin alt modiillerinin bos olmayan herhangi bir ailesinin kesigimi

yine bir alt modiildiir.

R degismeli halka, M R-modil, (G,),., M ’nin alt modillerinin bir ailesi

olsun. U G, tarafindan iretilen M °nin alt modillerinin toplamim Z:G,1 ile
AeA AeA

gosterecegiz. A= ise ZGA =0 ‘dur.

AeA
i.Zn:Gi:{Zn:gi:gieGi igin izl n}

Rj,+Rj, +....... +Rj, ‘dir.

Tanmm 2.2.7 R degismeli halka, M R-modil, I, J<R ve IM, M ’nin alt
modili olsun. M, {rg crel, geM } kiimesi tarafindan iretilir. Asagidaki

ozelliklere sahiptir;



1. IM:{Zrigi:ri el,gieM,nelN}

i=l
i. I(JM)=UJ)M
iii. a€R i¢in (Ra)M ‘nin yerine aM yazilr.

(Ra)M:{am : meM}

Tanmm 2.2.8 R degismeli halka, M R-modiil, G M ’nin bir alt modiilii ve
J < M olacak sekilde J # O olsun.

(G:))=(G J)={ reR :VjeJi¢inrjeG}
1deal olarak tanimlanir.

Eger N, J tarafindan iiretilen M ‘nin alt modiili ise (G:J)=(G:N) ‘dir. me M

icin (G:{m}) ‘nin yerine (G :m) yazilr.

Eger G=0 1ise (0:J) :{ reR:Vjeld icinrj= 0} kiimesine J ’nin sifirlayani
denir ve Ann,(J) ya da Ann(J) ile gosterilir. Ayn1 zamanda me M i¢in m ‘nin

sifirlayan1 (0 : m) ile gosterilir.
Onerme 2.2.9 7 < R degismeli halka olsun. I = Ann, (R/I)=(0:,1+1)

Onerme 2.2.10 R degismeli halka, M R — modiil ve N, N',G M °nin alt modiilii

ve (G;),.n Ve (N;),.o M ’ninalt modiillerinin iki ailesi olsun.

i. (G,:N) =[G, :N)

AeA AeA
ii. (G:Y>.N,)=)(G:N,) (veya Ann(N + N') = Ann(N) " Ann(N"))
AeA leA

Tanmmm 2.2.11 R degismeli halka , M R- modiil ve [, I < Ann(M) olacak
sekilde R ‘nin ideali olsun. M iizerinde R/I modiil yapisi kuralim.

8



r,r'eR r+l=r'+1 ve meM olsun. O zaman r—r'el < Ann(M) ve bdylece

(r—r"Ym=0 ve rm=r'm olur.

. RIIxM —>M . .
Boylece bir doniisiim tanimlanabilir.
(r+1,m)—>rm

M Jizerinde R -modiil ve R/ modiil yapilar1 agsagidaki yolla yapilir.
Her re R, meM i¢in (r+1)m=rm

G M nin bir alt R - modiiliidiir <> G M °nin bir alt R/I modiildiir.

Tamm 2.2.12 R degismeli halka, M R-modiil, G M °nin alt modili ve
I <Rolsun. O zaman (G:, I)Z{m eM :Vreliginrme G} M ’nin alt modiilii ve

Gc(G:, 1) “dir.

Eger G=0=(0:, I)={ meM :Vrel i¢cin rm=0}dr.

Onerme 2.2.13 R degismeli halka, M R-modiil, G M ’nin alt modiilii (G,) en
M ‘nin alt modiillerinin bir ailesi, K,/,J <R, (,),., R nin ideallerinin bir ailesi

olsun.

i) (G: J):, K)=(G: JK)=((G:, K): J)

i) (G, D) =G, D)

AeA AeA
i) (G:, > 1)=()(G:, 1)
AeA AeA

Tanim 2.2.14 R degismeli halka, M R -modiil ve G, M nin bir alt modiilii olsun.
(G, M toplamsal degismeli grubunun bir alt grubudur.) M/G={m+G :meM}

boliim grubunu olusturabiliriz.

m+G=m'+Geom-m'eCG

V mxeG icin (m+G)+(x+G)=(m+x)+G

9



RxM|G—>M|G

Boylece
(rym+G)—>rm+G

M/G degismeli grubu bir R -modiildiir. Bu M, R-modiile M ’nin bdlim modiilii

denir ve M/G ile gosterilir.

Onerme 2.2.15 R degismeli halka, M R-modiil ve I < R olsun. O zaman
I < Anny(M/IM) ve M/IM ,her re R ve me M igin

(r+D(m+IM)=rm+ IM

ile R/I yapisma sahiptir.

Onerme 2.2.16 R degismeli halka, M R -modiil ve G, M ’nin bir alt modiilii

i. G', M ‘nin alt modiilii yani G'2> G ise G'/G , M/G ‘nin bir alt modiiliidiir.
ii. M/G ‘nin herhangi bir alt modiili G"> G gibi M ‘nin G" bir alt modiilii i¢gin
G"/G seklindedir.

iii. G,,G, G ‘yiigeren M ‘nin alt modiilleri

G cG,<G/GSG,/G

Onerme 2.2.17 R degismeli halka, M R -modiil, G,,G, M ‘nin alt modiilleri olsun.

O zaman

Ann((G, +G,)/G) = (G, : G,) “dur.

2.3. Homomorfizma ve Izomorfizma

Tanmm 2.3.1 M,N R degismeli halkasi iizerinde modiiller olsun. f:M — N

doniisimii

10



Vmm'eM igin f(m+m")= f(m)+ f(m")
V meM vereR i¢in f(rm)=rf(m)

sartlarin1 sagliyorsa bu doniisiime R -modiil homomorfizmasi1 denir. Z: M — N
donisimii her meM i¢gin Z(m)=0, tanimlanarak bir R -modiil

homomorfizmasidir ve buna sifir homomorfizma denir ve 0 ile gosterilir.

Tanmm 2.3.2 f:M — N birebir ve Orten bir modiill homomorfizmasi ise bu

homomorfizmaya bir izomorfizma denir ve M = N 1ile gosterilir.

Onerme 2.3.3 R degismeli halka M,N R -modiil ve f:M — N bir izomorfizma

olsun. O zaman f~':N — M de ayn1 zamanda bir izomorfizmadir ve M = N ile

gosterilir.
M = N ise M ’nin kendi lizerine i, 6zdes doniisimdiir.

Onerme 2.3.4f:M - N, g:N —- G R-modiil homomorfizmalar1 ve gof de R-
modiil homomorfizmasidir.
f*M—>N, g:N—>G R-modil izomorfizmasi ise gof de R -modiil

izomorfizmasidir.

Tanim 2.3.5 R degismeli bir halka M R-modiil ve G, M ’nin alt modiilii olsun. Her
meM i¢in m—> f(m)=m+G olarak tamimlanan f:M — M/G doniisiimiine

dogal (kanonik) homomorfizma denir ve f Ortendir.

Tanim 2.3.6 R degismeli halka, M R -modiil olsun.

i) N R-modill ve f:M — N R-modiill homomorfizmas:1 ise f ’nin ¢ekirdegi
Cekf ={meM : f(m)=0,} ile gosterilir. Cekf, M >nin bir alt modiilidiir.
Cekf =0 < f monomorfizmadir. f’nin goriintiisi  Im f ile gosterilir ve

f(M)={f(m) : me M} kiimesi N ‘nin alt kiimesidir. Im / N ’nin alt modiiliidiir.

11



ii) /M —>M|/G, Cekf =G ve M/0= M ‘dur.
ili) H < M alt kiimesi M °nin bir alt modiiliildir. < Cekf =H olacak sekilde

f:M — M' homomorfizmasi vardir.

(& 3f:M — M' homomorfizma Cekf = H dir.)

Teorem 2.3.7 R degismeli halka M,N R-modil ve f:M — N R-modiil

homomorfizmasi olsun. O zaman f V meM igin f(m+ Cekf)= f(m) olacak

sekilde f_ :M/Cekf — Im f* izomorfizmasi vardir. (M /Cekf =Im f )

Teorem 2.3.8 R degismeli halka, M R-modill, G,G' M 'nin G'o>G olacak
sekilde alt modiilleri olsun. G'/G, M/G R -modiiliiniin bir alt modiiliidiir. O zaman

burada V meM i¢in n((m+G)+G'/G)=m+G' tanimiyla
n:(M/G)/(G'/G)—>(M[G")
izomorfizmas1 vardir.

Teorem 2.3.9 R degismeli halka, M R -modiil, G,H M ’nin alt modiilleri olsun. O

zaman burada V g e G i¢in £(g+ GV H) =g+ H tamimiyla
&:G/(GNH)—>(G+H)/H

izomorfizmas1 vardir.

2.4. Diziler

Tanim 2.4.1 R degismeli halka, G,M,N R-modiller ve g:G—>M ve

f:M — N R-modiill homomorfizmalar1 olsun.




diziside Im g = Cekf 1ise bu diziye M R -modiillerin tam dizisi denir.

Genel olarak

n+l

- M ——...

n+l n+2

n—1 n
M, — M, — M

dizisi her M, de tam ise bu diziye R-modiillerin tam dizisi denir. Ornegin

Imd, = Cekd ,, iken

dizisi tamdir.

Onerme 2.4.2

i.0—>M—L 5N tamdr. < f, 1-1 ise
ii. M — > N——0 tamdir. < f ortendir.
iii. NcM alt modiil ise 0——>N——>M —=>M/N——0 dizisi her zaman

tamdir.

Genel olarak 0 yK—L S>L—25sM >0 dizisi i¢in f birebir, g, drten ve

Im " = Cekg 1se bu diziye kisa tam dizi denir.

Tanmm 2.4.3 R degismeli halka (M,),., R - modiillerinin bos olmayan bir ailesi

olsun. [ [M, kartezyen arpim kiimesi her (g;),.,,(g,),cn €[ [ M. 7 € R igin

AeA AeA

(g/l)/le/\ +(g;1)/le/\ = (g/l +g;1)/le/\

1(€:)sen =(€,) en

ile bir R - modiildiir. Bu R - modiile (M), _, ailesinin ¢arpim1 denir.

13



I_IM,1 ‘nin alt kiimesi (her A€ A i¢in g, e M, ile) (g,),., ailesini igerir ve g,

AeA

elemanlarinin sonlu sayidaki bilesenleri sifirdan farkli olma 6zelligiyle HM , ‘nin
AEA

bir R-alt modiilidiir ve /1® M, ile gosterilir. Buna (M), , ailesinin direkt
eA

toplamidir denir.

A =0 ise M, ve [T M. herikiside sifir R -modiildiir.

A'el’
A sonluise @ M, = gM . elde ederiz.
Tanim 2.4.4 M, R degismeli halkasi tizerinde bir modiil olsun. (G,),., M ’nin alt

modiillerinin bos olmayan bir ailesi olsun. M = z G, ise her bir me M elemani
AeA

m=y. g, formunda ifade edilebilir ki burada {A,.....,4,}, her i=1,2,....,n icin

i=l1

g, €G, ve A’nn sonlu bir alt kiimesidir.

M, (G,),., alt modiillerinin ailesinin direkt toplamidir ve her bir me M elemani

icin g, ‘mn sonlu sayida elemani sifirdan farkli ve her AeA i¢in g, €G,

m= z g, formunda tek tiirlii yazilabilir ve bu M = /1®A G, ile gosterilir.
AEA <

Onerme 245 M, (G)),, alt modill ailesinin direkt toplamidir.

< i) )G, =M i) herbirveAicinG, (D G, =0 elde edilir.

AeA AeA
A#v

Onerme 2.4.6 R degismeli halka (M 1), R - modiillerinin bos olmayan bir ailesi
olsun.Herbir 1z € A i¢in M# :{ (8,),c0 € /1®AM’1 :g,=0her Ae ANile A+ icin }

ile verilen @ M, ‘nin alt kiimesi ile gosterilir. M # , /1® M, ‘nn bir alt modiiludiir.
AeA eA
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Tanmm 2.4.7 (M,),., R degismeli halkas1 lizerinde modiillerin bos olmayan bir

ailesi ve u € A olsun.

M = ® M, kimesinden M, tlzerine P,:M — M, donistimi her (g,), , €M

AeA

icin P,((g;),.,) = g, tanimiyla kanonik izdiisiim dontistimudiir.

M, ‘den M:/l(—EBAM’l igine ¢, : M, —> M donisiimii her AeA igin g, =0 ile
A#p ve VzeM, q,=z 1i¢in q,(z)=(g,),., tanmmiyla kanonik O&rten

doniisiimdyir.

Her iki P, ve g, R- modiil homomorfizmasidir. P, bir epimorfizma ve g, bir

monomorfizmadir.

. P04, = Idm

ii. HerveA ile v#u i¢in p,oq, =0
iii. A sonlu iken Zpﬂoqﬂ =1d, ‘du.

AeA

Onerme 2.4.8 M,M,,..,M, (ki burada neN 1ile n>=2 ) Rdegismeli halkas:

uzerinde modiller olsun.

dizisi bir tam dizidir ki burada g, kanonik 6rten ve her (m,,....,m,)e@®M, i¢in

P ((my,.....,m,))) = (m,,....,m,)ile P kanonik izdiisiimdiir.

Tanim 2.4.9 R degismeli halka ve L,M,N R -modiil,




R modiill homomorfizmalarmin kisa tam dizisi olsun. Bu diziye Im f = Cekg,

M °nin bir direkt toplami1 oluyorsa bu diziye split denir. Yani;

Dizi splittir < M = Cekg @ G olacak sekilde M ’nin bir G alt modiilii vardir.

Onerme 2.4.10

i. 0—>H——>M—>M/H——0 kisa tam dizidir.

ii. 0 >M, >M, O M, >M, >0 split kisa tam dizidir.

Onerme 2.4.11 R degismeli halka ve 0 sL—L>M—£>5N >0 kisa tam
dizi olsun. Bu dizi splittir <> h: N —> M ve e: M — L R modiil homomorfizmalar1

vardir, yani
eof =1d,, goh=1d,, eoh=0, foe+hog=1d,, ‘d.

Ispat: Dizi split olsun. O zaman bazi M'c M igin M = Cekg ® M 'dir. Verilen
herhangi bir neN icin ImeM g(m)=n ile h:N — M tanimlandigindan M ;

Cekg, M 'nin direkt toplamidir.
VmeM igin m € Cekg, myeM' m=m +m,
tek tiirlii olarak yazilir. Dahasi

m=m, +m,

M 'nCekg = {0} , gm)=g(r)=n

r="r+r, r,eCekg, r,eM'
tek tirlidiir. O zaman

(m, —1r)+(m,—r,) = m, —r, € CekgnM '={0} = m, =r, dir. h(n)=m,
H—/

eCekg
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tanim1 4 iyi tanimli yapar. Verilen herhangi bir m € M i¢in k: M — L tanimlansin.

m=m, +m, tek tirlii = /e L i¢in m, = f(/) d.
eCekg=Im f

Tanmm 2.4.12 R degismeli halka, M {m/1 : ﬂ,eA} tarafindan iiretilen bir R -

modil olsun. Her me M ve m:z‘r,lm,1 olarak r, e R, m, e M 1ile tek tirli
AeA

yazilabiliyorsa (m,),_,, M icin bir tabandir ve M , bir tabana sahip oldugundan bir

serbest R -moduldur.

R ’nin kendisi 1, elemam tarafindan bir tabana sahip oldugundan bir serbest R -

modiildiir. Sifir R - modiilii taban1 bos kiime olan bir serbest R -modiildiir.

Onerme 2.4.13 R degismeli halka, M R -modiil {M/1 A eA} M °nin bir ailesi

olsun. O zaman {M, : AeA}, D Rm, i¢in bir tabandr < V AeA

AeA

icmny rm. =0=r =0 ‘dir
g = yoy Y

Onerme 2.4.14 R degismeli halka olsun.

i. (R)AeA,her AeA icin R, =R ile R-modiillerinin bir ailesi olsun. O zaman

/1® R, (e;),., tabani ile serbest R -modiildiir ki her pe A igin e, € ,1®A R, elemani
eA €

R, icinde kendisi I esit ve diger biitiin elemanlar1 sifirdir.

{(1,0,0,....)(0,1,0,0,.....)(0,0,1,0,.....)...c0ccccc. gibi}

ii. M R-modiill, M serbest R-modiildir < M, (i) deki tiirden bir R -modiile

izomorftur. M (m,),_ , tabanma sahip ise M = ,1®A R, ki R, =R ‘dr. Burada

Rm, = R dir. Boylece Rm, = R/(0:m,)= R ‘dir.
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f:R— Rm,

olmak iizere R/(0:m, )= Rm, = Rm, =R
l—>m,

Boylece M = /1(JBAR/l “drr.

Onerme 2.4.15 F, {¢,},_ tabam ile bir serbest R -modiil olsun. M , R-modiil ve

{m/1 }}.eA M ’nin elemanlarinin bir ailesi olsun. O zaman VAeA ig¢in f(e,)=m,

tanimiyla f: F — M bir R - modiill homomorfizmasi vardir.

ispat : M, {ml}le/\tabamna sahip serbest R-modiil olsun. A= ise aciktir.

Boylece A= ise VAe A Rm, =R, V(r),., e/l(JBAR/jL icin f((r,l),le,\):Z:;;lm/1

AeA

tanimiyla £ :/l@A R, > M donisiimiiyle f bir R-modil homomorfizmasidir. M ,

{m, : A€ A} kiimesi tarafindan iretildiginde f ortendir. {m,} M °nin tabani

oldugundan £, 1-1 ‘dir.

Onerme 2.4.16 M, R degismeli halkas: iizerinde bir modiil olsun. O zaman F

serbest R -modiil olmak lizere f:F — M R -modiil epimorfizmasi vardir.

Ayrica M, n sonlu olarak tretilirse F, n sonlu tabana sahip bir serbest R -

modiildiir.
Sonu¢ 2.4.17 M = F/Cekf ‘dir.

Onerme 2.4.18 0 # R degismeli halka, F sonlu taban ile serbest R -modiil olsun. O
zaman F i¢in her taban sonludur ve F i¢in iki tabanin elemanlar1 ayni sayiya
sahiptir. F i¢in bir taban i¢inde ki elemanlarm sayisma F ’nin ranki denir ve

rank(F) ile gosterilir.

Onerme 2.4.19 R#0 degismeli halka, F serbest R-modiil ve F sonlu iiretilir

olsun. O zaman F igin her taban sonludur.
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Tanim 2.4.20 X R-modil ve g:4—>B R-modiil homomorfizmasi olsun.
VIi:X>B R -modil  homomorfizmas1  i¢in h:X > A4 R -modiil

homomorfizmasi varsa X R -modiiliine projektif R -modiil denir.

Teorem 2.4.21 Her serbest R -modiil projektiftir.

Onerme 2.4.22 X projektif R-modill ve X=M@®N ise M projektif R-

moduldiir.

Onerme 2.4.23 Projektif modiillerin direkt toplam projektiftir.

Teorem 2.4.24 X R -modiil, i: X — X i¢in asagidaki durumlar denktir.

i. X projektiftir.

ii. Her 0—— U —L >V —£—» X ——0 kisa tam dizisi splittir.
iii. X serbest R -modiillerinin direkt toplamina izomorftur.

iv. Her g: 4 —> B epimorfizma i¢in
g, =Hom(i,g): Hom(X,A) - Hom(X,B)

ayn1 zamanda bir epimorfizmadir.

v.Her 0—— A—L>b—£5C——0 kisa tam dizisi igin
0—— Hom(X,A)—— Hom(X,B)——> Hom(X,C)——0

dizisi ayn1 zamanda kisa tam dizidir.
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BOLUM 3
Bu boliimde modiillerin projektif boyutlarinin temel tanim, teorem ve sonuglarmdan
bahsedilerek bir takim 6rnekler verilmistir. Bu boliimdeki calismalar [ 2, 3, 4, 5, 6, 8,
9, 11, 14, 15 ] kaynaklarindan derlenmistir.

3. HOMOLOJIK BOYUTLAR

Onerme (Schnuel’s lemma) 3.1: R degismeli birimli bir halka ve M R — modiil

olsun. P projektif R — modiil olmak iizere

0>K->P—=>M >0
0>L—>0—L>5M >0

R — modiil homomorfizmalarinin tam dizisiise 0 > K - L® P > Q0 > 0
tam dizisi vardir. Ozellikle Q projektif R-modiil ise 0 zaman K @ Q=L® P elde

edilir.

ispat: X ={(p,q)e P®Q:a(p)=p(g)} kimesi P® Q nun alt modiilii olsun.
zix-p  m(pg)=p
doniisiimii 6rtendir. Vp e P igin f Orten oldugundan S (q) = oc( p) olacak sekilde

q € Q vardir. Boylece (p,q)e X ve m, (p,q): p elde edilir.

Cek 7, ={(0,4):(0,q)e X }
={0.9): B(g)=0}=¢ck B = L

bulunur. Boylece0 —- L — X —~— P — 0tam dizisi elde edilir. Benzer
sekilde 0 > K > X—=—>0Q —>0 tam dizisi elde edilir. P projektif R—modiil
oldugundan
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0> L—->X—"F>P—>0

tam dizisi split dizi olur ve L@ P= X elde edilir.

0> K —>X—>0—">0 tamdizisinde X yerine L® P yazilirsa istenen

0>K—+—>L®P—-L>50->0

tam dizisi elde edilir. QO projektif ise bu dizi split oldugundan K@ Q=L@ P elde

edilir.

Sonug 3.2: P ve Q, ler projektif modiiler olmak iizere

0>K—>P 6 >>P>P—>M->0

0>L—>0, , —> >0 >0 —L>M-—>0

R — modiil homomorfizmalariin tam dizisi olsun. O zaman

K®Q ®P ,®0, ,9---=LO®P ®Q ,OP ,D---

Ispat: K =c¢ek a ve L' =¢ek B olsun. Bir dnceki énermeden K'@Q, =L ®P,

olur. Boylece

0O>K—>P , >>P>P®0,>K'®Q0,—>0
0>L—>Q0, > >0,>0®&P >L®P >0

tam dizileri elde edilir. Timevarim metodu kullanilarak isleme devam edilirse

istenen sonug elde edilir.
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A,Be?, olsun. (7 R — modiillerin kiimesi) 4® P= B ® Q olacak sekilde P,
Q € 7, projektif modiiller varsa A ve B’ye projektif olarak denktir denir. 4 ~ B ile

gosterilir. ‘~” bir denklik bagmntisidir.

i) A® P~ A® P olup yansima 6zelligi vardur.

i) A~B olsun. O zaman A®P=B®(Q olacak sekilde P, Qe M, projektif
modiilleri vardir. B& Q= A® P oldugundan B ~ 4 bulunur.

iili)y A~B ve B~C olsun. O zaman A®P=B®Q ve BOO=CO®T olacak

sekilde P, Q, T e 7 , projektif modiilleri vardir.
ADP=B®Q ve BEO=C®T ise AOGP=C®T olup A~ C bulunur.

A’ nin denklik smiflarini [A] ve ve boyle biitlin denklik smiflarin kiimesini G ile
gosterelim. O zaman G iizerinde ikili islem [A]+[B]: [A@B] olarak tanimlanir ve

bu tanim 1y1 tamimlidir ve asagidaki 6zelliklere sahiptir.

Onerme 3.3: (G,+) birim elemanli degigsmeli bir yarigruptur [P] ‘nin G ’de tersi

vardir. < [P]=0 P projektif modiildiir.
ispat: G "nin birim elemani [o] modiiliidiir.

[4][B]e G igin
[4]+[B]=[4® B] olup [4® B]e G dir.

[4][B]l[C]e G igin
(4]+[8)+[c]=[(4@ B)l@[C]=[(4@ B)@C]
=[4® (B C)|=[4]+[BaC]
=[4]+([8]+[c)

bulunur. [4]+[B]=[4® B]=[B® 4]=[B]+[4] oldugundan G degismelidir.

22



Benzer islemler yapilirsa (nZO) icin P"[M ] asagidaki sekilde bulunur. P’ler

projektif R — modiil olmak iizere

=P —"4>5P —=... 5P 5P —5M >0

R — modiil homomorfizmalarinin tam dizisi olsun. Bu diziye M — R — modiiliiniin
projektif ¢ozlintirliigii denir.

V,20 i¢in K, :im(an) alinirsa buradan V, i¢in P"[M]:[Kn] oldugu bulunur.
Burada K, ye ([K] smifina) M R — modiiliiniin n™" syzygy modiilii denir. [Kn]

sinift M ve n tarafindan tek tirli belirlenir.

Tamim 3.4: M € 7%, R — modiiliiniin projektif boyutu

pd(M) = pd,(01) = minfn: 2" []= 0}

olarak tanimlanir. Boyle bir n yoksa pd, (M ) =oo alnir.

Onerme 3.5: M projektif R — modiildiir < pd(M) =0 d.

Ispat: Aciktir (0 > M — M — 0 dizisi almir)

Onerme 3.6: M € 7, ve n>0 igin asagidakiler birbirine denktir.

i) pd,(M)<n
i) P ,—42 5P .- >P—>P—>M—0 dizisi icin Cek(a, ,) projektif R-

moduldiir.

i) 0»>P—>P —>»...5>P—>P—>M-—>0 sonlu R - modil

n—1

homomorfizmalariin sonlu bir tam dizisi vardir.

Ayrica n>1 i¢in «, split degilse pd (M ): n alinir.
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Tanim 3.7: Bir R — halkas1 global boyutu gl.dim R =sup{pd,(M): M e M, }<

olarak tanimlanir.

Sonug¢ 3.8: M e 7, projektif R — modiil ise geldim R <1 dir.

Yardimel Teorem 3.9: a,be R ve ann (a)=bR,ann (b)=aR
aR®bR =R degilse o zaman pd(aR)= pd(bR)=x olur. aR®bR=R ise
pd(aR)= pd(bR)=0 olur.

. R — aR
Ispat: ¢ olarak tanimlansin. Bu doniisiim ortendir ve ¢ekirdegi

X — ax
ann,(a)=bR dir. 0 — bR — R — aR — 0 tam dizisi elde edilir. Béylece
? [aR]=[bR] ve benzer sekilde 7 [bR]=[aR] bulunur. Eger aR projektif modiil

degilse 0 zaman pd(aR) ve pd(bR) sifir olmaz. pd(aR)= pd(bR)=co olur.

Yani n ¢ift ise a,(x)=ax ve n tekise a,(x)=bx olacak sekilde

> R— SR S3R—2 35aR >0

R — modiil homomorfizmalarinin sonsuz ¢6zlniirliigli bulunur. Diger yandan eger
aR projektif modiil ise 0 —>bR—> R—>aR — 0 dizisi split olup aR®bHR =R

bulunur.

Ornek 3.10: R =k[t] ve n>2 icin £ =0 olsun.
a=t ve b=t"" alinirsa [(aR @bR)"" =0 ve Rt""' #0 oldugu icin | aR®bR =R
izmorfizmasi bulunamaz.

Boylece pd(aR)= pd(hR)=co ve buradan da gl.dim R = o bulunur.

Ornek 3.11: R=k[x,y] ve xy=0 olsun. a=x ve b=y alnsa o zaman

0—> bR — R — aR — 0 dizisi split degildir. Split olsayd1 bR R ’nin direkt toplami
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ve sifirdan farkli bir idempotet eleman igerir. Fakat bR = yk|x,y]|= vk[y]< k[y]

oldugundan AR ’nin sifirdan farkh bir idempotent eleman: yoktur. Boylece
Pd(aR) = Pd(bR)Z o ve gldimR =
bulunur.

Teorem 3.12: 0> A4—>B—>C—0 R - modill homomorfizmalarinin tam dizisi
olsun. pd(A), pd(B) ve pd(C)’lerden ikisi sonlu ise iigiinciisii de sonludur. Ayrica

(1) pd(4)< pd(B) ise pd(C)= pd(B) dir.
) pd(4)>
(3) pd(4)

T

d(B) ise pd(C)
pd(B) ise pd(C)< pd(4)+1 dir.

pd(4)+1 dir.

Ispat: C projektif R — modiil olsun. O zaman 0 — 4 — B — C — 0 tam dizisi split
oldugundan

A®C =B olup pd(4)= pd(B)

bulunur. Boylece sadece (3) durumu diger durumlar saglanmaz. B’ nin projektif R—
modiil oldugunu kabul edelim. O zaman pdB=0 olup pd(A4)< pd(B) olmasi
imkansizdir. Eger pdA > pdB ise o zaman A ve C projektif modiil degildir ve

pd (C): pd (A)+1

bulunur. Eger pdA = pdB ise o zaman A projektif olup

pd (C)<1= pdd +1

bulunur. Simdi de B ve C’nin projektif olmadiklarini varsayalim o zaman P projektif

modiil olmak tizere B = P/K ve benzer sekilde Q projektif modiil olmak tizere

A=Q/K olarak yazilir ve C = P/Q bulunur. Buradan da
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pd(B)=pd(K)+1ve pd (C)= pd (Q)+1

elde edilir. Boylece 0 > K >0 —> A4 —>0 tam dizisi elde edilir. Teoremin ilk
sonucu sonlu i projektif boyutlarin toplami iizerinde tiimevarim yontemiyle elde
edilir. Eger pd(A), pd(B), pd(C)’lerden ikisi oo ise o zaman (1), (2) ve (3)

durumlarmin dogru oldugu kolayca goriiliir.

Teoremin diger kismini ispatlamak i¢in pd(A), pd(B) ve pd(C ) sonlu oldugunu

varsayallm.0 - K - Q0 - 4 — 0 tam dizisi kullanilirsa

(1) pd(K)< pd(Q)ie., pd(b)< pd(C)) ise o zaman
pd(4)= pd(Q)= pd (C)-12 pd(B)
(2) pd(K)> pd(Q)ie., pd(B)> pd(C)) ise o zaman
pd(4)= pd (K)+1= pd(B)
() pd(K)= pd(Q)ie., pd(B)= pd(C)) ise o zaman
pd (4)< pd (K )+ 1= pd (B)

elde edilir. Simdi de pd(4)< pd(B) oldugunu kabul edersek sadece (3)' durumu
icin saglanir ve pd(C)= pd(B) bulunur. pd(A4)> pd(B) oldugunu kabul edersek

!

sadece (1) durumu igin saglanir ve pd(C)= pd(A4)+1 bulunur. Son olarak da

! !

pd(A4)=pd(B) oldugu kabul edilirse o zaman (2) ve (3) durumlarinda

pd(C)< pd(B)< pd(A4)+1 ve (1)' durumunda ise pd(C)= pd(4)+1 bulunur.

Sonug¢ 3.13: 0 > 4 —> B—> C - 0 R — modiil homomorfizmalarinin tam dizisi ise

pd(B) < max{pd(4), pd(C)} bulunur.

ispat: (1) pd(4)< pd(B) oldugunu  kabul edelim. O zaman
pd(C)= pd(B)> pd(4) olup boylece max{pd(4), pd(C)}= pd(C)= pd(B)

bulunur.
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(2) pd(4)> pd(B) oldugu kabul edilirse pd(C)= pd(4)+1 olur. Buradan da
max{pd(A), pd(C)}= pd(A4)+1> pd(B)+2 bulunur.

(3) pd(4)= pd(B) oldugunu kabul edersek pd(C)< pd(A4)+1 olur. Eger
pd(C)< pd(4)+1 ise o zaman max{pd(4), pd(C)}= pd(A4)= pd(B) bulunur. Diger
taraftan max{pd(4), pd(C)}= pd(4)+1= pd(B)+1 bulunur.

Onerme 3.14: M =®, M, olsun. O zaman pd(M )= sup{pd(M,)} dir.

ispat: 2" [#]= K, olsun. O zaman ?"[M |= ®K, olur.

Béylece P'[M]=0< P"[M,]=0 olur. V, € F igin < n>sup{pd(M,)} bulunur.

i i

Onerme 3.15: R bir halka ve xe R de sifir bolen olmayan R’nin her eleman: ile

degismeli olan bir eleman olsun. E:% bolim halkas1 olmak {izere
X

pdE(M):n<oo ise 0 zaman de(M):n+1 dir.

Ispat: Ispat1  iizerinde tiimevarim yontemi ile yapalim n =0 igin M projektif R-
modiil olup bir serbest R modiiliin direkt toplami olarak yazilir. Bu serbest modiile
F diyelim 0 —>xR—>R—> R -0 R-modiil homomorfizmalarinin tam dizisini

alalim. xR = R oldugundan pd, (ﬁ)s 1 olur. Boylece

pd (M )< de(F)31

bulunur. Diger yandan M =0 ve X sifir bolen olmadigi ici M, # 0 serbest bir R —
modiilii igerisine gomiilemez ve 6zellikle M, projektif degildir. Bu da pd,(M)=1

oldugunu gosterir. n>1 durumu serbest F ile olusturulmus 0 > K > F > M —0

dizisinde gosterilir. O halde pd (K)=n—1 ve timevarim metodu kullanilarak

27



pd (K)>1> pd (F) ve pd (M )= pd (K)+1=n+1

olur. O halde n =1 durumu ile tamamlanir. (3.12) teoreminden pd,(M)<2 sonucu
icin 0>7—>F—>M —>0 serbest F'li tam dizi igin F serbest ve Mx=0
oldugundan Fx < T olur. Buradan tam dizi 0 > T7/Fx — F/Fx ->M — 0 olur. O
halde

pd (T /Fx)=pd (M)-1=0 ve 0> Fx/Tx - T/Tx - T /Fx - 0

boliimleri elde edilir. M = F/T x ile carpilir Fx/Tx diye tanimlanir ve M, T/Tx ’in
dogrudan bir toplami olur. Eger 7 R projektif ise 7/Tx olur ve buradan M

durumu olmayan R projektif olur. O halde
pd,(M)=2den pd ,(M )=1+ pd ,(T)> 2
olur.

Ornek 3.16: pdE(M ):oo ise yukaridaki onerme genel olarak dogru degildir.
Ornegin R = Q(t) ve x=¢i¢in M =Q R — modiilii olsun. O zaman pd (M) =

Fakat de(M ):1 dir. Clinkii m temel ideal bolgesi olan R iizerinde projektif

olmayan bir modiildiir.

Sonuc¢ 3.17: R#0 ve gldimﬁzn<oo ise 0 zaman gl.dim R >n+1 dir.

Projektif boyutu ile birlikte verilen bir modiil olusturmak i¢in asagida tanimlanan

regiiler dizi kavramini kullanacagiz.

Tamm 3.18: R bir halka olsun. Asagidaki sartlarin merkezi elemanlarin x,x,,...,x,

stral1 dizisine bir regiiler dizi denir.

i) Vixligin ) x,R#R
i) x,’nin R/(x,R+---+x, R)
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halkalarindaki gortintiisii sifir bélen degildir.

Not: Bu tanima gore R # 0 ise ¢ dizisi regiilerdir.

Simdi verilecek onerme regiiler dizilerle projektif boyutlar arasindaki temel iliskiyi

Verir.

Onerme 3.19: x,,x,,---,x, R halkasinda bir regiiler dizi ve Iszl.R olsun. O

i=1

zaman pd((R/1),)=n dir.

Ispat: n=0 durumu asikardir. n >0 igin x_z,---,x_n ifadesi E::R/x]R de regiiler

bir dizi olusturur. Tiimevarim metodu uygulanarak
pd(R/(x, R+-+x, R))=n-1
elde edilir. E/(x_2 R+-+x, E) *vi R/(x,R+---+x,R)=R/I ile tanimlayarak.

pd (R/1), )= (n=1)+1=n

bulunur. R degismeli halka olmas1 durumunda

0>F —“*>F —>-—>F—"25F—"5>R/1->0

tam dizisi vardir. Burada F, serbesttir. Bu R/I serbest ¢oziiniirligiine Koszul

¢Oziinilirliigi denir.

F,=R, F=@®" e R, F =A(F) (1<r<n) seklinde tanimlanir. A"(F,)’de
r™" F in etrerier kuvveti gosterir. R’den R/I’e «, denklemi &rten doniisiimdiir.

o, herbir e, € F{ x, €l’ya gonderir. » >2 i¢in «,
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ile tanimlanir.

Not: «, i¢ine doniigimii split degildir. Eger a, baz1 ¢:F,_, — F, ile split ise o

zaman qo(e] A NE A A en): (e] A A en)bl. yazilir. Buradan
n .
e, N-Ne, :q)an(el Ao /\en): (el. A e /\en)z (—l)J_ijxj
j=I

n Jj-1 . . . g
olur. z],:] (— 1)] b,x; =1 olmas1 bir ¢eligkidir. Koszul ¢oziiniirligii tam oldugundan

pd(R/1)=n olur.

0>F—*>F —>-—>F—"4>5F—5R1->0

Sonlu serbest ¢oziiniirliglin 6zel durumlarindan »=3 durumunun ¢ozimi

yapdiginda n=3 i¢in 0 > F,—=>F, > > F—2>F —25R/1->0

koszul ¢oziiniirligi

0 >R—“>R'— R 25 R R/(x,y,2)> 0

v

olur. x,,x,,x, X,y,z olarak yeniden yazilir. R" deki elemanlar sutun » — vektorleri

olarak ifade edilir. Tek yapili R — R® bir  Sxr  matriks olarak ifade edilir.

fi=e ne,, f,=—€ Ne,, f3:e]/\ezA2(R3);R3 lizerinde ve e¢,e,,e, A‘(R3):R3

izerinde B(f})=ey-ez, Pf)=-ex+ez, P(f;)=ex—cy



0 z -y

sonucunu verir. O halde S matriksi | —z 0 x| dir. Ayrica ¥ matrisi (x, V, z) ve
y —x 0

o matriksi (x, y,z)’dir. Pa=0 ve yB=0 olur. x,y,z regiler bir dizinin sekli

kullanarak ¢ek < ima ve ¢ek y —imf daha agiktir.

0>R—“>R'—L >R —~2 3R> R/x,y,2)> 0

R/ (x, V, z) R i¢in serbest ¢Oziiniirliigiinii verir. Regiiler bir dizinin agik bir 6rnegi
icin herhangi bir sifir olmayan A4 halkas1 lizerinden bir R = A[x] ---xn] polinom
halkasinda x, ---x, almabilir. Burada R/(x]R +---+xl._]R); A[xl. ---xn] icerisinde X,
agik bir sekilde 0 — bolen degildir. R —modiili R/(x,R +---+x,R) biitiin x, acikca
hareket ederek sadece A ’dwr. pd (A) =n’1 gosterir. A yar1 — basit halka oldugunda

bir sonraki sonu¢ g/.dimR=n olacaktir. O halde A4 en genis alanit projektif

boyutlarin bir sag R — modiliidiir.

Teorem 3.20: A=0 bir halka ve R=4[x] ise o zaman

gl.dmR =gl.dimR = gl.dim 4+1 dir.

Ispat: Herhangi 4 — modiili M i¢in R — modiil M @, R i¢gin M[x] olsun M[x]
elemanlarin1 x ’in lizerinde Z m,x' toplammin polinomlar1 olarak diisiiniilebilir.

"—@®, R" tam oldugundan

pdA(M): de(M[x])

olur. gl.dimA4 =0 durumu icin Bu durumda A - modiili M ’nin yeni degeri
pd,(M)=c0 olur. pd (M )= pd,(M[x])’den gl.dimR=0 olur. Buradan
gl.dim 4 <0 oldugu kabul edilebilir. Bu da g/.dim R <d +1 oldugunu gosterir.

R — R/xR = A bolim denklemi kullanilarak
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gl.dm R >d+1

elde edilir. Herhangi bir R —modiil M olsun. M bir 4 endomorfizma f ile verilen
bir 4 - modiil olsun. Zmixi elemanlar: kullanilarak M [x] R — modiilii

diizenlenebilir.

0> M[x]—4> M[x]—2> M - 0

kisa tam dizisi olusturulur. Buradan ¢ ’yi

go(z ml.xi): > f(m,) seklinde tanimlariz. ¢ M[x]’den M iizerine érten bir R —
homomorfizmadir. Zml.xi 'yi Zt(ml.)xi ’ye gondererek 7: f®,1ld, nin M [x]’in
bir R endomorfizmasi oldugu agiktur. Zml.xi 'yi Zml.xi” ‘e gondererek M [x]’de

R — endomorfizmas x elde edilir. y 0 — M[x]—“—>M[x]|—2>M —0°da x—

fark olarak tanimlanir. Buradan

elde edilir. O zaman w birebirdir ve oy =0 dir. O halde ¢ek ¢ c imy
0 — M[x]—2—>M[x]—2—>M — 0 dogru oldugunu gosterir.

o> mx')=3" £ (m,)=0 oldugunu kabul edelim. O halde im(x - f)= im(y)*de

zmixi = Z(mixi _fi(mi)): Z(;] _7iXmi)

i20 i20 i>1
olur. 0 — M[x]—%—M|[x]—2—>M — 0 dogru oldugundan

pd M <1+ pd Mx]=i+pd M <1+d
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elde edilir. 4 nin alan oldugu durumda S = A[x,---x, | ’nin global boyutu », dir. Bu
sonu¢ herhangi bir < § ideali igin 0 > F, | —---— F = F, >%— 0 oldugunu

gosterir. F;’ler f.g serbest S —modiilleridir.

Sonug 3.21: A bir cisim ise o zaman gl.dim(A[x, ---x, |)=n dir.
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BOLUM 4

Bu boliimde lokal halkalar ile ilgili bazi 6nemli teorem ve sonuglarindan
bahsedilmistir. Bu boliimdeki calismalar [ 8, 11, 12, 14, 16 ] kaynaklarindan

derlenmistir.
4. LOKAL HALKALARIN GLOBAL BOYUTLARI

R lokal halka m =rod R ve k=R/m olsun

R — k = R/m 6rten doniisiimii olup & R — modiil olarak alinabilir.

Onerme 4.1: (R,m) lokal halka ve C sonlu iiretilmis R— modiil olsun,

Hom,(C,k)=0 ise 0 zaman C =0 dur.

Ispat: C =0 oldugunu kabul edelim. O zaman Nakayama’nin teoreminden m < R

maksimal ideali i¢in C=#C, ’dir. f:C/Cm—>k Orten homomorfizmasi ve

C — C/Cm homomorfizmalarinin bileskesi alinirsa Hom,(C,k)# 0 oldugu gbriiliir.

Onerme 4.2: (R,m) noetherian lokal halka ve C’de sonlu iiretilmis R — modiil
olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

(1) C projektif modiil

(1‘) C serbest modiil

(2) Ext(C,k,)=0

Hom, (&, k) tam dizidir.

(3) Tor(C,,k)=0

(3]) E:0>4—->B—>C—>0 R- modil homomorfizmalarinin tam dizisi i¢in

& ®, k tam dizisidir.
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Sonuc 4.3: (R,m) lokal halka ve M sonlu iiretilmis R — modiil olsun. n>0 icin

asagidakiler birbirine denktir.

Teorem 4.4: R Noetherion lokal halka olsun. O zaman g/.dim R < pd (k) dur.
Ispat: pd, (k) < n olsun. O zaman sonlu iiretilmis M R —modiilii i¢cin

Tor (M, F"(4k))=0 ve Tor *, (M .k)=0
Buradan pdM < n bulunur. Boylece g/.dim R < pd ( Rk) oldu ispatlanir.

Sonug 4.5: R degismeli neotherion lokal halka olsun o zaman

(1)gl.dim R = id(k) = pd (k).
(2)gl.dim R < n iff Tor® (k,k)=0,iff Exti"(k,k)=0 dur.

Ispat : (1) Teorem (5.82) den dolay1 g/.dim R < pd R(k) ve degismeli oldugu icin
pd (k) < gl.dim R olup istenilen elde edilir.
(2) m =k almirsa sonug (4.3)’ten dolay1

Torf (k,k)=0 < Ext"(k,k)=0 < (1) dende pd (k)< n= gl.dim R < r
oldugu bulunur.

Teorem (Serre, Auslander — Buchsbaum) 4.6: (R,m) Noetherian degismeli lokal
halka olsun. O zaman g/.dimR <o < R regiiler lokal halkadir. Bu durumda

gl.dim R =dim R (dim R : krull boyutu) olur.
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Degismeli bir R halkasimin Krull boyutu asal ideallerin biitiin zincirlerinin

uzunluklarinin maximumuna denir. (R,m) degismeli Noetherian halka olmak iizere
k=R/m olsun. Bu durumda dim R tam olarak height m ’ye esittir ve height m en
fazla m maksimal idealinin minimal lirete¢ sayisi V(R) olabilir. Nakayama’nin 6n

teoreminden ¥ (R)=dim, m/m* dir.

Eger dim R <V(R) esitligi varsa bu v (R)=dim, (m/ mz): dim R oldugunu gosterir.
Bu da (R,m) lokal halkalarmnin regiiler lokal halka oldugunu soyler.
Regiiler lokal bir halka tamlik bdlgesidir.

Ispat: dimR=d olacak sekilde R regiiler halka olsun o zaman uygun x, € R

d
elemanlar1 icin m = le.R dir. R tamlik bolgesi oldugu i¢in x, sifir bolen degildir.

i=1
Buradan R/xR regiiler lokal halkadir ve boyutu d—1 dir.R/x,R halkalarinin
maksimal ideali ise x,,---,x, elemanlarinin R/x]R deki goriintiileri ile tretilir.
Boylece d lizerinde tiimevarim yontemi kullanilirsa x,,x,---x, elemanlari, R ’de

bir regiiler dizi olusturur. Buradan
gl.dim R = pd (k)= pd(R/m)=d = dim R bulunur.

On teorem 4.7: m\m’ R ’nin sifir bolemlerini kapsiyorsa o zaman am =0 olacak

sekilde 0 # a € R vardur.

Ispat: Ass(R) = {p] ,ee -,pr} p, YU p, icin R ’nin 0 — bolenlerinin olugmasidir.

m\m’ C p, U U p

”

olur. m#0 olsun. Nakayama’nin Teorisine gére bir eleman xe m\m’ olur.
Herhangi bir y e m® i¢in p>1 igin x+ y” € m/m* olur. Pigeon — Hole prensibine
gore p<gq ile uygun p,q,i icin x+y”, x+y? e p, olur. Kisaca y»” (l—y‘”’)e D;
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dir. O halde y € p, dir. mc p,U---U p, baz1 j i¢in m < p, sonucu bulunur. a # 0

icin p;’nin ann(a) bi¢imi oldugundan am =0 olur.

Eger n=0 ise n:=gl.dimnR <o tiimevarima gore R yar1 — basittir. O halde R

alandir. n>0 m\m* bir 0 — olmayan bir bolen icerdigi iddia edilebilir. Eger baska

sekilde yukaridaki teori i¢ci bir a#0 ile am=0 -elemant sonucu g¢ikar.

K f.g. projektiftir. O halde serbesttir. Fakat Kac Fma=0 dir. O halde
K =0olur. Bu P = F nin serbest zit oldugunu gosterir.

Simdi 0 — olmayan bir bélen x € m\m>olsun ve R = R/(x) olsun. Bu bir maximal

ideal m = m(x) ile noetherion lokal halka olur. Buradan

(A) Bir R — modiilii olarak m m/xm in dogrudan bir toplamina eg degerdir.

(B)  pd,m/xm <o elde edilir. Bunlar kabul edilerek.
(A) ve (B) den pd,m/xm <o elde edilir. Buradan pds k<o elde edilir.

Buradan

gl.dim R = pd_k = pdk—1=n—1
olur. Tiimevarim metodundan R diizenli bir lokal halkadir ve dim R =n—1 olur.
R’de (x)cP, P c---c P, x 0- olmayan bir bolen oldugundan P,
bir minimal prime olmadigini gésterir o halde dim R > n dir. Diger taraftan

xe m\m® den V(R):1+V(§):1+dim§:n olur.

Genelde ¥(R)>dim R oldugundan ¥(R)=dimR =n olur. O halde R » boyutunun

regiiler bir lokal halkadir.
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(A)’nm ispat; {yl.}’yi {x, Yy y]} gibi m i¢in generaturslerin bir minimal diizeni
olsun ve §=xm+ Z y,R olsun.xm < S~ (x)’nin bir denklem oldugu iddia

edilebilir. Gergekte eger z € S N (x) ise o halde bazi ae R, b, € R ve me M igin
z=xa=yb +--+yb,+xm

olur. O halde xa—(y, b +--+y, b)=xmem® m/m* x, y,---,y in sembolleri

k —bagimsiz oldugundan a € m olmali ve buradan z = xa € xm olur. Sn(x)=xm ve
S+ (x)=m den m/xm=S/xm® (x)/xm

olur. Bu da (A)’y1r ispatlar. Cilinkii noether’in es bi¢cim teoremine gore

n_1::m/(x);S/xm dir.

(B)’nin ispat;; x’in 0 — olmayan bodlen olarak hareket ettigi herhangi bir

pd M =r<oo= pd . M/xM <r R- modil M igin. Eger r=0 ise M R
tizerinde projektif. O halde M/xM R iizerinden projektifdir. Buradan

pd M/xM =0 dur.

Eger r >0 ise tam bir 0 > K > F—2—> M — 0 dizisi i¢in
0—> K/xK — F/xF — M/xM — 0 olur.

Eger ae K, b € F ’de xb bigimine sahipse o zaman
0=¢(a)=0(b)=xp(b)= ¢(b)=0

olur. Buradan be K ve a=xbexK olur x F’de pd,K =r-1 dir. Timevarim

metodu kullanilarak pd_K /xK <r—1 elde edilir. Buradan
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pd M /xM <1+ pd_K /xK <r olur.

Sonug 4.8: R regiiler lokal bir halka ve p <R asal ideal olsun. O zaman R, de

reguler lokal bir halkadir.

Ispat: g/dim R, < gldim R olup istenen elde edilir.

Yukarida ispatlanan sonu¢ Krull’in 1930’1u yillarda ¢alistig1 bir problemdi. Yillarca
acik problem olarak kalan bu sonu¢ homolojik metotlarin gelismesiyle birlikte
¢oziildii. Bilinenlere gore hala bu problem sadece klasik degismeli cebir teknikleriyle
coziilemiyor.

Degismeli Noetherian lokal halkalar iizerindeki homolojik modiil teorisi 1950’11

yillarin sonunda Auslender, Buchsbaum ve Serre tarafindan gelistirilmistir.

Detaylar1 girmeden yazilan teoremlerden sonra en giizel sonuglardan ikisi hakkinda
bilgi verelim ilki herhangi bir regiiler lokal halka tek tiirlii ¢arpanlara ayrilandir.

Ikincisi ise Auslender — Buchsbaum formiiliidiir.

(R,m) noetherion lokal halka iizerinde m =0 sonlu tiretilmis ve projektif boyotu

sonlu ise
pd (m) + depth(m) = depth(R) < V(R)

formiilii vardir.Burada depth (M) m maksimal idealinde bir maksimal M — Regiiler

dizisinin uzunlugu olarak tamimlanir. Ayrica depth(M), Exti(k,M)#=0 olacak

sekilde en kiiciik d tam sayisidir. R regiiler lokal halka ise sonlu iiretilmis

m#0 R— modili i¢in
depth(R)=V(R)=dim R esitligi vardr.

On teorem 4.9: R degismeli Noetherian halka ve M sonlu iiretilmis R — modiil

olsun. O zaman
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Vm e max(R) (max(R)=maksimal /idealler) igin
pd(M)=pd, (M, )= pd, (M,)
olacak sekilde bir m,e (max R) vardir.

ispat: Her m icin d(m):= pdy (M, )< olur. Her bir tam say1 n icinM,
P(M ) ‘nin projektif esitlik smifin1 temsil eden bir f.g R — modiilii olsun. Herhangi

bir meMax(R) icin (Mn) P"(Mm)’in projektif denklik smifini temsil eder. O

halde (M d(m))m r(m) dizisinin serbestidir denir. Bu nedenle bir R — homomorfizm

(p(m):R’(’”) —> M, m’de oldugunda bir R, izomorfizm meydana gelir. Uygun

bir S, ¢ m igin

S cek (p(m))=S, -co.cek (p(m))=0

olur. {Sm} (memax(R)) elemanlar1 Rbirim idealini olusturur. O halde
m,,-,m, €max(R) olur. Ornegin {Sml,---,Smk} R’yi olugturur.

d =max{d(m, ),---,d(m, )}=d(m,) olsun. M, nin projektifi olsun. O halde
de(M )S d(m, ): de,,,I (Mml )

olur. M, sonlu bigimde verilen bir R— modildiir. M, ’nin projektif oldugunu
gostermek igin (M, )m *nin herhangi bir m € max(R) igin serbest oldugunu gostermek
yeterlidir. Herhangi bir i(1<i<k) indeksi; olsun. Ornegin S, €m S, her iki
cek(p(m,)) ve cogek(p(m,))’yi yok ettiginden (p(ml.):R’(’”")—>M d(m) ™ ’de bir

izomorfizm olusturur. (M d(mi))m R,, uzerinde serbesttir.
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Diger taraftan d >d (ml) dir. O halde (M d(mi))m projektif degistirme operatoriiniin
bir giiciine basvurarak |--- (M, )m elde edilir. Bu da (M, )m nin serbest oldugunu

gosterir.

Teorem 4.10: R degismeli Noetherion halka olsun. O zaman M emax R icin

gldim R = pd,(R/m) ve gldim R =sup(gl.dimR,) dir.

ispat: m e max(R) ve M =R/m olsun M, ;R—I';(; R/m) ve m' maksimal ideali
m

m

icin M o= 0 oldugundan
dy(R/m)=pd, (R, /mR,)=gl.dimR,
olup istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.11: R degismeli Noetherion halka olsun. Asagidakiler birbirine denktir.

(1) # € SpecR icin R ,regiiler lokal halkadir.
(2) m e Max(R)i¢in R, regiiler lokal halkadir.
(3) m e Max(R) i¢in pd,(m)<oo dur.

(4) p e SpecR icin pd, (£)<oodur.
5)

5) Sonlu iiretilmis bir M R — modiil igin pd, (M )< dur.

Yukaridaki sartlardan herhangi birini saglayan Noetherion R — halkasma regiiler

halka denir. Boylece bir halkada g/.dim R =dim R dir.
Ispat : (5):> (4) p f—g oldugundan agiktir. (4):> (3) bir gereksiz tekrardir.

(3)=(2)0>m—>R—>R/m—0 tam dizinin bakistyla (3)pd(R/m)<o dur.

Buradan gl.dim R, <o olur. O halde R, herhangi bir m e Max(R) igin diizenli bir
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lokal halkadr. (2):>(1) herhangi bir prime ideal zc— R bir maksimal ideal m de

bulunur ve R, R, ’nin bir sonucudur.

Simdi yukaridaki denk durumlar degismez olsun. O halde

gl.dim R = sup{gl.dim R, : m € Max(R)}
=sup{dim R, : m e Max(R)}
= sup{height(m): m € Max(R)}
=dimR.

olur.

Sonu¢ 4.12: R degismeli Noetherian halka olsun. gl.dimR <o ise o zaman R

regiiler halkadir. Tersi yar1 lokal halka ise saglanir.

Teorem 4.13: R regiiler halka ise R[x] de regiiler halkadir.
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BOLUM 5
SONUCLAR

Bu tez de genel olarak bir R halkasinin ve bir M R-modiiliiniin tanimi verilerek
arasindaki iligki incelenerek, R iizerinde ¢esitli yontemlerle tanimlanan halka teorisi
icerisindeki modiil teoremi {izerinde durulmustur. Bu teorem homolojik yontemlerin

tanimlanmasi ile birlikte daha genis bir alanda kullanilmaya baglanmistur.

Ornegin R regiiler lokal bir halka ve p < R asal ideal olsun. O zaman R, de reguler

lokal bir halkadir sonucu Krull’in 1930’lu yillarda g¢alistig1 bir problemdi. Yillarca
acik problem olarak kalan bu sonu¢ homolojik metotlarin gelismesiyle birlikte

¢oziildli ve zamanla modiil teoremi basli basma bir konu olmustur.

Modiillerin homolojik boyutlarmm1 kullanarak bir halkanin global boyutu
tanimlanmistir.Bu homolojik degismezler hem degismeli, hem de degismeli olmayan

halkalar1 incelemek i¢in yeni ¢6ziimler sunmaktadir.

Bu tez calismasinda Projektif modiilleri anlattiktan sonra genel olarak modiillerin
projektif (homolojik) boyut teorilerinden bahsedilmektedir. Bu teoriler halkalarin
boyutlar1 olarak tamimlanan bazi yeni sayisal degismezlerin tanimlanmasini

saglamaktadir.

Degismeli noetherian lokal bir R halkasi regiilerdir ancak ve ancak R’nin global
boyutu sonludur (Global boyutu Krul boyutuna esittir.) teoremi kullanarak hem
degismeli hem de degismeli olmayan halkalar incelenmistir. Degismeli bir R
halkasmin  Krull boyutu asal ideallerin biitiin zincirlerinin uzunluklarinin

maksimumuna denilmektedir.
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(R,m) degismeli Noetherian halka olmak iizere k = R/m kabul edilerek dim R tam
olarak height m ’ye esitligi ve height m en fazla m maksimal idealinin minimal

iireteg sayis1 V(R) olabilecegi kamtlanmistir ve Nakayama’nmn 6n teoreminden

V(R)=dim, m/m* oldugu gosterilmektedir.

dimR<V(R) esitligi kabul edilerek v (R)=dim,(m/m’)=dimR oldugunu
gosterilmektedir. Bu da (R,m) lokal halkalarinin regiiler lokal halka oldugunu

soyler. Regiiler lokal bir halka tamlik bolgesidir. Sonug olarak R regiiler lokal bir

halka ve p <R asal ideal olsun. O zaman R, de reguler lokal bir halkadr.

Son olarak da R degismeli Noetherion halka i¢in £ € SpecR i¢in R ,regiiler lokal
halkadir. m € Max(R)i¢in R, regiiler lokal halkadir.

me Max(R) igin pd, (m) <oo dur. p € SpecR i¢in pd, (£)<oodur. Sonlu
uretilmis bir M R— modil icin pd, (M )<oo dur. Sartlarindan her hangi birini

saglayan noetherian R halkasi regiiler halkadir teoreminden faydalanarak.

R degismeli Noetherian halka i¢in g/.dimR <o ise o zaman R regiiler halkadir.
Tersi yar1 lokal halka ise saglanir ve R regiiler halka ise R[x] de regiiler halkadir

sonuglarina varilmistir.
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