T.C.

BURDUR MEHMET AKIiF ERSOY UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZi

DEGISMELI CEBIRLERIN 2 —CAPRAZLANMIS
MODULLERI VE MORFiZMLERI iCIN iZOMOR-
FIZM TEOREMLERI

Abdullah TURGUT

BURDUR, 2023



T.C.

BURDUR MEHMET AKIiF ERSOY UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
YUKSEK LiSANS TEZi

DEGISMELI CEBIRLERIN 2 —~CAPRAZLANMIS
MODULLERI VE MORFIZMLERI iCIN IZOMOR-
FIZM TEOREMLERI

Abdullah TURGUT

Dr. Ogr. Uyesi Selim CETIN

BURDUR, 2023



ETIK KURALLARA UYGUNLUK BEYANI

Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Lisansiistii Egitim

ve Ogretim Y&netmeliginin ilgili hiikiimleri uyarinca Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum

“Degismeli Cebirlerin 2 —Caprazlanmis Modiilleri Ve Morfizmleri I¢in izomorfizm

Teoremleri” baslikli bu tezin;

Kendi ¢aligmam oldugunu,

Sundugum tiim sonug, dokiiman, bilgi ve belgeleri bizzat ve bu tez ¢alismas1 kap-
saminda elde ettigimi,

Bu tez ¢alismasiyla elde edilmeyen biitiin bilgi ve yorumlara atif yaptigimi ve
bunlar1 kaynaklar listesinde usuliine uygun olarak verdigimi,

Kullandigim verilerde degisiklik yapmadigimi,

Tez calismasi ve yazimi sirasinda patent ve telif haklarini ihlal edici bir davrani-
simin olmadigini,

Bu tezin herhangi bir boliimiinii bu iiniversite veya diger bir iiniversitede bagka
bir tez calismasi i¢cinde sunmadigima,

Bu tezin planlanmasindan yazimina kadar biitiin safhalarda bilimsel etik kuralla-

rina uygun olarak davrandigima,

bildirir, aksinin ortaya ¢ikmast durumunda her tiirlii yasal sonucu kabul edecegimi beyan

ederim.

13/ 01 /2023

Abdullah TURGUT



TESEKKUR

Tez ¢alismam boyunca bilgi, birikim ve tecriibeleri ile bana her agidan yol gosteren,
karsilastigim her zorlukta destek olan ve calismamu titizlikle takip eden ¢ok degerli danisman
hocam Dr. Ogr. Uyesi Selim CETIN’e sonsuz saygi ve tesekkiirlerimi sunarim.

Yiiksek lisans egitimim boyunca yardim ve destegini benden hig esirgemeyen, bilgi
birikimi ve tecriibeleriyle bana yol gosteren Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi Fen
Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii Dr. Ogr. Uyesi Utku Giirdal’a tesekkiir ederim.

Egitim hayatim boyunca manevi destekleriyle beni hi¢bir zaman yalniz birakmayan

esim Havva Hanim’a, oglum Mete’ye ve kizim Melis’e de sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Ocak, 2023 Abdullah TURGUT



ICINDEKILER

Sayfa
TESEKKUR ..ot i
TCINDEKILER ...ttt ii
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI.......cooooiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeee s iii
OZET e N
L GIRIS e ettt ettt 7
2. GENEL BILGILER ......cocoiviviiieeeeeeeeeeeee ettt s s senans 8
3. CEBIRLERIN CAPRAZLANMIS MODULU .....c.cooooiiiiioiiieieeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeveeevenenenens 17
3.1. Degismeli Cebirlerin Boliim Caprazlanmig Modiilil .........c.cccceeeviierieeiiiniiiiieees 34

4. DEGISMELI CEBIRLERIN 2 —CAPRAZLANMIS MODULLERI ICIN iZOMOR-
FIZM TEOREMLERI .......ooomiiiiiiiceeeeeeeeee s 39
5. SONUC VE ONERILER .......coovitiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt esenenenenas 53
KAYNAKLAR ...ttt ettt en s ses s eeeaenas 54

il



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

< : Alt cebir, Alt caprazlanmis modiil, Alt ¢aprazlanmis kare
c : Alt kiime
<« . Alt kiime degil
Iy : Birim doniigiim (A4 kiimesi i¢in)
U : Birlesim
1) : Bos kiime
/ : Bolim
i : Boliim ¢aprazlanmis modiillerin boliimiiniin sinir doniisiimi
Q“ : Boliim ¢aprazlanmis modiiliin sinir doniistimii
cek : Cekirdek
€ : Elemani

: Eleman1 degil
= : Esit
* : Esit degil

: Etki
\ : Fark
f:A->B : Fonksiyon
= : Gerek sart
= : Gerek ve yeter sart
gor : Gorlintii
A : Her
1:ASB : Icerme doniisiimii
= : Ideal
[ : Ispat sonu
= : Izomorf
X : Kartezyen ¢arpim
N : Kesigim
I : Kisitlama
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: Tam sayilar kiimesi
: Tanim olarak esit

: Toplam
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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

Degismeli Cebirlerin 2 —Caprazlanms Modiilleri Ve Morfizmleri i¢in izomorfizm
Teoremleri

Abdullah TURGUT

Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Selim CETIN
Ocak, 2023

Izomorfizm Teoremleri grup ve halka teorilerinde énemli bir konuma sahip olup,
cebirler i¢in var olan izomorfizm teoremleri bilinen bir ¢ok yapinin temelini olusturmaktadir.
Whitehead’1n cebirleri i¢in nitelendirdigi c¢aprazlanmis modiil kavrami 6nemli cebirsel ya-
pidir. Baslangici cebirlerde ¢aprazlanmis modiillerin izomorfizm teoremleri olup genel bir
bakis agis1 kazandirmaktadir.

Bu tez ¢alismasinin amaci degismeli cebirler lizerinde 2 —¢aprazlanmis modiillerin
ti¢ izomorfizm teoreminin de var oldugunu ve yapilarin birbiri ile iligkisinin oldugunu aras-
tirmaktir. Boylelikle cebir teorisinde ve cebirsel topolojide temel yapilarin aslinda bir ¢ok
yeni konunun kesfine 6nemli 151k tutarak giincel yapilara rehberlik edecektir.

Anahtar Kelimeler: Degismeli cebir, ¢caprazlanmis modiil, izomorfizm teoremleri,

2 —caprazlanmis modiiller, kelebek teorisi



SUMMARY
M. Sc. Thesis

Isomorphism Theorems in 2 —Crossed Modules And Morphisms of Commutative Al-
gebras

Abdullah TURGUT

Burdur Mehmet AKif Ersoy University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assit. Prof. Dr. Selim CETIN

January, 2023

Isomorphism Theorems have an important place in group and algebra theories, and
the isomorphism theorems for algebras form the basis of many known structures. The cros-
sed module concept that Whitehead describes for groups is an important algebraic structure.
The beginning of this thesis is about the isomorphism theorems of crossed modules in com-
mutative algebras and gives a general perspective.

The aim of this thesis study is to investigate the existence of all three isomorphism
theorems of 2 —crossed modules on commutative algebras and the relationship between
these structures. Thus, basic structures in algebraic theory and algebraic topology will actu-
ally guide the current structures by shedding important light on the discovery of many new
topics.

Keywords: Commutative algebra, crossed modules, isomorphism theorems, 2-crossed mod-

ules, butterfly theory
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1. GIRIiS

Tarihte cebir konusu ve 6zellikleri matematigin temelini olusturmaktadir. Grup ve
halka teorilerinde var olan yapilarin yillar siiren arastirmalarla cebirler lizerinde de bir ¢ok
yapiy1 tagidigi kesfedilmistir. Yapilarin taginabilmesi i¢in gerekli olan homomorfizm ve izo-
morfizm teoremleri matematigin en kiymetli 6zellikleridir. Whitehead’in tanimladig1 cap-
razlanmis modiil kavrami cebirlerde gerekli ve dnemli bir yapidir. Izomorfizm teoremlerinin
bir¢ok yapiya uygun oldugu goriildiiginden degismeli cebirlerin 2 —¢aprazlanmis modiilleri
icin de var olup olmayacaklar1 arastirilmistir. Bu teoremlerin ¢aprazlanmis modiiller igin
varligi literatiirde gosterildiginden, bu tezde ¢aprazlanmis modiil kavraminin {izerine bir bo-
yut daha eklenerek 2 —¢aprazlanmis modiillerinde degismeli cebirlerin iizerinde var oldu-
gunu gosterecegiz.

Yapisal olarak degismeli cebirlerin ¢caprazlanmis modiilii incelendiginde, 6nemli 61-
clide genislemesini siirdiirdiigti goriilmektedir. Literatiirde ilk defa caprazlanmis modiil kav-
ram1 Whitehead (J.H.C. Whitehead, 1949) tarafindan gruplar {izerinde tanimlanarak 6zel-
likleri incelenmistir. O zamandan itibaren ¢aprazlanmis modiil kavrami bir ¢ok alana 6nemli
katkilar saglamistir. Birlesmeli ve degismeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiil ile ilgili farkli
caligmalar yapanlar M.Schlessinger, S.Lichtenbaum (1967) ve ayrica M. Grestenhaber
(1966) olmustur. T. Porter (1986) yaptig1 arastirmalarda ¢aprazlanmis modiil kavramini de-
gismeli cebir lizerine en genel tanimi yapmistir. Daha sonra T. Porter ve Z. Arvasi
(1996,1997,1998) yaptig1 calismalarda degismeli cebirlerde ¢aprazlanmis modiillerle ilgi

Oonemli bulgular elde edilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu béliimde, bu tez calismasi boyunca gerekli olacak olan bazi cebirsel tanimlara,
teoremlere ve bunlardan bazilarinin ispatlarina yer verilmistir. Bu boliimdeki tanim ve teo-
remler literatiirde iyi bilinen sonuglar olup herhangi bir standart kaynakta, 6rnegin Thomas
William Hungerford’un eserinde (Hungerford, 1974), Erkan Can’in (Can, 2021) yiiksek li-

sans tezinde ve Giirhan Kaya’nin (Kaya, 2022) yiiksek lisans tezinde bulunabilir.

Tanim 2.1. (Grup): G bos olmayan bir kiime ve bu kiime {izerinde bir ikili iglem * var olsun.
Eger asagidaki;
(i) Vx,y€Gicinx*y € G (Kapalilik 6zelligi)
(i) Vx,y,z€Gicinx *(y*2z) = (x*y) *z (Birlesme 6zelligi)
(iii) V x € G i¢in x *x e = e * x olacak sekilde bir e € G olmasi (birim eleman 6zel-
ligi)
(iv) G’nin birim eleman e olmak iizere G’deki her x i¢in,
x*x' =x"*x =e olacak sekilde bir x" € G vardir. (Ters eleman ozelligi)
sartlarin1 saglayan (G, *) ikilisine grup denir.
(v) Vx,y €Giginx*y =y *x oluyorsa (Degisme 6zelligi)
sartini da saglayan (G,*) cebirsel yapisina degismeli (komutatif ya da Abelyan) grup

denir.

Tamm 2.2. (Alt Grup): G bir grup olsun. AC Gve A+ QiginVx,y € Aiginxy 1 € A
sartin1 saglayan A’ya G ’nin bir alt grubu denir. Eger grup toplamsal olarak ifade edildiyse
bu sart x — y € A seklinde de yazilabilir.

Tanim 2.3. (Halka): H bos olmayan bir kiime olmak iizere, kiime {izerine
+:HXH —H tHXH — H
(xy) = x+y (x,y) = x-y
iki ikili islem tanimlansin.
(i) (H,+) degismeli grup,
(i) H kilimesi ¢arpma iglemine gore birlesme 6zelligine sahip, yani V x,y,z € H

i¢in



xyz2)=xy)z
ve
(iii) Carpma isleminin toplama islemi tizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi
Vx,y,Z € H igin
x (Y+z)=xy+x-z
x+y)z=x-z+y-z
saglansin. Bu durumda, (H, +,") Ui¢lisiine bir halka denir.
(iv) EgerH, V x € H i¢in
x'1=1x=x
olacak sekilde 1 € H eleman1 varsa H halkasina birimli halka denir. Ve bu
eleman 1y veya 1 ile gosterilir.
(v) Bir H halkasindaki V x,y € H i¢in x -+ y = y - x oluyorsa H’ya degismeli halka

denir.

Not: Birimli bir halkada iki birim var olup birincisi, halkanin toplamaya gore bir grup oldu-
gundan, toplama islemine gore birim eleman Oy ve ikincisi ise ¢carpma islemine gore birim

eleman 1 dir.

Tanim 2.4. (Cisim): K degismeli ve birimli bir halka olsun. V a € K; a # 0 i¢cin,3p € K;
a'f =P a=1ise yani degismeli K halkasinin sifirdan farkli her elemanin ¢arpmaya

gore bir tersi varsa K’ya bir cisim denir.

Tamim 2.5. (Vektor Uzayi): (V, @) degismeli grup ve K cisim olmak tizere asagidaki;
(1) (V,®) degismeli gruptur.
(i) a€Kvex€e€Vigina-x €V
(i) VaeEKveVv,w €Vigina-: (x®y) =a-xDa-y
(iv) Va,feEKveVxeVigh(a+pf) x=a -xBF-x
v) Va,feEKveVx€eVigina (B -x)=(af) x
(vi) Vx €7V igin1-x = x olacak sekilde 1 € K vardir.

aksiyomlar1 saglaniyorsa V’ye K cismi tizerinde vektor uzayi denir.

Tamim 2.6. (Modiil): V' bir kiime olsun. (IV, @) degismeli grup ve K halka olmak tizere;
Va,FERK,VmneNign - : KXN — N



1A a-(mdn)=a mba-n
(i) (a®B) - m=a-mdB-m
(i) a-(B-m) = (aB) -m

iv) 1x-m=m
sartlarini saglayan yap1 K — Modiil olarak adlandirilir.

Not: Halka yapisi yerine K cismi alinirsa K — modiil yapis1 K —vektor uzay: olur.

Tanmim 2.7. (Cebir): € bostan farkli bir kiime olsun. (€, @) degismeli grup ve K cisim ol-
mak iizere; € bir K — vektor uzayr olsun. R grubuna ikinci islem olarak ¢carpma islemi de
tanimlandiginda ¢ € Kve d, e, f € £ igin
® :EXE —E
(i) Birlesme 6zelligi:
(AQe)Qf = d®(e®f)
(i) K —bi lineerlik 6zelligi:
(d®e)®f = (A®f) ® (e®f)
AdQ(e®f) = dQ®s ® dQf
a(d®e) = (a-d)QR®e = dQ(a - ¢)
(d®e) - a=d@(e-a) = (d-a)Qe
olusturulan yapiya iki tarafli K — cebiri denir. € ‘deki ¢arpma isleminin degisme o6zelligi
varsa (her 4, e € € igin d®e = e®d) birlesmeli ve degismeli cebir denir.
Bu tez boyunca cebir denildiginde birlesmeli ve degismeli anlayacagiz. Biitiin K — cebirle-

rin kategorisi Alg(K) ile gosterilir.

Not: tezin bundan sonraki kisminda kolaylik olmas1 acisindan @ yerine + ve & yerine ele-

manlar yan yana konularak kullanilacaktir.

Tanim 2.8. (Alt Cebir): M bir € —cebir olmak tizere A S M ve A # @ i¢cin Va,a' €
A ve e € € icin asagidaki aksiyomlar1 saglayan A’ya M ’nin alt cebiri denir.

i) a—a €A
(i) aa' €A
(i) e-a €A

Tanim 2.9. (ideal): A, M ’nin alt cebiri ve MA S A ise, yaniherm € M ,a € A igin
(i) maedA

10



ise A’ya M ’nin bir ideali denir. Eger § € M alt kiimesini kapsayan M ’nin biitlin alt cebir-
lerinin kesisimi M ’ye esit ise, S kiimesinin M cebirini tirettigi sdylenir. 1 birim homomor-

fizmi gostermek tizere 1(x) = x seklindedir.

Not: Gruplarin kategorisindeki grup izomorfizmler, grup izomorfizmi; kiimeler kategorisin-
deki izomorfizmler, birebir orten fonksiyon, halkalarin kategorisindeki izomorfizmler, halka

izomorfizmidir.

Tanmm 2.10. € cebirini halka gibi goriip €’nin ilizerine M cebirini insaa etmek icin asagi-
daki sartlarin saglanmasi gerekmektedir;

(1) re&veherm € M i¢cinr-m €M
(i) keKveherme M i¢inklgs € E
(klg) m=k-(1gm) =k m

K & M
(+) (+°) (+°)

Tamm 2.11. M bir cebir I,JS M olmak iizere I + J kiimesi, [ + J ={a+bla€l,b €
J}

ile tanimlanir. Ayrica, {I }rea , M ‘nin alt kiimelerinin bir ailesi olmak tizere )}, I,

kiimesi Y, I = {a;\1 + o day, ap €l ap, €L { AL A S A} dir.
Onerme 2.12. M bir cebir olsun.
a) I, M’ nin bir ideali, J, M’ nin bir alt cebiri ise, I + J de M’ nin bir alt cebiridir.

b) {l}xea » M nin ideallerinin bir ailesi ise )} [,” da M nin bir idealidir.

Onerme 2.13. M , M birer komutatif cebir, ¢: M — M’ bir K — cebir homomorfizmi ol-

sun. Bu durumda, ¢eke, M nin bir idealidir ve gore, M’ nin bir alt cebiridir.

Ispat: ¢;, ¢, € gekg ise p(ky — k) = @(ky) — (Ik;) = 05, — Oz, = Opgy
oldugundan k; — k, € cekep.
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c €M,k € ¢ekg ise p(ck) = p(c)p(k) = ¢(c)0yr, = 0y, oldugundan ck € cekep ve
dolayisiyla cekgp 2 M dir.

91, g2 € gore olsun. g; = @(cy) , g, = @(c,) olacak sekilde ¢;,c, € M vardir. g —

g2 = ¢(c1) — p(cz) = p(c; — ¢) olup ¢; — ¢, € M oldugundan g, — g, € gore dir.
Skalerle carpmada da benzer bir durum gecerli oldugu i¢in gor¢’ nin alt cebir oldugu go-

rilir.m

Teorem 2.14. (Cebirler icin 1. Izomorfizm Teoremi) M , M’ birer degismeli cebir ol-
mak tizere, @: M — M’
homomorfizmi ise M / cekop = gorg olur.
Ispat: V m € M igin
M/ ek = 8079
¢(m + cekp) = ¢(m)
olarak tanimlanirsa,
Iyi tanimlilik sart1: V my, m, € M icin
m; + ¢cekp = m, + cekp = m; — m, € ¢eke
= p(m; —m;) =0
= p(my) —p(m;) =0
= p(my) = p(m,)
= ¢(my + ¢ekp) = p(m;, + ¢ekyp)
Birebirlik sarti: V m;, m, € M i¢in
¢(my + gekg) = p(m; + gekp) = @(my) = @(m,)
= p(m,) —p(m;) =0
= p(m; —m,) =0
= m; —m, € ¢ekgp

= my + ¢cekp = m, + cekep

Ortenlik sart1: g € gore olsun. @(m) = g olacak sekilde m € M vardir. m + ¢cekg €

M
/ ceke

elemanini ele alirsak ¢p(m + cekp) = @(m) = g elde edilir.

Homomorfizm sartt: V m;, m, € M i¢in

12



¢ (my + cekgp + m, + ¢cekp) = p(m; + m, + ¢ceke)
= @p(my + m,)
= @o(my) + 9(my)
= ¢p(my + geke) + p(m; + cekyp)

¢((my + cekp)(m, + cekp)) = p(mym; + ceky)
= @p(mym,)
= @(my)p(my)
= ¢p(my + cekp)p(m; + cekp)m

Onerme 2.15. M bir K — cebir, < IS M veJ I Mise, J 21 VeI/JSlM/J ‘dir.

Ispat: Vj € Jve Vi€l olsun. J S M vei € M oldugu igin ji € J olur. Boylece J <
[ ‘dir.

I € M oldugundan 1/(7 F M/(7 ‘dir. iy +J,i,+JE€E 1/(7 ise iy,i, € I olup iy — iy €1
olmasindan dolayt (i; +J) — (i, +J) =iy —i, + J € 1/(7 dir. Vi €1,V c €M olmak
uzere

i+J EI/J ,c+J EI/J icin i+ J)(m+J)=im+J ve im €I oldugundan (i +
Dm+J) € I/J olur. Boylelikle I/J < M/J olur.m

Teorem 2.16. (Cebirler icin 2. izomorfizm Teoremi) M bir degismeli K — cebir J <1 <

M . M/J ~ M .
ve J 2 M ise, I/ = /I dir.
d

Ispat: v m € M igin
M/

” J/’/J ="

go(m+J+1/(7) =m+1I
olarak tanimlanirsa,

Iyi tanimlilik sart: V m;, m, € M iginm, + J + I/J =m,+J+ I/J ise (my +J) —

(my, + J) EI/Jyaniml—m2+J EI/Jolur.Budurumda,ml—mz +Jd=i+J

13



olacak sekilde en az bir i € [ vardir. Buradan my; —m, —i € J < I olmasindan dolay1

m-—-my,=MmM;—my—D+i€l=m+I=my,+1
= o (mi+J+1/5)=pm,+3+1/)
Birebirlik sarti: V my, m, € M i¢in

(p(m1+J+I/J)=<p(m2+J+I/J)=>m1+I=m2+I
=>m;—m, €l
=>m1—m2+JEI/J
= (my +J) — (m, +J)€1/(7
=m+J+1/g=m+3+1/4

Ortenlik sarti: m € M olmak iizere, m + I € M / J olsun. Bu durumda

Y
m+J+/Je /I/<7

olup
(p(m+J+1/J) =m+1
dir.
Homomorfizm sarti: V my, m, € M icin
p(mi+a+1/g+m+3+1/g) =0 (mi+m+3+1/,)
=mq;+m,+1

=my+1+my+1

=(p(m1+J+I/J)+(p(m2+J+

)
o(my+3+1/ e+ 3 +1/ ) = ¢ (mmy + 3 +1/5)
=mym, + 1
=(my+DH(m,+1)
= (mi+3+1/pm, +3 +
Yg)m

Onerme2.17. <M ., IS M iseINJg2J vel +J <M dir.

14



Ispat:i € InJvej € Jolsun.i €I ve j € M oldugundan ij € I,i € J ve j € Joldugun-
dan ij € J.Boylece ij € I N J ‘dir. iy + j;,i, +j, € [ + Jolsun.
(G+j)—(+j) = —i)+(G1—Jj2)EL+T
(iy + g + o) = (igip + igja +j1i2) +jij, €T+ T m

Teorem 2.18. (Cebirler icin 3. izomorfizm Teoremi)

gem. 1amise I =!I/ din

Ispat: Vi €I nJveVj € J olmak iizere,

2 J/In(j_’l—hj/]
p(G+Ing)=j+1

tanimlayalim.

Iyi tanimhilik sarti: V ji,j, € Jiginj; +INJ=j,+1NJ

olsun. Bu durumda j; —j, € I N J olup j; — j, € I dir. Buradan, j; + [ = j, + I olup
(i +INnJ) =@, +1nJ) elde edilir.

Birebirlik sarti: V j,j, € J igin
(1 +INI) =@ +INJ) = j1+1=j,+1
= j1—Jj2 €1
olur. Ayrica jy, j, € J oldugundan j; — j, € J olur. Dolayisiyla j; —j, € I N J olup
JitIng=j,+InJg

olur.

Ortenlik sart1: i € I , Jj € J olmak lizere, i + j +I€I +‘7/ I olsun. i € I oldugundan,
i+j+Il=i+Il+j+I=1+j+1=j+1

olur. Ayrlca,j+InJE‘7/InJ icin pG+INJ)=j+1=i+j+1olur.

Homomortfizm sart1: V j;, j, € J igin
o1 +INJ+j+Ing) =@ +j+1n0J)
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=jitj2t1

=j,+I1+j,+1

=1 +InD+ G +INnT)

o1+ INDU+INnT) =@ +1N7J)
=juz2+1
=01 +DG2+D
=o(1+INDelG2+1NJ)
elde edilir. m
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3. CEBIRLERIN CAPRAZLANMIS MODULU

Bu boliimde, degismeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleri ile ilgili tanimlara, teoremlere ve
bunlardan bazilarinin ispatlarina yer verilmistir. Buradaki kavramlarin degismeli cebirler
icin benzerleri Erkan Can’in (Can, 2021) yiiksek lisans tezinde bulunabilir.

€ bir K — cebiri ve M bir £ — cebiri olsun. u : M — £, K — cebir homomorfizmi veril-

sin. Y my, m, € M i¢in homomorfizmi olma sartlarini;

(i) u(mq+ my) =u(my) + u(my,)
(i) u(my my) = u(my)u(m,)
(i) p(km) = ku(m)

saglamakta olup. - : ExM — M yapist ile
CMI1) Herr € € ve Her m € M igin u(r -m) = ru(m)
CM2) Her my,m, € M igin u(m,) - m, = mym,
sartlarin1 sagliyorsa (M, €, u) tgliisiine birlesmeli ve degismeli K — cebirinin ¢aprazlan-

mis modiilleri denir.

Tamm 3.1. (Cebirlerin ¢aprazlanms modiil morfizmi) (M, € ,u) ve (M', &, ") iki
K — cebir ¢aprazlanmis modiil olsun. (¥, ¢): (M, E,u) — (M',E', u") dontisiimii ve Her
m,my;,mc, € M veherk € Kiciny: M — M’
@ Yimy +my) =9(my) +p(m,)
(i) Y(mymy) = Pp(my)P(m,)
(iii) P(km) =k (m)
Here,eq,e; €E veher ke K igingp: € — &'
(i) ¢les +e) =dler) + Pplez)
(i) ¢(eiey) = Ppler)d(ez)
(iii) ¢ (ke) = ke(e)
K — cebir homomorfizmi oldugundan asagidaki sartlar1 saglamaktadir.
i yle-m) = p(e)yp(m)
(i)  Y(m-e) =p(m)¢(e)

Boylece here € £, m € M icin
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2
R

7 ©w

E g
¢

diyagrami degismeli (yani 'y = ¢pu ) ise (1, ¢) ikilisine bir K — cebir ¢aprazlanmis mo-

diil morfizmi denir. K — cebir ¢aprazlanmis modiilleri ve K — cebir ¢aprazlanmis modiil

morfizmlerinin kategorisi M'Mod (K) ile gosterilir.

Tamim 3.2. M'Mod (K) kategorisindeki (M, €, u) K —cebir ¢aprazlanmis modiillerinden €
"nin sabit tutulduklari ¢apraz modiilleri géz 6niine alalim. (M, €, u)’a bir IK —cebir ¢apraz-
lanmis € —modiilii denir. (M, E, 1), (M7, &, ") iki K — cebir ¢aprazlanmis € — modiil ol-
mak tizere bunlar arasinda ¢ birim doniisim ve (¥, ¢) K — cebir ¢aprazlanmis modiil

morfizmi olmak {lizere Y ‘ye bir K — cebir ¢aprazlanmig € — modiil morfizmi denir.

Y
M > M’
2 W
£
Wy =u)

K — cebir ¢aprazlanmis € — modiiller ve K — cebir ¢aprazlanmis € — modiil morfizmleri-

nin kategorisi MM Od/ ¢ ile gosterilir. Agik olarak M'Mod (K) ‘nin bir alt kategorisidir.

Ornek 3.3. ],€ ‘nin iki yanh ideali ve u:] — £ icerme doniisiimii olsun. Bu durumda
(1, €, u) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiiliidiir. Her k € K ve i,i,i, € I
wil—E&
p(iy + i) = iy +ip = u(iy) + u(iz)
p(iyiz) = iyi; = p(ipu(iz)
p (ki) = ki = ku(d)
oldugundan y bir K — cebir homomorfizimdir.

i E&xl > 1
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e'i =ei
olarak tanimlayabiliriz. Clinkii I, € ‘nin ideali oldugundan e, i € I dir. € ‘nin [ {izerine bir
etkisi verilmis olur. Burada,
Here € Evei, iy, i, €1 i¢in
CM1) u(e - i) = u(ei) = ei = eu(i)
CM2) pu(iy) - iy =iy " iy = il
Boylece (I, E,u) bir K — cebir ¢aprazlanmis modiildiir.

Onerme 3.4. (g,id): (M, &, u) — (I, E,v) cebirlerin ¢aprazlanmis modiillerinin homo-

g
M » NV
€

p=vg

morfizmi olsun.

g(e-m) =e-g(m) olup. Eger (W,E,B) = (& E,id) ise

M- g=8
E

u = id o g oldugundan d = g dir. Eger f = 0 ise her n,n, € N igin

nny = f(ny) “ny = 0g-ny = Oy
oldugundan V' ‘deki ¢arpma asikardir. Yani her ny,n, € B icin nyn, = 0y’ dir. Ve
p=pBg = 0,=0
oldugundan M ‘deki ¢arpma asikardir. (VY mq,m, € M' ,mym, = 0yr)

Bilgi:
0gc *ny = (0g + 0g)n,
== Ognz + Ognz

= 0gny

19



=0
Diger taraftan g = 0 olursa d = f0 =0 olacagindan yine benzer sekilde V my,m, €

M i¢in mym, = 0,, olur.

Tanmmm 3.5. (f,id): (M, &, u) — (B,E,B) ve (g,id): (M, E,u) — (B, E,B) cebirlerin

caprazlanmig modiillerinin iki homomorfizmi olsun.

f

2
vy
oy

g

E

Eger ¢ekf3 = 0z ise, Vm € M i¢in Bf(m) = d(m) = Bg(m) oldugundan
Bf(m) = Bg(m)
Bf(m)— Bg(m) = 0
B(f(m)— g(m)) =0 ~ B,E — cebir homomorfizmi
f(m) — g(m) € ek = O
f(m) = g(m)

olup f = g’ dir. Ustte verilen islemler igin yorum yapacak olursak MM Od/ ¢ kategorisin-
deki cebirlerin bir (B, €, f) ¢aprazlanmis modiilii i¢in £ bir monomorfizim ise bu durumda
cebirlerin her (M, &, u) ¢aprazlanmis modiilii igin bir tek
(M, E,n) — (B,E,B)
K —cebirlerin ¢aprazlanmig modiil morfizmi vardir. Dolayisiyla bu sekildeki (B, £, f) nes-

neleri MM Od/ ¢ Kkategorisinde birer terminal objedir. Aksine ¢ekf # 0 ise bu durumda

f(m) — g(m) € ¢ekp olmasindan dolayr bir megekf igin f(m) = g(m) + m esitligi

vardir.

Tamm 3.6. I, £’ nin bir ideali olsun ve incu: I — & icerme doniisiimii olmak iizere cebir-
lerin (1, €, u) gaprazlanmis modiiliinii ele alalim. (M, E, u)’ da cebirlerin bir ¢aprazlanmis
modiili olsun. Bu durumda ¢eku = 0;, dolayisiyla icerme doniisiimii bir monomorfizm ol-
dugundan yukaridaki sonugtan dolay1

(f,id): (M, E,1) — (I,E,u)
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cebirlerin ¢aprazlanmis modiillerinin homomorfizmi olacak sekilde tek bir f: M — |

fonksiyonu vardir.

£

Tamim 3.7. (Alt Caprazlanms Modiil ve Caprazlanms Modiillerin Idealleri)
Bir (M, €, 1), € — gaprazlanmis modiiliiniin bir alt ¢aprazlanmis modilii M, M nin bir

alt cebiri olmak tizere ve u' = u | i M — € olacak sekilde bir (M7, €, u") € —¢aprazlan-

mis modiiliidiir.

Onerme 3.8. (M', &, 1) ve (M, €, 1), € — caprazlanmis modiiliiniin bir alt ¢aprazlanmis

modili ise M', M’ nin bir idealidir.

Ispat: vm € M ve Vm' € M’ olsun.
mm' =um-m' e M’
m'm=m'-ume M’

oldugundan M’, M nin bir ideali oldugu goriiliir.m

Ornek 3.9. I, £’ nin bir ideali olsun. id, birim doniisiimii ve u: I — € igerme doniisiimii ol-
mak tzere (I, € ,u) gaprazlanmis modiilii (€, €, idg) gaprazlanmis modiiliiniin bir alt ¢ap-
razlanmis modiiltidiir.
Gergekten,

CM1) u(e-i) =e-i=ei=-eu(i)

CM2) u(i)-j=i-j=ij
dir.

Ornek 3.10.M bir modiil ve N,M’ nin herhangi bir alt modiilii olmak tizere (N, E,0),
(M, &,0)’ 1n bir alt ¢aprazlanmis modiiliidiir. Gergekten bir M modiiliiniin cebir olarak ele
almirsa ve Vmy,m, € M icin mym, = 0y, olarak tanimlandigindan,

CM1)0(e-n) = 0 = 0:0(n)
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CMZ) O(Tll) ‘N, = Og "Ny, = OM =nn, elde edlhr

Caprazlanmis modiillerin ideallerini tanimlamadan 6nce, halkalarin idealleri ile ilgili asagi-

daki 6zelligi dikkate alalim.

Onerme 3.11. £ bir halka olmak iizere her f: € — S halka homomorfizminin ¢ekirdegi £’
nin bir idealidir. Tersine, £’ nin her bir ideali, en az bir halka homomorfizminin ¢ekirdegine

esittir.

Ispat: f: € — S bir halka homomorfizmi olsun. Her e € £ ve c, ¢’ € ¢ekf igin, f(c —
) = f(c) — f(c") = 05 — 05 = O oldugundan ¢ — ¢’ € gekf

f(ec) = f(e)f (c) = f(e)0s = 0

f(ce) = f(c)f(e) = 0sf(e) = 05

oldugundan ce, ec € ¢ekf olur. Buradan ¢ekf , £’ nin ideali olur. Diger taraftan, £’ nin bir
I ideali verilsin. E/ 7 bolim halkasini olusturarak; q: € — 5/ 1-q(e)=e+1

Kanonik donilisiimiinii ele alalm. g(e) = O¢ /= | & e+ 1 < e €loldugundan ¢cekq =

I olur ve dolayistyla I ideali bir halka homomorfizminin ¢ekirdegine esittir. m

Tamm 3.12. (M, €, 1"), (M, €, 1)’ nbir alt gaprazlanmis modiilii olsun. v: M — M / Yy

b

v(m) =m+ M' ve [ M / ' E, g(m + M") = um olmak lizere € lizerindeki ¢apraz-

oMy
N\ / i
E

morfizminin ¢ekirdegine esitse (M, E, 1), (M, E,u)’ n MM Od/ ¢ de bir ideali denir.

lanmis modiillerin

Dikkat edelim ki, (M, €, u")’ niin (M, € , 1)’ in bir ideali olma tanimini saglamasi i¢in

i
Mg ———> €
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Ucliisiiniin bir ¢aprazlanmis modiil olmasi ve bunun iginde éncelikle i fonksiyonun iyi ta-
nimli olmas1 gerekmektedir. fz” nin iyi tanimliligindan asagidaki sekilde karakterize edilebi-

lir.

Onerme 3.13. (M, £, ) bir caprazlanmis modiil, (M7, &, '), (M, €, 1)’ 1 bir ¢aprazlan-
mis alt modiilii olmak {izere V m € M icin @(m + M") = um ile verilen jz: M / w6

kuralinin iyi tanimli olmast igin gerek ve yeter sart M € ¢eku olmasidir.

Ispat: 7 iyi tammli ve m’ € M’ olsun. Bu durumda m + M’ = M’ = 0, + M’ oldugun-
dan g(c + M") = g(03 + M") olup u(m") = u(0,r) = 0¢ bulunur. Buradan M’ € ¢eku
elde edilir. Aksine; M’ C ceku ise my + M’ = m, + M’ olmasi m; — my,e M’ € ¢eku ol-
masini gerektirdiginden u(m,; —m,) = 0g ve dolayisiyla um; = um, ve tanimi geregince

g(my + M") = jg(m, + M") olur. Bu nedenle i iyi tanimlidir.m

Sonug: Bir (M, €, u) caprazlanmis modiiliiniin biitiin idealleri M’ € ¢eku olacak sekil-
deki (M', €, u) alt gaprazlanmis modiilleridir.

Uyan 3.14. MM Od/ ¢ kategorisinde boliim ¢aprazlanmig modiilleri her zaman bulunama-
yabilir.

Ornegin,

diyagraminda M / ¢ bOlimi bir ¢aprazlanmis € — modiil olmay1 saglamaz. Ciinkii Vm €

M igin, um = g(m + M) = gM = 0¢ olmasi 9 sifir homomorfizmi olmaya ve M’ deki

carpma islemini asikar olmaya zorlar.

Onerme 3.15. Caprazlanmis £ — modiillerin her morfizmi, bir monomorfizm ve onu takip

eden bir regiiler epimorfizme tek tiirlii sekilde ayristirilabilir.

Ispat: f: (M,€,1) — (B, E,B), £ — caprazlanmis modiillerinin bir morfizmi olsun.
23



f
M » B
&

f(m) =05 = um = Bf(m) = f0g = 0 oldugundan c¢ekf S ceku dir. Bodylece

(cekf, &, ), (M, E, 1)’ n bir idealidir. "Z:M/(;ekf — &, g(m + gekf) = um ile tamimla-
nan f ile birlikte (M /gekf’g’ﬁ ) bir £ — caprazlanmis modiildiir. Bdylece; p: M —
M / cekf p(m) = m + ¢ekf kanonik morfizmi & — ¢aprazlanmis modiillerin bir mor-

fizmi olur.

p
M—» M /(;ek y
u\ ’/ﬁ
E
Bu p morfizminin regiiler epimorfizm oldugunu gosterecegiz.
M x cekf = {(m,m):m € M, f € cekf}
kiimesini tanimlayalim ve bu kiime iizerinde ¢arpma islemini
(m, )(m, f') = (mm/,mf" + fm’)
seklinde tanimlayalim.
fm'=0adfm' =0em' =0y,
mf' = maf' =m0z = 0y
oldugundan (m, f)(m/, f") = (mm',mf’ + fm") = (mm’,0,,) olur. Bu islemle birlikte
M x cekf kiimesine, M ile ¢ekf ‘in yari direkt carpimi denir ve M X ¢ekf, € caprazlan-
mis modiil yapisina sahiptir. Kolay olmasi agisindan T = M x ¢ekf diyelim. Burada €, T
tizerine bilinen sekilde etki eder ve 7: T — € morfizmi 7(m, f) = um seklinde verilir.
CM1) Ve € E Ym € M ve Vf € cekf olmak lizere,
t(e- (m,f)) = 1(e-m,e- f) = p(e - m) = eu(m) = ex(m, f)
CM2)Vr € €, Vvm,m' € M ve Vf, f' € cekf olmak iizere,
t(m, f)-(m',f) = pm - (m’, ")
= (um-m',um - f")

24



= (mm/, mf")
= (mm',mf" + m'f)
= (m, H(m',f")

oldugundan (T, &, 1) bir £ — ¢aprazlanmig modiildiir. m

Onerme 3.16. s,t: T — M,
s(m,f) =m
t(m,f) =m+f
ile tanimlayalim.
s((m, (', f1)) = s(mm’,mf" + fm')
= s(mm’, 05,)
=mm’
= s(m, f)s(m'f")
t((m, ), £9) = tmm'’, 05¢)
=mm’ + 0y,
=mm'+ ff' + mf' + fm’
= (m+ fH(m'+ ")
= t(m, )Ht(m’, ")
oldugundan s ve t birer € — cebir morfizmidir. Bunun yaninda
s(e-(m,f)) =s(e-me-f)=e-m=e-s(m,f)
t(e-(m,f)) =tlerme-f)=e-m+e-f=e-(m+f)=e-t(m,f)
ve us(m, f) = pm = t(m, f)
pt(m, f) = u(m+ f) = pm + pf = pm + 03¢ = pm = t(m, f)
oldugundan s ve t birer ¢caprazlanmis € —modiil morfizmidir. Ayrica;

pt(m, ) = p(m+f)
= p(m) + p(f)
= (m + ¢ekf) + (f + ¢ekf)
= (m + ¢ekf) + cekf
= m + ¢cekf
= p(m)
= ps(m, f)

oldugundan pt = ps dir. Boylece
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R p
- » M
T — M [cekf
T u it
&

diyagrami degismelidir. Burada, p bir regiiler epimorfizmdir. $imdi, ¢caprazlanmig € — mo-

dillerin bir
g
M » D
u\ %
E

morfizmi igin gs = gt oldugunu kabul edelim. Bu durumda, g'(m + ¢ekf) = g(m) ola-
cak sekilde tanimlanan tek bir

I

/g:ekf—> D

A\

morfizmi vardir. fs(m, f) = f(m) = f(m) + 05 = f(m) + f(f) = ft(m, f) oldugundan
fs = ft olup buradan da

M) 9ekf—> B

A\

morfizmi u(m + ¢ekf) = f(m) ile tammlanablhr. Simdi bu ¢ ‘niin monomorfizm oldu-
gunu gosterelim.
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h
—> M
X /cekf

W

gibi h ve h', € — ¢aprazlanmis modiil morfizminin verildigi ve uh = uh’ oldugunu kabul
edelim.

h u

4>M
X ek B

hl

&
h # h'oldugunu varsayalim. Bu durumda en az bir x € X icin h(x) # h'(x) olur. h(x) =
x1 + ¢ekf , h'(x) = x, + ceKkf diyelim. Burada yukaridaki kabul geregi uh(x) = uh'(x)
oldugundan u(x; + ¢ekf) = u(x, + ¢ekf) Buradan da f(x;) = f(x,)
olur. Boylece, f(x; —x3) = f(x1) — f(xy;) =0 olup x; —x, € gekf > tir. Yani
X1 + ¢eKf = x, + ¢cekf veya denk olarak h(x) = h'(x) ¢eliskisi bulunur. Dolayisiyla,

u bir monomorfizimdir. Ve f = up olur. m

Teorem 3.17. (1. izomorfizm Teoremi) f: (M, E,u) — (B,E,p) ,MMOd/g’ deki cap-

razlanmis modiillerin bir morfizmi olsun. Bu durumda (M / cekf E ) = (imf,&,B)

Ispat: vm € M icin f: M/gekf — Imf. f(m+ cekf) = f(m) ile tamml f fonksiyo-

nunu ele alalim.
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f(my + gekf) = f(my + gekf) = f(m;) = f(my)
= f(my —m,) = Op
= my; — m;, € ¢ekf
= m, + ¢ekf = m, + cekf
oldugundan f birebir, belmf ise 3m € M, f(m) = b olacak sekilde bir m + ¢ekf €
M /. cekf vardir. Ayrica f(m + ¢ekf) = f(m) = b oldugundan f ortendir. Ay-

rica, V. my,m, € M igin
f(my + ¢ekf + m, + cekf) = f(my + my + cekf)
= f(my + my)
= f(my) + f(my)
= f(my + gekf) + f(m, + gekf)
VY my, m, € M igin
f((my + gekf)(m, + gekf)) = f(mym, + cekf)
= f(mymy)
= f(my)f (my)
= f(my + gekf)f (m, + gekf)
Ve € Eve Vmy,m, €M igin
fle- (m+ gekf)) = f(e-m + gekf)
= f(e-m)
=e-f(m)
=e - f(m + cekf)
Bf(m + gekf) = Bf(m) = u(m) = i(m + gekf)

oldugundan £ bir MMod/. izomorfizmi olup (M [cekf &M = (M, €, 1) elde cdilir. m
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Ornek 3.18. (,€,0) gaprazlanmus modiiliinin MM0d/ kategorisindeki bitiin idealleri

I, € halkasiin bir ideali olmak tizere (I, £, 0) seklindeki biitiin caprazlanmis modiilleridir.

Ornek 3.19. M bir £ modiil olmak iizere, M modiiliinii (M, &, 0) gaprazlanmis modiilii ola-
rak ele alirsak, M ‘nin her N alt modiili, (M, E,0) ‘in (N, E, 0) seklindeki bir idealini ve-

rir.
Ornek 3.20. (Z, Z, Idy) ¢aprazlanmis modiiliinii ele alalim. neZ olmak iizere

JinZ — > 7z

icerme doniistimii ile birlikte (nZ, Z, j) ¢aprazlanmis modiilii (Z, Z, Id;) ‘nin MM Od/ 7 ka-

tegorisinde bir ¢aprazlanmaig alt modiilii olmakla birlikte bir ideali degildir.

nZ———>Z

N,

diyagrami degismelidir. Ancak nZ higbir MM Od/ 7 morfizminin ¢ekirdegine esit olamaz

ve dolayisiyla ideali de olamaz.

Onerme 3.21. {(M;, &, 1)}ie;» (M, E, 1) gaprazlanmis € — modiiliiniin caprazlanmis alt
modiillerinin bir ailesi ise, (N;e; M;, €, u) da (M, €, 1)’ 1n bir ¢aprazlanmis alt moduliidiir.

Ispat: m,m' € N;; M; , e € E olmak iizere Her i € I igin m + m’ € M; olacagindan
m+m'e N M;
Heri € I i¢in mm' € M olacagindan mm’ €. Heri € I igin e - m € M olacagindan e -

m € ;¢ M; oldugu goriiliir. m
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Onerme 3.22. {(M;, €, 1) }ie;, (M, E, 1) caprazlanmis € — modiiliiniin ideallerinin bir ai-
lesi ise, (Nje; M, E, 1) da (M, &, ) n bir idealidir.

Ispat: Her bir (M, &, 1) ideal oldugundan her i € I igin M; € ¢ekd ve boylece N M; S
ceku olup (Nie; M, E, 1) bir idealdir. =

Tanmim 3.23. (M, €, u) K — cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii olsun. (M, E, 1)’ 1n bir
(M, €', 1) alt gaprazlanmis modiilii su sekilde tanimlanir.

i)  M', M’ nin alt cebiri ve &', £’ nin alt halkasidir.

ii)  E"” niin M’ lizerine etkisi, £ nin M lizerine etkisinin kisitlanmisidir.

iii) (M’ &, u") bir ¢aprazlanmig €& — modiiliidiir.

iv) Caprazlanmis modiillerin M'Mod (K) kategorisindeki morfizmlerinin

g —— €&
\

diyagrami, u ve v igerme doniisiimlerini gostermek iizere degismelidir.

Tanmm 3.24. (M', &, u"), (M, E,u)’ in MMod(K) kategorisinde bir alt ¢aprazlanmig mo-
diilii olsun. Eger asagidakiler saglaniyorsa (M, &', u"), (M, E, u)’ 1n bir ideali denir.

i) MM uMMcM ‘drve E,E ninidealidir.

i) MEUEMc M

iii) M', € ‘nin etkisi altinda kapalidir, yani EM’', M'E € M dir.

Ornek 3.25. (€, €, 1d¢) caprazlanmis modiiliinii ele alalim. I, £’ nin ideali ve J, £’ nin alt
halkasi, I € J olmak tlizere (I, J, inc), (&, €, Id¢)’ nin bir alt ¢gaprazlanmis modiiliidiir.

Gergekten, I , € ‘nin ideali oldugu i¢in alt cebiri ve J, € ‘nin alt halkas1 olmak iizere; [
ideal, J € € oldugu i¢in J, I’ ya & lizerinde ayni etkiyi yapar, ayn1 nedenle (I, J, inc) bir

caprazlanmis J — modiildiir ve agik olarak
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inc

|

M o

inc Idg

M~

mnc

degismelidir.

Ornek 3.26. I , € halkasmin bir ideali ise, (I,1,1d;), (€, E,1d:)’ nin bir idealidir. Gergek-
ten, bir 6nceki ornekte J yerine I alirsak (1,1, 1d;), (€, E,Id¢)’ nin bir alt caprazlanmig mo-
diillidiir. 11 U 11 = II olup &€’ nin bir idealidir. IEVUEl =1Vl =]1CS [ dir ve&l =1E =
11

olmasi saglanir.

Ornek 3.27. I ve J, € nin iki yanli idealleri olsun. Bu durumda (I N g, I, inc), (J, &, inc)’
inidealive (I N J,J, inc), (I,&,inc)’ in idealidir. Gergekten, I N J, J’ nin ideali oldu-
gundan alt cebirdir, I, £’ nin ideali oldugu i¢in alt halkasidir. 1,1 N J lizerine, £’ nin J
lizerine yaptigi etki gibi etki eder. (I N J,1,inc), I N J, I’ nin ideali oldugu i¢in bir ¢apraz-

lanmis [ — modiildiir ve

Inj__ M L g

inc inc

~
v

- &
inc

diyagrami degismelidir. Boylece (I N J,1,inc), (J,E,inc)’ in bir alt gaprazlanmig modiilii
olur. Ayrica, INJJUJUNJ) S1nJdir. I, £ ninidealidir, hem I hem J &’ nin ide-
ali oldugundan JIVIJ < I, JIVUIJ < J olur. Boylece JIVIJ S INJdir.INJ de
€’ nin ideali olacagindan EINJ),(INnJE<SINJ dir ve boylece (INJ,I,inc),
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(d, E,inc)’ in bir idealidir. (I N J,J,inc)’ nin (I, €, inc)’ in ideali oldugu da benzer se-

kilde goriiliir.

Onerme 3.28.

i) (M, &, u) ¢aprazlanmis modiiliiniin alt c¢aprazlanmis modiillerinin herhangi bir
{(1;, J;, ui)} ailesinin kesisimi de bir alt ¢aprazlanmis modiiliidiir.

ii) (M, €, 1) caprazlanmig modiiliiniin ideallerinin herhangi bir {([;, J;, €;)} ailesinin

kesisimi de bir idealdir.

Ispat:

i) Herii¢in [; , M’ nin alt cebiri oldugundan N I; de M nin alt cebiridir. J;’ ler £’ nin
alt halkas1 oldugundan N J; de £ nin alt halkasidir. j € N J;, t € N [; olsun. Bu durumda
her i i¢in j € J; ve 1 € I; oldugundan j - 1 € [; olur ki, buradan j -1 € N [; bulunur. Her bir
(1;, J;, ui) bir caprazlanmis modiil oldugundan
CMDHerteNl; ,jeENJ; i¢ind(j-1) = ju
CM2) Her 14,1, € N [; igin d(1y) * 15 = 1415
oldugu etkinin ve siir doniisimiiniin (M, €, 1)’ daki etki ve sinir doniistimiiniin kisitlama-

lar1 olmasindan goriiliir. Ayrica, agik olarak

inc
ﬂli—> M
Ul U

ﬂ]i . > &
inc

diyagrami degismelidir.

i) (N1;,NJ;, ;) nin alt ¢caprazlanmis modiilii oldugu ilk kisimdan gorilmektedir.
NG M) = (NL)M ve N(MT) = M (N I;) oldugundan dikkat edilirse her i i¢in ;M C I;
ve M'I; € I; olmasindan, (N I;)M U M (NI;) € NI; olur. Her bir J;, £’ nin ideali oldu-
gundan N J; de £’ nin bir idealidir. Yine her i icin, MJ; € I; ve J;M < I; oldugundan,
her iki tarafta kesigiminin alinmasiyla N(MJ;)UNJ; M) € NI; ve dolaysiyla,
M(NJ)UNJIM < NI; elde edilir. Son olarak, E(NIL) € NI; ve (N)E S NI ol-
dugu benzer sekilde kesisim olarak goriiliir. m
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Onerme 3.29. Yukaridaki énermede varligi gosterilen (N 1;, N J;, ;) alt gaprazlanmis mo-

diili veya ideali, N(1;, J;, 1;) seklinde de gosterilir.

Teorem 3.30. (M, &, i) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii olsun.
a) (I,J,w) 2 (M, &) ve (B,Q,u) <M, Eu) ise I+B,J+Q,1) <(M,E )
olur.
b) {(LuJnihea » (M, E 1)  “in ideallerinin bir ailesi ise, ()L, XaJr, i) <
(M, €, 1)

olur.

Ispat:

a) Cebirler i¢in ilgili teorem geregince, | 2 M ve B < M oldugundan [ + B < M,
J2EveQ < Eoldugundan J+Q < Eolur. j+q €J+Qvei+b €I+ Bolsun. (j +
q -({i+b)=G-i+j-b+q-i)+q-b €EI+B

b) Cebirlerin idealleri toplami i¢in ilgili teorem geregince Y, [h, L Mve Y) J 2 E
olur. Y ja €XaJa vec EM olsun. ¢ Y jp =2aC-Jn ve her A igin (I, J),0) =
(M, E, 1) oldugundan c - j, € I, olup, c Yy jr€ 2l olur. Benzer sekilde, r € € ve

Z;\ l';LE Z)L I;\ 1(,‘111 T 2;\ l';L = ZAT . l';\E 2;\ IA olur. m

Onerme 3.31. (¥, ¢): (M, E,u) — (D,S,8) bir MMod(K) morfizmi olmak iizere
(ceky, ek, 0) 2 (M, €, p) olur.

Ispat: y: M — D, € — cebir homomorfizmi, ¢: € — S, K — cebir homomorfizmi oldu-
gundan c¢ekyp 2@ M, cekgp 2 € olur. Ayrica (Y, ¢), MMod (KK) morfizmi oldugundan
ceceky , e€€ ise Yle-c)=¢(e) - P(c)=y(e) -0=0 olup e-c € ¢eky “dir.
me M, d € geke ise Y(d - m) = ¢p(d) - p(m) =0-yYP(m) = 0 olup d - m € ¢eky ‘dir.
Ayrica ¢ € geky ise ¢p(uc) = u(yc) = p0 = 0 oldugundan uc € geke dir.
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Onerme 3.32. (¥, ¢): (M, E,u) — (D,S,8) bir MMod(K) morfizmi olmak iizere
(gory, gorg, u) < (D, S, 5)

Ispat: d € gory , s € im¢ olsun. m € M , e € £ olmak iizere d = Y(m) , s = ¢p(e) di-
yelim. s - d = ¢(e) - Pp(m) = P(e - m) oldugundan s - d € ¢eky ‘dir. Ayrica d = P(m)
olmak tizere d € gory ise 6(d) =6 (lp(m)) = ¢(um) olup §(d) € gorg elde edilir.

M v » imp ——» D

3.1. Degismeli Cebirlerin Boliim Caprazlanmis Modiilii
(M, €, 1) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii ve (I, J, u) 2 (M, €, u) olsun. M / Ve 5/ 7

boliim cebirlerini géz oniine alalim. Bu durumda, €, M / 7 Uzerine e - m+D=e-m+1

seklinde etki eder. Ayn1 sekilde j € Jisej- (m + 1) =j-m+1 seklinde bir etkiden bah-
sedebiliriz. Ancak burada (I, J,u) < (M,E,u) oldugundan j-m €€l olup j - m+1 =1
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‘dir. Boylece her jeJ i¢in j-(m +1) =1 olup J , M / 7 Uzerine asikar bir etkisi bulunmak-
tadir. E/J’ nin M/I ‘ ya etkisini (e + J) - (m+ 1) =e-m+ 1 ile tammlayalim. Bu iyi
tanimlidir, ¢linkii

e+J=¢e'+J ve m+I=m'+Ilisee—e' € Jvem—m' €’ dir.
(L,Jw=M,E,p)

olmasindan,

MmeM,e—e' €J =((e—e )y melm—m el ,eleJ=e-(m—m') €I
olup

(e—e) m+e - (m—m)=e-m—e  -m+e - m—e' -m=e-m—e'-mel
olur.

Boylece,e -m+1=¢e'-m' + I dir. fi: M/I — 8/(7 fonksiyonu, g(m +1) = um + J
ile tanimlayalim. Bu fonksiyon iyi tanimlidir. Gergekten, m +1 =m' + [ ise (m—m') €
Iolurveuim—-m')eJ=um—-—uym' € g = um+ J=pum' + J dir. @’ ninbirg/g—
cebir homomorfizmi oldugu da aciktir. Boylece (M / I g/ J’ 1) cebirlerin bir ¢aprazlanmis

(M ,E,1)
@,J,1)

modiilii olur. Bu ¢aprazlanmis modiilii seklinde gosterilir.

Teorem 3.1.1. (Cebirlerin Caprazlanmis Modiilleri icin 1. izomorfizm Teoremi)

W, ¢p): (M, E,u) — (D,S, ) caprazlanmis modiillerin bir morfizmi olmak tizere

QLER) = (gory, gore, 6) dir.

] W

Ispat: Cebirler icin 1. izomorfizm Teoremi uygulandiginda a: M / cekp gory ,
a(m + cekyp) = P(c) ve B: 8/ cekp gorg, B(r + cekg) = ¢(e) fonksiyonlarinin bi-

.. . . . (M€ ,u) ~ . . )
rer cebir izomorfizm olduklar: bilinmektedir. Boylece m——— (gory, gore, &) ol

dugunu goéstermek igin yalnizca, (a, B): (M / cekp ,8/ cekep ? ,LZ) — (gory, gore, 6) ikili-

sinin bir M'Mod (K) morfizmi oldugunu gostermek yeterlidir.
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7 E
M g:ekl/)#, / cekep

a B

imp ————> im¢

)

B (3(m + gekp)) = Bum + geko)

= ¢(um)
=6(p(m))
= §(a(m + geky)))
oldugundan
Bit = da
olup yukaridaki diyagram degismelidir.
Ayrica,

B(e + ¢eke) - a(m + ceky) = ¢(e) - Y(m)
=y(e-m)
a(e - m + ceky)
a((e + ¢eke) - (m + ceky))

oldugundan (a, B) bir MMod (K) izomorfizmidir. m

Teorem 3.1.2. (Cebirlerin Caprazlanmis Modiilleri i¢cin 2. Izomorfizm Teoremi)

(M,N,w) < (I,J,u) 2 (M, &, u) ve (M,N,u) (M, E, 1) ise (M,N,u)2(,J,u) ve
M.EW)
MN.p . (MEw)

Liw = LJ,
N (1,d,m)

olur.

Ispat: Ilk olarak (M, N, ) 2 (I, J, 1) oldugunu gosterelim. (M, N, ) 2 (I,J, 1) ve
(M,N,p) 2 (M, &, 1) oldugu verilmistir. ] EM , J € Eoldugundani €1, € J, m€
M,n€Nigin j-m,i-n€Molup (M,N,u) 2 (I,J, 1) bulunur. Simdi izomorfizm teo-

M
remini gsterelim. Cebirler i¢in 2. izomorfizm Teoremi’nden a: /M /I — M / I
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£
a(m+M+1/y)=m+1Ive p: /N/7/ —>5/J,ﬁ(e+N+‘7/N)=e+Jf0nksi—
N

yonlarmin birer cebir izomorfizm olduklarini bilinmekteyiz. Boylece, teoremi ispatlamak

. (M N M g
icin sadece (a, B): I/M’ (7/ Nz ( /]: /(7'/1)
N

ikilisinin bir M'Mod (K) morfizmi oldugunu gdstermek yeterlidir.

]V[/ I ‘E/N/
M/I/M g J/N

M >
/1 _ &/
In

Ba(m+M+1/y,) = ﬁ(/l(m—l—M) +J/1v)

=ﬁ(,um+N+‘7/N)
=um+J
=pa(m+1)
= ﬁa(m+M+I/M)
oldugundan B = fia olup diyagram degismelidir. Ayrica,
ﬁ(e+N+<7/N)-a(m+M+1/M) =(+J) - (m+1)

=e-m+1

=ale-m+M+1/))
=a((e+N)-(m+M)+I/M)

=a((e+N+<7/N)-(m+M+I/M)>

oldugundan (a, B) bir MMod (K) izomorfizmidir. m

Teorem 3.1.3. (Cebirlerin Caprazlanms Modiilleri icin 3. Izomorfizm Teoremi)

(M, E, 1) cebirlerin bir gaprazlanmig modiilii ve (B,Q,u) < (M, & u) ve (I,J, 1) 2

. B.ow . B+LQ+J.1)
(M, E, ) ise Brlond ) = agm olur.

ispat: Cebirler i¢in 3. Izomorfizm Teoremi’nden a: B / Bnl~ B+1 / I
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a(b+BﬂI)=b+IveB:Q/QnJ—>Q+]/(«],,3(q+QnJ):CI+<7

fonksiyonlarinin izomorfizm olduklarini biliyoruz. Geriye sadece,

(a, B): ( /B Nl /Q nJg ,M) (B +I/ ¢ +J/J ,u) ikilisinin M Mod (K) mor-

fizmi oldugunu gostermek kalir.

i
B/Bm — /Qﬂl

B+I/I P > Q+]/]

Bab+BNI) =pub+QNJ)

=ub+J
= @b +1)
=ga(b+BnJ)
oldugundan B = fia olup diyagram degismelidir.
Ayrica,
pl@+QnJ)-alb+BnD=(q+J) - (b+1)
=q-b+1
=a(@-b+BnI)

=a((@q+QnJd)-(b+BNI))m
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4. DEGISMELI CEBIRLERIN 2 — CAPRAZLANMIS MODULLERI
ICIN iZOMORFiZM TEOREMLERI

Tanmm 4.1. M, €, T birlesmeli ve degismeli K —cebirler ve p: € — T ile u,: M — &;
g0r 1, € cek py olmasini saglayacak sekilde homomorfizmler olsun. Bu durumda

M H2 I Ha T

cebirsel yapisi, birlesmeli ve degismeli K —cebirlerin 2 —zincir kompleksi olarak adlandiri-
lir. {laveten eger gorpu, 2 € ve gor u; < T ise bu durumda yukaridaki 2 —komplekse bir

normal 2 —zincir kompleksi denir.

Tanim 4.2. Birlesmeli ve degismeli K —cebirlerin bir

M Uz € 253 T

normal 2—kompleksi ve {,}: € X &€ — M, seklinde bir ekstra bilineer doniisiim verilsin.
JT’nin M ve & lizerindeki etkisi ile £'nin M iizerindeki etkisi bulundugunu varsayalim. t €
T,e € Evem € M olmak lizere e - t, m - t, m - e etkileri gostersin. Asagidaki kosullarin
her m,my,m, € M, e,e,e;,e3 € Evet €T icin gecerli olmas1 durumunda bu yap1 bir

2 —caprazlanmis modiil olarak adlandirilir.

(1) wmle-t) =wu(e)tveu(m-t) = p(m)-t
(2) paler,ex} = €1 - pi(er) —eqe;

3) {u2(my), up(mp)} = —mym,

@ {u(m), e}y =m-wp(e)—m-e

O {ep,(m)}=-m-e

(6) {er,ezes} ={es, e} - py(es) + {erez, €3}
(7) {evex}-t={e et}

Eger karigiklik riski mevcut degilse bir

M U2 € 253 T
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2 —caprazlanmis modiilii bazen (M, E, T, u,, i1) ya da kisaca (M, €, T') seklinde de gos-
terilir. Buradaki kiime parantezine Peiffer liftingi denir.

Bir

M Uz € 251 T

2 —caprazlanmis modiilii verildiginde, ayn1 zamanda bir

M = £
caprazlanmis modiilii ile
£ - T
ve
M U1l T

seklinde iki tane de dn—c¢aprazlanmis modiil verilmis olur. Bunlardan ikincisinin sinir do-

nlisiimiiniin asikar, yani y;u, = 07 olduguna dikkat edelim.

Tanim 4.3. Birlesmeli ve degismeli cebirlerin

M H2 € M1 T

ve

M

gibi iki tane 2 —caprazlanmis modiilii verildiginde, bunlar arasindaki bir
P (MET, g 1) = M, E, T, i, 11)

homomorfizm ® = («, £, ) Ugliisii ile tanimlanir, oyle ki

a: M — M’
B:E—E
y: T —>T'

birer degismeli cebir homomorfizmidir.
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Hz H1

M » £ > T
a B Y
v v v
m' ; > g > T’
M2 M

diyagrami degismelidir ve

a(m-t) = a(m)-y(t)
ple-t) =p(e) - y(t)
afey, e;} = {B(e1), fer)}

ozellikleri saglanir.

Eger a, f ve y’nin her biri cebir izomorfizmi ise, o halde yukaridaki sartlar ile bir-

likte T!’nin 2—¢aprazlanmis modiil izomorfizmi oldugu soylenir.

Bir® : (M,E,T, uy, 1) — (M',E',T', uy, n1) homomorfizmi verildiginde, ayrica

E’nin M iizerindeki her iki etkisi de korunur ¢iinkii,

a(—{e, u2(m)})
= —{B(e), Buz(m)}
= —{B(e), pra(m)}
=a(m) - p(e)

a(m-e)

a(m-p,(e)) = a(m) - yu,(e)
= a(m) - uyB(e).

Ayrica eger @ = (a, B,y) bir 2 — ¢aprazlanmis modiil homomorfizmi ise bu durumda

((Z,ﬁ) : (M,g,ﬂz) — (M,,g,,//lé)

bir ¢aprazlanmis modiil homomorfizmidir.
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Tanim 4.4. Birlesmeli ve degismeli cebirlerin bir

M U2 I Ha T

2—caprazlanmis modiilii verilsin ve

M 2 g T

deM' S M,E" CET ST veuy = pqler, Uy = Uyl olacak sekilde bir 2 —¢aprazlan-
mis modiil olsun ve ayrica buradaki etkiler ve Peiffer Liftingleri, digerlerinin kisitlamasi
olsun. Budurumda (M', E', T, uy, u1)’in, (M, E, T, Uy, 1) igin bir 2—alt ¢aprazlanmis mo-
diil oldugu soylenir. Bu durum (M, €', T") < (M, E,T) seklinde ifade edilir.

Tanim 4.5. Bir M 3 E = T 2—c¢aprazlanmis modii-

liinlin bir 2 —alt ¢aprazlanmis modiilii asagidaki gibi verilsin.

! !
[25] 1251
M’ &

Eger
(HE QS EandT' 2 T
Qe -te&',m-teM’
Be-t'e&' ' m-t' e’
@) {e',e},{e,e'} eM’

kosullari timm e M, m' e M',e € E,e' € E', t €T vet' € T' i¢in gegerliyse, o halde
(M',E",T")’ nin (M, E,T) igin bir 2—c¢aprazlanmis ideal oldugu sdylenir ve bu durum
(M, E,T) 2 (M, E,T) ile gosterilir.

Yukaridaki tanimda verilen (4) kosulundan goriilebilir ki, tim m € M, m' €
M',e€Evee €&'icin m'-eeM'vem-e' € M’ elde ettigimize dikkat edin. Eger
M™m',e,T"), (M,E,T, Uy, 4q) ‘nin 2—gaprazlanmis ideali ise o halde tim m € M, m' €
M', e € Evee' €E'igin asagidakileri elde ederiz

m'-e=—{e,u,m'} e M’
m-e' = —{e’,u,(m)} e M’
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benzer sekilde
m' -y, (e) e M vem -y, (e') e’
elde edilir. Ek olarak, M'' < M olur ¢iinkii
m' -m=m"-u,(m) e M’ diir.

Bu argiimanlarin bir sonucu olarak, (M, E",T"), (M, E,T, Uy, 1) nin 2—¢aprazlanmis
ideali ise; (M, E") de (M, €, u,) nin bir ¢aprazlanmis ideali olur.

Tanim 4.6. Bir

d = (a,ﬁ,]/) p (MJ‘EJTI.HZ':Ul) —4 (M',g',T’,‘u'Z"ui)

biciminde 2—c¢aprazlanmig modiil homoformizmi verilmis olsun.®’nin ¢ekirdegi ¢cek ® =
(ceka, ¢ek B, ¢cek y) ile tanimlanir ve @’ nin goriintiisii gor ¢ = (gor a, gor B, gory) ile ta-

nimlanir.

cek @’nin, (M, €, T) ’nin 2—c¢aprazlanmis ideal oldugunu gérmek kolaydir ve ayrica
gor @, (M’, ', T") nin 2—altcaprazlanmis modiiliidiir. Ornegin,gor ®igin 2—¢aprazlanmis
ideal halinin diger bir kosulu k € ¢ek 3, e € € i¢in, {e, k}; € ¢ek a oldugu asagidaki gibi

elde edilir.

afe,k} = {B(e), B(k)} = {B(e), 0¢'}1
= {B(e), u2(051)} = =(0p¢7 - B(€)) = Oy

Tanim 4.7. (M, E,T, uy, 1), 2—caprazlanmis modil ve (M',E',T"), (M, E,T) nin bir

M)

2 —caprazlandirilmis ideali olsun. Bu durumda RYED)

2 —caprazlanmig bolim modiilii

(%,5,%,5, E) beslisi ile tanimlanir. Burada g, fi; ve Peiffer liftingleri asagidaki gibi

tanimlanir.

f(m + M') = pp(m) + &'
fi(e+€") = p(e)+7"
{eq + &, e,+E"} ={ey, e} HM’
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Ty . M €. .o . E, . Mo .
77,'n1n VACK tizerindeki ve g’mn vl iizerindeki etkileri su sekilde verilmistir:

m+M)-t+T)=m-t)+ M’
e+ &) - (t+T)=(e-t)+ &'
m+M)-(e+&)Y=(m-e)+ M’

) M oET o
Yukaridaki tanimda (W'?’F’ Uz, ,ul)’dekl tiim etkilerin ve sinir doniisiimlerinin iyi ta-

nimli olduklar1 ¢aprazlanmis modiillerden bilinmektedir. Asagida, Peiffer liftinglerinin de

iyi tanimli oldugunu gorelim.

Lemma 4.8. (M, E,T, Uy, 4q), 2—¢aprazlandirilmis modiil ve (M',E',T"), (M, E,T)’ nin
2—caprazlanmis ideali olsun. Bu durumda boliim 2—¢aprazlanmis modiiliiniin Peiffer lif-

tingleri 1yi tanimlidir.
Ispat. ideal tanimdan her e’ € €', e € € icin {e, e’} € M’ oldugunu biliyoruz.
E/E"de e, + E' = e, + £’ oldugunu varsayalim. Bu durumda e, — e; € €’ olur.
{es, e} —{e, e} ={e; — ey, e} ={0g, e} = 0y €M’

olmasindan {e,, e}; — {e;,e}; € M’ elde edilir ve {e; + E',e+E}={e, +E e+ E'},
fe+&,e1+EY={e+E" e, +E}olur. m

Onerme 4.9. (M, E, T, uy, 1y) 2—caprazlanmis modiil ve (M’,E",T"), (M, E,T) nin bir

2—caprazlanmis ideali olsun. Bu durumda herm € M,e € E ve t € T igin
g(m)=m+M',q,(e)=e+E,qz(t)=t+T'

. g , M oE T __ _\, )

ile tanimlanan Q = (qq,qy, q3) uclisi (M, E,T, u,, u,) *den (W'?'F'“Z’“l) ye bir

2—¢aprazlanmig modiil homoformizmdir ve Q’nun ¢ekirdegi (M',E’,T") dir.

Ispat. q,, q, ve q3’iin kanonik homomorfizm denen cebir homomorfizmleri olduklari bilin-

diginden, herm € M, e € £, t € T i¢in asagidaki esitliklerin varligin1 gérmek yeterlidir.

m2qi(m) = pp(m+ M") = up,(m) + €' = qu,(m)
mdz(e) = e+ &) =we) +7" = qszu(e)
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{az(e1), qz2(ex)} = {eg + &' e, + €'} ={er, e} + M = qi({er, ex 1
QGs(m) - q: (D) =m+M)-t+T)=m-t) + M'=q,(m- 1)
qas(e) - q () =(e+ &) - (t+T)=(e-t)+ & =qy(e-0).

Ayrica cebirleri i¢in bilinen denkliklerden

cek Q = (¢ekqy, ek qp, gekqz) = (M7, E',T")
oldugu elde edilir. n

Yukaridaki 6nermenin bir direkt sonucu olarak, ideal taniminin kategorik olarak

dogru oldugunu ifade eden asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 4.10. (M, E,T, uy, 4q) bir 2—caprazlanmis modil ve (M', E",T") < (M, E,T) ol-
sun. Bu durumda, (M, E",T") 2 (M, E,T) olmasi i¢in gerek ve yeter sart, en az bir
M5, T u5,u;) 2 — caprazlanmis modili  ve @:(M,E, T, Uy, 1y) —
(M, E*,T*, u3, ui) homomorfizmi i¢in cek ® = (M', E',T") olmasidir.

Teorem 4.11. 2—caprazlanmis modiillerin bir

q) = (Cl,ﬁ,)/) : (M»&T»llz'ﬂﬂ — (M*,g*,T*,/l;,MI)

homomorfizmi verilsin. Bu durumda

olur.

ispat. @ : = — gora, f:—— — gor f ve J : —— —> gory, cebirler icin 1. izomorfizm
ceka cek B ceky ’

teoreminin ispatinda kullanilan izomorfizmler olmak, yani @(g + ceka) = a(g), B(r +

(M,ET)

cek B) = B(r) ve 7(t + ceky) = y(t) ile tammli olmak iizere ® = (07, B, )7) ek

gor @ donilislimiinii tanimlayalim.
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ceka > cek B " ¢eky
@ B v
v v v
gor a > gorf » gory
My M1

Yukaridaki diyagramin degismeliligi ve etkilerin korunmasi, ¢caprazlanmis modiiller

i¢in 1. izomorfizm teoreminin bir sonucudur. Boylece

{5(91 + ker B), B(e; + ker ,3)} = {B(e1), B(ex)}
= a({e1, e;})
= a({e,, e;} + kera)
= a({e; + ker B, e, + ker 8})

esitligi gormek yeterli olur ve buradan @ nin bir 2—¢aprazlanmis modiil izomorfizmi oldugu

sonucuna varilir. ]

Tamim 4.12. (M, E,,T7) ve (M, E,,T5), (M, E,T, Uy, 4q)’in 2—alt¢aprazlanmis modiil-
leri olsunlar. Bu duurmda (M, €;,77) ve (M, €5, T5) nin arakesitleri,

(M, €1, 7)) N (M3, E5,T3) := (My N M3, E. N E, T3 NT)
seklinde tanimlanir.

Onerme 4.13. Bir 2—¢aprazlanmis modiiliin iki 2—alt¢aprazlanmis modiiliin arakesiti de bir
2—alt ¢aprazlanmis modiiliidiir. Ozel olarak, eger bu 2—alt ¢aprazlanmis modiiliin her ikisi

de birer ideal ise, bu durumda arakesitleri de bir idealdir.
Ispat. 2—alt ¢aprazlanmis modiil ve ideal tanimlarindan hemen goriiliir. =

Tammm 4.14. (M, E,T, 4y, 1q) bir 2 — gaprazlanmis modil ve (M',E,T") ile
M™m",E", T, (M, E,T) nin birer 2—alt ¢aprazlanmis modiilii olsun. Bu sartlar altinda,
M, E,T") ve (M",E",T") niin toplami

46



(M‘I, gl}g"l) + (MII, (S”,T”) = (MI + M/I’gl + glI'TI + TII)
seklinde tanimlanir.

Onerme 4.15. (M',E",T"), (M, E,T, iy, ;) 2—caprazlanmis modiiliiniin bir ideali ve
M",E",T7") de (M, E,T, Uy, uy)’in bir 2-alt-gaprazlanmis modiilii olsun.
(1) ™ e, T+ WM",E",T"), (M, E,T) nin 2-alt-gaprazlanmis modiiliidiir.
(ii) Eger buna ilaveten (M",E",T") de ideal ise, (M',E",T") + (M",E",T"),
(M, E,T) nin bir idealidir.

Ispat. ) u,(M' + M") S E' +E" ve uy,(E' + ") € T' + T" oldugu agik¢a goriilmek-
tedir. Bunun yaninda, her m" e M', e’ € &', t' €T, m"eM",e" €& vet'" €T

i¢in,
@ +t")-(m'+m") =t -m'+t -m" +t"-m'+t"-m" €M +M"
m+m")- ' +t")=m'-t'+m - t"+m" -t +m" - t" eM +M"
' +t")-(e'+e)=t-e' +t' -e"+t'-e' +t'-e" €& +&"
ve

(e +e")-{t'+t")=¢ t'+e -t"+e" -t +e" - t" €& +&"
olur. Ayrica e, e;, € €', e{,e),€ E" igin A = 1,2 olmak {izere
leiteleatea={epexat{enerlat+ief exdat{e,edreé +&"
olup (M E T+ (M",E",T") < (M, E,T) elde edilir.

() E'+E"<EveT'+T" <T oldugu, €',E" <€ ve T',T" < T olmasindan
goriillir. Diger sartlar da asagidaki gibi elde edilir.

(e"+e")-t=(("-t)+("-t)e& +&"
m+m")-t=m"-t)+(m"-t) e '+ M"
m+m")-t=m"-t)+(m"-t) e '+ M"

e-(t'+t")=(e-t)+(e-t")eEE +E"
m-(t'+t")=(m-t)+@m-t")EG +M"

{e'+e",e}={e',e}+{e" e}e& +&"

{e,e' +e'"}={ee'}+{ee"}e& +E"
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Teorem 4.16. (M, E, T, u,, 1y) bir 2—¢aprazlanmis modiil, (M', E',T"), (M, E,T) nin bir
ideali ve (M",E",T"), (M, E,T) nin bir 2—alt-¢aprazlanmis modiilii olsun. Bu durumda,

(M”, g”,T”) _ (M,, EI’TI) + (M”, (E”,T”)
(M’, gl,g"l) N (]V[II,SH,TII) - (Ml’gl’g"l)

ispat. a(m) =m” + M', B(e") = e" + & ve y(t") = t" + T ile bir

(M‘I’EI’TI) + (M/I’gll' TII)

® = (a,f,y): (M",E",T") a0, €, 7

doniisiimiinii tanimlayalim.

! 14

Herm' € M', m" € M" oldugu durumda her bir m'+ m"” + M’ € MM, icin,

m' € M’ olmasinda dolayt m' + m"”" + M' = m" + m' + M' =m"” + M’ elde ederiz.

Dolayisiyla, a(m”) = m" + M' = m’' + m" + M’ olur. Bu da a’nin bir 6rten fonksiyon

’ " Iyl
+&

oldugunu gosterir, yani gér a = MM, olur. Benzer sekilde, gor f =

o Ve gory =
7'+7" SR ; ; m e T+ e T
oldugu goriiliir ve boylece gor ® = ( ( ]VZ, é,T,) )

elde edilir.

T,

Ote yandan, her m"" € M" i¢cin a(m") = 0,pr 0 ©m" + M' =M' & m' €
M,

M’ oldugundan ¢ek @ = M' N M" olur. Benzer sekilde, ¢ek B =E ' NE" ve ¢ek y =
T'NnT" olup buradan da cek® = (M, E",T)Yn (M",E",T") elde edilir.

(M”,E”,T”)

Teorem 5.11. uyarinca ke & gor @ olmasindan
(M”, g”,T”) ~ (M,, EI,T,) + (M”, EII,T”)
(M,,SI,T,) n (M//’SII,T/I) - (M’,g’,T’)
sonucu elde edilir. [
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Onerme 4.17. (M, &, T, iy, 1) bir 2 — gaprazlanmis modiil, (M, E",T") 2 (M, E,T),
(M",E",T") < (M,ET) ve (M',E,T)<M",E",T") olsun. Bu durumda,

(M-II’SII'TII) 5 (M.ET)
oeheh Ty T EeL T

dir.

olmasi i¢in gerek ve yeter sart (M, E",T") 2 (M, E,T) olmasi-

(M’,,SII,T’,) < (M,S,T)
hergh T (mENTh
n n

nuctan dolay1 £" < € & Sg—, < 5 veTl' 2T ;;” < % oldugu bilinmektedir. Ideal ol-

oldugu kapsamalardan agiktir. Ayrica cebirler i¢in ilgili so-

Ispat.

manin diger sartlar1 arasindaki ¢ift yonlii gerektirme ise asagidaki sekilde goriiliir.

14 14

e"-teg"<=)(e"-t)+8’6?<=)(e”+€’)-(t+.‘]"’)€?

1 1

II. E I,@ II. Ie_ﬁ n I. ! E_
m'-teM m'"-t)+ M 7 m'"+MmM")-t+7T") o

1 1

e-t"68"<=)(e-t")+8'E?<=)(6+£')-(t"+f]"’)E?

1 14

. IIE ,I@ . 12} Ie_ﬁ ! . n ! E_
m-t"eM (m-t")+M T (m+M")-(t"+7T") o

1 1

M
II’ E M‘II c} II, M’ E = IISI' 6’ E
e e) (" M € (e e €5

1 1

, 14 EM” = , n M‘I E P SI' II((_:I E
fe,e”) (e, eIV €2 (o€l e"EY €

Teorem 4.18. (M, E, T, iy, 1) bir 2—¢aprazlanmis modiil, (M',E',T") ve (M, E",T"),
(M,E,T) nin M'cM",E c&" ve T' € T" olacak sekilde ideali olsunlar. Bu du-

rumda,

(M, E,T)
e Ty o MET)
(Mn’gu’g"n) - (M”,S”,T”)
(M, E,T)
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Ispat. a, B ve y fonksiyonlarmi

M
mwo_ M M "
@i =y _>]Vl””' alm+M Y =m+M
M
£ "
B: £ £ B e+£'£ =e+&"
: 2 8/1’ g’ -
g7
T "
iHT t+ T’ =t+7T"
e ﬂ T’ I/ T’ -
T7

seklinde tanimlayalim. a, f ve y fonksiyonlarinin cebir izomorfizmleri oldugu bilinmekte-

dir. Asagidaki diyagram g6z oniine alalim.

MM B2 E/E' i T/T
M‘II/M g 8”/8, i T”/T,
a B 14
v v v
M € T
M — > cr . e T
Uz 251

Herm € M, e, e;,e, EEvet €T igin

flo(m + MHE"
()

Ty +M’M”
Puz|m M
gll
=ﬂ<u2(m)+e'?)

= p(m) +&"

= fip(m + M)
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= [ +M’M”
= alm Y

— g” ﬂ1(e +£I)TH
H1 E'—l=y|————
Y <e + E') V< T

_ ()+T,TII
=Y\ule T

=u(e)+ 7"
= (e+&")

=pu +E’g”
=mp|e o

ve

L L s

r M,M‘H
=a|l(m-t) + T
=(m-t) +M"
=(m+M")-E+T")

_ M,M” T’T”

_a<m+ M,>-y<t+ T')
" TN (((e+ED-(+T))E"
(5] or ) ofezenmy

=ﬁ<(e-t)+£’£8—lll>

=(e-t)+¢&"
=(e+&")-(+T")

= +8’8” t+fT’T”
=plete )y =

olur. Sol etkiler i¢in olan esitlikler de benzer sekilde goriiliir. Ek olarak, her A € {1,2} i¢in

,8” ’8” , , A
a{el+8 ?,e2+£ ?}A =a {91+5,€2+8},1W
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B { } +M,M”
=a\l| 11,625 M

= {81, ez}l + M”
— {el + gn' e, + gu}/1
= {B(es&'(€"/€"), B(e26"(€"/EN)},

olduguna dikkat edilerek ispat tamamlanur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez caligmasinda izomorfizm teoremlerinin birgok yapiya uygun oldugu goriildii-
giinden degismeli cebirlerin 2 —¢aprazlanmis modiilleri i¢in de var olup olmayacaklari aras-
tirnlmistir. Ve ayrica bu teoremlerin ¢aprazlanmis modiiller i¢in varligi literatiirde gosteril-
diginden, bu tezde caprazlanmis modiill kavraminin {izerine bir boyut daha eklenerek

2 —caprazlanmis modiillerinde degismeli cebirlerin {izerinde var oldugu gosterilmistir.

Bu tez calismasinda degismeli cebirler lizerinde 2 —¢aprazlanmis modiillerin ii¢ izo-
morfizm teoreminin de var oldugunu ve yapilarin birbiri ile iliskisinin oldugu arastirilmistir.
Bu aragtirmanin sonucunda bilinen tii¢ klasik izomorfizm teoreminin benzerlerinin bu yapi-

lar i¢in de gecerli olduklari ispatlanmigtir.

Boylelikle cebir teorisinde ve cebirsel topolojide temel yapilarin aslinda bir ¢ok yeni

konunun kesfine 6nemli 151k tutacagi giincel yapilara rehberlik edecegi diistiniilmektedir.
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