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Yiiksek Lisans Tezi

Degismeli Olmayan Birlesmeli Cebirlerin 2—Caprazlanms Modiilleri ve Morfizmleri
icin Izomorfizm Teoremleri
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Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Ik boéliimde tez boyunca gerekecek olan degismeli olmayan birlesmeli cebirlerin
2—caprazlanmisg modiilleri ile ilgili literatiir bilgisi sunulmustur.

Ikinci bsliimde bazi temel cebirsel ifade ve teoremlere yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde degismeli olmayan birlesmeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleri
detayli bir sekilde ele alinarak alt ¢aprazlanmis modiil, ideal, ¢aprazlanmis modiil homomor-
fizminin ¢ekirdegi ve goriintiisii, boliim caprazlanmig modiilii gibi kavramlar incelenmis ve
cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleri i¢in izomorfizm teoremlerinin ispatlar1 verilmistir.

Dordiincii boliimde, dnceden verilmis olan kavramlar cebirlerin 2—c¢aprazlanmis mo-
diilleri i¢in uyarlanmisg ve verilen yeni tanimlar altinda izomorfizm teoremlerinin hala gecerli
olduklar1 ispatlanmistir.

Son boliimde ise daha 6nceki boliimlerde elde edilen sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Cebir,¢aprazlanmis ve 2—¢aprazlanmis modiil, izomorfizm teoremi



SUMMARY
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Isomorphism Theorems for 2—Crossed Modules of Non-commutative Associative
Algebras and Their Morphisms
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This study consists of five chapters.

In the first chapter, the literature on 2—crossed modules of non-commutative associ-
ative algebras that will be required throughout the thesis is presented.

In the second chapter, some basic algebraic expressions and theorems are given.

In the third chapter, crossed modules of non-commutative associative algebras are
discussed in detail, concepts such as subcrossed module, ideal, kernel and image of crossed
module homomorphism, quotient crossed module are examined, and proofs of isomorphism
theorems for crossed modules of algebras are given.

In the fourth chapter, the previously given concepts are adapted for the 2-crossed
modules of algebras and it is proved that the isomorphism theorems are still valid under the
new definitions given.

In the last chapter, the results obtained in the previous chapters are given.

Keywords: Algebra, crossed module and 2—crossed modules, isomorphism theorems
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1. GIRIS

Tarihsel olarak aritmetik ve geometriden sonra, dzellikle geometrik 6l¢timlerin he-
saplanmasi gerekliliginden kaynakli olarak ortaya ¢ikan cebir, matematigin temel alanlarinin
en eskilerinden biri olarak kabul edilir. Ornegin topoloji 21.yy, analiz 18.yy civarlarinda
sistematik olarak ¢alisilmaya baslanmisken cebir iizerine diizenli ¢caligmalar 8.yy la kadar
geriye gitmektedir. Bu durum cebirin bir¢ok diger alana gére ¢ok daha genis bilgi birikimi
ve bulgulara sahip alan yaptig1 gibi matematikteki bir¢ok agidan en derin ve diger alanlar
en ¢ok etkileyen sonuglarda cebir kaynaklidir. Bu kadar uzun siiredir ¢alisilmasi ve literatii-
rlin nadir goriilecek bir seviyede genis olmasi, cebirsel yapilarin ¢esitliliginden kaynaklidir.

Bu cesitlilik igerisinde hig siiphesiz gruplarin ve cebirlerin ¢ok 6zel bir konumu bu-
lunmaktadir. Grubu 6zel yapan sey, en basit ancak yine de en kullanish 6zelliklere sahip
olan optimal verimlilikte bir cebirsel yap1 olmas1 ve drneklerinin matematigin ve matematik
dis1 alanlarin igerisinde bolca bulunmasidir. Her ne kadar grubun bir¢ok genellemesi bulunsa
da, basitlik ile kullanighilik arasindaki bu miikemmel denge gruplar1 cebirin merkezine yer-
lestirmektedir. Cebirler ise gruplarin aksine olduk¢a kompleks bir yap1 olup matematiksel
anlamda bir ¢cok yapiy1 i¢inde barmdirir. Ornegin bir cebir verildiginde bunun igerisinde en
az dort ikili iglem ,bir degismeli grup, bir cisim, bir vektdr uzayi, bir halka ve bunlarin ge-
nelledigi biitiin matematiksel yapilarin adeta minyatiir bir 6rnegi bu cebirin igerisinde hali-
hazirda verilmis olur.

Cebirsel yapilarin gesitliligi icerisinde yeni yapilarin ¢esitli sebeplerle tanimlanmasi,
kendine 6zgii 6zelliklerin incelenmesi ve farkl cebirsel yapilarin 6zellikleri arasindaki ben-
zerliklerin ve farkliliklarin ortaya konulma gabalar stirekli olarak devam etmektedir. Yeni
cebirsel yapilarin tanimlanmasinda bir¢ok yaklasimlar bulunmakla birlikte, bu yaklagimlar-
dan bizim ¢alismamizi en ¢ok ilgilendireni, cebirsel boyut kavramidir. Cebirsel nesnelerin
iist boyutlara tasinmasi ¢ok farkli bakis acilartyla modellenebilir olsa da bizim burada ele
alacagimiz bakis agis1 ayni cinsten iki cebirsel nesnenin etki ve homomorfizm yoluyla bir-
birleriyle belli kurallar ¢ergevesinde bagdastirilmasi mantigina dayanan ¢aprazlanmig mo-
diiller ve onlarinda tist boyutunda yer alan 2-¢aprazlanmis modiillerdir.

Yukarida bahsi gegen ¢aprazlanmis modiil kavraminin tanimlanmasi, John Henry

Constantine Whitehead (Whitehead, 1949) tarafindan yapilan homotopi gruplartyla ilgili bir



caligmaya dayanmaktadir ve burada kullanilan temel cebirsel nesneler gruplar ile sinirl kal-
mustir. Whitehead tarafindan ortaya atilan bu fikir daha sonraki yillarda pek ¢ok agidan in-
celenmis, gelistirilmis ve genellestirilmistir. Ornegin bunlardan bazilar birlesmeli ve degis-
meli cebirler i¢in gruptakine benzer bir ¢aprazlanmis modiil yapisi kurarak bu konuda gais-
malar gergeklestiren Stephen Lichtenbaum ile Michael Schlessinger (Lichtenbaum ve Sch-
lessinger, 1967) ve Murray Grestenhaber (Grestenhaber, 1966), ¢ok dnemli sonuglar elde
etmislerdir. Cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleri tizerinde ¢alismalar yapan Timothy Porter
(Porter, 1986) da bu alanda 6ne ¢ikan matematikg¢ilerden biri olmustur. Graham J. Ellis (El-
lis, 1988) birgok farkli cebir tiirii igin ¢aprazlanmis modiil sartlarini kategorik araglar yardi-
miyla belirleyerek bu yapilar i¢in literatiire standart tanimlar kazandirmigtir. Timothy Porter
ve Zekeriya Arvasi (Porter ve Arvasi, 1996), Ummuhan Ege (Ege, 2002) ve Alper Odabas
(Odabas, 2009) da cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleriyle ilgili dikkat ¢ceken c¢alismalar yap-
mistir.

Whitehead’in gruplar iizerinden tanimladig1 ve sonraki yillarda birlesmeli cebirler,
degismeli cebirler, Lie cebirleri, Leibniz cebirleri ve daha bir¢ok cebir tiirii i¢in uyarlanmig
olan ¢aprazlanmis modiiller, farkli cebirsel yapilar i¢in insa edilmesinin yan1 sira boyutsal
yaklagim olarak adlandirabilecegimiz baska bir yonden de gelistirilebilirler. Caprazlanmis
modiiller kdken olarak bir topolojik uzayin birinci ve ikinci homotopi gruplar1 arasindaki
birtakim iliskilere dayandigindan, {iciincii ve dah yiiksek mertebeli homotopi gruplarinin da
resme katilmasiyla ¢aprazlanmis modiilleri genelleyen ancak ¢ok daha fazla kompleksite ta-
styan yliksek boyutlu cebirsel yapilar elde edilebilmektedir. Bu boyut yiikseltme fikri birden
cok farkli bakis acilartyla ele alinabilmektedir. Bu yaklasimlardan 6ne ¢ikan iki tanesi
n —caprazlanmis kiipler ve n —c¢aprazlanmis modiiller olarak meshur olmustur. Burada sz
konusu olan n —¢aprazlanmis kiipler Graham J. Ellis (Ellis, 1984) tarafindan tanimlanmis
ve Nizar Miekha Shammu (Shammu, 1992) gibi yazarlar tarafindan birlesmeli cebirler i¢in
n = 2 durumu ozelinde ele alinmistir. n —caprazlanmis modiil kavrami ise, ilk olarak
2 —caprazlanmis modiil i¢in Conduché, (Conduché, 1984) tarafindan verilmistir. Bu ¢alig-
mada ele alinacak olan cebirsel yapilarda, birlesmeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleri ve
birlesmeli cebirlerin 2 —c¢aprazlanmis modiilleridir. Ozellikle birlesmeli cebirlerin 2 —cap-
razlanmis modiilleri i¢in izomorfizm teoremlerini ifade etmekte kullanilacak araglarin ta-
nimlanmasi ve bu tanimlar yardimiyla ifade edilen izomorfizm teoremlerinin ispatlanmasi

tezin 6zgiin kismini teskil etmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, bu tez ¢alismasi boyunca gerekli olacak olan bazi cebirsel tanimlara,
teoremlere ve bunlardan bazilarinin ispatlarina yer verilmistir. Bu bolimdeki tanim ve teo-
remler literatiirde iyi bilinen sonuglar olup herhangi bir standart kaynakta, 6rnegin Thomas
William Hungerford’un eserinde (Hungerford, 1974) bulunabilir.

Tamim 2.1. (ikili islem) G bir kiime olmak iizere * : G X G — G seklindeki bir fonksiyona
G kiimesi lzerinde bir ikili islem denir. Eger a,b € G ise * (a, b) elemani a x b seklinde

veya karisiklik olmamasi halinde bazen kisaca ab seklinde gosterilir.

Tamim 2.2. (Degismeli Grup) Bir G kiimesi tizerinde bir + ikili islemi verilsin. Eger
i) VxyzeGicinx+(y+z)=x+y)+z
i) VxE€Giginx+ 0= 0+ x olacak sekilde bir 0 € G vardir.
iii)  G’deki her x i¢in, x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde bir —x € G vardur.
V) Vx,yeEGicinx+y=y+x
sartlar1 saglaniyorsa (G, +) ikilisine bir degismeli grup (Abel grup) denir.

Tamim 2.3. (Halka) Bir H kiimesi iizerinde V x,y € H igin
+:HXH —H, +(x,y)=x+y
tHXH —H, “(x,y) = xy
ile taniml ikili islemler verilsin. Eger,
1)  (H,+) degismeli grup
i) Vx,y,z€Hicinx(yz) = (xy)z
i) Vx,y,ze€Higcinx(y+z)=xy+xzve(x+y)z=xz+yz
ozellikleri saglaniyorsa, H’ye bir halka denir ve bu halka (H, +,) seklinde gosterilir. Eger
bu sartlara ek olarak
IV) Vx€H iginx1ly = 1yx = x olacak sekilde 15 € H eleman1 vardir.
Sart1 da saglaniyorsa, H halkasina birimli halka ve bu 1, elemanina da H’nin birimi denir.
Karigiklik olmamasi durumunda 15 yerine kisaca 1 gosterimi de kullanilir. Eger bir H hal-
kasinda

V) Vx,y€Higinxy =yx



Ozelligi saglaniyorsa H’ye bir degismeli halka denir.

Tamim 2.4. (Cisim) H birimli ve degismeli bir halka olsun. Vx € H, x # 0 i¢in 3y € H,
xy = yx = 1 olmasi saglaniyorsa, yani birimli ve degismeli bir H halkasinin sifirdan farkli

her elemaninin ¢arpmaya gore bir tersi varsa H’ye bir cisim denir.

Tamim 2.5. (Modiil) (KK, +,-) birimli ve degismeli bir halka ve (R, +) bir degismeli grup
olmak tizere her a, 8 € K, x,y € R igin

i) a-x+y)=a-x+a-y

i) (@a+pB) x=a-x+p-x

i) a-(B-x)=(ap) -x

v) 1lgx-x=x
sartlarin1 saglayan bir - : K X R — R dis islemi verilsin. Bu durumda R’ye bir sol K —mo-
diil veya kisaca bir IK —modiil denir. Eger burada K bir cisim ise R’ye KK iizerinde bir vektor
uzay1 denir. Benzer sekilde her , f € K, x, ¥y € R igin

) (+y)a=x-a+y-«a

i) x-(a+B)=x-a+x-p

i) (x-p)-a=x-(Ba)

v) x-1lgx=x
sartlarini saglayan bir - : R X K — R dis islemi varsa R’ye bir sag IK —modiil denir. Eger R
tizerinde hem bir sol K —modiil, hem de bir sag K —modiil yapis1 varsa ve bu iki yap1 her
a,B EK, x,y €R igin

(@-x)-B=a-(x-p)

olmasini sagliyorsa R’ye bir IK —bimodiil denir.

Tanim 2.6. Bir R K —bimodiilii tizerinde bir
*:RXR —R
isleminin verildigini varsayalim. Eger bu islem her « € Kve r,s,t € R igin
i) (rs)t =r(st)
i) (r+s)t=rt+st
i) r(s+t)=rs+rt
iv) a-(rs)=(a-r)s=r(a-s)

V) (s)ra=r(s-a)=(r-a)s

10



olmasii sagliyorsa R’ye bir IK —bicebir denir. Ayrica R’nin bu ¢arpma islemine gore bir
birim eleman1 da varsa, yani bir 1 € R elemani her r € R i¢in 1r = r1 = r olmasin sagl-
yorsa R’ye birimli K —bicebir; eger R ¢arpmaya gore degismeliyse, yani her r,.8 € R icin
r8 = &r oluyorsa R’ye degismeli IK —bicebir denir. R ayni anda hem birimli hem de degis-

meli ise R’ye birimli ve degismeli IK —bicebir denir.

Bu calisma boyunca “bicebir” yerine kisaca “cebir” sdzciigli kullanilacaktir. Ayrica
R birimli bir IK —cebir ise, R’ye bir birimli halka goziiyle bakilarak bir A kiimesi lizerinde

bir R —cebir yapisi tanimlanabilir.

Tamm 2.7. R bir K —cebir ve § € R olmak tizere, eger her 5, 8' € § ve a € K igin

) s5—8 €S

i) 88 €S8
i) a-s8€S§
V) 8-a€S

oluyorsa §’ye R’nin bir alt cebiri denir ve bu durum § < R seklinde gosterilir.

Tamim 2.8. R bir K —cebir ve I, R’nin bir alt cebiri olsun. Eger her 4 € [ ve 7 € R igin
i) riel
(i) irel

oluyorsa I’ya R’nin bir iki yonlii ideali denir. Bu durum I 2 R seklinde gosterilir.

Onerme 2.9. R bir K —cebir olsun.
a) {L }aea R’nin alt cebirlerinin bir ailesi ise Ny [, < R’dir.

b) {I,}rea R’nin ideallerinin bir ailesi ise Ny [, < R’dir.

Tamm 2.10. R bir K — cebir I, 1" € R olmak tlizere I + I’ kiimesi,
[+I'={a+bla€cl,bel}

ile tanimlanir. Ayrica, {I }¢a , R’ nin alt kiimelerinin bir ailesi olmak tizere }}, I; kiimesi
ZI;\ = {a;\l +--- +a;\n| a;\161;\1,"', ax, € 17\11' {}\1,"',}\71} c A}
A

seklinde tanimlanir.

11



Onerme 2.11. R bir IK —cebir olsun.
a) ISRveS<Rise I+S§ <R dir.

b) {I}rea R’nin ideallerinin bir ailesi ise Y., I < R’dir.

Tanmm 2.12. R ve R’ birer K —cebir olmak {iizere eger bir ¢ : R — R’ fonksiyonu her
7,8 € Rvehera € Kigin

) er+s)=9o0r)+e(s)

(i)  @@rs) =(rs)

(i)  @la-r)=a- @)

(iv) (- =9()- a
olmasini sagliyorsa ¢’ye bir K —cebir homomorfizmi denir. Eger ¢ ayrica birebir ve orten

ise, bu durumda ¢’ye bir IK —cebir izomomorfizmi denir.

Tamm 2.13. R ve R’ birer K —cebir ve ¢ : R - R’ bir K —cebir homomorfizmi olmak
uzere
¢k o ={r e R| @(r) = 0}
kiimesine ¢ nin ¢ekirdegi,
gor ¢ ={o(r) | r € R}

kiimesine ¢ nin goriintiisii denir.

Onerme 2.14. R ve R’ birer K —cebir ve ¢ : R — R’ bir K —cebir homomorfizmi olmak

lizere ¢ek @ S R ve gor @ < R’ olur.

Tamm 2.15. R bir K —cebir ve I 2 R olmak iizere her bir € R i¢in
r+l={+ili€l}

kiimesine I’nin bir yan sinifi denir. /’nin biitiin yan siniflarinin kiimesi R/ 7 ile gosterilir.

Onerme 2.16. R bir K —cebir, S Rver +1, ' +1 € R/I olmak iizere, » + [ = ' + 1

olmasi i¢in gerek ve yeter sart # — 7’ € I olmasidur.

Onerme 2.17. R bir K —cebir ve I < R olmak iizere her 7~ + I, +' + 1 € R/, ve her a € K
i¢cin
r+D+(r'"+D=r+r"+1
12



r+D(r"+D)=rr"+1
a-(r+D=a-r+I
(r+D-a=r-a+l

islemleri ile birlikte R/ 7 bir K —cebirdir. Ayrica her 7~ € R igin q(#) = 7~ + [ ile tanimla-

nanqg : R — 72/1 doniistimii bir K —cebir homomorfizmidir.

Tamm 2.18. R bir K —cebir ve I 2 R olmak iizere fR/I’ya bolim cebiri ve q(#) = 7 + 1

ile tanimli1 g : R — R/I homomorfizmine kanonik homomorfizm denir.

Teorem 2.19. (Cebirler icin 1. izomorfizm Teoremi)

R ve R' birer K —cebir ve ¢ : R — R’ bir K —cebir homomorfizmi ise
:R/gekgo = gor ¢

olur.

Ispat: ¢ : R/gek o — 90T doniisiimiinii her 7~ + cek ¢ € R/gek o icin

¢(r +¢ek @) = ()
olarak tanimlayalim.
Ivi Tammbilik: Her 74 + cek @, 7, + cek ¢ € 5’%/(;ek o iin
71 +¢cekop =7, +cekp = r — 1, Egek @
= @(r1—73) =0
= @(r) —@(ry) =0
= ¢(r1) = ¢(12)
= ¢(r1 +cek @) = p(r2 + cek p)
Birebirlik: Her 7 + ¢cek ¢, 7, + ¢cek ¢ € R/gek 0 icin

¢(r1 + gek @) = ¢, + cek @) = @ (1) = @(r7)
= @(r1) —@(rz) =0
= @(r1—13) =0
= 7y — 15 Ecek @
= 7y +¢cekp =7, +¢ek @
Ortenlik: ' € gor ¢ olsun.

p(r) =71
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olacak sekilde 7~ € R vardir.
r +c¢ek g € R/g:ekgo
elemanini ele alirsak

¢(r +cek @) = p(r) =7’
olur.

Homomorfizm: Her »; + ¢cek ¢, 7, + ¢cek ¢ € 73/(;ek 0 igin

¢(r1 + cek @ + 75 + ek @) = p(r1 + 7, + cek )
= @p(r1+77)
= @(r) + o(r3)
= ¢(r1 + cek @) + p(72 + gek )
¢((r1 + ek @) (12 + gek @) = (117, + gek @)
= p(r173)
= @(r)e(rs)
= ¢(r1 + cek @)p (7, + cek @)
d(a- (r + cek @) = p(a- 7 + cek @)
=¢(a-r)
=a-p(r)
=a-p(r +cekp)
¢((r +¢ek @) - @) = ¢p(r - a + cek ¢)
=o(r-a)
=)«
= ¢(r +¢ekp) - a

Onerme 2.20. R bir K —cebir, s </ S RveS S Rise, s 2 [ ve !/ g R/ dir.

Ispat:i €I ve 8€S olsun. S SR vei € R oldugu igin 84,48 € S olur. Boylece S <
I’dir. I € R oldugundan I/S c R/S olur.

i +S,i,+ S € I/J
ise 44,1, € I olup 4; — 4, € I olmasindan

(g +8) = (i +8) =iy — i + S €1/
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ve/LEI,fr“Eﬂzolmakﬁzerei+5EI/S,r+SER/Si(;in
“G+S)r+S)=ir+S
r+8UE+8)=ri+s
ve i7", 74 € I oldugundan

G+S)r+8)el/s

olur. Boylece [/ 2%/ ¢ dir.

Teorem 2.21. (Cebirler igin 2. izomorfizm Teoremi)
R bir K-cebir S<IsRvesS IR ise

R
=

olur.

Ispat: ilk olarak

R
ooy =%

(p(4ﬂ+5+1/5)=4~+1

fonksiyonu tanimlayalim.

: R/

Di Tammlilik: v + S + I/S,/rz +S+ 1/5 e /S Iy olmak iizere eger
S

m+S+l/s=r+5+1/s
ise, bu durumda
(ri+8)—(r+8)el/s
yani
rm—r,+SE€E 1/5
olur. Bu nedenle
r—1,+85=4i+S§
olacak sekilde en az bir 4 € I vardir. Burada 7y — 7, — 4 € § € [ olmasindan
r—ry,=r1—ry,—d)tiel=>r+1=r,+1
= o(r +5+1/5) = (7 +$+I/5)
elde edilir.
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R
Birebirlik: Her 7, + § +1/5,4~2 +5+I/5 € /5/1/ igin
S

o(ri+S+1/g)=p(r+Ss+l/)=rm+I=r +1
=ry—1y€l
=r—r+Sel/s
=>(4f'1+5)—(4f*2+5)61/5
=Srm+S+l/g=r+s+l/s

Ortenlik: + € R olmak iizere 7 + I € R/I olsun. Bu durumda

/
¢+I+1/Se 5/1
/s

olup (7 + 8 +1/¢) =+ + I bulunur.

R
Homomorfizm: Her 4 + 8 + /g, 7, + S + /s € /S/I/ igin
5)

o(rm+S+l/s+rm+s+l/)=p(r+r+s+1/)
=’I’“1+/I"2+I

=’l’"1+1+4"’2+1
=p(r+S+1/+e0r+5+1/)
<P((4’1 +5+1/5)(4’2+5+1/5)) =<P(4”14’z+5+1/5)

=171y + 1

=+ D +1)
= (p(4~1+5+1/5) o (73 +5+I/5)

go(a-(fr+5+1/5))

(p(a-4~+5+1/5)
=oa-7r+1

=a-(r+1)
a~<p(4f“+5+1/5)
<p((4~+5+1/5)-a)=(p(4~-a+5+1/5)

=7r-a+l

=(r+I-a

=p(r+s+1/5) a
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Teorem 2.22. (Cebirler i¢in 3. izomorfizm Teoremi)
IR, S§<Rise

S ~1+S
/105= /I

Ispat: i1k olarak

P J/Ins_’1+5/l
pB+INS)=s8+1

fonksiyonunu tanimlayalim.

[vi Tammbilik: 8, + 108 =8, +InS €9/, 1
8+INS=58,+INS
olsun. Bu durumda
8 —8,€EINS
olup
81— 85 €1
’dir. Buradan,
81+ 1 =38, +1
olup
P81 +INS) =8, +1INS)
elde edilir.
Birebirlik: Her s, + 1N S =, +1nS €9/, - 5 igin
P& +INS) =8, +INS) = 8+ =58, +1
= 8 — 8, €I
olur. Ayrica 84,8, € § oldugundan 8; — 8, € S olur. Dolayisiyla .8; — 8, € I NS olup
sB1+INS=8,+INS
Ortenlik: i € I , 8 € S olmak iizere, 4 + &8 + I el + S/I olsun. 4 € I oldugundan,
it+8+I=i+l+8+]1=1+8+1=58+1
ve boylece s +1NS €9/, ¢ isin

p+INS)=s8+1=4i+s+1

olur.

Homomorfizm: Her s, + INS =8, +INS € J/I n s isin

P81 +INS+ 8, +INS) =81 +8,+INS)
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=8 +8,+1
=8 +1+s8,+1
=@+ INS)+ (s, +1INS)
o((81+IN8)(8,+1NS)) = (8,8, +INS)
=818, + 1
= (8 + D8, +1)
=@ +InJd) (s, +10J)
<p(oc-(5+1r15))=<p(oc-5+ln$)
=a-8+1
=a-(8+1)
=a-p8+INJg)
<p((5+1r15)-0()=<p(5-cx+1r15)
=8 -a+l
=+ a
=pB+INg) «a
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3. BIRLESMELI CEBIRLERIN CAPRAZLANMIS MODULLERI

Bu béliimde, birlesmeli cebirlerin ¢caprazlanmis modiilleri ile ilgili tanimlara, teo-
remlere ve bunlardan bazilarinin ispatlarina yer verilmistir. Bu boliimde agiklanarak derle-
nen biitiin sonuglar 6zet halinde Nizar Miekha Shammu’nun (Shammu, 1992) eserlerinde
bulunabilir. Ayrica buradaki kavramlarin degismeli cebirler i¢in benzerleri Erkan Can’in
(Can, 2021) ytiksek lisan tezinde mevcuttur. Burada dikkat edilmelidir ki bu tezdeki ifade-
lerin degismeli olmas1 gerekmediginden burada elde edilecek sonucglar daha geneldir.

R bir K — cebir olsun. Bu durumda R tizerindeki ¢arpma ile birlikte R’ye ayn1 za-
manda bir R — cebir goziiyle bakilabilir. Béylece, eger R bir K — cebir ve 6rnegin G bir R —
cebir ise bir § : G — R fonksiyonunun bir R — cebir homomorfizmi olup olmamasindan
bahsedilebilir. Boyle bir durumda §’in bir R — cebir homomorfizmi olmasi

) 6(g1+ ¢2) =6(g91) +6(92)

i) 6(g192) = 6(91)6(92)

i) 6(r-g)=7r6(g)

iv) (g -7r) =8(g)r
esitliklerinin her g, g4,g, € G, 7 € R i¢in saglanmasi anlamina gelmis olur. Ayrica; 1,
R’nin birim elemanini géstermek tizere her a € K i¢in o’nin g’ye etkisinia - g := (- 1) -
gveg - a:= g(l-a)olarak tanimlamamiz durumunda G’ye de bir K — cebir olarak baki-
labilir. Bu durumda da, & : G — R fonksiyonunun bir IK — cebir homomorfizmi olmasi

() 6(g1+ g2) =6(g1) +6(92)

(i) 8(g192) = 6(21)6(g2)

(i) d(a-g)=a-8(g)

(iv) d(g-a)=68(g) «a

esitliklerinin her g, g1, g, € G, a € K i¢in saglanmas1 anlamina gelir.

Tamm 3.1. R bir K — cebir, G bir R — cebir ve § : G — R bir K — cebir homomorfizmi
olsun. Her g¢4,9, € G, € R i¢in

LCM1) 8(# - g) = 56(g)

RCM1) 6(g - ) = 6(g)r

LCM2) 6(g1) * g2 = 9192

RCM2) g, 6(g2) = ¢192
sartlarin1 saghyorsa (G, R, &) tgliisiine IK — cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii denir.
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Tanmm 3.2. (G,R,5) ve (G',R',6") K — cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleri olsunlar. Eger
(i) p:R— R vep:G— G’ birer K— cebir homomorfizmi
(i) Y -g)=¢0) Y(g)
(i) $ig ) =p(g) $()
(iv) &Y= ¢5
ise, yani

/4
> G
1) 16'
RI
¢

diyagrami degisimli ise, (¥, ¢) : (G,R,8) — (G',R',§") yazilir ve burada (i, ¢) ikilisine

bir IK —cebir ¢aprazlanmis modiil morfizmi denir.

Onerme 3.3. (G, R, §) K —cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii ise gérs, R’nin bir idealidir.

Ispat: 4,4, € gors olsun. Budurumda i, = g4, i, = 8¢, olacak sekilde ¢4, ¢, € G var-
dir. Buradan i, — i, = 6g1 —6g, = 6(¢1 — ¢2), ¢1 — ¢» € G olup 4, — i, € gord elde
edilir. 4 € gors ve » € R olsun. §g = 4 olacak sekilde g € G vardir. Ayrica 74 = g =
S(r-g), r g € G oldugundan 74 € gord’dir. ir € gord oldugu da benzer sekilde go-

riilebilir. Dolayistyla gérd, G’nin bir idealidir. =

Uyan 3.4. Herhangi bir § cebir homorfizminin ¢ekirdegi ideal olmay1 her zaman sagladi-
gindan, (G, R, ) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii ise ¢ekd, G’nin bir idealidir. Yukari-
daki 6nerme ise (G, R, )’1n ¢aprazlanmis modiil olmasi durumda &’ goriintiisiiniin de
R’nin ideali oldugunu ifade etmektedir. Hatirlatalim ki, her zaman alt cebir oldugu bilinen
goriintli kiimesinin, ayn1 zamanda bir ideal olmasi siradan bir cebir homomorfizmi i¢in nor-
malde saglanmak zorunda degildir, ancak ¢aprazlanmis modiillerin sinir homomorfizmleri

bu 6zelligi de saglamaktadir.
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3.1.  Alt Caprazlanmis Modiil ve Caprazlanmis Modiillerin Ideali

Bu boliimde, alt caprazlanmig modiillerin tanimi, boliim alt ¢aprazlanmis modiilii ve

idealleri ile ilgili bilgilere yer verilmistir.

Tanmm 3.5. (G,R,5), K —cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii olsun. (G, R, )’ n bir
(G',R', §") alt gaprazlanmis modiilii su sekilde tanimlanr.

i)  G', G’nin alt cebiri ve R', R’nin alt cebiridir.

i)  R"niin G’ lizerine etkisi, R’nin G {lizerine etkisinin kisitlanmigidir.

i) (G, R',8") bir ¢aprazlanmig R" —modiiliidiir.

iv) Caprazlanmis modiillerin morfizmlerinin

g —— ¢

5’ )

RN —mm > R
\

diyagrami, u ve v igerme doniisiimlerini gostermek tizere degismelidir.

Tamm 3.6. (G',R',6"), (G,R,5)’1n bir alt ¢aprazlanmis modiilii olsun. Eger asagidakiler
saglamiyorsa (G',R',8")’ye (G, R, §)’1n bir ideali denir.

i) GG'UG'G <SG veR', R’nin idealidir.

i) G-RUR -GCG'

iii) G, R’nin etkisi altinda kapalidir, yani R - G',G'- R € G’

Ornek 3.7. (R, R, I) caprazlanmis modiiliinii ele alalim. I, R’nin ideali ve J, R’nin alt

halkasi, I € J olmak tizere (I, J,1), (R, R, Ix) nin bir alt caprazlanmis modiiliidiir.
Gergekten, I, R’nin ideali oldugu i¢in alt cebiri ve J, R’nin alt halkas1 olmak {izere;

I ideal, J S R oldugu i¢in J, I’ya R iizerinde ayni etkiyi yapar, ayni nedenle (I,J,t) bir

caprazlanmis modiildiir ve agik olarak
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degismelidir.

Ornek 3.8. I, R halkasinim bir ideali ise, (1,1,1)), (R, R, I) nin bir idealidir.
Gergekten, bir 6nceki ornekte J yerine I alirsak (I,1,1;), (R, R, Iz) nin bir alt gap-
razlanmis modiilidiir. 11 U I = II olup R’nin bir idealidir. IRURI =1U I =1 < [ olur.

ve Rl = IR =1 < I olmasi saglanir.

Ornek 3.9. I ve J, R’nin idealleri olsun. Bu durumda, (I n J,1,1), (J,R,1)’nin ideali ve
(Indg, g0, {,R, 1)’ nm idealidir.

Gergekten, I N J, J’nin ideali oldugundan alt cebirdir, I, R’nin ideali oldugu igin
alt halkasidir. I, I N J tizerine, R’nin J tizerine yaptig1 etki gibi etki eder. (I N J, I, 1) Gigliisi,

I N J, I’'nin ideali oldugu i¢in bir ¢aprazlanmis modiildiir ve

Ing o

i)
L l L
R

I >

diyagrami degismelidir.

Boylece (I N J,1,1), (J,R, 1)’ nn bir alt caprazlanmis modiilii olur. Bunun yaninda
ayrica (INJJUIJUNJ) S In Jdir. I, R’nin idealidir, hem I hem J R’nin ideali ol-
duklarindan JIUIJ €1, JIUlJ € Jolur.Buradan JIU1J €1 n Jolur.I NnJ de R’nin
ideali olacagindan R(I N J), (I N )R < I n J’dir. Boylece (I N J,1,1), (J, R, 1)’ nin idea-
lidir.
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Ing, g <UR1 oldugundan U NJNIVIINJ)<SIng olup J de R’nin
idealidir. Hem I hem de J R’nin ideali olduklarindan JIUI € I, JI U 1J € J olur. Boy-
lece JIU1J < I n Jeldeedilir. I N J, R’nin ideali olacagindan R(I N J),(INJ)R S IN
J’dir. Boylece (I n J,J,1), (I, R, 1)’nin idealidir.

Onerme 3.10. i) (G, R, §) caprazlanmis modiiliiniin alt ¢aprazlanmis modiillerinin herhangi
bir {(I3, J2, 6;)} ailesinin kesisimi de bir alt ¢aprazlanmis modiiliidiir.
i) (G, R, §) caprazlanmis modiiliiniin ideallerinin herhangi bir {(1, J», R;)} ailesinin

kesisimi de bir idealdir.

Ispat: i) Her 4 icin I;, G nin alt cebiri oldugundan N I; de G’nin alt cebiridir. J;’ler R nin
alt cebiri oldugundan N J; de R’nin alt cebiridir. N J3, J € N I; olsun. Bu durumda her 4
icin j € J, ve j € I; oldugundan j -j € I; olur ki, buradan j - j € N I; bulunur. Her bir
(I, Ja, 6,) bir caprazlanmis modiil oldugundan

CM1) HerjeNlh,jeENJ; i¢ind(j-j) =jdy

CM2) Herjy,j; € NIy i¢in§(y) - J2 = Ju)2
oldugu etkinin ve sinir doniisiimiiniin (G, R, §)’daki etki ve sinir doniisiimiiniin kisitlamalari

olmasindan goriiliir. Ayrica, acik olarak

Ni— & ¢
5| 8

Ji > R
L

diyagrami degismelidir.

i) (NI;,N]J,,8,) nin alt ¢aprazlanmis modiilii oldugu ilk kisimdan goriilmektedir.
NI, G) = (NG ve N(GL;) = G(N 1) olduguna dikkat edilirse her 4 igin [,G < I; ve
GI) < I olmasindan, (N1;)G U G(N I;) € NI, olur. Her bir J;, R’nin ideali oldugundan
N J, de R’nin bir idealidir.

Yine her 4 i¢in, GJ; € I ve J;3G S I, oldugundan, her iki tarafta kesisiminin alin-
masiyla N(GJ3) U N(JLG) € NI, ve dolayisiyla, G(N J3) U (N TG € N I, elde edilir.

R(NL) S NIve(NIHR < NI, oldugu benzer sekilde goriiliir. m
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Uyan 3.11. Yukaridaki 6nermede varligi gosterilen (N1, N J3,8;) alt gaprazlanmis mo-
diilii veya ideali, N(Iy, J3, 83) seklinde de gosterilir.

Teorem 3.12. (G, R, §) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii olsun.
i) (I,d,6)2(G,R,E)ve(B,Q,6)<(G,RSE)ise(I+B,J+9,6) <(G,R,35)olur.
i) {(Iu Jx 6aenr (G, R, 6)’1n ideallerinin ailesi ise, Oy I, X2 Jr,8) 2 (G, R, ) olur.

Ispat: i) Onerme 2.11(a) geregi, | S Gve B < Goldugundan I + B< G, JIRVveQ <R
oldugundan J + Q < Rolur. Ayricaegerj+q € J+Qvei+ & €1+ B ise budurumda
G+g) - i+8)=(G-i+j-b6+qg-1i)+q -6 €I+ Bolmasi saglanir.

ii) Onerme 2.11(b) geregince, Y, I S Gve Y5 Jy QR dir. Yy jr EXaJa Ve G EG
olsun. g - Y2 jn = 2@ - Ja ve her A igin (I, J», 6) 2 (G, R, §) oldugundan g - j, € I, olup,
g - Yo jr€ 2o b olur. Benzer sekilde 7 € R ve Yy ixe Yo icin 7 - Yo iy = Yo7 - iheda

olur. ]

Onerme 3.13. (¥, ¢) : (G,R,6) — (D,S,0) bir caprazlanmis modiil homomorfizmi ol-
mak tizere (ceky, ceke, §) 2 (G, R, §) olur.

Ispat: ¥ : G — D, R —cebir homomorfizmi, ¢ : R — S, K —cebir homomorfizmi oldu-
gundan ¢eky 2 G, cekgp 2 R olur. Ayrica (¥, ¢), ¢aprazlanmis modiil homomorfizmi ol-
dugundan g € ceky ve 7 € R ise bu durumda Y (- g) = p(r) - P(g) =yY(»)-0=0
olup » - g € gekyp’dir. g € G, r € gekp ise Y(r-g) = () -P(g) =0-9Y(g) =0
olup » - g € ceky’dir. Son olarak, ayrica g € ceky ise ¢p(dg) = d(yg) = 00 = 0 oldu-
gundan 6g € ceke’dir.

ek < — &

v
)

2
<
M
v
BN
v
(0
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Onerme 3.14. (,¢) : (G, R, 8) — (D, S, d) bir caprazlanmis modiil homomorfizmi ol-
mak lizere (gory,gore,d) < (D,S,0d)’dr.

Ispat: d € gory, 8 € gorg olsun. g € G, » € R olmak iizere d = Y(g), 8 = ¢p() diye-
lim. s-d=¢(r) Y(g) =y -¢g) oldugundan s - d € gory’dir. Ayrica d = P(g) ol-
mak lizere d € gory ise d(d) = dP(g) = ¢p(5¢) olup d(d) € gorg elde edilir.

Y
2 > gory <— » D

3.2.  Birlesmeli Cebirlerin Boliim Caprazlanmis Modiilii

(G, R, 6) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii ve (I,J,6) 2 (G, R, ) olsun. Q/I ve

R/ J boliim cebirlerini g6z 6niine alalim. Bu durumda, R, J / 1 Uzerine soldan » - (g + 1) =

7 - g + 1 seklinde, sagdan (g + I) - = g -  + I seklinde etki eder.

Aym sekilde j € Jisej-(g+ D) =j-g+1 ve(g+1)- j=g-j+1Iseklinde et-
kilerden bahsedebiliriz. Ancak burada (1, J,6) < (C,R, &) oldugundan j - ¢, ¢ - j € I olup
jrg+l=g-j+1 =Ddir. Boylece her j€ Ji¢in j-(g+1)=(g+1)-j=1olupJ,
Q/I lizerine asikar bir etki yapar. R/J’nin g/l’ya sol etkisine (» +]) - (g + 1) =r-g+1
ile tanimlayalim. Bu etki iyi tanimlidir, ¢iinkii 7~ + J ="+ J ve g+1 =g’ + 1 iser —
r'eJveg—g' €dr.

(1,9,6) 2(G,R,d) oldugundan g € G, r —r' € J = (r—r')- g€l ve g —
g €el, reJ= »r-(g—¢g')€elolup
r—=r)g+r'-(g-9¢)=r-g-r'"-g+r'-g-—r'-g' =r-g-—v1"-
g €l
elde edilir. Boylece, » - g + 1 = »' - g’ + I’dir. Sag etki de benzer sekilde tanimlanarak ,
g-r+1=g' "+ 1oldugu da gosterilebilir.
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5 Q/I — 32/(7 fonksiyonunu, 5§(g + 1) = 8g + J ile tanimlayalim. Bu fonksiyon
iyi tanimlidir. Gergekten, g + 1 =g’ +1ise (¢ —g') € [ olur ve ayrica §(g —g') €] =
85g —6g € J = 6g+J = 6g' + J’dir. §nin bir R/J — cebir homomorfizmi oldugu da

aciktir. Boylece (g / I ,R/ ik 5) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii olur. Bu caprazlanmis

(5??)) seklinde de gosterilir.

modiil

3.3.  Birlesmeli Cebirlerin Caprazlanms Modiilleri i¢in izomorfizm Teoremleri

Bu boliimde, cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleri i¢in ii¢ izomorfizm teoremi ifade ve

ispat edilecektir.

Teorem 3.15. (1. izomorfizm Teoremi) (G, R, §) ve (D, S, d) cebirlerin ¢aprazlanmis mo-
dilleri ve (y,¢) : (G,R,6) — (D,S,0d) caprazlanmis modiillerin bir morfizmi olmak

GRS ~ (gory, gore, d) dir.

uzere ——m——— =
(ceky,ceke,5)

Ispat: Her g + ceky € g/geklp icin «: g/geklp — gory, a(g + ceky) = Y(g) ve her

+ + ceko € R/gek B isin B R/gek ¢ — 801, B(r + geke) = ¢(r) ile tanimls fonksi-
yonlarin birer cebir izomorfizmi olduklar1 Teorem 2.19’dan bilinmektedir. Dolayisiyla bu-

GRB) _ (gory, gore, d) izomorfizminin varligini gostermek i¢in yalnizca

208 Gebserds)

(a,B) : (g/(;ekll) , R/gekqb , 5) — (gory, gorg, d) ikilisinin bir ¢aprazlanmig modiil mor-

fizmi oldugunu gostermek yeterlidir. Asagidaki diyagrami g6z 6niine alalim.

R

a B

gorp ————> gorg
0

g + ceky € g / ceka olmak iizere;
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B (8(g + cekp)) = B(5g + ceke)
= ¢(6g)
=0(¥(9))
= d(a(g + ceky))
oldugundan B8 = da olup bu diyagram degismelidir. Ek olarak, » + ¢ek¢ € R/gekgb ve

g + ceky € g/geklp olmak iizere;

B(r +¢eke) - a(g + gekyh) = ¢(r) - P(g)
=y(r-g)
= a(r - g + geky)
= a((r + ¢ekg) - (g + geky)))
ve
a(g + ceky) - B(r + geke) = Y(g) - p(r)
=y(g-7)
= a(g -7 + ceky)
= a((g + gekip) - ( + gekg))
oldugundan (a, B) etkileri de korumaktadir ve dolayisiyla bir ¢aprazlanmis modiil izomor-

fizmidir. m

Teorem 3.16. (2. izomorfizm Teoremi) (G, R, §) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii olmak

tizere eger (M, V,8) < (1,J,8) 2 (G,R,6) ve (M,N,6) 2 (G,R,6) ise bu durumda

GR.0)

N8 ~ GRS
(M, V,8) 2 (1,J,8) ve S5 = o, olur.
(M,N,6)

Ispat: ik olarak (M, N,68) 2 (I,J,8) oldugunu gosterelim. (M,N,8) < (I,J,6) ve
(M, NV, 6) 2 (G, R, ) oldugu verilmistir. I € G, J € R oldugundani € I,j € J, m € M,
n €N iginj-m,i-n €M olup(M,N,8) 2 (,J,5) bulunur.

g
Simdi de izomorfizmin varligint gosterelim. Her g + M + I / M € /M /I /M icin

Q/M

a I
/e

%
—>g/1, a(g+M+I/M)=g+I ve her ¢+N+‘7/Ne NJ/N

27



R/N J/
N

cebir izomorfizm olduklarini Teorem 2.21°den bilmekteyiz. Boylece teoremi ispatlamak i¢in

icin B : — R/ pl\r+ N+ ‘7/ = 7~ + J ile tanimli fonksiyonlarin birer
d N

sadece (a, f8) : "¢ /v §)— (9/ R /5 ,8) ikilisinin bir gaprazlan-
) ]/M ] (‘]/N ) [ ) J ) Q p

mis modiil homomorfizmi oldugunu gostermek kalir. Asagidaki diyagrami dikkate alalim.

Q/M/ S Fx
> d

a B
. R
9/, = /i
g
Herg+M+1/ME /MI/ igin;
M
(g + M +1/30) =p(8(g + M) +9/y)
=p(sg+ 7 +9/y)
=8+
=8(g+D)

_ R
oldugundan 8§ = §a olup diyagram degismelidir. Ayrica her » + N + ‘7/ N E /N /7 /
N

g
veherg + M +1/,, € /e igin

I/M
ﬁ(¢+N+J/N)-a(g+M+I/M)=(4~+J)-(g+1)
=r-g+I
=a(r-g+M+1/)

=a((r+M)-(g+M)+1/30)

=a((4ﬂ+N+‘7/N)-(g+M+I/M)>
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ve
a(g+JV[+I/M)-ﬁ(/r“+N+J/N)=(gL+I)-(r+J)
=g -r+1I
=a(g-r+M+1/y)

=a(g+M)-(r+ M) +1/3,)

= a((g+M+1/M)-(4ﬂ+N+‘7/N))
oldugundan (a, B) ikisi etkileri de korumaktadir ve bdylece bir ¢aprazlanmis modiil izomor-

fizmi olur. ]

Teorem 3.17. (3. Izomorfizm Teoremi) (G, R, §) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii ve

(BQ8) . (B+1,0+],8)
@n1eng8) ~  1,3.8)

(B,0,8) < (G, R,8) ve (I,J,8) 2 (G,R,5) ise olur.

Ispat: Teorem 2.22 geregince, her &#+BnI € B/B A isin a: B/.‘B Ar= B+ I/I,
_ i 9 e Y Q+J

a(t+Bnl)=46+1ile ve her g+QNJE /QnJ icin S5 : /QnJ_’ /J'

B(g+QnNnJ) =g+ J ile taniml fonksiyonlarin izomorfizm olduklarini biliyoruz. Geriye

sadece (a, B) : (B/B n I'Q/Q ng 5‘) — (B + I/I,Q T J/J, 5) ikilisinin ¢aprazlanmig

modiil homomorfizmi oldugunu gostermek kalir. Bunu gérmek i¢in asagidaki diyagrami ele

alalim.

6
B/Bnl E— Q/QnJ

B+1/I = > Q+J/(7

Her &+ BnleB/g | isin;
B +BNI)=LEE+9NnT)
=86 +J
=5 +1)
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=6a(6+BnJ)
oldugundan 6 = Sa olup diyagram degismelidir. Ayricaherg +Q n J € Q/Q n g Ve her

b+BnI1eB/p isin;
B@+9nJ)-al6+BnD=(g+J) (&+1)
=qg-b4+1
=alg-&+BnI)
=a((g+2nP-B+BnD)
ve
alb+BND-plg+2nJ) =B+ (q+J)
=b-q+1
=al-g+BnI)
=a((6+BnD-(g+9nY)
oldugundan bu diyagram tizerinde etkiler de korunur. Boylece (a, B) ikilisi bir ¢aprazlanmis

modiil izomorfizmidir. ]
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4. BIRLESMELI CEBIRLERIN 2-CAPRAZLANMIS MODULLERI
Tamm 4.1. G, R, H birlesmeli K —cebirler ve §;: R — H ile §,: G — R; gor 6, < ker §;
olmasini saglayacak sekilde homomorfizmler olsun. Bu durumda

1) )
G - R - H

cebirsel yapisi, birlesmeli K —cebirlerin 2 —zincir kompleksi olarak adlandirilir. Ilaveten
eger gord, QL R ve gord; < H ise bu durumda yukaridaki 2 —komplekse bir normal

2 —zincir kompleksi denir.

Tanim 4.2. Birlesmeli IK —cebirlerin bir

1) )
G - R : o

normal 2—kompleksi ve {,}1: R X R — G, {,},: R X R — G seklinde iki ekstra bilineer
dontigiim verilsin. H’nin G ve R {izerindeki sag ve sol etkileri ile R’nin G iizerindeki sag ve
sol etkileri bulundugunu varsayalim. h € ', »~ € R ve g € G olmak lizere - h, g - h, g -
rsag etkilerive h - 7, h - g, 7 - g sol etkileri gostersin. Asagidaki kosullarin herg, g4, ¢, €
G, r,7r1,75,73 € Rve h € H ic¢in gecerli olmas1 durumunda bu yap1 bir 2 —¢aprazlanmis

modiil olarak adlandirilir.

(1) 61(r-h) =81(r)hved,(g-h) =6,(g) h
(2 81(h-7) =hé,(r)vedy(h-g) = h-5,(g)
@) So{ry, 12} =11 61(02) — 11y
(4) 8x{ry, 12}y = 6:(r1) - 1y — 111,
(6) {62(g1),02(g2)h = —g14-
(6) {02(g1),02(g92)}: = —9142
(M) 82(9) =9 6:(r)—g-r
@) {6:(9)r}=—-7r"-g
© ré&@h=-gr
(10) {r,8:()} = 6:1(r) - g —7 - g
(12) {ry, 1ror3ty = {r, 72} - 61(r3) + {1173, 773}
(12) {71, ro713}y = 81(11) - {rg, 73}, — {172, 73},
(13) {ry, 72} -h ={ry, 72 - A}
(14) {ri,72}2 -h = {r1, 72 - h};
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(15) h-{ry, 124 ={h -7, 124
(16) h- {11,725}, = {h- 7,12},

Eger karigiklik riski mevcut degilse bir

1) 5
G - R : H

2 —caprazlanmis modiilii bazen (G, R, 7, §,, 6;) ya da kisaca (G, R, H) seklinde de gos-
terilir. Buradaki {, }; ve {,}, kiime parantezleri, Peiffer liftingleri olarak adlandirilir.
Bir

6 S
G - R - H

2 —caprazlanmig modiilii verildiginde, ayn1 zamanda bir

S
G : R
caprazlanmis modiilii ile
61
R H
ve
g 516> i

seklinde iki tane de 6n-¢aprazlanmis modiil verilmis olur. Bunlardan ikincisinin sinir doni-

stimiiniin agikar, yani §,6, = 04 olduguna dikkat edelim.

Tanim 4.3. Birlesmeli cebirlerin

8, 81

ve

8, 81
gl RI :7_[/

gibi iki tane 2 —¢aprazlanmis modiilii verildiginde, bunlar arasindaki bir
CD : (g' :R' }[' 62: 51) — (Q', R,' }[,’ é\é' 5{)
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homomorfizm ® = (a, B, y) tg¢liisii ile tanimlanir, 6yle ki

a:g— g’

B:R—R

y:H —> H'

birer cebir homomorfizmidir,
) )
g 2 R 1
a B

v , v '
gl 82 RI 81

diyagrami degismelidir ve

ozellikleri saglanir.

a(g-h) =a(g) - y(h)
a(h-g) =y(h) - alg)
B(r-h)=p(r)-y(h)
B(h-r)=y(h)-B(r)

a{ry, 124 = {B(r1), B(r)h
a{ry, 12}, = {B(r1), B(r2)};

:7_[/

Eger a, f ve y’nin her biri cebir izomorfizmi ise, o halde yukaridaki sartlar ile birlikte

@’nin 2—c¢aprazlanmis modiil izomorfizmi oldugu soylenir.

Bir®: (G,R,H,06,,6;) — (G',R',H', 65, 5;) homomorfizmi verildiginde, ayrica

R’nin G tizerindeki her iki etkisi de korunur ¢iinki,

a(g - r) = a(—{r,6,(g¢)}1)
= —{B(r),B5:(a)}
= —{B(r),8a(g)h

=a(g)-B(r)
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a(—{6;(g),r}2)
= —{62(9), B(r)}:
= —{6;a(g),B(r)};
B(r) - alg)

a(r-g)

a(g - 6,(r) = alg) - y6.(r)
=a(g) - 6;6(r)

ve

a(6,(r)-g) =y6:(r) - alg)
= 618(r) - a(g).

Ayrica eger @ = (a, ,y) bir 2 — ¢aprazlanmis modiil homomorfizmi ise bu durumda
(Cl, ﬁ) : (g: :R, 62) 5 (glr:R" 65)
bir ¢aprazlanmis modiil homomorfizmidir.

Tanim 4.4. Birlesmeli cebirlerin bir

) )
G : R : H

2—caprazlanmig modiilii verilsin ve

8, 81
gl RI j_[l

deG' € G, R SR, H' S I ve s = b;lgr, 6, = 8¢ olacak sekilde bir 2 —caprazlanmig
modiil olsun ve ayrica buradaki etkiler ve Peiffer Liftingleri, digerlerinin kisitlamasi olsun.
Bu durumda (G',R', H', 65, 61)’in, (G, R, I, 55, 8,) igin bir 2—alt ¢aprazlanmis modiil ol-
dugu soylenir. Bu durum (G',R',H") < (G, R, H) seklinde ifade edilir.

8 8
Tamm 4.5. Bir G : R - H 2—c¢aprazlanmis modii-

liniin bir 2 —alt ¢aprazlanmis modiilii asagidaki gibi verilsin.

8; 81
gl RI g_[l
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Eger
QDR 2 RandH' 2 H
" -hh-r"eR',g -hh-g' €G’
3)r-h',h -reR',g-h',h-geg’

(4) {4,.!, 4’}1; {/’ﬂ” 4’}2, {/’ﬂ) /’ﬂ’}ll {/’ﬂ) /’ﬂ’}Z € g,

kosullari timg € G, g¢' €G', » € R, »' € R',h € H ve h' € H' igin gegerliyse, 0 halde
(G',R',H')nin (G,R,H) i¢in bir 2—¢aprazlanmis ideal oldugu sdylenir ve bu durum
G, R, H'") 2 (G,R,H) ile gosterilir.

Yukaridaki tanimda verilen (4) kosulundan goriilebilir ki, tim g € G, ¢’ € G', 7 €
Rver' eRicin g¢'-r,r-g' €G've g -r',r'"-g€gG' elde ettigimize dikkat edin.
Eger (G',R',H"), (G,R,H, 54, 6;1) ‘nin 2—¢aprazlanmis ideali ise o halde tim g € G, g’ €

G', 7 € Rver' € R icin asagidakileri elde ederiz

g r=—{r69h€eqg
r-g'=—{69 7} €G
g-r'=—{r',6(g)} €y
—{62(9). 7'} € G’

%
R
Il

benzer sekilde

g' - 61(r),6:,(r)-g' €G'veg 6:(r"),6:(r")-g €G’
elde edilir. Ek olarak, G' < G olur ¢ilinkii

g'-9=9"6,(99)€G veg-g' =0,(g) ¢’ €G dir

Bu argiimanlarin bir sonucu olarak, (G',R', H"), (G, R, H, §,, 6;) nin 2—¢aprazlanmis ide-
aliise; (G',R") de (G, R, §,) ’nin bir ¢aprazlanmis ideali olur.

Tanmm 4.6. Bir
® = (a,B,y): (GRH, 0,6 — (G, R, H', 6,61)

bi¢ciminde 2—¢aprazlanmis modiil homoformizmi verilmis olsun. ®’nin ¢ekirdegi ¢ek ® =
(ceka, ¢cek S, cek y) ile tanimlanir ve @’nin goriintiisii gor @ = (gor a, gor 5, gory) ile

tanimlanir.
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¢cek @’nin, (G, R, H) nin 2—¢aprazlanmis ideal oldugunu gérmek kolaydir ve ayrica
gor @, (G', R, H') nin 2—alt¢aprazlanmis modiiliidiir. Ornegin, gér ® i¢in 2—¢aprazlanmis
ideal halinin diger bir kosulu k € ¢ek 8, 7 € R i¢in, {7, k},, {7, k},, {k, 7 }1, {k, 7}, € ¢ek
a oldugu asagidaki gibi elde edilir.

afr,kh = {B(r), U} = (B(r), 0z}
= {/3(”’)'55(09’)}1 = —(0gr - B(#)) = Ogr
a{r,k}y, = {B(r), B}, = {B(r), Oz}
= {B(r),8:(05)}, = 81B(r) - 051 — B(r) - Ogr = O
afk, 7} = {BK), B} = (0gr, B}y
={65(05/), ()}, = 0gr - 81(1) = Ogr -+ = O/
afl, 7}, = {B(K), B(r)}2 = {0z, B}z
= {62(0g). B(r)}, = =(B(r) - 0gr) = 05

Tanmm 4.7. (G,R,H,5,,61), 2—¢aprazlanmis modiil ve (G',R',H"), (G,R,H ) nin bir

2—c¢aprazlandirilmis ideali olsun. Bu durumda % 2—caprazlanmis boliim modiili
G R H — & iy — = ! - . o
(5,5,5,52,61) beslisi ile tanimlanir. Burada &5, §; ve Peiffer liftingleri asagidaki gibi
tanimlanir.
5(g+G) =8,(g) + R
5.(r+R") = 6;(r)+H’
{ri+ R, 7m+R'} = {r, 1 +G’
{ri+R, 1+ R}, = {r, 12}, 4G’
%’nin g ve % tizerindeki ve %’nin g tizerindeki etkileri su sekilde verilmistir:

(g+G) - (h+H)=(g-h)+¢
(h+H")-(g+G)=(h-g)+G'
r+R) (h+H)= @ h)+R
(h+H) - r+R)="h )+ R
(¢+G)- r+R)=(@ m+¢g
(r+R)-(g+G)=0-9)+¢
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Yukaridaki tanimda (5,%,%,6_2,6_1)’deki tiim etkilerin ve smir doniisiimlerinin iyi ta-
nimli olduklar1 ¢aprazlanmis modiillerden bilinmektedir. Asagida, Peiffer liftinglerinin de

iyi taniml1 oldugunu goérelim.

Lemma 4.8. (G,R,H, 5, 8;1), 2—¢aprazlandirilmis modiil ve (G',R',H"), (G,R,H) nin
2—c¢aprazlanmis ideali olsun. Bu durumda boliim 2—¢aprazlanmis modiiliiniin Peiffer lif-

tingleri iyi tanimlidir.
Ispat. ideal tanimdan her ' € R, » € R i¢in {r', 7}, {r, 7'}, € G’ oldugunu biliyoruz.
R/R"”der; + R' = 5 + R oldugunu varsayalim. Bu durumda 7, — 74 € R’ olur.
{rovh —{r,rh ={ry—r,7vh ={0g7r}4 = 0g €g’

olmasmdan {7, r}; — {rq1,7}, € G’ elde edilir ve {r; + R',» + R}, ={r, + R',» +
R {r+R,»+R}={r+R,ry+R'}; olur. {,}, liftinginin boliim 2—gaprazlan-

mi1s modiiliinde iyi tanimli oldugu da benzer sekilde goriilebilir.

Onerme 4.9. (G, R, H,85,,8;) 2—¢aprazlanmis modiil ve (G',R',H"), (G, R, H)’nin bir

2—caprazlanmis ideali olsun. Bu durumda herg € G, » € R ve h € H igin

q0:(@)=9+G . qu(r)=r+R,q3(h) =h+H'

G R H

ile tanimlanan Q = (qq,q3,q3) tuclisi (G, R,H,d,,5,)’den (5’@’?'

52,81)'ve bir

2—caprazlanmig modiil homoformizmdir ve Q’nun ¢ekirdegi (G', R', H") dir.

ispat. q,, q, ve q3iin kanonik homomorfizm denen cebir homomorfizmleri olduklari bilin-

diginden, her g € G, » € R, h € H igin asagidaki esitliklerin varligin1 gormek yeterlidir.

5,q:(9) = 6,(g +G") = 6,(¢) + R’ = q,6,(9)
61Q;(r) = 8,(r + R') = 6:(r) + H' = q36,()
{92(11), Q2 (1)} = {r1 + R, + R’} = {r, 724 + G = qi({r, 724
{92(11), Q2 (12)}, = {r1 + R, + R}, = {r, 12} + G = qi({rr, 72},
q:(9) (W) =(@+G) - (h+H)=(@ ND+G =a.(g-h)
(1) q3(g) = (h+H)-(g+G) =(h-g)+ G =aq:(h-g)
Q@) -q(h) =(r+R) - (h+H') = -h)+R =q(r-h)
QM) @) =Gr+H) - (r+R)=(h-r)+R =qyh-r).
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Ayrica cebirleri i¢in bilinen denkliklerden

cek Q = (¢ekqq, ¢ekqy, cekqz) = (G', R, H')
oldugu elde edilir. [

Yukaridaki 6nermenin bir direkt sonucu olarak, ideal taniminin kategorik olarak

dogru oldugunu ifade eden asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 4.10. (G, R, H, 8, 8,) bir 2—¢aprazlanmis modiil ve (G', R, H") < (G, R, ) olsun.
Bu durumda, (G',R',H') 2 (G,R,H) olmasi igin gerek ve yeter sart, en az bir
(G*,R*,H",6;,81) 2—¢aprazlanmis modiilii ve ®: (G, R, H, 6,,6,) — (G*,R*, K", 65,87)
homomorfizmi igin ek ® = (G',R', H") olmasidir.

Teorem 4.11. 2—c¢aprazlanmis modiillerin bir
® = (Q,B,Y) : (Q,R,H, 62,61) 7 (g*::R*:H*: 6;; 6;)
homomorfizmi verilsin. Bu durumda

GRH) . ®
—gekCI) = gor

olur.

ispat.d:iﬁgéra,ﬁ_:iegérﬁ vey:

— g0rvy, cebirler icin 1. izomorfizm
cek a cek B ceky gory. ¢

teoreminin ispatinda kullanilan izomorfizmler olmak, yani @(g + ¢ceka) = a(g), B(r +

GRH)

cek B) = B(r) ve y(h + ¢eky) = y(h) ile tanimli olmak iizere ® = (CY, B, ]7) s

gor @ doniislimiinii tanimlayalim.
G 5 R 5 H

cekiny cekiifp cekiy

S]]
=
<

v 5; v 5; v

gorid goris goriy
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Yukaridaki diyagramin degismeliligi ve etkilerin korunmasi, ¢caprazlanmis modiiller

icin 1. izomorfizm teoreminin bir sonucudur. Boylece, A = 1,2 olmak iizere

{5(4"1 +ker B), B(r, + kerﬁ)}i = {B(r1),B(r2)}2

= a({/’ﬂlﬂllﬂz}l)
= a({ry, 7}, + kera)

= a({ry + ker B, 75 + ker £},)

esitligi gormek yeterli olur ve buradan ®’nin bir 2—¢aprazlanmis modiil izomorfizmi oldugu

sonucuna varilir. ]

Tanim 4.12. (G, Ry, Hy) Ve (G2, R, H3), (G, R, H, 65, 8;)’in 2—altgaprazlanmis modiilleri
olsunlar. Bu duurmda (G;, Ry, H;) Ve (G, R,, H,)’ nin arakesitleri,

(G1, Ry, H1) N (G2, Ry, H) := (G N G2, Ry N Ry, Hy NH)
seklinde tanimlanir.

Onerme 4.13. Bir 2—¢aprazlanmis modiiliin iki 2—alt¢aprazlanmis modiiliin arakesiti de bir
2—alt caprazlanmis modiiliidiir. Ozel olarak, eger bu 2—alt ¢aprazlanmis modiiliin her ikisi

de birer ideal ise, bu durumda arakesitleri de bir idealdir.
Ispat. 2—alt caprazlanmis modiil ve ideal tanimlarmdan hemen gériilir. ]

Tamim 4.14. (G, R, H, §,, 61) bir 2—¢aprazlanmis modiil ve (G',R', H") ile (G"',R", H "),
(G, R, )’ nin birer 2—alt ¢aprazlanmis modiilii olsun. Bu sartlar altinda, (G',R',H") ve
(G",R",H"" ) niin toplami

(gll Rl’j_[l) + (glll RII,:]_[II) = (gl + gII'RI + RII'}[I + j‘[”)
seklinde tanimlanir.

Onerme 4.15. (G',R',H"), (G,R, H,68,,8;) 2—caprazlanmis modiiliiniin bir ideali ve
(G",R",H'") de (G, R, H, 55, 6,)’in bir 2-alt-caprazlanmis modiilii olsun.
(i) G, R, H")+(G",R",H"), (G, R, H)’ nin 2-alt-gaprazlanmis modiiliidiir.
(i)  Eger buna ilaveten (G”,R",H") de ideal ise, (G',R',H") + (G",R", H"),
(G, R, ) nin bir idealidir.
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Ispat. (i) 6,(G' + G S R + R" ve 6;(R' + R"") € H' + H" oldugu acikca goriilmek-
tedir. Bunun yaninda, herg' € G', »' € R', i e H',g¢" € G", »" € R"" ve h"' € H" igin,

(hl + hll) . (g‘l + g‘”) — hl . g‘l + hl . g‘ll + h” . g‘l + h” . g‘ll E gl + gll
(g‘l + g”) . (hl + hll) — g)l . hl + g)l . hll + g)ll . hl + gll . hII E gl + gll
W+ - +r")=h -+ +R -+"+h" -+ +Rh -+ €R +R"

ve
' +r")y-(W+h)Y=+r"-++"-h'++" K +r"-h" eR +R"
olur. Ayrica 7,75, € R', {',r,',€ R" i¢in A = 1,2 olmak tizere
(rd + ol = b+ o+ O + (il € R 4 R
olup (G',R",H") + (G",R",H") < (G, R, H) elde edilir.

(IR +R"<RveH'+ H" < H oldugu, R',R" < RveH',H" < H olmasin-
dan goriiliir. Diger sartlar da asagidaki gibi elde edilir.

' +7r")y-h=@#"-h)+ (" -h)eR +R"
h-(r"++")y=Ch-r)+h-r")eER +R"
@ +¢") h=(g W)+ H)EG +G"
(@ +¢") h=(g W)+ H)EG +G"
r-(W+h")y=@-A)+ (@ -h")eR +R"
(W+h")y-r=0h -)+H"-r)eR" +R"
g (W +h) = (g k) +(g-h") € G +G"
(W+h") g =W -g)+ (0 g)€G +G"
(r+r"rh="rh+{r",rhHeR +R"
(r'+r"ry, =" rL+{r',r} eR +R"
frir’'++r"hW=rrLH+{r»r"}LeR +R"
{rvr' +r"}Y, ={r»r'},+{r»r"}, eR +R".
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Teorem 4.16. (G, R, H, 55, 5,) bir 2—¢aprazlanmis modiil, (G',R',H"), (G, R, H) nin bir
ideali ve (G",R",H'""), (G, R, H) nin bir 2—alt-¢aprazlanmis modiilii olsun. Bu durumda,

(gII’RII’g_[H) - (gI’RI' j_[l) + (gII’RH’g_[H)
G R, H)N(G",R",H") G R, H")

ispat. a(¢") = g" +G', B(r'") = " + R' ve y(R'") = h" + " ile bir

(gl' RI'}[I) + (gll' R”, :]_[II)

¢ =(apy): (6" R",H") @GR, 3")

doniistimiini tanimlayalim.

Her g’ € G', ¢" € G" oldugu durumda her bir g¢' +g" +G' € % icin, g¢' € G’

olmasinda dolay1 g’ +g" +G' = g" +g'+G =¢g" +G' elde ederiz. Dolayisiyla,
alg'")=g" +G' =g'+¢g" + G olur. Buda a’nin bir 6rten fonksiyon oldugunu gosterir,

yani gor a = g ;’g olur. Benzer sekilde, gor f = z ;f ve gor y = X :,{ oldugu goriliir
ve boylece gor ® = G ,)+(,g ;ﬂ a” )elde edilir.
G"R"3"

Ote yandan, her g”" € G" i¢in a(g') = 0y, & g +G' =G & g" € G’ oldu-
gl

gundan ¢ek @ = G' N G" olur. Benzer sekilde, ek § = R' N R" vegeky = H' nH" olup
buradan da cek ® = (G',R",H') n (G",R",H") elde edilir.

(g”,R”,}[”)

Teorem 4.11 uyarinca
cek @

= gor ¢ olmasindan

(gll’Rll’j_[‘H) - (gI’RI' j’[’) + (gII’RII’j_[H)
G R, H)N(G",R",H") G R, H")

sonucu elde edilir. ]

Onerme 4.17. (G,R,H,6,,6,) bir 2—¢aprazlanmis modil, (G',R',\H') 2 (G,R, H),
G",R"H")<(GR,H) ve (G R, H)<(@G" R'SKH") olsun. Bu durumda,

(gII'RII'}[II) 4 (Q,R,}f)
(gI‘RI‘}[I) - (gl’:RI’:H‘I)

olmasi igin gerek ve yeter sart (G"',R",H") 2 (G, R, H) olmasidir.
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(g”,R”,{]-[”) < (g,:R,}[)
(g’,:R’,H,) - (QI,R,,H’)

Ispat. oldugu kapsamalardan agiktir. Ayrica cebirler i¢in ilgili so-

nugtan dolay1 R < R & g;—, < % Ve H' 2 H & % | % oldugu bilinmektedir. ideal

olmanin diger sartlar1 arasindaki ¢ift yonlii gerektirme ise asagidaki sekilde goriiliir.

Il n

rvr" -heR'os " - hWN+ReE—=@r"+R) (h+H') €

:]zl RI

R” rn
h-%”ER”@(h-/r”)+R’Eﬁﬁ(h+f}[’)-(4’”+fk’)ER,
r 143 144 ! g” 14} 1A 1A g”
g"-heg"e=(@¢"-h+g§g ea@(g +g)-(h+}[)e?
r 143 143 ! g” ! 14} ! g”
h-g"eg"=h-g")+g§ e?(:(h+}[)-(g +g)e?

RII 1
rRER S (r ) 4R € o (P +R) - (WA H) €7

K reR W M) +AR EZ & (W +H) (r+R) €

R’ R’
g»-h”Eg"@(gﬂh”)+g'Egg—,@(g+g')'(h"+7{’)E%
R geg o W g g e Lo (I (g +§) D

rn 144 144 1A g” rn ! 1A g”
{r'"r}eq" = ", 4G e?@{fr 73,4”73}1Eg7
rn 144 144 1A g” rn ! 1A g”
{r'"r}, €q" = {r", »},G e?@{fr R,wﬂz}ze?
144 144 144 1A g” ! 143 1A g”
{r»r"}eqg" < {r,»"1G e?@{frﬂe,w R}le?
rn 144 144 1A g” ! 143 1A g”
{r,r"},€q" o {r,»"},G e?@{frﬂe,w R}ze?-

Teorem 4.18. (G, R, H, 85, 6,) bir 2—¢aprazlanmis modiil, (G',R',H") ve (G",R",H""),
(G,R,H)ninG' € G",R' € R" ve H' € H'" olacak sekilde ideali olsunlar. Bu durumda,

(G, R, )
G . RH) _ GRH)
(gll’:}zll,:]_[‘ll) - (g”,R”,j‘[”)
(gl’:Rl,j_[‘l)
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Ispat. a, B ve y fonksiyonlarmi

9

g/ g < rg”> 17
a: 7] _>T; a g"l'g_, :g"*'g

gg_, g g

R

R’ R ’ " 7
:B R _>R,,: ,8 r+R ; =7r+R

R’

H
T2 TR P
Yy :]_[‘Il :]_[,,) )4 7_[, -

o

seklinde tanimlayalim. @, 8 ve y fonksiyonlarinin cebir izomorfizmleri oldugu bilinmekte-

dir. Asagidaki diyagram goz oniine alalim.

G/G 5 R/R 5 H/H
G" /G R" /R H"JH
a B 4
y v v
G 5, R 51 H
g " R" "

Herg € G, r,7,7, E RVve h € H igin

— " S + ’ RII
Bo; (g + 9%—) =B <%)

,:RI,
=p <52(g*) + R ﬁ)
=8,(¢) + R
= 5.(g+6")

=8, <g+g’%>

5 +R,R” B S, (r + RHKH"
1238 KAl ==Y 7
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=y 6.( )+:}(’}[”
=Y{o\7r o
=6(r)+H"

= §,(r +R")

=4 +5R’R”
=6\ 7 R

ve

(46D (ne 20 T)) o 182 L0
= a((gwh) +9’gg—’,’)

=(g- W) +6"
= (g+6") (h+H")

B ,gll ’:]_[II
—(X(g»+g ?>y<h+7—[ ?>
R JHON O (((+ R - (h+H))R”

B h R,RH
=W+ R
=(r W) +R"

=(r+R")-(h+H")

Y P BT e
_ﬁ 7 :R, y :]_[[ "

olur. Sol etkiler i¢in olan esitlikler de benzer sekilde goriiliir. Ek olarak, her A € {1,2} i¢in

’RII ,R” ) , gll
a{xm + R W,’I"Z + R ﬁ}l=a {4’1+R,4’”2 +:R},1?

=a <{4’1,4’2}A + g,gg_,>
={ru, 5+ 6"
= {4’1 + R,,’ 4’2 + R,,}A
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= (B(rR ®R"/R)), B(r,R'(R"/R))},

olduguna dikkat edilerek ispat tamamlanir.
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5. SONUC

Bu calismada degismeli olmayan birlesmeli cebirler, bu cebirlerin ¢aprazlanmis mo-
diilleri ve ozellikle de 2 —¢aprazlanmis modiilleri konu edilmis ve grup teoriden bilinen ii¢
klasik izomorfizm teoreminin benzerlerinin bu yapilar i¢in de gegerli olduklari ispatlanmis-
tir. Caligmanin 2 —¢aprazlanmis modiiller ile ilgili olan kism1 bu bakimdan daha 6nce lite-
ratlirde yer almamis baz1 orijinal sonuglar igermektedir.

2 —caprazlanmis modiillerin cebirsel topoloji alaninda kullanigh olduklarinin bilin-
mesi yaninda son yillarda bagka alanlarda, 6rnegin fiziksel modellemede, arag¢ olarak kulla-
nildig1 da goriilmiistiir. Burada incelenen yapinin bu kullanisliligi goz oniine alindiginda, bu
calismanin konu ile ilgilenen arastirmacilara yonelik temel bir referans kaynagi olusturacak
olmasi bakimindan 6nem arz ettigi diisiiniilmektedir.

Burada elde edilen sonuglar daha baska calismalarin gergeklestirilmesi igin bir temel
olusturabilir veya buradaki sonuglar1 temel almayacak olan bazi ¢caligsmalar icin ilham kay-
nag olabilir. Bu ¢alismada 2 —¢aprazlanmis modiiller merkeze alindig1 gibi 3 —¢aprazlan-
mi1s modiiller ve daha yiiksek boyutlar i¢in benzer konularin arastirilmasi bu ¢alismanin iize-
rine kurulabilecek gelistirmelerden biri olabilir. Buradaki sonuglar degismeli olmayan bir-
lesmeli cebirlerin 2 —¢aprazlanmis modiilleri yerine bunlardan daha genel cebirsel yapilarin
2 —caprazlanmis modiilleri konu edilerek farkli bir yapi igerisinde arastirilabilir. Bunun ya-
ninda 6n ¢aprazlanmis modiillerin de yiiksek boyutlu benzerleri i¢in bu baglamda ¢aligmalar
yapilabilir. Buradaki sonuglar karsilik geldikleri anlamlar {izerinden fiziksel modellerde
uyarlanarak teorik sonuclar ortaya konulabilir. Ayrica izomorfizm teoremlerinin sonuglari
olarak degerlendirilebilecek olan ve cebirsel yapilarin daha kiiciik pargalara ayrigtirilarak
anlagilmasinda 6nemli bir arag olarak kullanilma potansiyeli bulunan Zassenhaus Lemmasi,
Schreier inceltme Teoremi ve Jordan-Holder Teoremi, bu ¢alismada s6z konusu olan yapi-

larda arastirilabilir.
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