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Degismeli Olmayan Birlesmeli Cebirlerin Caprazlanmis Kareleri ve Morfizmleri icin
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Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

[lk boliimde cebirlerin ¢aprazlanmus kareleriyle ilgili literatiir bilgisi sunulmustur.

Ikinci boliimde temel cebirsel kavramlara ve teoremlere yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleri detayli bir sekilde ele almarak
alt ¢aprazlanmis modiil, ideal, ¢aprazlanmis modiil homomorfizminin ¢ekirdegi ve goriin-
tiisii, boliim ¢aprazlanmig modiilii gibi kavramlar incelenmis ve cebirlerin ¢aprazlanmis
modiilleri i¢in izomorfizm teoremlerinin ispatlar1 verilmistir.

Dérdiincii boliimde, daha onceki boliimde verilen kavramlar cebirlerin gaprazlan-
mis kareleri i¢in uyarlanmis ve verilen yeni tanimlar altinda izomorfizm teoremlerinin hala
gecerli olduklar ispatlanmustir.

Son boliimde ise daha 6nceki boliimlerde elde edilen sonuglar yorumlanmaistir.

Anahtar Kelimeler: Cebir, ¢aprazlanmis modiil, izomorfizm teoremi, ¢aprazlanmis kare
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This study consists of five parts.

In the first chapter, information about the literature on crossed squares of algebras
IS presented.

In the second chapter, basic algebraic concepts and theorems are given.

In the third chapter, crossed modules of algebras are discussed in detail, concepts
such as subcrossed module, ideal, kernel and image of crossed module homomorphism,
quotient crossed module are defined, and proofs of isomorphism theorems for crossed
modules of algebras are given.

In the fourth chapter, the concepts given in the previous chapter are adapted for the
crossed squares of algebras and it is proved that the isomorphism theorems are still valid
under the new definitions given.

In the last chapter, the results obtained in the previous chapters are interpreted.

Keywords: Algebra, crossed module, isomorphism theorems, crossed square
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1. GIRiS

Matematigin en eski ve en kapsayici alanlarindan biri olan cebirin bir terim olarak
etimolojisi Arapcada kirik pargalarin birlestirilmesi anlamia gelen, ayrica Kimilerince
zorluk ve zorlama anlami ile de 6zdeslestirilmis olan =l (el-cebr) kelimesine dayanmak-
tadir. Bu adlandirma esas olarak, 8. ve 9. yiizyilda cebir alaninda, daha genel olarak da
matematik, cografya ve astronomi basta olmak iizere daha bir¢cok alanda kilit ¢alismalar
yapmis olan ve bir¢ok bilim tarihgisi tarafindan cebirin kurucusu olarak kabul edilen Mu-
hammed bin Musa el-Harezmi veya daha ¢ok bilinen kisa adiyla Harezmi’nin ayn1 addaki
kitabindan kaynaklanmaktadir. Her ne kadar Harezmi sistematik cebirin kurucusu ve cebiri
ayr1 bir alan olarak calisan ilk kisi olarak bilinse de modern cebir, en temel araglardan biri
olarak ikili islem kavramin kullandig1 i¢in ve toplama islemi de cebirsel bir temele dayan-
dig1 i¢in cebirsel galigmalar insanlik tarihi kadar eskiye dayanmaktadir ve buna ek olarak
Harezmi doneminden ¢ok daha 6nce de, 6rnegin Babil doneminde, gelismis cebirsel calis-
malara da rastlamak miimkiindiir. Harezmi’nin ve bu dénemde yasayan bazi diger alimle-
rin eserlerinin Italyanca ve Ispanyolcaya cevrilmesiyle gelismis cebir ¢aligmalar1 Avru-
pa’da da hizlanmig ve nihayet Yeni Cag’da modern anlamdaki cebirsel akademik ¢aligma-
larin temelleri atilmastir.

Cebir, geometri ile birlikte, matematigin temel alt alanlarinin en koklii olanlarindan
biri olarak diistiniilebilir. Matematigin baska bir temel alt alan1 olan topolojinin ise, cebirin
halihazirda biiylik gelisim gostermis oldugu 18. ylizyilin sonlarinda kavramsal temelleri
yeni yeni olusmaya baslamis ve modern anlamdaki topoloji tanimi1 ancak 20. ylizyilin ikin-
ci ¢eyreginde verilebilmistir. Hemen hemen ayni donemlerde, daha 20. yiizyilin yarisina
bile ulasilmamisken, cebir ile topoloji arasinda ¢ok siki baglarin bulundugu kesfedilmeye
baslanmistir. Bu kesif, giiniimiizde cebirsel topoloji adiyla bilinen yeni bir alanin ortaya
¢ikmasina neden olmustur. Adindan zannedilebileceginin aksine cebirsel topoloji, cebirle
topolojinin bir karigimi1 olmaktan ziyade, ylizlerce hatta binlerce yillik cebirsel bilgi biri-
kiminden yararlanarak ¢6ziime daha kolay bir yoldan ulagsmak igin, yeni gelismekte olan
topoloji alanindaki bazi problemlerin topoloji alanindan cebir alanina ¢esitli ara¢ ve yon-
temlerle transfer edilmesini, cebir alanina taginan problemin ¢6ziilmesini ve bu ¢6ziim yar-
dimiyla topoloji alanindaki orijinal problem ile ilgili yorumlar yapilmasini, hatta baz1 du-

rumlarda kesin ¢ozlimler elde edilmesini amagclar. Bu ¢calismanin temel konusunu olusturan



caprazlanmis modiiller ve ¢aprazlanmis kareler de cebirsel topoloji alanindaki bazi calis-
malarda karsilasilan 6rnekler model alinarak soyutlanmis cebirsel topolojik kavramlardir.

Caprazlanmis modiil kavramu literatiirde ilk defa John Henry Constantine White-
head (Whitehead, 1949) tarafindan gruplar i¢in tanimlanmistir. Buradaki tanim bir topolo-
jik uzaym homotopi gruplarindan ilham alinarak gelistirilmistir. Daha sonraki yillarda ¢ap-
razlanmis modiillerle ilgili burada hepsi siralanamayacak kadar ¢ok sayida ¢esitli ¢aligsma-
lar yapilmistir. Bunlardan 6ne ¢ikan bazilarina Stephen Lichtenbaum ile Michael Schles-
singer (Lichtenbaum ve Schlessinger, 1967) ve Murray Grestenhaber (Grestenhaber, 1966)
tarafindan birlesmeli ve degismeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleri ile ilgili yapilan ca-
ligmalar, Timothy Porter (Porter, 1986) tarafindan ¢aprazlanmis modiil kavramini degisme-
li cebirler lizerine aktarilmasi ile ilgili ¢calisma, Graham J. Ellis (Ellis, 1988) tarafindan
birgok farkli cebirin ¢aprazlanmis modiil tanimlarina yer verilen ¢alisma, Timothy Porter
ve Zekeriya Arvasi (Porter ve Arvasi, 1996) ve Ummuhan Ege (Ege, 2002) tarafindan de-
gismeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleriyle ilgi 6nemli bulgular sunan ¢aligma ve Alper
Odabas (Odabas, 2009) tarafindan ¢aprazlanmis modiiller i¢in izomorfizm teoremlerini
konu edinen calisma o6rnek olarak verilebilir.

[k ortaya cikis1 gruplara dayanan ancak daha sonra degismeli cebir, Lie cebiri, Le-
ibniz cebiri, birlesmeli cebir ve daha birgok baska cebir tiirlerine, ayrica raklar, topolojik
gruplar ve benzeri diger cebirsel yapilara ve bunlara ek olarak oldukca genel gergevede
kalan bazi kategori teorik yapilara uyarlanan g¢aprazlanmis modiil kavraminin bagka bir
gelistirme yonii de boyutsaldir. Siradan bir cebirsel yapiyla kiyaslandiginda iki boyutlu
oldugu soylenebilecek olan ¢aprazlanmis modiillerden, 6ne ¢ikan iki temel yaklasim altin-
da daha iist boyutlar1 temsil eden yapilar liretmek miimkiindiir. S6z konusu bu yaklagim-
lardan ilki, n + 1 tane temel cebirsel yapinin sira sira dizilmesi seklinde goziiken n — ¢ap-
razlanmis modiil kavramin1 vermektedir. Ikinci yaklasim ise 2™ tane temel cebirsel yapinin
bir n — kiip tizerine yerlesmesi seklinde goziiken n — ¢aprazlanmis kiip kavramini vermek-
tedir. Her iki yaklasimin {irlinlerinin da belirli kriterler altinda birbirlerine doniistiiriilebilir
olduklar1 bilinmektedir. Ozel olarak n = 2 alindiginda elde edilen 2 — caprazlanmis kiip
yapisina ¢aprazlanmis kare adi verilir ki bu yap1 bu tezin odaginda yer almaktadir. Burada
bahsi gecen n — ¢aprazlanmis kiipler Graham J. Ellis (Ellis, 1984) tarafindan tanimlanmis
ve Nizar Miekha Shammu (Shammu, 1992) cebirlerin ¢aprazlanmis karelerinde bizim ¢a-

lismamiza kaynaklik eden bazi 6ncii ¢alismalarda bulunmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, bu tez ¢alismasi boyunca gerekli olacak olan bazi cebirsel tanimlara,
teoremlere ve bunlardan bazilarinin ispatlarina yer verilmistir. Bu bdlimdeki tanim ve teo-
remler literatiirde iyi bilinen sonuglar olup herhangi bir standart kaynakta, 6rnegin Thomas
William Hungerford’un eserinde (Hungerford, 1974) bulunabilir.

Tamim 2.1. (ikili islem) G bir kiime olmak iizere x : G X G — G seklindeki bir fonksiyona
G kiimesi lizerinde bir ikili islem denir. Eger a,b € G ise x (a,b) elemani a x b seklinde

veya karisiklik olmamasi halinde bazen kisaca ab seklinde gosterilir.

Tamim 2.2. (Degismeli Grup) Bir G kiimesi tizerinde bir + ikili islemi verilsin. Eger
) VxyzeGighx+(y+z)=W+y)+z
i) Vx€Giginx+ 0= 0+ x olacak sekilde bir 0 € G vardir.
iii)  G’deki her x i¢in, x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde bir —x € G vardur.
V) Vx,yeEGigihx+y=y+x
sartlar1 saglaniyorsa (G, +) ikilisine bir degismeli grup (Abel grup) denir.

Tamim 2.3. (Halka) Bir H kiimesi tizerinde V x,y € H i¢in
+:HxH —H, +(x,y)=x+y
-tHXxH — H, “(x,y) =xy
ile taniml ikili islemler verilsin. Eger,
i)  (H,+) degismeli grup
i) Vx,v,z€Higinx(yz) = (xy)z
i) Vx,y,z€Hicinx(y+2z)=xy+xzve(x+y)z=xz+yz
ozellikleri saglaniyorsa, H’ye bir halka denir ve bu halka (H, +,) seklinde gosterilir. Eger
bu sartlara ek olarak
IV) Vx€H iginx1ly = 1yx = x olacak sekilde 1, € H elemani vardir.
Sart1 da saglantyorsa, H halkasina birimli halka ve bu 1, elemanina da H’nin birimi denir.
Karisiklik olmamasi durumunda 1, yerine kisaca 1 gosterimi de kullanilir. Eger bir H hal-
kasinda

V) Vx,y €Higinxy=yx



ozelligi saglaniyorsa H’ye bir degismeli halka denir.

Tamm 2.4. (Cisim) H birimli ve degismeli bir halka olsun. Vx € H, x # O i¢in 3y € H,
xy = yx = 1 olmasi saglaniyorsa, yani birimli ve degismeli bir H halkasinin sifirdan farkli

her elemaninin garpmaya gore bir tersi varsa H’ye bir cisim denir.

Tanmm 2.5. (Modiil) (K, +,-) birimli ve degismeli bir halka ve (R, +) bir degismeli grup
olmak tizere her a, 8 € K, x,y € R igin

) a-x+y)=a-x+a-y

i) (@+p) - x=a-x+p-x

i) a-(B-x)=(ap) x

iv) 1g-x=x
sartlarin1 saglayan bir -: KX R — R dis islemi verilsin. Bu durumda R’ye bir sol
K —modiil veya kisaca bir IK —modiil denir. Eger burada K bir cisim ise R’ye K {izerinde
bir vektdr uzay1 denir. Benzer sekilde her o, f € K, x,y € R i¢in

) (x+y)a=x-a+y-«a

i) x-(@a+B)=x-a+x-p

i) (x-p)-a=x-(Ba)

iv) x-1gx=x
sartlarin1 saglayan bir - : R X K — R dis islemi varsa R’ye bir sag IK —modiil denir. Eger
R tizerinde hem bir sol K —modiil, hem de bir sag K —modiil yapisi varsa ve bu iki yap1
hera,B € K, x,y € R igin

(@-x)-B=a-(x-p)

olmasini sagliyorsa R’ye bir IK —bimodiil denir.

Tamm 2.6. Bir R K —bimodiilii tizerinde bir
*:RXR —R
isleminin verildigini varsayalim. Eger bu islem her « € Kve r,s,t € R i¢in
i) (rs)t =r(st)
i) (r+s)t=rt+st
i) r(s+t)=rs+rt
iv) a-(rs)=(a-r)s=r(a-s)

V) (rs)-a=r(s-a)=(r- a)s

10



olmasin1 sagliyorsa R’ye bir K —bicebir denir. Ayrica R’nin bu ¢arpma islemine gore bir
birim elemani da varsa, yani bir 1 € R elemani her r € R i¢in 1r = r1 = r olmasin1 sagli-
yorsa R’ye birimli K —bicebir; eger R ¢arpmaya gore degismeliyse, yani her 7, s € R igin
rs = sr oluyorsa R’ye degismeli K —bicebir denir. R ayn1 anda hem birimli hem de de-

gismeli ise R’ye birimli ve degismeli IK —bicebir denir.

Bu c¢alisma boyunca “bicebir” yerine kisaca “cebir” sdzcligii kullanilacaktir. Ayrica
R birimli bir K —cebir ise, R’ye bir birimli halka goziiyle bakilarak bir A kiimesi tizerinde

bir R —cebir yapisi tanimlanabilir.

Tanmm 2.7. R bir K —cebir ve S € R olmak tizere, eger her s,s’ € S ve a € K i¢in
i) s—s'€S

i) ss'€S
iii) a-s€Ss
V) s-a€S

oluyorsa S’ye R’nin bir alt cebiri denir ve bu durum S < R seklinde gosterilir.

Tamim 2.8. R bir K —cebir ve I, R’nin bir alt cebiri olsun. Eger heri € I ver € R i¢in
i riel
(i) irel

oluyorsa I’ya R’nin bir ideali denir. Bu durum I 2 R seklinde gosterilir.

Onerme 2.9. R bir K —cebir olsun.
a) {h}rea R’nin alt cebirlerinin bir ailesi ise N, I < R’dir.

b) {l}5ea R’nin ideallerinin bir ailesi ise Ny [ < R’dir.

Tanmm 2.10. R bir K — cebir I,I' € R olmak tlizere I + I’ kiimesi,
[+I'={a+blacl,bel}

ile tanimlanir. Ayrica, {I }¢a , R’ nin alt kiimelerinin bir ailesi olmak tizere ), I; kiimesi
Z I;\ = {a;\l +--- +a;\n| a;\161;\1,"', ax, € 17\11' {}\1,"',}\71} c A}
A

seklinde tanimlanir.

11



Onerme 2.11. R bir IK —cebir olsun.
a) ISRveS<Rise I+ S <R’dir.

b) {,}rea R’nin ideallerinin bir ailesi ise )., I < R'dir.

Tanmm 2.12. R ve R’ birer K —cebir olmak lizere eger bir ¢ : R — R’ fonksiyonu her
r,s € R ve her a € K i¢in

) or+s)=e@)+els)

(i)  @(rs) = o(rs)

(i)  @a-r)=a-e()

(iv) o - =9«
olmasini sagliyorsa ¢’ye bir K —cebir homomorfizmi denir. Eger ¢ ayrica birebir ve orten

ise, bu durumda ¢’ye bir K —cebir izomomorfizmi denir.

Tanmm 2.13. R ve R’ birer K —cebir ve ¢ : R » R’ bir K —cebir homomorfizmi olmak

uzere

sek @ = {reR|o(r) =0}

kiimesine ¢ nin ¢ekirdegi,

gor ¢ ={o(r) | r €R}

kiimesine ¢’nin goriintiisii denir.

Onerme 2.14. R ve R’ birer K —cebir ve ¢ : R — R’ bir K —cebir homomorfizmi olmak

lizere ¢ek @ < R ve gor @ < R’ olur.

Tamm 2.15. R bir K —cebir ve I 2 R olmak lizere her bir r € R igin
r+l={r+ili€l}

kiimesine I’nin bir yan sinifi denir. /’nin biitiin yan siniflarinin kiimesi R / 7 ile gosterilir.

Onerme 2.16. R bir K —cebir, ISR ver+1,r' +1€ R/I olmak tizere, r + I =1r' + 1

olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¥ — r’ € I olmasidir.

Onerme 2.17. R bir K —cebir ve I < R olmak iizere her r + I, ' + I € R/, ve her a € K
i¢in
r+D+(r'+D=r+r"+1
12



r+D(r'+D=rr"+1
a-(r+)=a-r+1
r+D-a=r-a+l
islemleri ile birlikte R/ 7 bir K —cebirdir. Ayrica her 7 € R i¢in q(r) = r + [ ile tanimla-

nan q : R — R/, doniisimii bir K —cebir homomorfizmidir.

Tamim 2.18. R bir K —cebir ve I 2 R olmak iizere R/I’ya boliim cebiri ve q(r) =r +1

ile tanimli q : R — R/I homomorfizmine kanonik homomorfizm denir.

Teorem 2.19. (Cebirler icin 1. izomorfizm Teoremi)

R ve R' birer IK —cebir ve ¢ : R — R’ bir K —cebir homomorfizmi ise

R i
/gek(p = gor ¢

olur.

Ispat: ¢ : R/gek o™ gore dontsiminii her r + ¢ek ¢ € R/gek 0 igin

¢(r + cek @) = ¢ (r)
olarak tanimlayalim.
i Tammlilik: Her 1, + ¢cek @, 7, + cek @ € R/g:ek 0 i¢in
rn+ecekop =1,+¢cekp =1r —1r, Ecek g
= o —1) =0
= @) — () =0
= () = ¢(12)
= ¢(r1 + cek @) = (1, + cek @)
Birebirlik: Her r, + ¢ek ¢, 7, + cek ¢ € 1‘?/9ek » iSin

¢(r1 + gek @) = p(r; + cek @) = @(r1) = ¢(r2)
= @(r) —p(rz) =0
= @ —1) =0
=71 —1, Ecekgp
=1 +cekp =1, +c¢ek o
Ortenlik: v' € gor ¢ olsun.

) =1
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olacak sekilde r € R vardir.
r+ceko € R/gekq)
elemanini ele alirsak

¢(r+cekop) =) =1
olur.

Homomorfizm: Her r; + ¢ek ¢, 1, + ¢cek ¢ € R/gek ® icin

¢(ry + cek @ + 1, + cek @) = p(ry + 12 + cek @)
=@ +1)
= (1) + o(r2)
= ¢(r; + cek @) + ¢(r2 + cek @)
¢((r1 + cek @) (12 + cek @) = P (17, + cek @)
= @(r12)
= @(r)e(r2)
= ¢(r1 + cek @) Pp(r, + cek @)
qb(a - (r + cek <p)) =¢(a-r+cek @)
=¢(a-1)
=a-¢(r)
=o- ¢p(r+cekp)
¢((r +cekp) - a) = ¢(r- a+ cek @)
=@ o)
=)«
=¢(r+cekgp)-a

Onerme 2.20. R bir K —cebir, S<I 2 RveS 2 Rise, S 21 vel/c 2 R/odir.

Ispat: i€l ve s€S olsun. SR ve i€ R oldugu icin si,is € S olur. Bdylece S 2
[’dir. I € R oldugundan I/S c R/S olur.
i, +Si,+S€ 1/]
ise i;,i, €1 olup i; — i, € I olmasindan
(1 +S)— (i +S) =iy —i+Sel/s

VeiEI,rERolmakﬁzerei+SEI/S,r+SER/Si(;in
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i+Sr+S)=ir+S
r+S)(+S)=ri+S
ve ir,ri € I oldugundan

(i+S)r+8)el/s

olur. Boylece /¢ 2 R/ dir.

Teorem 2.21. (Cebirler icin 2. izomorfizm Teoremi)

R bir K-cebir S<I<RveS 2R ise

R
/S 1/5 ~ R/I

olur.

Ispat: 1k olarak

p(r+S+1/g)=r+1

fonksiyonu tanimlayalim.

: R/

i Tammblik: vy + S + I/S,rz + S+ I/S e /S iy olmak iizere eger
S

n+S+l/c=r+s+1/g
ise, bu durumda
(i +S)—(r+S5)el/
yani
rn—r+SE I/S
olur. Bu nedenle
rn—rn+S=Ii+S§
olacak sekilde en az bir i € [ vardir. Buradar; —r, — i € S € I olmasindan
n—n=Mm-n-—D+iecl=r+l=r+I
= o +S+1/) =0l +5+1/5)
elde edilir.
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R
Birebirlik: Herry + S+ /¢, 7, + S +1/c € /5/1/ igin
S

(p(r1+S+1/5)=<p(r2+S+I/S)=>r1+I=r2+I
=n-—rel
=11 +SEI/S
=T +S)—(r +S)€I/S
=n+S+l/c=r+5+1/g

Ortenlik: v € R olmak iizere v + I € R/I olsun. Bu durumda
Wi
/s

<p(r+S+I/S)=r+I

olup

bulunur.

R
Homomorfizm: Her ry + S + /¢, 7 + S +1/c € /5/1/ igin
S

o +S+1/c+nr+S+1/g)=p(r+r+S+1/)
=7’1+T2+1
=7’1+I+T2+1

=p(rn+S+1/Q+em+S+1/5)

<p((r1+S+I/S)(r2+S+I/S))=<p(r1r2+S+I/S)
=y + 1
= +Dm+1)
=p(r+S+1/) p(r, +S+1/5)
<p(a-(r+S+1/S))=(p(a-r+S+I/S)
=a-r+1
=a-(r+1)
=a-p(r+S5+1/5)
o((r+s+1/) a)=p(r-a+Ss+1/)
=r-a+l
=r+1)a
16



=p(r+5+1/)-a

Teorem 2.22. (Cebirler icin 3. izomorfizm Teoremi)
I 2R, S<Rise

S/ al+S
lIns="""/

Ispat: ilk olarak

¢Jﬁns—ﬁ+sﬁ
p(s+INnS)=s+1

fonksiyonunu tanimlayalim.

Di Tammhlik: s; +1NS=s,+INS E]/IOS

51+Ins=52+1n5
olsun. Bu durumda

Sl—SZEIﬂS

olup
S1—S, €1
’dir. Buradan,
s+ =s,+1
olup
(s +INS)=¢p(s,+1INS)
elde edilir.

Birebirlik: Her s, + InS = s, +InS €//, | ¢ icin
1 +INS) =@, +INS)=5s;+1=5s,+1
=5 —S, €1
olur. Ayrica s;, S, € S oldugundan s; — s, € S olur. Dolayisiyla s; —s, € I N S olup
s;+tINS=s,+INS
Ortenlik: i € 1 , s € S olmak iizere, i +s + | el + S/I olsun.

i € I oldugundan,
i+s+I=i+1+s+I=1+s+1=s+1

ve boylece s + 1 NS €5/, 4 ¢ igin

p(s+INS)=s+I=i+s+1

olur.
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Homomorfizm: Hers; + INS=s,+INS E]/I n s igin

P61 +INS+Hs,+INS) =@(s;+s,+1INS)
=s;+s,+1
=s1+1+s,+1
=@ +INS)+ (s, +1INS)

P((s1+1NS)(s2+1NS)) = (s, +1NS)

=515, +1
=(s;+D(s, + 1)
=@ +In]) e(s; +1Nn]J)
<p(a-(s+InS))=<p((x-s+InS)
=a-s+1
=a-(s+1)
=a-p(s+INnj)
<p((s+InS)-oc)=<p(s-a+InS)
=s-a+]/
=+«
=@p(+INj) a
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3. BIRLESMELI CEBIRLERIN CAPRAZLANMIS MODULLERI

Bu béliimde, birlesmeli cebirlerin caprazlanmis modiilleri ile ilgili tanimlara, teo-
remlere ve bunlardan bazilarinin ispatlarina yer verilmistir. Bu boliimde agiklanarak derle-
nen biitiin sonuglar 6zet halinde Nizar Miekha Shammu’nun (Shammu, 1992) eserlerinde
bulunabilir.

R bir K — cebir olsun. Bu durumda R tizerindeki ¢arpma ile birlikte R’ye ayn1 za-
manda bir R — cebir goziiyle bakilabilir. Boylece, eger R bir K — cebir ve 6rnegin C bir
R — cebir ise bir d : € — R fonksiyonunun bir R — cebir homomorfizmi olup olmamasin-
dan bahsedilebilir. Boyle bir durumda 9’1n bir R — cebir homomorfizmi olmasi

) 0(cr+ ¢2) =0(cy) +9(c2)

i) 9(c162) = 0(c1)0(c2)

iii) a(r-c)=1rad(c)

iv) d(c-r)=0d(c)r
esitliklerinin her c¢,c;,c; € C, v € R igin saglanmasi anlamina gelmis olur. Ayrica; 1,
R’nin birim elemanini géstermek tizere her o € K i¢in a’nin c’ye etkisini a - ¢ := (- 1) -
cvec-a:=c-(1-a) olarak tanimlamamiz durumunda C’ye de bir K — cebir olarak ba-
kilabilir. Bu durumda da, 0 : C — R fonksiyonunun bir IK — cebir homomorfizmi olmasi

()  9(c1+ ) =0(c1) +0(cz)

(ii)  9(cic2) = 0(c1)0(cz)

(iii) d(a-c)=a-0d(c)

(iv) 0d(c-a)=0d() «a

esitliklerinin her ¢, ¢4, ¢, € C, a € K i¢in saglanmasi anlamina gelir.

Tamm 3.1. R bir K — cebir, C bir R — cebir ve d : C — R bir KK — cebir homomorfizmi
olsun. Her ¢;,c, € C,r € R igin

LCM1) a(r-c) =rd(c)

RCM1) d(c-r) =ad(o)r

LCM2) 9d(cy) "¢, = cq1Cy

RCM2) ¢, - d(cy) = c1C,

sartlarin1 saghyorsa (C, R, @) ti¢liisiine K — cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii denir.
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Tanmim 3.2. (C,R,0) ve (C',R',3") K — cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleri olsunlar. Eger
(1) ¢:R—- R vey:C— C'birer K— cebir homomorfizmi
(i) Y- =¢@) ()
(i) Plc-r)=9(c)-o(r)
(iv) 0y = ¢o

ise, yani

R R’
¢

diyagramu degisimli ise, (¥, ¢) : (C,R,0) — (C',R’,d") yazilir ve burada (1, ¢) ikilisine

bir IK —cebir ¢aprazlanmis modiil morfizmi denir.

Onerme 3.3. (C, R, d) K —cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii ise gérd, R’nin bir idealidir.

Ispat: ij,i, € gord olsun. Bu durumda i; = dc;, i, = dc, olacak sekilde ¢y, c, € C var-
dir. Buradan iy — i, = dc; —dcy = 9(c; — ¢3), ¢4 — ¢ € C olup iy — i, € gord elde edi-
lir. i € gord ve r € R olsun. dc = i olacak sekilde ¢ € C vardir. Ayrica ri = rdc = d(r -

), r - c € C oldugundan ri € gord’dir. Dolayisiyla gord, C’nin bir idealidir. m

Uyan 3.4. Herhangi bir d cebir homorfizminin ¢ekirdegi ideal olmay1 her zaman sagladi-
gindan, (C, R, d) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii ise ¢ekd, C’nin bir idealidir. Yukari-
daki dnerme ise (C,R,0)’mn ¢aprazlanmis modiil olmasi durumda 9’ goriintiisiiniin de
R’nin ideali oldugunu ifade etmektedir. Hatirlatalim ki, her zaman alt cebir oldugu bilinen
goriintli kiimesinin, aynt zamanda bir ideal olmasi siradan bir cebir homomorfizmi igin
normalde saglanmak zorunda degildir, ancak ¢aprazlanmig modiillerin sinir homomorfizm-

leri bu 6zelligi de saglamaktadir.
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3.1.  Alt Caprazlanmis Modiil ve Caprazlanmis Modiillerin Ideali

Bu boliimde, alt ¢aprazlanmis modiillerin tanimi, boliim alt ¢aprazlanmis modiilii

ve idealleri ile ilgili bilgilere yer verilmistir.

Tanmm 3.5. (C,R,d), K —cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii olsun. (C,R,3)’n bir
(C',R’, d") alt ¢aprazlanmis modiilii su sekilde tanimlanur.

i) €', C’nin alt cebiri ve R’, R’nin alt cebiridir.

i)  R"”niin C' lizerine etkisi, R’nin C lizerine etkisinin kisitlanmisidir.

iii) (C',R',d") bir ¢aprazlanmis R' —modiiliidiir.

iv) Caprazlanmis modiillerin morfizmlerinin

u
C —» C

0’ d

R —» R
\

diyagrami, u Ve v igerme doniisiimlerini gostermek tizere degismelidir.

Tanmm 3.6. (C',R',3"), (C,R,0)’m bir alt ¢aprazlanmis modiilii olsun. Eger asagidakiler
saglaniyorsa (C',R’,3")’ye (C, R, @) 1n bir ideali denir.

) CC'uC'C < C'veR', R’nin idealidir.

i) CRURCcC(C

iii) C', R’nin etkisi altinda kapalidir, yani RC',C'R < C'

Ornek 3.7. (R, R, I) ¢aprazlanmis modiiliinii ele alalim. I, R’nin ideali ve J, R’nin alt hal-
kast, I € J olmak iizere (I,/,1), (R, R, Iz) nin bir alt ¢aprazlanmis modiiliidiir.

Gergekten, I, R’nin ideali oldugu i¢in alt cebiri ve J, R’nin alt halkas1 olmak iizere;
I ideal, ] € R oldugu i¢in J, I’ya R tizerinde ayn1 etkiyi yapar, ayni nedenle (I, /, t) bir ¢ap-

razlanmis modiildiir ve agik olarak
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R
lIR
R

Ornek 3.8. I, R halkasinin bir ideali ise, (1,1,1;), (R, R, Iz)’nin bir idealidir.

>
l

degismelidir.

Gergekten, bir 6nceki 6rnekte J yerine I alirsak (I,1,1;), (R, R, Iz)’nin bir alt gap-
razlanmis modiiliidiir. 11 U II = II olup R’nin bir idealidir. IRURI =1Ul =1 <[ olur.

ve Rl = IR =1 < [ olmasi saglanir.

Ornek 3.9. I ve J, R’nin idealleri olsun. Bu durumda, (I nJ,1,1), (J,R,1)’nin ideali ve
(In],],0), (R, 1)’ nn idealidir.

Gergekten, I N J, J’nin ideali oldugundan alt cebirdir, I, R’nin ideali oldugu i¢in
alt halkasidir. I, I N J iizerine, R’nin J lizerine yaptig1 etki gibi etki eder. (I N J, I,1) Ggliisi,

I N J, I’'nin ideali oldugu i¢in bir ¢aprazlanmis modiildiir ve

Inj__* g

diyagrami degismelidir.

Boylece (IN/,1,1), (J,R,1)’nin bir alt ¢gaprazlanmig modiilii olur. Bunun yaninda
ayrica (INJ)JUJ(I NnJ) <€ In)dir. I, R’nin idealidir, hem I hem ] R’nin ideali oldukla-
rindan JIUIJ €1, JIUIJ €] olur. Buradan JIUIJ € 1Nn]J olur. I nJ de R’nin ideali
olacagindan R(I nJ),(I nJ)R < I n J’dir. Boylece (I nJ,1,1), (J, R,1)’nin idealidir.

(InJ,J,t) < (,R,1) oldugundan (INJ)IVI(IN]) S InN] olupJ de R’nin idea-
lidir. Hem I hem de J R’nin ideali olduklarindan JI U IJ €I, JIUI] € ] olur. Boylece
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JIul] €In]j elde edilir. I nJ, R’nin ideali olacagindan R(I NJ),(INJ)R < I nJ’dir.
Boylece (I nJ,J,1), (I, R,1)’nm idealidir.

Onerme 3.10. i) (C, R, ) caprazlanmis modiiliiniin alt caprazlanmis modiillerinin herhangi
bir {(1;,];, 9;)} ailesinin kesisimi de bir alt gaprazlanmig modiiliidiir.
il) (C, R, d) ¢aprazlanmisg modiiliiniin ideallerinin herhangi bir {(1;, J;, R;)} ailesinin

kesisimi de bir idealdir.

Ispat: i) Her i icin I;, C’nin alt cebiri oldugundan N I; de C’nin alt cebiridir. J;’ler R nin alt
cebiri oldugundan N J; de R’nin alt cebiridir. j € NJ;, 7 € N I; olsun. Bu durumda her i
icin j € J; ve j € I; oldugundan j-j € I; olur ki, buradan j-; € N I; bulunur. Her bir
(13, ]i, 0;) bir caprazlanmig modiil oldugundan

CM1) HerjeNlIl,jeNn]y; i¢gind(j-j) =jadj

CM2)  Herjy,j; € N1; i¢in 0(1) - J2 = JuJ2
oldugu etkinin ve sinir doniisiimiiniin (C, R, d)’daki etki ve sinir doniisiimiiniin kisitlamala-

r1 olmasindan goriiliir. Ayrica, agik olarak

Ni— & ¢
| 9

Ji > R
L

diyagrami degismelidir.

i) (NI;,NJ;,0;)’ nin alt ¢aprazlanmis modiilii oldugu ilk kisimdan goriilmektedir.
N C) = (NIL)C ve N(CL) = C(NI;) olduguna dikkat edilirse her i igin I;C < I; ve
CI; € I; olmasindan, (NI;)C UC(NI;) € NI;olur. Her bir J;; R’nin ideali oldugundan
N J; de R’nin bir idealidir.

Yine her i i¢in, CJ; € I; ve J;C < I; oldugundan, her iki tarafta kesisiminin alinma-
styla N(CJ;) U N(J; C) € N I; ve dolayistyla, C(NJ;) U (N J;)C < N I; elde edilir.

R(NIL) S NI;ve (NI)R < NI; oldugu benzer sekilde goriiliir. m

Uyan 3.11. Yukaridaki énermede varlig1 gosterilen (N 1;, N J;,d;) alt ¢aprazlanmis mo-
diilii veya ideali, N(1;,];, 9;) seklinde de gosterilir.
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Teorem 3.12. (C, R, ) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii olsun.
i) (1,],0)=2(C,R,0)ve(B,Q,0)<(C,R,d)ise I+ B,]+Q,0) <(C,R,0) olur.
i) {(In, ], 0}rea, (C, R, d)’1n ideallerinin ailesi ise, (X3 I, X2 /r,0) 2 (C, R, d) olur.

Ispat: i) Onerme 2.11(a) geregi, | S C ve B < C oldugundan I + B < C, JSRve Q <R
oldugundan J + Q < Rolur. Ayricaeger j+q €]+ Q ve i+ b € [ + B ise bu durumda
G+q)-(i+b)=(G-i+j-b+q-i)+q-b €1+ B olmasi saglanir.

ii) Onerme 2.11(b) geregince, Y31, 2 Cve Y/, S R’dir. Y j, €EXaJy Ve c€C
olsun. ¢ - Y5 ja = Xac - ja ve her X igin (I, ],0) 2 (C, R, d) oldugundan c - j, € I, olup,
¢ - Yajr€ 2L olur. Benzer sekilde r € R ve Y ieXal igin 7+ Yoy = X7 - baedaln

olur. m

Onerme 3.13. (,¢) : (C,R,0) — (D, S, ) bir ¢aprazlanmis modiil homomorfizmi ol-
mak tizere (¢ceky, cekeg,d) 2 (C, R, ) olur.

Ispat: 1 : C — D, R — cebir homomorfizmi, ¢ : R — S, K — cebir homomorfizmi oldu-
gundan cekyp 2 C, ¢ek¢p 2 R olur. Ayrica (i, ¢), ¢aprazlanmis modil homomorfizmi
oldugundan c € ceky ve r € R ise bu durumda Y(r-c) = d(r) - Y(c) =y (r)-0=0
olup r-c € gceky’dir. c € C, r € gekep ise Y(r-c) =) -Y(c) =0-yP(c) =0 olup
r - ¢ € ceky’dir. Son olarak, ayrica ¢ € ceky ise ¢p(dc) = d(yYc) = 90 = 0 oldugundan
dc € cekg’dir.

ceky < —

v
)

v v v

cekpp < - R

v
95

Onerme 3.14. (1, ¢) : (C,R,0) — (D, S,8) bir caprazlanmis modiil homomorfizmi ol-
mak tizere (gory,gorg,d) < (D,S,6)’dur.
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Ispat: d € gory, s € gorg olsun. c € C, r € R olmak iizere d = (c), s = ¢(r) diyelim.
s-d=¢() -Y(c) =y(r:c)oldugundan s - d € ceky’dir. Ayrica d = P (c) olmak iize-
red € gory ise 6(d) = Sy (c) = ¢(dc) olup 6(d) € gorg elde edilir.

4 )
C > gory <— » D
0 ) é
v v v
R > oord <— >
gorg > S
¢

3.2.  Birlesmeli Cebirlerin Boliim Caprazlanmis Modiilii

(C,R, 0) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii ve (I,/,d) 2 (C,R, d) olsun. C/I ve
R / i boliim cebirlerini géz ontline alalim. Bu durumda, R, C/ 7 Uzerine 1 - (c+D=r-c+1
seklinde etki eder.

Ayni sekilde j €] ise j-(c+1)=j-c+1 seklinde bir etkiden bahsedebiliriz.
Ancak burada (1,/,0) 2 (C,R,d) oldugundan j - ¢ € I olup j - ¢ + I = I’dir. BOylece her
j€Jicin j-(c+1)=1olup], C/I lizerine agikar bir etki yapar. R/]’nin C/I’ya etkisini
(r+J)-(c+1)=r-c+1 ile tammlayalim. Bu etki iyi tanimhdir, ¢iinkii r + ] = 1" + ]
ve c+I=c'+1iser—r'€jJvec—c' €'dr.

(1,],0) 2 (C,R,0) olugundanc e C,r—r' €] = (r—r')-c€lvec—c €1,
r"e]J=r-(c—c')elolup

r—r)-c+r-(c=c)=r-c—=r"-c+r’ -c—r'"-c'=r-c—r"-c €l
elde edilir. Boylece, r - c + [ =71’ - c¢' + ’d.

d: C/I — R/] fonksiyonunu, d(c +I) = dc +J ile tanimlayalim. Bu fonksiyon
iyi tanimlidir. Gergekten, c +1 =c' + 1 ise (c —c") €I olur ve ayrica d(c —c') € ] =

dc —0dc’' €] = dc+ ] = dc’ + J’dir. d’nin bir R/] — cebir homomorfizmi oldugu da
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aciktir. Boylece (C/ I ,R / ik 6_) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii olur. Bu ¢aprazlanmis

modiil ¢ sekhnde de gosterilir.

)

3.3.  Birlesmeli Cebirlerin Caprazlanms Modiilleri i¢in izomorfizm Teoremleri

Bu boliimde, cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleri i¢in ti¢ izomorfizm teoremi ifade ve

ispat edilecektir.

Teorem 3.15. (1. izomorfizm Teoremi) (C,R,d) ve (D, S, ) cebirlerin ¢aprazlanmis mo-

dilleri ve (¥, ¢) : (C,R,d) — (D,S,d) ¢aprazlanmis modiillerin bir morfizmi olmak

.. (C,R,0) ~
uzere m (gOFll} gOF¢ 6) dir.

Ispat: Her ¢ + ceky € C/(;eklp icin a: C/(;eklp — gory, a(c + ¢eky) = YP(c) ve her

r + cekep € R Jcekg 160 B R/(;ekqb — gorg, B(r + cekg) = ¢(r) ile tammli fonksi-

yonlarin birer cebir izomorfizmi olduklar1 Teorem 2.19°dan bilinmektedir. Dolayisiyla

(C,R,0)

burada Gokpoekpd) =

= (gory, goreg, §) izomorfizminin varhgim gostermek igin yalnizca

(a,B) : ( /(;ekl,l) , /(;ekqb , 5) — (gory, gorg, ) ikilisinin bir ¢aprazlanmig modiil mor-

fizmi oldugunu gostermek yeterlidir. Asagidaki diyagrami géz oniine alalim.

/ cekg

/(;ekzp —>

a B

gory ———> gorg
0

¢+ ceky € C/ cekip olmak tizere;
B (6_(c + (;ekl,l))) = B(dc + ceke)
= ¢(dc)

=6 (c))
= &(a(c + geky))
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oldugundan ﬁa_ = da olup bu diyagram degismelidir. Ek olarak, r + ¢ek¢ € R /gekqb ve

c+ceky € C/(;ekl/) olmak tizere;
B(r + ¢eke) - alc + cekyh) = ¢(r) - P(c)
=yY(r-o
=a(r-c+ ceky)
= a((r + ¢ekep) - (¢ + (;eklp))

oldugundan (a, ) etkileri de korumaktadir ve dolayisiyla bir ¢aprazlanmis modiil izomor-

fizmidir. m
Teorem 3.16. (2. izomorfizm Teoremi) (C, R, d) cebirlerin bir caprazlanmis modiilii ol-
mak tizere eger (M,N,0) < (I,/,0) 2 (C,R,0) ve (M,N,0) 2 (C,R,0) ise bu durumda

(C,R,0)
ainay . (CRD
MND) o (CRO) ()

(M,N,0) 2 (1,],0) ve Tray = 75

(M,N,0)

Ispat: ilk olarak (M,N,d) < (I,],0) oldugunu gésterelim. (M,N,d) < (I,],0) ve
(M,N,0) 2 (C,R,0) oldugu verilmistir. I € C, ] € R oldugundan i €I, j €], m € M,

n€Niginj-m,i-n€Molup (M,N,d) =2 (I,],0) bulunur.
¢/
Simdi de izomorfizmin varligin1 gosterelim. Her ¢ + M + [ / M€ M / I / i¢cin
M

C
o /M/I/M_)C/I' a(C+M+1/M)=c+IiIeveherr+N+]/Ne N/]/ icin
N

R
‘¥ /N/]/ — R/], B (r +N +]/N> = r + J ile taniml fonksiyonlarin birer cebir izo-
N

morfizm olduklarin1 Teorem 2.21°den bilmekteyiz. Boylece teoremi ispatlamak igin sadece

(a,B) : C/M/ */n d|— (¢/; R/, ,d) ikilisinin bir caprazlanms modil
) I/M ) ]/N ) 1 /] ¢ap $

homomorfizmi oldugunu gostermek kalir. Asagidaki diyagrami dikkate alalim.
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C
Herc+M+I/Me /M/I igin;
/m

Ba(c+M+1/y) =B (a(c+M) +]/N)

=p(ac+N+1/y)
=dc+)
=ad(c+1)
=da(c+M+1/)

_ JS R
oldugundan £ = da olup bu diyagram degismelidir. Ayrica her r + N +] / N € / N /]/
N

C
veherc+M+1/,, € /M/I igin
/m

,8(7"+N+]/N)-a(c+M+I/M)=(r+])-(c+1)
=r-c+1
=a(r-c+M+1/M)

=a((r+N)-(c+M)+I/M)

=a((r+N+]/N)~(c+M+I/M)>

oldugundan (a, B) ikisi etkileri de korumaktadir ve boylece bir ¢aprazlanmig modiil izo-

morfizmi olur. m

Teorem 3.17. (3. izomorfizm Teoremi) (C,R,d) cebirlerin bir ¢aprazlanmis modiilii ve

. (B,Q,0) _ (B+L,Q+],0)
(B,Q,0) < (C,R,0)ve(l,],0) 2 (C,R,0)ise Grlond = G olur.
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Ispat: Teorem 2.22 geregince, her b+ B NI € B/B A dsin a: B/B nl- B +1/1,
_ - Q o . Q Q+J

B(q+QnJ)=q+] ile tanimli fonksiyonlarin izomorfizm olduklarini biliyoruz. Geriye

sadece (a,pB) : (B/B n I'Q/Q nJ 5) — (B + I/I,Q +]/], 5) ikilisinin ¢aprazlanmis

modiill homomorfizmi oldugunu gostermek kalir. Bunu gormek igin asagidaki diyagrami

ele alalim.

d
B/Bnl _ Q/Qﬂ]

B+I/I — > Q+]/]

Herb+BnNI EB/BnI i¢in;
po(b+BNnI)=L0Ob+QN))
=0b+]
=d(b+1)
=da(b+BnN]J)
oldugundan $0 = da olup diyagram degismelidir. Ayrica her g +Q nJ € Q/Q njy Ve her
b+BnleB/p . icin;
Bla+Qn))-ab+BnD=(q+]))-(b+1)
=q-b+1
=a(g-b+BnNI)
=a(lq+Qn)-(b+BnD)
oldugundan bu diyagram {iizerinde etkiler de korunur. Boylece (a, ) ikilisi bir ¢aprazlan-

mis modiil izomorfizmidir. m
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4.  BIRLESMELI CEBIRLERIN CAPRAZLANMIS KARELERI

Bu boliimde, cebirlerin ¢aprazlanmis modiillerinin ¢aprazlanmis modiilii olarak yo-
rumlanabilecek ve c¢aprazlanmig modiillerin bir {ist boyutu olarak diisiiniilebilecek olan
caprazlanmis kareler tizerinde duracagiz. Burada, cebirlerin gaprazlanmig kareleri i¢in bo-
liim nesnelerinin tanimlanmasinda gerekli olan yeni kavramlar tanitilmis ve ¢aprazlanmis

kareler i¢in izomorfizm teoremleri ifade edilerek ispatlanmistir.

4.1. Birlesmeli Cebirlerin Caprazlanms Kareleri

Tanmm 4.1. R birimli bir K —cebir, L, M ve N birer R —cebir olmak tizere cebir homomor-

fizmlerinin

A

h

»
»

M
R

N >
v

degismeli diyagrami, bir h : M x N — L fonksiyonu ve bir A’ : N x M — L fonksiyonu
verilsin. Ayrica, M’ nin L iizerine u vasitastiylaherm € Mvel € Liginm -1 = u(m) - L ve
l-m =1-u(m) seklinde, N’nin de L iizerine v vasitastylahern € Nvel €L iginn -1l =
v(n)-lvel-n=1-v(n) seklinde etki eder. Egerher k e K,l € L, m,m' € M,n,n' € N

ve r € R i¢in agagidakiler saglaniyorsa

~
v

v

N
\%

yapisina cebirlerin bir ¢aprazlanmis karesi denir.
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i) (L,M, 1), (L,N,A"), (M,R,u), (N,R,v) ve (L, R, ud) tgliileri cebirlerin birer ¢ap-

razlanmis modiiliidiir.

i)vVIeLveVr€ER igin
Atr-D=r-20)
Ar-D=r-20
AL-r)y=20D) r
A-r)y=2A-r
i)vkeK,vmeM,VneN igin
k-h(m,n) = h(k-m,n) = h(m, k- n)
h(m,n) -k =h(m-k,n) = h(m,n-k)
k-h'(n,m)=h(k-n,m)=h(nk-m)
hK'(n,m)-k=h'(n-k,m)=h'(n,m-k)
iv)Vm,m' € M,V n,n' €N igin
h(m + m',n) = h(m,n) + h(m',n)
h(m,n+n") = h(m,n) + h(m,n")
h'(n+n',m) = h'(n,m) + h'(n’,m)
h'(n,m+m") = h'(n,m) + h'(n,m")
V)VreR,VmEeEMveVneEN igin
r-h(m,n) = h(r-mn) = h(m,r - n)
h(m,n)-r=h(m-r,n) = h(mmn-r)
r-h'(n,m)=h'(r-n,m) =h'(n,7r-m)
hK'(nm)-r=h'(n-r,m)=hMmm-r)
viVvme MveVneEN igin
Ah(m,n) = m-v(n)
A'h(m,n) = u(m) - n
AR’ (n,m) =v(n)-m
Ah'(n,m) =n-u(m)
vi)VIEL, VmeMveVneEN igin
h(A(H),n)=1-n
h(m A (D)) =m-1
K A))=n-1
KA'(D),m)=1-m
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vii)VI €L Vmm' € Mve Vn,n' €N igin
n-h(m,n') =h'(n,m)-n’

m-h'(n,m") = h(m,n) -m’

Tanmim 4.2. Cebirlerin

A
L1 ! > Ml
A1 Hq
N, > R,
\41
seklinde bir C; ¢aprazlanmis karesi ve
A
L, : > M;
A5 Uz
N, > R
V2

seklinde bir C, gaprazlanmig karesi verilsin. Bir ¢ : C; — C, ¢aprazlanmis kare homo-

morfizmi

Ly l > M,
N, | > R,
A Y V2o
o)
N, v > Ry

diyagraminin degismeli olmasini, her [, € L, my € My, n; € N; Ve r; € R, igin
a(ry - L) =6(ry) - a(ly)
a(ly -r) =6() a(r)
B(ry-my) = 8(ry) - B(my)
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B(my - 1) = B(my) - 8(r1)
y(r-ng) = 8(r) -y (ng)
y(ny o) =y(y) - 8(r)
olmasini ve her my € My, ny € N; igin
a(hy(my,ny)) = hy(B(my),y (1))
a(Ry (g, my)) = B (y (n), B(my))
olmasini saglayacak sekildeki cebir homomorfizmlerinin bir ¢ = (a, 8,y, §) dortlisii ola-

rak tanimlanir.

Yukaridaki tanima dikkat edilirse, diyagramin degismeliliginden ve etkilerin ko-
runmasindan dolay1 («, ), (a,y), (B,6), (y,8) ve (a,§) birer ¢aprazlanmis modiil ho-

momorfizmi olur.

Ornek 4.3. R bir K — cebir ve I ile J R’nin idealleri olsun. 1 : InJ — IveA:Inj —]
icin A4, A',uve v igerme doniisiimleri olmak ve Vi €lveVj € Jicin h: I xX] —1InN]J,
(i, ))— h(i,j) =ij, k" : JxI —1n], (j,i) — h'(j,i) = ji olarak tanimlanmak iizere

Inj A

v
~

A’ U

R

~
v

v

cebirlerin ¢aprazlanmis karesidir. Burada R cebiri, I, J ve I N J’ye ¢arpma ile etki yapmak-

tadir. Bu durumda caprazlanmis kare olma sartlar1 agikar bir sekilde saglanir.

4.2. Cebirlerin Caprazlanmis Karelerinin Alt Caprazlanmis Karesi

Alt cebirlerden ve alt ¢aprazlanmis modiillerden bahsedilebildigi gibi, cebirlerin
caprazlanmis kareleri i¢in de alt ¢gaprazlanmis kare tanimi vermek miimkiindiir. Bu alt bo-
limde yalnizca cebirlerin ¢aprazlanmis kareleri igin alt ¢aprazlanmis kare taniminin veril-
mesi ile yetinilmistir. Daha sonraki boliimde ise bu tanim iizerine ekleme yapilarak ¢apraz-
lanmig kareler igin ideal kavrami tanimlanacak ve alt ¢aprazlanmig karelerle ilgili bazi

ozellikler de ideallerin 6zellikleri ile birlikte arastirilarak ispatlanacaktir.
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Tanim 4.4. Cebirlerin bir

A »

M
R

N >
v

h

caprazlanmis karesi verilsin. Eger A, A, u, v ve h fonksiyonlarinin kisitlamalari altinda,

A<L, B<M, C <N, D<R olmak tlizere

A Al

v

a
v
w)

vl

de bir gaprazlanmig kare ise A’ya L’nin bir alt ¢aprazlanmis karesi denir. Bu durum

A < Lile gosterilir.

4.3.  Cebirlerin Caprazlanms Karelerinin ideali

Tanim 4.5. Cebirlerin bir

I~
v

caprazlanmig karesi ve L nin bir
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e
v

B
I
~
N — —~
=

~
v

alt caprazlanmis karesi verilsin.
) KSR
i) r€ER, a€H, bel, c€]igin,
r-a,a'r€H
r-bb-rel
r-c,c're€j
iii) deK,leL, meM, neN igin,
d-l,l-deH
d mm-del
d-nn-dej
ivV) meM, j€e] igin,
h(m,j),h'(j,m) € H
V) i€l n€N igin,
h(i,n),h'(n,i) €H
ozelliklerinin tamami saglaniyorsa H ’ye L’ nin ¢aprazlanmis kare ideali ya da kisaca ideali

denir. Bu durum H =2 £ seklinde gosterilir.

Teorem 4.6. Bir

I~
v

caprazlanmis karesi ve £ nin bir
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e
v

ideali verilsin. Bu durumda,
a) (H,1,1)=2(LMN
by (H,],1)=2(L,N,A1)
) LKw= MR w
d (K, v)=2(N,R V)
e) (H K,ud) = (L R,ul)

olur.

Ispat: a) H < £ oldugundan (H,1, 1) bir ¢aprazlanmis modiildiir ve H < L, I < M oldu-
gundan (H,I,A) < (L,M,A)olur.Herae H, bel, L€L, m € M igin
i) mb=u(m)-bel,bm=>b-u(m)el
(i) m-a=u(m)-a€H,a-m=a-u(m)
@iii) b-l=u()-lL€H,l-b=1"ul)
oldugundan (H,I,A) 2 (L, M, 1)
b) # < £ oldugundan (H,/, A" bir ¢aprazlanmis modiildiir ve H < L, /] < N oldu-
gundan (H,/,A") < (L,N,A")olur,.a€H, ce€J, L€ L, n €N igin
(i) nc=v(n)-ceJ,ecn=c-v(n) €]
(ii) n-a=v(n)ra€eH,a-n=a-v(n) EH
(iii) c-l=v(c)-leH,l-c=1l-v(c)EH
oldugundan (H,J,A") 2 (L,N,1")
c) H < L oldugundan (I, K, u) bir ¢aprazlanmis modiil ve I < M, K < R oldugun-
dan (I,K,u) < (M,R,u)olur.Herbel,k € K m €M, r € R igin
(i) rkeK, krek
(ii)y r-bel,b-rel
(iii) k-mel,m-kel
oldugundan (I,K,u) = (M,R,u).
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d) H < £ oldugundan (J, K, v) bir ¢aprazlanmis modiil ve ] < N, K < R oldugun-
dan (J,K,v) < (N,R,v)olur.ce], ke K, n€N, r €R igin
() rkeK,krekK
(i) r-celJ,c-rej
(i) k-neJ,n-ke]j
oldugundan (J,K,v) 2 (N,R, V).
e) H < L oldugundan (H, K, uA) bir ¢aprazlanmis modiil ve H < L, K < R oldu-
gundan (H,K,ud) < (L,R,uA)olur.a e H k€ K, L€ L, r €R igin
(i) rkeK,krekK
(i) r-a€eH,a-reH
(i) k-leH,l-keH
oldugundan (H,K,uA) < (L,R,uA) dir. m

4.4. Cebirlerin Caprazlanmis Karelerinin Cekirdegi ve Goriintiisii

Teorem 4.7. Cebirlerin

L A > M L* A > M*
L= |4 \ﬂ L= | A" u
N > R N* > R*

\% v*

caprazlanmis kareleri verilsin ve ¢ = (a, 8,y,8): L — L* bir gaprazlanmis kare homo-

morfizmi olsun. Bu durumda

v

ceka cekf

cekg: =

v

ceky cekd

olmak iizere cek¢ < L dir.
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Ispat: ilk olarak ¢ek¢’nin L nin bir alt caprazlanmis karesi oldugunu gosterelim. Onerme
3.13 geregince

(ceka, cekpB, 1) < (L, M, 2)

(ceka, ceky, A") < (L, M, ")

(¢ekpB, gekd, u) < (M, R, 1)

(ceky,cekd,v) < (N,R,v)

(ceka, cekd, ud) < (L, R, uk)
olur.

Bunun yaninda b € gekp, ¢ € geky ise a(h(b,c)) = h*(B(b),y(c)) = h*(0,0) ve
ayrica h*(0,0) = h*(0 + 0,0) = h*(0,0) + h*(0,0) olmasindan dolay1 h*(0,0) = 0;- olup
h(b, c) € ceka elde edilir. Benzer sekilde h'(c, b) € ceka oldugu da gosterilebilir. Boyle-
ce cekep < L olur.

Simdi ¢ek¢ ’nin ideal oldugunu gosterelim.

i) Onerme 2.14’ten dolay1 cek§ < R’dir.

ii)r €R, a € ceka, b € cekp, c € ceky i¢in
a(r-a) =6(r)-a(a) =86(r) -0 =0oldugundanr - a € geka
a(a-r)=ala)-6(r) =0-6(r) =0 oldugundan a - r € ¢eka
B(r-b) =6() -Bb) =56() 0=0oldugundanr - b € gekp
B -r)=pLMb) -85@)=0-80)=0oldugundan b - r € gekp
y(r-c)=60) -y(c)=486()- 0=0oldugundan r - ¢ € ceky
y(c-r)=y(c) - 6(r) =0-6(r) =0 oldugundan c - r € ceky

iii)d € cekd, L€EL, me Mven €N igin
a(d-)=8d)-a)=0-a(l)=0
a(l-d)y=all)-6(d)=all)-0=0
p(d-m)=6(d)-p(m)=0-B(m) =0
p(m-d)=p(m)-6(d)=p(m)-0=0
yd-n)=6(d)-y(m)=0-y(n) =0
y(n-d) =y(m)-6(d)=y(n)-0=0

oldugundan d - a € ¢eka, d - b € ¢cekp ve d - c € ¢eky olur.
iv) m € M, c € ¢eky igin a(h(m, c)) =h" (,B(m),)/(c)) = h*(B(m),0) ve ayrica
h*(B(m),0) = h*(B(m),0 + 0) = h*(B(m),0) + h*(B(m), 0)
oldugundan dolay1 h*(#(m),0) = 0,+ olur, dolayistyla h(m, ¢) € ¢eka dir. Benzer sekil-

de h'(c, m) € geka oldugu goriiliir.
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V) b € ¢ekB, n € N igin a(h(b,n)) = h(B(b),y(n)) = h(0,y(n)) = 0 oldugun-
dan h(b,n) € geka dir. h'(n, b) € ¢eka olduguda benzer sekilde goriilebilir. m

Teorem 4.8. Cebirlerin

L A M L A ,om
L= | X \u L= | A u*
N > R N* > R*

\ v*

ve
caprazlanmis kareleri ve bir ¢ = (a,B,y,6) : L — L* ¢aprazlanmig kare homomorfizmi

verilsin. Bu durumda

gora » gorf

gorg =

gory » gOrd

olmak iizere gor¢p < L*’dir.

Ispat: Onerme 3.14’ten goriilecegi iizere
(gora, gorp, A*) < (L', M*,A")
(gora, gory,A"™) < (L*,M*,1")
(gorp, gbrd, u*) < (M*,R*, u*)
(gory, gord,v*) < (N*, R*,v")
(gora, gord, u*A*) < (L, R, u*A")
oldugu goriliir. Ayrica b* € gorfS ve c* € gory ise b* = B(b) olacak sekilde b € M ve
¢* =y(c) olacak sekilde ¢ € N vardir. Burada h*(b*,c*) = h*(B(b),y(c)) = a(h(b,¢))
oldugundan h*(b*,c*) € géra ve h*'(c*,b*) = h*'(y(c), (b)) = a(h'(c, b)) oldugundan
h*'(c*,b*) € gora’dir.
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l » cekp M l > gorfs >
» ceky l > N l » gory
> (;Ek5 > R > gor8 —_—)

Teorem 4.9. Bir

~
v

caprazlanmis karesi verilsin,

i) Eger

=
v
o

&
I
S ——

—

L’nin alt ¢aprazlanmis karelerinin bir ailesi ise

Al

e

de L’nin bir alt ¢gaprazlanmis karesidir.

v
D
B

v

e
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i) Eger

v

Ji

L’nin ideallerinin bir ailesi ise,

Al

v

v

()

de L’nin bir idealidir.

Ispat: Onerme 3.12 (i)’nin bir sonucu olarak N A; ve N H; yapilarmin her bir kenarinin

bir ¢aprazlanmis modiilii oldugu goriiliir. Dolayisiyla yanlizca agagidakileri kontrol etmek

yeterlidir.

i) beENB; ve c eNC; ise her i igin h(b,c),h'(c,b) € A; olacagindan dolay1

h(b,c),h'(c,b) € N A; olur.

i) meM, ceNJ; ise her i igin h(m,c), h'(c,m) € H; oldugundan dolay1
h(m,c),h'(c,m) € NH; ve b € NI;,n € N ise her i igin h(b,n),h’'(n,b) € H; oldugun-

dan h(b,n), k' (n,b) € N H, dir. m

Teorem 4.10. Bir

h

v

v

v

s



caprazlanmis karesi verilsin.

1) Eger

e
v
Sy

c > D

caprazlanmis Kkareleri igin A < L ve H 2 L ise,

)

v

v

v

A+ H
A+H =
cC+]
olmak tizere A + H < L’dir.
i)  Heriigin
H;
}[i =
Ji

L’nin ideali ise

S

v

v

>

olmak tizere Y, H; 2 L’dir.
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Ispat: A + H nin her bir kenarmin, £’nin karsilik gelen kenari igin birer alt caprazlanmis
modiil oldugu ve ) ;’nin kenarlarinin da benzer sekilde £ nin kenarlarinin idealleri ol-

duklar1 Onerme 3.12 (ii)’den goriiliir. Boylece, asagidakileri gdstermek yeterlidir.

i)beB, b'el, ceC, ¢ e€]olsun.
h(b+b',c+c")=h(b,c)+ h(b,c")+ h(b',c) + h(b' + ")
ve h(b,c) € A, h(b,c"),h(b’,c),h(b’,c") € H oldugundan h(b + b’,c + ¢') € A + H’dir.

Benzer sekilde h'(c + ¢’,b + b") € A + H oldugu goriiliir.
||) meM ve ZCi € 2],_ ise h(m,ZCl’) = Zh(m,ci) € ZHL ve Zbl € le’,n EN
ise h(}b;,n) =) h(b;,n) € Y H; olur. Buna benzer sekilde h'(} c;,m) € ). H; ve

h'(n, Y b;) € ¥ H; oldugu da goriiliir. m

45. Caprazlanms Karelerin Boliim Caprazlanmis Kareleri

Teorem 4.11. Cebirlerin bir

L > M
= |4 \H
N > R
v
caprazlanmis karesi ve L’ nin bir
H > |
H = \
J > K

ideali verilsin.v 1+ Hel/, ,vm+1eM/ vevn+]e N/]igin

Ly oM, AA+H) =20+

&)

Vaibfy—=NGL XA+ D =20+

:M/I_)R/K' gm+1) =ull) +K

=i

v N RN, v+ ) =v) +K
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=

:M/IXN/]—>L/H, h(m+ILn+)])=h(mn)+H
E’:N/]XM/I—>L/H, Kin+Jm+1)=h(nm+H

ile taniml1 fonksiyonlarla birlikte

A oM
L/H » M/
L/}[;: A i
R
N/] — > /K
\2

bir ¢caprazlanmis karedir.

ispat: i) L/j_[ yapisinin her bir kenarmin bir ¢aprazlanmis modiil oldugundan Bolim

3.2’de bahsedilmistir. h ve h’ fonksiyonlarimin iyi tanimli oldugunu ve ¢aprazlanmis kare-
lerle ilgili sartlar1 sagladigin1 gostermek yeterlidir.

m,m’' € M,n,n’ € N olmak tizece m + [ =m'+1ven+ ] =n'+ ] oldugunu ka-
bul edelim. Bu durumda m —m’ € I, n —n’ € J olur. Buradan m — m’ € I ,n € N oldu-
gundan h(m —m',n) e Holur. m' e M, n—n' € J, h(m',n—n'") € H olur. Béylece

h(m —m',n) + h(m',n—n') = h(m,n) — h(m',n) + h(m',n) — h(m',n)
= h(m,n) —h(m',n") € H
olur ve bu h(m,n) + H=h(m’,n’) + H ve h(m+1I,n+]) = h(m' + I,n' +J) oldugu
anlamna gelir. Béylece h iyi tamimlidir. A" ’nin iyi tanimlilig1 da benzer sekilde goriilir.
iyvr+KeR/ vevi+H el/icin
MT+EK)-(+H)=A(r-1+H)
=Ar-0D+1
=r-A(D)+1
=r+K)- QA+
= (r+K)-A(l+H).
V(r+K)-(+H)=XV( 1+H)
=A(r-D+]
=r-A(D)+]
=r+K)-AO+)
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= +K)-2VU+H
ivm+1eM/ vn+] eN/]vereKigin

kh(im+1Ln+]) = k(h(m,n) + H)
=kh(m,n) + H
= h(km,n) + H
= h(m,kn) + H
h(km+1,n+))
=h(m+ 1L, kn+])
=h(k(m+1D),n+])
=h(m+Lk(n+)))
kh'(n+J,m+1) = k(k'(n,m) + H)
= kh'(n,m) + H
=h'(n,km) + H
=h'(kn,m) + H
=h(n+/],km+1)

=h(m+Lkn+))
=h'(n+/k(m+D)
=hW(k(n+)),m+1)
v)vm+Im +1eM/vevn+] EN/]i(;in
hm+I+m' +ILn+])=h(m+m' +1,n+]))
=h(m+m',n)+H
= h(m,n) + h(m',n) + H
=h(mn)+H+h(m',n)+H
=h(m+Ln+])+h(m +Ln+))
Rn+]m+I+m +D=Kn+]m+m +1)
=h'(nnm+m')+H
=h'(n,m)+h'(nm')+ H
=h'(nnm)+H+h'(nm)+H
=h(n+Jm+D+h(m+]m +1)

Vm+I€M/IveVn+], n’+]EN/]igin

hm+ILn+j+n +]))=h(m+Ln+n +]))
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=h(mmn+n)+H
=h(m,n) + h(m,n') + H
=h(mn)+H+ h(mn')+H
=h(m+In+])+h(m+1Ln +))
Km+J+n +)m+D=RMm+n +]m+1)
=h'(n+n’,m)+H
=h'(nnm)+h'(n’,m)+H
=h'(nnm)+H+h'(n',m)+H
=h(n+Jm+D+h® +]m+]I)
Vvr+KeR/, Vm+IEM/IveVn+]EN/] i¢in
r+K)-h(im+IL,n+])= @ +K)- - (h(m,n) + H)
=r-h(mn)+H
=h(r-mmn)+H
=h(r-m+ILn+))
=h((r+K)-(m+D,n+]J)
r+K)-K(n+Jm+D=0+K) (K(nm)+H)
=r-h'(nm)+H
=h'(n,r-m)+H
=h(+/),r-m+1)
=h'(n+/J,(r+K)-(m+D)
vr+KeR/, Vm+IEM/IveVn+]EN/]i(;in
(r+K)-h(m+IL,n+])=(+K)- - (h(mn)+H)
=r-h(mn)+H
=h(m,r-n)+H
=h(m+Lr-n+))
=h(m+I1,(r+K)-(n+)))
r+K)-Kin+]m+D=0@+K) - (W"(n,m)+H)
=r-h'(nm)+H
=h'(r-nm)+H
=W -n+jm+1)
=l?((r+K)-(n+]),m+I)
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vijvm+1eM/,, Vn+]EN/]ig:in

Ah(m+1I,n+]) = A(h(m,n) + H)
= A(h(m,n)) +1
=m-v(n)+1
=(m+1)-(wvn) +K)
=(m+I1)-v(n+))
AW (m+],m+1) =1 (n,m) +H)
= A(h'(n,m)) +1
=v(n) - m+1
=M +K)-(m+1)
=v(n+J))-(m+1)
vm+1eM/, vn+je N/] icin

A(h(m +1L,n+]) = A (h(m,n) + H)
=2 (h(m,n)) +]
=u(m) -n+]j
=M +K)-(n+)))
=pam+1D)-(m+]))

AW+, m+1D =XM1 m)+H)
=AV(K(n,m))+]
=n-pu(m)+]
=m+]) - (p(m) +K)
=m+)) a(m+1)

vilvi+Hel/y vevn+]e N/]i(;in

R(AA+H),n+]) = RAD) +L,n+])
=h(A(D),n) + H
=n-l+H
=n+J))-(l+H)

R (n+ 120+ H)) = R +],A0 + 1)
=n'(n,A(D) + H
=l-n+H
={+H)-(n+]))
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vm+1eM/ve vi+Hel/,ign
h(m+ LA +H)) = Am+LAD +))

=h(m A (D)) +H
=m-l+H
=(m+10D-(+H)
KA'U+H),m+1)= RQA'D)+],m+1)
=hA'(),m)+H
=l-m+H
=({+H)-(m+1)
vil)Vvm+1I,m' +1 EM/I vevn+/,n +] EN/]i(;in
m+))-hm+Ln +))= (n+]) - (h(mn')+H
=n-h(mn')+H
=h'(nm)-n"+ H
= (W' (n,m)+H) - (n'+))
=h'(n+Jm+1)-(n' +))
(m+D-Km+]m +D)= m+1)-(K(nm)+H)
=m-h'(nm')+H
=h(mn)-m'+ H
=h'(mm)+H) -(n' +]))
= (h(m,n) +H) - (m' +1)
=h(m+ILn+))- M+ m

Tamim 4.12. 7 2 £ olmak iizere yukaridaki teoremde verilen L/ 3¢ Saprazlanmis karesine

L’nin H’ye boliimii denir.
Sonug 4.13. £ bir ¢aprazlanmig kare olmak iizere H 'nin L nin bir ¢aprazlanmis kare ideali

olmasi igin gerek ve yeter sart H ’nin bir ¢p: L — L' ¢aprazlanmis kare homomorfizminin

cekirdegine esit olmasidir.
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4.6. Cebirlerin Caprazlanms Kareler i¢cin izomorfizm Teoremleri

Bu boliimde birimli, degismeli cebirlerin ¢aprazlanmis karelerinde birinci, ikinci ve

ticlincli izomorfizm teoremleri ispatlanmaistir.

Teorem 4.14. (Caprazlanmis Kareler i¢in 1. izomorfizm Teoremi)

,[.: = AI \,u [,* = A’* ‘Ll*
N > R N* > R*
\% v

)

caprazlanmis kareler ve ¢ = (a,f,y,8): L — L* bir ¢aprazlanmis kare homomorfizmi

olmak tizere L/(;ekqb = gorg.

Ispat: Caprazlanmis modiillerle ilgili benzer sonug geregi

V 1+ ceka € L/geka i¢in @: L/geka — gora, a(l+ g¢eka) = a(l)

Vm+ cekp € M/gekﬁ icin : M/(;ekﬁ — gorf, B(m+ cekB) = f(m)

vV n+ ceky € N/(;eky icin y: N/(;eky — gory, y(n + ¢eky) =y(n)

Vn+ceks € R/(;ek6 icin &: R/gekS — gord, §(n + cekd) = 5(r)
fonksiyonlarinin olusturduklart (&, ), (@,7), (8,6), (¥,8) ve (&,8) ikilileri birer ¢apraz-
lanmis modiil izomorfizmi olduklarindan yalnizca h:M / cekB ® N / ceky ™ L/ ceka’
E:N/(;eky X M/(;ekﬁ — L/geka’ h*: gorp x gory — gora, h'*:gory X gorf — gora
fonksiyonlart i¢in olan sartlar1 incelemek yeterlidir.

vV m+ ¢cekp € M/gek,B veVvn+ ceky € N/(;eky icin
a (E(m + cekB,n + (;eky)) = a(h(m,n) + ¢eka)

= a(h(m, n))
= h*(B(m),y(n))

=h* (ﬁ_(m + cekB),7(n + (;eky)).
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@ (B'(n + geky,m + gekp) ) = @(h'(n,m) + geka)
= a(h'(n,m))
= h"(y(m), p(m))
B (7 + geky), Bm + cekp)). m

Onerme 4.15. Cebirlerin bir

~
v

N >
\%
caprazlanmis karesi verilsin ve
H > | A » B
H = A =
Ji > K C > D

)

olsun. A <H ILveALiseA2FH vel/ 2/ cdr.

Ispat: A < H oldugu bilindiginden A 2 H oldugunu gostermek icin asagidakileri gos-
termek yeterlidir.

i) D< K= R ve D 2R oldugundan cebirlerle ilgili benzer sonug geregince D < K
olur.

i) k€K, aeA, beB, c € igin ayn1 zamanda k € R oldugundan k-a € A,
k-beB, k-ceColur.

iii)d€eD, aeH, bel, ceJiginaynizamandaa €L, bEM, ce Nve AL
oldugundand -a € A, d-b € B, d-c € C olur.

iv) i € I ve c € C ise ayn1 zamanda i € M oldugundan h(i,c),h'(c,i) € A’drr.

V)b € Bvej €] isej € N oldugundan h(b,j),h'(j,b) € A’dir.

Boylece sonug olarak A < H elde edilir.
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Simdiﬁ/ﬂ | }[/o‘l oldugunu gosterelim. H/A c L/A , I/B c M/B' ]/C c N/C'
K / DS R/ p Ve H / 4 bir ¢aprazlanmis kare oldugundan ve de / 4 in sir homomor-
fizmleri L/ 4 nin sinir homomorfizmlerinin kisitlanmislari oldugundan L/ AS H / 4 drr.
i) Onerme 2.20’den K/D < R/D’dlr.
iyr+DeR/pa+ael/ b+B EI/B,c+CE]/C olmak iizere
(r+D)-(a+A)=r-a+AEH/A
(r+D)-(b+B)=7r-b+Bel/p
(r+D)-(c+C)=r-c+CEI/C
i)k +D EK/D,I+A EL/A,m+B EM/B ,n+CEN/Colmakiizere
(k+D)-(l+A)=k-l+AeH/,
(k+D)-(m+B)=k-m+Bel/g
(k+D)-(n+C)=k-n+Cel/
iv)m+BeM/B, j+Ce]/C ise
h(m+B,j+C) =h(mj)+Aet/,
HG+Cm+B)=r(Gm+Aaet/,
vVi+Bel/g, n+celN/ ise
h(i+Bn+C)=h(in)+Ael/,

Hin+Ci+B)=hmni)+Aet/, =

Teorem 4.16. (Caprazlanmis Kareler i¢in 2. izomorfizm Teoremi)

A »

M
R

N >

h

bir ¢aprazlanmis kare ve
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v
=
o
v
(]

J

L
olmak iizere /c/l/g{/ = L/}[’dir.
A

Ispat: Teorem 3.16 geregi

L L
A A

M M
vm+B+1/pe€ /B/I igin B: /B/I =M/, Blm+B+1/g)=m+1
/B /B

Vn+C+I/CEN/C] icin y: N/C/] —>N/], y(n+C+I/C)=n+]
/¢ /c

R R
vr+D+K/y€ /D/K/ igin &: /D/K/ —R/, sr+D+K/p) =r+K
D D

fonksiyonlarmin olusturduklan (e, ), (a,v), (8,6), (v,d) ve (a,§) ikilileri birer ¢apraz-

lanmis modiil izomorfizmi olduklarindan yanlizca
M N L
g )
/ B / C / A

el My M
h ]/C /I/B /H/A

E:M/IXN/]—>L/H

ve
h N/] ><M/I - L/H
fonksiyonlart i¢in olan sartlar incelemek yeterlidir.

M N
m+B+I/B€ /B/I ven+C+]/CE /% olmak iizere;
/B /C
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a(fl(m+B+I/B,n+C+]/C)) =a(f_l(m+B,n+C)+H/A)

=a(h(mn) + A +H/A)
=h(m,n) + H
=h(m+I1,n+B)

= E(ﬁ(m+B +I/B),y(n+C+]/C)>.
a(fT’(n+C+]/C,m+B+I/B)) =a(f?(n+C,m+B)+H/A)

= a(h’(n,m) +A+H/A)
=h'(n,m)+H

=h'(n+Bm+1)
=}?(y(n+€+]/c),ﬁ(m+B+1/B)>

elde edilir. m

Teorem 4.17. (Caprazlanmis Kareler i¢in 3. izomorfizm Teoremi)

A

L > M
N > R
\%
bir ¢aprazlanmis kare ve
H > A » B
‘7'[ = cﬂ =
Ji > K C > D

olmak lizere A < LVveH 2 Liseﬂ/ﬂn%5ﬂ+7{/}[’dir.

Ispat: Teorem 3.17’nin ispatindan gériilecegi lizere

Va+AnHeA/, | yisina: A/AnH_)A-I_H/H' a(la+ANH)=a+H
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vb+BnieB/y icing: B/p ;> BT/, pb+BND=b+1
.. C
Vc+Cn]EC/Cn]1g1ny:C/Cn]—> +]/],y(c+Cn])=c+]

fonksiyonlarmin olusturduklart (e, 8), (a,y), (B,6), (v,8) ve (a,9d) ikilileri birer ¢ap-

razlanmis modiil izomorfizmi olduklarindan
n.B C A
mPlpa1x%cnj—=ann
n.B C A
P lgnr*lcnj—=anu
T C+
hziB+I/1>< ]/]_)A+H/H
ve
T C+
hziB+I/1>< ]/]_)A+H/H
fonksiyonlarla ilgili olan sartlari géstermek yeterlidir.

Vb+BﬂIEB+I/IVEVC+Cﬂ]EC+]/]i<;in

a(h(b+BnLc+Cn)))=alh(bc)+AnH)
= h(b,c) + H
=hy(b+1c+])
=h,(Bb+BND,y(c+Cn))).
a(f_ll(b+BnI,c+Cn])) = a(h(b,c) + AN H)

= h(b,c) + H
=hy,(b+1,c+]))
=h,(Bb+BND,y(c+CNJ)). =
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5. SONUC

Bu tez ¢alismasi ile birlikte cebir ve 6zel olarak ¢aprazlanmis kareler alaninda, de-
gismeli olmayan birlesmeli cebirlerin ¢aprazlanmis kareleri ele alinmig ve her cebirsel yap1
gibi bu yap1 i¢in de 6nemli bir yere sahip olan izomorfizm teoremlerinin varligi orijinal bir
sonug olarak ispatlanmustir.

Bu ¢alismanin matematik, fizik ve miithendislikte, 6zellikle de cebir ve cebirsel to-
poloji alaninda cebirler i¢in ¢aprazlanmis modiillerin kullanilmasi1 gereken durumlarda
basvurulabilecek temel bir kaynak olmas1 amaglanmistir.

Bu calismada elde edilen sonuglar ¢ok farkli sekillerde genellestirilerek yeni ¢alis-
malara temel olusturabilir. Ornegin benzer sonuglarin, cebirlerin ¢aprazlanms kiipleri ve
daha genel olarak ¢aprazlanmis n — kiipleri i¢in de gegerli olup olmadig: arastirilabilir ya
da benzer bir ¢alisma n — caprazlanmis modiiller icin de yapilabilir. Diger taraftan, bu
calismada birlesmeli cebirler temel alinmistir. Birlesmeli olmayan ve yalin cebir olarak da
literatlirde bahsi gegen yapilar, bu yapilarin bazi daha 6zel formlar: ve daha genel olarak da
herhangi bir cebirsel yapi i¢in benzer sekilde ¢aprazlanmis modiil ve ¢aprazlanmig kare
yapilarin kurulup kurulamayacagi ve kurulabilirse izomorfizm teoremlerinin bu yapilarda
saglanip saglanmayacagi arastirilabilir. Ayrica, izomorfizm teoremlerinin bazi gelismis
ifade sekilleri ve bunlarla iliskili bazi sonuglar da bulunmaktadir. Kelebek Lemmasi ve
Jordan-Holder Teoremi bu tarz sonuglara 6rnek olarak verilebilir. Bu sekildeki sonuglarin

da soz konusu olan her bir yap1 lizerinde arastirilmast miimkiindiir.
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