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DEJENERE OLAN BiR BOYUTLU NONLINEER PARABOLIK
DENKLEM iCiN SONLU FARKLAR YONTEMIi

Tezde baz1 6zelliklere sahip olan, 6rnegin dejenere olabilen nonlineer denklemlerin
s0z konusu Ozelliklerini dikkate alarak ¢oziimiin tiim fiziksel 6zelliklerini diizgiin ifade
edebilen sonlu fark algoritmalar1 Onerilmistir. Bu amacla 6nce bazi denklemlerin gergek
¢oziimleri bulunmustur. Bu c¢oziimler sonlu farklar yontemi ile elde edilen yaklasik

¢Oziimlerin test edilmesinde yardim etmede kullanilmistir.

Tezin ikinci kisminda iki kez dejenere olan denklem icin sonlu farklar yontemi

incelenmistir. Niimerik ¢oziimiin ger¢ek ¢éziime yakinsaklik problemi de arastirilmistir.
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ABSTRACT

FINITE DIFFERENCES METHOD FOR ONE DIMENSIONAL NONLINEAR
PARABOLIC EQUATION WITH DEGENERATION

In the thesis, a new finite difference algorithms are proposed, which can express all
the physical properties of the solution correctly, taking into consideration the properties of
nonlinear equations which have some properties such as degeneracy. For this purpose, at
first, exact solutions of some equations were found. These solutions will help to test of the
approximate solutions obtained by the finite difference method.

In the second part of the thesis, finite difference method is investigated for two
double degenerate equations. The convergence problem of numerical solution is also

researched.
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1. GIRIS

Doga olaylarina karsilik gelen fiziksel olaylarin ve uygulamada karsilagilan ¢ogu
problemlerin matematiksel modelleri, kismi tiirevli diferansiyel denklem veya denklem
sistemi i¢in yazilmis baglangi¢ ve sinir deger problemlerinin ¢dziimlerinin bulunmasina
indirgenilir. Bilindigi iizere, genel olarak problemin baslangi¢ ve/veya sinir deger verileri
siireksiz fonksiyonlar olup, ¢6zlimiin bulunmasini zora sokar. Hatta c¢ogu durumda
matematiksel problemin ¢oziimiinde, fiziksel olayin dinamiginden dogan siireksizlik ortaya
c¢ikabilir.

Giincel matematiksel fizik problemlerinin ¢ézlimiinde bilinmesi gereken en dnemli
olgular, ozelliklerin hangisinin fiziksel problemden, hangisinin de matematiksel
modellerden ortaya ¢iktigini bilmektir. Ciinkii fiziksel problemleri ifade eden denklemler
genelde nonlineer olmaktadir ve s6z konusu nonlineerlik yeni fiziksel Ozellikler
barmdirmaktadir. Ornegin, dalgalarin dagilim zamani yeri onceden bilinmeyen darbe
dalgalarinin olusmasi, kontakt siireksizlikleri, bifiirgasyonlar vesaire. Bu tiir fiziksel
Ozellikleri matematiksel ifade etmek icin klasik matematigin yontemleri yetersiz
kalmaktadir. Boylelikle, cagdas fiziksel problemlerin ¢6ziimii yeni matematiksel yontemler
talep etmekle birlikte, modern bilgisayar tekniginin kullanilmasini zorunlu kilmistir. Bu
nedenle herhangi bir cagdas fiziksel problemin ¢oziimiinii arastirmak icin asagidaki
etaplan gergeklestirmek gerekmektedir:

1. Fiziksel problemi yeterince diizgiin ifade edebilen matematiksel modelleri, yani
diferansiyel denklem veya denklem sisteminin ve uygun baslangi¢ ve sinir kosullarinin
yazilmasi,

2. Matematiksel problemin etkili ¢6ziim algoritmalarinin yazilmasi ve bunlarin
bilgisayarda gerceklestirilmesi,

3. Alinan sonuglarin fiziksel yorumlanmasi ve irdelenmesi.

Bu model cergevesinde yapilan isler cagdas matematiksel fizik bilim dalinin teorik
temellerini ¢cok genis sekilde gelistirmis ve artik glinlimiizde bunlarin yardimi ile kuantum
fiziginin, hidrodinamigin ve aerodinamigin ¢etin problemleri ¢6ziilebilmektedir.

Nonlineer problemlerin incelenmesinde ve ¢oziimlerinin elde edilmesinde genel bir
teori veya metod bulunmamaktadir. Herhangi bir nonlineer problem i¢in gecerli olan bir

metod, yine ayni smiftan olan fakat farkli bir nonlineer problem i¢in sonu¢ vermeyebilir.



Bu sebeple gozoniine alinan herhangi bir nonlineer problemin ¢éziimiinii elde edebilmek
icin 0zel yontemlerin olusturulmasi zorunlulugu ortaya ¢ikmaktadir.

Uygulamada karsilasilan nonlineer problemlerin ¢6zlimiinde ortaya ¢ikan yeni
karakteristik 6zellikler (6rnegin, heyecanlanmis cephenin sonlu hizla dagilimi, darbe
dalgasi, kontakt sicrayislari ve benzeri gibi fiziksel oOzellikler) zayif ¢6ziim kavrami
yardimiyla ifade edilebilirler.

Tezin ileriki boliimlerinde sunulacak olan bilgilere alt yap1 olusturmasi agisindan
oncelikle kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin lineer teorisinden bilinen karakteristikler
metodu ele almmacak ve sonra bu metodun nonlineer denklemlerde kullanilmasiyla
karsilagilan giicliiklerden yola ¢ikilaarak ¢oziim kavraminin genisletilmesinin gerekliligi

uzerinde durulacaktir.

1.1 Karakteristikler Yontemi

Sonraki béliimlerde kullanacagimiz teoriyi incelemeden once lineer teorideki
ou ou
a(x,y)—+b(x,y)—=0 1.1
(x,y) 6x (x,y) o (1.1)

homojen denkleminin ¢oziimii i¢in karakteristikler yontemini ele alalim. Burada
u=u(x,y) iki degiskene bagli bir fonksiyonu gostermektedir. Iki degiskenli fonksiyonun
tam diferansiyelinin

du :a—udx+%dy
ox Oy

oldugu bilinmektedir. Tiim terimleri ds ye bolersek, (bu hem y’nin hem de x’in s
parametresine bagli oldugu anlamina gelir)

du_ouds  oudy

ds Oxds Oyds

(1.2)
elde ederiz. Kiyaslamayla, eger
dx
a(x,y)=—
(x,y) s
d
b(x,y) == (1.3)
ds
0=
ds




olsaydi, boylece kismi tiirevli diferansiyel denklemi adi tiirevli diferansiyel denklemler
sistemine indirgemis olurduk. (1.3) sisteme (1.1)’e karsilik gelen karakteristik denklem
denir.

(1.3) denklemler sistemini

d_dy _du

1.4
a b 0 14

seklinde yazabiliriz. (1.4) ifadesine (1.3) sisteminin “simetrik yazilim formu” adi da

verilmektedir. Burada

dy _b

dx a
du (1.5)
—=0=>du=0
dx

seklinde iki tane adi diferansiyel denklem aliriz.
Tamm 1.1 (1.5) adi diferansiyel denklemler sisteminin ¢dziimlerine karakteristikler

ad1 verilir.

(1.5) sistemindeki birinci denklem ? = f(x,y) tipindedir ve adi diferansiyel
x

denklemler teorisinden bilindigi lizere ¢ozlimii y = ¢@(x,c;) olur, [25]. Bunu ¢, = ¢(x,y)
seklinde de yazabiliriz. (1.5) deki ikinci denklem olan du =0 dan u(x,y)=c, = sabit
buluruz. Buradan goriildiigii iizere ¢oziim karakteristikler tizerinde sabittir.
¢ =X, y)
(1.6)
ifadesine sistemin birinci aralik integralleri denir, [24].

Teorem 1.1 Eger
aCr, you) 2 4 b, you) 2 = e, you) (1.7)
ox Oy

kuazi lineer denklemi i¢in
¢, = (x, y,u) (1.8)
¢, =y (x, y,u) (1.9)
ifadeleri karakteristik denklemin birinci integralleri ise F(c,,c,)=0 ile tanimlanan

fonksiyon denklemin genel ¢6ziimii olur. Burada F fonksiyonu her iki arglimana gore

diferansiyellenebilir bir fonksiyondur, [19].



Genel teoriye gore (1.8) ve (1.9) da verilen ¢, ve ¢, yerine ifadelerini yazarsak,
¢O0zim
F(p(x,y),u) =0 (1.10)
olur. (1.10) ¢oziimii iki degiskene bagl kapali bir fonksiyondur. (1.10) ifadesinden y yi
cekersek, f herhangi bir diferansiyellenebilir fonksiyon olmak {izere
u=f(p(x,y))
olur. Burada f diferansiyellenebilen bir fonksiyondur.
Ornek 1.1 Karakteristikler yontemini kullanarak,
ou  Ou
> +c ™ =

denkleminin ¢éziimiinii elde edelim.

0 (1.11)

Coziim. Karakteristikler yontemine gore denkleme karsilik gelen karakteristik
denklem

dr _ds _du
1 c 0

dir. Buradan, birinci aralik integralleri

dx
—=c =D x-ct=c,
dt

du=0 =u=c,

olarak elde edilir. Teorem 1.1°e gore (1.11) denkleminin ¢6ziimii

F(c,,c,)=0 veya F(x—ct,u)=0
olur. f herhangi bir diferansiyellenebilir fonksiyon olmak tizere genel ¢6ziim

u(x,y)=f(x—ct) (1.12)
seklinde yazilabilir. Buradan goriildiigli lizere, karakteristikler geometrik olarak, egimi c
olan dogrular ailesi olusturur. Coziim karakteristikler iizerinde sabit kalir ve her
karakteristigin de kendi sabiti vardir.

(1.12) ifadesinin sonsuz sayida c¢oziimlerinin i¢inden tek birini segebilmek i¢in

denkleme ¢ =0 da ek bir kosul koyacagiz.

u(x,0) = p(x) (1.13)
¢ bilinen bir fonksiyondur ve dalganin baslangic profilini gosterir. Eger (1.12)
ifadesindeki u(x,t) = f(x—ct) ¢oziim ise (1.13) baslangi¢c kosulunu korumasi gerekir.
Buradan ¢@(x) =u(x,0) = f(x) olmahdir. Yani f baslangigta verilen ¢ fonksiyonunun

kendisidir, yani f = ¢ dir. Bunu (1.12) de yerine yazarsak



u(x,t) =@(x—ct)
(1.14)

olur. Daha iyi anlasilsin diye baslangi¢ fonksiyonuna asagidaki sekilde 6zel deger verelim

1(x,0) = p(x) = 1-2%, o<1, (1.15)
0, |x| >1.
Bu durumda ¢6ziim
1-&%, | <1,
u(x,t) =p(x—ct) = =
(x,0) = p(x—ct) = p(S) {0’ E21
B 1—(x—ct)?, |x—ct|<1, (1.16)
B 0, |x — ct| >1 '
olur. Bunu suradan da gorebiliriz
? =c,(hiz)
t
(1.17)
du_o,
dt

Baslangi¢ profilin her bir noktas1 ayn1 hizla hareket ediyor. Baslangicta ¢6ziime verilen her
bir informasyon (deger) karakteristikler lizerinde sonsuz olarak tasinir (¢ <0 olsaydi, bu
olaylar saga dogru degil, sola dogru hareket ederdi). Yani ¢oziim karakteristikler {izerinde
sabit olmaktadir, [24].
Ornek 1.2 Bu kez, karakteristikler yontemini
g—b: +u Z—Z =0 (1.18)

Hopf denkleminin i¢in yazilmis

1—x?, |x|<l,

1.1
0. |qx1 (1%

uy(x)=u(x,0)= {

baslangi¢ deger problemine uygulayalim.

Coziim. Karakteristikler yontemine gore (1.18) denklemine karsilik gelen

karakteristik denklem

— (1.20)

dir. (1.20) den



(1.21)
olur. (1.21) sistemindeki ikinci denklemden u(x,?) =sabit oldugu goriilmektedir. O halde,
birinci aralik integrallerinden ilki u(x,7) = ¢, olup, bunun 15181nda ikincisi

dx
5 ¢, den x—ct =c, veya x—u(x,t)t =c,

olarak elde edilir. Teorem 1.1’e gore (1.18) denkleminin genel ¢dziimii yazarsak
Fu,x—ut)=0 veya u= f(x—ut) (1.22)

olur. Burada F ve f herhangi diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmaktadir. (1.22) den
o= f(0) =ty ()

olup, baslangi¢ deger probleminin formal ¢6ziimii
u=uy(x—ut)

dir. O halde, £ =x—ut Lagrange koordinatin1 dikkate alarak, (1.18), (1.19) probleminin

¢Ozumunu

1-£%, |4 <1,
= 1.23
u(x,t) { 0. |§| >1 ( )

seklinde yazabiliriz. (1.23) ifadesinden ¢6ziimii biraz daha netlestirirsek
xt —1) V1 —4xt + 41>

u(x,t) = 2 <t (1.24)
0, x—ut|>1

oldugunu goriiriiz. (1.24) fonksiyonun grafigini kurdugumuz zaman, (1.21) ifadesinin

birinci denklemi olan ? =u(x,t) ifadesinden goriilecegi iizere, baslangic profilin her bir
1

noktas1 u hiziyla hareket eder. Boylece maksimum biiyiikliige sahip olan nokta, zamanin
t =t, degerinde wur, kadar mesafeye gider. Bu gostermektedir ki, x>1 oldugunda u
¢Ozlimii ¢ok degerli bir fonksiyona doniisiir, [24]. Matematiksel olarak bu bir ¢éziimdiir,
ancak fiziksel olarak bir anlam igcermez. Bu da karakteristikler yontemin nonlineer
denklemlerin global ¢6ziimiine uygulanamayacagini gostermektedir.

Ornek 1.3 Daha genel olarak, D = {(x, 1):—o<x<+00,t2> O} bolgesinde



ou(x,t) N OF (u(x,1)) _

0 1.25
ot Oox ( )

denklemini g6zoniine alacagiz. Burada, F(u) fonksiyonu F'(u) ve F"(u) tlrevleri

mevcut olan bilinen bir fonksiyonu gdstermektedir. (1.25) denklemi icin asagidaki

baslangi¢ kosuluna sahip

fQ, o<1,

0, x> 1 (120

uy(x) =u(x,0) = {

Cauchy problemini inceleyecegiz, [22]. Burada f(x) baslangi¢c profilini tanimlayan

bilinen stirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.

Coziim. (1.25), (1.26) probleminin ¢6ziimii karakteristikler metodu ile

£, g,
u(x,t) = {0’ |§| o1 (1.27)
E=x—F'(u) (1.28)

seklinde kolayca olusturulabilir Burada &, F'(«) hizi ile hareket eden uzaysal koordinati

gostermektedir, [20],[32].

(1.27) ifadesinden x e gore tiirev alirsak

Ou(x,t) _df (&) 08
ox dé = ox

= f'(e‘)-(l—tf"(u)@j = f'(ég)—f'(éz)fF"(M)@
Oox ox

veya

0
L1+ fOF @)= £1©)
Ox

buluruz. Buradan

u =7 '(5)” (1.29)
L+ fI(OF (u)

elde ederiz. Yine (1.27) ifadesinin ¢ ye gore tiirevi alinirsa

=i A = fUEN-F' W) —t F'(wyu,)=—f"(E)F'(u)— f(E)F"(u)tu,



veya
u,(1+ f(EF"w)t) =~ '(E)F ()
ifadesinden

L S OF W)
L fOF

(1.30)

alinz. (1.29) bagintisi (x=¢&, (¢r=0)) da baslangic profilinin egimine gore, (x,7)
noktasinda u(x,¢) profilinin egimini gosterir.

Eger f'<0 ve F">0, (veya f'(u)>0, F"(u)<0) ise, bu taktirde
1+ f'(&)F"(u)t =0 olur ve

_; >0
J'(EF"(u)

degeri icin u (x,f)=o0 bulunur. Ayrica, bu noktalarda u,(x,t) de sonsuz olur, yani

u,(x,t) =co0 dir. Bu yiizden, eger baslangi¢ profilini belli bir £ noktasinda negatif bir

.. ) . . 1
egimi sahipse, yani f'(£) <Oise, T, =(— Wj de u,(x,t)=0 ve u (x,t)=o00 olur.

min

Bu deger tiirevlerin profilinde ilk kez dik tegetlerin olustugu zamandir. O halde,

' < 1 C L

x, =&, +T F'(&,) noktasinin komsulugunda ¢t >7 = (— fF"j icin ¢ozliim tek degerli
olmayabilir.

Sadece F nin degil ayn1 zamanda F'tiirevinin de u# nun bir fonksiyonu olmasi

tipik bir nonlineer etkiye neden olur. F'(u) >0 igin, biyiik degerli u lar kiigiik degerli
olanlardan daha hizli yayildig1 i¢in u(x,#) baslangi¢ profilininde zamanla bozulma olusur.
F'(u) <0 oldugunda tersine proses gozlemlenir. Boylece (1.25) denkleminin ¢ézimi tek
degerli olamaz. Bu da elbette ki, fiziksel agidan anlamsizdir. Stirekli, ¢ok degerli ¢oziimler
yerine, siireksiz fakat tek degerli ¢ozlimlerle bu durum diizeltilebilir. Fakat bu siiresiz
¢Oziim diferansiyel denklemin klasik anlamda bir ¢6ziimii olamaz.

Bu nedenle, bu durum icin “Sobolev” anlaminda zayif ¢oziim kavramini ileri
stirecegiz, [31]. Bu tanim sayesinde, (1) denkleminin zayif (ya da genellestirilmis) ¢6zimii
i¢in iki kisimdan ibaret olacaktir: 1lki, (1) denklemini saglayan siirekli, diferansiyellenebilir
bir ¢oziim ve ikincisi, Rankhine-Hugoniot kosulunu saglayan si¢rayistan olusur, [32].

8



1.2 Zayif Coziim

[k kez Rus matematik¢i Sobolev’in 1930 lu yillarda literatiire kattig1 zayif ¢oziim
kavrammi vermeden &nce temel (test) fonksiyon kavramina deginelim. Once adi
fonksiyonu, sonrasinda ise sonlu tasiyiciya sahip fonksiyonu tanimlamayla baslayalim.

Tanmm 1.2 —oo < x <oo araliginda tanimli, reel degerli ve herhangi a < x<b
sonlu araliginda Lebesque anlaminda integrallenebilen fonksiyonlara adi (ordinary)
fonksiyon denir, [11].

Tanim 1.2°den gorildiigii gibi, her bir a<x<b sonlu araliginda sirekli
(6lgtilebilir) fonksiyonlar adi fonksiyonlar olmaktadir.

Tamim 1.3 Bir f fonksiyonunun sifirdan farkli degerler aldig1 noktalar kiimesine f

fonksiyonunun tasiyicisi denir ve
Supp f(0)={x | f(x)#0}
ile gosterilir. Bagka bir deyimle, keyfi [a,b] araliginda tanimli ve a < x < b nin disinda

sifira esit olan ¢(x) fonksiyonuna sonlu fonksiyon denir.

Tamm 1.4 Reel degerlere sahip —oo < x < oo araliginda taniml1 ve her mertebeden
stirekli diferansiyellenebilen sonlu tasiyiciya sahip fonksiyonlar smifina temel (test)
fonksiyonlar siifi ve bu sinifin keyfi elemanina ise temel (test) fonksiyon denir.

Ornek 1.4 Asagidaki sekilde tanimlanmis

1
u(x)=le 7, xe(=22),
0, xg(=2,2)

fonksiyonu Supp u(x) = [— 2,2] olan bir temel (test) fonksiyondur, [31].

Temel fonksiyonlarin uzay1 K ile gosterilir ve bu uzayin fonksiyonlarinin toplami
ve keyfi reel sayiyla ¢arpimi yine temel fonksiyon olur, yani temel fonksiyonlar sinifi
lineer uzay olusturmaktadir.

Tanmm 1.5 K uzayi lizerinde herhangi bir f(x) adi fonksiyonuna karsilik gelen

(f.9) = [fp0dx , pe K (1.31)

lineer fonksiyoneline genellestirilmis fonksiyon adiverilir, [11]. Burada integralleme
aralig1 dogal olarak supp ¢ lizerinde yogunlagsmaktadir.
Tanim 1.5 gostermektedir ki, temel fonksiyonlar iyi secildigi durumda keyfi

genellestirilmis fonksiyonun tiirevi vardir ve o da genellestirilmis fonksiyon olmaktadir.



Ornek 1.5 f(x) = ¢ (c-sabit) fonksiyonunun genellestirilmis fonksiyonu

(f0) = (c.9) = ¢ [ p(x)dx

dir. Ozel olarak genellestirilmis 1 fonksiyonu, (1,9) = Iw(x)dx anlamindadir, [11].

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in Sobolev anlamindaki zayif ¢6ziim, bir
integral esitlik yardimi ile tanimlanmaktadir. Bu tamimi agiklamak igin, Q, < R*"' Euklid
uzayinda konveks bir bolge, u =u(x,,x,,..x,,t) ve f(x,x,,.x,t) Q. de Olciilebilir
fonksiyonlar olmak iizere operator bicimde verilmis

Lu=f (1.32)
lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemini g6z Oniine alalim. Burada L siirekli
diferansiyellenebilen katsayilara sahip self-adjoint (6z eslenik) diferansiyel ifadeyi
gostermektedir.

Tanim 1.6 Test fonksiyonlar sinifindan keyfi ¢(x;,,x,,...x,,t) fonksiyonlar1 i¢in

[{uMo - fp fdxdt =0, x=(x,,...x,) (1.33)
o
integral esitligini saglayan u fonksiyonuna (1.32) denkleminin zayif (veya

genellestirilmis) ¢6ziimii denir. Burada M = L' dir; yani M, L operatoriine karsilik gelen
adjoint operator olmaktadir, [11].

Tanim 1.6’dan goriildiigl {izere, (1.32) denkleminin herhangi bir klasik ¢6ziimii
(1.33) esitligini korumak zorundadir. Ama (1.33) esitligini saglayan u(x,,x,,...x,,t)
fonksiyonlar1 daha genis bir sinif olusturur. Ciinkii (1.33) esitliginin icerdigi u
fonksiyonlarmin klasik anlamda tiirevlenebilir olmas1 gerekmemektedir.

Zayif ¢oziim kavrammi daha iyi anlayabilmek igin, Ornek 1.3’deki (1.25)

denklemini ¢(x,7) test fonksiyonu ile carparak, D bdlgesi lizerinden integralleyelim.
Bunun i¢in, u(x,f) fonksiyonunun tanim bolgesi olan D bolgesinde bolgeyi ikiye bdlen
Oyle bir [(t) egrisinin mevcut oldugunu kabul edelim ki, bu egri ilizerinde u(x,¢)

fonksiyonu sigrayisa sahip olsun

[[25D gy avar + [ [ LU 1y axar = 0. (1.34)
: af D 8x
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(1.34) esitligindeki birinci integrali hesaplamak i¢in, bunun igerisindeki ilk integrali 7 ye

gore kismi integrasyon metodu ile bulalim. u=¢@(x,t), dv= au(ax,t) dx dontigimiini
t
op(x,t) . e .
uygularsak, du = a—dt, v =u(x,t) olur ve birinci integralin i¢erisindeki kisim
t

O e

op T op
) ——dt = 1 L) — L) ——dt
(1)~ =dt = u(x, (), j u(nn—

olarak elde edilir. Boylece birinci integral i¢in

T tou(x,1) 7 T Bl
_jwdxj - o(x, 1) dt == [u(x,0) p(x,00dx - | .[u(x,t)adxdt (1.35)

0 —© -0
aliniz. Simdi de, (1.34) esitligindeki ikinci integrali hesaplamak i¢in, bunun igerisindeki ilk

OF (u) I

integrali x e gore kismi integrasyon metodu ile bulalim. u=¢@(x,7), dv=

doniistimiinii uygularsak, du = Z—(D dx, v=F(u) olur ve ikinci integralin igerisindeki kisim
X

L TOF(u) Lo OF (u) 2 OF (1)
!dtj 3 go(x,t)dx:!;dtl:J' . o(x,t)dx + I . go(x,t)del

X 4 )

—0

T ‘ (_(1) w
= [ar {co(x,t)F(u)l””— | F(u)aa—fdx+¢(x,t)F(u)|Z(t)— | F(u)aa—fdx}

—o0
—o0 1.(1)

ct—~

{W_ (O.DF @) = (L (0,0F )] [ F(u)aa—fdx}dt

0

= [lotr_@.0F@-pt¢. @r.0F Wl - [ [ Fao L (136)
0

—00

(1.35) ve (1.36) ifadeleri (1.34) ifadesinde yerine yazilirsa
— [ux00p(x0dx + [[p(¢_(1).0F @)= p(t . ()).)F )t
—0 0

_'”{u(x,z)a—q)+F(u)a—¢ xdt =0 (1.37)
ot ox

—00()

olur. (1.34) esitliginin saglanmasi i¢in (1.37) ifadesinde
ol _(x,0) F(u)— (L (1),0)F(u) =0
11



olmas gerekir, ve buna Rangine-Hugoniot kosulu denir.

(1.37) ifadesinden goriildiigi tizere, (1.34) esitliginde u» dan talep edilen tiirevlere
artik ihtiya¢ kalmamaktadir. Simdi genellestirilmis veya zayif c¢oziim kavramin
tanimlayabiliriz.

Tamm 1.7 D de kompakt destege sahip keyfi bir test fonksiyonu i¢in
[[ue.0) 0, (6,0 + Fute, 1), (x,0) et + [ p(x,0)u(x,0)dx =0 (1.38)
D —o0

integral esitligini saglayan u(x,t) fonksiyonuna (1.25), (1.26) probleminin bir zayif veya

genellestirilmis ¢oziimii denir.

1.3 Nonlineer Kaynak Fonksiyonlu Skalar Denklem i¢in Cauchy Problemi

Bilindigi iizere nonlineerlikten olusan bazi ozelliklere sahip olan denklemlerin
gercek coOziimiinlin arastirilmast agamasinda Onemli zorluklarla karsilagsmaktadir. Bu

cinsten olan denklemlerden birisi pratikte ¢cok rastlanan

ou ou
P u 8x u(l—u) (1.39)

u(x,0)=e" (1.40)

denklemidir. (1.39) denklemi i¢in 6nce Cauchy problemini inceleyelim.
Adi diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi iizere, (1.39) denkleminin ¢oziimii
adi diferansiyel denklemler sisteminin ¢6ziimiine indirgenmektedir. Bunun i¢in denklemin

¢OzUimiini

Vt,x,u)=0 (1.41)

seklinde arayalim. (1.41) ifadesinden ¢ ve x’e gore tiirev alirsak

vV Vau_, v _Vau_,

o wor . ox ouox
olur. Buradan
ov ov
ou ot ou _ Ox
o oV o oV
ou ou

12



aliriz. Bu ifadeler (1.39) denkleminde yerine konursa

elde ederiz. Sonuncu denkleme karsilik gelen karakteristik denklem

dt _dv_ du

1 u  u(l-u

olur.
@ _du
u u(l—u)
denkleminden
geo
1—u

birinci aralik integral olarak
¢, =x+In(1-u) (1.42)
bulunur. Diger birinci integral

_du
T u(l-u)

dt

denkleminden elde edilecektir. A¢iktir ki, bu asagidaki gibi

u (1.43)

degisken doniisiimiinden sonra (1.43) denklemi

dz
“iz=1 1.44
dt ¢ ( )

lineer denkleme déniiser. Once homojen denklemi

13



¢Ozersek
z=ce’’ (1.45)

ifadesini aliriz. Sabitin varyasyonu metodunun yapisina gére homojen olmayan denklemin
¢cozlimiinii elde etmek icin (1.45) ifadesinde c, yi sabit olarak degil de, bilinmeyen bir

fonksiyon olarak varsayacagiz. S6z konusu fonksiyonun (1.45) deki ifadesi (1.44) de

yerine konulduktan sonra ¢, (x) =e' +¢, olur, ¢dziimii ise

z=e'(c,+e')

seklinde elde ederiz. (1.44) den

et

. (c,+e")

olur. Buradan

c,=—=—c¢ (1.46)

aliriz. Buradan c¢; = In ¢, elde ederiz. Sonuncu ifadede c4, c, nin degerleri yerine konursa

t

x+(l—uw) =& ¢
u

buluruz ki, buradan da
u(x,t)=e" (1.47)

olur.
Simdi (1.39) denklemini asagidaki genel

u(x,0) = p(x) (1.48)

baslangi¢ kosulu ¢ercevesinde inceleyelim. Bu durumda

14



¢, =x+In(l1-¢(x)), c, :L—l
P(x)

olmaktadir. Buradan

x=¢" !
4 ¢, +1
a1 4 ¢
=@ ( )+ ln{qo ( D (1.49)
c, +1 c, +1

elde ederiz. Tekrar (1.49) ifadesinde ¢, ¢; nin degerlerini yerine koyarsak

veE

€ t
——e
x+In(l-px)=¢"| — ! +In—% (1.50)
€ e+l € e+l
u u
alinz. (1.50) ifadesini
e,
h .
x+1n(1—(p(x))—lnet”—=(p_l t
——e'+1 € e+l
u u
seklinde yazabiliriz. Buradan
lne)‘+1n(1—u)—lnM:¢*1 u
e’ —ue' +u e'(l—u+ue)

veya

lnex(l—u+ue’):(ol[ “ j

e'(l—u+ue)
elde ederiz. Her iki tarafi ¢ ile etkilersek

u

Ine*(l—u+ue™))=
(D( ( )) e(l—u+ue™)

aliriz. Buradan da
u(x,n)=e'(l1—u+ue™ )qo(ln e"(1—u+ue™ ))

buluruz.
Ozel durumda ¢ (x) = e olursa u(x, t) = e **¢ elde ederiz. p(x) = x2, @(x) =Vx
15



oldugu durumlardaki ¢6ziimlerin grafikleri Figure gosterilmistir.

1.4 Burgers Denklemi ve Cole-Hoph Doniisiimii

Diger gercek ¢oziimii elde edilebilen denklemlerden birisi de Burgers denklemi

olmaktadir. Bir boyutlu durumda Burgers denklemi agagidaki

ou(x,t) u ou(x,t) —y 0% u(x,1)

1.51
ot Ox ox’ (1>
gibi yazilir. Burada v pozitif sabittir.
Once (1.51) denkleminin gercek ¢dziimiinii elde etmek i¢in onu
2 2
6u(x,t)+18u (x,1) :V8 u()zc,t) (1.52)
ot 2 ox ox

seklinde yazalim. (1.52) denklemi i¢in baslangi¢ kosul olarak

u(x,0) = F(x) (1.53)
ekleyelim. Sonra ise

u(et) =22
Cole-Hopf degisken doniisiimiinti yapalim. Agiktir ki, bu donilistimii

u(x,t) =-2vinp(x,t) (1.54)
gibi de yazabiliriz. Buradan

2 2

NP S T . B

ot @ Ox 17 Ox @
aliriz. Buldugumuz ifadeler (1.52) de yerine konursa ¢ (x, t) fonksiyonu i¢in lineer

2
Op(x,1) _ O p(x.1) (1.55)

Ot ox?

1s1 denklemini elde ederiz. Bu denklem i¢in baslangi¢ kosul, (1.53) ve (1.54) ifadelerini
dikkate alirsak

~Lfreuae

2v

p(x0)=e ° =D(x) (1.56)
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olur. Kismi tiirevli diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi lizere (1.54) ve (1.56)
probleminin ¢6ziimii

_(-n)?

1 [ dvr
o(x,t) = m[@‘b(ﬂ)e dn

olmaktadir.

Cole-Hopf degisken doniistimiinii dikkate alirsak

oox_n —TG‘/
J= e an

u(x,t) =-2v=

Tefvdn

—a0

olur ve burada

(x—m)?

G(n;x,t) = F(n) - Y

olmaktadir.
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2. iKi KEZ DEJENERE OLAN PARABOLIK DENKLEM

Gozenekli bir ortamda Newtonyen olmayan bir sivinin hareketi, ince katmandaki laminer
akis, nehirdeki suyun hareketi ve benzeri gibi bir¢ok hidrodinamik problemin, ilgili
baslangic ve smnir kosullar1 altinda iki boyutlu nonlineer parabolik kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerle modellendigi bilinmektedir ([4], [6], [7], [8], [9]). Bu tiir

problemlerin arastirilmasi hem pratik hem de teorik agidan 6nemlidir.
Alisildig1 iizere, R Reel sayilar kiimesi ve R, ={(x,t)|xeR',0<t<T}cR’

olsun. R, de

ou_ 0 K(@o‘(u)j_@Q(u) 2.1

o ox \ ox ox
denklemi i¢in yazilmis baslangic ve baslangi¢-sinir deger problemini inceleyecegiz.
Burada u(x,t) bilinmeyen bir fonksiyon ve K(s), o(u) ve Q(u) fonksiyonlart u ya gore

bilinen fonksiyonlardir, ayrica asagidaki kosullar1 da saglarlar:

i. K(s), o(u) ve Q(u) fonksiyonlari sirasiyla sonlu s ve u icin sonlu ve negatif
olmayan fonksiyonlardir;
i.u>0 igin K/ (u)>0 ve o (u)>0 dir ve sonludur, K(|ul)—K(0)>m, >0,
|u [z m,;
iii. K0)=K'(0)=0(0)=0'(0)=0;
iv. K'(u) isaret degistirir.

(2.1) denklemi i¢in birinci tiir baslangi¢-sinir deger problemi Q(u)=0, o(u) =u
ve K(s)=s"", (p>2) oldugunda [17] de incelenmis ve uygun bir uzayda zayif ¢6zmiin
varhigi ispatlanmistir. (2.1) denklemi nonlineer oldugundan bu denklemin gercek
¢Oziimiinii olusturmak miimkiin degildir. Ancak K(s), o) ve Q(u) nun Ozel
durumlarinda denklemin genel ¢dziimiinii bulmak miimkiindiir. Ornegin, K(s)=s",
(n>2) ve o(u)=uoldugunda, yani K"(s) isaret degismediginde (2.1) denklemi kosan
dalga seklinde ¢oziime sahiptir, ([2], [12], [21], [27]). Bu ¢oziimiin siirekli oldugu, fakat

onun birinci ve ikinci tiirevlerinin siireksizlik noktalarina sahip oldugu ispatlanmigtir.

n

Diger taraftan, GL fonksiyonu da siireklidir.
x
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Not 2.1. K!(s) <0, Q(u)=0 oldugu durumda, (2.1) denklemi takakali tiirbiilans

akisindaki 1s1 ve kiitle degisimlerini modellemektedir, [5], [18].

K(s) =0 oldugunda ve Q(u) Buckley-Leverett fonksiyonunu gosterdiginde (2.1)
denklemi, kapiler basinci dikkate alinmaksizin, gozenekli bir ortamda iki fazh
sikigtirtlamaz  akigkanlarin  eszamanli mikroskobik hareketini modeller. Bu durumda

denklem

ou(x,t) N o0Q0(u(x,t))
or o

0 (2.2)

formunu alir. Karakteristikler metodu kullanarak elde edilen ¢6ziim kapali bir
fonksiyonudur ve genellikle pratik olarak kullanilmasi imkansizdir. Diger yandan, [6], [7],
[13], [14], [15], [20], [30], [32] gibi kaynaklarda (2.1) denkleminin yeri Onceden
bilinmeyen siireksizlik noktalarma sahip oldugu gosterilmistir. Bunlara ek olarak, [1],
[14], [16], [21], [22], [26], [30] gibi kaynaklarda da (2.1) denkleminin niimerik ve zayif
¢Oziimiinii elde etmek i¢in bir metod ve dnerilmistir.

QO(u) =0 oldugu durumda (2.1) denklemi [3] de incelenmis ve niimerik ¢oziimiinii

elde edebilmek i¢in ¢oziimde bulunan siireksizlik noktalarini dikkate almayan homojen
semalar Onerilmistir. [23] ve [28] de ise parabolik tip nonlineer denklemin niimerik

¢Oziimiinli bulmak i¢in silireksiz fonksiyonlar sinifinda sayisal bir metod gelistirilmistir.

2

K(s)=ws, oc(u)=u ve Q(u) = % oldugu zaman, (2.1) asagidaki

ou(x,t) ou(x,t) 0% u(x,1)
+u =v
ot ox ox*

Burgers denklemine indirgenir, [10], [32].
Bu tezde, (2.1) denklemi i¢in yazilmis problemin siireksiz fonksiyonlar sinifinda
sayisal ¢oziimilinii bulabilmek i¢in yeni bir sonlu fark metodu Ornerilecek ve sayisal

¢Ozlimiin bazi 6zellikleri arastirilacaktir.

(2.1) denkleminden goriildiigii izere, u =0 ve Z—u =0 oldugunda
X

QK(%(”)] = K’(s)ﬁ(a'(u)a—u)
ox ox ox ox
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esitligi saglanacak ve denklem birinci mertebeden denkleme dejenere olacaktir. Fiziksel

oo(u)

acidan, akist tanimlayan — K ( )+ Q(u) fonksiyonu siirekli olmaktadir.
2.1 Cauhy Problemi
Bu boliimde oncelikle, (2.1) denklemini asagidaki baslangi¢ kosulu
u(x,0) = u,(x) (2.2)
ile ele alacagiz. Burda u,(x) parcali sabit ya da stirekli bilinen bir fonsiyondur. (2.1), (2.2)

probleminin zayif ¢oziimiinii asagidaki sekilde tanimlayacagiz.

Tanim 2.1 (2.1) baslangic kosulunu koruyan ve her test fonksiyonu

fx0) eW2(RY) igin

of oo (u) o w _
jRT{u =+ [K(T] — Q)] a}dxdr + Louo (x) £ (x,0)dx=0

integral esitligini saglayan u(x,t) fonksiyonuna (2.1), (2.2) probleminin bir zayif ¢oziimii

denir. Burada W’ (R;) uzay1 R; iizerinde tanimli Sobolev uzaymi gdstermektedir.

Tanim 2.1°den goriildigii tizere, u(x,t), K(s) ve Q(u) fonksiyonlar: bu durumda

stireksiz de olabilirler. (2.1), (2.2) probleminin zayif ¢ozlimiinii elde edebilmek igin [20] ve

[21] de izlenen yolu takip edersek,

vnt) _ o 0 G(av(x,r)J ~ Q(&v(x, r)j
o lex \ ax ox )

v(x,0) =v,(x)

yardime1 problemini dnerebiliriz. Buradaki v,(x) fonksiyonu

dvy(x)
dx

u,(x) 2.3)

esitliginin herhangi biri tiirevlenebilir ¢oziimiidiir.
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2.2 Yar1 Dogru Uzerinde Simir Deger Problemi

Bu béliimde (2.1) denklemini R; = {O <x<oo, t> 0} boélgesinde
u(x,0) =u,(x), 2.4)
u(0,t) =u,(t) (2.5)

baslangic ve sinir kosullar1 dahilinde inceleyecegiz. Burada u,(x) ve u,(¢) fonksiyonlar

verilen fonksiyonlar.

(2.1), (2.4), (2.5) probleminin zay1f ¢6ziimiinii asagidaki sekilde tanimlayabiliriz.

Tanmm 2.2 (24) ve (2.5) kosullarm1 koruyan ve f(x,7)=0 olan her

f(x,t)e Wfl(R; ) test fonksiyonu i¢in

J {uai+{K(aa(u)j—Q(u)}ai}dxdl +
k| ot Ox ox

IT[K(WJ A Q(u(O,t))} £(0,0)dx + j:uo (x) f(x,0)dx =0
X

0

integral esitligini saglayan u(x,#) fonksiyonuna (2.1), (2.4), (2.5) probleminin zayif

4 o

¢Oziimii denir. Burada W (R;), R; iizerinde bir Sobolev uzayidir.

(2.1), (2.4), (2.5) probleminin zayif ¢oziimii asagidaki

ot ox
V(X,O) = V() (X),

ov(x,1) _ K(@G(u(x, t))}—Q(u)

u(0,1) = u, (1)

yardime1 probleminden elde edilir. Burda v,(x) fonksiyonu (2.3) denkleminin herhangi bir

¢Ozlimiidiir.
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2.3 Birinci Tiir Baslangic-Sinir Deger Problemi
Bu béliimde (2.1) denklemini D; ={(x,1)|0<x</,0<t <T} bolgesinde

u(x,0) =u,(x), xela,b] (2.6)
baslangic ve

w(©,0) =, (), u(f,1)=u, (1) 2.7)
sinir kosullari ile inceleyecegiz.

Tanim 2.3 (2.6) ve (2.7) kosullarin1 koruyan ve f(x,7)=0 olan her test

f(x,1) eW? (D;) fonksiyonu igin

@ oo(u)) @
(o)

[ T{K(%@”)) — (0, t)):| FO.0dx+ [y (x) f (x.0)dx =0
0 Y 0

integral denklemini saglayan u(x,t) fonksiyonuna (2.1), (2.6), (2.7) probleminin zayif

o

¢0zilimii denir. Burada W,,(Dy), D, iizerinde bir Sobolev uzayidir.

(2.1), (2.6), (2.7) porbleminin zayif ¢éziimiinii bulmak icin, asagidaki

ov(x,1) _ K(@G(u(x, t)))—Q(u), 2.8)
ot ox

v(x,0) = vy (x), (2.9)

u(0,0) =u,(t), u(l,0)=u,(t) (2.10)

yardime1 problemini dahil edecegiz. Burda v,(x) fonksiyonu (2.3) denkleminin herhangi
bir diferansiyellebilir ¢6ziimiinii gostermektedir.
Teorem 2.1 Eger v(x,t), (2.8)-(2.10) yardimci probleminin soft (yumusak)

¢Ozlimii ise, asagidaki sekilde tanimlanan

ov(x,t)

u(x,t)= 8x

2.11)

fonksiyonu (2.1), (2.6), (2.7) esas probleminin zayif ¢6ziimii olur.
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Teorem 2.1°1 kanitlamak igin, (2.8) denklemini f (x,) ile garpip, DTK bolgesi

tizerinden integralini alirsak

J [f{@_gl((ao(u)% aQ(u)}dxdt =0
D" | Ot Ox Oox Ox

ifadesini aliriz. Sirasiyla 6nce ¢ ve sonra x’e gore kismi integrasyon formiiliinii uygularsak,

Teorem 2.1’in ispatin1 tamamlamis oluruz.

Not 2.2. Teorem 2.1, yukarida bahsedilen biitiin durumlar i¢in gecerlidir.

Onerilen yardime1 problem asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) v(x,t) mutlak siirekli bir fonksiyondur.

i) (2.1), (2.2) probleminin bilinmeyen ¢éziimiinii bulmak icin olusturulan algoritma
u(x,t) fonksiyonunun x ve ¢ ye gore tiirevlerini igermez.

iii) u(x,t) ve v(x,t) yi elde etmek icin olusturulan algoritmalar bilgisayar
heseplamalar1 agisindan basit ve ekonomiktir.

Onerilen yardimc1 problemlerin avantajlarini  kullanarak, problemin niimerik
¢Oziimiinii elde edebilmek i¢in algoritmalar gelisterecegiz ve bir sonraki boliimde onlarin

bazi 6zelliklerini inceleyecegiz.
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3. ESAS PROBLEMIN SAYISAL COZUM ALGORITMASI

(2.1), (2.6), (2.7) esas probleminin sayisal algoritmasini gelistirmek i¢in, dncelikle

D, bolgesini

Q,. ={x.t)|x =iht, =kr,i=0,12,.nk=0,12,..;h > 0,7 > 0}
ag1 ile ortelim. Burada, h ve ¢ sirasiyla x ve r degiskenlerine gore Q’,’H agmin adimlarin
gostermektedir. y, , Q,. agmm smirindaki digim noktalarmm kiimesi olmak iizere
Q,. =Q, +y,, dir. U;, ile Q, agmnda tamml u(x,t,) ag fonksiyonunun degerini

gosterecegiz. Ayrica, R, ve R, bolgeleri tizerinde olusturulan aglari sirasiyla TQ,M ve

"), . notasyonlariyla belirtecegiz.

3.1 Sayisal Coziimiin Ozellikleri

(2.8)-(2.10) yardimci problemini Qfm agmnin keyfi (x;,7,) noktalarinda

Vi,k+l _Vi,k o K( O_(U,',k )_ O'(U,'_l,k )j _ Q(Ui,k)’ (31)
T h

Vio =V (X)), (3.2)

Vileo=uw, (), Vi l|oy=uy(2,) (3.3)

seklinde sonlu farklara ayriklagtiralim.

Niimerik ¢6ziimiin ger¢ek ¢oziime yakinsak oldugunu kanitlamadan 6nce agagidaki
teoremlerin ispatlayacagiz.

Teorem 3.1 Eger V,,, (3.1)-(3.3) yardimci probleminin niimerik ¢oziimii ise,

asagidaki gibi tanimlanan

v

U _ Vik+l _‘/l'fl,k+1
ik+l —

4
; (3.4)

ag fonksiyonu




_ Q(Ui,k ) - Q(Ui—l J )

) 3.5

. (3.5)
Uio=uy(x,), (3.6)
UO,k = ul (tk )’ Un,k = M2 (tk) (37)

problemin niimerik ¢éziimudiir.

Simdi, U, sayisal ¢oziimiiniin bazi 6zelliklerini arastiracagiz.
Lemma 3.1 (3.5)-(3.7) probleminin ¢6ziimii en biiyiikk (veya en kiigiik) degerini
sinir diiglim noktalarinda alir, yani
0<m<U, <M
dir. Burada m = min {u,,u,,u,} ve M =max {u,,u,,u,} olmaktadir.
Ispat. Sadelik i¢in U,, =U, U, ,,, = U ve U, =U, 11441 Dotasyonlart verelim. Bu

notasyonlar1 dikkate alarak (3.5) ifadesini asagidaki gibi

T K,[a_aj{cf(m)—a(m _oW)-o@)|_od)-00) g

ox h h h

tekrar yazabiliriz. Varsayalim ki, U # sabit olsun ve U en biiyiik degerini j/,f,r nin digim

noktalarindan ziyade, Qfm agmin bazi noktalarda alsm. Oyleyse, U ’nin en biiyiik degerini

aldig1 dyle bir (x,,7,) €Q,, noktasi vardir ki, en azindan bu noktanmn komsulugunda
U(x,.t,), U (x,,1,) *den kiiciiktiir.

Eger U (x,,1,) >U(x,,t)) ise, o(u)fonksiyonu monoton oldugundan dolayi, (3.8)
bagmtisinin sol kismi pozitif; sag kismi ise negatif olur. Boylece, ¢eliskiye variriz. Ayni
sekilde, eger U L(x,,8)> U (x,,t,) ise, kararsizliga ulasiriz. Benzer sekilde, U ’nin en
kiigiik degerini Q|

h,t

aginin i¢ diiglim noktalarinda da alamaz.
Lemma 3.2 Eger max{ a, || @, |} < sabit ve

day
dt

da,
dt

2

max{| a, || a, |, } < sabit

ise, bu taktirde (3.5)-(3.7) probleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki degerlendirme
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(0. ). 1K (0, @)) - K(©) ~ Qw)))< sabir (3.9)

gegcerli olur.

Ispat. (3.9) daki degerlendirmenin gegerliligini kanitlamak icin, esitligi

U, =K [o,@))-0.@)
denklemini w(lj ) ile carptiktan ve i,k ’ya gore toplamini aldiktan sonra,
(.U, , =00 K (@0, 0)), 0 ~(00.0) 0, G10)

elde ederiz. Burada,

w(lU)=oU)+(x,_,)a, —xa,=cU)+H(t), (3.11)
a, =ou, (1), a,=0ou,), HE=(x_)o —-xa,

dir. i =0 ve i =n oldugunda w =0 olacag1 kolayca gosterilebilir.
Simdi (3.10) formiiliine toplam formiiliinii uygulayacagiz. Oncelikle (3.10)

iesitliginin sol tarafinindaki 7, = (W,U,) L@, ifadesini g6zoniine alalim. (3.11) ifadesini

dikkate alarak, I,’i asagidaki gibi

1, =le@)U, )+ 1, (3.12)

sekilde tekrar yazilabiliriz. Burada

I, = zhmil HOU, =(H®,U,)

L(Q, )
k=1 i=1 2 he

dir. 7, = (v?z, K- (O'X o )» ifadesine kismi toplam formiiliinii uygularsak,

Ly, )

m—1

LKl @) - TZ(WK(GX O)wk (o, (U))Lo

i=n

I, = (v?z, K; (Gx (lj)))Lz(Qh,> = T’:Z:W

(b Ko@), 0, =-lo.@).Klo, @), , ~H.0.Ko, @), 0

degerlendirmesini elde ederiz.. Elde ettigimiz son bagmtidan /,’yi
1, =~o,@).Klo.@)), 0 ,+ 1,

olarak yazabiliriz. Burada
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I = _(Hx (t)’ K(Gx (U)))LZ(Q,,,)

dir. Benzer olarak, I, = (v?/ 0. (l} ))

L@, ) ifadesi i¢in de sunu elde edebiliriz

m—1 m—1

13 = TZW |i:n Q(U) — TZWQ(U) |i:0 - (WX (lj)7 Q(U))lLZ(Q,”)

k=1

i=n-1

= _(Gx ), Q(ﬁ))LZ(QhT) - (Hx (t)’ W) )LZ(Q/”)'
Bu nedenle, [, ’ili de yine
1 =o.@).00), o ,+1

seklinde yazabiliriz. Burada 1, =(Hx(t), Q(l}))Lz(Qh) dir. Boylece, (3.10) ifadesinin

asagidaki sekilde yazilabildigi goriiliir

(O-(U)’UZ)LZ(QIM) + (O_x (l})’K(O_x(l}))_Q(U))Lz(Qhr) = 112 + 122 + 132'

Simdi /,,,1,, ve I,, bagntilar1 icin bazi degerlendirmeler hesaplayacagiz. Bu

acmacla, 6ncelikle /,, ifadesini

n—1 m—1 n—1 m-1
I, = [(xi _f)(av Ur)_xi (0(2, U, )] = hZ(xi _g)rzal U, —thiTZaz U,
i i=1 k=1 i=l k=l

seklinde yazalim. Sonra k ’ya bagl olarak kismi toplam formiiliinii uygularsak

_ _ da
Tkzﬂ:al Uz - ( a, Uz )Lz(Qh,) =g k=mU|k=m—l _alU|k=0 _(j’UjLz(Qh )

I,, bagintis1 i¢in

n—1
112 = hZ{akaU
i=1

da
a2
k=m— =
1 k=0 dt LZ(QhT)

a da
N hzxi a2|k=mU|k=m—1 _(aZU)|k:0 _[ : ’Uj } (3.13)
{ di Lley,,)

i=1

elde ederiz. Artik (3.13)’den [,, i¢in asagidaki degerlendirmeyi yapabiliriz
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da
<max|e U], , | +maxle|U], ,  +Tmax|—HU[, ., |
254 254 dt 254
da
o 2 10, MO,

Buradaki M, ifadesi

da,
dt

da,
dt

e | =2,

M, = M31max{|051

}
} (3.14)

esitsizliigini elde ederiz. 1,, i¢in bir degerlendirmeye varmadan 6nce H (¢)’yi bulacagiz

olmaktadir ve M, =4+ 2T =2(T +2) dir. Boylece

da,
dt

a,
dt

b

1,| <M, max{|a1|, AR

Hx(t)z [(xi _f)xal _('xi)x 0(2]= xmh_ i a, - xmh_Xi a, = al(t)_aZ(t)= Hl(t)'

Bu sinirlandirmaya gore, 7,, ifadesini

m—1

1, = [H,0.(k(o,@)- k(0))= mZiHl k(o @)-k0)]
_ % mZa ) [lo.@))- K(())]+% z‘hZc H,() (3.15)
olarak yazabiliriz. Burada z ve ZH toplamlari, sirastyla asagidaki

H,(c) < % o (U) ve |oW)|<H,) (3.16)
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esitsizliklerini saglayan (xi,tk) noktalarinda dogrulanmistir. (3.16) esitsizliginden
goriildigi iizere

o, (U)| < ¢, = sabit

olmaktadir. Boylece, I,, i¢in asagidaki degerlendirmeye ulasiriz
1 .
1| < S Z[K(Gx (U))— K(o)]+ ¢
i.k

simdi 1,, = (o(0),U, ) ifadesini gozoniine alalim. Bunun igin
c(U)U -U)=0,(U)-0,U)+a—o0)U -U)
=|o, @) - 6,0 |- [o, ) - 0, )]~ cO)T -U) +
buluruz. Burada
,U)~0,0) = [ [o(&) - o (O)}as

olmaktadir. Bu bagintiy1 dikkate alarak,

l

W16, (U) | —0, ) | o }+ %mZa O)|K(o.(0))- K(0) - (0] < sabit

elde ederiz.

3.2 Sayisal Coziimiin Yakinsakhg

oo(u) Oov ov

, ve —
ox Ox ot

Sayisal ¢coziimiin gercek ¢ozlime yakinsakligini ispatlamak igin

yaklagim fonksiyonlarmnin hatalarini sirariyla ¢, , 7, ve &, ile gosterelim. Ayrica, (2.8)

denklemini asagidaki formda

v, = Klo (0)-00) +v +v2 (3.17)

i,

tekrar yazilim. K(s) bagntisi siirekli oldugundan,
M v .
o) =[] Ko 6)= Ko, s, Ko, )
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_ K(@G(u) | **j_K(aa(u) | j 0
ox *=* ox *=*

x—x |<h,

_ sk (2) _ ’ 1 (3) —_ (1) (2)
olur. Burada, X=x |Sh, vy =0, +&,K()-7,0(s). vii=v) +v;

i,

dir.
(3.17) denklemini (2.8) denkleminden ¢ikarir ve v—V yerine R yazarsak, yani
R =v—V alirsak

R =K'(s)|o'HR.| QR+, (3.18)

i1 -
R, =h) A, =A0),
j=1

(@_Vx) |i:0= 0, (@_ij |i:n= 0
ox ox

Teorem 3.2 Keyfi r ve h i¢in, (3.1)-(3.3) ile (3.5)-(3.7) problemlerinin ¢dziimleri

elde ederiz.

|v—V < max | A0) | +2T max | v |, (3.19)
i ik

#Y |o @) - o) fu-v)+ d Y K (@)- k(0 | -v)

< const(m%x |v=V |+max |7, |) (3.20)

esitsizliklerini gercekler.
Ispat. Oncelikle (3.19) esitsizligini ispatlayacagiz. v—V = p+A(z,) olacak sekilde
bir p fonksiyonu icerelim. Buradaki A(z,) foksiyonu daha sonra secilecektir. p
fonksiyonunun asagidaki
p, =K'’ (sHp.] —0'sHp +v - A (3.21)
esitsizligini ve

AO)+p g =(v=Y),, =A%, (3.22)
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o e [ o

kosullarin1 sagladig1 kolayca gosterilebilir.

(3.21) esitligi sir noktalarinda asagidaki formu alir. Bu durumda i =1 igin

n T , , aV ‘} —‘} '
Pr—pP= ZK (s, ){0 (Sz)[a iz _#J:l-"vl(?k) —4

ve i =n igin

T ov V. -V
b — P, =—K'(s)| o'(s )| —|.., ——=—=||+v") — A
prz pn—] ]’l ( n){ ( n)(ax |t—n h ]:| n,k t

olur.
Eger A(z,), A(t,) + maxii | V7 |[<O olacak sekilde segilirse (Srnegin,
A(t,) =21, maxix | V7| ), bu taktirde maksimum kuralini uygulayabiliriz. Bdylece,
herhangi bir & icin
| £ | max | A

olur ve ayrica, v—V igin
lv-V I Pik | +] At |< max | AY | +2Tm%X | ka)
i i

gecerlidir.
Simdi (3.20) esitsizligini kanitlayacagiz. Bu amag i¢in

J = {[o@) - oG —0) +(Q@) - QU ) -V )
i,k
ifadesini gdzoniine alacagiz. Son bagintiy1 asagidaki gibi
R A OV A R A XA A R ~
T = hY (o) - "Wﬂ(a —vxj+ @) - 0o -V) =~ {lo@ - @,
~le@) - @ Io -V )+ #Y @) - @y = T, +7, + 7,

olarak tekrar yazabiliriz. Burada
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J, ==t >, () -@H-V)
i,k

J, ==Y [o () -0Wp-V)
ik

J; =~y o)~ QW)

olmaktadir.
Simdi Q, agmi, Q) ve QF olarak iki alt aga aywahm oyle ki
QY ={(x,t)|o,@)-0@) <1}, QF ={(x,,t)| o, @)—Q@@)|>1} olsun. Bu durumda

| J, |Q(1)S Thzi’k|v—V| dir. QF ag iizerinde J,’i degerlendirelim. Bunun igin, | s[> 1 ve
h

| K(s)—K(0)[>m, >0 varsayimlari altinda

1
Vil o < 52 ] 0, ]K (0, @)= K©0)=0wkv=V)< “max [v =V |

m,
degerlendirmesini aliriz. Benzer sekilde, J, |Q(1) ve J, |Q(2) ifadeleri de tahmin edilebilir.
h h

Sonug olarak, J ifadesi i¢in ¢;, (j=1,2) ler sabitler olmak tizere
|/ 1< ¢ max [ 7, |+2ZhZ|V—V|+C2m%X lv=V|
b ik b

elde ederiz. Bu son bagintidan da (3.21) esitsizliginin gecerliligi goriilmektedir.

3.3 Birinci Deney ve Sayisal Coziimii

Onerililen metodun verimliligini gdstermek icin, verilen algoritmay1 asagida verilen

deneye uyarlayalim.

v verilen herhangi bir pozitif sayr olmak iizere, K(s)=vs, ou)=u,
Q(u) =0.5u" olmas1 durumunu gozoniine alalim. Bu durumda (2.1) denklemi Burgers
denklemine indirgenir. Bu denklemi asagidaki

u, x<0
u,(x) = 4.1)
u,, x>0
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baslangi¢ kosuluyla birlikte ¢6zelim. Burada iki durum s6zkonusu olabilir:
1) u >u,,
i) u, <u,.

Baslangi¢ fonksiyonunun grafigi Sekil 1°de gosterilmistir.

uo{x) U0

1.1 :
1 1 1 ‘

09 0.8 |

0.8 ] \

0.7 ] 0.6 ‘\

0.6

0.4

0.5

0.4 - - X 0'_ X
-5 -25 0 25 5 25 b) 0 5
Sekil 1. a) Esas problemin baglangi¢ fonksiyonu; b)Yardimci problemin baslangi¢

fonksiyonu

Bu problem i¢in yardimci denklem asagidaki gibi yazilir

ov(x,t) N u’(x,1) iy ou(x,t)

472
ot 2 ox (4.2)

ux, x<0
Vo (x) = 4.3)

u,x, x>0.

Vv, (x) fonksiyonunun grafigi Sekil 2°de gosterilmistir.
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Y
0 0
4 6
2 /,,/” 4
/"//
T
0 - 2
D 0 -
-4 -2 _,/"'/’//
-4
-6 X _
5 0 57
a)

Sekil 2. v,(x) fonksiyonunun grafigi a) u, > u, durumu; b) u, <u, durumu

(4.2), (4.3) problemini asagidaki sonlu fark semasi ile
V.

ik+1 _Vi,k — Uiz,k i Ui,k _Ui—l,k
3 2 h ’

Vio =V (x;)

biciminde sonlu farklara ayriklagtiralim. Bu algoritmay1 kullanarak elde edilen problemin
¢Oziim grafikleri sirasiyla Sekil 3 ve Sekil 4’de gosterilmistir.

u(x,t) u(x,t)
1.2 1.2
1 \ ™ 1 ™
| 'ﬂ \"\ \ \ \\\
|‘I ,‘I I\II |II Il‘l I'|‘
0.8 o 0.8 i
In I
Il‘ | | ‘l I‘
0.6 ‘II | \\ 0.6 I\I b
\ \
' \ l\ [N
0.4 - , - X
_ _ _ 0.4 - -
5 3 g 3 57 04— -

Sekil3. a) T=0.5, T=1.0, T=2.0,v=0.007, ht =0.001;b) T=05, T=1.0,
=20, v=001, ht=0.01
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u(x,t)

Ifl‘l ."F /
[/ ] 0.8

0.8
f ]
o/
| 0.6 f
];/.

0.6
I
x 04

Sekil4. a) T=0.5, T=1.0, T=2.0,v=0.01, i#=0.01;b) T =05, T=1.0,
T =20, v=0.001, At =0.01

3.4 ikinci Deney ve Sayisal Coziimii

Simdi de ikinci bir deney olarak, K(s)=s>, o(u)=u, Q) =u oldugu durumu

g6zoniine alalim. Bu taktirde (2.1) denklemi
4.4)

8u_£{

ou GuT B ou
ot Ox

ox]  ox
sekline doniisiir. Bu durumda (4.4) denkleminin asagidaki baslangi¢ kosulu
4.5)

U, (X) =
0, |x| >1

ile birlikte ¢oziimiinii arastiracagiz. Bu durum i¢in yardimci denklem
(4.6)

ov (&tjz
_ = — — U
ot ox

dir. (4.6) denklemi i¢in baslangi¢ kosulu
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Vo(x) = x—%, —-1<x<1,

dir. u,(x) ve v,(x) fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 5 de gosterilmistir.

u,(x) 1v0(x)
1 =
/ \
08 05
0.6 0
0.4
-05

0.2

0 X s 3 1 1 3 5 X

) -1 a) 0 1 2 B - N b)

Sekil 5. a) u,(x) fonksiyonunun grafigi; b) v,(x) fonksiyonunun grafigi

(4.6) denklemine denk sonlu farklar

V. -V u. -u..\
i,k+1 i,k — ( ik i-1.k J _ Uiyk (47)
T h

semast ile verilir. (4.7) algoritmasi kullanilarak elde edilen ¢oziimlerin grafikleri sirasiyla

Sekil 6’da gosterilmistir.
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Vv

ik
— datal ||
0.6} —— data2 |
—— data3
0.2¢ 3
1
-0.2
-0.6+
2 0 2 ' 6 8
1 g Lk
— datat
—— data2
1 —— data3
0.8} 1
3
0.6}
0.4
0.2¢
. . X:
% 0 2 6 8 '

Sekil 6. a) V,;, mn grafigi; b) U,, =V, nin grafigi
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.SONUCLAR

Nonlineer kaynak fonksiyonuna sahip bir skaler denklemin gergek ¢oziimii elde
edilmistir.

Burgers denkleminin gercek ¢oziimii i¢in Cole-Hoph doniisiimii uygulanarak,
denklem lineer 1s1 denklemine doniistiiriilmiis ve elde edilen denklemin gercek
¢Oziimii bulunmustur.

Iki kez dejenere olan denklem icin sonlu farklar yéntemi incelenmis ve yaklasik
¢Ozlimiin gercek ¢oziime yakinsakligi problemi de incelenmistir.

Esas problem iizerinde bulunmayan bazi avantajlar1 olan yardimci problem
Onerilmis ve s6z konsu yardimeci problem kullanilarak g6z Oniine alinan

problemin biitiin fiziksel 6zelliklerini diizgiin ifade eden ¢oziimler bulunmustur.
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