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OZET

DEJENERE SONUM TERIMLI EVOLUSYON DENKLEMLERIN COZUMLERININ
DAVRANISI

DOKTORA TEZI
Fatma EKINCI

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2021

Bu tezin ilk bdliimiinde fen ve miihendislik gibi uygulamali bilimlerde ortaya cikan
evoliisyon denklemlere kisaca deginilmistir. Ayrica nitel davranmis (qualitative theory) ile ilgili
kisa bir bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde dejenere séniim terimli denklemler, Kirchhoff tipli denklemler ve
Timoshenko denklemleri ile ilgili gilinlimiize kadar yapilan calismalarin tarihi gelisimi ele
alinmustir.

Ugiincii boliimde tez boyunca kullanilacak olan temel tanim, lemma ve esitsizlikler
verilmistir. Ayrica Kirchhoff ve Timoshenko denklemlerinin modellenmesi ve Galerkin
yaklasim metodu verilmistir.

Dérdiincii boliim ise tezin orijinal kismi olup ii¢ kisimdan olusmaktadir. ilk kisimda
dejenere soniim terimli Timoshenko denkleminin ¢oziimlerinin patlamasi ¢alisilmistir. Ikinci
kisimda dejenere soniim terimli Kirchhoff tipli denklem sisteminin ¢oziimlerinin azalmasi ve
patlamasi calisilmistir. Son kisimda ise dejenere soniim terimli viskoelastik dalga denklem
sisteminin ¢oziimlerinin varligi ve patlamasi ¢alisilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dejenere soniim terim, Enerji azalmasi, Kirchhoff denklem, Lokal varlik,
Patlama, Timoshenko denklem

vV



ABSTRACT

BEHAVIOUR OF SOLUTIONS OF EVOLUTION EQUATIONS WITH
DEGENERATE DAMPING TERM
PhD THESIS

Fatma EKINCI

UNIVERSITY OF DICLE
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

2021

In the first part of this thesis, we give some brief information on evolution equations
appearing in applied sciences, such as engineering and science. In addition, a brief information
was given about the qualitative theory.

In the second part, the historical development of the studies on equations with
degenerate damping term, Kirchhoff equations and Timoshenko equations are considered.

In the third part, main definitions, lemmas and inequalities that will be used along the
thesis are given. Furthermore, modelling of Kirchhoff equation, modelling of Timoshenko
equation and Galerkin approximation method are given.

The fourth part is the original part of the thesis and occures of three sections. In the first
section nonexistence of global solutions for the Timoshenko equation with degenerate damping
term is studied. In the second section, general decay and blow-up of solutions for coupled
viscoelastic equation of Kirchhoff-type with degenerate damping term are studied. In the last
section local existence and blow-up of solutions for coupled viscoelastic wave equations with
degenerate damping term are studied.

Keywords: Blow up, Degenerate damping term, Energy decay, Kirchhoff equation, Local
existence, Timoshenko equation



KISALTMA VE SIMGELER

R" : n-boyutlu Euclid Uzay1

Q : R" de sinirh bir bolge

0Q : Q bolgesinin sinir1

C (Q) : Siirekli Fonksiyonlar Uzay1

r (Q) : p. kuvvetten Lebesgue Integrallenebilir Fonksiyonlar Uzay1

wr (Q) : Sobolev Uzay1

H" (Q) : Hilbert Uzay1

\% - Nabla operatorii (Gradiyent)

A : Laplace operatorii

o (u)h (ut ) : Dejenere soniim (0 () pozitif ve A () dogrusal olmayan fonksiyon)

v ()t : Dejenere soniim (a,b >0,r2> 1)
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FATMA EKINCI

1. GIRIS

Yasadigimiz diinyanin temel siireclerini anlamamiz, biiyiik dl¢iide kismi diferan-
siyel denklemlere dayanmaktadir. Bundan dolay1 kismi diferansiyel denklemler teorisi
uzun siiredir matematikteki en onemli alanlardan biri olmustur. Ozellikle 19. yiizyilin
ikinci yarisindan itibaren, ¢ok sayida matematikc¢i kismi diferansiyel denklemlerle ifade
edilen bircok problemi arastirmaya baslamistir. Bu arastirmanin birincil nedeni, kismi
diferansiyel denklemlerin hem doganin bir¢ok temel yasasini ifade etmesi hem de bilim
ve miihendislikte ¢esitli problemlerin matematiksel analizinde siklikla ortaya ¢ikmasiydi
(Strauss 2007, Myint-U ve Debnath 2007).

Zamanla degisen modeller yani bagimsiz degiskenlerinden biri ¢ zaman degiskeni
olan kismi diferansiyel denklemlere evoliisyon denklemler denir. Ornegin; ipin titresimini
tanimlayan dalga denklemi veya c¢ubuktaki 1sinin yayilmasimi tanimlayan 1s1 denklemi,
evoliisyon denklemlerine basit iki 6rnektir. Ayrica, biyoloji, kimya, fizik, mekanik, malzeme
bilimi ve miihendislik gibi uygulamali bilimlerde evrenin igleyisini anlamaya ¢alismamizda
ve modellenmesinde dogrusal olmayan evoliisyon denklemler 6nemli rol oynamaktadir.
Ornegin; akiskanlar mekaniginden Navier-Stokes ve Euler denklemleri, 1s1 transferi ve
biyoloji bilimlerinden dogrusal olmayan reaksiyon-difiizyon denklemleri, Kuantum meka
niginden dogrusal olmayan Klein-Gordon denklemi ve dogrusal olmayan Schrodinger
denklemi ve malzeme biliminden Cahn-Hilliard denklemi dogrusal olmayan evoliisyon
denklemlerine 6rnek olarak verilebilir (Myint-U ve Debnath 2007, Zheng 2004).

Modellemesi yapilan her problemin analitik ¢6ziimiinii bulmak miimkiin degildir.
Hatta analitik ¢Ozlimii tam olarak bilinen problemler, analitik ¢oziimii tam olarak bil-
inmeyen problemlere gore olduk¢a azdir. Bundan dolayi, arastirmacilar ¢oziimleri bu-
lamasalarda ¢6zlimiin nasil davrandigim1 anlayabilmek i¢in nitel davranisiyla “qualita-
tive theory” ilgilenmeye baslamislardir. Ornegin; Sistemin ¢oziimii var mi1? Sistemin
bu ¢oziimii tek mi? Sistemin belirli davranigi kontrol edilebilir mi veya kararli m1?
veya sistem belli bir periyodiklik sergiliyor mu? eger bu sorular1 diferansiyel denklem-
leri ¢cozmeden cevaplandirabilirsek, 6zellikle analitik ¢cozliimler bulunmadiginda, sistemin
coziimii hakkinda yine de iyi bir fikre sahip oluruz. Bunun i¢in ¢oziimiin varlig1 (lokal
ve global varlik), patlamasi (blow up), kararlili8i,... gibi nitel 6zelliklerin analitik ¢oziim

bulmadan nasil analiz edecegini 6grenmek onemli ve faydalhidir. Diferansiyel denklem-
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ler hakkinda kapsamli bir bilgiye sahip olmak ve diferansiyel denklemleri analitik veya
sayisal olarak cozmeden de analiz edebilmek i¢in nitel davranis analizi kullanilmaktadir
(Liu 2003).

Dejenere soniim terimli evoliisyon denklemler fen bilimleri ve miihendislikte or-
taya ¢tkmaktadir. Ozellikle de fizikte dejenere soniim terimli problemler sik ortaya cikmaktadir.
Ornegin; siirtiinmeden dolay1 yasanan gerilmenin hiz1 azaltic1 etkisinde bu durum ortaya
cikar (Barbu ve ark. 2007).

Bizim de bu tezde amagladigimiz baglangi¢-sinir kosullari verilen dejenere soniim

terimli evoliisyon denklemlerin ¢oziimlerinin nitel davranigini aragtirmak olacaktir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Bu tezin dordiincii boliimii, tezin orjinal kismini olusturmaktadir. Tezin asil amaci

ise; dordiincii boliimiin ilk kisminda yer alan
Uy + A% — M|Vl Au =+ |ul® 5 (ue) = |ul* " u (2.1

dejenere soniim terimli Timoshenko denkleminin ¢oziimlerinin patlamasimi (Ekinci ve

Pigkin, 2021), dordiincii boliimiin ikinci kisminda yer alan

we — MIulP) A+ [ ga(t — ) Au()dr + (Jul* + fol') el e =

2 t 0 -1 (2.2)
v — M|Vl Av + [! ot — 7)Av(7)dr + (yvy + w@) 0" v, = fo

dejenere soniim terimli Kirchhoff tipli viskoelastik denklem sisteminin ¢éziimlerinin azal-
masin ve patlamasim (Pigkin ve Ekinci 2019a) ve dordiincii boliimiin son kisminda yer

alan

gy — Au + fot wi(t — s)Au(s)ds + (|u|k - |v|l> lugP " uy = fo

. , , ot (2.3)
vy — Av + [ wa(t — s)Av(s)ds + (\v\ + |ul > [T v = fao

dejenere soniim terimli viskoelastik dalga denklem sisteminin ¢éziimlerinin lokal varligini,
tekligini ve patlamasini (Pigkin, Ekinci ve Zennir 2020) incelemektir.
Tezde yer alan dejenere soniim terimli denklemler, Kirchhoff tipli denklemler ve

Timoshenko denklemlerinin incelendigi ¢calismalarin kaynakgalarina kisaca bir bakalim.
2.1. Dejenere Soniim Terimli Denklemler

Dejenere soniim terim igeren evoliisyon denklemlerin davraniglarinin incelendigi
cok sayida calisma yapilmis ve yapilmaya da devam etmektedir. Simdi, dejenere soniim
terim iceren evoliisyon denklemlerle ilgili yapilan ¢calismalara deginecegiz.

Levine ve Serrin (1997)
(\utll_z ut) —aV (\Vu\q_Q Vu) +b ]u|lC |ut\m_2 U =c \u|p_2u
t

denklemini incelediler ve lokal ¢6ziimiin varligina deginmeden, p > k+m kosulu altinda
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negatif baglangi¢ enerjisi i¢in ¢6zlimiin patlamasini ¢aligtilar. Pitts ve Rammaha (2002)
gy — A+ Jul" g™ sgn (ug) = ulf

denkleminin m+k > p kosulu altinda lokal varligini, global varligini ve tekligini gosterdiler.
Ayrica negatif baglangic¢ enerjisi i¢in ¢ozlimiin patlamasini ¢aligtilar.

Barbu, Lasiecka ve Rammaha (2005a, 2005b); j stirekli ve konveks bir fonksiyon
olmak iizere

uy — Au+ [ul* 07 (uy) = |ul’ "

denklemini cahstilar. Burada 95 (o) = |a|™ " o olmak iizere j nin tiirevini gostermektedir.
j fonsiyonu ve denklemdeki parametreler iizerindeki bazi kosullar altinda ¢oziimiin varligini
ve tekligini; genellestirilmis ¢6ziim, zayif ¢oziim ve giiclii ¢oziim icin gosterdiler. Ayrica
global zayif ¢oziimiin yoklugunu negatif baslangi¢ enerjisi i¢in calistilar. 2007 yilinda
Barbu ve ark. ayn1 denklemi tekrar incelediler. 7 fonsiyonu ve denklemdeki parametreler
tizerindeki bazi kosullar altinda negatif baglangi¢ enerjisi icin genellestirilmis ¢oziimiin
yoklugunu incelediler. Sonra, Hu ve Zhang (2007) ayn1 denklemin asimptotik davranisini
p < k+mve0 < m < 1kosullar1 altinda; p > k+ m kosulu altinda ise pozitif baglangic
enerjisi icin ¢Oziimiin patlamasim calistilar. Han ve Wang (2011) ise ayn1 denklemin
viskoelastik terimli ( fot g (t — s) Au (s) ds) halini incelediler ve zayif ve genellestirilmig
¢Ozlimiin global varligini ayrica zayif ¢coziimiin negatif baslangi¢ enerjisi icin patlamasini
incelediler. Son olarak da, 2019 yilinda Xiao ve Shubin ayn1 denklemi c¢alistilar ve zay1f
¢oziimiin F£(0) > 0 igin sonlu zamanda patladigim ispatladilar.

2018 yilinda ise Li ve ark.
Ut — Autt — Aut — Au + <|u|ku> = |u|pu
t

denklemi icin ¢oziimiin global varligini, asimptotik davranigini ve pozitif baglangi¢ ener-
jisi i¢in patlamasim gosterdiler.
Dejenere soniim terim iceren denklem sistemini ise ilk defa Rammaha ve Sakun-

tasathien (2010) incelemistir. Rammaha ve Sakuntasathien f; (u,v) ve fy (u,v) lineer
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olmayan kaynak terimler olmak tizere

gy — Au+ <|u|k + |v|l> lug|* "y = i1 (u, )
v = D50+ (ol + ul®) [ol ™ v = f2 (u,0)

denklem sistemi i¢in ¢oziimiin lokal varligini, global varligim1 ve tekligini gosterdiler.
Ayrica zayif ¢oziimiin patlamasini baglangic enerjisi negatif iken ¢alistilar. Daha sonra
Benaissa ve ark. (2012) ve Zennir (2013) aym problemi incelediler ve pozitif baglangi¢
enerjisi icin ¢ozlimiin patlamasini ve iistel biiylimesini sirasiyla gosterdiler.

Wu (2013)

Uy + fot pi(t — 1) Au(r)dr — Au + (|u|k + |v|l) |ut|p_:l u = f1 (u,v)
v+ Jy palt = ) Av(r)dr — Av+ (ol + ul?) [ul ™ vy = fo (u,0)

denklem sistemini inceledi ve ¢oziimiin global varligini ve azalmasini ispatladi.

Piskin (2015b)

e = div (p (IVuf) V) + (Jul* + ol ) Juel ™ we = fi ()
vy — div (P (|VU‘2) VU) + (l“’e + ‘u’Q) ’Ut|r_1 vy = fo (u,v)

denklem sisteminde ¢oziimiin pozitif baglangi¢ enerjisi i¢in patlamasini gosterdi.

Ouaoua ve Maouni (Baskida)

Uy — ANu+ miu + (|u|]c + |v|l) |ut|s_1 uy = f1(u, )

vy — Av + miv + (\vle + ]u|9> |vt]T_1 v = fo (u,v)

denklem sistemi i¢in ¢Oziimiin azalmasini gosterdiler.

Son zamanlarda ise Pigkin ve Ekinci (2019b) asagidaki denklem sistemini

e = MOVl + Vo)A + (Jul* + ol ) ul ™ w = fi (u,0)
v = M|Vl + [ V) A0 + (ol + ul?) [ul ™ v = f2 (u,0)

incelediler ve ¢oziimiiniin pozitif baglangi¢ enerjisi icin patlamasini ve patlama zamaninin

alt sinirin1 gosterdiler.
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2.2, Kirchhoff Tipli Denklemler

1883 yilinda Gustav Robert Kirchhoff, D’ Alembert dalga denkleminin bir genellemesi
olan elastik gerilmis bir ipin salinimlarinin neden oldugu dizi uzunlugundaki miiteakip
degisikligi hesaba katacak bir kismi diferansiyel denklem tasarlamistir. O zamandan
beridir bu denklem; matematikgiler, fizik¢iler ve miihendislerin ilgisini cekmektedir. Den-

klemin genel formu: 0 <z < L, ¢ > 0 igin

0% Eh [*|ou
ph—— — S Do+ ——

o2 2L oz Ox?

2 2
d:z:} ou 2.2.1)

seklindedir. Burada
e u = u(x,t) yatay yer degistirme;
e v Young modiili;
e p kiitle yogunlugu;
e h kesit alani;
e [ uzunluk;
e p baslangi¢ eksensel gerilimdir.
Genel olarak (2.2.1) modeli yiiksek boyutlu n > 2 olacak sekilde ikinci mertebe-

den hiperbolik kismi diferansiyel denkleme genisletilir:

W M (/ IV dx) Au = f (u) (222)

burada Q C R", 99 diizgiin siira sahip sinrh bir bolge, A = Y7 | 9% /02* Laplasyan
operatorii, f dogrusal olmayan bir fonksiyon (6rnegin; f (u) = =+ |u|u, a > 0) iken

M (s) ise negatif olmayan bir Lipschitz fonksiyonu ve s > 0 olmak iizere
M(s)=X+ps", (A>0,5>0, A\+3>0,n>0) (2.2.3)

seklindedir. (2.2.2) denklemi (2.2.3) olarak alindiginda A\ > 0 ve § > 0 durumunda
dejenere olmayan Kirchhoff, A = 0 ve § > 0 durumunda dejenere Kirchhoff ve A > 0 ve
B = 0 durumunda ise yar1 dogrusal dalga denklemi denir. Genellikle, (2.2.2) denklemine
eger M (s) > mg > 0 ise dejenere olmayan, eger s > 0 iken M (s) > 0 ise de dejenere

denir. M nin sifirlandigi ancak baslangi¢ aninda M ([, ||V (z, 0)|” dz) > 0 oldugu
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durumda ise (2.2.2) denklemine yumusak dejenere (midly degenerate) denir.

(2.2.2) denkleminin lokal varligin1 Carrier (1945), Bernstein (1940), Dickey (1970a,
1978), Menzala ve Pereira (1995); Sobolev uzaylarinda ise Yammada (1987), Yamazaki
(1988) ve Izaguirrea ve ark. (2008) calismiglardir. (2.2.2) denkleminin analitik baglangi¢
verileri icin boyut n = 1 iken global ¢6ziilebilirlik sonucunu ilk defa S. Bernstein ¢alismustir.
Daha sonra ise yiiksek boyutlarda (n > 2) Pohozaev (1975), Arosio ve Spagnolo (1984),
Nishihara (1984a), D’ Ancona ve Spagnolo (1992a, 1992b) ve D’ Ancona ve Shibata (1994)
calismiglardir.

Sobolev uzaylarinda global ¢oziimlerin varligina yonelik bir ¢alisma baglangic-
sinir degerleri verilen (2.2.2) problemi icin sinirli bolgeler icin hala agikken bazi sonuglar
siirsiz bolgeler icin mevcuttur (Benabidallah ve Ebobisse 2002). Bilindigi iizere, hem
global ¢oziimlerin tiiretilmesi hem de patlama olayini anlamak (2.2.2) probleminin ener-
jisinin azalma yapisina baghdir. Bu nedenle, enerjiyi azaltmay1 garanti eden giiclii soniim
terimli Kirchhoff tipi denklemlere dogal olarak yonleniliriz (D’ Ancona ve Shibata 1994,
Ono 1997a).

Matematikciler, enerjiyi azaltan baz1 etkileri gostermek i¢in (2.2.2) denklemi-
nin genellestirmelerini calistilar. Ornegin; h artan siirekli bir fonksiyon olmak iizere
baglangic-sinir degerleri verilen

0?u

ﬁ_M(/QHVUHde) Au+h(u) = f(u), Qx Ry

seklindeki denklemi incelemeye basladilar. Ornegin; Brito ve Hale (1982) h (u;) = u,
ve f = 0 durumunda Galerkin metodunu kullanarak yeterince kiigiik baglangic verileri
icin global ¢oziimiin varhgim ve tekligini gosterdi. Nishihara (1984b) h (u;) = u; ve
f = f (t) iken yeterince diizgiin baslangi¢ verileri i¢in global ¢6ziimiin varligini inceledi.
Ayrica, Kirchhoff tipi denklemi farkli soniim terimleri i¢in ¢alisanlardan biri Chueshov
(2012) dur ve dogrusal olmayan giiclii soniim terimiyle ¢calismigtir. Yan ve ark. (2016)
ise kesirli soniim terimle ¢aligtilar ve bu iki calismada da global attraktor Kalantarov ve
Zelik (2009) in yontemi kullanilarak ¢aligilmigtir.

Daha sonra soniim terimli denklemlerin yani sira denklem sistemleri de incelenm-
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eye baslandi. Ornegin, Liu ve ark. (2014)

wy — M(|Vul|*)Au+ [ (t — 7)Au(r)dr — Auy = fi (u,v)
v — M(||V0|*)Av + [y pa(t — 7)Av(T)dT — Av, = fo (u,v)

denklem sistemini incelediler ve ¢Oziimiin azalmasini ve patlamasinm ¢aligtilar.

Ye (2016)

uy — M| Vul]® + ||[Vo)|*) Au + Ju? e = fi (u,0)
v — M(||Vu|? + |Vol)Av + [o]* v = fo (u,v)

baslangi¢ ve sinir sartlarina sahip denklem sistemini inceledi ve ¢6ziimiin global varligini
ve listel azalmasin gosterdi.

Pigkin ve Fidan (2017)

Uy + fot p1(t — 7)Au(r)dr — M(||Vu||2)Au +u=(p+1) |U|qul |u|p71 U
Uy + fg po(t — 7)Av(T)dr — M(HV@H2)AU +uv=(qg+1) \u]pH ]v]q_l v

denklem sistemini incelediler ve ¢oziimiin patlamasini konkavlik metoduyla ¢alistilar.

Piskin (2019)

Uy — M(HVqu)Au + youy + |ug|” uy = f1 (u, )
Vg — M(||VU||2)AU + Your + v T vy = fo (u, v)

denklem sistemini inceledi ve ¢Oziimiin azalmasimi ve patlamasini caligti.
2.3. Timoshenko Denklemleri

Woinowsky ve Krieger 1950 yilinda uglari sabit bir mesafede tutulan L uzunlugundaki

bir kirigin enine sapmasi u (x, t) i¢in;

Pu O L, 0%u
W+a@+{ﬁ+/o ug (g,t)dg} <—@> =0 (2.3.1)

seklinde bir modelleme 6nermiglerdir. Burada « pozitif bir sabit, /3 bir sabit ve dogrusal
olmayan terim ise uzayabilirligi nedeniyle kirigin gerilimindeki degisikligi temsil eder.

Model ayn1 zamanda Eisley (1964), Dickey (1970b), Ball (1973a, 1973b) tarafindan in-
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celenirken deneysel sonuclar Burgeen (1951) tarafindan calisilmisti. Menzala (1980)

xr € R" ve M (\) > mg > 0, VA > 0 kosullarimi saglayan gergel bir fonksiyon olmak

M (/R |Vu|2dx> (—Au)

dogrusal olmayan terimi almistir.

lizere

(2.3.1) denkleminin soyut denklemi
u" + adu = M (][A"2u]") Au =0 (2.32)

seklindedir. Burada A, Hilbert uzayinda bir lineer operator ve M bir gercel fonksiyondur.
Medeiros (1979), (2.3.2) denkleminin ¢6ziimiiniin global varligini ve tekligini gosterdi.

Soniim terimli (2.3.2) denklemi
W'+ aA?u— M <|‘A1/2u||2) Au+ou' =0

0 pozitif bir sabit olmak tizere Biler (1986) ve Brito (1984) tarafindan ¢aligildi.
Esquivel-Avila (2011, 2013) ise

Uy + A%+ M (|| Vul]?) (=Au) + [uP 2w = Ju|u (2.3.3)

denkleminin ¢6zlimiiniin global attraktor, yakinsamasini ve siirsizligini gosterdi. Pigkin
(2015a) ise ¢oziimiin varligini, iistel azalmasini ve negatif baglangic enerjisi i¢in patla-
masini calisti. Ayrica, Pigkin ve Irkil (2016) pozitif baslangi¢ enerjisi i¢in ¢ozilimiin patla-
masint incelediler. Daha sonra Pigkin ve Yiiksekkaya (2018a, 2018b) p = 2 durumu i¢in
(2.3.3) denklemini incelediler. (2018a) calismasinda negatif ve pozitif baslangi¢ enerjisi
icin ¢oziimiin patlamasini incelediler. (2018b) calismasinda ise —Auw; terimi eklenmig
haliyle negatif ve pozitif baslangic enerjisi i¢in ¢oziimiin patlamasini incelediler. Son za-
manlarda Periara ve arkadaglar1 (2019) p = 2 durumu i¢in Faedo-Galerkin yaklagimiyla
global ¢oziimiin varligin1 ve Nakao metoduyla ise asymptotik davranisini gosterdiler.
2021 yilinda ise Periara ve arkadaglari (2.3.3) denklemini tekrar ¢alistilar ve Faedo-Galerkin
yaklagimiyla global ¢Oziimiin varligin1 ve Nakao metoduyla ise asymptotik davranisini

calistilar.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, oncelikle fonksiyonel analiz ve diferansiyel denklemler ile ilgili bazi
temel kavramlar verilecektir. Daha sonra Lebesgue uzayi, Sobolev uzay1 ve bazi 6nemli
esitlik ve esitsizlikler verilecektir. En son ise Kirchhoff ve Timoshenko denklemlerinin
modellenmesine ve Galerkin Yaklasim metoduna yer verilecektir (Adams ve Fournier

2003, Brezis 2011, Evans 1998, Kesavan 1989, Polat 2005, Pigkin 2013, Piskin 2017).

3.1. Giiclii ve Zayif Yakinsama

Tanmm 3.1.1. (uy), (V,

.||) normlu uzayinda bir dizi olmak iizere

lim [|ug —ul| =0

k—oo
esitligini saglayan bir u € V varsa (uy) dizisine yakinsaktir denir ve bu yakinsama
ur — u seklinde gosterilir.

Tanim 3.1.2. V normlu uzayinda bir dizi (u;) olmak tizere
Jim {luy, —ull, =0

esitligini saglayan bir u € V varsa (uy,) dizisine giiclii yakinsak dizi denir ve bu yakinsama

ur — u seklinde gosterilir.
Tanim 3.1.3. V normlu uzayinda bir dizi (uy) olmak iizere her f € V' i¢in

lim f (ug) = f(u)

k—o0

saglayan bir u € V varsa (uy,) dizisine zayif yakinsak dizi denir ve bu yakinsama uy, — u

veya uy Su seklinde gosterilir.

Tanmim 3.1.4. V normlu bir uzay olsun. V iizerindeki tiim sinirh lineer fonksiy-

onellerin kiimesi V' uzayinin dual uzayini olusturur. V'’ veya V* ile gosterilen bu uzay

f(u
Iflly, = sup I/ (W) < 00
weviuzo |[ully

11
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normuyla bir Banach uzayidir. V' uzaymin duali (V') = V" seklindeki lineer vektor

uzayidir ve ikinci dual olarak adlandirilir.

Tanmm 3.1.5. V' vektor uzay: tizerinde tanimli iki norm, ||.||; ve ||.||, olsun. o, 8 >
0 sabitleri i¢in

allull, < lully < Blull,

esitsizligi V' uzayindaki her u noktasi igin gegerli ise, ||.||, ve ||.||, normlarina denk norm-

lar denir.

3.2. Operatorler

Tanm 3.2.1. (V, ||.||,,) ve (W, ||.||;;;) normlu uzaylarinin dual uzaylar1 sirasiyla
V' ve W' olsun. T € L (V, W) olmak iizere

(T*w*,v)yy = (W TV) oy, YW €W, Yo eV

T nin eslenik (adjoint) operatérii olan 7% € £ (V' W’) seklinde tanimlanir.
Not 3.2.2. V ve W; (.,.);, ve (.,.);, skaler carpimima sahip Hilbert uzaylari
oldugundan bdylece dual uzaylari T* € L (V, W) ve

(T"w,v),, = (w,Tv)y,, YveV, YweW

seklinde tanimlanir.

Tamm 3.2.3. (H, (., .)) bir Hilbert uzay1 olsun. Eger 7% = T ise
(Tu,v) = (u, Tv), Yu,v€ H

sagliyorsa T' € L (H) operatoriine 6z-eslenik (self-adjoint) operatorii denir.

Tanm 3.2.4. (V. ||.|,,) ve (W,].||y,) iki Banach uzay1 olsun. Eger T'(B,), W
de kompakt kapanmisa sahip ise 7' € L (V, W) ye kompakt operator denir. Bagka sekilde
ifade edilirse, her sinirli norm dizisi (ux) C V igin (7" (uy)), W de giiglii yakinsak bir alt
diziye sahipse 7" kompaktir. V' den W' ye tamimli kompakt operator kiimesini K (V, W)
seklinde gosterilir ve K (V) = K (V, V) dir.

12



FATMA EKINCI

3.3. Lebesgue Uzay: (L”(Q))

Tanim 3.3.1. ), R" de olgiilebilir bir kiime ve 1 < p < oo olmak iizere () da

taniml1 tiim Ol¢iilebilir  fonksiyonlarinin sinifi

/Q\u(x)\p dr < oo

kosulunu sagliyorsa L? (€2) uzayi olarak adlandiritlir. 1 < p < oo olmak iizere bu uzay

ol = ( [ |u<x>|pdx)’1’

normu ile Banach uzayidr.

Tanim 3.3.2. X ve Y normlu iki uzay olsun. Eger;
I) X in tiim elemanlar1 Y de ise (X C Y) ve

IT) u dan bagimsiz bir ¢ sabiti varsa ve Vu € X i¢in
[ully < ellullx

oluyorsa X uzay1 Y uzayina gomiiliir denir ve X — Y seklinde gosterilir.

Tanim 3.3.3. vol ()) = fQ dr < oo (€2 bolgesi sinirli) ve 1 < p < ¢ < oo olsun.

Eger v € L9 (1) ise 0 zaman v € LP dir ve
(1/p)—(1/q)
[ull, < (vol (2)) lull,
olur. Bu nedenle
L1(Q) — LP(Q)
gomiilmesi gecerlidir.

Tanmm 3.3.4. ) bolgesinde hemen hemen her yerde sinirli w fonksiyonlart ile

tanimlanan uzaya L (2) uzay1 denir. Yani

1 (@) u: ) — R: wuolgiilebilir ve
lu| < K olacak sekilde bir K sabiti vardur.

13
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L> (2) uzaymin normu

[ull o) = esssup |u(z)]
€

= inf{K:|u(z)| < K}

dir.
3.4. Sobolev Uzay1
Tamm 3.4.1. u € L, () ve a ¢oklu indisi verilsin. Vw € C2, (Q) i¢in
/ wpdr = (—1)" / uD*wdx
Q Q
ise p € L}, (Q) fonksiyonuna v nun «. zayif (genellestirilmis) tiirevi denir.

Tanim 3.4.2. (), R™ de bir bolge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay1 ve

1 < p < oo olmak iizere

WmP(Q) ={u e LP(Q): Du € LP(Q2), 0 < |a| < m}

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzayi1 denir. Bu uzay

1 <p<ooigin

=

lellymoy = | D I1ID%ull? g
0<|a|<m
ve p = o0 icin
_ @
HUHWW“’(Q) = ogrﬂx?gm |1D UHLoo(Q)

normlari ile Banach uzayidir.
Burada agiktir ki WO (Q) = LP(Q) dir ve C§° (Q2) uzay1 LP() uzayinda yogun
oldugundan W{* (Q) = L? (Q) dir. Herhangi bir m pozitif tamsayist icin

Wy"P () = W™P(Q) — LP ()

gomiilmeleri gecerlidir.

14
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Tanmim 3.4.3. (Sobolev Gomiilme Teoremi). (2, R" de koni 6zelligine sahip acik
bir bolge, m > 1 ve 57 > 0 sartlar1 altindaki tamsayilar ve 1 < p < oo olacak sekilde;
I) mp > nise WitmP(Q) — C4(Q)
II) mp = nise WitmP(Q) — Wi(Q), p<qg< oo
veya

WP — L1(Q), p<q <00

gomiilmesi elde edilir. Burada p = 1 alinirsa
WItmL(Q) — C3(9)

elde edilir.

I mp < nise

Wjer,p(Q) N Wj,q(Q)’ p<q< p*

yada
WItmP(Q) — L1(Q), p < q < p*

dir. Burada

px =A{

np
,n>mp; +oo,n < mp
n—mp

dir. W™P yerine Wy"" uzay1 alinirsa, {2 bolgesinde herhangi bir kisitlama yapilmaksizin

gomiilmeler yine gecerli olacaktir.
3.5. Baza Onemli Esitlik ve Esitsizlikler

Lemma 3.5.1. (Young Esitsizligi). Eger ¢ > 0, a,b € R,p > 1ve ; + . = lise

p q
]ab|§ﬂ—l—|i
p q

esitsizligi ve
lab] < ea? + C (e) b*
esitsizligi gecerlidir. Burada C' (¢) = (gp)_% g !dm

15
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0 > 0 bir reel say1 olmak iizere, Young esitsizliginde a = 0.X ve b = % olarak

alinirsa

oPXP 5y
< +
p q

XY

formatinda da yazilabilir.

Lemma 3.5.2. (Hélder Esitsizligi). v € L? (Q),v € LY (Q),p>1ve  + . =1

ise, 0 zaman uv € L () olur ve

[wvll iy < lull o) 101l Lo
esitsizligi gecerlidir.

Lemma 3.5.3. (Sobolev Poincare Esitsizligi).

2<p<oo(n=12)ve2 <p< 2 (n>3)olsun. Bu durumda C, =

C. (Q, p) sabit sayis1 ve u € Hy (Q) i¢in
HUHLP(Q) <C. HVUHLQ(Q)

olur.

Lemma 3.5.4. (Gronwall Esitsizligi (Diferansiyel Form)).
n (t) negatif olmayan, [0, 7] araliginda mutlak siirekli bir fonksiyon, ¢ (¢) ve ¢ (¢)

negatif olmayan [0, 7] lizerinde toplanabilir fonksiyonlar olmak iizere,

n () <o (t)n(t) +1 (1)

esitsizligi saglaniyorsa. Bu durumda tim 0 < ¢ < 7T i¢in

00 < 5o (y0)+ [ w(s)as)

olur.

16
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Lemma 3.5.5. (Gronwall Esitsizligi (Integral Form)).

(i) ¢ (t) , hemen hemen her ¢ ve C, Cy > 0 sabitleri i¢in

f(t)gCl/Otg(s)ds+CQ

integral esitsizligini saglayan negatif olmayan, [0, 7] lizerinde toplanabilir fonksiyon ol-

sun. O zaman hemen hemen her 0 < ¢ < 7T i¢in
g(t) S CQ (1 + Clteclt)

olur.

(ii) Ozel olarak, eger hemen hemen her 0 < ¢ < T'icin

_Cl/otf(s)ds

ise 0 zaman her yerde £ () = 0 dur.

Lemma 3.5.6. (Green Ozdesligi). v € C? () N C* () olmak iizere

/vAudx:/ v—ds—/VvVud:E
0

dir. Burada n disa dogru yonlendirilmis birim vektor ve 3“ =nVu dir.
3.6. Kirchhoff Denkleminin Modellenmesi

1883 yilinda Gustav Kirchhoff, D’ Alembert dalga denkleminin genel hali olan
elastik gerilmis bir ipin salimimlarini; salinimin neden oldugu ipin uzunlugunda meydana
gelen degisikligi hesaba katacak bir kismi diferansiyel denklem modelledi.

Kirchhoff denkleminin modellenmesi asagidaki gibidir (Yusuf 2018).

70, [0, Bo] konumundaki ipin baslangi¢ gerilimi; 7 (¢), [ao, o] konumundan [« (¢) , 5 (t)]
konumuna gelen ipin gerilimi; 7 (¢) ise [« (¢), 5 (¢)] konumundaki u (z,t) egri defor-
masyonunun gerilimi olsun. u (x, t) egrisinin her noktasindaki gerilim, bu noktada egrinin

teget vektoriiniin yoniine ve 7 (¢) modiiliine sahip bir vektordiir. Bundan dolay1 6, Ox ek-
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seniyle teget vektor arasindaki ac1 olmak iizere dikey bileseni
7 (t) sin (0)

dir. Kiiciik deformasyon hipotezinden, gerilimin yatay bilesenini dikkate almiyoruz.
sinf ~ tanf = g—g dir.

Boylece dikey bilesen 7 (t)

ou

7 (t)sin () = 7 (t) tan (6) = 7 (t) o

seklinde yazilabilir. Gerilimin de8isimi bir kuvvet meydana getirir ve Newtonun ikinci
yasasindan

0 , 0*u
o (17 (t)sin(0)) = My

elde ederiz. Burada % , u (x,t) deformasyonunun ivmesini ve m ise ipin kiitlesini gostermektedir.

0%u 0%u
e — = dlly"™— 3.6.1
"o =T g Go.l)
olur.
7 (t) Gerilimin Hesaplanmasi
a(t), p(t) ve u(x,t) fonksiyonlarindaki 7 () gerilimi hesaplayacagiz. Hooke
Kanundan
~ t) —
2 (1) = 7 = kDt (3.6.2)
Ho

yazabiliriz. Burada p(t) = S (t) — a(t), [a(t), S (t)] nn uzunlugu ve o = w(0) =
Bo — a ise [ (0), 5 (0)] nin uzunlugudur.

Deformasyonu [« (t), 8 (t)] olan u (x, t) egrisinin yay uzunlugunu S (t) ile gosterirsek

B(t) 2 B(t) 2
S(t):/ 1+(@> dx%/ 1—1—1(@) dx
a(t) Oz a(t) 2 \ Ox

18
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elde ederiz. Kiiciik deformasyon hipotezi ile ‘g—z} < 1 dir. Boylece

1 [P /ou\?
a(t

olur. Hooke Kanununu kullanirsak

1 (t)
veya
. koo PO fou\?
olur. (3.6.2) ve (3.6.3) den
pt)—po 1 /B(” (Gu)2
t) = k — | d 3.6.4
Ry 4 Mo +2M(t) o) \OT ! G.64)

bulunur. (3.6.4) ifadesinde buldugumuz 7 (¢) degeri (3.6.1) de yerine yazarsak ve m ye

bolersek

0%u 0k p(t)— po k B0 7 ou\ 2 Pu
o (E i m Ho N 2my (t) /a(t) (%) o oa? ’ 362

elde ederiz. Bu, iplerin uc¢larinin sabit olmadig1 zaman yani kiiciik bir yer degistirme

a(t) < agve B(t) > By oldugu durumda kiiciik diisey deformasyon u (x,t) i¢in bir
modeldir.
Not: Ipin uglarmin sabit oldugunu kabul edersek yani V¢ > 0 igin a (t) = o ve

B (t) = Bp olsun.
(3.6.5) modeli

0%u To k / BB/ ou\? 9%u
e — ) dr | =— =0
ot? m o 2mpo Jou \O Ox?

sekline doner.
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3.7. Timoshenko Kiris Modeli

Kiriglerin dinamik davraniglarinin analizi miihendislikte 6nemli bir aragtirma konusu
olmustur. Ucak kanatlari, helikopter palleri, tiirbin kanatciklar1 gibi havacilik alaninda
onemi bulunan parcalarin analizlerinde, demiryolu miihendisligi, siv1 ve gaz iletim hat-
larinda kullanilan borular, gemi iskeletlerinde ve koprii ayaklarinda kullanilan kirig kolon
baglantilar1 kiriglerin kullanim alanlarindan bazilarndir. Kiris, kalinlik ve genislikleri
uzunluklarina gore daha az olan, eksenine diisey yonde etkiyen yiikleri tasiyan narin yapi
elemanlari olarak tanimlanir.

Bir kirigin elastik deformasyonu genel elastisite denklemleri kullanilarak ilk kez
Jacob Bernoulli tarafindan incelenmigtir. 18.yy’da Jacob Bernoulli (1654-1705), elastik
bir kirisin egilmesinin, kirisin her noktasi i¢in egilme momenti ile orantili oldugunu
belirtmistir. Daniel Bernoulli (1700-1782) ise titresen bir kirisin diferansiyel hareket
denklemini ¢ikarmigtir. Leonhard Euler (1707-1783), cesitli yiikleme durumu altinda
calisan elastik kirislerin sekil degisimlerini incelemis ve Bernoulli teorisini dogrulamistir.
Bu yaklasim Euler-Bernoulli kiris teorisi olarak adlandirilir ve miihendislikte klasik kirig
teorisi olarak bilinir. Bu teori miihendislikte kiriglerin yiik tasima ve ¢okme karakteris-
tiklerini hesaplamakta kullanilmaktadir. Euler-Bernoulli kiris teorisi bircok miihendislik
problemine basit ve makul bir ¢oziim sunmaktadir. Ancak kiriste meydana gelen kayma
ve sekil degisiminin etkisinin gz ardi edilmesinden dolayi bu teori kisa ve kalin kiriglere
uygulandiginda yetersiz kalmaktadir. 1921°de cisimlerin mukavemetinin bir Onciisii olan
Timoshenko, Euler-Bernoulli kirig teorisine (basit kirig teorisi) alternatif olarak kesitin
donme ve kayma etkilerini bir arada de8erlendirmistir. Bu yaklagim Timoshenko kirig
teorisi olarak bilinir. Timoshenko Kkirig teorisi, narin kiriglerin yaninda kisa ve kalin

kirigler icin de anlamli sonuglar vermektedir (Giil 2015).

3.7.1. Timoshenko Denkleminin Elde Edilmesi

Timoshenko Kkiris teorisi, Euler kirig teorisine donme ataleti ve kayma deformasy-

onunun etkisinin yansitilmig halidir (Doshi 1979).
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F': Egilme momenti

0 : Kesme kuvveti

¢ : Egilmeden kaynaklanan donme acis1
[ : Kaymadan kaynaklanan donme agisi

V' sapma olmak tizere ¢ok kiiciik bir sapma icin

ov
— =0+p (3.7.1)
ox
ve Euler-Bernoulli Kiris teorisinden
F= —El%; = kAGp (3.7.2)
ox

......

kirigin enine kesilme sekline bagl bir sabit, A enine kesit alan1 ve G rijitlik modiiliidiir.
Hareket denklemleri asagidaki gibidir:

Rotasyon (donme) hareket denklemi, p maddenin yogunlugunu gostermek tizere

OF 0%
—a—xdx + ddx = p]wdx (3.7.3)

dir. V' yoniinde 6teleme hareket denklemi

o) 0*V

seklindedir. Simdi, (3.7.2) denklemindeki o degerini (3.7.3) ve (3.7.4) denklemlerinde
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yerine yazarsak

OF 0%¢
- AGpP = pl — .
O + EAGS = BT (3.7.5)
0 (kAGS) 82
I = pA oz (3.7.6)
olur. (3.7.1) denkleminden 3 = — ¢ ve (3.7.2) denkleminden F' = —E[ 5> o¢ = degerlerini
(3.7.5) ve (3.7.6) denklemlerinde yazarsak
0%¢ ov 82<;5
E[@ + kAG (— — gb) —pl Froie =0 (3.7.7)
ve
oV o’V 0¢
pA—— BIE — kAG <(‘)x2 — %) 0 (3.7.8)

elde ederiz. (3.7.8) denklemini ¢ ye gore diizenlersek

% 4 pA 0?V 9V
or  kAG o2 02

buluruz. (3.7.7) denkleminin x e gore tiirevi alinirsa Ve 1fadesm1 yerine yazarsak

ET

0? B pA 82V+82V
0x? kAG 0Ot? Ox?

PV pA PV OV
TRAG (aﬂ Trac e 8x2)
[P pA PV PV
PPoe \ " kAG o2 " 9a2

olur. Ifadeyi biraz diizenlersek

Elp 0V oV PV RIOW Pa%
_ El A pLove _
kG oo T o TP e T ra o T P azor

elde edilir. Boylece

T E\ 0V 2 21 9
pI( )a Y L (3.7.9)

Y (i B 9 40V eV
Dat TG ) oo TP e T kG o
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olur. Bu denkleme Timoshenko denklemi denir. (3.7.9) denkleminde donme ataleti

v
P oo

ve kayma deformasyonu
plE 0V n P10V
kG 0x%0t2 = kG Ot

seklinde gosterilir.
Timoshenko denkleminde donme ataleti ve kaymaya bagli deformasyonu diizeltmelerinin
cikartilmasiyla \ ,
ET 867‘: + pA%—t‘Z/ =0
Euler denklemi elde edilir.
Timoshenko kiris teorisi (3.7.7) ve (3.7.8) gibi iki denklem seklinde ya da sadece

(3.7.9) denklemi olarak diisiiniilebilir.
3.8. Galerkin Yaklasim Metodu

Dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemleri incelemek i¢in ¢esitli yontemler
gelistirilmistir. Ornegin, Lions (1969) tarafindan yayinlanan ¢alisma farkli yontemlerin
ele alindig1 onemli bir caligmadir. Biz ise Galerkin yaklagim metodunun nasil ¢aligtigini
basit bir ornekle aciklayacagiz.

V' C H olmak iizere iki Hilbert uzay1 olsun. Ayrilabilir Hilbert uzayinda ||.||

normu ve (., .) i¢ carpimi gostermek tizere ikinci mertebeden

u' )+ A u(t)=f(t), t€]0,T]
u(x,0) =wug(z), v (z,0)=u ()

(3.8.1)

Cauchy problemini inceleyelim. Burada [0,7] C R kapali aralifinda reel degerli bir H
uzayinda birer doniisiim olan u ve f sirasiyla bilinmeyen ve verilen fonksiyonlardir. A ()
(0<t<T);V C H uzayinda tanimli sinirh dogrusal operatrdiir.

u,v € Vvea(t;.,.) bilineer siirekli olmak tizere (A (t) u (t),v (t)) = a (t;u (t),v (1))
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olsun. (3.8.1) problemi agagidaki gibi yazilabilir: u (¢) ¢ozlimii

we C(([0,T];V), € C([0,T];H)
(W’ (t),v) +at;u(t),v) =(fv), D'((0,T)) (3.8.2)
u €V, u1 € H

olacak sekilde bulunur. Bu problem Fadeo-Galerkin yaklasim metodu ile ¢oziilebilir.

Boy V' < oo ve d,, ile gosterilmek iizere V,,,, V nin bir alt uzay1 olsun. Ayrica
{wy,;}, V nin bir tabani olsun sdyleki

1)Vm € Nigin V,, C V (boy V,, < o0).

2) V,, — V oyleki, V' de yogun bir alt uzay olan ¢ vardir ve her v € ¥ i¢in V' de
{um}men € Vin dizisi ve u,, — u elde edilebilir.

3) Vin CVippave U Vi =V.

meN
Yaklasik problemin ¢6ziimii «,, olsun. Bdylece

( dim
tn (1) = 3 65 (8) gm,
] —

U € C([0,T];Vin), ul, € C([0,T); V), wm € L?(0,T; V)
<u/rln (t> ’wjm> +a’<t;um (t) 7wjm) = <fa wjm>a 1 < ] S dm

i (0) = 326 (0w, 1, (0) = 35 15 ().

(3.8.3)

\

olur. Burada V' de m — oo yakinsarken

dm o
D& ) wim = uo, Y (£) wim — w
j=1 j=1

dir. Adi diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi gibi, (3.8.3) sisteminde dogrusal
olmayan terimler diizgiin oldugundan Zorn lemmasiyla [0,¢,,) aralifina genisletilecek
sekilde tek bir lokal ¢6zlim vardir. Bir sonraki adimda ise ¢6ziim i¢in bazi 6nsel kestirim-
ler elde etmeye calisacagiz ve boylece her ¢ > 0 icin tamimlanmis bir ¢6ziim elde etmek

icin aralik [0, t,,,) disina genisletilebilir.
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3.8.1. Onsel Kestirimler ve Yakinsama
0<t<Tigin
2 2 2 2 T 2
tml? + 1 | sc{uumm)u 01+ [ 176 ds}
0

kestirimlerini ve Gronwall lemmasin1 kullanirsak (3.8.3) yaklasik probleminin w,,, ¢c6ziimii
(3.8.1) baglangi¢ probleminin v ¢6ziimiine yakinsar. Bu sekilde u ¢6ziimiiniin tekligi

kanitlanmis olur (Melouka 2018).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliim ii¢ kistmdan olugsmaktadir. Birinci kisimda, dejenere soniim terimli
Timoshenko denkleminin ¢ézlimlerinin patlamasini (Ekinci ve Pigkin, 2021) ikinci kisimda,
dejenere soniim terimli Kirchhoff tipli viskoelastik denklem sisteminin ¢éziimlerinin azal-
mas1 ve patlamasimi (Pigkin ve Ekinci 2019) son kisimda ise dejenere soniim terimli
viskoelastik dalga denklem sisteminin ¢oziimlerinin lokal varligini, tekligini ve patla-

masini (Pigkin, Ekinci ve Zennir 2020) inceleyecegiz.

4.1. Dejenere Soniim Terimli Timoshenko Denkleminin Coziimlerinin

Patlamasi
Bu kisimda

g + A2 — M(|Vul|*)Au + [u]? 5 (u)
= |u|* ", (z,t) € Qx(0,T),
u(z,t) = Zu(z,t) =0, (z,t) € 92 x (0,T),
u(x,0) =uo (z), u (2,0) =uy (x), x€Q

4.1.1)

\

baslangi¢ sinir deger problemini ele alacagiz (Ekinci ve Pigkin, 2021). Buradag > 1, o >

0 ve 2, R™ de 0N2 diizgiin sinirina sahip siirli bir bolgedir. 5’ (s) ise j (s) fonksiyonunun

tiirevini gostermektedir. M (s) fonksiyonunu s > 0 olmak iizere
M(s)=1+5s", 7>1

seklinde sececegiz.
Asagidaki ifadeler saglansin:
(A) : Her o, 8 € R igin ¢y, ¢; pozitif sabitler olmak tizere
e j(s), R de tanmh siirekli, konveks ve reel degerli bir fonksiyon (Barbu
1976).
o |7 ()] < colaff dir.
® 0,p,q > 0dir. Ayrican > 3ise 9 <—*,, q <, dir.

o (j/(a) = (8)) (a—B) = c1|a— B dir
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Lemma 4.1.1. F (t), (4.1.1) probleminin enerji fonsiyoneli olmak tizere

%E(t) = —/ [ul? 7" (uy) uedz 4.1.2)
0

dir.

Ispat. (4.1.1) denklemini w, ile ¢arpip (2 iizerinden integral alirsak

/ututtdx—l—/utAQud:L‘
Q Q

—/M(HVUHQ)Auutdx—l—/ [ul? 7" (us) ugdz
Q Q

= ul” T uudx
[t
Q

elde ederiz. Ikinci ve iiciincii terime Green 6zdesligi uygulanirsa

d |1 1
& |3l + S0ul® + faul)
1 2(y+1) 1 +1
L IVRllPOTY e

E —/ lul® 7" (ur) u,dzdr
)
bulunur. Burada (4.1.1) probleminin enerji fonsiyoneli
E 1 2 1 2 1 Aull?
1) = g llul”™+ 5 (IVull” + | Aul])

1 2(v+1) 1 +1
VPO

¢ t
/ E'(1)dr = —/ / |ul? 7" (u,) u dzdr
0 0 Jo

Ve

olur. Ayrica ¢t > 0 i¢in

BO-BO == [ [ 15 ) udrir

dir.
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4.1.1. Coziimiin Patlamasi
Ana sonucumuzu Acik Esitsizlik metodunu kullanarak ispatlayacagiz.
Lemma 4.1.1.1. o, p, q, ¢y sabitler, ¢ > o+ p > 1,

o+tp+1)(oe+p—1)
L(g—=1)(p+1)

K(L)=q+1- @

ve

=

B cole+tp+1l)(g—0—p)\|?
a(L)—{(K(L)JrQ)((K(L)_Z))‘l_ L@-1)(p+1) )1

olsun. O halde L; > 0 vardir soyle ki o (L), [L1, +00) aralifinda iyi tanimlidir ve bazi

sabit L € (L, +00) igin

K (L) PCo 1
= L» 4.1.1.1
a(L) P+ 1a ( )

esitligini saglar.

Ispat.

colo+p+1)(qg—0—p)
Lp+1)(¢g—1)
Lozco(g+p+1)(g—|—];—1) -0
(p+1)(¢—1)

olsun. Herhangi L > L i¢in K (Ly) =2, K (L) > 2 ve L — Ly yakinsarken

ap (L) = (K (L) =2) A —

(q—o—p)(g—1)

L) — —
a (L) o+p—1

<0 4.1.1.2)

olur. Diger taraftan, belirtelim ki (4.1.1.2) ile

L — 4ooiken o (L) = (¢—1) A\ >0

durumunu birlestirirsek ve (0, +-00) araliginda oy (L) nin artan oldugu gergeginden oy (L) =
0 m (Lg,+o0) araliginda tek bir L; ¢oziimii oldugu sonucuna variriz. L > L icin
K(L)—2>0,L > L;icinise a(L) > 0 oldugunu belirtelim, bunun anlam: « (L),

[L1,400) araliginda iyi tanimli demektir.
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Son olarak, basit bir hesaplama ile

veE

elde ederiz. Siirekli fonksiyonlar icin ortalama deger teoreminden (4.1.1.1) denkleminin

bir kokii (Lq, +00) araliginda tanimli L dir. Bdylece lemmanin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.1.2. (A) daki kosullar ve ¢ > ¢+ p > 1 saglansin. uq (z) € HZ (),
uy (z) € L*(Q) ve u, (4.1.1) probleminin lokal ¢6ziimii olsun. Eger £ (0) > 0 ve

1 PCo
(Uo,ul) > Lr mE (O) (4113)

ise (4.1.1) probleminin zayif ¢6ziimii sonlu zamanda patlar. Burada L, (4.1.1.1) denklem-
inin kokiidiir.

Ispat. Kabul edelim ki u, (4.1.1) probleminin global ¢6ziimii olsun ve buradan
celigki elde edelim. Bu amacla

F (1) = ||ul®
fonksiyonunu tanimlayalim. F' (¢) fonsiyonunun tiirevini alirsak
FY(t) = 2 u, ue)
olur. Tekrar tiirevini alirsak

F"(t) = 2{u,uu) + 2||u’
= 2|l - 2[|Aul® - 2||Vul

=2Vl 4 2 ul| i — 2/Q [ul® 5" (ur) udee

elde ederiz.

M (t) = F' () — nE (t) (4.1.1.4)

1 C
olsun. Buradan = L» (p2f1;)cl dir.
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1. Adim:

M (t) > M (0)e*™* >0 ve lim M (t) = +oo (4.1.1.5)

t——+o0

oldugunu kanitlayalim.

(4.1.1.4), enerji denklemi (4.1.2) ve (A) kosullarini kullanarak

d

SM() = F'()-nE (1)

2 2 2
= 2l 2wl ~ 2]Vl
=2|[Vul "0 2 Jul i
=2 [ el () ude 4 Jul? 7 )
Q Q
2 2 2
2 Juel* ~ 2 Al 2 Vu

v

=2Vl 4 2 ul| i

—26‘0/ Juf T !ut\”dx+ncl/ Ju|® |u P da (4.1.1.6)
Q Q

elde ederiz. Holder esitsizligi ve Young esitsizliginden faydalanarak 6 > 0 i¢in
/ | | dx = / [l [T g P dee
Q Q
P

1
=) 7T
</ [P dm) (/ u]? Jug [P dx)

— Pt / ]u\9+p+1 dx

IA

IN

p+1
+—5—/ Ju|® |u P da (4.1.1.7)

elde ederiz. (4.1.1.7) ifadesini (4.1.1.6) de yerine yazarsak

d

M (1) > 2wl =2 Aulf* - 2| Vul?

=2Vl 4 2 ull 5

2i015p+1/ ’u‘9+p+1 dx
P

26 _ptl
+(7701 “p v )/|u| || d (4.1.1.8)
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olur. a > 0,a # 1,y > 0 i¢in

9(y) =— (4.1.1.9)
konveks fonsiyon ve ¢ > o+ p > 1ic¢in
+o—1 _
qqelp + pqel —1,
pto+1=2002+ (g+1) it
oldugunu belirtelim. Konveks fonksiyonunun 6zelliklerini kullanarak
U o+p+1
W g < /Hd+ p+9 /\|q“dx (4.1.1.10)
opto+1 q—l

elde ederiz. (4.1.1.8) ve (4.1.1.10) esitsizliklerinden

th( t) = 2wl -2 Au|® - 2|Vl
—2 |Vl P 4 2 | 45
20(ptot+l)(pto-—1) |+
L(p+1)(¢—1) Lo
cop+o+l)(¢g—0—p) lull?
Lig-1)(p+1)
> 2w = 2| Aul® — 2| Vul* — 2| Vu )0

2K()

e Lig=1)(p+1)

olur. F (t) denklemi, Poincare esitsizlig ve K (L) > 2 (v + 1) kullanarak

d

M

(24 K (L)) [Ju||* + (K (L) — 2) || Au)?

+ (K (L) = 2) || Vul?

+ (% — > |Vu|* ) — 2K (L) E (t)

_CO(p+Q+1)(q 0— p) H H
Lig—=1)(p+1)

(24 K (L)) lu]|® = 2K (L) E (¢)

v

N <(K(L)_2M1_ 00(p+@+1)(q—g)—p)) W

Lig—=1)(p+1
2\/(2+ K (L)) ag (L) (u,us) — 2K (L) E (t)

= «a(M) <2 (u,us) — 2;((;[;)E (t))

Vv
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elde ederiz. £ = %L esitliginden

D a1 o ()20

sonucuna ulagiriz. (4.1.1.3) kosulundan M (0) > 0 oldugunu sdyleyebilirz. Boylece,
(4.1.1.5) esitsizligini elde ederiz.
2. Adim: v nun global ¢6ziim oldugunu kabul edip, ¢eliski elde edecegiz. (4.1.1.4)

ifadesinden
t
F(t) = ||u0||2+/ F'(1)dr
0
t
> ol + [ M (r)dr
0
M (0)
2 a(L)t—1
> —— 4.1.1.11
yazabiliriz.
\u‘pﬂﬂrl _ ‘u0|p+9+1 y /ti ’u‘P+Q+1 dr
o dT

oldugundan ve basit bir hesaplama ile

t
d
/|u|p+9+1dx _ /|u0|p+9+1 dx+// _|u|p+g+1 drdx
Q Q aJo dr

Q

¢
+(p_|_9+1)/ /|u|g+p|u7|dxd7 (4.1.1.12)
0o Jo

olur. Simdi, (4.1.1.12) esitsizligindeki fg Jo [u|®™” |u;| dzdT terimi igin kestirimde bulu-
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nalim. Holder esitsizligi, (A) kosullart ve Young esitsizliginden

t
//|u|9+p|uT|d:BdT
0 Jo
t +p——2_ o
N / /|u|g PR u| P Ju, | dadT
0 Jo

t # T}Ll

S / (/ |u|p+g+1 dx) (/ |u|g|uT|p+1 dx) dr
0 Q Q
1 t p(p+91+1) t y ﬁ

< = HUHLQ£:+1 / (/ |U|Qj (UT) ’LLTdI> dr
€1 Jo 0 Q
1 p(p+91+1) t o ﬁ

< _HuHLof(JE),t;prH)/ (/ ’U‘ ] (UT) U-,-d$> dr
€1 0o \Jo

1 » p(p+91+1) t y ;Tlrl
< Lt ( | [ e <u7>u7dxdr)
0 Q

1

elde ederiz. F (t) > 0kabuliinden ve (4.1.2) enerji denkleminden, [} [, [u|? 5’ (u,) u,dzdr <

1 o .
E(0) olur. Burdan 0 < & < - i¢in

t
/0 / [0l?* | dzdr < Ul
t
+C’atp/ /|u|gj' (ur) urdzdr
0 Q

£ ||ulP et )+ Ct”E (0) (4.1.1.13)

Loo(0,¢;Lp+e+l

IN

elde ederiz. (4.1.1.13) esitsizligini (4.1.1.12) de yerine yazarsak V¢ > 0 i¢in

j4 1
||U||Loo(07t;Lp+g+1) S C HUOHLTH'Q"'l + Ctp+9+1 E (O) p+o+1
olur. p 4+ o + 1 > 2 oldugundan ve Gomme teoreminden

pto—1
”UHLOO(O,t;H) < [Q]2presD HUHLOO(O,t;LP+9+1)

IN

C |f=¥em (I|uO||Lp+g+1 e E (0)p+2+1> (4.1.1.14)
saglanir. Burada |Q2], © nin Lebesgue 6l¢iisiinii gostermektedir. (4.1.1.11) den V¢ > 0

icin

[ull oo (0 4:22) = ol + C (e = 1) (4.1.1.15)
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elde ederiz. (4.1.1.14) ve (4.1.1.15) sonuglarindan V¢ > 0 i¢in
ool +C (¢ = 1) < € QI ([l + 5757 (07757

sonucuna ulagiriz ve bu da ¢ nin yeteri kadar biiyiik olmasiyla celisir. Bundan dolayz,

cOziimler sonlu zamanda patlar ve ispat tamamlanir.
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4.2. Dejenere Soniim Terimli Kirchhoff Tipli Viskoelastik Denklem Sis-

teminin Coziimlerinin Azalmasi ve Patlamasi

Bu kisimda Kirchhoff tipli viskoelastik

e — M(|Vul|)Au+ [§ g1 (t — 7)Au(7)dr
(lul" + o) el ™ e = £ (u,0),
vy — M(|Vo[|})Av + [§ ga(t = 7)Av(7)dr
(!vl + Jul )Ivt\q Yoy = fo (u,0), 4.2.1)
u(z,t)=v(z,t)=0, (x,t)€0Qx(0,T),
u(z,0) =wuo(z), w (z,0) =uy (x
[ v (2,0) = v (2), v (7,0) = vy (x

denklem sistemini ele alacagiz (Piskin ve Ekinci 2019a). Burada €2, R" (n = 1,2, 3) de

x €,

)
),

r €N

09 diizgiin simirina sahip sinirhi bir bélge, p,q¢ > 1, 7,k,1,0,0>0; f;(.,.): R* = R
fonksiyonlart daha sonra belirtilecektir. Ayrica M(s) = by + bys” fonksiyonu v,s > 0
icin negatif olmayan bir fonksiyondur. Daha basit gosterim i¢in by = by = 1 alalim.

Simdi, bu ¢alisma boyunca kullanacagimiz bazi kabulleri ve lemmalari verecegiz.

(A1) g; : R — R* (1 = 1,2) fonksiyonlar1 7 > 0 igin
gi(t) >0, gi(t) <0, 1-— /Oo gi(t)dr=1;>0 4.2.2)
0
kosullarini saglayan C* simifindan negatif olmayan fonksiyonlardir ve
[ =min{ly, >}

olsun.

(A2)i=1,2vet > 0 olmak iizere ¢;
gi(t) < =&(t)gi(t),
g:(0) > 0 ve /O &it)dt = o0

kosullarini saglayan diferansiyellenebilen pozitif iki fonksiyondur.
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(A3) Ayrica
I1<p,qg n=12
olsun.

fi1 (u,v) ve fy (u,v) fonksiyonlarmni a, b > 0 sabit sayilar olmak iizere

fu,v) = alu+o "™ (w+ o)+ blu) w2,

fotu,v) = alu+o/ " (w+ ) +blo[ v u[
olacak sekilde secelim. Burada 7,

—-1l<r;n=12,

(4.2.3)
—1<r<l;n=3
olsun. Yukaridaki esitliklerden V (u, v) € R? igin
wufi (u,v) +vfs (u,v) =2 (r+2) F (u,v) (4.2.4)
yazilabilir. Burada
F (o) =505 [a a4+ 027 4 2 \uur”] 4.2.5)

dir. Ayrica V¢ > 0 i¢in

t

@va@%=49ﬁ—TWVMﬂ—VwWWWﬁ

go(t) = max {g(t), g2() }

gosterimlerini kullanacagiz.
Lemma 4.2.1. (4.2.3) saglansin. Bu durumda u,v € H?*(Q) N H}(Q) iginn > 0
sayis1 vardir ki

lu+ w50 t3) + 2 uv 753 <l [ Vull” + 1 [ Vo] ?)+2 (4.2.6)
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esitsizligi saglanir (Said-Houari ve ark. 2011).

Lemma 4.2.2. F (t) fonksiyonu ¢ > 0 i¢in artmayandir. SOyle ki

CE() < L lgho Vu)(t) + (g0 Vo)1)
5 (0u(0) IVl + ga() [ 90])

(1l + o) Juef”" do

(1ol” + ful?) ferl*" da

S~—S—

0

IN

dir.

(4.2.7)

ispat. (4.2.1) denklem sisteminin birinci denklemini u; ile ikinci denklemini v

ile ¢arpip €2 lizerinden integral alirsak

/(ututt+vtvtt) dx —/ [utM(HVuHQ)Au—{—vtM(||VU||2)Av] dx
0

Q

t t
+/ [ut/ gl(t—T)AudT+vt/ gg(t—T)A’UdT:| dx
Q 0 0
+/ut (\u|’“+\v\l) \utif"lutdm—/vt (\v|9—|—|u|g> 0| vpdix
Q Q

B / (uefi (u,v) + v f2 (u,v)) d
0

olur. Green 0zdesligi kullanilir ve her bir terim tek tek diizenlenirse

2

QU
~

i{%mmW+ww%+1«moVW@H%m°V@@>
1

e (|| VPO 4 || VPO
(v+1)

n a——[fm«ﬂdﬂnvmunf
u—ﬁwmmwwwW—émem]
((al® =+ fol") e 4 (Jol” + fl®) o) da

a1 (&) [Vu@®)|* + g2 () Vo (0[]

+
NI~ N~ N

I
|
S~

N~ Do =
Lo

[(g1 0 Vu)(t) + (g5 0 Vo)(2)]

+
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olur. Burada

(g2 0 Vu)(t) + (92 0 V)(1)]

—/F(u,v) dx (4.2.8)
Q

Ve ayrica

B0 = B0 = [ [ (1 + 1) oo™ (1l ) et doir

3 [ 0@ IVl + () [0 ]
+%/0 (91 ¢ Vu)(7) + (gh o Vv)(7)] dr
dir.
10 = 1= [ o [9uF+ 0= [ g vl
g1 0 Vu)(t) + (g2 0 V(1) — 20 + 2) /Q Fluv)de (429
10 = 3[0- [ aEn vuel + 0~ [ i iveor]

3l 00T+ 020 90

5 IVl + 7o)

_ /Q F (u,v) dz (4.2.10)
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olsun.

Lemma 4.2.3. Kabul edelim ki

—1
p§2n ,n=>3
n—2

olsun. u € H*(Q) N HL (), 2 < s < p olmak iizere
lully < € (Iull® + flul)

olur. Burada C' > 1 dir (Messaoudi 2003).

Lemma 4.2.4. ¢, ve c; pozitif sabitler olmak iizere
2(r+2) 2(r+2) 2(r+2) 2(r+2)
co (JulP"? 4 [oP) < 2(r 4+ 2) F (u,0) < e (a2 + o)

dir (Messaoudi ve Said-Houari 2010).

(Han ve Wang 2009, Rammaha ve Sakuntasathien 2010, Ono 1997b) ¢alismalarina

benzer olarak lokal varlik elde edilebilir.

Teorem 4.2.5 (Lokal varlik). (A1), (A2) ve (4.2.3) saglansin. ug,vy € H} ()
ve up,v; € L?(Q) verilsin. Oyle bir T > 0 zamani vardir ki (u,v) , (4.2.1) probleminin
lokal ¢oziimiidiir ve

u,v € C([0,T],H*(Q) N Hy (),
u € C ([0,7], Hy () NLFT (),
vy € C([0,T], Hy () N LT ()

dir.
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4.2.1. Global Varhk
Bu boliimde, (4.2.1) problemi i¢in ¢6ziimiin global varligini ifade ve ispat edecegiz.

Lemma 4.2.1.1. (A1), (A2), (A3) kosullar1 saglansin ve ug, vy € H} () ;uy, vy €

L?(Q) igin
B=n ( - E(O)) <1 4.2.1.1)

ve

1(0) = I(ug,v9) >0

olsun. Bu durumda V¢ > 0 i¢in

dir.
Ispat. 7(0) > 0 kabuliinden, u () ve v (t) nin siirekliliginden, ¢, > 0 olan bir

zaman vardir ki ¢ € (0, ¢;) olmak iizere

1(t)>0

saglar. Her 0 <t < ¢y icin
I(tg) =0veI(t) >0 (4.2.1.2)

saglayan t, zamani olsun. (4.2.9) ve (4.2.10) fonksiyonlarini birlestirsek ve (A1) kosulunu

kullanirsak

1) = g0+ 5 |0 [ a@anIvaor]

tors [ [ sman 190

+i;;5Kmovw@H%m0VW@ﬂ

r+1 2 2
ayrﬁpwvmmwuﬂwwm

+(g1 0 Vu)(t) + (g2 © Vo) (t)] (4.2.1.3)

v
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elde ederiz. (4.2.7) ve (4.2.8) ifadelerini kullanirsak V¢ € [0, o] igin

2(r +2)
r+1
2(r+2)
r—+1
2(r +2)
r+1

WV + L [Ve@®)* <

J(t)
E(t)

E(0) 4.2.1.4)

IN

IN

buluruz. (4.2.6) ve (4.2.1.1) ifadelerinden

2(r+2) /Q F(u(ty),v(ty))dx
n(l HVU(tO)HZ + 1y ||Vv(t0)||2)T+2
. (2(1" 1) E(0)> IVt + s [Volia)

IA

IN

r+1
Bl | Vulto)ll” + Iz | Vo (to)*)

(1- / g1(7)dr) [Vu(|? + (1 - / ga(r)dr) [V (1)

A

elde ederiz. Boylece (4.2.9) ifadesini kullanarak

sonucuna ulagiriz ve (4.2.1.2) kabuliiyle celisir. Boylece, [0, 7] arahiginda I(¢) > 0 dir.

Teorem 4.2.1.2. Lemma 4.2.1.1 in kosullar1 saglansin. Bu durumda (4.2.1) prob-
leminin ¢6ziimii sinirl ve globaldir.

Ispat. Ispat icin
1w ) gy = el + oell* + V(@) + Vo))

ifadesinin ¢ den bagimsiz sinirli oldugunu gostermek yeterlidir. Bu amacla (4.2.7), (4.2.8),
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(4.2.10) ve (4.2.1.4) ifadelerini kullanarak

B0) > B(t)=J(0)+ 5 (lul? + o)
r+1 2 2
> g (VP + Vo))

1
5 (el + fluel*) (4.2.1.5)

buluruz. Boylece

I(w, )|y < CE(0)

sonucuna ulagiriz. Burada C' pozitif bir sabit ve ifade sadece r, {1, I ye bagli oldugundan

ispat tamamlanr.
4.2.2. Coziimiin Azalmasi

Bu boliimde, zaman sonsuza yaklagirken (4.2.1) probleminin ¢oziimiiniin sifira

azalmasini ifade ve ispat edecegiz. Bu amacla
G(t) := E(t) +e16(t) + 29 (1) (4.2.2.1)
fonksiyonunu tanimlayalim. Burada ¢, ve €, sonra belirlenecek pozitif sabitlerdir ve

W (t)dz + &(#) / o()u(t)dz, 4.2.2.2)

Q

o0 =6 [

Q

U(t) = &) / ur(1) / g1t — 7)(u(t) - u(r))drdz
—&(1) /Q v (t) /0 g2t — 7)(v(t) — v(7))drdx (4.2.2.3)

seklindedir. Islem kolaylig1 igin & = 1 (i = 1,2) olacak sekilde aliyoruz.

Simdi de bazi yardimci teoremleri ifade edelim.
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Lemma4.2.2.1. (u,v), (4.2.1) probleminin bir ¢6ziimii olsun ve (4.2.1.1) saglansin.

Boylece, v > 0 i¢in

(

fg(foglt—wu() u(r)ar)” dr
< (1=t e (HHEEY) (910 Vu)(@),
fg(fogzt—m(t) oo r) "
< (- (2( )5 )5 g2 Vv)(t)

~—

w\c

(4.2.2.4)

dir (Wu 2011).
Ispat. Holder esitsizligi, Sobolev-Poincare esitsizligi, (4.2.2) ve (4.2.1.4) ifadelerini

/Q (/ot gt = 7)(ult) = U(T)>dr) 9 da
/Q (/ot AU T)dT) B (/Ot g (t —7) u(t) —u(r)]" > dT) de

< (1-1)" ”*2/0 g1(t = 7) lu(t) — u()||"" dr
< a-nypnes (TR g o v

kullanilirsak

IN

elde ederiz. Benzer sekilde

olur.
Lemma 4.2.2.2. 3, ve (3, pozitif iki sabit olmak iizere V¢ > 0 i¢in
BiG(t) < E(t) < BG(1) (4.2.2.5)
dir.
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Ispat. Holder esitsizligi, Young esitsizligi, Sobolev-Poincare esitsizligi ve (4.2.8)

ifadesini kullanirsak

IN

|o(1)]

[elly lluelly + ol lloell

IN

1
5 (el + fuell* + 1ol + [lve]1*)

IN

1 1
502(IIVUII2 + | Vol*) + 5 (el + 1ol %)
g T2
I(r+1)

= (1 + 0% 513) E(t) (4.2.2.6)

IN

E(t)+ E(t)

elde ederiz. Holder esitsizligi, Young esitsizligi ve Sobolev-Poincare esitsizligini asagidaki

terime uygularsak

/Qut(t) /Ot g1(t — 7)(u(t) — u(r))drdx

< ful-| | ( /Otgl(tT)(U(t)U(T))dT)derz

< 5l +1/ (/tgl(t—ﬂ( (t) - <>>df)2dx

< —||ut|| + (1-1) //glt—T — u(r))drds

< 3P +§02<1—Z><gl<>w><t> (4227)

buluruz. Benzer sekilde

/Qw)/o oot — ) (0(t) — v(r))drda < % o2 + %02(1 —1)(gs o VO)(t) (4.2.2.8)

olur. (4.2.2.6)-(4.2.2.8) ve (4.2.1.3) ifadelerinden

1

5 (lluell* + Il 1*)

+1(J2<1 — 1) [(g1 0 Va)(t) + (g2 V) (£)]
r+2

w(t)

IA

IA

E(t)+ —=C*(1=DE()

B r+2 5 _
= <1+r—|— (1 l)) E(t) 4.2.2.9)
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bulunur. £, ve €5 sabitlerini yeterince kiigiik secersek (4.2.2.5) ifadesi; (4.2.2.1), (4.2.2.6),
ve (4.2.2.9) ifadeleri kullanilarak elde edilir.

Lemma 4.2.2.3. (A1), (A2), (A3) ve (4.2.1.1) saglansin. ug,vy € HI(Q),
uy,v; € L*(Q) verilsin. Boylece herhangi bir t5 > 0 i¢in G(t) fonsiyoneli §; > 0, (i =
1,2) i¢in

G'(t) < =01E(t) + 02 (g1 © Vu)(t) + (g2 0 V) ()]
esitsizligini saglar.

ispat. (4.2.1) ve (4.2.2.2) denklemlerini kullanirsak

¢'(t)

IN

HutH2—|—Hth2—|—/uuttd:c—i—/vvttdx
Q Q
= Jwel® + lvel” = M| Vul?) | Vul* = M| Vol?) | Vol

/Vu /glt—r)Vu( Jdrdx
/Vv /QQt—T)Vv( Ydrdx
— [ (ful® 4 o]") g P da
o (o)

0 o q—1
— [ vl|v] + |ul”) v v dz
Lot + ) e

+2(r + 2) / F(u,v)dx (4.2.2.10)
Q

sonucuna kolayca ulagiriz. Simdi, (4.2.2.10) ifadesinin sag tarafinda yer alan beginci terim

icin (Messaoudi 2008a, 2008b)

/Vu / g1(t — 7)Vu(r)drdx

< 5 ||VU||

%/ﬂ (/Otgl(t —7) (IVu(r) — Vu(t)] + |Vu(t)|)d7)2dw (4.22.11)

kestirimini kullanalim. Lemma 4.2.2.1, Young esitsizligi ve

/ gr)ir < [ atir<1-n
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kabuliinden herhangi 7; > 0 i¢in

/Vu / g1(t — 7)Vu(r)drdx

2

< Jivul+ 50 [ ([ at-nvuoar) a
= (1 + %) /Q (/Otgl(t 1) [Vulr) - Vu(?)| dT)de
o 1+ (1+ n21)(1 —b)? IVl
L4+ %)2(1 v (4.22.12)

elde ederiz. Benzer sekilde herhangi 7, > 0 i¢in

/Vv / g2(t — 7)Vu(r)drdx

(14 m)(1 — lp)?
< LB gy
1+ )11
+( 712)2( 2>(920Vv)(t) (4.2.2.13)

olur. (4.2.2.10) esitsizliginin sag tarafindaki yedinci terim

/ U <|u|]’C + |v|l> Uy |ut|p_1 dx
Q

seklinde yazilabilir. Holder esitsizligi, Young esitsizligi, Sobolev-Poincare esitsizligi,

§/|u|k+1 |ut|pdx+/ u| v |w |’ dz (4.2.2.14)
Q Q
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(A3) kosulu ve (4.2.1.4) esitsizligini kullanarak A\; > 0 i¢in

[ bl o
Q

_p_ _1
p+1 +1
S (/ ‘U|k"u,t’p+1 dSC) (/ ’u‘k—l-p-‘rl dl‘)p
Q Q

p+1

/\77
< 2 el do
p+1 Jg
)\p+1ck+p+1
1 * Hvu||k+p+l
p+1
_p+l
p)‘l g / k l p+1
< — u|” + |vl) |u dx
S T Q(|| [v[") el
k+p—1
)\p+10k+p+1A 2
1 * 1 ||VUH2
p+1
ve
[l oo
Q
< (1ot ao)™ ([ i o ao)
Q Q
_p+l
p)\l ! / k l p+1
< — ul 4+ |vl) |u dz
S ST Q(H |v]") fuel
)‘%lﬂ_l 21 2(p+1)
5oy Ul + )
_ptl
< /(|U|k+|v|l) Ju P da
— pt+1l Jg
N (vupe)
R v
2(p+1)
A2 \R
+ (V)
2(p+1)
bulunur. Burada
2 E
A, — (r+2)E(0) ve A2_2(r+2)E(O)
ll(T' + 1) lg('l" + 1)
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dir. (4.2.2.15) ve (4.2.2.16) ifadelerini (4.2.2.14) ifadesinde yerine yazarsak

‘/ |u| + |v Uy |ut|p71 dz

Zp)‘ p / l p+1
ul + (v|) |u dx
< o [l + ol e

/\P+1 OQZAZ 1

st (IVel)
)\p+1

k4p—1 C2PA
L[ oktetIp 2 4221
+p+1(a< 1 5 >HVI| (422.17)

elde ederiz. Benzer sekilde A, > 0 icin

/ v (|v|{9 + ]u|9> vy v | da
Q

—atl
2gA
< B Lol 4l ™ do
q+1 Jo

A C2ep!
= (Ivuls)

2(g+1)
XI+1

4248 <Cé)+q+1A
qg+1

C2qu
+ =5 2) Vol (4.2.2.18)

olur. Boylece (4.2.2.12)-(4.2.2.13) ve (4.2.2.17)-(4.2.2.18) ifadelerini (4.2.2.10) da yerine

yazarsak

O(t) < uell” + llodll” =k [IVull” = ke Vo]
—(IVu]*0FY 4 || w2

+2(r +2 /F(u, v)dx
Q

+ i 5 g1 0 Vu)(t)
(14,1 =)
+— (g2 0 Vo)(2)
_p+l
2 P
+% /Q(|U|k +[o]) w7 dee
_ g+l
2
%/ﬂwu u|?) v da (4.2.2.19)
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elde ederiz. Burada

g L) =b)? M (g CPAT MO
2 p+1\ " ! 2 2(g+1)
ve
g L Om) (L =b) M (g 22 CHATY  MTICHALY
2 g+1\ " 2 2 2(p+1)

dir. Bu noktada n; = 1l_1h 2 = 1l_212 olacak sekilde secersek ve A\ ve A\, yeterince kiiciik

alinirsa
ﬁ“Gwﬁmw*+@M@ MUCEAT L
p+1 " ! 2 20¢+1) ~ 4
\Y&
1
N I

1 _
(09+q+1A20+3_1 n quAg) MO < ly

q+1 2 20p+1) — 4

olur. Sonug olarak, (4.2.2.19) ifadesi

l Iy
Ot) <+ llurl” = S I1Vull® = 5 Vol
— (Va7 + || Vo))

+2(r+2)/F(u,v)dx

Q
11 1—1
5 (10 Va)(t) + — = (g2 0 Vo) ()
2l1 2[2
_ptl
WA, 7
_atl
20\,
+—2jl /Q(Iv!“r [ul®) for| """ dae (4.2.2.20)

olur. Simdi de () fonksiyonunun tiirevi ile ilgili kestirimler elde edelim.

Pi(t) = —/Qut /Ot g1(t — 1) (u(t) — u(r))drdz
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olsun. (4.2.1) denklemlerini kullanirsak

P (t) /M ||Vu|| YWu(t )/0 g1(t — 7)(Vu(t) — Vu(r))drdx

- /Q ( /0 Cor(t— T)vu(r)df) ( /0 a7 (Vult) — Vu(T))dT) da

F : p-1 t — 1) (u(t) — u(r))drdx
[l ol e e [ aute = 7)) = u(r)ara
= [ ut) [ it =)a(t) ~ u(ryirds
/fl U, v /gl (t — 7)(u(t) — u(r))drdz

([ e

— [1++I4

- /Q £, 0) /0 a1t = D) (u(t) — u(r))drdz

t
b (/ gl(T)dT) el 4.2.2.21)
0

elde ederiz. (4.2.2.21) ifadesindeki terimlerin kestirimlerini ayr1 ayri yapabilmek i¢in
terimleri sirayla I; + ... + I olacak sekilde aldik. Young esitsizligi, Holder esitsizligi,
(A1) kosulu ve (4.2.1.4) ifadesini kullanarak VA > 0 i¢in

t
L] < AM(|[Vull”) HVu||2/0g1(7')d7'

to M (| Vul*) (g1 © Vu)(t)

t
= 2 (Ival? + vl ) [ gutryar
0
1
o (L IVul) (920 Vu(2)
A1 = 0) (IVulf + Va0

+ﬁ (1 + (%E(O)y) (LoVu)(t)  (42.2.22)

IN

elde ederiz. (4.2.2.21) deki I, i¢in ise (A1) kosulu, Holder esitsizligi ve Young esitsizligini
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uygularsak VA > 0 i¢in

|15

buluruz.

<

IA

IA

IN

2

A/Q(/Otgl(t—T)Vu(T)dT> dz

1

Q

)\/Q [/Ot ot —7) (IVu(r) — Vu(®)] + |Vu(t)])d7rdx

+ (2/\ - 41/\) (1 —1)(g1 0 Vu)(t)
2X(1 - )WW
+ [ 2N+ ) (1 —=11)(g1 ¢ Vu)(t)

3] = K1 + K

olacak sekilde aldik. Burada

O Ny W ORI

K, = / fof! g™ / g1t — 7)(u(t) — u(r))drdz

52
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dir. Holder esitsizligi, Young esitsizligi, (4.2.1.4) ve (4.2.2.4) kullanilarak

K| < (/Q |u|k|ut|p“dx)”il
. ( [ ([ ote = —uepar)” dx> .

_p+l

A
2 (ot
Q

- (% i+ 2 [ ([ ot nwe - wnar) dx)

p+1

AN p
P (ol el o
Q

p+1
plan (cf’C

IN

IN

- AV

p+1\ 2
+(1 — 1y)*PH P2 (20,)P
2

(g10 Vu)(ﬂ) (4.2.2.25)

veE

_pt+1

pA P k l +1
K, < (u —|—v)updx
R A (I

)\p+1 Cil B 5
2 (A el +
(1= 1y)2P+1 2042 (21 )P
2

_|_

(g1 0 Vu)(t)) (4.2.2.26)

elde ederiz. Dordiincii terim icin ise Holder esitsizligi, Young esitsizligi, Sobolev-Poincare

esitsizligi ve (A1) kosulu kullanilarak

2

< Ml [ ([ de-n@o- ) a

Cz t/ /
< M+ 5 ([ atiar) st 0 7))
0
0
< Al 290% (g 0 vy @22.27)
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kestirimi elde edilir. (4.2.2.22)-(4.2.2.27) ve (4.2.2.21) ifadelerini birlegtirirsek

0 < [ () (oo

NPFL(1 — [))2P 122 (2A,)P
s (PRI

p+1
A I A 1,)? il 2kA’f1 2
+((1—1)+2(1—1)+p+12 )||Vu||

AP+ 2

e

+

0)ec 2
A0 9?00 - 20 g o

t
+<)\—/ gl(T)dT) o
0
pt1
2p\" P
A2 (o o) ™ o
p+1 Jg

- /Q fi(u,v) /Ot g1(t — 7)(u(t) — u(r))drdx (4.2.2.28)

sonucuna ulagiriz. Benzer sekilde

_ _/Q”t /Ot ga(t — 7)(0(t) — v(r))drdz

alalim ve boylece

a0 < [k (10 (2800)) (e )
+)\q+1(1 - l2)2q+102q+2(2/\2)q} (g2 © VU)(t)

qg+1
)\ q+1 29
+ (A(l — 1) +2X1 —1,)* + —A9 1> |Vol”

qg+1

P an i 2@

o - A I va?

0)ct,
L8 [wopo+) - 20 gy

4\

2
+(a- )uvtn
2(])\_‘1/ 0 +1
+ (v +ug>vq dx
2 [ (ol + 1)

- /Q fa(u,v) /Ot go(t — 1) (v(t) — v(7))drdx (4.2.2.29)
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olur. g; (i = 1,2) fonksiyonlar pozitif ve ¢;(0) > 0 (i = 1,2) durumunda siirekli

oldugundan ¢y > 0 icin

t to
/ gi(T)dr 2/ gi(T)d7 = g;(0), ¥t > t,
0 0

95 = min{g1(0), g2(0)},
[ = min{ll,lg}

yazilabilir. Boylece, (4.2.7), (4.2.2.1), (4.2.2.20), (4.2.2.28) ve (4.2.2.29) ifadelerinden

G'(t) < —(e293 —e2A —€1) (||Ut||2 + ||Ut||2)

(5~ 250 ) (6t 0 Tu)(0) + (65 0 T)(0)

N (51(1_—l1> iy 5264) (g1 0 V) (£)

+ (%l;l?) + 6265) (92 <& VU)(t)

+ (exM(1 = 1)) — &1) ||V POV
+ (M1 = I) — &1) || Vol POFY)

+251T+2/F
Q

_pt1

281]9)\ p +252p)\ P

! / (Jul® + o] [ue"* da
Q

p+1 p+1
_g+1 _g+1
B L T L) [l )l
e /Q Fi(, ) /0 Car(t— ) (ult) — u(r))drdz
—52/Qf2(u,v) /Ot g2(t — 1) (v(t) — v(7))drdx (4.2.2.30)

bulunur. Burada

82>\p+103kA11€71 82)\q+1cngfil
2(p+1) 2(¢+1)

AL =D 221 -0+
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52)\q+16i9/\g_1 62)\p+1CElAl2_1
2(q+1) 2(p+1)

¢ = % (1 + (?((:j:f))E(O))v) (2)\+ ;A) (1-1)
+/\p+1(1 — )2 HIE2P2 (2, )P

p+1

¢ = % (1 + (?((:j:f))E(O))W) (2/\+ ;A) (1-1)
AT = [P (20)1

qg+1

cs=MN1—=1)+2X1—1)*+

Y

dir. (4.2.2.31) esitsizligindeki son iki terime Sobolev Poincare esitsizligi ve (4.2.1.4)

uygularsak
t
/ fi(u,v) / g1(t — 7)(u(t) — u(r))drdx
Q 0
< A/ (aut o> 4 ™ o *2)? da
Q
02
oy (L=l (910 Vu) (t)
< C*)\/ ‘u’2(2r+3) + |U’2(2r+3) + ‘u|2(r+1) ‘U|2(T+2) dr
2
+4)\ (1—1) (g1 0 Vu)(t)
< e | lullsars) + oIy + Il w13 |
2
+4)\ (1—1) (g1 0 Vu)(t)
< AT ([Tl 4 Vol [ Tul P | o))
62
A= 0) (g10Vu) (1)
< e (200D 5N o L vl 4 vl 9]
-7 l(r+1) U v u v
62
oy (Tl (e V) (f)
3
< Sede [IVul® + [ vol?]
02
oy =D (g10Vu) ()
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elde ederiz. Burada

dir. Benzer sekilde,

/f2 U, v /92 t —7)(u(t) — u(r))drdz

_C*Acﬁ [Vl + Vol

IN

02

FE (=D (920 Vo) (1)

olur.

G'(t) < —(e295 —e2A — 51) (||Ut||2 + ||Ut||2)

1 4 / /
(5~ 220%) (1 0 V() + (gho V(1)
(%l —&o(co + 3)\6*06)) | Vul|?
(%l —ea(e3 + 3)\0*(:6)) Vo

B e RS0
+ {61 ) <c5 + %)} (g2 0 Vo)(2)

= (1 = &A1 =) (I Vul0* o 7o) 0F)

+2e1(r + 2)/F(u,v)dw
0

_ptl _ptl
2e1pA, * 2e9pA, *
€1PN + EaPAy -1 /(|U|k+ ”U|l> |Ut|p+1 dx
p+1 p+1 Q
_gtl _gatl
281Xy * 2e9qA, *
€1G4Ag + €24 Ay -1 /(|U‘9+ ’u‘g> ‘vt|q+1 dz
qg+1 g+1 Q

olur. Bunoktada 1, €5 ve A yeterince kiiciik segilirse ve g; pozitif fonksiyonlar oldugundan
dolay1 ¢y > 0 i¢in
52)\(1 — l) <egr < €2<g3 — )\) (42231)

57



4. BULGULAR VE TARTISMA

veE

Cr = ¢&9g3 — 82)\ —e1 >0,
1 £9g90(0)c?
— - 200G
S ’
61[
Cyg = I — 62(02 + 3)\0*66) > 0,
[
Clg = % — 62(03 + 3)\0*06) > 0,

Ci1. = &1 —82)\(1 —l> >0

olur. Ayrica, €1 ve ¢4 yeterince kiiciik secersek (4.2.2.5) ve (4.2.2.31) saglanir ve

_ptl _ptl
2e1pA; 7 2e9pA; 7
1P 1 + 82p 1 _1 < 07
p+1 p+1
_atl _atl
2e1q)y ¢ 289Xy ¢ 1 <0
q+1 q+1

olur. Boylece her t > ¢, icin 0;, ¢ = 1, 2 pozitif sabitler olmak tizere
G'(t) < =81 E(t) 4 65 (g1 0 Vu)(t) + (g2 © V)(1)) (4.2.2.32)

sonucuna ulagiriz.

Teorem 4.2.2.4. (A1), (A2), (A3) ve (4.2.3) saglansin. (ug,u;) € H(Q) x
L3(Q), (vo,v1) € HY(Q) x L*(Q) verilsin ve (4.2.1.1) i saglasin. Bylece K ve k pozitif
sabitler olmak lizere, ¢ > ¢, i¢in

E() < Ke’kftto &(s)ds

esitsizligini saglar. Burada £(t) := min {&;(t), & (¢)} dir.
Ispat. (4.2.2.32) esitsizligini £(t) ile carparsak

§G (1) < —01€()E(t) + 626(t) [(91 © Vu)(t) + (g2 © Vo) (1)]
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olur. (A2) ve £(t) := min {&;(¢), £2(t)} oldugundan dolayi ve (4.2.7) ifadesinden

— (g1 0 Vu)(t) + (g5 © Vo) ()] < —2E'(2)

esitsizligi yazilabilir ve

G (1) < —aE@)E([R) — 0:26(t) [(91 0 Vu)(t) + (g5 0 Vo)(2)]
< —6E)E(t) — 26,E'(t), Yt > tg
elde ederiz. Yani
F'(t) < —c.£()E(t) < —kE(H)F(t), YVt >t (4.2.2.33)

yazilabilir. Burada & pozitif bir sabit, F'(t) = £(¢)G(t) + CE(t) dir ve (4.2.7) den dolay1
E(t) ye esittir. Basit bir hesaplama ile (4.2.2.33) esitsizliginden V¢ > ¢, i¢in

F(t) < F(to)e_kftto £(s)ds

istenen sonuca ulasilir ve ispat tamamlanir.
4.2.3. Coziimlerin Patlamasi

Bu kisimda, ¢6zlimiin patlamasini ifade edecegiz ve Georgiev ve Todorova metodu

ile de ispat edecegiz.

Teorem 4.2.3.1. Kabul edelim ki

l [
2(7”—1—2)>maX{Q’y—l—Z,k—i—p—i—l,l—i—p—i—1,9+q+1,@—|—q+1,—1 ll 3 2l }
- ] — 2

ve baslangi¢ enerjisi £(0) < 0 olsun. Bu durumda, (4.1.1) probleminin ¢ziimii sonlu bir

T zamaninda patlar ve
1—0o

A 2=A()

*

dir. Burada ¥(t) ve o sirasiyla (4.2.3.1) ve (4.2.3.2) ifadelerinde verilmistir.
Ispat.
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olsun. H (t) fonksiyonunun tiirevini alirsak

H'(t) = —E'(t)

olur. Bu durumda teoremdeki F(0) < 0 kabuliinden ve (4.2.7) den H(t) > H(0) > 0

elde edilir.

U(t)=H""(t) +¢ ( / utydz + / vvtda:) (4.2.3.1)
Q Q
fonksiyonunu tanimlayalim. Burada ¢ > 0 daha sonra belirlenecek yeterince kiiciik bir
say1 ve
2 _ _
0 < Jémin{ s (k:+p)72r+3 (H—p)’
2p (r +2) 2p(r+2)
2r+3— 2r+3 — (0 1
G’ o+ 3 o) MF } (4.2.3.2)
2q (r + 2) 2q(r+2) 2(r +2)
olsun.

(4.2.3.1) in tiirevini alirsak ve (4.2.1) denklemlerini kullanirsak

V() = (L-o)H () H' (1

+& (/ |ut|2dm—|—/|vt|2dx)
Q Q

+e (/ uttudz+/vttvdm)
Q Q

= (1—o)H 7 (t)H' (t) + & (JJwl® + |vel|”)
—E/Q (M ([ Vul]®) [Val? + M (V0]?) [Vof?) de
+25(r+2)/QF(u,v)dx
te /Q /0 o (t — 7)Vu(r)Vu(t)drdz
+€/Q/Ot g2(t — 7)Vu(r)Vo(t)drdx

—5/ u (\u|k + \v|l> g [ug [P dae
Q
0 o q—1
_5/ v (|v| + |ul )vt || T dx
Q
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olur. Ayrica (4.2.2.12) ve (4.2.2.13) esitsizliklerini kullanirsak

V() = (1) B () H () + = (Jull® + Jul)
—& (IIVull® + [1vo]*)
— (IFul? + Vo o+Y)

+2e(r + 2)/F(u,v)dw

€1+(1+771)<1—11)
9

1+ 51 =4

CE o wu

14+ (1+m)(1—1o)
9

1+ L)1 =1
) oy

—5/ u (|u|k + ]v|l) g [P da
Q

—6/ v <|U|9 + |u|g> v 0|7 da (4.2.3.3)
0

2 2
[Vull

+e

2
+e Vo)

+e

elde ederiz. H (t) nin tanimindan

= (IvulPe 4 o)
= ol DH )+ (1) (el + )
Ho+ 1) (910 Va)t) + (920 Vo) ()
+o+ 0 [0 = [ ain) Va0l + 0 - [ r)in [900)?

—2(y+1) /Q F(u,v)dz (4.2.3.4)
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yazilabilir. (4.2.3.4) i (4.2.3.3) de yazarsak

V() = ely+2) (Juell® + [loil*) + (1 — o) B (1) H' (1)

y+1 2(r+2) 42
ve (1= 255 ) [+ ol + 2 ol 2]

2(r+2) r+2
+2e(y+ 1)H (1)

e |+ -+ &F ”1>(12_ L - 1} IVa?

‘e i(w (1 —1)+ 4 “72)(12_ L)~ 1} Vo

pe |y + O] g

TS A k1 L P 1T
—5]u<|u\k+|vl>ut|u P i

—s/gv (W + |u|@) v v da 4.2.3.5)

olur. (4.2.3.5) esitliginin sag tarafindaki son iki terimi i¢in kestirim elde etmek i¢in o, 5 >

0,6 >0, x,yGR*Ve%qLi: 1 olmak iizere

5Ta® S YRY
o n 15}
Yy

aff <

formundaki Young esitsizligi kullanilirve x = p+ 1vey = p+1 olacak sekilde secilirse

_p+1
p

= iy

1 1
/Q g d:c< || ||”L+

bulunur. Boylece

(517-&-1

L (ol de < S [l ol ds
Q p+1Jg

pt+1

5 P
2 [ (el ol
Q

p+1
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elde edilir. Benzer olarak

‘H—

1
1 1 1
/Q v o'~ dr < 22 ol + || |7
ve
5Q+1
/ v <|v|9 + |u|9> vy |Ut|q_1 de < 22 / (]U|9 + |u|g> |v|q+1 dx
Q qg+1Jq

_a+l
)

+Q2
qg+1

J

(1ol” =+ ful®) [ da

olur. Burada d;, d5 t ye baglh ve daha sonra belirlenecek sabitlerdir. Boylece Lemma

4.2.4. den ve yukarida yapilan kestirimleri yerine yazarsak

U'(t) > 22y+1)H@t)+(1—0)H°

)

+e(y +2) (lluell” + lo]*)

(r+2)
(r+2)

2(r+2)

+ [[0ll5r12)

+ec (Jul

+e|l(y+ D)1 =10)+

(1+m)(1 -

() H' (t)

h)? -1

+ée

2
(1 +m2)(1 —

} IVl
b)? — 1

(Y + DA = l) +

+e|(v+1)+

+ée

< 1
o
p+1
_p+l
p(5
p+1
5Q+1

qg+1

_ g+l
q5 !
q+1

Boylece ki, ko > 0 olmak iizere 9, ve dy yi d;

63

2

} Vo]

(910 Vu)(t)

(920 Vu)(t)

[ (1t ol 1 o

[ (el ol g
Q
[ (il o) e

(1l al?) o+ o
Q

seklinde elde edilir. Burada teoremdeki kabulden ¢ = ¢ (

(4.2.3.6)

) > 0.
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ko H= (t) olacak sekilde secersek K =

p+1 q+1

V() > 2(y+ ) H(E)+[1-0)—

)

2
e (7 +2) (lluell” + o))

+ec (lul

(r+2)
(r+2)

2(r+2)

+ [0l 5 12)

+e (v + 1) —1h) +

KelH™

(T 4m)(1 —

Kip 4 k20 G1mak tizere

7 (t) H' (1)

2

+e

(1+m)(1 —

21
4) ] [Vl

)2 — 1

(D =) + .

+e

+e

kiPH? (t)
p+1
ky TH(t)
qg+1

bulunur. Young esitsizligini uygularsak

[ (tal s+ bl o
Q

IN

/|u|k+p+1 dl'+
l+p

P+l 5k
l+p +11

k 1
lull

_ l+p+1
p+1 H

_pFl
I+p+1"

bulunur. Benzer olarak
0+q+1
O+q+1

[l +ap) o+ e <ol
Q
q+1

o+q+17

+_

olur.
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k”“+7+p+1

0

] Vol

(910 Vu)(t)

(920 Vo)(t)

[ (tal o+ 1l o

Q

(1t al?) o
Q

(4.2.3.7)

/]u\k+p+lda:+/]v]l |u]p+1da:
Q Q
+1

I+p+1 dr

+1t

/ ‘u|l+p+1 dx

I+p+1
l4+p+1

l+;;
op 0 vl

Hl-‘rp-i—l
I+p+1

(4.2.3.8)

otq+1
@+q+1

o+g+1

+12

otq+1

Hng+q+1

(4.2.3.9)
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(4.2.3.8) ve (4.2.3.9) ifadelerini (4.2.3.7) de yazarsak

V() > 2e(v+ D)V H ) +[(1—0)— Ke] H (£) H' (1)
+e (v +2) (Jluell® + [loel®)
2(r+2 2(r+2

e (lull3 13 + IvI30Es)
i 1 1—-04)2 -1

ve o4 -+ RO oy
i 1 1—10,)2 -1

ve |4 -1 + LR ZBEZ oy
| (14+2) (1 —1h)]

e v+ )+ —5 (910 Vu)(t)
| (14 2)(1—1lo)]

+e [(v+1)+ 7722 (g2 0 Vv)(t)

_ kMPHT () lu Hk+P+1+;5H7 o[-t

p+ 1 k+p+1 l_|_p+ 1 l+p+1

ki"HOP () p+1 -EmL 0

—€ p+1 I+p+1t HUH1+p+1
ky TH? (L) 0+q+1 e == o+g+1

V- i’ [vllpygsn + m% [Jull g gt
kSUHOU(t) g1 —eien

— 2q+1 P T elern (4.2.3.10)

sonucuna ulasiriz. Teoremdeki

2(r+2)>max{2(y+1),k+p+1, l+p+

L,O0+qg+1, o+q+1}

kabuliinden
o k+p+1 20p(r+2)+k+p+1 2op(r+2 k+p+1
17 (0 Jull 7 < € (Jlsg2™ ™+ ol luliglph) . @230
o 0 1 20q(r+2)+6+q+1 20q(r+2) 0 1
H (t) ||v||eiZL<C<I| O[30 DT 570 [y ||eigil>, (4.2.3.12)
l bptl o l 1
il () ol
[ HEEL 20p(r+2)++p+1 20p(r+2) I+p+1
z+p+1%l @|@ﬁ2 p +HHJL)HHH&J@233)
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veE

Q Q+Q+1 oq g+q+1
—Q+q+ 152 H(t )||U||g+q+1
0 etatl 20q(r+2)+o+q+1 20q(r+2) 1
e I (LA [ il [ aeaey CERAE

bulunur. (4.2.3.2) veVz > 0, 0 < v <1, a > 0 olmak iizere
1
V<z4+1< <1 + —) (z+a) (4.2.3.15)
a

cebirsel esitsizligini kullanirsak ¢ > 0 icin

20p(r+2)+k
[l 2+ < d (lullfets) + H (0)
< d(Jlulli) + B ) (42.3.16)
ve
o ‘|20Tq+2+2)+6+q+1 <d (HUH;ZIS; +H (t)) (4.2.3.17)
bulunur. Buradad =1 + ( ) dir. Benzer olarak
lullgiey e < a (323 + H () (4.23.18)
ve
20p(r l T
JolZrln e < g <|| o202 (t)) (4.2.3.19)

olur. Ayrica (k +1)* < C (K* +1*), k,1 > 0 esitsizligi, Young esitsizligi, (4.2.3.2) ve
(4.2.3.15) kullanilirsa

20p(r+2 Etptl 20+2) = (btp+l) 20p(r+2) ktptl
ol el < 1™ 2 m (ol lullsis)
2r42)~Grbptt) kaptl | 2r+2)
= o meHmHH$QQ
< |0 wd“(wmmwg”
" W 2(r+2)
™
el )
2
< O (Il + el ) (423.20)
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. 20p(r+2) . k+p+l
bulunur. Burada C/ = m ve C// = WZW dir.
Benzer sekilde
20 r+2 [ 1 2(r+42 2(r+2
ll37ey 2 lollgrast < ¢ (Il ss) + vl ss)) (42321)
20p(r+2) l 1 2(r r+42
lull372% ol < ¢ (il + lel3ess)) (42.3.22)
veE
20q(r+2) 1 2(r+2 2(r+2
Pl Nuliztet < ¢ (Il + leli3 13 (42.323)

elde edilir. Boylece (4.2.3.11)-(4.2.3.14) ve (4.2.3.16)-(4.2.3.23) ifadeleri birlestirilip
(4.2.3.10) da yazilirsa

V() > [(1—0)—KelH () H (t)
+e (7 +2) (Jluell* + floe])?)
+eCy (g1 © V) (t) + eCalga © V)(t)
+eCs |Vul® + Cy || Vol

2(v+1) - Cki? (1 s Pl S
e 2l =0k (1 i )

otq+1 1 _otq+1
—Cky* <1+L5 ORI b )}H(t)

o+q+17? o+q+17
_ [ I+p+1 P+ 1 _l+p+1
ok (14— T 4 LT e
+5[C ! (+l+p+11 M ETT )
otg+1 1 _ otg+1
Ok (HL% N L S ﬂ
otqg+1 o+q+1
2(r+ r+2)
< (lull3 3 + 030 (42324)

olur. Burada

G = (en+

=

2 )
Cy = (7+1)+(1+n_2)2(1_l2)’
Oy — (T+n)(1—10)—1
5 = (v+1)(1—-10)+ 5 ’
Ci = (v+1)(1-h)+ (1+?72><12— lr)* — 1
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seklindedir. Bu noktoda, [; ve /5 yeterince kiiciik olmak iizere n; = ll_—lll, N = 1 1_212

GAD-0) 2 5ve (1) (1 -1) 2

b
=2

olacak sekilde secelim. Pozitif sabitler C;, (i = 1,2, 3, 4) ve biiyiik k; ve ko degerleri igin,

pozitif K ve K, sabitlerini bulabiliriz. Soyle ki (4.2.3.24)

v (t) >

v

olur. Burada

[(1—0) — Ke]H™? (t) H' (t)

+e (v +2) (luel® + loel*)

+eC1(g1 © Vu)(t) + eCy(g2 © Vv)(1)

+eCs | Vul]® + £Cy || Vol

oK H (8) + 2K (lull307) + 0I5 )
B (lwell® + lJoel* + H (&) + | Vul® + | Vol

2(r+2 2(r+2
+ ||U’||2Er12§ 2 HszErizg) (4.2.3.25)

ﬁ = min {6 (’}/—f- 2), 601, 802,603, 804, €K1, 6KQ}

ve yeterince kiiciik € i¢in

dir. Bundan dolay1

(1—0)—Ke>0

U (t) > W (0) >0, Vt>0 (4.2.3.26)

olur. Simdi ¥ (zf)ﬁ kestirimi i¢in Holder esitsizligini kullanirsak

‘ / wudx
0
1
/ upude
0

buluruz. Bdylece

< luelly fully < Clludlly [l yo) (4.2.3.27)

1

1

< O llullF a7 (423.28)
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yazabiliriz. Young esitsizligi kullanilirsa ve 1 < ﬁ < 2 oldugundan

1
1—0o
/ wpudx
Q

elde ederiz. Burada =~ < 2(r + 2) olur. Lemma 4.2.3 de s = =5~ alinirsa

Clluel® + Hulléﬁz) (4.2.3.29)

o r—42
lull 3 < CAUIVal® + [ull2012). (4.23.30)

bulunur. Boylece

2(r+2
Cllurll? + [1Vul* + [ful305) (4.2331)

/ uudx
Q

olur. Benzer sekilde

/ vude
Q

(4.2.3.31)-(4.2.3.32) ve ay, as, ..., a,, > 0, X > 1 olmak {izere

< C(lloel® + [Vol* + [lvll5015) (42332)

olur.

(a1 + ag + ... + ap)* < 20mH/O=D (a} + a3 + ...+ a),),

esitsizligi kullanirsa

UTe (¢) = {Hl“’ (t) +¢ </Qutudx+/gvtvdx)]lla

2(r+2 r
< O (Il + ol + H (8) + el 3073 + el
+[[Vul? + [[Vol*) (4.2.3.33)
bulunur. (4.2.3.25) ve (4.2.3.33) den & pozitif bir sabit olmak iizere

1

U () > Ui (¢), (4.2.3.34)

olur.

(0,t) arahiginda (4.2.3.34) iin integrali alimrsa, U7 () > # elde
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ederiz. Burada ¢oziim sonlu 7™ zamaninda patlar ve

l1—0

*

N

o

- EoWie (0)

dir.
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4.3. Dejenere Soniim Terimli Viskoelastik Dalga Denklem Sisteminin Coz-

iimlerinin Varhg ve Patlamasi

Bu kisimda, dejenere soniim terim ve gii¢lii kaynak terim igeren hiperbolik tipten

baglangi¢ sinir deger problemini

;

uy — Au + fot w(t — s)Au(s)ds
(Il fol") ™ e = fu (),
vy — Av + fot wa(t — s)Av(s)ds

(1ol + Jul?) o™ v = fo (u,0). (43.1)
u(z,t) =v(x,t) =0, (x,t) € 900 x (0,T),
u(z,0) =wug(z), u(z,0) = uy (x), x € (),
[ v (2,0) =vo (2), v (2,0) =01 (), x €,

inceleyecegiz (Piskin, Ekinci ve Zennir 2020). Burada Q2 C R" (n = 1,2, 3), 02 diizgiin
simirina sahip simirh bir bolge ve f; (.,.) : R* — R, w;(.) : R* — R* (i = 1,2)
fonksiyonlart daha sonra belirtilecektir.

Bu calismada

Hi(Q) — L), 1 <g<oo; n=1,2,

(4.32)
Hy(Q) = LYQ), 1<q¢<6;n=3

seklinde belirtilen Sobolev gomiilmesi ¢okca kullanilacak ve cogu zaman kullanildig: be-
lirtilmeyecektir.
Calismada kullanilacak bazi kabuller:
(A1)
(1) 0 < p,q < 1. Ayrica

r>3 n=12
r=3 n=3
olsun.
(2) Parametreler k,1,60,0 > 1 ve egern = 3 ise
max {k,(} < 3(1 —p) ve max {0, o} < 3(1 —q)
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olsun.
(3) Baslangig kosullart ug, vg € Hg (), uy,v; € L*(Q) dur.

(4) Pozitif ¢y ve ¢y sabitleri vardir ki
co ([u™™ + o] ™) < F(u,v) < e (Jul™ + o) (4.3.3)

esitsizligini saglar. Burada V (u,v) € R? igin uf; (u,v) + v fo (u,v) = (r+1)F(u,v) dir.

a,b > 0 sabit sayilar olmak iizere

filw,v) = (4 1) [alut o ™ (o) +blul T ule] 7]

. s 4.3.4)
fo w,0) = (r+1) [afu ol ™ (w4 v)+bJo] = o ful |
ve
Flu,v) = alu+ov|"™ +2b |uv|%rl
olacak sekilde secelim.
(A2) w; (1 = 1,2) fonksiyonlart 7 > 0 igin
wi(1) >0, @i(1) <0, / wi(T)dr < 1 (4.3.5)
0

kosullarin1 saglayan C'! simfindan negatif olmayan fonksiyonlardir.

(A3) Kabul edelim ki

max {/OO w1 (T)drT, /OO WQ(T)dT} < :I_ 1 (4.3.6)
0 0

olsun.

Calisma boyunca ¢ = 1, 2 olmak iizere

(@i 09)(t) = [y @it — ) [|9(t) — 9()||* dr,
0<pi=1-[Cw(r)dr<1, (4.3.7)

p=min{p1, p2}

notasyonlarini kullanacagiz.

Oncelikle, (4.3.1) probleminin zayif ¢oziimiiniin tanimini verecegiz.
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Tanmim 4.3.1. (u,v) ikilisi [0, 7] aralifinda asagidaki kosullart sagliyorsa (4.3.1)
probleminin zayif ¢coziimii olur:

(i) u,v € Cy ([0,77, Hy(2)) ,

(if) we, v € Cy ([0, T, L*(2))

(i) (u(0),v(0)) = (u°,v") € Hy(Q) x Hy(%2),

(iv) (w(0), 0:(0)) = (u',v') € L*(2) x L*();
(

v) ,0 € H(Q) test fonksiyonlari i¢in hemen hemen biitiin ¢ € [0, 7] i¢in (u, v)

ikilileri ( t
(W' (t) ) — +Of o) ds

Oft <f (s — 7)Vu(r)dr, Vg0> ds
+bf<<|u’ —|—|v|) '(s )\p_lu’(s),<p> ds

(4.3.8)
— (1 9) +

<Ofsw2(8 — 7)Vo(r)dr, Vﬁ> ds
L {1+ ) I (51 0)
= [ tf (u(s) o(5)) . ) .

o

(Vu(s), Vi) ds

esitliklerini saglar.

Teorem 4.3.2 (Lokal varlik). (A1)-(A2) kosullar1 saglansin. 7; > 0 olmak iizere

[0, Tp] araliginda tanimli bir tek (u, v) lokal zayif ¢oziimii vardir ve bu ¢6ziim

1

B+ 5 [ [ IVu(s)” + als) [T0(5)] s

_1/ (@] © Vu)(s) + (wy o Vv)(s)] ds

(o o) o i
[ oo stogor) o

= E(0) (4.3.9)
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enerji 0zdegligini saglar. Burada

BW) = 30~ [ =69 Vuto))

%1—/&& )ds) || Vo (t)]*
% (1 0 Va)(t) + (@2 0 V) ()]
5 (It \|+n'mu)
/Q ) da (4.3.10)

dir.

Teorem 4.3.3 (Coziimlerin patlamasi). (Al), (A2), (A3) kosullar1 saglansin.
Ayrica r > max {k + p,l + p,0 + q, 0 + q} ve baslangic enerjisi

E(0) =

(el e P 4+ 7|+ 19°]°) = /QF(UW) da

S N

olsun. Boylece Teorem 4.3.2 de belirtilen (u, v) zayif ¢6ziimii sonlu zamanda patlar.

Bu calismada kullanilacak bazi temel esitsizlikleri baz1t C' > 0 sabitleri ve her
x,y € R i¢in asagidaki gibi ifade edecegiz:

Vp > 0 igin

(e~ e =y y) (= y) > Clo — gy, (4.3.11)
VIl > 1icin
ol = Iyl < Cla =yl (Ja ™ + 1ol (43.12)
ve Vm > 0 icin

x| 2 — |y|" | < Cloz—y| (=™ + |y|™) (4.3.13)
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dir. (4.3.11)-(4.3.13) esitsizlikleri ve f;, fo ve F' fonksiyonlari kullanilarak

|f1(u,v) - fl(ﬂagﬂ

< Co(lu—al+Jv=00) (jul"™ + o+ @l + o)
+C1 [l =3l [ul 7 (Jol 7 + 157
oy o L r=3  __r=3
u =@l 51 (Jul T+ 7l 7)) (4.3.14)
| fo(u,v) — fa(u,0)]
< Co(ju—al+ v =) (jul™" + o ™" + [l + o)

+C1 [lu =l ol = (= + @7
o o TEL r=3 __r=3
o =alfal® (jof ® + 57 )] (43.15)

veE

’F(u7v> - F@LF&)’
< Co(lu=al|+[v—="20]) (lu]" + " + [al" + [v]")

+C1 (Ju =@l o] + fil o = B) (Jul " ol 7 +]3)2 57 ) @3.16)

elde ederiz. Burada Vu, v, u,v € R ve Cy, C' ise pozitif sabitlerdir.
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4.3.1. Lokal Varhk
Bu boliimde, Teorem 4.3.2 yi li¢ adimda ispatlayacagiz.
1. Adim: Yaklasik ¢oziim

Ispat i¢in Faedo-Galerkin metodunu kullanacagiz. D(A) = H*(Q) N H(Q) ol-
mak iizere, sifir Dirichlet sinir koguluna sahip A = —A olsun. A pozitif, 6z-eslenik ve
ayrica kompakt bir operatoriin tersidir. Ayrica A pozitif 6zdegerlerinin sonsuz bir dizisi
{X\;:7=1,2,...} ve bu dzdegerlere karsilik gelen L?({2) i¢in ortonormal bir bazi olan
{e; : j =1,2,...} 6zfonksiyon dizisine sahiptir. Ayn1 zamanda {e; : j = 1,2, ...} dizisi
H{(92) igin de ortogonal bir bazdir.

{ex}, Vv nin bir tabani ve Py, L? () nin Vy lizerine dik izdiisiimii olsun. (4.3.1)
sisteminin lokal zayif ¢oziimiiniin varligini belirlemek i¢in A = —A operatériiniin {e; } >

j=1
ozfonksiyonlarina dayali standart Galerkin yaklasim semasini kullanacagiz. Oncelikle

N
N(t) =) un;(te
j=1

veE

|
.MZ

vn,;(t)e;
7=1

(4.3.1) probleminin V}y deki yaklagik ¢6ziimleri olsun. Boylece un (t), vy (t);j =1,2,...., N

icin asagidaki adi diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimleridir:

;

(Wh(t),e5) + (Vun(t), Ve;)
— (Jymi(t = 5)Vun(s)ds, Ve; )
((luw @F + Jon () [y (O un(8), ¢;)
= (Ailun(t),ox(0).¢5)

(R (1), ¢5) + (Vun(t), Vej) 4.3.1.1)

(folun(t),on(t)), €5)
UN(O) = PNU,O, UN(O) = PNUO,
uy(0) = Pyul, vi(0) = Pyo!
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Ozel olarak, (4.3.1.1)¢ ve (4.3.1.1);,

un;(0) = ud, vn;(0) =), wy;(0) =uj, viy,(0)=0] (4.3.1.2)

esittir. Burada 7 = 1,2, ..., N icin
0 0
u; = <u ,ej>,

U? = <v0, ej> ,

uj1 = <u1, ej>
ve

v} = <v1, ej>
dir.

Acikur ki (4.3.1.1), bilinmeyen uy ;, vy, ; fonksiyonlar1 ve tiirevlerinden olusan
stirekli dogrusal olmayan adi diferansiyel denklem sistemlerinin ikinci dereceden 2N X
2N boyutlu bir baglangi¢ deger problemidir. Bundan dolay1 Picard iterasyon metodundan
bazi Ty > 0icin uy j,vn; € C? [0,Tn], (4.3.1.1) in bir ¢oztimiidiir.

Simdi her N > 1 i¢in Ty nin baz1 7' > 0 ile degistirilebilecegini Oncelikle

gosterecegiz.

Lemma 4.3.1.1. 7' > 0 bir sabit olsun 6yle ki {uy} ve {vx} yaklagik ¢oziim
dizileri asagidakileri saglar.
(1) {un}, {un}; L= (0,T; H(Q)) da diizgiin sinirhdir.
(2) {uy}, {vi}; L (0,T; L*(2)) da diizgiin simrhdur.
(3)

{/O/Q (luw I + fow () () dxds}

\(

{// (lo ()17 ux ($)1°) feiy ()" d:cds}
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L>(0,T) da diizgiin sinirhdr.
Ispat. (4.3.1.1); denklemini u)y ;(t)ile (4.3.1.1), denklemini de vy ;(¢) ile carpalim
ve 7 =1, ..., N i¢in toplarsak

34 [l DI + (=1 0 Vaw) (1)
(1= o 1 (s) ds ) [ Vun(®) ]
+3w@ (1) [Vun ()] = § (@1 0 Vun) (1)
o (luw OF + fon () fup (O de
= Jo ) o )i 1
L4 (o @I + (@20 Vow) ()
(1 — Jy = ds) [Von ()]
1 (O IV (B - § (@0 Vow) (#)
o (low (OF + luy @) ok @) de
= Jo Falun (8), ox () (t)de

+

(4.3.1.3)

buluruz.
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(4.3.1.3) deki denklemleri taraf tarafa toplayip O dan ¢ < T’y ye integral alirsak

+ + e
N = N~ N= N N

+

t/ﬂ <|UN (3)|lC + |un (s)|l> |U§V(s)|p+1 deds
/Q <|UN (5)|9 + |un (s)|g) |U§V<S)|q+l drds
[y (0) ]| + ||v;\,(o)||2>

(”VUN(O)H2 + HVUN(O)HZ)

N / / [Fulun(s), vn(s))uly (s)

+ o=

MIH/\

+fa(un(s), vn(s))vy(s)] drds
< Oo+//f1 ux(s), o ()t ()
+fo(un(s), vn(s))vy(s)] dxds, (4.3.1.4)

elde ederiz. Burada Cy = C' (|u°|1’Q Nlg s et log |v1|0’9> pozitif bir sabit ve

un(0) = u®  wn(0) =% H}(Q)

un(0) = ut, vy (0) = ol L2(Q)

(4.3.1.5)

uzayinda giiclii yakinsak oldugundan yazabiliriz.
(4.3.1.4) deki son iki terim i¢in kestirime ihtiyacimiz var. Bunun i¢in (4.3.4),

Holder esitsizligi ve Young esitsizligini kullanirsak ve (4.3.2) deki Sobolev Gomme teo-
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reminden
/fl(uN,vN)ukdx
Q
o e et
< O [ (luw +onl Ju |+ on] 5 Jun] 7 fuy]) do
Q
r r / 2 it /
< Clluwllz + lowllop) el 4 lusls o) lowllsdesn ||uNH]
i 2r 2r r—1 r+1 2
< C [l + Nowlly + Nuls Ly llow 155 + el
< C{IVun ™ + [Von | + [[Vun|™ HWNHTHHIU’NHQ} (4.3.1.6)
buluruz. Burada n = 3 alindiginda 2r = 3(r — 1) = @ = 6 olur.

Benzer sekilde

/fg(uN,vN)vﬁvdx
Q

< C|IVunlP + IVl + Vol [Vun] + oy )] @3.07)
olur.

yn (1) == @1 + oy O + [Vun @) + [[Vox(t)]* alahm. Boylece
(4.3.1.4)-(4.3.1.7) ifadelerinin birlesiminden ve (4.3.7) deki kabiilden

YN (t) + % [(?I/'l < VUN) (t) -+ (WQ O VUN) (t)]

1 /[t 2 2
*E/O [@1(5) [ Vun (9)[* + @2 (s) | Vo ()] ds

2 [ o V) 6)+ (0 Tu) ()] s
= [ (o F + fo ) o) s
= [ (o 6+ s ()17 o)+ ds

< CO+O/ yy ()" ds (4.3.1.8)
0

olur. Burada Cy = C' <|u0|17Q g et log s |v1|079) > 0 dir. Ozellikle

t
yn (1) < Co+ 0/ yn (s)" ds (4.3.1.9)
0
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esitsizligi saglanir. Bu nedenle, standart bir karsilagtirma teoremi kullanilarak (Lak-

shmikantham ve Leela 1969) (4.3.1.9) dan yy (¢) < z(t) elde edilir. Burada z(t) =
1

[Co" = C(r—1)t] " *dirve

z(t):C’o%—C/otz(s)rds

Volterra integral denkleminin ¢oziimiidiir. z(¢) sonlu bir zamanda patlamasina ragmen

(r > 3 durumunda) yine de 0 < 7" < Ty olan bir zaman var sdyle ki V ¢ € [0, T igin
yn (t) < z(t) <G4

dir. Burada C}, N ye bagh olmayan pozitif bir sabittir. Bu nedenle her N > 1 igin
Vt € [0, T] olmak iizere
yn (t) < Cy (4.3.1.10)

olur. Lemma 4.3.1.1 in ilk iki 6zelligi elde edildi ve son ozellik ise (4.3.1.8) den elde

edilir.

Not 4.3.1.2. Lemma 4.3.1.1 in ispat1 listlerin 0 < p,q < 1 aralifinda olmasi
kabuliine dayanmaz. Bundan dolay1 Lemma 4.3.1.1 deki ifadeler p, g > 0 degerleri i¢in
saglanir. Simdi Lemma 4.3.1.1 den (uy, vy) dizilerinin alt dizileri vardir ve hala (uy, vy )

olarak gosterilirler soyle ki N — oo yakinsarken bazi u,v € L™ (0,T, H} (Q2)) i¢in

uy —u, vy —v; L®(0,T, H} (Q))

uy = o, vy = vy L0, T, L? ()

(4.3.1.11)
uzayinda zayif * yakinsar.
Ayrica, 0 < p, g < 1 kosulu altinda agagidaki giiclii yakinsama sonucuna ulasiriz.

Lemma 4.3.1.3. Yaklagik ¢coziim dizileri olan ux ve vy

{UN} ) {UN} 5 L (07 T7 H& (Q))
{un}, {vi}s L2(0,T, L7 (Q))

4.3.1.12)

uzayinda Cauchy dizileridir.
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Ispat. (uy,vy) ve (ur,vy) iki yaklasik ¢oziim ¢iftini ve genelligi bozmadan N >

L alalim.

Uur j (t) =L, (t) = O, ] > L

olmak tizere

ve

olsun. Boylece uyy ve vy ¢0zlim ¢ifti j = 1,2, ..., N i¢in

( t

(Wep, ) + (Vunz, Ves) — < @t = 5)Vun(s)ds, vej>
o ((hul” + o) P~ iy = (laal* + o) g P g )
= (filun,vn) = fi(ur,vr),€5),

(Vi €5) + (Vonr, Veg) — <f0t wy(t — s)Vunr(s)ds, Vej>
o ((fowl” + Jul®) ol o = (Joul’ + ul®) 1051 o, e5)
= (fa(un,vn) — falur,vr), e;5)
unr(0) = Pyu® — Pru®,  wnp(0) = Pyv® — PP,

un (0) = Pyul — Prut, v, (0) = Pyv' — Prot

\

saglar.

(4.3.1.13)

(4.3.1.13); denklemini )y ; () — u7 ; (t) ile (4.3.1.13), denklemini ise v}y ; (t) —
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vy, ; (t) ile carpalim ve j = 1, ..., N igin toplarsak

L [l O + (1= fy =1 () ds ) [ Vuws(8)] + (1 0 Vun) (1)
+1 (1) [Vuns O = § (@ o Vue) (1
o+ ( (funl + lonl") " iy (|uL| o) g P i )
= (fiu (5), 05 (5) = filus (), vp, (6), u, (1)
L [lons O + (1= fy =2 () ds) [Vons (@) + (2 0 Vons) (1)
+3s (1) [ Vonr (D] = 3 (wh o Vowi) (1)
o+ ((fowl” =+ Juwl®) fo |~ o = (Jonl” + ugl) [0 1% 0, v, )
= (falu (6), 03 (5) = folus (1), vp (), viv, ()

(4.3.1.14)

buluruz. (4.3.1.14); deki son terim icin kestirim elde etmek i¢in (4.3.4) i kullanirsak

[(frlun (1) ,un (1) — filup (£) ,vp (1), uy, ()| < GL+ G+ Gy (4.3.1.15)

elde ederiz. Burada

G
Go

Gs

= Co/ (Juncl + fowcl) (un™™ + fon ™"+ Jus™ + Joo" ™) |uiy, | de,
Q
r—1 r—1 r—1 ,
= O [ Jowallunl™ (Jowl T + sl ) July,) de,
Q

r4l r=3 r=3 ’
= 1 [ fune el (Jun] ™ + ug] ™) Jupy| de
Q

dir. Gy deki her bir terimin kestirimini elde edebilmek i¢in Holder esitsizligi, Sobolev

GOmme teoremi ve Young esitsizligi uygulanilacak ve ayrica Lemma 4.3.1.1 deki simirlhilik

ifadesi kullanilacaktir. Ozellikle, G terimi icin n = 3 iken 3(r — 1) = 6 olmak iizere

/ (unc) + owe]) fuw ] ey | do
Q
(lunzllg + lowells) lewligs Tl
)
r—1
C (IVunsll + 1Vonz ) [Fan 7" ey

< CIVuncl + [IVovel) [luy. (4.3.1.16)

IN

IN
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buluruz. Buradan da
G < € (IV (ux =) + 1V (o — 00 + 1) (43.1.17)
olur. Benzer sekilde (G, deki terim ise

-1 r-1
/ fone) | T Jon] 7 ey | de
Q

r—1 r—1
< lowally lullZyy lowlla s Tt
=1 r—1
< CIVune|[IVan = [Von = flui |
< Ol Vonel[Juyll (4.3.1.18)

olur. Boylece

Gy < C (||WNL||2 + ||u’NL||2> (4.3.1.19)
sonucuna ulagiriz. n = 3 durumunda r = 3 oldugundan G5 terimi

r+1
2

r+1 r—3
/QIUNLIIUNI *on] ® Juyplde < flunelle [onll st eyl

2

C||Vuni]| |wn gl (4.3.1.20)

IN

olur. Ayni sekilde n = 1,2 durumu i¢in ise G3 deki son terim i¢in kestirim kolayca

bulunur ve

Gy < C (IVune > + llu. ) 4.3.1.21)

olur. (4.3.15) den

(ol (1), on () = filus (£) v (8)), whyy, (8))]
< O (IVunzll + [ Vone > + ) (4.3.122)

elde ederiz. Benzer sekilde

[(f2(un (1), on (1) — falur (t) oL (), vy, ()]
< C <||VuNL||2 + [ Vonz|? + ||v§VL||2> (4.3.1.23)
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olur. (4.3.1.14) ve (4.3.1.22)-(4.3.1.23) {in birlesiminden

.

\

3 “uNL || + (@1 © Vunyr) (1)
(1= o= () ds) IVus(0]?]
5 Jy @1 (s >me< )I* ds = § (@ © Vuwe) (1)
o Jo [ (T o) Jue "
= (lun o foel) g P ] o
< C (IVunc)* + IVoncl + lunel?)
s ot t)[I” + (w2 0 Vonz) (t)
+ (1= fy =2 (9)ds) IVons )]
+3 Jy @2 () [ Voww(s)|* ds — 5 (= o Vo) (1)
+ Jo [ (Jowl” + unl? )w L
= (el + usl?) o317 0} | vy
< C (IVawcl + [ Vone® + llone )

(4.3.1.24)

elde ederiz. (4.3.1.24); denkleminin her iki tarafina

/Q (IuL OF + [vz (t)|l) uly (P () Wy, () da

terimi eklenirse

am
= s O + (1 0 V) (0

+ (1= [[=10)8) Ivwiort]
+ / @ (5) [ Vuna(s)]* ds — 3 (a2} © Vuur) (1)
[ (lun OF + e 1) (R (0F s 0

— Ju, (O iy (8)) i (8) do
C (IVuncl® + [ Vone | + i, ) + Ha (2 (43.125)

l\')l»—l
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olacak sekilde buluruz. Burada

) = = [ [luv O = us 0

lon () = Jor, O] luy (OF i (), (1) de - (43.1.26)
dir.

m = [ (u®F o)

x (e (O (1) = Ju ()" (1)) wiy (8) dw (4.3.1.27)
olsun. Simdi, (4.3.11) i kullanirsak
Hy (t) > C/ <|uL ®)* + [oz (t)|l> iy, () da (4.3.1.28)
Q

buluruz. Ayrica

m@l < [ [l OF = @

+ oy @) = Jvr (t)|lH iy (O |y, ()] de (4.3.1.29)

olur. Burada her iki terimin benzer sekilde kestirimini elde edecegiz. Bunu yapmak i¢in
0 = ﬁ ve Holder indislerini {%, 6, %, ) } olacak sekilde secelim. Ayrica n = 3
iken £ < 3(1 — p) kabuliimiizden ve 0 < p < 1 oldugundan dolay1 1 < § < 2 olur.

Boylece Holder esitsizligi, Sobolev Gomme teoremi ve Lemma 4.3.1.1 uygulanarak

[l OF b OF oty 0OF s 01

< c / e (1) = g, (O] (Jun O+ Jug, ) Juhy OFF e, (8)] da
< C (Jluw @™ + s OI§) e 0l Iy @ e, @
< O Vuwe O] ey ()] (4.3.1.30)

bulunur. (4.3.1.29) daki ikinci terime de benzer hesaplamalar uygulanir ve § = 675})71
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aliirsa
[ o @0 = o OF |1ty OF a0 de < € Vo O 1 @] 33130
olur. (4.3.1.29)-(4.3.1.31) esitsizliklerinin birlesiminden
|Ha (1) < G [HVUNL O + [ Vone @) + [l ()] (4.3.1.32)
sonucuna ulasiriz. (4.3.1.25), (4.3.1.28) ve (4.3.1.32) den

& [l (DI + (10 V) (1)

at L
(1 _ /0 @ (s) ds) ||VuNL(t)|I2}

1 [t 1
+3 [ = @) IVuxa() ds - 5 (0 Vuxs) (¢
0

+0 [ (e OF + 10w (O I (O d

< Oy (HVuNL!!2 + [ Vonel® + llu 1 + HU§VL|F) (4.3.1.33)

—+ N | —

buluruz. (4.3.1.24), denklemine de benzer islemler uygulanirsa

& [Ive OIF + (2 0 Vows) (1)

dt .
(1_ /0 s (5) ds) ||WNL(t)||2}

+5 | =2 (9 IVona(s)|ds = 5 (= 0 Towa) 1)

—+ DN | —

2
+C/Q (IvL () + Jur, (t)\@) Wy, ()7 da
< Cs <HVUNLH2 + HVUNLH2 + HUINLHQ + HU§VLHQ> (4.3.1.34)

olur.

Y (1) = [luy, (O + [[oiz 01 + IV (O + [Voxe ()]
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olsun. Simdi (4.3.1.33)-(4.3.1.34) den

1 t 2 2
Yni (t)+;/0 (@1 (5) [IVune ()] + @2 (5) [[Vonc(s)[] ds

% (1 0 Vuny) (£) + (5 0 Vonr) (1))

_1 / [(wll <o VUNL) (S) + (wlg ¢ VUNL) (S)} ds

P Jo
+0 [ [ (lun OF + oo OF) s (O s
+0 [ [ (1on 00 + s ) ey (01 s
1 t

< Y (0) +C / Y (s)ds, (4.3.1.35)
0

buluruz. Burada Yy, (0) := ||ty (O)|” + |05, (O + | Vuns (0)])* + || Vowz (0)| dur.
(4.3.1.5) deki baglangi¢ datasinin gii¢clii yakinsamasindan L, N — oo yakinsarken
Ynr (0) — 0 dir. Boylece (4.3.1.35) den ve Gronwall esitsizliginden

1
Yy (t) < ;YNL (0)efT =0 (4.3.1.36)

elde ederiz. Bu durumda (4.3.1.35) ve (4.3.1.36) esitsizliklerinden (4.3.1.12) yi elde ed-

eriz ve ispat tamamlanir.

Not 4.3.1.4. Kabul edelim ki (uy,vy) ve (ur,vr), Lemma 4.3.1.3 iin ispatinda

verilen yaklagik ¢oziimler olsun. Boylece (4.3.1.35) den

tim [ (Jus, O + o (0] ludy, (P do =0
N,L—o0 Q

veE

Jim [ (lon OF +lur (1) [ (O dz =0

olur. Ayrica (u, v) fonksiyon ¢ifti vardir ki

uy = u ve vy — v; L= (0,7 : H} (2))

uy = u' ve vy = v L (0, T : L?(Q))

(4.3.1.37)

uzayinda gii¢lii yakinsar. Lemma 4.3.1.3 iin sonucundan iki ayr1 sonuca ulagiriz. Birincisi,
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kaynak terim ile ikincisi ise soniim terimle ilgilidir.

Sonug 4.3.1.5. N — oo yaklagirken yaklagik ¢oziim dizileri {uy} ve {vy}

fl(UN,UN) — f1<u,1}),

(4.3.1.38)
fQ(uNa UN) — fZ(u7 ’U),
L>(0,T, L?()) uzayinda gii¢lii yakinsar.
Ispat. (4.3.4) ii kullanarak
|filuy (), on () — fi(u (@), v (@) < Ki + Ko + K3 + K4 (4.3.1.39)

buluruz. Burada
K, = CO/|uN—U|2 <\UN|2(T—1)+|UN|2(7~—1)+|u‘2(r—1)+|v|2(r—1)> dr,
Q
K2 _ C()/|'UN—'U|2 <|UN|2(T71)+ |,UN|2(T71)+|U|2(7‘71) + |,U|2(T71)> d..'lf,
Q
K, — CI/yUN—vmuNr—l (ol + o) da,
Q

K, — Cl/|uN—u|2]U|r+1 (| + [u]™?) da

Q

dir. Simdi K; ve K deki terimlerin kestirimini elde etmek i¢cin Holder esitsizligi, Sobolev

Gomme teoremi ve Lemma 4.3.1.1 deki sinirlar kullanilirsa

2 2(r—1 2 2(r—1
/ fux — P fun " dz < fluy — al? 20
[9]

IN

CIV (un = u)||* [ Vx|

N

< OV (uy =) (4.3.1.40)
buluruz. Burada n = 3 iken 3(r — 1) = 6 dir. Bu durumda her ¢ € [0, 7] i¢in

K+ Ky < C(||V (un (8) —u ()] + |V (on (£) — v ()] (4.3.1.41)
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olur. Ayn1 sekilde K5 deki terim

/ jon — vf? fun|" fun]" de
Q

< low = vllg llunllzg 2y llowllst oy
< C|V(on (t) —v ()] (4.3.1.42)
olur. K4 deki terim de benzer sekilde elde edilir ve
Ky + Ky < C(|V (un () —u ()] + |V (o (£) — v (1)]1%) (4.3.1.43)

bulunur. Boylece Lemma 4.3.1.3 de saglanan giiclii yakinsama (4.3.1.39), (4.3.1.41) ve
(4.3.1.43) ile birlikte (4.3.1.38) deki birinci yakinsamay1 kanitlar.

Sonuc 4.3.1.6. Yaklasik ¢oziimlerin alt dizileri vardir ki {uy } ve {vy } ile gosterilmektedir.

Wr = Q x (0,T) olmak iizere L? (W7) de

)
| " iy = Jul® [

Y

)

l —-1 l -1
o e Py — fol P of B
on|” Jo |7 oy — Jof” o'

)

N e e U G

zayif yakinsar.
Ispat. Lemma 4.3.1.3 deki giiclii yakinsama ile yaklasik ¢coziimlerin alt dizileri

{un} ve {vy} olmak iizere vardir ve Wy bolgesinde

UN — U Ve Uy — U,
N N (4.3.1.45)

uy —u' ve vy — v
saglar. Ozellikle W bolgesinde

un|* [y [Py — Jul® P (4.3.1.46)
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olur. (4.3.1.46) ile her N > 1 i¢in

k -1 k
o o N P L T
k
< Vun ] i |
< Cr (4.3.1.47)

birlesiminin analizinden (4.3.1.44) deki ilk yakinsamayi elde ederiz. (4.3.1.44) deki diger

ifadeler de benzer sekilde ispatlanir.
2. Adim: Yakinsama

Teorem 4.3.2 deki lokal varligin ispatin1 tamamlamak icin her ¢ € [0, 7] olacak

sekilde (0, t) aralifinda (4.3.1.1) esitliginin integralini alirsak

.

(i (£), €5) = (U (0), €5) + Ji (Vun(s), Vej) ds
e fot <f0$ wi(s — 7)Vuy(7)dr, Vej> ds
o Jo (Tl + ol [P~ ;) ds
= fot (fi(un(s),vn(s)),€;) ds,
(Ui (1), e5) — (W (0), e5) + [y (Von(s), Ve;) ds
- fg <f05 wy(s — 7)Vuy(7)dr, Vej> ds
+ Jo ((lowl” + lunl®) loxl*™ i, e; ) ds
k = J§ (falun(s), vw(s)), ¢;) ds

(4.3.1.48)

buluruz. Lemma 4.3.1.3 deki giiclii yakinsama, Sonug 4.3.1.5, (4.3.1.5) ve Sonu¢ 4.3.1.6
daki zayif yakinsamay1 kullanarak, (4.3.1.48) limiti kolayca bulunur. Bu durumda u,, v; €
L>(0,T; L*(Q)), u,v € L*(0,T; H} (2)) ve Tanim 4.3.1 deki gereklilikleri saglayan
bir (u, v) fonksiyon ¢ifti vardir. Bu nedenle, zayif lokal ¢6ziim elde edilmis oldu.

Ayrica, ikinci mertebeden tiirevlerle ilgili olarak asagidaki sonucu yazabiliriz (Han

ve Wang 2009, Rammaha ve Sakuntasathien 2010).
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Lemma 4.3.1.7. u;,v; € L™ (0,T;L* (), u,v € L>(0,T; H} (Q)) olsun ve
(u,v), (4.3.1.8) esitsizligini saglasm. Bdylece H'(Q2), H} () m dual uzayr olmak

iizere
t t
Au, Av, u", ", / wi(t — s)Vu(s)ds, / ws(t — 5)Vu(s)ds € L™ (0, T; H™' (Q))
0 0

dir.
3. Adim: Teorem 4.3.2 deki enerji 6zdesliginin ispat1

u; ve vy nin diizgiinliigiinden dolay1 (4.3.1) deki denklemleri u; ve v; ile direk test
edemedigimizden dolay1 Dy ve Dy, z katsayilarini kullaniyoruz ve katsayilarin 6zellikleri
(Koch ve Lasiecka 2002) referansindaki gibidir.

Hery € C,, ([0,T], L? (Q)) fonksiyonu, h > 0 ve s € (0,7') olmak iizere

Duy (5) = g (e s+ h) — e (5 — ) (4.3.1.49)

olsun. Burada s € (0,7T) i¢in y. (s) = y(s); s > T igin y. (s) = y(T); ve s < 0 i¢in

Ye (s) = y (0) dzelliklerine sahip y. (s), y (s) nin R ye geniglemesini gosterir.
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i [ s (). D 51y s = & [l (01" = e 1]
flg%oft (v (), Dive () g2y ds = 5 [[loe (DI = e ()11,
Eﬂf (Vu(s), DaVu(s)) paoy ds = 3 [IIVu (01 = [V (0]
fim [ (90(5) Du¥ (5)) ey ds = § [IV0 0 = 90 O],
lim [ Fon(s—7)Vu(r)dr, Divu(s))  ds
h0 <t0 t >L2<Q> (4.3.1.50)

— 4= ) dsITu Ol ~ 4 ] (=0 V) (5)ds
(o V) 0+ 4 @1 (5) [Vu(s) P ds.

}lli_%bf <t0f ws (s — 1) Vo (1) dr, Dtth (s)>L2(Q) ds

=3 [ () ds [Vo O)I° = 3 [ (@50 V0) (5) ds
1 (@20 Vo) (1) + ;jwa (5) V0 ()] ds

olur. Ayrica,

limDpu = ug, limDyv = v L?(0,¢ L (Q)) giiglii yakinsak,
h—0 h—0

lim Dyu (0) = 3u, (0), limDyv (0) = v, (0) 5 L? (Q) zayif yakinsak, — (4.3.1.51)
h—0 h—0

limDyu (t) = 2w, (1), limDyo (t) = 1v; ()5 L* (Q) zayif yakinsak

h—0 h—0

2

ve her s € (0,1) i¢in

lim Dy (s) = u, (s) ve im Dy (s) = v, (s); L* () zayif yakinsaktir.
h—0 h—0

Simdi, (4.3.1) deki denklemleri Dyu ve Djv ile carpar ve Q2 x (0,t) iizerinde
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integral alirsak

fot Jo (un — Au + fot wy (s —7)Au(s) ds> Dyudzds
+ f(f fQ (|u‘k + ’U|l> ’Ut|p_1 Uchudl‘dS
= 1 (w,v rhuaxas
Ji Joy F1 (u,v) Dyudads,
Jo Ja (vtt — Av+ [ @y (s —T) Av (s) ds) Dyvdzds
+ fot fQ <|v|9 + |U|Q> |Uzt|qi1 v, Dyvdxds
= 2 (U, v pvadxrds.

(4.3.1.52)

u, v) nin diizgiinliigiinden de goriilecegi iizere
(u,v) giinlig g g
Fi (o) fa (), (Jul + ol ) feel ™, (Jol” =+ ) oo~ v € L2 (2% (0,7))

dir (bakiniz (4.3.1.44)). Bundan dolay1, (4.3.1.52) deki lineer olmayan terimlerin h —
oo yakinsarken limiti alinabilir. Ayrica, uy — Au + fot w (s —7) Au(s)ds ve vy —
Av+ [Ty (s —7) Av(s)ds € L? (2 x (0,7)) oldugunu belirtelim. {.,.); H~' (Q) ve
H;j () m i¢ carpimuini gostersin. Boylece, u, v nin diizgiinliigiinden ve (Koch ve Lasiecka

2002) nin elde ettigi sonuglardan

¢

. 1

}llli% (ug (8), Dpu(s)) ds = 5
0

(e ()11 — Il (0)]1%] (4.3.1.53)

olur. Lemma 4.3.1.7 ve utt—Au—ka w1 (s —7)Au(s)ds € L? (2 x (0,T)) olmasindan
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dolay1 (4.3.1.50) ve (4.3.1.52) den

Héofthf (utt — Au+ fot @y (s —7) Au(s) ds> Dyu (s) dzds
Oftg <utt Au+f0 wy (s —7)Au(s )ds> wdxds
:}IL ! [Oft (g, Dpu (s —l—oft ), DpVu (s )>L2(Q) ds
t @y (s —7)Vu(s)ds, D,Vu (4.3.1.54)
of<f0 ! ) Vu(s)ds, DaV ()>L2(Q)1
= 5 [l O = llue O)IFF] + 5 [IVa @I = [Vu (0)]]
—%Ofwl()dSHVU()H 5 (w10 Vu) (1)
4@ (91906 ds — 4 (= 0 V) (1)
olur. Benzer sekilde
}lLiLr(l)Ofts{@tt—AqufOWQ(s )Av()ds)th()dxds
= ftf (vtt — Av+ [y (s —7) Av( )ds) vidzds
o .
= ;lll_r,% |:Z)[ <Utt>Dh'U (8)) ds + L({' <VU (S) ,DhV’U (S))LQ(Q) ds
T 43.1.55
_ Of <f0 wsy (s — 7) Vo (s)ds, DV (S)>L2(Q):| ( )
=3 [lloe O = loe (O] + 5 [IVe DI = V0 (0)]7]
_% Ofw2( s)ds||Vv (15)||2 ; (g © V) (1)
+4 [z 9) 90 () ds = 4 (o Vi (1)
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elde ederiz. Sonug olarak, (4.3.1.52) in h — 0 yakinsarken limitini alirsak

( L/ O] + (1 0 V) (£)]
1 (1= Jy @1 (s) ds) [ V)]
+3 (8) [ Va@®)|* = 5 (@] o Vu) (1)
i (o +|v<>|l) W @) deds
fot Jo Fi(u (8))w(t)dwds
5WWUH+WMWH7 (4.3.1.56)

L [len (01 + (2 0 Tow) (1)
+1 (1= Jy =l ds) [Vun ()]
1 (O IV = § (0 Vow) (2)
+ Jo (Jow OF + Jux (1)1°) iy (D] da
= Jo Falun(t), vx (£))vly (1)
+1 v ) + 70 (O)IF°]

\

(4.3.1.56) deki denklemleri taraf tarafa toplarsak ve
Fi(u(s),v(s))u' () + fa (u(s) v (s)v" (s) = - F (u(s),v(s))

kullanirsak enerji 6zdesligi elde edilir.

4.3.2. Teklik

Bu kisimda ki amacimiz Teorem 4.3.2 deki teklik ifadesini ispatlamaktir.

Lemma 4.3.2.1. (u, v) ve (u, v) ikilileri; Tanim 4.3.1 de belirtilen [0, 7'] araliginda

tanimli (4.3.1) baslangi¢-sinir deger probleminin zayif ¢oziimleri olsun. Boylece (u, v)

(w,v) dir.
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Ispat. y = u — @ ve z = v — ¥ olsun. Bdylece y ve z,

;

Yu — Ay + [ @i (t — s)Ay(s)ds + (|u! + |v] ) gy
- (|u| 1011 ) [l ™ = fu(u0) = £ (@5), Q% (0,T),
Az+f0 wa(t — s)Az(s)ds + (!U| + |ul? ) v |* " vy
- (\v| 1) [7l = fo (,0) = f2 (@5), Q% (0,7),
y(x,0) =0, y (x,O) =0, z(z,0) =0, z (z,0) =0, Q
y=2z=0, 002 x (0,7)

(4.3.2.1)

\

saglar. y;, 2 € Cy ([0, T],L?*(R)) oldugundan dolay1 (4.3.2.1) deki y; ve z li den-
klemleri direk test etmek i¢in standart enerji kestirimlerini kullanamadi§imiz i¢in istenen
teklik sonucunu elde edemeyiz. Bundan dolay1 D;y ve D,z katsayilarin1 ve katsayilarin
ozellikleri ((4.3.1.49) da tanimlanan her sabitlenmis ¢ € [0,7] gibi olacak sekilde) ve
(4.3.1.50)-(4.3.1.51) ve (4.3.1.53) deki 6zellikleri kullaniyoruz.

Oncelikle, Holder esitsizligi, Sobolev Gomme teoremi ve n = 3 iken r = 3

kabuliinden

/ o) de <
Q

ul* - o ful o] de

Q/ |
/1

2r r+1
< O [l + ol + sy ol |
Q
2r 2r r—1 r+1
< CIVul™ + IVl + [Val ™ [IVo] ]
2r 2r
< C(IVul™ + Vo) <C

buluruz. Bu durumda f; (u,v) € L?(Q) bulunur. Benzer sekilde f, (u,v) € L* ()
oldugunu da gosterebiliriz.
(]u\k + !v!l) s P e, (w n \uyg) (09 v, € L2 (Q x (0,T)) ve (4.3.2.1) den-

kleminden

Y (8) — Ay (s) + fos wi(s — 7)Ay(r)dr € L* (2 x (0,T)),
zu () — Az (s) + [ wa(s — 7)Az(T)dr € L? (2 x (0,T))

(4.3.2.2)

olur.

(4.3.2.1)1 denklemini Dyy ve (4.3.2.1)y denklemini de Dy, z ile ¢arpip 2 x (0,¢)
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bolgesinde integral alirsak

(

f(f fQ (ytt (s) — Ay (s) + fos w(s — T)Ay(T)dT) Dyy (s) dxds
— Jo Jolfi (u(s), v (s)) = fr (@ (s),(s))] Duy (s) dads
— Jo Jo [ (ll* =+ 1o ) "y = (|l + 171" (@]~ @] Diy (5) dds,
fo Jo (21 (s) = Az (s) + [ wals — T)Az(7)dr) Dyz (s) dads
Lo ()0 (9)) — fo (5 (5), T )] Dus () dds

= = Sy Jo [ (1ol” = 1l®) Tl v = (1817 + [@1°) [0 5| Doz (5) dads,

(4.3.2.3)

elde ederiz. Simdi ise h — 0 yakinsarken (4.3.2.3) {in limitini alalim. Lemma 4.3.1.7 den

/Ot/Q <ytt (s) — Ay (s) + /OS w1 (s — T)Ag(r)dr) Dyy (s) dzds

_ /0 (Yu (), Dny (s)) ds — /0 (Ay (s), Dyy (s)) ds

o ([ @als =msuw)ir. uy () s

(Y (tt) , Dry (t)) — (4 (0) , Dpy (?)>
- / (e (5) , Dy (5)) ds + / (Vy (), VDyy (s)) ds

— Ot </05 wi(s — 7)Vy(r)dr,VDpy (s)> ds

e 6). Duy () [0 (5). Du () s

+ /t (Vy(s),VDpy(s))ds

- /0 t < /0 o1 (s — 1)Vy(r)dr, V Duy (s)> ds (4.32.4)
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olur. (4.3.1.51) ve (4.3.2.2) yi kullanarak, (4.3.2.4) iin limitini alirsak

i | y (6 = A0+ [ @u(s = 8y(r)ir ) Duy (5 o
- [ gl (06 = A0 () + [ uls = ) 8p(r)ar ) (5 s

= Sl O + 5 (10 V) (1)

(1/w1 ) 17y (6)?

t

1
§/w1 s)ds||Vy (t)|]? —5/(w’1<>Vy) (s)ds (4.3.2.5)
0

0

buluruz. Benzer sekilde

5/@2 s)ds || Vz ()| —5/(w’z<>Vz) (s)ds (4.3.2.6)
0

0
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olur. (4.3.1.51), (4.3.2.5) ve (4.3.2.6) in birlesiminden

(

i@+ (1= fe@as) 19 01

# (@0 O+ [ @ () 19 ()P as)

=y Jo s (u(s),v(s)) — f1 (@ (s),0(s))] v (s) duds,
3 [Hzt | + (1 — 6[@2 (s) ds) V2 (t)|]2]
)

+1 ((wQOVz (t) + OftWQ (s)||Vz (s)||2ds)
o

(4.3.2.7)

+f(f fQ [<|U (s)]
~ () + i (s)
( — f(ffg[fz(u(s),v(

elde ederiz. Burada y (x,0) = y; (z,0) = z (x,0) = 2 (z,0) = 0 kabulii kullanild1.
(4.3.2.7) denkleminin her iki tarafina sirasiyla

t t
[ (o0l wndeds. [ [ (@ @) o vdods
0 Q 0 Q

terimlerini eklersek

(

: [uyt( O + (1 [ ()5 ) 190 01 + (@10 90) 0]
# [ () IV G ds = ] (09 6) s+ [ (5 s
— Ji Sy s ) 0 60) = 1 @ (6) T 6D () s+ [ o (5) s
: [Ha( DI+ (1 - @) ) IV O + (@20 V2) ()]

¢ ¢
+3 fw2 VIV ()| ds — s [ (@hoVz)(s)ds+ [ Ki(s)ds
0 0

(4.3.2.8)

—fofﬂ [fa(u(s),v(s)) — fa(u(s),v(s))] t()dxds—l-oftKg(s)ds
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buluruz. Burada

Ji(s) = [ (@ + 10l") [l w =l @) e,
Q

Ja () = = [ (lul* =" + ol = 31') jual"™" ey,
Q

VRN . [ (4.3.2.9)
Kl (S) = f ("U’ + |'U/’g> th’q Vs — |’Ut‘q 'Ut} th.T,
Q
K () = = [ (1ol = 51" + [ul® = [7°) [0l vizede
Q
dir. (4.3.11) deki monotonluk probleminden
() = eo J (11" +[3") [yl de,
Q@ (4.3.2.10)

elde ederiz. Ayrica (4.3.2.8) in sag tarafindaki terimlerin kestirimini elde etmek i¢in

(4.3.1.22) ve (4.3.1.23) esitsizliklerini kullanirsak

[ ) 06 = A @) T 6] (5) o
C (199 ()I + 192 ()2 + e (5)17)
[ 1) 06) = 51 @), T 2 ()
< C(IVy P+ IV I + 12 (5)?)

IN

ve

|J2 ()]
K2 (s)]

IN

C (IVy ()2 + 1V GIF + llge S)IP)
C (IVy ()12 + V2 ()12 + 122 ()]1%) (432.11)

A

elde ederiz. Simdi, (4.3.7) notasyonunu ve (4.3.11) esitsizligini kullanirsak ve

Y (1) = llye O + lze O + IVy O + V2 (@)
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seklinde alirsak o zaman (4.3.2.8)-(4.3.2.11) birlesiminden

t

1 2 2
Y(t)+;/[wl () [IVy ($)]I” + w2 () [V ()] ds

0

+— (w1 0 Vy) (t) + (w20 Vz) (1)]

(@) © Vy) (s) + (@3 0 Vz) (s)] ds

CO// al* + 1) 4 (817 + () )] dads

< C / Y (s)ds (4.32.12)

0

|
D= =
o\H~

buluruz. Gronwall esitsizliginden her ¢t € [0,77] igin Y (¢£) = 0 olur. Boylece (u,v) =

(@, v) olur ve ispat tamamlanir.
4.3.3. Coziimiin Patlamasi

Bu kisimda, Georgiev ve Todorova metodunu kullanarak Teorem 4.3.3 iin ispatin1
verecegiz.

Ispat. (u,v), Tanim 4.3.1 i saglayan ve (4.3.1) probleminin zayif ¢6ziimii olsun.

€ [0,7) igin
MO =@+ 0@, GO = [Fu@.omd @33
H(t) = ~B0)=— (v @O+ O])
o —/0 w1 (s)ds) [ Vu(t)]?
~501= [ =9 [Vo(o))
—% (o1 © Vu)(t) + (w2 © Vo)(t)] + G (t) (4.3.3.2)
olsun.
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Teoremdeki £ (0) < 0 kabuliinden H (0) > 0 oldugu sonucuna ulagiriz. Ayrica
enerji 6zdesligi (4.3.9) dan

H' () = 5 [@(t) |Va@)I]® +@(t) [Vo@)’]
(@) o Vu)(t) + (5 © Vo) (t)]

s [ (@ + o @) e i

¥ / OF + lu (1)) O de

> (4.3.3.3)
elde ederiz. Boylece, (4.3.3)dent € [0,7T) i¢in
0<H(O)<H@)<GE) <e(Jlu®) i+ o) (4.3.3.4)
sonucuna ulagiriz. Ayrica, (4.3.3)den 0 <t < T'igin
eo (Il ()51 + v ®)1751) < G () (433.5)

yazilabilir.

nd{ r=tp) r—(+p)
0 < )\<m1n{(p+1)(7’—|—1)’(p_|_1)(r+1)7
r—lotq) r—(0+qg r-1
(q+1D)(r+1)" (¢g+D(r+1)"2(r+1) } (4.3.3.6)

olsun. Ozellikle, (4.3.3.6) dan 0 < A < % oldugu kolayca goriiliir. |€2], 2 nin Lebesgue

Olciisii ve (4.3.3.5) de gecen ¢y > 0 sabit olmak lizere

r— (’H’P) r—(l+p)

r+1 r — rtl T
= EEH (0)PF00TD gy = B H (0)TTED 4337
41 _r—(ota) il _r—(0+a) (4.3.3.7)
V3 = —H (0) @D |y = ?H (0) @e+D
ve
k+p+1 —(k+p) l+p+1 +p)
o1 =c T+ (r+1) |Q|m 0o = C T+ (r+1) |Q|m
e 2o ’ (4.3.3.8)
~ 0T | () et — T ||
03 = ¢y |Q| @D gy = ¢ |Q] (a+D)(r+1)
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degiskenlerini isimizi kolaylastirmak i¢in kullanacagiz. 0 < \ < % oldugundan ve 0 <

e < 1 araliginda yeterince kiigiik seg¢ilirse

pt1 1 ktp—r

A=1-X—2 {alwﬁ (0)we+n A

p+1 1 I+p—r
+o0, P Y P (0) GO TA

otq—r
t0,7 g " H (0)@neen T

g+l 1 0+q—r
o A
+o," v, *H (()) (aF D) (r+1) ]

>0 (4.3.3.9)

olur. € degeri daha sonra belirlenecektir.

(4.3.3.9) daki € nun kii¢iikliik kosulu

11—\ > Ce [H (0)7@%’0@11)“ +H (())Tﬁ)p(_r‘il)“
+H (0) @t L g (())ﬁﬁ&%n“

> CeH(0)™" (4.3.3.10)

esitsizligini saglacak sekildedir. Burada

r—(k+p) r—(+4p) r—(o+q) r—(0+q | .
_AJFmaX{ PrrtD) > Pt b 7 gt ) } : H(0) 2 1,

: r—(ktp) r=(4p) 7=(otq) r—=(0+q) | .
—)\—{—mm{ DO) PO glrh) 0 qrt D) } :0< H(0) <1

- (4.3.3.11)

ile n > 0 olur. Boylece, yeterince kiigiik bir genel sabit olan ¢ > 0 igin ¢ = cH (0)"

olacak sekilde secersek (4.3.3.9) saglanir. Bu nedenle,
e =min{1,cH (0)"} (4.3.3.12)

olarak secilir. Burada asil ilgilendigimiz durum yeterince kiiciik / (0) > 0 olmasi duru-
mudur.

M (t) nin tanimindan

M'(t) = 2/ [u' (t)u(t) + o' (t)v(t)] dz (4.3.3.13)
Q
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olur. Ayrica (4.3.8) den her , 9 € H} (Q) igin

(4.3.3.14)

:—<Vv(t),V19>+<b;w (t—s)VU(s)ds,V19>

olur. Burada (.,.) gosterimi H~! (Q) ve H} (€2) arasindaki ikili eslesmedir.
Simdi, (4.3.3.14) ii kullanarak

d

dt
Q

= [l @I + (), u (1))
= | @) = ||Vu (t)||2+/wl (t—S)/Vu (s) Vu (t) duds
0 Q

u (t)u (t) dx

- [ (@ + @) WO v ©us

[ R e (433.15)
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elde ederiz. Aym sekilde

di/v’ (t)v (t)dx

/

B+ (0" (), v (1))
Bl —1ve @)

ws (t—s) | Vu(s) Vo (t)dzds
/

—_ 2

= v

/

—~

= v

+

(o @ + o 1) W1 o @u()da

+ [ fa(u(@),v@)v(t)de (4.3.3.16)

SR L

olur. Boylece (4.3.4) denklemleri kullanilir ve (4.3.3.13), (4.3.3.15) ve (4.3.3.16) ifadeleri

birlestirilirse

wrt) = 2l @OF + I OIF)
~2(|vu () H2+||Vv()|!)

12(r+1) /F
+2 (/w1 (t—s) / S)Vu(t)da:ds)

( wo (t — 8) s) Vo (t dxds)

2 [ (o + o )r O™ ' (Byu(t)da

Q
2/ O+ o OF) WO Oedr 333.07)
Q
elde ederiz. 0 < ¢ < 1 olmak tlizere

Y (t)=H ()" +eM (t) (4.3.3.18)

106



FATMA EKINCI

olsun. (4.3.3.17) ve (4.3.3.18) den

Y'(t) = (1=NH() " H()

2 (o O + o' (1)
22 ([Vu O] + V0 (0))

t
+2¢ (/wl (t—s) /Vu Vu()dxds)
+2e (/w2 (t—s) /Vv )V (t da:ds)

0
+2e(r+1)G

(|u o OF) @) o/ (u(t)da

9 (yv )P+ v () ) W) (Be(t)dr (43.3.19)

O @\

olur. Young esitsizligini kullanirsak
t
/wl (t —s) / Vu (s) Vu (t) dzds
0 Q
t
_ / o (= s) / Vau (t) (Va (s) — Vu (£)) deds
0 Q

+/w1 (s)ds||Vu(t)

_/wl (5) ds [ Vu (0)]]* ~ (a1 0 V(1)

/wl )ds || Vu(t)

_ —Z(wl o Vu)(t) (4.3.3.20)

v
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buluruz. Ayni sekilde

t
1
/w2 (t —s) /Vv (s) Vo (t) dzds > _Z(wg o Vu)(t)
0 Q
olur. Boylece (4.3.3.19)-(4.3.3.21) ifadelerinin birlesiminden

Y'(t) = (1= H@ " H()

+2 (o O + ! ()])
2 (|Vu @) + V0 0])

—5%(731 o Vu)(t)

—g%(@ o Vo) (t) + 2 (r + 1) G (1)

~2= [ (@ + ) W @OF v Ou(t)ds

Q

2 / (Io 1 + o @)1) W' ()" o/ (t)u(t)da.

Q

elde ederiz. Simdi H (¢) nin tanimindan

[V @IF + Vo @)
1 / 2 ’ 2
1)+ (I @O + 1 @)
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dir. (4.3.3.22) ve (4.3.3.23) den

Y () > (1—)\)H(t)AH’(t)+5%H(t)

+9¢ % — %) (w1 o Vu)(t) + (w2 0 Vu)(t)]
1
+2¢e T+1—;)G(t)

2= [ (o @ +lu @) WO v ubde 43324
olur. (4.3.3.24) iin son iki teriminin kestirimi agagidaki gibidir:
/ (@ + o @F) [ OF " o (u(t)de
< /| S |de+/|v O fu®)| | (@ do
= Ll + Lo. (4.3.3.25)
Holder esitsizligi ve » > k + p kabuliinden
L= [lu@P 5 o WP s
Q
_p_ _1
p+1 p+1
< | fworworta) | [uorte
Q Q
, . k+pT1
< H O [lu@®),2k
» ktp+l r—(k+p)
< H (O flu ()], 1] Q7R (433.26)

elde ederiz. 0 < H(0) < H(t) < G (t), k +p —r < 0 oldugundan ve ayrica (4.3.3.5) ve
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Young esitsizligi kullanilirsa

H

Ly

IN

. _ k+p+1

0 FED ¢, TG (e ()78
= GO G ()7 A (1)

H (t)(rﬁr)% (0’1G (15)ﬁ H (t)p%>

IA

p—r ptl 1
< H(t) T {710 (t)+ o0, v, "H' (t)}
k+p—r ptl 1 k+p—r
< mH(0)TH G (t) + 0,7 v PH ()00 H' () (4.3.3.27)

sonucuna ulagiriz. Burada A nin tanimindan % + A < 0 oldugunu hatirlarsak

L, < ( )(r+1 (p+1) G( )

+

Foy? oy P H ()T H () HY ()

IN

e
p+l 1

o, "y P H ()T H () HY (1) (4.3.3.28)
elde ederiz. Lo nin kestirimini elde etmek i¢in Holder esitsizligi ve (4.3.3.5) kullanilirsa

L= [l@ O ju)]d

) TJlrl
< /!v /()P da /|U O Ju() P da
ey 1 p)
< H' (&)1 ||v(t )Hfil w ()44 |Q|(p+l)(r+1)
< oo H' ()7 G (1) T (4.3.3.29)

olur.

Simdi, (4.3.3.27) esitsizliginde k ile [ yer degistirilirse benzer sekilde

p+1

Ly < 4o H (0)TH5550 G (1) + 0u” v " H (0) 050 HA () H (1) (43.3.30)
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olur. (4.3.3.24) deki son terim i¢in de benzer adimlar uygulanirsa

[ (@0 + o) o et
Q

< / o (8)[ 1o ()] e + / u (D)2 [0/ (1) [o(t)] de

Q
= K+ K, (4.3.3.31)

olur. Burada K, K5 yi Ly ve L, gibi kestirimini elde edebiliriz, sirasiyla k yerine 6, p
yerine ¢, [ yerine p, u yerine v, ve v yerine u yazilabilir.

Soyle ki
Ky < 75 H (0)FE5750 G (8) + 0u® 7y * H (0)FHa0 2 HA (1) B (1) (4.3.3.32)
ve
q+1

q—r g+l _ 1 q—r
Ky < yaH (0)F0G G (8) + 0,7 ~, *H (0) TG ™ H= (1) H' (£)  (4.3.3.33)

olur. (4.3.3.24)-(4.3.3.33) esitsizliklerini birlestirirsek ve (4.3.3.9) daki A nin tanimindan

Y0 2 e H (0= NH @7 )
v2e (14 2) (I OIF + 1 )
1
+2e (; - —) wy © Vu)(t) + (g o Vo) ()]

1

+2¢ 7"+1——)G(t)
P

—2e (L1 + Ly + Ky + K]

AH™ (t)H' (t) + 5%H(t)

+2¢ (1 + %) (Hu’ O + I <t>H2)

2 <1 - 411) (1 0 Vau)(£) + (9 0 Vo) (1)

p

v

p—T

1 p—r
+2eG (t) (T +1—--— {’YlH (0) (pflr>(r+1) + v H (()) (P+1)(T+1)
P
__otg—r __Oda—r
+73H (0)@DEFD + ~, H (0) @ DE+D }) (4.3.3.34)
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buluruz. 7, ..., y4 lin tanimlarindan

W (0)FHT 4+ ,H (0) 7

+v3H (O) (q-&gj)q(:ll) + 4 H (0) (qf—Jlr)q(;-T-l)

r+1

= 5 (4.3.3.35)

elde ederiz. (4.3.3.6) ve (4.3.3.7) den

1 1 1 1
Tl 2.0, S-Zs0
2 p p 4

kolayca gorebiliriz ve A > 0 oldugundan (4.3.3.34) esitsizligi C' > 0 bir sabit olmak

lzere

v 2 2 (140 ) (WO + 1 OF) +25# 0

+%(T;1—%>Gu)

> Ce[ll O + v O + lu @I + o @I + 7 ()] @3.3.36)

elde ederiz. Agikgasi (4.3.3.36) dan Y (¢) nin (0, 7’| arahiginda artan oldugunu yani
Y (t)=H ()" +eM (t) > H(0)' ™ + M’ (0) (43.337)

sonucuna varabiliriz. M’ (0) > 0 durumunda ¢ iizerinde herhangi bir sinirlamaya ihtiyag

yoktur. Ancak M’ (0) < 0 durumunda ise 0 < ¢ < —% almamiz gerekmektedir.
Her iki durumda da ¢ € (0,7 i¢in
1 _
Y%OZ§H®YA>0 (4.3.3.38)
dir. Simdi ¢ € (0,7 i¢in
Y (t) > POy (1) (4.3.3.39)

1 1 2
C=1 Piza(l‘ (1_2»(7«“))
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ve C' pozitif bir sabittir. A nin tanimindan 1 < £ < 2 ve p > 0 olur.

1. Durum: Bazit € (0,7 icin M’ (t) < 0 bdylece ¢ nin boyle degerleri i¢in
Y (4) = |H (@) +eM (t)]g < H(@) (4.3.3.40)
olur ve bu durumda (4.3.3.36) ve (4.3.3.40) dan
Y/ (t) > CeH (t) > Ce""PH (t) > Ce'™**Y (¢)¢ (4.3.3.41)

olur. Bundan dolay1 her ¢t € (0,77 i¢in M’ (t) < 0 iken (4.3.3.39) esitsizligi saglanir.
Ancak t € (0,7] iken M’ (¢) > 0 durumunda ise (4.3.3.39) esitsizligi hala saglanir fakat
daha fazla calismayla. Tlk &nce

Y (<2 [H @) + M (t)f] (4.3.3.42)

dir. M’ (¢)° teriminin kestirimini bulmak i¢in Hélder esitsizligi ve Young esitsizligini

kullanirsak ve 1 < £ < 2 oldugundan

3

M (1) = 2 / (u®)u (t) +v () (1) de

< 2 (Ju®l I Ol + [0 @ 1o 1)

< C (Il @)l Nl O+ [0 @)y 10" O]
< C (Il I O + o @ +1||v<>||£)
<

¢ (IIU( )||T+1 + llu’ (ON + o (¢ )||7~+1 + 0 (¢t )||2> (4.3.3.43)

buluruz. A nin tanimini kullanirsak, sdyle ki A < 2( +1) iken
2 1= 2 1<0
2-9@r+1) ~ (1-2\)(r+1)

oldugu kolayca goriiliir. Boylece (4.3.3.4), (4.3.3.10) u kullanirsak ve p nun tanimindan

2¢
@5 = (@)= < 06 (1) G @) morm

< CG@) H(0)T 900! < 0 (1) (4.3.3.44)

113



4. BULGULAR VE TARTISMA

buluruz. Benzer sekilde

28
lv (1)]|255 < CeG (t) (4.3.3.45)

olur. (4.3.3.43)-(4.3.3.45) in birlesiminden
! 5 —p / 2 / 2
M’ (1) < Ce (Hu O + [l )] +G(t)> (4.3.3.46)

olur. Son olarak (4.3.3.36), (4.3.3.42)-(4.3.3.43) ve (4.3.3.46) dan biitiin ¢t € (0,7
degerleri i¢in M’ (t) > 0 iken

Y'(t)

v

Ce [H (t) + [l () + [l ()]* + G (1)
> CetrY (t)* (4.3.3.47)

sonucuna variriz. Bundan dolay1 (4.3.3.39) saglanir. Boylece Y () sonlu 7" zamaninda
patlar
T < Ce='=ry (0)" MY (4.3.3.48)

dir. Ayrica (4.3.3.38) ve (4.3.3.48) den

=A\(1-X)

T < Ce™ =P |H (0)" ™ + M’ (0) < Ce ' rH (0) (4.3.3.49)

¢Oziimiin iist siirt bulunur. Son olarak (4.3.3.12) yi 2. durum igin diisiiniirsek H (0) > 0

yeterince kiiciik olmak iizere
T < CH (0) Aa+el (4.3.3.50)

elde ederiz.
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5. SONUC VE ONERILER

Dejenere soniim terimli evoliisyon denklemler fen bilimleri ve miihendiste or-
taya ¢cikmaktadir. Dejenere soniim terim igceren evoliisyon denklemlerinin davraniglarinin
incelendigi ¢ok sayida calisma yapilmis ve yapilmaya da devam etmektedir. Bu tez
caligsmasinin esas kismini olusturan Bulgular veTartigsma boliimiinde ele alinan dejenere
soniim terimli ii¢ tane evoliisyon denkleminin farkli davraniglarini inceledik.

Ik kisminda baslangig-sinir degerlerine sahip
Uy + A% — M|Vl Au =+ |ul® 5 (u) = |ul* " u

dejenere soniim terimli Timoshenko denklemini inceledik. Problemin global ¢6ziimiiniin
yoklugunu gostermek i¢in agik esitsizlik metodunu kullandik. Burda patlama zaman ile
ilgili bir sonug elde etmeden global ¢6ziimiin olmadigini gosterdik. Simdiye kadar yapilan
calismalar incelendiginde dejenere soniim terimli Timoshenko problemini ilk defa biz
inceledik ve bu problemin ¢oziimiiniin lokal ve global varlig1 gibi davraniglar hala agik
problemdir.

Ikinci kisminda ise baslangic-sinir degerlerine sahip

wy = MOVl A+ [ gi(t = ) Au(r)dr + (ol + o] ) el w = fi
v = M(|Vo?) A0 + [ go(t = T)Au(r)dr + (Jol” + [l ) [ol " v = f,

dejenere soniim terimli Kirchhoff tipli viskoelastik denklem sisteminin ¢dziimlerinin global
varligini, azalmasini ve patlamasini gosterdik. Negatif baslangic enerjisi icin ¢oziimiin
patlamasin1 Georgiev-Todorova yontemini kullanarak inceledik. Bu calisma ile dejenere
soniim terime sahip Kirchhoff tipli denklem sistemlerini ilk defa biz incelemis olduk. Bu
calisgmada R" (n = 1,2, 3) bolgesinde calistik ve bu ¢aligma R" durumu igin hala agik bir
problemdir. Ayrica ¢6ziimiin patlamasi bagska yontemlerle tekrar incelenebilir.

Son kistmda da baglangic-sinir degerlerine sahip

uy — Au+ fot wi(t — s)Au(s)ds + <]u|k + \v]l) lug " uy = fi
vy — Av + fot wa(t — s)Av(s)ds + <|v|9 + |u|9> 0" oy = fo

dejenere soniim terimli viskoelastik dalga denklem sisteminin ¢dziimlerinin lokal varligim
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Faedo-Galerkin metoduyla ve patlamasin ise Georgiev-Todorova yontemi ile inceledik.
R™ (n =1,2,3) bolgesi igin ¢oziimiin lokal varligin1 gosterdik ve R"™ durumu igin ise
hala agik bir problemdir.

Ayrica, dejenere soniim terimli problemlerin lokal varligi incelenirken sadece Faedo

Galerkin metodundan faydalanilmis ancak bagska metodlarla tekrar incelenebilir.
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