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OZET

DELTA ASALIMSI IDEALER VE ASALIMSI ALT MODULER
Ayse Nur TOMRUK

Matematik Anabilim Dali

Yuksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Dog. Dr. Giirsel YESILOT

Bu ¢alismada; oncelikle halka ve modiil teorisi kisaca anlatilmistir. Sonraki bélimde
degismeli halkalarda delta asalimsi idealleri incelemek igin oncelikle ideal genislemesi
ve buradan yola cikarak delta asalimsi idealler tanimlanmistir. Bu tanimlar érneklerle
aciklandiktan sonra genislemelere ait bazi ek 6zellikler verilmistir. Sonrasinda asalimsi
alt modadller incelenmistir. Son olarak asalimsi ayrisim ve asalimsi ayrisimin modulin
degisik kuvvetlerindeki durumu incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Asalimsi alt modiller, delta asalimsi idealler, halka teorisi, modiil
teorisi, asalimsi ayrisim, ideal, genislemeler
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| this study, firstly ring and module theory were described shortly. In the next part for explain
delta primary ideals in commutative rings, firstly ideal expansion and from this delta primary
ideals were defined. After these definitions explained with some examples, some features
about expansions were given. After that primary submodules were examined. Finally, in this
part, primary decomposition and tatus of primary decomposition with its different powers
were examined.
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BOLUM 1

GiRiS

1.1 Literatiir Ozeti

Gun gectikce matematigin dallari arasindaki sinirlar zayiflamakta ve baglantilar artmaktadir.
Ozellikle Cebir, diger dallar arasindaki fonksiyonu dolayisiyla her giin biraz daha énem
kazanmaktadir. Bilindigi gibi Cebir ilminin adi Cardan'in Dinyanin en buylk on iki dehasi
arasinda saydig1 ve Orta Cagda matematik alanindaki fikir ve faaliyetleri en cok etkilemis olan
Muhammed Bin El Harizmi’nin "EI Cebr v'el Muakala" adh kitabinin birinci kelimesinden
gelmistir. Carard de Cremon tarafindan terciime edilen bu eser matematigin kose taslarindan

biri olmus ve bir zaman sonra batili matematikgilerin cebiri gelistirmelerini saglamigtir[1].

Asal idealler ve asalimsi idealler degismeli cebirin dnemli iki yapisidir. Bu yapilar bircok farkli
ozellige sahip goriinmelerine ragmen oldukca sayida benzer ozellige sahiplerdir[2]. Zhao
Dongsheng 2000 vyilinda yayimladigi makalesinde bu o6zellikleri birlestiren idealleri

incelemistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez, modil ve halka teorisi alaninda ¢alisan veya c¢alismaya baslayan herkesin
yararlanmasi amaciyla hazirlanmistir. Bu amagla 6ncelikle halkalar teorisi kisaca anlatilacak
ve modul teorisinin temel kavramlari verilecektir. Daha sonra ise delta asalimsi idealler ve
asalimsi alt moddiller ayrintili bir sekilde incelenecektir. Bu ¢alismada halkalarda idealler ve
delta asalimsi idealler arasindaki bazi iliskiler verilerek delta asalimsi ideallerin genislemeleri
incelenmeye calisilacaktir. Asalimsi alt modillerin ve asalimsi ayrisimin incelenmesi

amaclanmaktadir.



1.3 Hipotez

Delta asalimsi idealler ile idealler arasinda benzerlikler vardir. Bazi durumlarda bir idealin
delta asalimsi olmasi idealin asalligiyla veya asalimsiligiyla iligkilidir. Asalimsi alt modiillerde
tanimlanan asalimsi ayrisim, temel 6zelliklerini koruyarak modiiliin ikinci ve n yinci kuvvetleri

icin de tanimlanabilir.



BOLUM 2

HALKALAR VE MODULLER

2.1 Halkalar

Bu boliimde gelecek boliimlerde kullanilacak bazi temel kavramlar tanitilacaktir.

Tanim 2.1 R bos olmayan bir kime ve R de toplama (+) ve ¢arpma (+) denilen iki tane ikili
islem verilmis olsun. Bu (R, +,") cebirsel yapisi asagidaki sartlari saghyorsa (R, +,") ye halka
denir. [3]

H1 (R, +) degismeli bir gruptur.

H2 (R,+,) deki carpma islemi birlesme 0zelligine sahiptir. Yani Va,b,c €R igin
a-(b-c)=(a-b)-c dir.

H3 (R, +,") deki ¢arpma islemi toplama islemi Ulzerine dagilma 6zelligine sahiptir. Yani
VYa,b,c €ER igin (a+b)'c=a'c+b-cvea-(b+c)=a-b+a-c dir.

R halkasindaki garpma isleminde, Ya € R igin 1-a = a- 1, = a olacak sekilde R de 1 ile
gosterilen bir eleman varsa (R, +,") ye birimli halka denir. Bu (R, +,") halkasi ¢arpma
islemine gore degismeli ise yani hera,b € Ricina-b = b - a oluyorsa (R, +,") ye degismeli
halka adi verilir.[3]

Ornek 2.1 Tam sayilar kiimesi olan Z, tamsayilar tizerinde bilinen toplama ve carpmaya gére

birimli ve degismeli bir halkadir.
H1) (Z, +) degismeli bir gruptur.

H2 )(Z, +,") deki garpma islemi birlesme 6zelligine sahiptir.



Va,b,c € Zigina-(b-c) = (a-b)-c olur.
H3) (Z, +,") deki carpma islemi toplama islemi Gzerine dagilma 6zelligine sahiptir.
Va,b,c € Zigin(a+b)-c=a-c+b'c ve a-(b+c)=a'b+a-c dir.

Tanim 2.2 (POLINOM HALKASI) R degismeli bir halka, x bir bilinmeyen ve ag,ay, ..., a; lar

k

R nin elemanlari olmak Uzere; ay + a;x + ayx? + -+ a;,x* seklindeki ifadeye R den

katsayili bir polinom denir. R den katsayili tim polinomlarin kiimesi R[x] ile gosterilir.
Onerme 2.1 R bir halka ve R[x] polinom halkasi olsun.

0] R degismeliise R[x] degismelidir.

(i) R birimliise R[x] birimlidir.

(iii) R tamlik bolgesi ise R[x] tamlik bolgesidir.

(iv) R cisimise R[x] tek tiirli garpanlara ayrilabilen bolgedir.

(v) R cisim ise R[x] temel ideal bolgesidir.

Tanim 2.3 R bir degismeli ve birimli halka, I da R nin bos kimeden farkli bir alt kimesi olsun.
i. Va,b €l icina—b€el,

ii.VvaelveVr e Ricinra € Ivear €1 iselya R nin bir ideali denir.[8]
Ornek 2.2 R = Z olsun. I = nZ, Z halkasinin bir idealidir.
k,l € Z olmak Uzere;

i. Vabel=nZ i¢cin a—b =nk—nl=n(k—1) €nZbulunur.

ii. Va€nZ ve Vr € Z icin ar = (nk)r = n(kr) = nl € nZ bulunur.
Bu durumda i ve ii sartlari saglandigindan I = nZ, Z halkasinin bir idealidir.
Tanim 2.4 R degismeli, birimli bir halka ve I, R nin bir ideali olsun.

a~b <= a—-bel

ile tanimlanan "~" bagintisi bir denklik bagintisidir. Bir a € R nin denklik sinifia@ veya a + I

ile gosterilir. Bu durumda,
a+I={a+x|xel} olur[8]
Onerme 2.2 R halkasinin, bir I idealine gére tanimlanan denklik siniflari arasinda;

a+Dhdb+DhHh=((@a+b)+1



(@+DO B+ =(ab) +1

olarak @ ve (© islemleri tanimlandiginda R/I bir halka olur. Bu halkaya R nin [ idealine gore

boéliim halkasi denir.
ispat. Once @ ve © islemlerinin iyi taniml oldugunu géstermek gerekir. Yani,

a=a'(modIl)ve b=>b'(modI) isea+b=a +b'(modl)ve ab=a'b’'(modI) dir.

Buna gore R/I nin bir halka (bdlim halkasi) oldugunu gosterelim.

H1) R/I,R nin I toplamsal alt grubuna goére denklik siniflari oldugundan (R/I,GB) bir

gruptur.

@+D®b+D=(@a+b)+I=b+a)+I=b+D® @+ oldugundan (R/, @)

degismeli bir gruptur.
H2) (R/I,GB,(D) deki © islemi birlesme dzelligine sahiptir. Yani, Va, b, ¢ € R/, icin
a®BOc)=a0 ((be)+1) = (albc)) +1 = ((ab)c) +1= (@O b) O c dir.
H3) (R/I,GB,@) deki © islemi @ islemi tizerine dagiima zelligine sahiptir. Yani,
va,b,c € R/ igin
@®b)Oc=(((a+b)+)c)+I1=(((a+D+(b+D))+]I

= (@) + 1)+ Bec+D)N+1=(@0) D (B Oc) ve
a®bdc)= (a((b+c)+1))+1 = (a((b+1)+(c+1)))+1

= (((ab) +1) + ((ac) + 1)) +1=@ObL® @O0 bulunur.
Ornek 2.3 Z halkasinin nZ idealine gére bslim halkasi 2/, dir.

Bu kiimenin elemanlari sunlardir: 0 +nZ, 1 +nZ, ... , (n—1)+nZ
Hatirlatma 2.1 R ve S iki halka olsunlar.

f:R — S bir fonksiyon olsun. Her a, b € R igin,
fla+Db) =f(a)+f(b), f(ab) = f(a)f (D)

kosullarini sagliyorsa, f ye bir halka homomorfizmasi denir.



ii. f:R = S bir homomorfizma ise f nin gekirdegi,

Cekf ={a € R| f(a) =05} = f1(05) ile tanimlanir.
i, R/g:ek £=f(R)dir.

1. izomorfizma Teoremi R bir halka ve S de R nin bir alt halkasi olsun. I, R nin bir ideali ise

S+ 1 = {s + ala € I} halkasi R nin I idealini kapsayan alt halkasidir. Ayrica

G0y, = Slson

izomorfizmasi mevcuttur.

2. izomorfizma Teoremi f:R — S bir érten homomorfizma ve Cekf = K olsun. S nin
idealleri ile R nin K y1 kapsayan idealleri arasinda birebir bir esleme yapilabilir. Bu esleme S

nin bir I ideali verildiginde I ya; R nin K yi kapsayan,
J={xeRlIf(x)e3=f"1)
idealini karsilik getirmekle yapilabilir. Bu takdirde, R/] = S/I olur.
Tanim 2.5 [ ve | bir R halkasinin idealleri olsun.
I+]={a+b:a€l,be]}
kiimesine I ve ] ideallerinin toplami denir. Bu kiime de bir ideal olur.
Tanim 2.6 A, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. R nin, A y1 kapsayan bitlin ideallerinin

arakesitine A nin Urettigi ideal denir ve (4) ile gosterilir. Eger A = (a) tek elemanh bir

kiime ise A nin Urettigi ideale temel ideal denir ve (a) ile gosterilir.
Ornek 2.4

i.  Z halkasinda {5} ile Uretilen ideal, < {5} >= (5) = {5k| k € Z} = 5Z olur ve bu bir
temel idealdir.

ii. Z[x] halkasinda {2, x} ile Uretilen ideal,

<{2,x}>=(2,x) ={2f(x) + xg(x)|f,g € Z[x]} dir. Bu ideal 2 ve x tarafindan

Uretildiginden bu idealin bir temel ideal olmadigi sdylenebilir.

Tanim 2.7 R degismeli, birimli bir halka ve P de R nin R = (1) den farkl bir ideali olsun.
a,b € R; ab € P ikena € Pveyab € P oluyorsa P ye R nin bir asal ideali denir. R halkasinin

tlim asal ideallerinin kiimesi Spec(R) ile gosterilir.

6



Ornek 2.5 p bir asal sayi olsun. O zaman pZ, Z nin bir asal idealidir. Spec(Z) yi bulalim.
pPZ # Z oldugu agiktir. m,n € Z olmak tGizere mn € pZ olsun.

Buna gore, mn = pt olacak sekilde t € Z vardir. Burada p|mn oldugundan p|m ya da

p|n dir.

Dolayisiylam € pZ yadan€ pZ bulunur.

Spec(Z) = {(0)} U {(p): p € Z asal} dir.

Onerme 2.3 P degismeli ve birimli bir R halkasinin (1) den farkh bir ideali olsun. P nin asal

olmasi icin gerek ve yeter kosul R/P bolim halkasinin bir tamlik bolgesi olmasidir.

ispat. =: P bir asal ideal olsun. R degismeli ve birimli bir halka oldugundan, R/P de degismeli

ve birimli bir halkadir. R/P nin bir tamlik bélgesi oldugunu goéstermek igin, iginde hicbir sifir

bolen olmadigini géstermek yeterlidir.

a+Pb+Pe R/P ve (a+P)(b+P)=ab+P=0+4Polsun. Buradanab € P oldugu

anlasilir. P yi bir asal ideal olarak aldigimiz icin,a € P ve b € P, yani

a+ P =P veya b+ P =P bulunur. Su halde, R/P de sifir bolen yoktur.
&: R/P nin bir tamlik bolgesi oldugunu kabul edelim. a,b € Rigin ab € P olsun. R/P de sifir
bolen olmadigindan;
P=ab+P=(@a+P)(b+P)=a+P=Pveyab+P=P
= a€P veyabeP
elde edilir. Su halde, P bir asal idealdir.

Ornek 2.6 R = Z X Z bir halka ve P = Z x (0) ideali olsun.

R/P =Z X Z/Z x (0) = Z/(O) = 7 tamlk bolgesidir. Dolayisiyla P asal idealdir.

Tanim 2.8 R bir halka olsun. S € Ralt kiimesi igin, 1 € Sve hersq,s; € Sigin, s1s, € Sise
R nin S alt kiimesine bir ¢garpimsal kapali alt kiime veya kisaca garpimsal alt kiime denir.
Onerme 2.4 1, R halkasinin bir ideali, S carpimsal bir alt kimesive IN'S = @ olsun.

Q={eI®|NS=0 ve IS}



kiimesinin en az bir maksimal elemani vardir ve bu maksimal elemanlar R nin maksimal

idealleridir.

ispat. IN'S = @ oldugundan, I €Q# @ dir. (Q, S) sirali kiimesinin herhangi bir tam sirali alt
kiimesi (zincir) olarak, {I;} alahm.] = UI; de R nin bir has ideali veJNS=U({[;NnS) =0
dir. Gergekten, 1g € S oldugundan 1y € J dir. Her a,b € Jigin, a € Iy ve b € I; olacak sekilde
k,t =1 tam sayilar bulunabilir. maks(k,t) =k dersek, a,b €I, ve a—b €l yani,
a—b € I elde edilir. Ayrica hera € [ ve herr € Rigin, a € I olacak sekilde birk > 1 vardir
ve ra € Iy oldugundan, ra € ] elde edilir. Su halde ] alinan zincirin Q da bir Ust siniridir. Zorn
Lemmaya gore, L nin da en az bir maksimal elemani vardir. Simdi bu maksimal idealin bir

asal ideal oldugunu gosterelim.

Bunun igin, a,b & J ise ab € J oldugunu gostermek yeterlidir.a & Jisel €] c ]+ Rave],
nin bir maksimal elemani oldugundan, (J + Ra) NS # @ olur. Su halde, s = x + ra olacak
sekilde s € S,x €] ver € Rvardir. Benzer sekilde,b & Jisel €] c ]+ Rbve],Q nin bir
maksimal elemani oldugundan, (J + Rb) N'S # @ olur. Su halde, s' = y + r'b olacak sekilde

s € S,y €] ver’ € Rvardir. Bu iki esitlikten,

ss' = (x+ra)(y +r'b)
= xy + xr'b + ray + rr'ab

bulunur. Eger ab € J olsaydi, ss’ € SN ] = @ celiskisi ortaya ¢ikacakti. Su halde J asaldir.

Tanim 2.9 R degismeli, birimli bir halka ve I da R nin bir 6z ideali olsun. I idealinin radikali, V1

ile gosterilir ve
VI:={r€R:enazbirn € Niginr" € I}
olarak tanimlanir.

Ornek 2.7 R = Z alindiginda I = 3Z, ] = 8Z, K = 6Z ideallerinin radikallerini bulalim.

VI =+/3Z = 3Z dir, x € V1ise en az birn € N i¢gin x™ € I olur. Bu da 3|x™ i gerektirir. Bunun

sonucu olarak da 3|x elde edilir. Yani x € I olur.

ﬂ = V8Z = 27 dir, x € /] ise en az birn € N i¢cin X" € ] olur. Bu da 8|x" i gerektirir. Bunun

sonucu olarak da 2|x elde edilir. Yani, x € ] olur.



VK = V6Z = 6Z dir, x € VK ise en az birn € N icin x” € K olur. Bu da 6|x™ i gerektirir.

Bunun sonucu olarak da 6|x elde edilir. Yani x € K olur.

Ozellik 2.1 R degismeli, birimli bir halka ve P de R nin bir asal ideali olsun. P asal idealleri

icin VP = P esitligi saglanir.

Onerme 2.5 R degismeli, birimli bir halka ve IdaR nin bir 6z ideali olsun. Bu durumda,

VI=NicpP (P € Spec(R)) elde edilir.

ispat. a € VI oldugundan a" €1 dir. (n € N)

Oyleyse;a” €EP ve a € VP = P dir. Budurumda+vI < Nicp P dir.

b € NicpP ve b & VI olsun.

S = {b"|n € N} ¢arpimsal kapal alt kime oldugundan SN1 =@ dir.

I yi kapsayan asal ideal P’ olmak tizere SNP' = @ dir.

b € NicpP ve b & VI oldugundan b" & P dir. Buradan; VI 2 Ncp P dir.
Sonug olarak VI = N;cpP bulunur.

Onerme 2.6 R degismeli, birimli bir halka olsun. R nin nil radikali;

N(R) =0 = Npespecr) P olarak tanimlanir. Bu ideal tim nilpotent elemanlarin kiimesidir.
ispat. a € V0 olsun. O zaman a™ = 0 € Npespecery P dir.

Her P € Spec(R)igin a™ € P dir. O halde a € P elde edilir.

Dolayisiyla VP € Spec(R) icin a € Npespec(ry P oldugundan Vo c Npespecry P dir.

b € Npespecr) P ve b & V0 olsun.

S = {b"|n € N} ¢arpimsal kapal alt kiime oldugundan Sn (0) = @ dir.

(0) her P € Spec(R) tarafindan kapsandigindan SNP =@ dir.

b € Npespecr) P ve b & vOoldugundan b" & P elde edilir. Bu ise bir celiskidir.
Buradan; V0 2 Npespec(ry P dir.

Sonug olarak V0 = Npespecry P bulunur.



Tanim 2.10 R degismeli ve birimli bir halka ve M de R nin bir 6z ideali olsun. Eger R nin M vyi

iceren her I idealiigcinM =1 yada I =R ise M ye R nin bir maksimal ideali denir.

Ornek 2.8 p bir asal sayi olsun. O zaman pZ, Z nin bir maksimal idealidir.], Z nin bir ideali
olmak Uzere pZ C ] olsun. ] temel ideal oldugundan ] = tZ olacak bicimde t € Z vardir.
Ayrica p € tZ oldugundan p =tk olacak bicimde k € Z vardir. Boylece t|p oldugundan
t=1 ya da t=p dir. Birinci halde] = Z ve ikinci halde ise ] = M dir. Boylece M

maksimal idealdir.
Onerme 2.7 Birimli ve degismeli bir R halkasinin bir M idealinin maksimal olmasi icin gerek

ve yeter kosul R/M bolim halkasinin bir cisim olmasidir.

ispat. =: M, R nin bir maksimal ideali olsun. M # R oldugundan, R/M # {0+ M} dir.0+M

den farkhvx+ M € R/M nin tersinin varligi gosterilirse, R/M birimli ve degismeli bolim

halkasinin bir cisim oldugu anlasilacaktir.

Xx+M#0+M =x€R-M ve M+ (x) =R oldugundan, m + ax = 1 olacak sekilde

dm € M ve 3Ja € R bulunabilir. Su halde

m=1—ax€eM ve (@a+M)x+M)=ax+M=1+M den x+ M nin tersinin a+ M

oldugu goralur.
&: R/M bir cisim olsun. Su halde R/M # (0+ M) yani, M #R dir. VYx € R—M igin,
Xx+M=#=0+M ve R/M bir cisim kabul ettigimizden,

@+M)(x+M)=ax+M=14+M=a—ax €M

olacak sekilde 3a € R bulunabilir. Su halde, 1 € M + (x) ve birimi kapsayan bir ideal R nin

kendisi oldugundan M + (x) = R elde edilir. Dolayisiyla M ideali maksimal bulunur.

Onerme 2.8 Her maksimal ideal, bir asal idealdir.
ispat. M maksimal ise R/M bir cisim, dolayisiyla bir tamlik bolgesi olacagindan M asaldir.

Ornek 2.9 Z[x] halkasinin bir maksimal idealini bulunuz.
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Z[x]
TS
X/ ®x = (P,X)/() = Z/(p) = Z,:cisim = (p,x) maksimaldir
X

Tanim 2.11 Tek bir maksimal ideali olan halkaya lokal (yerel) halka denir.

Ornek 2.10 K bir cisim olmak tizere K[[x] = {Z{'io rixi| r; € K} halkasi (x) maksimal idealiyle

bir yerel halkadir.
Ornek 2.11 p bir asal tamsayi ve Lpy = {% € Q| (m,n) =1 ve p tn}olsun.
Bu durumda Zp) bir yerel halkadir. Tek maksimal ideali de pZpy idealidir.

Onerme 2.9 R halkasinin bir yerel halka olmasi icin gerek ve yeter kosul R nin birimsel

olmayan elemanlarinin bir ideal olusturmasidir.

ispat. = : R nin tek maksimal ideali M olsun. a € R elemaninin birimsel olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul a nin R nin hicbir maksimal idealinde bulunmamasi oldugundan, M ideali

halkanin birimsel olmayan elemanlarindan olusur.

< : Rnin birimsel olmayan elemanlarinin kiimesi I bir ideal olustursun. 0 € I birimsel
degildir, 0 # 1y yani R trivial halka degildir. R nin en az bir M maksimal ideali vardir ve M de
birimsel eleman bulunmadigindan, M € [ dir. Fakat M maksimal ideal oldugundan M =1 tek

maksimal idealdir.
Onerme 2.10 M, R nin tek maksimal idealiyse, Ya & M terslenebilirdir.
ispat.tag¢ M = (a) € M tek maksimal

= (a) =R

= {ralr e R} =R

= ra = 1y olacak sekilder € R vardir.

Tanim 2.12 R degismeli, birimli bir halka; Q, R nin bir ideali ve Q #+ R olsun.a,b € R ve bir
n€ N icina-b € Qolmasia € Qveyab” € Q(n € N) olmasini gerektiriyorsa Qya R nin

asalimsi ideali denir.

Ornek 2.12 Z tamsayilar halkasi olmak Uzere, Z[X] polinomlar halkasinda (X2,4) idealinin
(X, 2) —asalimsi ideal oldugunu gosterelim.
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(X,2) € /(X?%,4) oldugu agiktir. Z[X]/(X 2) = Z, oldugundan (X, 2) maksimal ideal ve

béylece (X,2) = /(xz, 4) oldugu goriilir.

(X?,4), Z halkasinin bir ideali ve /(X2,4) = M de Z nin maksimal ideali oldugundan (X2, 4)

idealinin (X, 2)-asalimsi ideal elde edilir.

Onerme 2.11 R degismeli, birimli bir halka ve M maksimal ideali olsun. \/6 = M maksimal

ideal ise Q asalimsi idealdir.

ispat.

i. Q # R oldugunu gosterelim.

Qc/Q=M=#R = Q=#R

ii.a,b€Rolsun. abe Q ve b"¢Q (b ¢ \/6) olsun. a € Q oldugunu gostermeliyiz.

b ¢ \/6 = M (M: maksimal)
= M+ (b) =R

ﬁ\/a+(b)=R
= \/ﬁ+ (b) =R

= /Q+/() =R
= Q+(b) =R
= d + rb = 1y olacak sekilded € Q,r € R vardir.

= ad+arb=a€qQ
Hatilatma2.2 1+]=R & +I+,]J=Rve JVI =1 dir
Onerme 2.12 ,/Q = P ise Q asalimsi olmak zorunda degildir.

ispat. K bir cisim olmak tizere,

K[x1,%2, )
R = (X1, %; XB]/(X1X3 — %,2) halkasinda P = (x4 Xz)/( — x,2) asaldir

X1X3

fakat P? asalimsi degildir.
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\/? = P dir. Dolayisiyla P2 c Pdir. PPcP oldugundan \/? c /P dir.

a€P = a% € P2 = a e€P? dir. Suhalde VP2 = P dir.

X% € (X1,X2)

taraf tarafa cikarirsak
X1X3 € (X1,X7)

X1,X2 € (X1,X2) = {

X2 — X1X3 € (Xq,Xp) ise (X1X3 — X2?) S (Xq,X3)

K[x1, %2, Xs]/
(X1X3—X7?)

R/P —

IR

K[x1,Xz, X3]/

(x1,X2) = K[x3]

(X1,%2)
T /(X1X3—X22)

tamlik bolgesi oldugundan P asal idealdir.
(X1;X2)/ _
(X1X3—Xp2) (X1,X2)

X, EP = X22 EP = X1X3 = X22 S PZ = (Xlz,X1X2,X22)
X, €P? ve x3¢P=vVP>? =  P? asalimsi degildir.

Tanim 2.13 R degismeli, birimli bir halka olsun. f(x) = Y™ ,a;x! polinomunda a,, # Og

olsun. a,, bas katsayi olmak tzere a,, = 1y ise f(x) e monik polinom denir.

Ornek 2.13 p asal tamsayi olmak iizere, Z[x] de

xP—1
x—1

=xP 14 xP2 4. 4x+1
polinomu bir monik polinomdur.

Tamim 2.14 R degismeli, birimli bir halka olsun. f = a, + a;x + a,x? + -+ + a,x" € R[X]
polinomunun katsayilarinin en biyiik ortak bolenine f nin kapsami denir ve c(f) ile gosterilir.

Eger c(f) = 1y ise yani, polinomun katsayilari aralarinda asal iseler f ye ilkel polinom denir.
Ornek 2.14 f = 3x° + 5x3 + 14x? + 11x + 17 € Z[x] polinomu ilkel polinomdur.

Onerme 2.13 R degismeli, birimli bir halka olsun. f€ R[x]vef # @ise f= c(f)f* olacak
sekilde bir f* € R[x] ilkel polinomu bulunabilir. Bu yazilis, aritmetik birimle c¢arpim

distnilmeksizin tek thrltdar.
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ispat. f = ap + a;x + a,x% + -+ a,x" € R[x] ve c = c(f) = (ag,ay,a3,°*,a,) olsun. Su
haldei =0,1,2,3,... ,n igin a; =ck; ve (kg,ky,kp,...,k;) =1 olacak sekilde 3k; €R

bulunabilir.
f'(x) = kg + kyx + kpx% + -+« + k,x" istenen 6zelliktedir.

f € R[x] in R deki bir elemanla R[x]deki ilkel polinomun garpim olarak f = cf* = dg*
seklinde iki yazilisi olsun. c(f*) = c(g*) =1 oldugundan her iki tarafin kapsamlari
dustnalirse, c(f) = ¢ ve c(f) = d olur. En buytk ortak bélenler dolayisiyla kapsam ilgililik

farki ile tek oldugundan istenen elde edilir.
Tanim 2.15 R degismeli, birimli bir halka olsun.p(x) € R[x] olsun. Eger;

p(x) her birinin derecesi p(x) inkinden daha kigik olan iki polinomun carpimi olarak

yazilamazsa o zaman p(x) e bir indirgenemez polinom denir.

Yani, p(x) in indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter sart p(x) = r(x)s(x) ikenr(x) ya da

s(x) den birinin birimsel olmasidir.
Tanim 2.16 R degismeli, birimli bir halka olsun. p(x) € R[x] olsun.
p(x) = s(X)r(x) ise s(x) € R[x] veya r(x) € R[x] oluyorsa p(x) e asal polinom denir.

Onerme 2.14 R degismeli, birimli bir halka olsun. f € R[x] ilkel bir polinom olsun. f nin R[x]
de asal olmasi igin gerek ve yeter kosul F,R nin kesir cismi olmak Gzere f nin F[x] de asal

olmasidir.

Tanim 2.17 R degismeli, birimli bir halka olsun. p(x) € R[x] olsun. (p(x))" = Og oluyorsa

p(x) e nilpotent polinom denir.
Tamim 2.18 R degismeli, birimli bir halka olsun. p(x) # 1gpy olsun.

p(x) € R[x], r(x) € R[x] olmak iizere p(x)r(x) = r(x)p(x) = 1gyy ise p(x) e birimsel

polinom denir.
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2.2 Modil ve Alt Modiiller

Tanim 2.19 (M, +) bir degismeli grup ve R bir halka olsun. M deki elemanlarin, R deki
elemanlarla skaler ¢arpimi olan R X M — M fonksiyonu asagidaki kosullari sagliyorsa, M ye R

Uzerinde bir modil veya kisaca, R — modiil denir. [6]

1. Herr € R,herm,m’ € Micin, r(m+ m') = rm + rm’,
2.Herr,r' € R,herm € Micgin, (r+r')m =rm + r'm,

3.Herr,r' € R, herm € Migin, (rr')m = r(r'm),

4. Herm € M igin, 1gm = m.

Onerme 2.15 R bir halka ve M bir R — modiil olsun. Her m € M icin,
1. (Og)m = 0y ve

2. (—1g)m = —mdir. [6]

ispat.

1. (0Og)m = (0g + Og)m = Ogm + Ogym = (Og)m = Oy

2.0y = (0g)m = (1R + (—1R))m =m+ (—1zg)m = (—1g)m = —m elde edilir.
Ornek 2.15 I, R halkasinin bir ideali ise I bir R — modiildiir.

Tanim 2.20 R bir halka, M bir R — modiil ve N € M bos olmayan bir alt kiime olsun. N kendi
basina bir R — modiil ise N ye M nin bir alt modili veya R — alt modiilii denir. M nin tiim alt

modyillerinin ailesi Sy ile gosterilir.

Onerme 2.16 R — modiil M nin, bos olmayan bir N € M alt kiimesinin alt modiil olmasi icin

gerek ve yeter kosul her r,r' € R, her m,m’ € N i¢cin, rm + r'm’ € N olmasidir.
ispat. =: N bir alt modiil ise kendi basina bir moduildiir.

&:Herm,m’ € Nicin,r =1 ve r = —1 alarak, m — m’ € N olacagindan N,M nin bir alt
grubudur. Ayrica, herr € R, m € M icin, rm € N dir. M nin tim elemanlari icin skaler carpim

ozellikleri saglandigindan, N deki elemanlar icin de saglanir. Su halde N bir R — alt modiildir.
Ornek 2.16 R halkasi R — modiil olarak diisiiniiliirse, alt modiiller R nin idealleridir.

Onerme 2.17 1, R halkasinin bir ideali ve M bir R-modiil olsun.

15



n
IM ={Zrimi: ri€ElvemeM, i=12,..,nven€N
i=1

olmak tzere,
1. IM, M nin bir R- alt moduliddar.
2.1veI’,Rninikiidealiise I(I'M) = (II")M

3.1 = Ratemelideal ise IM = (Ra)M = {am: m € M} dir.

Onerme 2.18 R bir halka, M bir R — modiil, N bir alt modili ve @ # X € M bir alt kiime

olsun.
(N:X) = (N:igX) ={re RirX € N}
ile gosterelim.
1. (N: X), R nin bir idealidir.
2. (N:X) = (N: (X)) dir.
ispat.

1. Herr,s € (N:X) ve herx € Xigin, (r —s)x = rx — sx € N oldugundan, r —s € (N:X) ve
herr € (N: X) ve her a € Rigin, (ar)X = a(rX) € N oldugundan ar € (N: X) olur.

2. (N:(X)) € (N:X) oldugu agiktir. Tersine, r € (N:X) ise, (X) in her eleman

n

Zrixi (ri E R ve x; €X)

i=1
seklinde ve rX S N oldugundan,
n n
r<z I'iX; > = Z ri(rXi) €N

i=1 i=1
bulunur. Buradan istenen elde edilir.
Tanim 2.21 R bir halka, M bir R — modiil ve @ # X € M bir alt kime olsun.

(0:X) ={reR:rX=0}

idealine X in sifirlayicisi denir ve Ann(X) ile gosterilir.
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Tanim 2.22 R bir halka ve M bir R — modiil olsun.
(0:M) ={reR:rM = 0}

idealine M modulinin sifirlayicisi denir ve Ann(M) ile gosterilir. Eger Ann(M) = 0 ise M

moduliine sadik (faithful) modul denir.

Ann(M) = ﬂ Ann(m)

meM

oldugu aciktir.

Ornek 2.17 Bir degismeli grubun Z — modiil olarak sadik (faithful) olmasi igin gerek ve yeter
kosul grupta sonsuz mertebeli bir elemanin mevcut olmasi veya sonlu mertebeden
elemanlarin mertebelerinin bir Gst sinirinin olmamasidir. Clinkii m mertebeli bir elemanin

sifirlayicisi mZ dir.

Onerme 2.19 R bir halka ve M bir R — modiil, I da R nin bir ideali olsun. I € Ann(M) ise,
R/IXM - M

skaler ¢arpimini (r + I, m) » rm ile tanimlayarak, R — modiil M bir R/I — modiil yapilabilir.
Ayrica M nin bir alt kiimesinin, R — alt modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul bir R/I — alt

modulindn olmasidir.
ispat. Tanimlanan skaler carpim iyi tanimlidir. Ciinkii, I € Ann(M) oldugundan,
r—r €l © Vm € Micin,rm = r'm

dir. M nin elemanlarinin, R deki elemanlarla skaler ¢arpimi ile R/I daki elemanlarla skaler
garpimi ayni oldugundan, bunun skaler ¢arpim o6zelliklerini sagladigi ve 6nermedeki son

ifadenin de dogrulugu anlasilir.
Onerme 2.20 R bir halka, M bir R — modiil ve N de M nin bir alt moduili olsun.
Rx M/N - M/N

skaler carpimini (r,m + N) = rm + N ile tanimlayarak, M/N toplamsal boélim grubu, bir

R — modiil yapilabilir. M/N ye bélim moduli denir.

ispat. (r,m + N) » rm + N ile tanimli fonksiyon iyi tanimhdir. Cinkii, N bir alt modiil

oldugundan,
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m—m’' €N < her r € Ricin,rm —rm’ € N
dar.
Sonug 2.1 M/N ayni zamanda bir R/(N: M) — modiilddr.

ispat. Ann(M/N) = {r € R : her m € M i¢in,r(m + N) = N}
={reR:rm S N}
=(N: M)

oldugundan Onerme 2.20 den istenen elde edilir.
Ornek 2.18 R bir halka, N; ve N, R — modiil M nin iki alt moddilii olsunlar.
Ann((N; + N3)/(N1:Ny)
dir. Clinkd,
Ann((Ny + N3)/Ny = (N;: Ny + Np) = (Ni:Nyp)

dir.
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2.3 Modiillerde Kisitlama ve Genislemeler

Bu bolimde halkalardakine benzer olarak modiillerde kisitlama ve genislemelere dair temel

tanim ve sonuglar verilecektir.
Tanim 2.23 R bir halka S bir ¢carpimsal alt kiimesi, M bir R-modiil olsun.

1. S™IM nin bir alt modilt W nin, m: M —» S™'M dogal homomorfizmasi altindaki ters

goruntisine, W nin M vye kisitlanmasi denir ve W©€ ile gosterilir.

2. M nin bir alt modili K nin, m: M - S™'M dogal homomorfizmasi altindaki
goriintistiniin, S™M de Urettigi SR -alt modiile de Knin S™*M ye genislemesi denir

ve K¢ ile gosterilir.[6]

Ornek 2.19 Yukaridaki gosterimler altinda, K& = S™1K dir.

Tanim 2.24 R bir halka, S carpimsal bir alt kiimesi, M bir R-modiil ve K bir alt modiill olsun.
KS = {m € M:birs € Sicin,sm € K}

M nin bir R-alt moduliidir. M nin K® alt modiiliine, K nin M igindeki S-bileseni denir.[6]

Onerme 2.21 R bir halka, S carpimsal bir alt kiimesi, M bir R-modiil ve K, M nin bir alt
moduli olsun. K nin M icindeki S-bileseni K, S™'M nin alt modili S"*Knin m:M - S™'M

dogal homomorfizmasina gére, M ye kisitlamasi (S™1K)¢ dir. Yani
Ke¢ = (S71K)¢ = KS dir.
ispat. m € K® ise sm € K olacak sekilde bir s € S vardir.

Su halde;

yani, m € (S™*K)¢ bulunur.

Tersine, m € (S™*K)¢ yani, m(m) € S™'K alalim.
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m(m) =

| 3
v | w

olacak sekilde birk € K ve birs € S bulunabilir. Su halde birt €S ic¢in, (st)ym =tk € K

yani, m € K dir.
Onerme 2.22 Onceki 6nermenin gosterimleri ile S™M nin bir alt modili W igin, W = W
dir. Yani, S™M nin her alt modiilii M nin bir alt modiliiniin genislemesidir.

ispat. W€ = n=1(W) ve W*€ = S~1We dir.

S~IWC nin herhangi bir elemani, T(u) € W ve seS olmak Uizere, g seklindedir.

oldugundan, STIW°¢ € W bulunur. Tersine, her% € W(u e M,s € 5S)igin,

;E = % = 1t(u) € W oldugunda u € W€ oldugundan, % € S™1We elde edilir.

Not 2.1 R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Halkalarda oldugu gibi, S ¢arpimsal kiimesi, R nin

bir P asal idealinin tiimleyeni olarak alindiginda, elde edilen S™*M kesir modiiliine M nin P

deki yerellestirmesi denir ve My, ile gosterilir.

Onerme 2.23 R bir halka, M bir R-modiil ve K bir alt modiilii olsun. R nin her Q maksimal
idealindeki yerellestirmesi icin tanimlanan dogal homomorfizma altinda, K nin

genislemelerinin kisitlanislarinin arakesiti Kdir. Yani;

K= ﬂ KS
S=R\Q

dir.

ispat. Her Q maksimal ideali icin, S = R \ Q alinarak elde edilen dogal homomorfizmaya gére

genisleme ve kisitlama altinda

K € K® = K5
oldugundan, K € N K& = NK® kapsamasi aciktir.
Tersine, x € N K alalim.

Su halde K5 nin tanimina gére, her Q maksimal ideali igin, coXx € K, cq & Q olacak sekilde
bir cq € R bulunabilir. Béylece, bulunan tiim cy elemanlarinin Grettigi ideal I ise I = R olur
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ve X € K kabul edilir. Clinkii, ] € R has ideal olsa idi, 1 yi kapsayan bir Q" maksimal ideali

bulunabilir ve cq, € Q" olur; buradan da cq, € I oldugundan celiski elde edilirdi.

Sonug 2.2 R bir halka, M bir R-modiil ve Kile L. iki alt modili olsun. R nin her Q maksimal
idealindeki yerellestirmesi icin tanimlanan dogal homomorfizma altinda, K nin genislemeleri

ayni, yani K¢ = L® iken K = L dir.

ispat. Her Q maksimal idealindeki yerellestirme igin tanimlanan dogal homomorfizma

altinda, K ve L alt modiilleri igin,

K¢ = L° ise K = L°¢ oldugundan, 6nermeden

K=ﬂKeC=ﬂLeC=L

bulunur.
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BOLUM 3

DEGISMELi HALKALARIN 8-ASALIMSI iDEALLERI

Bu bolimdeki halkalarin birimli ve degismeli oldugu kabul edilecektir.

3.1 idealler ve 6 —Asalimsi ideallerin Genislemeleri
Asal ve asalimsi idealler kabaca sayilar teorisinde asal ve asalin kuvveti olan sayilarin oynadigi
roli oynarlar. Degismeli Noetherian halkalarin bilinen 6zelliklerinden biri; bu halkalarin her

has idealinin sonlu sayida asalimsi idealin toplami olarak ayrisabilmesidir([6],(5.1.26)).

Her asal ideal asalimsidir ve bunun tersi dogru degildir, yani her asalimsi ideal asal ideal

olmayabilir.
Ornek 3.1 Z de (4) = (22) ideali bir asalimsi idealdir ancak asal ideal degildir.

Tanim 3.1 R halkasinin her I idealini yine R nin bir 6(I) idealine esleyen ve asagidaki E1

kosulunu saglayan 6 fonksiyonuna bir ideal genislemesi denir.[2]
(E1) I < 8(I) dirve P € Q olmasi 6(P) € 6(Q) olmasini gerektirir.
Ornek 3.2

1. Her 1 e€Id(R) igcin §,(I) =1 i saglayan §, birim fonksiyonu ideallerin bir

genislemesidir.
[=8,(I) =1 8y,(D
P,Q € Id(R) ve P € Q olsun.
§o(P) =P < Q = 6,(Q) dolayisiyla §5(P) € 6,(Q) olur.
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2. Her lidealiigin, I nin radikalini 6, (I) = VIile tanimlayalim. Bu takdirde 0, ideallerin

bir genislemesidir.
ISVI=8,()
P,Q € Id(R) ve P € Q olsun.

O zaman; VP € \/6 dur.

3. Rnin her idealini en bliylk ideal olan R ye esleyen B fonksiyonu bir genislemedir.
4. Her Pideali icin M(P); P,R nin bir 6z ideali olmak Uzere P yi iceren tim maksimal

ideallerin kesisimi ve M(R) = R olsun. Bu takdirde; M ideallerin bir genislemesidir.
Uyan 3.1 Simdiye kadar verdigimiz ideal genislemeleri icin 82 = & dir. Yani her I ideali icin
§(8(1) = 8(D) dr.
Tanim 3.2 ideallerin bir § genislemesi verilsin. I, R nin bir ideali olsun.
Her a,b € Ricinab € [ ve a € [ olmasi b € §(I) yi1 gerektiriyorsa I idealine §-asalimsi denir.
Buradan 6-asalimsi idealler asagidaki bicimde de tanimlanabilir:
ab € Ivea & 8(I) olmasi b € I yi gerektirir.
Ornek 3.3

1. Herhangi bir I idealinin §y-asalimsi olmasi icin gerek ve yeter kosul I idealinin asal

ideal olmasidir.
dp-asalimsi ideal ise; genel olarak;
abelveagl e bed,(I) =1dr. Buda asal idealin tanimidir.
I asal ideal ve ab € I,a € I olsun. O zaman b € I = §,(I) dir.

2. Herhangi bir I idealinin 6;-asalimsi olmasi igin gerek ve yeter kosul I idealinin asalimsi

olmasidir.
0;-asalimsi ise;
abel veaglebe s, () =+Idr. Budaasalimsi idealin tanimidir.

3. Ornek 3.1.2 (3) te tanimlanan B fonksiyonu icin her I ideali B-asalimsidir.

B() =R
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ab € Ivea & lolsun.b € R = B(I)oldugundan her I ideali B-asalimsidir.
Uyarn 3.2

1. S8vey iki ideal genislemesi ve her Iideali i¢in 8(I) € y(I) olsun. Bu takdirde; her &-
asalimsi ideal ayni zamanda y-asalimsidir. Boylece 6zel olarak bir asal ideal her & i¢in

d-asalimsidir.
Gergekten;
[asalidealveab € I,a € liseb € I € §(I) dir. Boylece her asal ideal 6-asalimsidir.

2. Verilen iki 8, ve 8, ideal genislemeleri §(I) = &, (1) N 8, (1) seklinde tanimlansin. Bu
takdirde; § da bir ideal genislemesidir. Genel olarak; ideal genislemelerinin keyfi bir

toplulugunun arakesiti de bir ideal genislemesidir.

§(D) = 8:(D N8, (D

1< 8,(D)
1< 8,(I)

61(P) € 6,(Q)
8;(13) c 52(@} =8, (P)Nn 8, (P) €6,(Q N&,(Q =8(P) €

} = 1¢8,(D) N 8,0 = 8(1) = 1S 8(T)

P,Q € Id(R) olsun. P € Q ise
5(Q)
0 bir ideal genislemesidir.

3. & bir ideal genislemesi olsun.

Es(P) = ﬂ{] € Id(R)|P € ],] 6 — asalimsi ideal}

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde; Eg da bir ideal genislemesidir.

Onerme 3.1 {J;]i € D} R nin §-asalimsi ideallerinin direkt toplulugu olsun. Bu takdirde;

] = UiepJ; ideali 6-asalimsidir.

ispat. ab € ] ve a € ] olsun. Bu takdirde; ab € J; ve a & J; olacak sekilde ]J; mevcuttur. Bu
nedenle; b € §(J;) ve 6(J;) € 6(J) olmasi b € §(J) yi gerektirir. Bundan dolay;; ], &-

asalimsidir.

Boylece tim &-asalimsi ideallerin kiimesi, icerme bagintisina gore ilgili bir “tam sirali

kiime”dir.
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Genel olarak; iki 6-asalimsi idealin kesisimi 6-asalimsi degildir.

Lemma 3.1 Bir P idealinin 6-asalimsi olmasi igin gerek ve yeter kosul herhangi iki I ve ]

idealleriiginI] € Pvel £ P iken] € 8(P) olmasidir.
ispat.

(=:) P bir 8-asalimsi ideal olsun. I] € Pve I € P ancak ] € 6(P) olmasi durumunu ele

alalim. Bu takdirde; a € I — Pve b € ] — §(P) segebiliriz.

Bu durumda; ab € I] € P dir. Ancak; a € Pve b € §(P) dir.

Bu; P nin 8-asalimsi olmasiyla gelisir.

(&:) Tersine; ab € P ve a € P yi goz 6nuine alalim. Bu takdirde;
(a)(b) € P ve (a) € Pdir.

Bu nedenle; (b) € 6(P) dir.

Bundan dolayi; b € (b) € 8(P) olmasi b € &(P) yi gerektirir.

Boylece; P, &-asalimsidir.

Uyari 3.3 §-asalimsi ideallerin taniminda oldugu gibi; Lemma 3.1 deki
“I] € Pvel € P olsun. Bu takdirde ] € §(P) dir.” ifadesi yerine;

“I] € Pvel & 8(P) olsun. Bu takdirde ] € P dir.” ifadesi de yazilabilir.
Not 3.1 Bir R halkasinin iki ideali P ve Q i¢in

P:Q = {x € R|xy € P,hery € Q i¢cin} idealini tanimlayalm.

Bu ideale kalan ideal denir.

Teorem 3.1 § bir ideal genislemesi olsun. bu takdirde;

1. P bir §-asalimsiideal ve I,1 € &(P) olacak sekilde bir ideal ise P: 1 = P dir.
2. Bir R halkasinin herhangi bir §-asalimsi P ideali ve N alt kimesi icin P:N de 6-

asalimsidir.
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ispat.
1. P:I={x€Rxy € P,hery € ligin}
Acikca P € P: 1 dir. Ayni zamanda P: I nin tanimindan; [(P:1) € P
(y € Ivex € P:lise yx € I(P: 1) dir. R degismeli halka oldugundan yx = xy € P dir.)
I € 6(P) oldugunda, Lemma 3.1den (I] S Pvel € 6(P) =] € P) P:1 € P yi elde ederiz.
Buradan; P = P: 1 olur.

2. ab € P:Nvea & P olsun. bu takdirde; an & P olacak sekilde bir n € N vardir. Ancak;

anb = abn € P dir. Dolayisiyla;
b € §(P) € 6(P:N) dir.

Bundan dolayi; P: N, &-asalimsidir.

Teorem 3.2 §, her Iideali igin 8(I) € 8,(I) y1 saglayan bir ideal genislemesi olsun. Bu

takdirde; herhangi bir P 5-asalimsi ideali igin 6(P) = &, (P) dir.

ispat. a € 8, (P) olsun. Bu takdirde; a € P olacak sekilde en kiigiik bir k pozitif tam sayis

mevcuttur. k = 1isea € P € §(P) dir.
k > 1ise a¥"'a € P dir. Ancak a¥=* & P dir. Dolayisiyla a € §(P) dir.

Bundan dolayi; §;(P) < 6(P) ve 8(P) = 6, (P) dir.

26



3.2 Genislemelerin Ek Ozellikleri

Bu kisimda; 6 nin ek kosullari sagladigi 6-asalimsi idealler incelenecek ve bu genislemelere

uyan daha ¢ok sonuc ispatlanacaktir.
Tanim 3.3

i 0 bir ideal genislemesi olsun. Her I,] € Id(R) icin asagidaki E2 kosulu saglaniyorsa

0 ideal genislemesine kesisimi koruyor denir.
(E2) Herhangi bir I,] € Id(R) i¢in 8(INJ) = &(I) n 8(]) dir.
ii. Herhangi bir halka homomorfizmasi f: R — S igin

(E3) Her 1 €1d(S) igin 8(F71(D) = f~1(8(1)) yi saglayan bir genislemeye “global”
denir.[2]

Ornek 3.4 §,, 5,, B genislemeleri kesisimi korur ve globaldir.

i. I,] € Id(R) olsun.

So(IN]) =1In]=38,(1) Nn&,(J)

81NN =1n]=vInJ=8,(D n & ()
B(INn])=R=RnR =380 nNB()

ii. f: R = S herhangi bir halka homomorfizmasi olsun. Her I € 1d(S)igin;

So(F71(D) = £71(D) = £72(8,(D)
8,(F71(D) = VE-1(D) = £ (V1) = £71(8,(D))
B(f1(D)) =R=f"1(S) = f1(BD))

Lemma 3.2 Her lideali igin M(I) = N{H|I € H, H bir maksimal ideal} olsun.
Bu takdirde; M(I N J) = M(I) Nn M(J) herhangi iki I ve ] idealleri igin de gegerlidir.
ispat. H; = {H|I N ] € H, H bir maksimal ideal} ve
H, = {H|l € H yada] € H, H bir maksimal ideal} olsun.
Bu takdirde;

N#H, =MIN]) ve N, = M(I) N M)
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olacaktir. Buradan agikca H, S H; dir.

Simdi; He H; iseINn] € H dir. Ancak H maksimal ve dolayisiyla asaldir.
Bundan dolayiI € Hyada] € Hdir. Buda H € H, olmasidir.

Oyle ki H, = 7, ve M(I1n]) = M(I) n M(]) dir.

Ornek 3.2 (4) te tanimlanan M ideal genislemesi ile kesisim korunur.
Global olmadigi 6rnek 3.4 de gorilmektedir.

Lemma 3.3 6 kesisimi koruyan bir ideal genislemesi olsun. Q4,Q,,...,Q, R nin §-asalimsi

idealleri ve heriigin P = 6(Q;) olsun. bu takdirde;

Q= ﬁQi
i=1

d-asalimsidir.

ispat. xy € Qvex & Qise birkicinx & Qy dir.

Ancak; xy € Q € Qg ve Qi 6-asalimsidir, bu nedenley € 6(Qy) dir.
Ancak; 8(Q) = 8(NI; Q) = NI, 8(Q)) = P = §(Qy) dir.

Boylece y € 8(Q) dur. Dolayisiyla Q, &-asalimsidir.

Not 3.2 R halkasinin bir a elemani a € §({0}) ise 6-nilpotent olarak adlandirilir. Boylece -
nilpotent eleman sifir eleman olur. Ayni zamanda; §;-nilpotent elemanlar kesinlikle normal

nilpotent elemanlardir.

Teorem 3.3 0 bir global genisleme olsun. R halkasinin bir I idealinin 6-asalimsi olmasi igin

gerek ve yeter kosul R/I bélim halkasinin her sifir boleninin &-nilpotent olmasidir.
ispat.

(=:)1, 8-asalimsi olsun.

r=r+1, R/I ninsifir bdleniolsun. budurumdatrs =rs+I1=1liles=s+1+#1 olur.

Bu dars € Ive s & I demektir. Kabulden; I, 8-asalimsiydi; dolayisiylar € §(I) dir. Oyleyse,
res)/I dr.

q: R = R/I bir dogal homomorfizma olsun. & nin globalliginden;
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(D) =8 (a7 ({0r/1})) = a7 B({0r/1}))
elde edilir.
q érten oldugunda, 8()/1 = q(8(1)) = 6({0R/1}) dir.

Bu durumda; T € 6({0R/1}) elde edilir; yanit &-nilpotenttir.

(&<:) Tersine; R/Inin tum sifir bélenlerinin §-asalimsi oldugunu kabul edelim. r, s € Rigin

rs € [ver & [ olsun.

Bu takdirde; 'S = Og; veT # Og/ dir. Dolayisiyla; S R/I nin bir sifir bolenidir.
Kabuliimiizden; 5 € §({Og1}) = 8()/1 dir.

Bu durumda; s — s’ € I olacak sekilde bir s € §(I) vardir.

Dolayisiylas — s’ € §(I) dir. Bus = (s —s') + s’ € (1) seklinde devam eder.
Bu durumda; I 6-asalimsidir.

Sonug 3.1 R nin bir I idealinin asal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R/I nin tek sifir béleninin

Og/1 olmasi yani R/I nin bir tamlik bélgesi olmasidir.

Ayni zamanda; I idealinin asalimsi olmasi igin gerek ve yeter kosul R/I nin her sifir boleninin

nilpotent olmasidir.

Lemma 3.4 6 global ve f: R — S bir halka homomorfizmasi olsun.

Bu takdirde; S nin herhangi bir I §-asalimsi ideali i¢in f~1(I) da R nin bir 8-asalimsi idealidir.
ispat. a,b € Ricin ab € f~1(I) olsun.

a g f 1(D)ise f(a)f(b) €1 ancak f(a) & Idir.

Dolayisiyla; I nin 8-asalimsiligindan f(b) € §(I) dir.

Bu nedenle; b € f~1(8(1)) = 8(f (1)) dir. Bundan dolay; f~1(I) §-asalimsidir.

Not 3.3 f: R = S halka homomorfizmasi ise R nin ¢ek(f) yi iceren bir I ideali igin f‘l(f(l)) =
[dir.
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Onerme 3.2 f:R — Sbir érten halka homomorfizmasi olsun. Bu takdirde; R nin ¢ek(f) yi
iceren bir I idealinin 8-asalimsi olmasi icin gerek ve yeter kosul f(I) nin S nin &-asalimsi bir

ideali olmasidir.
ispat. f(I) &-asalimsiise I = f~1(f(I)) ve Lemma 2.6 danl &-asalimsidir.
Simdi [ nin §-asalimsiligini g6z 6niline alahm.

a,b €S icin ab € f(I) ve a & f(I) olsun. Bu takdirde; f(x) = a, f(y) = b olacak sekilde

X,y € Rvardir.
Bu durumda; f(xy) = f(x)f(y) = ab € f(I) olmasixy € f‘l(f(l)) = I yi gerektirir ve

f(x) = a & f(I) olmasi dax & I olmasini gerektirir. Dolayisiyla y € &(I) ve bundan dolayi
b = f(y) € f( (1)) dir.

Simdi sadece; f( 8(1)) = 8(f(1)) oldugunu ispatlamamiz gerekmektedir.
Ancak; bu 8(I) = s(f—l(f(l)))zf—l( 8(f(1)))

dolayisiyla; f( 6(1)) = f(f‘l( S(f(l)))) = 6(f(I)) ve fnin ortenliginden direkt olarak
cikar.

Uyari 3.4 f:R — S orten bir homomorfizma ve ¢ek(f) € I olsun.

Bu takdirde; f( 8(1)) = §(f(I)) dir. Ozel olarak, f bir izomorfizma ise f( 8(1)) = 8(f(1)), R

nin her [ ideali igin saglanir.
Sonu¢ 3.2 [, R nin herhangi bir ideali ve ] de R nin I y1 kapsayan bir ideali olsun. Bu takdirde;

J/T min R/I nin &-asalimsi ideali olmasi icin gerek ve yeter kosul ] nin Rnin ibr &-

asalimsi ideali olmasidir.
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BOLUM 4

ASALIMSI ALT MODULLER

Bu bélimde asalimsi alt modiillerle ilgili temel tanim ve sonuglar verilecektir. Bu tanim ve

sonuclar ; [6],[7],[8] de mevcuttur.

4.1 Asalimsi Alt Modiiller
Tanim 4.1 R bir halka, M bir R-modil ve N, M nin bir 6z alt modili olsun. Herr € R ve

meEM icin rmeN ve mé&N olmasi bir t>0 tam sayisi icin r* € (N:M) olmasini
gerektiriyorsa, yani,r € R,m € M igin, rm € N oldugunda r € ,/(N:M) veyam € N ise N ye

asalimsi alt modul denir.

Ornek 4.1 R bir halka olsun. Her R — modiil R nin asalimsi alt modiilleri, R nin asalimsi

idealleridir.

Onerme 4.1 M bir R — modiil ve N, M nin bir asalimsi alt modiilii olsun. Su halde
(N:M) = Ann(M/N)

R nin bir asalimsi idealidir.

ispat. N,M nin bir asalimsi alt modili olsun. a,b € R olmak {izere, ab € (N:M) ve
b & (N: M) kabul edelim. Su halde abM € N ve bM & N dir. Bdylece abm € N ve bm ¢ N
olacak sekilde en az bir m € M bulunabilir. N asalimsi alt modil oldugundan ak € (N: M)

olacak sekilde bir k tam sayisi vardir. Boylece (N: M) bir asalimsi ideal olur.

Sonu¢ 4.1 R bir halka, M bir R — modiil ve N,M nin bir asalimsi alt modili olsun. Bu

durumda / (N: M) bir asal idealdir.
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ispat. N, M nin bir asalimsi alt modiilii olsun. O zaman (N: M) bir asalimsi idealdir. (N: M)

asalimsi ideal oldugundan /(N: M) de asal idealdir.

Tanim 4.2 R bir halka, M bir R — modiil ve N, M nin bir asalimsi alt moduli olsun.
(N:M) =P ise N ye P asal idealine iliskin asalimsi alt modil veya kisaca P —
asalimsi alt modiil denir.

Onerme 4.2 R bir halka, M bir R — modiil ve N, M nin bir 6z alt modili olsun. R nin bir P
ideali icin, asagidaki iki kosul saglaniyorsa, P bir asal ideal ve N de M nin bir P-asalimsi alt

modultdr.
i Herr e Rvem € Migcinrm € N ve m € N olmasir € P olmasini gerektirir.

ii. r € P ise bir k pozitif tam sayisi icin rM € N dir.

ispat. (i) Bu iki kosul saglaniyorsa N nin asalimsi alt modil oldugu agiktir. ,/(N:M) = P

oldugunu gosterelim. (ii) den P € \/(N: M) dir. Ters kapsama igin, r € \/(N: M) alalim. Bir
pozitif s tam sayisi igin r® € (N: M) ve boylece r°M C N dir. syi bu sekildeki en kiglik pozitif
tam sayi olarak segelim. Su halde s > 1 ve r’"IM & N dir. Su halde r>"'m & N olacak sekilde

en az birm € M vardir. Béylece r(r"'m) € Nve r’!m ¢ N oldugundan, (i) den r € P yani
v/ (N: M) € P elde edilir.

Sonug 4.2 R bir halka, M bir R — modiil ve N, M nin bir P-asalimsi alt moduli olsun.
reRmeEeMverm € Niser € Pveyam € N dir.
ispat. P-asalimsi alt moddiliin tanimindan istenen elde edilir.

Sonug 4.3 R bir halka, M bir R — modiil olsun. N, M nin bir P-asalimsi alt modiili; I, R nin bir

ideali ve K, M nin bir alt moduliu olsun.
IKEN=ICSPveyaKEN
dir.

ispat. K & N olsa, bir m € K\N vardir ki her r €I igin, rm € IKS N olur. m & N ve N

asalimsi alt modil oldugundan r € P elde edilir.

Sonu¢ 4.4 R bir halka, M bir R — modiil ve N, M nin bir P-asalimsi alt modili olsun. X,R
halkasinin X € P olacak sekilde bir alt kimesi ise (N:y X) = N dir.
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ispat. (N:y X) = (N:y (X)) oldugundan, X alt kiimesini bir ideal kabul edebiliriz. X(N:y; X) €
N ve X € P dir. Onceki sonugtan (N:y; X) € N dir. N € (N:yy X) oldugu agiktir. Su halde
(N:y X) = N dir.
Onerme 4.3 R bir halka, M bir R — modiil; N, M nin bir P-asalimsi alt modiilii ve K da M nin
herhangi bir alt modiill olsun.

1. K< Nise(N:K) =R,

2. K& Nise (N:K), R nin bir P-asalimsi idealidir.

ispat.

1. K< Nise (N:K) = R oldugu agiktir.
2. K& Nise (N:K) c Rhas bir idealdir. Simdi; (N: K) nin bir asalimsi ideal oldugunu

gosterelim.
ab € (N:K), fakat b ¢ (N:K) olsun. Su halde bk & N olacak sekilde bir k € K vardir.

Boylece abk € N ve bk € N oldugundan, a € P dir.

r € P =,/(N:M) olsun. Bir t tam sayisi icin r*'M € N ve bdylece r* € (N: M) € (N:K) ve
r'R € (N:K) dir. Onerme4.2 nin (ii) sikki da saglanir. Su halde (N:K) alt modilii bir P-

asalimsi alt modl; yani (N: K), R nin bir P-asalimsi idealidir.

Onerme 4.4 R bir halka; M bir R — modiil; N,M nin bir P-asalimsi alt modilii ve I, R nin
herhangi bir ideali olsun.

1. 1S (N:M)ise (N:;yI) =Mve

2. 1 Z (N:M)ise (N:y D), M nin bir P-asalimsi alt moduludar.

ispat.

1. 1< (N:M)ise (N:;y 1) = M oldugu agiktir.
2. 1 ¢ (N:M) olsun. Su halde (N:;I),M nin has bir alt modiilidir. Onerme4.2 vyi
kullanarak (N:p I) nin M nin P-asalimsi alt modili oldugunu gosterelim. r € R ve

X € M olmak tzererx € (N:yy ) ve x € (N:y I) olsun. ax € N oldugundan r € P dir.
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r € P olsun. Su halde bir k pozitif tam sayisi icin rXM € N C (N:m D) dir. Onerme4.2

den(N:y ), M nin bir P-asalimsi alt moduluddr.

Onerme 4.5 R bir halka; N,R — modiil M nin bir P asalimsi alt modili ve KM ninK ¢ N
olacak sekilde herhangi bir alt modili olsun. Su halde KN N de K nin bir P-asalimsi alt

moduladar.

ispat. KN N alt modiiliiniin K nin has bir alt modilii oldugu aciktir. r € R ve x € K olmak

uzererx € KN N fakat x € KN N olsun. Su halde rx € N fakat x € N oldugundan, r € P dir.

r € P olsun. Su halde rXM C N olacak sekilde bir ktam sayisi vardir. Béylece rXK € N n K

dir. Onerme 4.2 den K N N, K nin bir P-asalimsi alt modulidiir.

Onerme 4.6 R bir halka olsun. N;,N,,...,Ng ler (s = 1),R — modiil M nin P-asalimsi alt
moddlleri ise

N=N10NzﬂﬂNs
de M nin bir P-asalimsi alt modultddr.

ispat. N, M nin bir has alt modiilii oldugu agiktir. r € R ve x € M olmak lizererx € Nvex ¢ N

olsun. Su halde birj € {1,2, ..., s}iginrx € Nj vex & Nj dir. Buradan, r € P bulunur.

r € Polsun. Heri € {1,2, ...,n}i¢in rKM < N dir. Onerme4.2 den N, M nin bir P-asalimsi alt

moduladar.

Onerme 4.7 R bir halka, M ve M* R — modiiller ve f:M = M* bir 6rten R — modiil
homomorfizmasi olsun. N*, M* nin bir alt modilii ise, f~*(N*) = N de M nin bir alt

moduladar.

N* in M* in bir asalimsi alt modili olmasi icin gerek ve yeter kosul N nin, M nin bir asalimsi

alt modill olmasidir.
Ayrica, N ve N* asalimsi alt modil oldugunda, iliskili oldugu asal idealler aynidir.

ispat. N*, M* in bir asalimsi alt modiili ve f™*(N*) = N ise Onerme4.5 ten, N nin de M nin
bir has alt modili oldugunu biliyoruz. r € Rve x € M olmak lizere rx € N ve x € N oldugunu
kabul edelim. Su halde; rf(x) = f(rx) € N* ve f(x) € N* olur. N*, M* nin bir asalimsi alt
modilu oldugundan, r'™M* € N* olacak sekilde bir m tam sayisi vardir. Buradan, f(r™M) =

r™M € N* ver™M C N bulunur. Yani N nin, M nin bir asalimsi alt moduli oldugu anlasilir.
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Benzer sekilde N, M nin bir asalimsi alt moduli ise f(N) = N*in da, M* in bir asalimsi alt

modili oldugu gosterilebilir.
([6],(6.2.11)) den R — modiil olarak M/N = M*/N* oldugundan (N:M) = (N*: M*) ve

JN:M) = /(N*: M*) dir.

Boylece N, N* asalimsi alt modiller oldugunda, ayni asal ideal ile iliskilidirler.

Sonug 4.5 P, R halkasinin bir asal ideali, M bir R — modiil ve K € N olacak sekilde M nin iki

alt moduld K ve N olsun.

N nin, M nin bir P-asalimsi alt modiilii olmasi igin gerek ve yeter kosul N/K nin, M/K nin bir

P-asalimsi alt modull olmasidir.

([6],(4.2.21)) de yapildigi gibi, bir modulin asalimsi alt modiilleriyle kesir moduliiniin asalimsi

alt modiilleri arasindaki iliskiyi kuralim.

R bir halka, S carpimsal bir alt kiimesi ve M bir R — modiil olsun. Genisleme ve kisitlamalari,

dogal homomorfizmaya gore tanimlayalim.
Onerme 4.8 K, M nin bir alt modiili ve K = K& ise

(K:g M)¢ = (K®:g5-1g ST'M)
dir.

ispat.g € (Kig M)®, (r € (KigM),s € S) alalim. rM < K oldugundan,
r
gs—lM c STIK=K®

oldugu kolayca gorilebilir. Tersine, E € (K®:g-1g STIM) alalim.

Herm € M ve t € Sigin,

rm rm
-—— =—— €Ke®
st st
ve
strm rm ( )EKe € Kee K
—— = —=T1(rm =rm =
1 st 1

oldugundan, rM € K dir. Boylece, r € (K:g M) ve g € (K:g M) elde edilir.
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Teorem 4.1 Onerme 4.8 deki gosterimler altinda M ve S™'M nin alt modiillerinin genisleme

ve kisitlamalari igin su 6zellikler vardir:
1. K, M nin bir P-asalimsi alt modili olsun.
K¢e=S""MePnNS+0
dir.
2. K, M nin bir P-asalimsi alt modiili ve PN'S = @ ise K€ de S™IM nin bir P®-asalimsi alt
moduludir. Ayrica, K = K€€ dir.
3. W, S™IM nin bir P-asalimsi alt modiilii ise W€ de, M nin P€ N'S # @ olacak sekilde bir
P¢-asalimsi alt moduladur. Ayrica, W€ = W dur.

4. {Q: Q,RninP — asalimsiideali, P NS = @} kiimesiyle

{0:9, STIRnin P® — asalimsi ideali} kiimesi arasinda birebir esleme vardir.
ispat.
1. K, M nin bir P-asalimsi alt moduld, P = /(K: M) olsun.

s € PN Sise birn € Nigin, s"M € K olur. Herm € M ve s’ € Sigin,

m _s'm ___,
—,= €S K=Ke
S

!

shs
dir. Tersine, m € M\K,s € S alalim. ? €S IM =S"1K ise ?:5 olacak sekilde k € K ve
s’ € S bulunabilir ve béylece bir t € Sicin
(ts")m = (ts)k € K
ve K bir P-asalimsi alt modl olarak kabul edildiginden, P NS = @ olursa m € K ¢eliskisi elde
edilecekti.

2. K, M nin bir P-asalimsi alt modiilii ve P N'S = @ ise yukaridaki ispattan, K€ nin S™'M
nin bir has alt modilii oldugu anlasiir. Once, K = K& oldugunu gdésterelim.
([6],(8.1.27)) de K € K¢ = K® oldugu gosterilmisti. Bir m € K*\K olsa, bir s € Sigin
sm € Kolur.P NS = @ ve K alt modulu P-asalimsi oldugundan, m € K geliskisi elde
edilirdi. Su halde, K = K€€ dir.

Simdi K€ nin bir P€-asalimsi alt modul oldugunu gosterelim.s,t €S, r € R ve m € M olsun.

2= ekevel ¢ K® kabul edelim. Suhaldem ¢ Kdir.-= =2 € K® ise
st st t st st
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Strm_rm_ ( )EKe
1t 1 vm

oldugundan, rm € K®¢ = K dir. K bir P-asalimsi alt modiil ve m € K oldugundan,
reP=,(KM)

yani Onerme 4.8 e gore

-ePe = (VM) = JIME = /(Keis 1 5M)

elde edilir.

3. W,S™IM nin bir P-asalimsi alt modili olsun. ST'R nin P -asal ideali P,R nin
PNS =0 olacak sekilde bir asal ideali olmak tzere, P = P€ seklindedir. W€ =K
dersek, ([6],(8.1.28)) den

wee =W = Ke

olur. Onerme 4. 8 den;

e
Pe = /(Ke:m1g SIM = (K M) = (Y M))
yani, P = /(K: M) dir. Simdi, K = W€ nin bir P-asalimsi alt modiil oldugunu gosterelim.

rm € K=WF¢ m & K= WF¢olsun.

n(m)—EeKe—W EE—r—mEKe
1 I 11 1

ve W bir P-asalimsi alt modiil oldugundan;

Ez m(r) € P¢ = \/(Kels—lR S~IM) = r € P = /(K: M)bulunur.

4. 2 ve 3teki esleme kullanilarak istenen elde edilir.
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4.2 Asalimsi Ayrisim

Bu kisimda asalimsi alt moduiller igin birinci teklik ve ikinci teklik teoremleri verildikten sonra

R X R ve R™ de asalimsi ayrisim incelenecektir.

Tanim 4.3 R bir halka, M bir R — modiil ve K, M nin bir alt modili olsun. K, M nin sonlu
saylda asalimsi alt modillerinin kesisimi olarak yazilabiliyorsa K, M de asalimsi ayrisima

sahiptir veya K ye ayrisabilir bir alt moddl denir. [6]

Onerme 4.9 R bir halka, M bir R — modiil ve K, M nin asalimsi ayrisima sahip bir alt modiilii

olsun. Yani, heri = 1,2, ..., sigin; N; birP;-asalimsi alt modil olmak Gzere,
K=N; NN, Nn..NNg
olsun. Su halde;
JEM) =P, nP,N..NP
dir. Ayrica bir P asal ideali igin,
(KKM)S P P cP, 3Ji€e{l,2..,s}

saglanir. Su halde (K: M) nin sonlu tane minimal asal ideali vardir ve bu minimal asal idealler;
P;, P,, ..., Ps ler arasindadir. Gergekten, 1 < i < sigin, P, asal idealinin (K: M) nin bir minimal
asal ideali olmasi igin gerek ve yeter kosul P, nin {P;,P,, ..., Ps} de bir minimal eleman

olmasidir. P;, P,, ..., Ps lerin farkl olmasi gerekmez.
ispat. K nin verilen asalimsi ayrisimindan,
(KiM) = (N;:M) Nn(N,: M) N ...n (Ng: M)
dir. Her i=1,2,...,sig¢in m = P, oldugundan,
(K:M) € /(K:M) =P, nP,N..NP

bulunur. P asal ideali, P, P,,...,P; lerden birini kapsarsa (K: M) idealini de kapsayacagi

aciktir.

Tersine, (K:M) = P olsun. Bu durumda;
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v ((K:M)) =v (M)

oldugundan;

\/(KM =Plﬂpzﬂﬂps

dir. Su halde biri € {1,2,...,s}igin P, € Pdir. Ayrica P, (K: M) nin bir minimal asal ise
P = P, olur ve kendinde farkli higbir P, kapsamaz. Tersine, kendinden farkl hicbir P; idealini

kapsamayan P, de (K: M) nin bir minimal asalidir.
Sonug 4.6 R bir halka, M bir R-modiil ve K, M nin bir alt modulu olsun.
K=N; NN, N..NN;g
K nin bir asalimsi ayrisimi ise
(KiM) = (N;:M) N (N,: M) N ...n (Ng: M)
de (K: M) nin bir asalimsi ayrigimidir.

Onerme 4.10 R bir halka, M bir R- modil ve K, M nin bir alt modili olsun. Heri€

{1,2, ...,t}icin, N; bir P, asalimsi alt moduli olmak Gzere,
K=N10NzﬂﬂNt

Ve S,R nin bir c¢arpimsal alt kiimesi olsun. P, P,, ..., Py, lerin (1 < m < t) hicbiri S ile
kesismeyecek ve geri kalanlar ise Sile kesisecek sekilde Py, P,, ..., P, siralansin. Su halde

K3, K nin S bileseni olmak iizere,

KS=N,NnN,Nn..NnN,,
dir.
ispat. Herj € {m + 1, ..., t} icin, sj € SN P olsun.

A= Sm+1Sm+2 «+- St

diyelim.

Boylecea € Sve herj € {m + 1, ..., t} igin

oldugundan, j=m+1m+2,..,ticin a”" € (N;:M) olacak sekilde bir v tam sayisi

bulunabilir. s = a¥v € Sigin,
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SM S Npyq NNy NN N
olur.
Herx € N; N N, N ...N Ny, igin,
sxEN; NN, N..N Ny, NNy s NN N NN =K

ve boylece x € K® bulunur. Yani, N; NN, n...Nn N, € K® dir.
Ters kapsamayi gostermek igin, y € K alalim. s*y € K olacak sekilde bir s* € S vardir. Su
halde her biri € {1,2, ..., m} igin,

S N P, = @ oldugu goz online alinarak; sy € N ve s* € P, bulunur. N;, bir P;-asalimsi modil
oldugundan, heri={1,2,...,m} iginy € N; dir. Boylece, y € Ny NN, N ...N Ny, dir. Su
halde,
KSe€N;NnN,Nn..nN
dir. Her iki kapsamadan istenen esitlik elde edilir.
Tanim 4.4 R bir halka, M bir R-modiil ve K da M nin asalimsi ayrisima sahip bir alt moduli
olsun. Yani, heri = 1,2, ..., s i¢in N; bir P;-asalimsi alt modiil olmak lzere,
K=NlﬂNzﬂ...ﬂNm
olsun. Eger; asagidaki iki kosul saglaniyorsa bu ayrisima bir minimal asalimsi ayrisim denir.

1. P, P, ...,Psler R nin farkh asal idealleri ve

2. Herj=1,2,..,si¢in Ni=; N; € N; dir.

i#j

2. deki ifade; her j=1,2,..,s i¢cinK# Niz;N; olarak da ifade edilebilir. Yani N;j lerin

i#j

higbiri, K = N{~, N; ayrisimi i¢in gereksiz degildir.

K nin herhangi bir asalimsi ayrisimini, gereksiz terimleri atarak ve ([6], 6nerme 9.1.13)e goére
P-asalimsi alt modiillerin arakesiti de P-asalimsi oldugundan, P, leri farkli yaparak minimal

asalimsi ayrisimi elde etmek her zaman mimkiinddr.

Teorem 4.2 (Birinci Teklik Teoremi) R bir halka, M bir R-modil ve K, M nin bir alt modili

olsun.
K=NlﬂNzﬂﬂNr
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ve
K=N;NN;n..nN;

Knin iki minimal asalimsi ayrisimi olsun. Heri € {1,2,...,r} i¢in N; bir P,-asalimsi ve her

j € {12, ...,q} icin N bir P"-asalimsi alt modiil olsunlar. $u halde r = q ve
{P,P,, ..., .} = {P[,P;, ..., Pq}

dir.[6]

ispat. iki kiimenin rolii simetrik oldugundan, ispati tamamlamak igin,

P € {P,P,, .., P} ise P € {P{, P, ..., Py} oldugunu géstermek yeter. Gerekirse asal idealleri

yeniden siralayarak genelligi bozmadan, P = P, ve

PSP, P,CP,..P,CP; Py &P, Py, &P, .. ,P.¢P;
PFcP, P;CP,. ,PicP; P, &P, 2 €P . PIEP

kabul edilebilir. S = R\P alalim. ([2], Onerme 9.2.4) ten
KS=N;NnN,n..nN,K=N;nN;n..nN}

dir. P nin P, P;, ..., Py den higbiri olmadigini kabul edelim ve geliski olusturalim. P asal ideali
P, Py, ..., Ph_1 veya P/, P;, ..., Py den hicbirinde kapsanmadigindan, ([6],sonug 2.2.8) e gore,
P de olan fakat, Py,P, ...,Pn_1, P, Py, ..., Pn lerin hicbirinde olmayan bir a € R

bulunabilir.

a€(N,:M)=P
oldugundan, bir v tam sayisi igin a¥ € (Np,: M) dir. Boylece (N,:pya¥) = M dir.
Heri€ {1,2,...,m — 1} igin, (N;:;ya¥) = N; ve heri € {1,2,...,n} igin, (N{:ya¥) = N; dir.
Su halde
(KS:M aV) = (Nl:M av) n..nN (Nm—l:M av) N (Nm:M av)
=N;NN,N..NNp_;
ve
(KS:M aV) = (N;M av) n..N (N:l—l:M av) N (N:IM aV)
=NiNN;N..NN,
=N;NN,N..NNp,
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dir. Boylece
N;NAN, N ..NNpog NNyt N Npi2 N NN EN; NN, NN N o NN,

olurdu. Bu ise K=N; NN, N..NN, nin minimal asalimsi ayrisim olmasiyla celisirdi.

R bir halka, M bir R-modiil ve Kasalimsi ayrisimi mevcut olan bir alt modil olsun. Her
i€ {1,2,..,s}icin P ler farkhdir. Ayrica P;,P,,...,P; asal idealleri K tarafindan tek turli

belirlidir. P;, P,, ..., P; asal ideallerine M nin K modiillne iliskin asal idealleri denir ve
A(K) = {Pll PZ; ey PS}

ile gosterilir. Ozel olarak, sifir al modiliine iliskin asal ideallerin kiimesine de, M ye iliskin

asallar denir ve A(M) ile gosterilir.

Onerme 4.11 R bir halka, M bir R-modiil ve K asalimsi ayrisimi mevcut olan bir alt modiil

olsun.
AM/K) = A(K)
dir.

ispat. K nin minimal asalimsi ayrisimi N; ler bir P, -asalimsi alt modiil olmak (izere,
K = Nj-; N; ise M/K bolim moduliniin alt modiilleri ile M nin Kyi kapsayan alt modulleri

arasindaki bire bir eslemeden, M/K nin sifir alt moduliniin minimal asalimsi ayrisimi da,

0= ﬁ(Ni/K)
i=1

olur. N;/K ler de bir P;-asalimsi alt modil oldugundan istenen elde edilir.

Sonu¢ 4.7 R bir halka ve M alt modiillerinin asalimsi ayrisimlari mevcut olan bir R-modiil

olsun. N alt modultinin P-asalimsi olmasi igin gerek ve yeter kosul A(M/N) = {P} olmasidir.

Tanim 4.5 R bir halka M bir R-modiil ve K da bir alt moduli olsun. Bir P; € A(K) ideali, Kya
iliskin hicbir asal ideali kapsamiyorsa, yani A(K) nin bir minimal elemani ise, P, ye K alt
modulindn bir minimal ya da izole asal ideali denir. Minimal asallarin disinda; Py, Py, ..., P

den geri kalanlara da K nin gomiilmiis asal idealleri denir.[6]
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Sonu¢ 4.8 M bir R-modil ve K asalimsi ayrisimi mevcut olan bir alt modil olsun. K nin

minimal asal idealleri ile (K: M) nin minimal asal idealleri aynidir.

M bir R-modiil ve K, M nin asalimsi ayrisima sahip bir alt moduli ve heri € {1,2, ..., s} i¢in, N;

bir P;-asalimsi alt modul olmak lizere,

K=NlﬂNzﬂﬂNs

K nin bir minimal asalimsi ayrisimi olsun. Su halde
A(K) = {P.P,, ..., P}
dir. Bu kimenin minimal elemanlari kiimesi
1<i;<ip < <iy<s
olmak uzere, {P;1, Py, ..., By} de minimal asal ideallerin kiimesidir.
Ni1, Nig, -, Nijy
ye K nin minimal bileseni degildir.

Simdi, bir alt modilin asalimsi ayrisiminda, ikinci teklik teoremini gosterelim.

Teorem 4.3 (ikinci Teklik Teoremi) R bir halka, M bir R-modiil ve K, M nin bir alt modiilii
olsun. Herj € {1,2,...,s}igin N]- ve N]-* ler Pj—asaI|m5| alt moduller olmak Uzere K nin iki

minimal asalimsi ayrigimi
K=N;NN,Nn..NNg=NjNN;N..NNg
olsun. {P;1, P, ..., Py} minimal asallarin kiimesi ise,
Ni1 N Njz N ...NN;y = N5 NNS NN Nj,
dir.[6]

ispat. R halkasinin, Py, P, ..., P, asal idealler kiimesinde iceriimeyen elemanlarini S ile
gosterelim. S carpimsal kapali bir kiimedir. P,K alt modiliine iliskin bir asal ideal ve
Pi1, P, ..., Py asal ideallerinden farkh ise P asal ideali Pi1, Py, ..., P,y asal ideallerinin higbiri
tarafindan igerilmez. Su halde ([6], Sonug 2.2.8) e gore,a € P,y,a € Py,...,a € P,vea €P
olacak sekilde bir a € R vardir. Yani, S N P # @ dir. ([6], Onerme 9.2.4) den,

K5 = N;; NNj; N ...n Ny,
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dir. Benzer sekilde,
KS = Nj; nNj, n..nNj,
dir. Sonucg olarak
Ni1 N Niz N ...NN;y = N5 NNS NN NG,
dir.

Sonug 4.9 R bir halka, M bir R-modiil ve K, M nin bir alt modilu olsun. Herj € {1,2, ..., s}

icin N; ve N]-* ler P;-asalimsi alt moddiller olmak tzere, K nin iki minimal asalimsi ayrigimi
K=N;NnN,Nn..NNg=N;NN;N..NNg
olsun.

P, € A(K) bir minimal elaman ise N; = N;" dir.

Simdi; yukarida yaptigimiz asalimsi ayrisima bir uygulama olsun diye R bir temel ideal

bolgesi olmak lizere M yi R X R alarak M nin alt moddllerinin asalimsi ayrisimini inceleyelim:

Tanim 4.6 N, M nin bir 6z alt modulu olsun. M igindeki N nin yine M igindeki P, asalimsi

Qi
(1 <i<n) olacak sekildekiN =Q; N Q, N..NQ, asalimsi ayrisimina asagidaki kosullar

saglanirsa minimal tam (precisely) denir.

i P;,P,, ..., P, ; Rninn farkli asal idealidir ve

ii. Timj=1,2,...,nigin
n
JEIR[
i=1
j#1
dir.[9]
Uyari 4.1 N, M nin bir 6z alt modlu olsun. ([7] 9.27 ve 9.31 den)

N, M de minimal asalimsi ayrisima sahiptir. M deki N nin bir minimal asalimsi ayrisimi olsun.

Bu takdirde, ([7] 9.31den) R nin bir P-asal idealiicin
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Pe{P,P,,..,P,} & Pe€Assg(M/N)
dir.

Lemma 4.1 p, R nin bir asal elemani olsun. Bu takdirde; r pozitif tam sayi olmak sayr olmak

uzere p'™™M, M nin bir asalimsi alt moduludiir.

Simdi; a ve b nin en biylk ortak béleni 1 den farkh oldugunda M nin alt modiillerinin

asalimsi ayrisimi (a, b)R formunda verilebilir.

Onerme 4.12 Ureteclerinin en biyiik ortak béleni 1 den farkh olan N, M nin devirli alt
grubu olsun. Bu takdirde, p4,p2,-..,Ps ler Rnin ayrik asal elemanlari ve Ny, Nyiiceren M

nin bir asal alt modaluduir.

ispat. N = (a,b)R olsun vea ile b nin en biiyiik ortak béleninin d oldugunu ve bu d nin
farkl asal ¢arpanlarinin pq, ps, ..., ps oldugunu goéz oniine alalim. Bu takdirde; d = pil ...pgs

olur. Simdi; a =da; ve b =db; oldugunda N nin asalimsi ayrisimi igin
(p1*M) N ...n (psM) N ((ay, bR)
diyebiliriz.
xy) € (p;*M) N ...n ((a3, by)R)
olsun.
Bu takdirde; uq,uy, ..., ug, vq, V5, ..., Vg € R oldugunda
X = p;lu1 = pgzuz R p;sus = altlr
Y =DP;'V1=pyVy = =pgvs = bty
dir.

Boylece (x,y) € (a,b)R=N elde ederiz. Bu da ispatin tersini igerdiginde agik olarak

tamamlar.

Sonug 4.10 N, Onerme 4.1 deki gibi tanimlansin. Yani; tireteclerinin en biiyiik ortak boleni 1

den farkli olan N, M nin devirli alt grubu olsun.

Bu takdirde; P, Rde ki asal eleman p; ile Uretilen asal ideal olmak Uzere, ( Heri=

1,2,...,n) Assg(M/N) = {0,p4, ..., pn} Olur.
ispat. Onerme 4.12 ve /(a;,b;)R:M = 0 olmasindan ([7] 9.33(ii))
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Simdi N vyi 2 Uretegli alalim ve N nin asalimsi ayrisimini elde etmek igin su lemmayi verelim:

Lemma 4.2 N=(a,b)R+ (c,d)R, a,b,ccdeR M nin bir 6z alt modili olsun.
A = ad —bc deR nin sifirdan farkh bir elemani olsun. Bu takdirde; r € Z* olmak lzere A

nin herhangi bir p* ¢arpani igin;

Q = {(x,y):p'lay — bx ve p"|cy — dx}

M nin bir asalimsi alt modultdur.

Bu bolimle ilgili ana teoremi verebiliriz:
Teorem 4.4 (Asalimsi Ayrisim)

Durum Lemma 4.2 dekiyle ayni olsun.ry, 15, ...,1 € Z* ve pq,..,pr ler Rde ayrik asal

elemanlar oldugunda A = pi* ...p,* ise
Ki = {(xy):p;'|]ay —bx ve pi'lcy—dx} Vi (1<i<t)
icin N,
t
N = ﬂ Ki
i=1
biciminde bir asalimsi ayrisima sahiptir.[9]

ispat.
K = N{_; K; alalim. Bu takdirde N € K agiktir.

(x,y) € K olsun. Bu takdirde; 1 <1i <t olacak sekilde

Vi iginay — bx = piriti vecy —dx = pirisi olacak sekildeki t;, s; € R mevcuttur.
Bu takdirde; birt,s € R igin ay —bx = At ve cy — dx = As elde ederiz.

Simdi sonucumuz 6nerme 4.13 le devam eder:

Onerme 4.13 N = (a,b)R+ (¢c,d)R a,b,c,d € R olmak {izere M nin bir 6z alt modiilii

olsun. A= ad — bc olarak tanimlayalim ve AM € N kabul edelim.
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Bir asalp elemani icinpM € N ve p ile q aralarinda asal olmak lUzere A= pq kabul

edelim.Bu takdirde; N nin asal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

N = {(xy): play —bx ve p|cy — dx}

olmasidir.

Sonug¢ 4.11 N, Teorem 4.4 deki gibi tanimlansin. Bu takdirde; Vi = 1,2,...,n i¢in Rnin p;

asal elemaniyla uretilen asal ideal P; ile gosterilmek Uzere;
Assg(M/N) = {py, ..., pt}
dir.

ispat. ([7], (9.33) (ii))

4.3 R"™ de Asalimsi Ayrisim

M bazin = 2 tam sayilari i¢in temel ideal bolgesi R Uzerinde serbest bir R™ modiil olsun.

[7] den bir Noetherian modiliin her alt modili bir asalimsi ayrisima sahiptir ve ayni

zamanda M bir Noetherian R-moduldur.

Teorem 45N = Ra; + Ra, + -+ Ra,, M nin bir 6z alt moduli olsun. Bazi farkh asal

Pk € R elemanlari; a; pozitif tam sayilari ve u € R birim elemani icin A = (a;;) ve

a a
A =up;* ..ps° olsun.

Bu takdirde; N,

n

Qx ={(x1, X2, ..., xn) € M|pS%, ina’ij (1 <j<n)yiboler

i=1
olacak sekilde N = Q; N Q, N ...N Qg minimal asalimsi ayrisimina sahiptir.

Not4.1A' = (a’ij) A nin ek matrisidir.
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ispat. 1 <k <s icin/(Qx: M) = Ry, ile Qg nin M nin bir asalimsi alt moduli oldugunu

kontrol etmek kolaydir.
([10], Onerme 2.2)den, N € Q; N Q, N ...N Q; dir.

Simdi; x = (%1, X2, .., Xz) € Q1 N Q3 N ...N Qg olsun. Bu takdirde; her1 <k < sicinp.~,

Yicixa'y; (1< j<n) yiboler. Yine ([10], Onerme 2.2) den x € N dir.

Sonu¢ 4.12 4 # O ile N, M nin bir 6z alt modili olsun. bu takdirde N nin M nin bir asalimsi
alt moduli olmasi icin gerek ve yeter kosul bir u € R birim, p € R asal elemani ve a pozitif

tam sayisi igin 4 = up® olmasidir.

A =0ile N # 01in M nin bir alt modili oldugunu goéz 6niine alalim. M nin bir {xq, x5, ..., X, }
bazi ve R nin N = Rd x; + -+ Rd,x, olacak sekildeki sifirdan farkli dy,...,d, (r <n)
elemanlari vardir.

x; = (Xi1, X2, -, Xin) Olsun.

Bu takdirde ([10], Sonug 2.3) ten R nin bir u birimi i¢in det(xij) = u dur.

A = 0 oldugunda r < ndir. R nin bir u birimi, p; asal elemani ve a;;, =0 (1 <k < s) igin
di =up; ™ ..pg* (1<1i<r) oldugunu géz 6niine alalim. Q = Rx; + -+ Rx, olsun.

([10], Teorem 2.5) ten Q asaldir ve boylece M nin bir asalimsi alt modulidir.

Simdi; Qx = Rp;**xy + -+ Rp, ™x, + Rxyy1 + -+ Rx;, (1 <k <5) olsun. Bu takdirde;

Sonug¢4.12den Q) M nin bir asalimsi alt modulidir. N € Q; N Q5 N ...N Qg oldugu agiktir.

Simdiye@:Nn@,Nn..NnQs; olsun ve a; ER igin y = ayxq + -+ aypx, oldugunu goz

online alalm. y € Q oldugunda a,.,; = -* = a,, = 01 elde ederiz.

Ayrica;y € Q; (1 <k <s)oldugunda her1 <i <s icinp,* y béler ve béylece d;, a;

yi boler diyebiliriz. Bu nedenle y € N dir.

Boylece asagidaki teorem ispatlanmistir:
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Teorem 4.6 A=0ile N#0 M nin bir alt modili olsun. Bu takdirde; Q4,0Q5,...,0Q;

yukaridaki gibi tanimlandiginda N=Q;NQ,N..NQs; N nin bir minimal asalimsi

ayrisimidir.
Sonu¢ 4.13 A= 0ile N, M nin bir alt modili ve A = (a;;) olsun. Bu takdirde;

N = M olmasiigin gerek ve yeter kosul N nin asal olmasidir.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu calismada delta asalimsi idealler anlatilarak goriintste aralarinda ¢ok farklar var gibi
gorlinen asal ve asalimsi ideallerin benzer 6zelliklerde tanimlanabilecegi gosterilmistir.

Asalimsi alt moddller ve asalimsi ayrisim incelenmis, bunlara ait temel tanim ve teoremler
verilmistir. Ayni zamanda asalimsi ayrisimin modulin degisik kuvvetlerindeki 6zellikleri
incelenmistir.

Bundan sonra vyapilacak calismalarda delta asalimsi ideallerdeki genislemelerin farkli
ozellikleri arastirilabilir ve asalimsi ayrisimin modiliin sonsuz kuvvetinde de tanimlanabilmesi
arastirilabilir.
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