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Damisman: Prof. Dr. Manaf MANAFLI

Bu ¢alismanin birinci kisminda, diferansiyel operatorler, Sturm-Liouville operatori ve
ters spektral problemler ile ilgili bilgiler verilmistir. ikinci boliimde, diferansiyel
operatorlerin spektral teorisinde sik kullanilan temel tanim ve teoremler agiklanmistir.
Uclincti boliimde Sturm-Liouville operatorii igin spektral teoriye giris yapilmus, spektral
analizin temel problemleri anlatilmis, iz formiilleri ile ilgili genel problemler verilmis ve
Sturm-Liouville operatorii i¢in regiilerize olmus iz formdalleri ile ilgili genel bilgiler
agiklanmigtir. Bir diferansiyelin iz kimligi, diferansiyel operatoriin spektral yapisi, 6z
degerlerin sayisal hesaplanmasi, ters problemler hakkinda bilgiler verilmistir. Dordunci
bolimde Delta-Fonksiyon katsayili agirlikli Sturm-Liouville problemleri igin regilerize
olunmus iz formiilleri tizerine operatdrler tamimlanmis, spektral karakteristik
ozelliklerinden bahsedilmis ve iz probleminin ¢ézlimii yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville operatdrii; Ozdeger; Ozfonksiyon; iz formiilleri;

Agirliklt Sturm-Liouville problemi.



ABSTRACT

ON REGULARIZED TRACE FORMULAS FOR WEIGHTED
STURM-LIOUVILLE WITH COEFFICIENT DELTA-FUNCTION

Abdullah KARAKUS
Department of Mathematics
Adiyaman University, Graduate Education Institute, 01/2023
Supervisor: Prof. Dr. Manaf MANAFLI

In the first part of this study, information about differential operators, Sturm-
Liouville operator and inverse spectral problems are given. In the second chapter, the basic
definitions and theorems that are frequently used in the spectral theory of differential
operators are explained. In the third chapter, the spectral theory for the Sturm-Liouville
operator is introduced, the basic problems of spectral analysis are explained, the general
problems about the trace formulas are given and the general information about the
regularized trace formulas for the Sturm-Liouville operator is explained. Information about
trace identity of a differential, spectral structure of differential operator, numerical
calculation of eigenvalues, inverse problems are given. In the fourth chapter, operators are
defined on the regularized trace formulas for Delta-Function coefficient weighted Sturm-
Liouville problems, their spectral characteristics are mentioned and the trace problem is
solved.

KeyWords: Sturm-Liouville operators; Eigenvalue; Eigenfunction; Trace

formulas; Weighted Sturm-Liouville problem.
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y) : Ozdeger
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1. GIRIS

Sonlu boyutlu bir uzayda, bir operatoriin sonlu bir izi vardir. Bir matris i¢in 6zdegerlerin
toplamini, matrisin izini yani ana kosegendeki elemanlarin toplamini hesaplamanin kolay
oldugu iyi bilinmektedir.

Ancak, sonsuz boyutlu bir uzayda, genel olarak siradan diferansiyel operatorlerin
sonlu bir izi yoktur. 1953’te Gelfand ve Levitan [1], q(x) fonksiyonunun sirekli
tiirevlenebilirligini varsayarak, diizenlestirilmis iz i¢in asagidaki dikkate deger formiilii
elde ettiler:

o n n

; [An —n% — %Of q(x)dx] = M — %Of q(x)dx
Burada, A,, asagidaki operatoriin 6zdegerleridir:

—y"+qx) =21, y' 0 =y'(m@=0.

Bu formiil, belirli operatorlerin arastirilmasindan baglayan ve ayrica genel formda ayrik
operatorlerin duzenli izlerinin analizini benimseyen biyuk ve ¢ok énemli bir teoriye yol
act. Kisa siirede bir¢ok yazar dikkatlerini iz teorisine ¢evirmis ve ilging sonuglar elde
etmistir. Bu ¢alisma bir¢ok yazar tarafindan devam ettirilmistir. Bu konunun mevcut
durumu ve bununla ilgili ¢alismalar kapsamli bir aragtirma raporunda sunulmaktadir [2].
Diferansiyel denklemler icin gerekli iz formalleri [1,3,4,5,6,7]’de bulunur. Ancak, tekil
potansiyele sahip Sturm-Liouville operatorleri i¢in diizenli iz {izerine az sayida ¢alisma
vardir (bkz. [2,8,9,10,11,12]). Bir diferansiyel operatoriin iz kimligi, diferansiyel
operatoriin spektral yapisini derinlemesine ortaya c¢ikarir ve O6zdegerlerin sayisal

hesaplanmasinda, ters problemde, ¢oziimler teorisinde ve integrallenebilir sistem teorisinde

onemli uygulamalara sahiptir (bkz. [13,14]).



2. TEMEL KAVRAMLAR

Hilbert uzaylari sonsuz boyutlu normlu uzaylarin en basit tipi olmak iizere
Fonksiyonel Analizin teorik ve pratik uygulamalarinda belli rol oynamaktadir. Euclid
uzaylari ile bilylik benzerlige sahip olan Hilbert uzaylarinin bdyle basitligi vektor cebirinde

tanimlanan i¢ carpim ve diklik kavramlarinin bu uzaylar i¢in genellestirilebilmesidir.

Tamm 2.1. K = R veya C olmak (izere X bir vektor uzay1 olsun.
(L, ) XXX->K
dontisimii asagidaki ozellikleri sahip ise (.,.)’ye X Uzerinde bir i¢ ¢arpim,(X, (.,.))
ikilisine de i¢ ¢arpim uzay1 (Hilbert uzay1) denir.
i)Herx € X igin (x,x) >0 ve (x,x) =0 x = 0;
i) Her x,y € X icin (x,y) = (v,x) (kompleks eslenigi);
iii) Her x,y € X ve aeK icin (ax,y) = a(x,y);
ivV) Herx,y,z€ X icin (x + y,z) = (x,¥) + (¥, 2).
K = R halinde (x,y) = (y,x) dir ve (i) ve (iv) ifadelerinden Vx,y,z € X ve Va,b € K
icin
a)(ax + by, z) = a(x,y) + b(y, z);
b)(x, ay) = a(x, y);
o)(x,ay + bz) = a(x,y) + b(x, z);
formiillerinin dogrulugu kolay bir sekilde gosterilebilir.
Tamm 2.2. L? [a, b] uzay1
L*[a,b] = {x(s): fb[x(s)]2 ds < 00}

a

seklinde tanimlanir. Bu uzayda i¢ ¢arpim,

b P
f.9) = f £(5)505).ds

seklinde tanimlanir.
Tanmm 2.3. Bir X = (X, d) metrik uzayinda (x,) dizisi ele alalim. Eger Ve > 0 sayisna
karsihlk Vm,n > N igin

d(xm, x,) < €

olacak sekilde N = N(¢) sayis1 bulunabiliyorsa (x;,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.



Tanmim 2.4. X = (X, d) metrik uzaymda her Cauchy dizisi yakinsak ise yani
X, = x € X ise (X, d) metrik uzayma tamdir denir.
Tanim 2.5. X bos olmayan bir kiime ve K cismi R veya C olsun.
+: X xX, (x,y) > x+y,
K XX - X, (mx) - mx,
doniistimleri ile toplama ve ¢arpma islemlerini tanimlayalim. Her x,y,z € X ve m,n € K
i¢cin asagidaki kosullar saglansin:
. x+y=y+x
. x+W+2)=C&+y)+z
iii. Vx € Xicinx + 0 = x esitligini saglayan bir tek 0 € X vardir;
iv. Vx € Xiginx+ (—x) = 0 esitligini saglayan bir tek —x € X vardir;
V. VxeXicinl.x=x;
vi. m(x+y)=mx+my;
vii. (m+n)x =mx + nx;
viii.  (mn)x = m(nx).
Bu durumda X’e K Uzerinde bir vektor uzayi(lineer uzayi) ve elemanlarina da vektor veya
nokta ad1 verilir. K = R alinirsa X e bir reel vektor uzayi, K = C alinirsa X’e bir kompleks

vektor uzayi adi verilir.

Tanim 2.6. X ve Y bos olmayan kiimeler ve D < X olsun. D’nin her elemanina Y nin bir
elemanin1 karsilik getiren bir kurala D’den Y’ye bir operator veya doniisim denir. A
operatdrinin x’e karsilik getirdigi elemanit A(x) ile gosterilir. A operatérinin x € D’yi
A(x) € Y’ye gotirdiigiinii belirtmek icin, A: D — Y gdsterimi kullanilir.

Bu durumda D’ye A operatoriiniin tanim kiimesi denir ve genellikle D(A) seklide
gosterilir.

R=RA) ={yeY:y=A(x),x € D(A)}
kiimesine A operatoriiniin deger (yada goriintii) kiimesi denir. A operatdriiniin yaptig1 bu
islem
X 5D(A) SR c Y
seklinde veya kisaca A: X — Y seklinde gosterilir. Bu gosterimde
D(A) #R(A) #Y

olabilir.



Tanmm 2.7.4: S(x,6) = S(Ax,¢€) olsun. |x — xo |[< & igin |[Ax — Axy | < € ise A
operatdrine streklidir denir.
Tamm 2.8. H,ve H, iki Hilbert uzay1 ve L: H;—H, smirli lineer bir operator olsun. Eger,
L*: H, = H, operatori < Lx,y >=< x,L'y > sartin1 sagliyorsa L* operatdriine L nin
eslenigi denir. Eger L =L* ise L operatOriine oz eslenik operatér denir.
Tamm 2.9. L, D(L) tanim bolgesinde sinirli lineer bir operator olmak iizere

Ly = Ay
esitligini saglayan y(x) # 0 fonksiyonu mevcut ise A sayisina L operatoriiniin 6zdegeri y(x,
A) fonksiyonuna ise A ya karsilik gelen 6zfonksiyon denir.
Tamm 2.10. p(4) = {1 € C:(A — AD)™! € L(X)} kompleks sayilar kiimesine A
operatoriiniin regiiler degerler(veya rizolventi) kiimesi, a(4) = C\p(A) kimesine ise A
operatorinin spektrumu denir. 1 € p(A) olmak tizere R(1; A) = (A — AI)~! operatoriine A

operatérunin rizolventisi ( veya ¢oziicii operatdrii) adi verilir.

Tammm 2. 11. x — 0 veya (x — o) iken eger % — 0 (x) =f(x) = o(gx)) ve

fe)
g(x)

siirl ise f(x) = O(g(x)) olarak gosterilir.

Bu boliimdeki tanim ve teoremler [15]” den alinmustir.



3.MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde sonlu araliktaki Sturm Liouville operatorleri igin spektral teoriye giris
yapilacaktir. BOlUm 3.1 de spektral analizin diiz problemleri anlatilacaktir. Boliim 3.2 de

ise Sturm-Liouville operatdr icin regiilerize olmus izin hesaplanmasindan bahsedecegiz.

3.1. Sturm-Liouville Operatéri

Asagidaki L = L(q(x), h, H) sinir deger problemini géz niine alalim.

ly = =y" + q(x)y = Ay, 0 <x<m (3.1)

Uy) =y'(0) —hy(0) =0, V(y) = y'(m) + Hy(m) = 0 (3.2)
burada A spektral parametre, g(x), H, h reel say1 ve q(x)eL,(0,m). Burada [ Sturm-
Liouville operatoridir.
Tanmmm 3.1. L deki A parametresinin degerleri, sifirdan farkli ¢oztiimleri olusturdugu
takdirde A’ya ozdegerler ve bunlara karsilik gelen ¢6ziimlere de 6zfonksiyonlar denir.
Ozdegerlerin dizisi L nin spektrumlarina denktir.

Biz bu bolimde L nin basit spektral 6zelliklerini elde edecegiz ve 6zdegerlerin ve
ozfonksiyonlarin asimptotik davranislarini arastiracagiz.

Baslangig sartlar1 altinda (3.1) in ¢6zumleri C(x, 1), S(x, 1), p(x, 1), Y (x, A) olsun
ve agagidaki sartlar1 saglasin:

cO,A) =1 €'(0,42) =0, S04 =0 S"(0,) =1
p0,1) =1, ¢ (0,1) = h Y(mA) =1, Y'(m,A) = —H
Her tespit edilmis x i¢in @ (x, 1), (x, 1), C(x, 1), S(x, A) x e bagl fonksiyonlardir.
Ulp) = ¢ (0,1) — ho(0,2) = O,V(¥) =" (m,2) + HPp(m, 1) = 0 (3.3)
sartlar1 dikkate alindiginda L’nin karakteristik fonksiyonu
A = Yx D, (x,4))ye (34)

biciminde olur.
(y(x),z(x)) = y(x).z' (x) — y'(x).z(x) ifadesi y ve =z nin Wronskianidir.
Liouvile’nin formiilii (¥(x, 1), ¢(x, 1)) Wronskian1 x bagl degildir [16]. (3.4)’ de x =0
ve x = m yazilirsa

A = V(p) = U@ (3.5)



esitligi elde edilir.
Teorem 3.1. Karakteristik fonksiyonun {/ } sifirlart £ nin sur deger probleminin
Ozdegerleri ile ¢akisir. g(x, An ) ve Y x, An) fonksiyonlart 6zfonksiyonlardir ve asagidaki
sartt saglayan bir ardisik {n } ler vardir:
Y, ) = Ba(x,2n)  PBn # 0 (3.6)

Ispat: Ay, A(A) nin bir sifir1 olsun. (3.3) ve (3.5) sayesinde y¥(x, Ay ) = Bo.@(x, Ao ) Olur ve
fonksiyonlar ¥(x, Ay), @(x, Ay) fonksiyonlar1 (3.2) deger sartlarin1 saglar. Bundan dolay1
Ao bir 6zdeger ve ¥ (x,Ay), @(x, Ay) fonksiyonlart da buna karsilik gelen 6zfonksiyonlardir.

Ao L’ nin bir 6zdegeri olsun ve y de buna karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. U(y, )
=V (y,) = 0 olur buradan y,(0) # 0 olur. y,(0) = 1 yazabiliriz. y;(0) = h ve bu ylizden
Yo(x) = @(x,Ay) dir ve (3.5) bize A(Ag) = V(p(x, A )) = V(yo(x)) = O ifadesini verir.
Dolayisiyla biz her 6zdegere bir 6zfonksiyon karsilik geldigini kanitlamis olduk.

Boliim boyunca asagidaki gosterimleri kullanacagiz:

a, = fo”q)z (x,1,).dx (3.7)
{a,} sayilar1 normlastirici sayilari ve {a,, 4,,} sayilari da L nin spektral verileridir.
Lemma3.1. B,.a,=—A(1,) (3.8)

ifadesi (3.6) yardimwla B,, sayilar tanimlanir ve A (4) = %A (1)

ispat: " (x,2) + q(x)P(6.2) = AP(6A) — 9" (6w ) + G- P(x, An) = L., Ay) dir.
Buradan
S W6A).0(0M0)) = (6D).0"(x, An) =" (0.2).- (2, Ay)

= (A =2)P(x, 1) .o(x, 1)
ifadesi ve (3.5) yardimiyla

G = ) [ B 00 A dx = 2,00 A
0

=¢'(m, A) + Ho(m A,) + ¥'(0,1) — h.yp(0,1) = —4(4)
olur. A — A, i¢in bu terim bigciminde olur. Boylelikle
J 9@ 4)pCx, 2)dx = — A(An)
(3.6) ve (3.7) kullanilarak (3.8) elde edilmis olur.
Teorem 3.2. { A,,} ozdegerleri ve @(x, A,)ve Ux, Ay,) ozfonksiyonlart reeldir. A(A) nin
biitiin sifirlart basittir, yani A (A,) # 0. L*(0, ) deki farkli 6zdegerlere karsilik gelen

0zfonksiyonlar ortogonal dir.



Ispat: A, ve Ay, (k # n) dzdegerler ve sirasiyla bunlara karsilik gelen dzfonksiyonlar

Yn(x) ve yk(x) olsun.
f yn(¥) -y () dx = f Ya (%) . Lyg (x) dx
0 0

ve buradan

T T
e [ 9000 90 dx = e | ) 1)
0 0
veya
Sy 7 .y (®)dx =0
olur. Ilave olarak A°= u + iv, v # 0 reel olmayan bir dzdeger ve y° (x) # 0 dir. q(x), h, H
reel oldugu i¢in 1°= u — iv olur ve ayrica y°(x) 6zfonksiyonunu elde ederiz. 2° # A0

oldugu i¢in
T[ —
I, = [ 56057 G.dx = 0
0

olur. Boylece L nin {A,,} biitiin 6zdegerleri ve ¢(x, 4,) ve P(x, 4,,) 6zfonksiyonlar1 da
reeldir. a,, ve f3,, sifirdan farkli oldugundan (3.8) i elde ederiz, yani A (4,,) # 0 dur.

Lemma 3.2. | 4] —  i¢in asagidaki asimptotik formiiller x € [0, ] icin gecerlidir.

o(x,1) =coskx + O (% exp(|t|x)) = O(exp(|t|x))
@' (x,A) = —k.sinkx + O(exp|t|x) = O0(|k|exp]|t|x) (3.9

1
Y(x,4) = cosk(m — x) + 0 (mexp(lfl(ﬂ — x))) = 0(exp(|z[(m — x))

Y' (x5 A) = ksinm(z— x) + Kexplt|(m — 1)) = A|H exp(|t|(7z — %)) (3.10)
x€[0, 7] ile esittir. Burada ve devaminda A= k? ve t = /mp, 0 ve O Landau sembolleridir.

Ispat:

@(x,A) = coskx + h.

sinkx Tsink(x — t)
+f —.q().p(t, 1) dt (3.11)
0

k

oldugunu gosterelim. Aslinda Volterra integral denklemi

y(x,A) = coskx + h.

sinkx Tsink(x — t)
+f —.q(t).y(t, A)dt
k 0 k

tek bir ¢oziime sahiptir. Ote yandan belli bir y(x, 1) fonksiyonu bu denklemi saglar.

Buradan tiirev alirsak

y'xD) + k2yx) = q(0.y(xD,  y0,) =1y'(0,1) =h



y(x, A) = @(x, A) ve (3.1) saglanir. (3.11) 1 sOyle hesaplayabiliriz:
¢ '(x,A1) = —k.sinkx + h.coskx + f(;x cosk(x — t).q(t).p(t,A).dt (3.12)

ud) = Orgfgt(kp(x, A)| exp(—|t|x)). |sinkx| < exp(|t|x) ve |coskx| < exp(|t]|x)
oldugu icin |k| > 1, xe[0, ] i¢in (3.11) saglanir.

(e, Dl exp(—frly) < 1+ o (h+ p(d). [ la(®].de< €y + 2 pu(2)

ve sonug olarak u(A) < C, + |Ck_2| olur.

Yeterli blyuklikte bir |k| icin u(1) = O(1) olur. Bu sonucun sag tarafina (3.11) ve
(3.12) konulursa (3.9)’a ve benzer sekilde (3.10) ulasabiliriz. (3.10) dogrudan (3.9) u verir.
Aslinda

P () + q). P D) = YD, P(mA) =1, ' (md) =-H
oldugundan @(x, 1) = Y(m — x, 1) fonksiyonu asagidaki fonksiyonu saglar ve baslangi¢
kosullarina gore

—¢"(x, )+ q(mr — x).p(x, 1) = L.@(x, 1), $(0,1) =1, ¢'0,1) = H

Bu nedenle (3.9) asimptotik formiilii ¢(x, 1) fonksiyonu icin de gecerlidir. Buradan
(3.10) a ulasiriz.
Teorem 3.3. Z simwr deger problemi sayilabilir sayida ozdegere sahiptir. { Ap}nso, 2> 0
icin

Pn = VA= + = +-2{Ky el (3.13)
§n(x)

n

p(x, 1,) = cosnx + | &) < C (3.14)

1 Vs
W=h+H+—.f q(t).dt
2 Jy
Burada ve her yerde aym { K,} gibi aymi semboller 1, deki ¢esitli dizileri gésterir. €
sembolli x, 4, 7 gibi bagimli olmayan pozitif sabitleri belirtir.
Ispat: (3.9) daki ¢(x,A) icin (3.11) ve (3.12) deki sag taraflarin asimptotlarini degistirirsek
sunu hesaplayabiliriz

sinkx N 1 fx 0 sink 2V dt + 0 exp(|t|x)
et 90sinke = 20 )

1 X
o' (x,A) = —k.sinkx + q, (x).coskx + > f q(t).cosk(x — 2t) dt
0

@(x,A) = coskx + q, (x).

exp(|z]x)

+ O (
p



o(x, 1) ve @'(x, 1) ifadelerine (3.15) diyelim. Burada g, (x) = A +% f(f q(t)dt olur. (3.5)

e gore ve (3.15) yardimuyla A(2) = ¢'(wr, A) + H.@(m, A) yazilir.

A(A) = —k.sinkmr + w.coskmr + K(k) (3.16)
1 (" 1
K(k) = > f q(t).cosk(mr — 2t).dt + O (5 exp(|t|x))
0
Gs={k:|lk—K|>6,K=0,£1,£2, ... .....},6>0
olsun. Yeterli buyuklikte bir k* =k*(8) icin
|sinkm| = Cs.|k|.exp(|t|m), keGs, (3.17)
|[A(1)| = Cs. |k|.exp(|t|T), keGs, |k| = k* (3.18)

oldugunu gostermeliyiz.
k = o + iC olsun. (3.17) i kanitlamak yeterli olacaktir.
Ds = {k:0€e[— % ,%],C > 0,|k| = &}
0(k) = |sinkr|exp(—|tr) alalm. keDg olsun. r < 1 i¢in 8(k) > Gg olur.
(exp(ikm) — exp(—ikm))
21

sinkmt =

r>11icin
|1 — exp(iom)exp(—2{m)| - 1
2 T4
olur. Boylece (3.17) kanitlanmis oldu. Sonug olarak (3.16) y1 kullanarak keGg igin

6(k) =

AQ) = —k.sinkn (1 + O (%))

ve bu yiizden (3.18) gegerlidir. 7, = {44/ = (n + =)?} alalim. (3.16) yardimiyla
A = fA) + g, f(A) = —k.sinkm, |g(D)| = Cexp(|t|m)
elde edilir. (3.17) ye gore yeterli buyuklikte bir n(n > n*) icin |f(1)| > |g(4)|, AeT,, olur.
Rouche teoremine [17] gore A(A) nin t,, igindeki sifirlarinin sayisi
f(A) = —k.sinkm sifirlarinin sayist ile aynidir ve n + 1 tanedir. Bdylece

1] < (%)2 yuvarinda L nin tam olarak n + 1 6zdegeri vardir. Simdi Rouche teoremini

Yn(6) = {k: |k — n| < §} yuvarinda uygulayarak y,,(6) yuvarindaki yeterince biiyiik bir n
i¢in A(k?) nin bir sifir1 vardir yani k,,= \/A—n Keyfi bir § > 0 igin

k=n+¢, & =0(), n > x© (3.19)
(3.19) u (3.16) da yerine koyarsak:



0 =A4Ak:)=—-(n+¢g,).sin(n +¢&, ).t +w.cos(n +¢,).m
—n.sing, Tt + w.cosg, T +K, =0 (3.20)

elde ederiz.
, 1 1
sing, m = 0(;) &y = 0(;)

(3.20) yi kullanarak bir kez daha
w K,
e

oldugunu buluruz. Dolayisiyla (3.13) gecerlidir. (3.13) 0 (3.15) de yerine koyarsak (3.14) e

ulasiriz.

gn(x) = (h + % fOx q(t).dt — x.% — x.Ky) .sinnx + % fOx q(t).sinn(x —
2t).dt + 0 () (3.21)

Sonug olarak |e,(x)| < C olur ve (3.1.3) teoremi kanitlanmis olur. (3.6) yardimiyla x = 7
icin B,= (e(m, 1,)))"* olur. (3.7), (3.8), (3.14) ve (3.21) kullanilarak

T

Kn Kn,
an=7+ 2, Bp= (-D)" +-2, A(Ay) = (D™ .2

Kn
+ o (3.22)

elde edilir. A(X) basit sifirlara sahip oldugundan ve n > 0 i¢in 4(4,) = (—1)"*1 dir.

Aciklama: Eger q(x)eW) ve N > 1 olursa daha 6ncede hesaplandigi gibi asimptotik

formiiller soyle olur.
Kn

N+1’

— N+1W] Kn + _
a, = ;+2j=17 +W' W2k+1_01 k>0, a, >

k—n+ZN+1WJ+ Wy =0, k>0, w =

w
" (3.23)
>0

Gergekten g(x)eW olsun.

X

1(* sinpx 1
—f q(t).cosk(x — 2t)dt = —(q(x) + q(0)) +—| q'(t).cosk(x — 2t) dt,
2), 4k ), (3.24)

lfxq(t).sink(x — Zt)dt
0

1 !
2p (q(x) - CI(O)) ——fo q't).cosk(x — 2t)dt

4k2 4k?
(3.15) ve (3.24) den

1 (* sinkx exp(|t]x)
@(x,A) = coskx + (h +§f q(t).dt). X + 0 (T)
0

olur. (3.11) ve (3.12) nin sag taraflarinda yerine koyarsak, (3.24) ve (3.16) y1 kullanarak
A1) ve @(x,A) icin asimptotlar elde edilir. (3.15) ve (3.16) denklemlerini kullanarak

10



sinkx + 000 coskx 1
k LX) T g

X
o(x,A) = coskx + q; (x). f q' (t).cosk(x — 2t).dt
0
exp(|t]x)
sinkx

k

@' (x,1) = —k.sinkx + q;(x).coskx + q,1(x).

+ ﬁ'foqu' (t).sink(x — 2t).dt+0 <M>

kZ

sinkm N K,
k k

A(A) = —k.sinkm + w.coskr + w. (3.25)

elde edilir. (3.25) ifadesini kullanarak

1 X
w G = hts [ a@.de, = g + Hay ()
0

1 ) (_1)j+1 x
0 00 = 7 (4@ + D @) + 5 — . [ a@.q@.de.j = 01,
0
(", . exp(|z|m)
Ky(k) = 2 f q' (t).sink(mr — 2t).dt + O (T)
0
ifadelerini elde edilir.
. Ky
k, = n+ g, —n.sing,.w + w.cose,mw + Y =0

seklinde olur. Bu nedenle
k, =n+ v + K—Z, {K,}el,
n n
olur. Benzer sekilde (3.23) deki formullerde hesaplanabilir.
Teorem 3.4. {A,}nso Spektrumlarimin sartlarim tek basina A(A) karakteristik fonksiyonu
belirler. Soyle formiile edilir.

A =m.(% — D.TEZE=0 (3.26)

Ispat: (3.16) denklemini kullanarak A(A) nin biitiin A lar1 1/2 olarak bulunur. Sonug olarak

Hadamardin ¢arpanlara ayirma teoremi [17] ile A(A) sifirlart ¢arpim ifadesi yardimiyla

belirlenir.

o)

p
AQ) = C.H(l - =)

n=0

11



o)

A(l) = —p.sinpm = —A.n.ﬂ(l—i)

n2
n=1
AL A=A T—n? A, — A2
A(/l) =67 ;HZ_H<1+ n2—a>
() o0-TT. oI RL n

(3.13) ve (3.16) y1 ele alarak hesaplarsak

AW T Ay — 22
lim —==1 lim 1+ =1
A—>—00 A(A) A——o00 1 nZ -2

n=

olur ve bu nedenle

[oe]
An
n2
no1l

elde edilir. Bunu (3.27) de yerine koyarsak (3.26) ya ulasiriz.

C=TL-.AO

Agiklama: Benzer sonuglar, diger ayrilmis sinir kosullari tiirlerine sahip Sturm-Liouville
operatorleri icin de gecerlidir.

Asagida kullanilacak bu sonuglari kisaca 6zetleyelim.

Sinir kosullar1 U(y) =0, y(rr) = 0 ile (3.1) denklemi igin sinir deger problemi

L; = Li(q(x),h) distinelim. Ly in {u,}ns0 Ozdegerleri basittir ve d(d) = ¢@(m, A)

karakteristik fonksiyonunun sifirlariyla gakisir.
_ o0 Un =2 _
d(l) = Hn:o—n+ il 0 (3.28)
s

{tn anitnzo na = f §02 (X, ty)- dx
0

L, in asimtotik formali:

1 Kn

Jin = 1+ + =2 4+ "8 (K Yel, (3.29)
Kn

an, = g + b, (K, el (3.30)

1 T
wi=h+ f q(t). dt
0

“Sinir kosullar1 V(y) =0, y(0) = 0 ile (3.1) denklemi i¢in sinir deger problemi
L° = L%(q(x), H) diisiinelim. L° 1n {A? },,5, 6zdegerleri basittir ve 4° (1) = (0, 1) = S'(r,
A) + H.S(m, A) karakteristik fonksiyonunun sifirlartyla ¢akisir. S(x, 4) Volterra integral
denklemini saglar.”
sinkx fxsink(x — 2t)
= + | ———=
0 k

.q(t).S(t, Ddt (3.31)
12



|k| — 0 igil’l

sinkx 1

n o -exn(ltln) = 0 G -exp(ltlx)

S'(x,1) = coskx + (ﬁ exp(|z]x)) = O(exp(|t|x)) (3.32)

S(x,A) = + 0 (

A° (1) = coskm + (ﬁ exp(Jtn)) T = Imp

Diger taraftan

1 s
wl = H +—.f q(t).dt
2 0

Sinir kosullar1 y(rr) =0, y(0) = 0 ile (3.1) denklemi igin sinir deger problemi
L9 =L% (q(x)) disiinelim. L in {u9},.; Ozdegerleri basittir ve d° (1) = S(m, 1)

karakteristik fonksiyonunun sifirlariyla ¢akisir ve

0
Un — A
d0(1)=n.| | e 4
n=1
0

wy K
‘/#2 =n+_—+ =, {Kn}el,

n

1 Vs
0
wy =< f q(t).dt
0

olur.
Lemma 3.3. Iki smir deger problemi L ve L ;’in dzdegerleri A, < p, < Apyq, n >0
doniigiimlidiir.

Ispat: Lemma (3.1) in ispatindan

:—x (p(x, ), o(x, 1)) = (4 — ). 9(x, ). 0(x, 1) (3.34)
(U M)-fo P, A). p(x, ). dx = (<p(x./1)-<p(x.u)){g

= omA).¢ " (mu) — ¢ (@A) p1)
= d().4w) — dw).4(4)
dir. u — A i¢in sunu elde ederiz.
jn 0% (x,).dx = d(1).41) — d(A).AQ)ile A(A) = % LA(R),
0

13



d
d(D) = —= d(2)

Ozellikle bu sonug asagidaki ifadeyi verir:

an = —4(4n).d(An) (3.39)
L fnz N.d A (A@) <A<+ did) #0
. . = — — 00 (00
@ ), @A =~ ) I ORS
Boylece A fonksiyonu R — {u,, [n > 0} lizerinde monoton azalandr.
a)
A

AT T

Sonug olarak (3.13) ve (3.29) kullanilarak (3.33) e ulasilir. Bu boliimdeki bilgiler
[18]’den alinmustir.

3.2.iz Formiilleri

Sturm-Liouville Operatér I¢in Regillerize izin Hesaplanmasi

1. Asagidaki Sturm-Liouville sinir deger problemine bakalim

y'+{1—-qx)}y=0 (0<x<m), (3.36)
y'(0) — hy(0) =0, (3.37)
y'(r) + Hy(m) = 0, (3.38)

Oyle ki q(x) €C,(0,7) h, H sonsuzluga esit olmayan gergek sayilardr,
(3.36),(3.37),(3.38) probleminin 6zdegerlerini A,,A,,...,4,,... ile isaretleyelim. Aciktir Ki

yeteri kadar biylk n ler igin

N
VI =n+2+0(=), (3.39)
Burada
Co=2(h+H+3[ q®) (3.40)
0 13 270 q ! '

dir.(3.39) denkleminden

1
Ay =n2+Co+0(ﬁ)

hemen ¢ikar. Dolayisiyla

Y oy —n?% —Cp) < (3.41)
14



serisi yakinsaktir. Bu seriye regllerize olmus seri denir.[19] i¢inde (3.41) serisih = H = 0
i¢in hesaplanmistir. Daha sonra farkli yazarlar farkli yontemlerle (3.41) ve benzeri serilerin

hesaplanmasi i¢in yontemler vermistir [7].
Bu bélimde iginde bazi iistiin ydéntemler igeren bir metot verilmistir. Oyle ki bu

onceki yontemleri kapsayici niteliktedir.

2. ¢'(x,2) ile (3.36) denkleminin
@(x, ) =1¢x(0,4) =h,

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii isaretleyim. Bu durumda A,, 6zdegerleri
Qr(m,A) + Hop(m, 1) .

analitik fonksiyonun 6zdegerleridir. Buna gore
(3.42)

@x(m, 1) + Hp(m, 1) = Adp(2)

olur. Buradan
(o]

¢(z>=ﬂ(1—j—n

n=1

dir. Burada A sabit parametredir ve asagida belirlenecektir.
Simdi yeteri kadar biiyiikk A = —pu igin (3.42) esitliginin her iki tarafinin asimptotik

durumunu inceleyelim. Daha sonra u niin ayni derecelerine gore katsayilari karsilastirarak

(3.41)serisinin toplam degerini alabilir.

o | o <(1 + /{l—n)> shmu
®(—#)=ﬂ(1+f—n)=(1+%) - ((1+£))7r\/ﬁ
n=1 )

n=0

h
= C1 (A + Y (w) S;\T/\éﬁ (3.43)

burada
1 e n?
Clzznnﬂ;l_n
nZ—zn) (3.44)

Y =i (1 -5

Yeteri kadar buytk pozitif wler icin y(u)fonksiyonun asimptotik durumunu

dir.
inceleyelim. Bu amacla Iny(u) fonksiyonuna bakalim.
15



o

n? -2 w121V il n?-1,
o= 3 (1) -5 S LSS e
b ) n( u+n2> L j\pu+n? L j (u+n2

n=1 n=1j=1 j=1" n=1
Bir sonraki degerlendirmeler asagidaki Lemma ’ya dayanmaktadir.

Lemma 3.4. Eger In? — 1,| < a ise,

> 1 (3.45)

Ispat:

o [n2 = A,
(u+n2)1 Z(u+n2)1 j(u+n2)1

co

Yy =i i () =0l o
[PATETOEE 172340 7T (5:46)

j=27 n=1 j=2 [ 12 j=0
bulunur.
v 2 -, - A,—n? = 1
- = =) (A4,-n?—C +
Z:,u+n2 z:,u+n2 Z(n n ) + n2
n=1 n=1 n=1
+COZ +n2_COZu+n2 uz&"_" ~Co) -
n= n=1
1% , 1
—— > (4,—n* —Cy)n T2 (3.47)
n=1
Bu durumda

TR A —n? = CoIn?| < oo,

olur. Oyle ise (3.45) degerlendirmesinden

15:(/1 ey 1
— —n* — Cy)n
pi " 7+ n?

ifadesi buluinur. (3.46), (3.47) ve (3.48) den

3

—0 (,ﬁ) (3.48)

16



1 (o]
Iny(u) = C, ;Z(An—nz —Cy)+0 (,u_%>. (3.49)
n=1

ifadesi bulunur. Buna gore

[oe]

1 mwethnym 1 T 1
I LR B
p+n 2V 2 2\/u

n=1

olur. Buna gore (3.49) den

1 1 3
lmp(u)—T_+ ( /10+ZCO)+ 0(;1 )
elde edilir. Buradan
S; = (A4,,—n? = Cy). (3.50)

Boylece

ll)(ﬂ)—expiz\/_ 1( /1—/10+%CO>+ 0({%)}

(3.43) ve (3.51) den
2.2
b(—p) = —Cle”\/—{\/—+co_n+i<s,1 e+ 68” ) 10 (i)} (3.52)

sonucuna ulasilir.

3. Yeteri kadar blyik negatif A =—u ye gore ¢,(mw,A) + Hp(m, A1)  fonksiyonun

asimptotik durumunu inceleyelim. Agiktir Ki

@(x,—p) = chy/ux

\;/_:_x + \/_15[:5}1\/;(96 —)q(O)e(t,—w)dt

dir. Buna gore

o(x,—p) = %e”\/— {1 +—=+ —f sh\/_(n — t)ch\/ﬁ tq(t)dt + 0(—)}

— %em/ﬁ{1 +—+—\/—_J q(t)dt + 0(:)} (3.53)

elde edilir. Daha sonra

17



03t —4) = JRshylix + hehlix + | chyiGx - a0 -wde
0
dir. Buna gore

@x (x, —p) = \/ﬁSh\/ﬁTC + hch\/ﬁn +
* fnCh‘/ﬁ (m—t)a(®) lCh\/ﬁt + hSh\/ﬁt + if shy/u(t — s)q(s)ch\[usds|dt
0 \/ﬁ 0

Vi
e™™
u
s
=1e”‘/ﬁ \/ﬁ+lfq(t)dt
2 2
0

1|1 1 ho( 1 2
290 + a0 +3 | q(t)dt+§< | q(t)dt> B

_.l__
Vi
0 0

1
L0 <_> 3.54
4 (3.54)
(3.53) ve (3.54) den elde edilir.

ox(x,—p) + Ho(mr,—p) =

s
1 1
:Eenx/ﬁ{\/ﬁ++h+§fq(t)dt+H
0

- 0 ! 1hn d ! i d hH
=70 + 10 +5 qu<t)t+§ qu(t) () +
1 [ 1
+5Hf q(t)dt‘ +0 (1_1)} (3.55)
0

(3.42), (3.52) ve (3.55) den

ACl =TT

bulunur.
A= T
= C

18



Buna gore (3.52) ve (3.55) den

1
h+H+§f q(t)dt

0

1|1 0 1
+ﬁ ZQ( )+ZQ(7T)
1 (™ 1 (" 1/ (™ 2 1
+§hfo q(t)dt+§Hf0 q(t)dt+hH+§<f0 q(t)dt> +0<\/_ﬁ>:
C 1 1 2.c? 1
=7°+ﬁ<51+560+n - °>+0(;) (3.56)

bulunur.(3.56) deki terimleri x niin derecelerine gore karsilastirirsak (3.40) formalunu elde

ederiz. % ye gore katsayilar1 karsilastirirsak ¢ok da zor olmayan doniisiim sonucu

5—1 (0)+1 () h iy ! n(t)dt 1(hZ+H2)
;1—461 4617'[ T 27t0q 2 ’

elde ederiz. Oyle ki S; (3.50) formiilii ile belirlenir.

1
Benzer yolla p 2 den daha yiiksek derecelere gore katsayilar yazilarak Y- A3

s = (2,3,...) regilerize olmus toplamlar hesaplanabilir.
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4 BULGULAR VE TARTISMALAR

4.1 Delta-Fonksiyon Katsayil agirlikl Sturm-Liouville Problemleri I¢in Regiilerize iz

Formilleri Uzerine

Sonlu boyutlu bir uzayda, bir operatériin sonlu bir izi vardir. Bir matris icin
0zdegerlerin toplamini, matrisin izini yani ana kosegendeki elemanlarin toplamini
hesaplamanin kolay oldugu iyi bilinmektedir.

Ancak, sonsuz boyutlu bir uzayda, genel olarak siradan diferansiyel operatorlerin
sonlu bir izi yoktur. 1953’te Gelfand ve Levitan [1], q(x) fonksiyonunun sirekli
tiirevlenebilirligini varsayarak, diizenlestirilmis iz i¢in asagidaki dikkate deger formiilii
elde ettiler:

oo m n

; [An —n? — %bf q(x)dx] = M - %Of q(x)dx
Burada, 4,, asagidaki operatoriin 6zdegerleridir:

—y"+qx) =1, y'(0) =y (m)=0.

Bu formdil, belirli operatorlerin arastirilmasindan baslayan ve ayrica genel formda ayrik
operatorlerin diizenli izlerinin analizini benimseyen blylk ve ¢ok 6nemli bir teoriye yol
actr. Kisa siirede bircok yazar dikkatlerini iz teorisine c¢evirmis ve ilging sonuclar elde
etmistir. Bu calisma bircok yazar tarafindan devam ettirilmistir. Bu konunun mevcut
durumu ve bununla ilgili ¢alismalar kapsamli bir arastirma raporunda sunulmaktadir [2].
Diferansiyel denklemler icin gerekli iz formiilleri [1,3,4,5,6,7]’de bulunur. Ancak, tekil
potansiyele sahip Sturm-Liouville operatorleri i¢in diizenli iz {izerine az sayida ¢alisma
vardir (bkz. [2,8,9,10,11,12]). Bir diferansiyel operatoriin iz kimligi, diferansiyel
operatoriin  spektral yapisini derinlemesine ortaya c¢ikarir ve O6zdegerlerin sayisal
hesaplanmasinda, ters problemde, ¢6zlimler teorisinde ve integrallenebilir sistem teorisinde
onemli uygulamalara sahiptir (bkz. [13,14]).

1

=Sy + a0yl = 2y, xe(0,@) U (am) (4.)

U(y)=y'(0)=0, V@ =ym=0 (4.2)
Sinir kosullar1 ve x = a noktasindaki sureksizlik kosullari,

I(y) = { y(a+0)=y(a-0)=y(a)

y'(a+0)=y'(a—0)=—alya) (4.3)
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olan diferansiyel denklem igin sinir deger problemini ele aliyoruz. Burada a > 0, q(x)

W41(0, ) da gercek degerli fonksiyon ve A spektral parametredir.

rx) = {rz, 0<x<a
1, a<x<m 0<r=+1

(4.1), (4.3) sartlarin1 incelerken anlayabiliriz ki;
—y" + a0y = Ap(x)y, xe(0, ), (4.4)
p(x) =r(x) + ad(x — a) oldugunda, burada & (x) Dirac fonksiyondur(bkz. [14]).

Bu boluimde, (4.4), Hilbert uzayinin olusturulmasindan sonra, & —etkilesimli
agirlikli Sturm-Liouville denklemi icin birinci dereceden regulerize olmus iz formiiliinii
elde ediyoruz.
4.2.Problemle ilgili Hilbert Uzaymin Insas:1 ve Spektral Karakteristiklerin Bazi
Ozellikleri

Problem (4.1)-(4.3) lineer operator igin 6zdeger problemine indirgenmistir. Hilbert

uzayinda L, H = L,(0, ) @ C de asagidaki i¢ carpimui ile

(f,9u = f1, 9101, + a7 20, (4.5)
tanimlayalim. Burada

o (fl;:)>’ g= (g;(zx))_

dir. Bu operatoriin doniistimii

L ( i )
fila=0)—=f(a+0)
bi¢imindedir ve tanim kiimesi
D(L) ={f e H|f,fi € AC[(0,m){a}], lfs € Lo[(0,m){a}], f; = afi(a),U(f1)
= V(f1))0}
bicimindedir. Burada AC(-), ilgili aralikta tiim mutlak siirekli fonksiyonlarin kiimesini
gosterir. Ozellikle, bu fonksiyonlarn a noktasinda limitleri vardir.
Teorem 4.1. L operatOri simetriktir.
Ispat. f ve g (4.2) smir kosulunu sagladigindan ve x = a noktasindaki kosullardan
(Lf,9)y = (f,Lg)y yielde edriz. f,g € D(L). Yani L simetriktir.
Sonug4.1. W(f,g;x) = f(x)g'(x) — f'(x) g(x) fonksiyonu (0, ) araliginda siireklidir.
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Simdi @ (x,4),¥(x, 1), C(x,1),S5(x, 1) asagidaki baslangi¢ kosullar1 altinda (4.1)’in
¢cozlmleri olsun

€0,2) =S5(0,4) = ¢(0,1) = Y(m i) =1

C'(0,4) = S(0,)=¢'(0,4) = Y'(mr,A) =0
ve (4.3) kosullar altinda agikga,

U(p) = V@) = 0.
ifade edilir.
ACA) =W (p,;x) (4.6)

Sonug (4.1) ve Ostrogradskii-Liouville teoremi sayesinde (bkz. [19], s.83), A(4)
x’e bagli degildir. A( A) fonksiyonuna L nin karakteristik fonksiyonu denir. x = 0 ve x =
m Yi (4.6) de yazarsak sunu elde ederiz,

ACA) = V(p) =U®) (4.7)

A( A) fonksiyonu A ya gore tamdir ve en fazla sayilabilir sifir kiimesine sahiptir.
{Antn=123..5imdi, @(x,1) ¢oziimiini ele alalim. Cy(x, 1) ve Sy(x, A1) nin (4.1) in (0, )
araliginda baslangi¢ kosullarindaki temel ¢6ziimleri C,(0,1) = S5(0,4) = 1,C5(0,1) =
50(0,4) = 0 dir. O halde

C(x, ) = Co(x,7V), S(x,2) = Sy(x,7VA), x<a (4.8)
C(x, 1) = A, Co(x,V2) + B1So(x,V2),
S(x, ) = A;,Co(x,V2) + BySo(x, V1), x>a  (4.9)
Burada
A;1Co(a,V2) + B;1So(a,V2) = Co(a, 7V2)
A,Ci(a,V2) + B;Sy(a, V1) = ¢(a,mV2) — aACy(a, V1)

Bu denklem sistemini Cramer yontemi ile ¢ozelim:

Co (a, r\/Z) So (a, \/I)
C{,(a,rﬁ) —a)lCo(a,r\/z) S(’)(a,\/z) _
Co(a, V) So(a,V2) B
ei(aT) SianT)

A1=

= Co(a, rﬁ)Sé(a, \/I) - C(S(a, r\/I)SO(a, ﬁ) + aszo(a, rﬁ)So(a, \/Z),
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Co (a, \/I) Co (a, r\ﬁ)

b= ci(a V1) Ci(a,rVa) — arCy(a, V) -

= Co(a, \/E)Cé(a, r\ﬁ) — C(’,(a, \/I)Co(a, r\/i) — akZCO(a, r\/I)CO(a, \ﬁ),
Benzer sekilde
A,Co(a, V1) + B,So(a, V1) = Sy(a,7V2)
AZC(’)(a, \/Z) + BZS(',(a, \/I) = Sé(a, r\ﬁ) — aASO(a, r\ﬁ)
denklem sistemini de Cramer yontemi ile ¢ozelim:

So(a,V2) So(a,mV2)
Sé(a, r\ﬁ) — aASO(a, r\ﬁ) S(’)(a, \/I)

= So(a,7V2)S(a, V1) — S§(a,7V2)Se(a, VA) + ak?Sy(a,vV2)Sy(a,V2),

A,

Co(a,V2) So(a,mV2)
Cé(a, \/7) Sé(a, rﬁ) — a/lSO(a, r\/I)

= Co(a, \/I)S(’)(a, rﬁ) — Cé(a, \/I)So(a, r\ﬁ) — akZCO(a, \/I)So(a, r\/I),

elde ederiz. Sonug olarak;

2 =

Ay = Co(a,mV2)S§(a,VA) = ¢ (a, 7V2)So(a, V) + ak?Co(a, 7V2)S(a, V1),
By = Co(a,V2)Ci(a,7V2) = C5(a,V2)Co(a, V1) — ak?Co(a, mV2)Co(a, V1),
Ay = So(a,7V2)S5(a, V1) — S§(a,7V2)Se(a, VA) + ak?Sy(a,7V2)Sy(a, V1),

B, = Co(a,V2)S§(a, 7V2) — C§(a,V2)So(a, 7V2) — ak?Co(a, V2)Se(a V1), (4.10)

bulunur.

Co(x, 1) fonksiyonunun asagidaki integral denklemini sagladigin1 dogrulamak kolaydir:

; sinV A(x — t)
V2

(4.11) denklemini ardigik yaklagimlar yontemi ile ¢ozersek asagidaki denklemi elde ederiz,

Co(x, 1) = cosV Ax + q(t)Cy(t, )dt. (4.11)
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Co(x, 1) = cosV Ax + si;z\/_jxf q(t)dt + CO:://__X {q( )—q(0) — = U q(t)dt] }

0 (%expﬂlm\/ﬂx)), (4.12)
A2
Colx, A) = —V2A sinV Ax + cosfxf q(t)dt
0
x 2
inv A 1
+ S”f;x {q(x) +q©) 45| q(t)dt] }
0
1
0 (Eexpﬂlm\/ﬂx)), (4.13)
Benzer sekilde,
T cosVT Vax 2
S0l ) = = —— ﬁ" a )dt+Sl:M {q(x>+q(0)——[f q(t)dt”
0 (leexp(|lmﬁ|x)), (4.14)
, _ siny Ax ; cosv Ax 1 r i
Sy(x, 1) = cosV Ax + i qu(t)dt+ 77 {—q(x)+q(0)—§[of q(t)dt] }
+0 <igexp(|1mx/7|x)>, (4.15)
Az

(4.10) ve (4.12)-(4.15) sayesinde
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a

A, = aVacosV ArasinV Aa + cosV AracosV Aa [1 - %f q(t)dt]

+ sinV ArasinV 1a

1
+ ——sinV AracosV da
2V 2

a
+ ——cosV ArasinV 1a
4/ 2

- %(1 + riz) <f q(t)dt>

0

B, = alcosV AracosV 2a —V AsinV AracosvV da

0

1 +%f q(t)dt]

[ a a 2
(%—r)fq(t)dt—%(fq(t)dt) ]

0 0

(14 2w+ (12w
o3

r+ %j q(t)dt]
0

a

+ vV AcosV ArasinV Aa [1 — %j q(t)dt]

0

0 0

a a 2
+ %Sinﬁrasinﬁa I(% — r) f q(t)dt — Za_r <J q(t)dt> ‘

a
+ = cosV AracosV 1a (1 +—
4 r2

1
+0 <_>
12

1
VA

0

a
A, = %sin ArasinV da + — sinV AracosV Aa [1 — %f q(t)dt]
0

1

— —cosV ArasinV 1a

Vi

+o(3)

a
a
1 [
+2r2Jq(t)dt
0

a 2
1)Iq(a)—q<0) —%(Jq(t)dt> ‘
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a

a
B, = — ;ﬁsinﬁrasinﬁa + cosV AracosV Aa

0

1
+o <_)
A2

@(x,A) = C(x, 1), oldugundan (4.8)-(4.15) kullanarak hesapliyoruz.

o(x, ) = cosV Arx + sinﬁrx.[‘ q(t)dt + M{q(x) — q(0) _%(f
0

a

1
+ ;sinﬁmsinﬁa [1 — %f q(t)dt

0

2VAr 4Ar?
0

1

+0 (55

exp (|Imﬁ|x)), x<a

p(x, 1) = —«a AcosV ArasinV 2(x — a)

+ cosV AracosV A(x — a)

r+ %f q(t)dt]
0

— sinV ArasinV A(x — a)

r+ %f q(t)dt]
0

1
+ —sinV AracosV A(x — a
77 (x~a)

X

[%faq(t)dt+%ij(t)dt+%fq(t)dtfq(t)dt]
0

0 a a

N} 4

+%fq(t)dt—%fq(t)dtfq(t)dt}
0

0 0

+ 2 cosV ArasinV A(x — a) {— M + % [f q(t)dt]
0

+ % cosV ArasinV A(x

\/_
a 2
+a) {%(H}z) q(a)—qm)—%oq(t)dt) B
0

+0 (% exp(|[mﬁ|x)), x> a. (4.16)

a
1+— t)d

2
q(t)dt) }

2
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(4.7) ve (4.16)’ dan ImvA - +oo iken asagidaki sonug elde edilir.
A = ¢(m,2)

1 . .
= [Coﬁ +7A+N+0+G ~iVira g-iVi(r-a)

)

+0 (%e—iﬁra. e—iﬁ(n—a)).
Burada
Co=% c=1[%f qwadt +a[] q(t)dt],
T a T
¢, = =421 + q(0)] 1] (Odt +— J (t)dt+rj (dt
2 =zl q(0) K > | 4 514
0 0 a
a T a T T 2
a a a
+qu(t)dtfq(t)dt+yjq(t)dtjq(t)dt—gwq(t)dt]
0 0 0 a 0

dir. g(x) = 0 icin denklem (4.1)’in ¢,(0,4) =1, ¢4(0,4) = 0 baslangic kosullarini
saglayan c¢oziimini ¢@q(x,4) ile gosterelim.q(x) = 0 igin (4.1)-(4.3) sinir deger
probleminin 6zdegerlerinin tiim ¢, (1, 1) kokleriyle ¢akistigini net bir sekilde gorebiliriz:

Polx, 1) == —avV AcosV ArasinV A(x — a) + cosV AracosV A(x — a)

— rsinV ArasinV 2(x — a).

Denklem ¢, (m, A) = 0 formunu alir.

av Atan(m — a) + rtany AtanV A(r —a) = 1 (4.17)

@, (1, ) fonksiyonunun kékleri ve dolayisiyla 49,49, ..., 29, ... 6zdegerleri (4.17)

denkleminden belirlenir. Burada;

1 ) . 1
— —_ —iv Ara =1 l(n‘—a) (_)
p(m,A) = @o(m, 1) + <C1 + \/762> e~tvATa o=V + 0 7

dir.
4.3. iz problemi

Bu bolimin amaci, problem (4.1)-(4.3) icin birinci dereceden regulerize olunmus

1z i¢in baz1 formiiller elde etmektir.
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Teorem 4.2. Varsayalim ki q(x)eW}(0,m) ve

%fq(t)dt+afq(t)dt = 0.

O zaman

S Gn =29 = Ha@ + a0 + 1 (- 1)faq(t)dt+%<r— 1)fq(t>dt
n=1 0

2a
0
2

+%fq(t)dtfq(t)dt+%fq(t)dtfq(t)dt—%[fq(t)dt] .
0 0

0 0 a

Ispat. R » +oo igin kalint1 teoremine gére (bkz [17], s.125) asagidakini elde ederiz

d d
(/1 /10) r % a‘ﬂ(ﬂ', /1) a(pO(T[' A)
T 2mi Jer | e(m ) @o(m, 1)

[Anl<R
1 ¢ . 1 ¢, i 1 1
2mi Co Jjyeg V2 2miCoJp 4 2mi)) g \4
oldugundan
dA dA 1
55 — = —4VR, — = 2mi, f 0 (—) d/l‘ < 0(D).
1A1=r VA 1A=k 4 =k M
elde ederiz.
4/RC, 2miC,
_o0y Y"1 fmr2
MZKR(An W) =5 =+ O, (4.18)

Buradaki C,, C;, C, degerlerini R — +oo ile degistirirsek asagidaki ifadeyi elde ederiz.
(o) a T
S =19 = 7190 + (] + 5 1)J (Ot + 1)J ©)dt
n=1 0 0

2

a VA a Y A
1 1 1
+qu(t)dtj q(t)dt+EJq(t)dtJ q(t)dt—gw q(t)dt] .
0 0 0 a 0
(4.18)’in ispat1 tamamlamis olur. O
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4.4.Sonug

Bu ¢alismada Delta-Fonksiyon Katsayili agirlikli Sturm-Liouville Problemleri icin
regulerize iz formiilleri hesaplamistir. Calismamiz Once Azerbaycan Matematik ve
Mihendislik Enstitlisinde 29 Haziran-01 Temmuz tarihlerinde Uluslararas1 diizeyde
gerceklesen konferansta sunulmus [20] ve calismamizin makalesi Bakii Matematik

dergisinde yaymlanmistir [21].
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