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OzZET

Bu tez calismasinda, demiryolu vagonu ve iizerinde hareket ettigi ray
modeli iic asamada incelenmistir. Birinci agamada, ray ve elastik zemin
birlikte ele alinip ayrik sistem seklinde modellenmistir. Elde edilen ikinci
mertebeden adi diferansiyel denklem takimlar seklindeki hareket
denklemlieri, Runge-Kutta yéntemi ile goziilmiigtiir. ikinci agaméda ise
vagon, basit plaka seklinde diigiiniiliip hareket denklemi-elde edilmig ve
Kelvin sinir sartlan dahilinde analitik olarak ¢oziilmiigtiir. Calismanin
iiglincii agamasinda, ayri ayn modellenen ray-elastik zemin ve vagon
sistemleri, aralarindaki ortak eleman olan teker sistemi yay ve
soniimleyici seklinde ele ahlnip belirli bir ¢ ani igin beraberce
coziilmiigtiir.
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irdelenmigtir.

Bilim Kodu : 625.01.04

Anahtar : Titresim, vagon titresimi, ray-vagon sistemi.
Sayfa Adedi : 90

Tez Yéneticisi : Yrd.Dog.Dr. Sefaatdin YUKSEL



i

VIBRATION MODEL AND ANALYSIS OF A RAILWAY WAGON
(M.Sc.Thesis) "

Rasit KIRISIK

GAZi UNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
February 2002

ABSTRACT

In this thesis, models of a railway wagon and track, on which the wagon
moves, were investigated in three parts. In the first part, the track and
elastic ground were considered together and modelled as a discrete
system. Equations of motion were obtained as second order ordinary
differential equations were solved by means of Runge-Kutta method. In
the second part, the railway wagon was considered as a simple plate.
Required equations of motion were derived and solved by including
Kelvin type boundary conditions. In the third part of this study, the
systems comprised of track-elastic ground and railway wagon, which
were modelled separately, were considered together by taking into
account the wheeling system represented by a spring and dashpot

system and solved for a given time £

Sample simulation results were obtained and examined in the form of
graphs.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler Agiklama

ms Ray traversi kitlesi,

mg Balast kitlesi.

ks Ray ile ray traversi arasindaki yay katsayisi,

Cs Ray ile ray traversi arasindaki séniim katsayisi,
ks Ray traversi ile balast arasindaki yay katsayisi,
Cs Ray traversi ile balast arasindaki s6nim katsayisi,
kg Balast ile zemin arasindaki yay katsayist,

Co Balast ile zemin arasindaki séniim katsayisi.

VA Vagon plakasinin deplasmani.

y2 Vagon plakasinin deplasmani.

b Vagon boyu.

a Vagon genigligi.

D Egilme rijitligi.

Poisson orani.

c

p Birim plaka kitlesi.



1. GIRIS

Gunimuzde, mihendislikte yapilan kabullerin fiziksel olayin gergeklerine
daha yakin oldugu goézlemlenmektedir. Gegmiste hareketli tasitlarin
modellenmesinde, sadece tagita gelen etkinin sénimlenmesi g6z &énine
alinirken, ginimizde ise zemin ile olan etkilesiminin de hesaba katiimasi
6nem kazanmistir. Rayli sistemlerde vagonun maruz kaldig! titregimin
azaltimasi, dalganin yayildigi ortam ile ray-vagon sisteminin birlikte
degerlendiriimesi gerektirmektedir. Ray {zerinde hareket eden vagonun
modellenmesinde; ray, zemin ve vagon tek bir sistem olarak ele alinmalidir.

Bu konuda yapilan calismalar; vagonun dinamik davraniginin én planda
oldugu, rayda meydana gelen bozulmalarin ve yuzey purtzliliginin ele
alindidi, olugan titregsimin gevredeki binalar Uzerine etkisinin incelendigi,
elastik zemin Uzerinde varsayilan ray ve vagon davraniglarinin aragtirildigi ve
sistemi olugturan elemanlarin degisik sekillerde modellenmesi olmak Ulzere
bes alana ayrilabilir.

Literatlirde, ray ve zeminin modellenmesi lzerine, elastik gubuk ve elastik
zemin kabullerine dayali ¢ok sayida calismaya rastlanmaktadir. Yapilan
calismalarin ¢codu Sekil 1.1 de gosterildigi gibi elastik zemin Uzerine
yerlegtirilen sonsuz uzunluktaki bir gubugun Gzerinde hareket eden arag
kabulinden yola ¢ikmistir. Ayrica, ele alinan sistemler simetrik oldugundan,

vagonun ¢ift ray yerine tek ray izerinde oldugu distintimustar.



Sekil 1.1 Elastik ray ve zemin

Sheng et al. [1], ray ve seviyelendiriimis zemin titregimlerini kapsayan
demiryolu - zemin titresim modeli {zerine caligmiglardir. Dalga yayima
hizinin altindaki hizlarda hareket eden model trenin, zemini statik olarak
etkiledigini godstermiglerdir. Nielsen and Igeland [2], rayin balast ve ray
traversi ile desteklendigi ve ayrica ray traversinin elastik zemin (zerinde
oldugunu kabul etmiglerdir. Ele aldiklar sistemin ayrik modelini olusturmuslar
ve ylklemenin simetrik oldugu kabulili ile disey titresimleri incelemiglerdir.
Ray modeli, iki ucu ankastre olan bir gubuk seklinde disilntlmdistir. Ele
alinan gubugun uzunlugu boyunca ray traversleri, 34 adet olarak modele
katilmigtir. Balastin; kitlesiz, viskoz ve elastik oldugu varsayilmisgtir.

Bagka bir galismada, Jones et al. [3], trenin neden oldugu zemin titresimlerini
incelemiglerdir. Titresimin, ylzey pirdzliginin neden oldudu dinamik
kuvvetler ile ray seklinin yik altinda bozulmasindan kaynaklandigini
godstermiglerdir.

Ray ve zemin malzemesinin, ele alinan sistemin titregimleri Uzerine etkisi
oldugu acgiktir. Cesitli malzemelerin séniim etkisi, Kubomura et al. [4]
tarafindan arastinimistir. Yapilan galismada, geri déniisiim malzemelerinden
yapilan balastin ses sénimleme etkisinin, yliksek frekanslarda daha fazla

oldugu belirlenmigtir. Benzer bir calismada, zemini olusturan malzemenin



degisken bir elastik yapiya sahip oldugunu kabul eden Thambiratnam [5],
cubuk Uzerindeki hareketli yukin etkisi altindaki elastik cubuk ve zeminin
davraniglarini incelemistir.

Demiryolu raylarinin dinamik davranigiarinin incelendigi bagka bir ¢aligmada
Gry and Gontier [6], rayda yayilan dalgayl modellerine esas almiglar ve ray,
Timeshenko ¢ubugu olarak ele almis ve dinamik davraniglarni
incelemiglerdir. Yapillan hesaplamalarin deneysel sonuclardan farkh
oldugunu gostermiglerdir. Diger bir g¢alismada Gry [7], demiryolunda
kullanilan ray traverslerinin detaylt §ekilde incelenmesinin, titregimlerin ve
giriltinin azaltilmasi Gzerine etkin oldugu gorigiinden yola ¢ikip beton ray
traverslerinin dinamik modelini olusturmustur. Ray traverslerini, Timeshenko
gubugu olarak ele almig ve ¢bziim sonuclarini ele aldigt 12 degisik ray
traversinin deneysel sonuglari ile karsilagtirmistir. Benzer bir galigmada
Grassie [8], beton ray traversierinin kesit yapisinin diizgiin oimadigi durumu
ele alarak ray traverslerinin bir dinamik modelini olusturmustur.

Andersen et al. [9], Kelvin zeminin Uzerine yerlestirilen ray Uzerindeki
purtzlerin hareketli araca etkisini incelemiglerdir. Bu ¢alismada, ray Euler
cubuk olarak ele alinmigtir. Elde edilen sonuglar neticesinde, aracin hizi
arttikca gubuk ile arag arasindaki etkilegimin ihmal edilebilecegi belirlenmisgtir.
Raylarin Uzerinde olusan asinmalar nedeniyle raylarda olusan titregimleri
inceleyen Bracciali et al. [10] g¢alismalarinda, deneysel sonuglar ile sayisal
¢6zumleri kargilagtirmiglardir.

Diger bir galismada Jing [11], demiryolu aracindaki dogrusal olmayan
salinimlar incelemig ve dogrusal olmayan kritkk hizin, arag hizi olmasi
gerektigini vurgulamigtir. Vagon tekeri ve ray arasindaki etkilegimi goz
dniinde bulundurarak olusturdugu model ile vagonun dinamik davranigini ele
almigtir.



1. GIRIS

Glunimizde, mihendislikte yapilan kabullerin fiziksel olayin gergeklerine
daha yakin oldugu goézlemlenmektedir. Gegmiste hareketli tasitlarin
modellenmesinde, sadece tagita gelen etkinin sénimlenmesi géz 6niine
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Sekil 1.1 Elastik ray ve zemin

Sheng et al. [1], ray ve seviyelendiriimis zemin titresimlerini kapsayan
demiryolu - zemin titresim modeli lzerine galigsmiglardir. Dalga yayllma
hizinin altindaki hizlarda hareket eden model trenin, zemini statik olarak
etkiledigini gostermislerdir. Nielsen and Igeland [2], rayin balast ve ray
traversi ile desteklendigi ve ayrica ray traversinin elastik zemin Gzerinde
oldugunu kabul etmiglerdir. Ele aldiklari sistemin ayrik modelini olugturmuslar
ve ylklemenin simetrik oldugu kabull ile digey titresimleri incelemiglerdir.
Ray modeli, iki ucu ankastre olan bir gubuk seklinde dugUndlmistir. Ele
alinan cubugun uzuniugu boyunca ray traversleri, 34 adet olarak modele
katiimigtir. Balastin; kitlesiz, viskoz ve elastik oldugu varsayilmigtir.

Baska bir calismada, Jones et al. [3], trenin neden oldugu zemin titregimlerini
incelemiglerdir. Titregimin, ylzey pirdzliginin neden oldugu dinamik

kuvvetler ile ray seklinin ylOk altinda bozulmasindan kaynaklandidini

gostermiglerdir. 1.8, YUASEROGAET IR nUlBLw
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Ray ve zemin malzemesinin, ele alinan sistemin titregimleri Uzerine etkisi
oldugu acgiktir. Cesitli malzemelerin sénim etkisi, Kubomura et al. [4]
tarafindan arastiriimigtir. Yapilan ¢aligmada, geri ddnlisim malzemelerinden
yapilan balastin ses sénimleme etkisinin, yiksek frekanslarda daha fazla

oldugu belirlenmigtir. Benzer bir caligmada, zemini olusturan malzemenin



degisken bir elastik yapiya sahip oldugunu kabul eden Thambiratnam [5],
cubuk Uzerindeki hareketli yikdn etkisi altindaki elastik gubuk ve zeminin

davraniglarini incelemigtir.

Demiryolu raylarinin dinamik davraniglarinin incelendigi bagka bir caligmada
Gry and Gontier [6], rayda yayilan dalgayl modellerine esas almiglar ve rayi,
Timeshenko cubugdu olarak ele almig ve dinamik davraniglarini
incelemiglerdir. Yapilan hesaplamalarin deneysel sonuclardan farkli
oldugunu go6stermiglerdir. Diger bir c¢alismada Gry [7], demiryolunda
kullanilan ray traverslerinin detayli sekilde incelenmesinin, titregimlerin ve
gurdltinin azaltilmasi (zerine etkin oldudu gdrtistiinden yola ¢tkip beton ray
traverslerinin dinamik modelini olusturmustur. Ray traverslerini, Timeshenko
cubugu olarak ele almig ve ¢6zim sonuglarini ele aldigi 12 degisik ray
traversinin deneysel sonuglari ile kargilagtirmigtir. Benzer bir ¢aligmada
Grassie [8], beton ray traverslerinin kesit yapisinin diizgiin olmadig! durumu

ele alarak ray traverslerinin bir dinamik modelini olugturmustur.

Andersen et al. [9], Kelvin zeminin {izerine yerlegtirilen ray Uzerindeki
purizlerin hareketli araca etkisini incelemiglerdir. Bu caligsmada, ray Euler
cubuk olarak ele alinmigtir. Elde edilen sonuglar neticesinde, aracin hizi
arttikga gubuk ile arag¢ arasindaki etkilesimin ihmal edilebilecegi belilenmisgtir.
Raylarin lzerinde olusan asinmalar nedeniyle raylarda olugan titresimleri
inceleyen Bracciali et al. [10] ¢aligmalarinda, deneysel sonuglar ile sayisal
¢6zlUmleri karsilastirmiglardir.

Diger bir caligmada Jing [11], demiryolu aracindaki dogrusal olmayan
salinimlan incelemis ve dogrusal olmayan - kritik hizin, ara¢ hizi olmasi
gerektigini vurgulamigtir. Vagon tekeri ve ray arasindaki etkilesimi gz
6niinde bulundurarak olusturdugu model ile vagonun dinamik davranigini ele
almigtir.



Sekil 1.2 Vagon plakasi

Bu tez caligmasinda vagon, $ekil 1.2 de gosterilen plaka seklinde
modellenecektir. Literatirde, ¢ok gesitli plaka modelleri tizerine galigmalar
yapllmigtir. Laura et al. [12] nin yaptidi calismada, Sekil 1.3 de gosterildigi
gibi bir model ele alinmigtir. Plaka yer degistirmeye ve dénmeye karsi elastik
olarak sinirlandiriimistir. Bu modelin yaklagik ¢6ziml Rayleigh-Ritz metodu
kullanilarak yapilmig ve temel frekanslari bulunmustur. Gorman [13], sinir
sartlari rastgele dagitiimig elastik desteklerden olusan bir plaka ele alarak
serbest titregimini incelemistir. Elastik destekleri olusturan yaylarin, seri
sekilde bagli oldugunu duslinerek sinir sartlarinin parabolik dagilimini
saglamistir.
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Sekil 1.3 Plaka modeli

Leissa [14] nin galismasi, plaka titregimi konusundaki temel ¢aligmalardan bir
tanesidir. Bu galismada, cesitli sinir sartlarina sahip plakalar ele alinarak
analitik olarak ¢6ziime ulagiimigtir. Incelenen plakalarda, kenarlarin birbirine
orant 0.4, 2/3, 1.0, 1.5 ve 2.5 olarak secilmigtir. Poisson oranindaki
degismelerin plaka titresimi Gzerindeki etkileri de incelenmisgtir.

Serbest plaka titregimini inceleyen Gorman [15], calismasinda siiperpozisyon
yontemini kullanarak plakanin tamamen serbest oldugu durum igin analitik
olarak ¢ézim elde etmigtir. Leissa et al. [16], dlzgiin olmayan elastik kiése
destekli dikddrtgen plakanin titresimlerini inceledikleri calismada, analitik
yéntemle daha ¢nce elde edilen sonuglar Ritz yénteminden elde edilen

sonuglarla karsilagtirmiglardir. Prakash [17] calismasinda, plakayl yari



sonsuz ele alarak dikdértgen plakanin serbest titresimini incelemistir. Singhal
and Gorman [18], kenarlari kismi olarak basit mesnetli olan plakayi, rijit
nokta destekli ve serbest olmak Uzere iki agsamada ele almiglar ve analitik

calismalarinda siperpozisyon metodunu kullanmiglardir.

Plaka titresimleri calsildiginda, kismi diferansiyel denklem ile
karsilagiimaktadir. Bu kismi diferansiyel denklemin analitik ¢c6ztimi oldukga
zordur. Bu nedenle, elde edilen denklemleri adi diferansiyel denklemlere
dénistirmek uygun olmaktadir. Bu konuda yapilan bir calismada
Rajalingham et al. [19], Rayleigh-Ritz metodunu kullanarak c¢esitli kenar

boyut oranlarindaki plakalarin temel frekanslarini elde etmiglerdir.

Laura et al. [20] ¢calismalarinda, elastik destege ve nokta kitlelere sahip olan
ince bir elastik plakay! ele alarak incelemiglerdir. Bu caligmada, polinom
yaklagimi ve Galerkin ydntemi kullanilarak plaka denklemleri ankastre ve
basit mesnetli sinir sartlarina sahip oldugu durumlar igin ¢ézulmastir. Diger
bir calismada, ayni sinir sartlarina sahip fakat kalinhigi degisken olan bir
plaka, Gutierrez et al. [21] tarafindan ele alinmig ve Ritz yéntemi ile ¢6zime
ulagiimigtir.

Kadiri et al. [22], bulylk titresim genliine sahip plakanin hareket
denklemlerini dogrusal olmayan cebirsel denklemler haline doénistlrerek
sayisal olarak ¢ézmusglerdir. Yaptiklari bu galigmada; buyik genlikte ve
ankastre uca yakin gerilmelerin, dogrusal teoriden elde edilenlerden daha
biyik oldugunu géstermiglerdir.

Plakalar Uzerinde yapilan ¢aligmalarin bir pratik uygulamasi Kato and Honma
[23] nin yapmig olduklan calismada gorilmektedir. Bu galismada, bina
zemini plaka olarak modellenmisgtir. Sinir sartlarini ise yer degistirmeye ve
dénmeye karsi elastik olarak belirlemiglerdir. 1,0 ve 1,5 kenar sekli
oranlarindaki plakalar ele almiglardir.



Ray, vagon ve zemin titresimlerinin incelendigi bagka bir grup ¢aligmada
[24-34], titresim sonucu olusan glrtltt ve cevreye etkisi detayl olarak

incelenmisgtir.

Bu tez caligmasinda, vagon, ray ve elastik zemin li¢ agamada incelenmistir.
Birinci asamada; zemini olusturan ray traversleri birbirinden bagimsiz
elemanlar oldugundan ray ve zemin ayrik sistem olarak modellenmigtir.
Zemin; ray traversi, balast ve elastik zemin olarak tG¢ kisma ayriimigtir. Ray
traversi ve balastin; kitle, yay ve s6ntimleyici elemanlardan olustugu kabul
edilmigtir. Bu galismada, daha &nceki galismalardan farkli olarak zeminin
viskoz s6niim etkisi de g6z 6nline alinmistir. Zeminin etkisi, kitlesiz yay ve
kiitlesiz sénlimleyici olarak sisteme dahil edilmigtir. Newton’un ikinci kanunu

kullanilarak ele alinan sistemin hareketi modellenmistir.

Elastik zeminin ayrik modeli nedeniyle; surekli bir sistem olan ray, elastik
gubuk olarak ele alinip sonlu elemanlar yéntemiyle ayrik sistem haline
getirilmistir. Burada strekli sistemlerin ayrik olarak modellenmesinde sik¢a

kullanilan Hermite kibik interpolasyon fonksiyonlari kullaniimigtir.

Ray ve elastik zemin modelleri birlestirilerek sistemin hareket denklemleri
matris formunda, ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem takimi halinde
elde edilmistir. Daha sonra, bu ikinci mertebe denklemler birinci mertebe
denklemlere doénusturiimastir. Bu denklemler, sembolik ve sayisal iglemin
beraber uygulanabildigi Matlab bilgisayar programlama dilinde hazirlanan

bilgisayar programlari ile ¢ézUlmuUgtur.

Ikinci asamada; zemin ile etkilegsimin en gok vagon tabaninda oldugu
varsayllmig ve vagon, taban geometrisine benzer olan plaka seklinde ele
alinmigtir. Sistemin dugey titregsimleri incelendiginden, vagonun yan
ylizeylerinin ve tavanin titresimleri, taban titregimi ile benzer sekilde olacaktir.
Ayrica, vagonun tekerlek kutlelerinin etkisi plaka modelinin iginde
distnulmastar.



Vagon, Oncelikle dért kenarinda yay bulunan bir basit plaka olarak
incelenmis ve sistemin dogal frekanslar: elde edilmigtir. Daha sonra, yay
bulunan kenarlara séniimleyici konulup ve séniimleyiciler sisteme uygulanan
dis kuvvetler seklinde disinilUp, sistemin analitik hareket denklemi elde
edilmigtir. Bu denklem gozilerek plakanin cesitli noktalarindaki elastik yer
degistirmeler bulunmustur.

Son asamada, daha 6nce ayri ayri ¢dzlilen ray ve elastik zemin ile vagon
birlikte ele alinmigtir. Bu iki sistem arasindaki fiziksel baglanti, tekerlek
sistemindeki yay ve s6nlmleyicidir. Bu iki mekanik eleman vagonun sinir
sartlarini olusturmaktadir. Ayni zamanda, bu elemanlar araciligi ile raylara
kuvvet uygulanmaktadir. Bu durum, modellenmesi ve ¢d6zimi ayri ayri
yapllan iki sistemin ortak etkilesim &zelligi olup beraber ¢6zUm igin
kullanilmistir.

C6zum ydntemi olarak; ray ve elastik zemin modeline, éncelikle vagonun
dortte bir agirhdi kadar kuvvet uygulanip rayin elastik yer degistirmesi
bulunmustur. Buradan elde edilen yer degistirme, plaka modeline giris olarak
verilmis ve plakanin elastik yer degistirmesi elde edilmigtir. Bu yeni veriler
yardimiyla ray ve elastik zemin problemi yay ve sénimleyicinin uyguladigi
kuvvet girdisi ile tekrar ¢dzllmustir. Bu sekilde olusturulan dénglye, bir
O6nceki adimda bulunan degerle bir sonraki adimda bulunan deger
arasindaki fark %0,1 oluncaya kadar devam edilmistir. Bu sekilde herhangi
bir t ani igin bulunan ¢6zimin gergegde yakin olacagi agiktir.

Her Uic agsamada bulunan sayisal ¢éztimler grafikler seklinde sunulmus ve
irdelenmisgtir.



2, MATEMATIKSEL MODEL VE DINAMIK ANALIiZ

Bu bélimde, iki agamadan olugan bir model ele alinacaktir. Birinci agama,
ray ve zemini olusturan ray traversi ile balasttan olugsmaktadir. lkinci agama
ise vagonun plaka seklindeki matematiksel modelini igermektedir.

2.1. Zemin ve Elastik Gubuk

Ray, ray traversi ve balast incelendiginde, sistemin slrekli ve ayrik iki
sistemden olustugu gorulir. Burada, stirekli bir sistem olarak ele alinan
elastik cubuk, sonlu elemanlar yéntemiyle ayrik sekle getirilmigtir. Sekil 2.1
de gosterildigi gibi rayin monte edildigi zemin U¢ kisimdan olugmaktadir.
Birinci kisim, ray traversi olarak adlandiridan iki rayi kiris gibi destekleyen
elemandir. lkinci kisim, hem raya hem de ray traversine destek olan balasttir.
Bu iki kisim; kitle, yay ve séntmleyici olarak dustndlmustir. Uglincl kisim
olan zemin ise dolgu malzemesinden olugsmaktadir ve sistemdeki titregimleri
sbnimlemek icin  kullanildiindan vyay ve

sénumleyici  seklinde

modellenmigtir.

\&W:% gﬁ.....@w%% 2-----@@7%%
w, K HJch k, LIJ LIJ Ky w 3 o,
\gw ]| lc"""%\\\‘] ) —_ o

Sekil 2.1 Ray, ray traversi ve balast modeli

A}

Sekil 2.1'de kullanilan sembollerin anlamlari agagida agiklanmigtir:

ks, Cs

: Ray ile ray traversi arasindaki yay ve séniim katsayilari,
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ko, b : Ray traversi ile balast arasindaki yay ve séniim katsayilari,
kg, ¢y : Balast ile zemin arasindaki yay ve sénliim katsayilari,

ms : Ray traversinin bir elemaninin kiitlesi,
mp : Balastin bir elemaninin kitlesi,

Wy : Rayin elastik yer degistirmesi,

W2 : Ray traversinin elastik yer degistirmesi,
W3 : Balastin elastik yer degistirmesi,

F(t) : Bu sisteme uygulanan hareketli kuvvet.

Ayrica, Sekil 2.1 de; waiz, Waiq Ve ws; olarak gosterilen semboller segilen
herhangi bir i'nci eleman grubunun elastik yer degistirmeleridir. wy.2, Wn.1 ve
W, ise modellenen sistemin en son elaman grubunun elastik yer

degistirmeleridir.

B

QQW%% (

s —{ 7
N

Sekil 2.2 Modellen ray ve zeminin herhangi bir elemani

lF(t)

£

Sekil 2.2 de gosterilen ayrik sistemin i'nci elemanina, Newton’'un ikinci
kanunu uygulanmasi sonucunda elde edilen bu bir hareket denklemi, matris

formda asagidaki bicimde
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d‘w
dy*

El

+Mw-+Cw+Kw =F(t) (2.1)

ifade edilir. Burada,

M : Kutle matrisi,

C : SO6nlm matrisi,

K : Yay matrisi,

F(f) : Sisteme digardan etki eden kuvvetler vektéru,

w : Ayrik sistemdeki her bir noktanin elastik yer degistirmeler vektért,
El : Rayin edilme rijitligi

seklinde tanimlanmigtir.

Bu denklemdeki elastik terim, rayin sisteme yapmis oldugu etkiyi
gbstermektedir. Bu terimin matris seklinde ifade edilmesi igin sonlu elemanlar

yénteminden yararlanilacaktir.

2.1.1. Elastik gubuk

Elastik gubuk seklinde digilnllen ray, ayrik elemanlara bélinmustir. Her
eleman iki u¢ noktasina sahiptir. Eleman sayisini; geometri, ytikieme sekli ve
malzeme 6zellikleri belirler. Elastik gubuk diizgiin kesitli olup esit uzunlukta
elemanlara ayriimigtir. B&yle bir eleman Sekil 2.3 de gosterilmigtir.
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W ¥ v .
X :?;( X
Sekil 2.3 Ray Uizerinde ele alinan bir eleman
Sekil 2.3'de gosterilen semboller;
fi, fa . Kesme kuvvetleri,
f2, T4 : Egilme momentleri,
04, 02 : Egilmeden kaynaklanan dénme agilari,
W1, Wp : Elastik yer degistirmeler,
w(X) : Herhangi bir noktanin elastik yer degistirmesi,
h : Elemanin boyu

olarak tanimlanmigtir. Ele alinan dizgin kesit dagihmina sahip gubuk
elemaninin  kiguk hareketler yaptidi varsayildiginda, elastik hareketin
diferansiyel denklemi

d*w(x)

El
dx*

=0 O<x<h (2.2)

seklinde ifade edilir. Bu denklem, dérdincti mertebeden adi diferansiyel
denklemdir. Integrali alindiginda
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w(x)= %qxs + %czx2 +C,X+C, (2.3)

elde edilir. Bu esitlikte streklilik sartlar, w(x) in ikinci tirevinin sifira esit

olmasi seklinde kargilanmig olur.

Sekil 2.3 deki sinir sartlan her iki uctaki yer degistirme ve dénme acilandir.

Bunlar;
dw

w(0)=w, , ax o =0 (2.4)
dw

w(h=w, , e = G2 (2.5)

Simdi, (2.3) ifadesine sinir sartlari uygulandiginda,

w(x) = LW, + L,(0N6, + L, (xW, + L, (x)h6, (2.6)

ifadesi elde edilir. Burada,

L(x) ; i=1,.,4

fonksiyonlari Hermite kibik interpolasyon fonksiyonlaridir ve
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IENEANEN
L(x)=_-2 h] (h)

INEANNEN
L,(x) 3(}; 2(h)

ke

seklinde ifade edilir.

(2.7)

Interpolasyon fonksiyonlari ve rijitik matrisleri, nokta kuvvetlerinin yapmis
oldugu statik deformasyon prensibinden elde edilmistir. Interpolasyon
fonksiyonlar igin yukarida belirtilenlerden baska fonksiyonlar da segilebilir.
Burada olugturulan interpolasyon fonksiyonlar ikinci ve dérdiinci mertebe

problemler icin kullanitabilecek en disik mertebedeki polinomlardir.
Sonlu elemanlar yénteminde, yapinin hareket denklemi ilk eleman igin elde
edildikten sonra bitin elemanlarin hareket denklemlerinin birlestiriimesi

ybntemi kullanilir.

Sekil 2.3 deki dérdiincli mertebe sistem igin elastik yer degistirme

w(x,t) = L(x)" x(t) (2.8)

seklinde yazilabilir. Burada, L(x) dért boyutlu interpolasyon vektéri ve x(f)

ise dort boyutlu zamana bagl yer degistirme vektériaddr.
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Simdi, elemanin kinetik ve potansiyel enerjileri agagidaki gibi elde edilir:

T(t)= 5 s )| 220 i~ Loy i) 28)
ve
V()= [, Ellx )[a LaLnn ”] x = w(t] k(g 29)

Buradaki gériilen kiitle ve yay matrisleri,

m = [ m(x)L(x)L(x)" dx (2.10)
ve
k= EI)L" ()L ()" dx (2.11)

seklinde tanimlanmugtir.

Sonlu elemanlar yontemini kullandigimizda ray gubugunun ayrik modelinin
kitle matrisi (2.10) ifadesinden

mhi{204 51
= —t 2.12
420 [ 51 1 16} (212)
ve yay matrisi ise (2.11) ifadesinden
El| 28 -16
=7{3'[-16 4 J @13)

seklinde elde edilir.
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Bu modellemede elastik gubugun tam elastik yapiya sahip oldugu

dustnuldagiinden gubugun viskoz sénimleme etkisi dikkate alinmamugtir.

Dinamik analiz igin sabit xyz eksen takimi kullaniimaktadir. Sekil 2.3 de
gérilen hareket ve kuvvet durumuna sahip elastik sistemin y ekseni yéniinde
titresimlere maruz kaldigi distntimdstir. Rayin, elastik zemin ve ray

traversi ile etkilesimi kitle, yay ve sénimleyici seklinde modellenmistir.

2.1.2, Elastik zemin

Rayin lzerinde bulundugu zemin, elastik kabul edilip elastik zeminin
s6ntmleyici etkisinin oldugu varsayilmistir. Ray traversi ve balast, iki raydan
olusan sisteme destek oldugundan, kuitleleri iki esit parga alinarak
modellenmigtir. Yay ve sénlimleyicilerin, iki raya olan etkilerinin esit degerde
oldugu kabul edilmistir.

Sekil 2.2 de gosterilen ray traversi ve balast modeline, Newton’un ikinci
kanunu uygulandiginda (2.1) ifadesinde gésterilen katle, sé6nim ve yay
matrisleri asagidaki gibi elde edilir:

0 0 O

M={0 m; O (2.14)
0 0 my
0 0 0

C=|-¢ cs+cy; —cp (2.15)
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0 0 0
K=|-k, k+k, —k, (2.16)
0 -k, ky+k,

Denklem (2.1) in timuyle matris formda ifade edilebilmesi igin elastik
zeminin; kutle, yay ve séniimleme matrisleri daha énce sonlu elemanlar

yéntemiyle elde edilen rayin kitle ve yay matrisleri ile birlestiriimelidir.

2.1.3. Elastik zemin ve ray denklemlerinin birlestirilmesi

Matematiksel olarak ayri ayri modellenen iki sistem, sureklilik sarti igin
birlegtiriimelidir. Sekil 2.1 de gb6sterilen yer degistirmeler yardimiyla daha
dénce ray, ray traversi ve balast icin elde edilen matrisler birlestirilecektir.
Simdi (2.12) den (2.16) ya kadar olan ifadeler kullanilarak tim sistemin
hareket denklemi asagidaki gibi elde edilir:

Mw+Cw+Kw=F(¢) (2.17)

Burada; kitle, séniim ve yay matrisleri
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51
—mh
420
204 51
—mh+—mh 0 0 ——mh
420 420
0 m, 0 0
0 m, 0
51 116 204
——mh 0 0 — ——mh
420 420 420
204 52
—mh 0 0 ——mh
420 420
m, O
0 m, 0
52 116 204
—mh 0 0 ——mh+——mh
420 420 420
0 -
0
0 0 0 0
-¢, ¢, tc, ¢, 0
~C, G, +¢, 0
0 0 0
0 0 0 0
-¢, C,tec, —c,
-¢, ¢,+¢c, O
0 0 0]
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[ 28E1 0 0 -10E!
3 ha
-k, Kk, +k, Kk, O
0 -k, k,+k, 0
~10E] 28El 4EI ~10E!
- R "
-k, k. +k -k 0
0 -k, Kk, +k, 0
~10E/ 28E/ 4El
“ 0 Y E e
28E]
e 0 0
O -k, Kk +k, -k,
0 -k, k, +k,
~10E/
3 0 0

seklinde ifade edilir.

Hareket denkleminde, rayin lzerine etki eden kuvvetin belli bir hizla hareket
ettigi varsayildigindan, F(t) kuvvet vektdri zamana baglidir.

Ayrik sistemin sireklilik sartini saglamas! gerekmektedir. Sistemin bir
elemaninin hareket denklemi incelendiginde, elastik cubuk tarafindan bu
sartin saglandi§i gértlebilir. Ayrica, bir elemanin ddrdinct noktasindaki yer
degistirmenin, sonraki elemanin birinci noktasindaki yer degigtirme ile ayni
oldugu gérilir. Bu durum sistemin strekli oldugunu gdsterir.

Modellenen sistem daha ©6nce bahsedildidi gibi iki asamadan
olusturulmaktadir. Bu ilk agsamada olusturulan ray ve elastik zeminin
matematiksel modelinin yanisira ikinci agamada vagonun matematiksel
modeli olugturulacaktir.
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2.2, Vagon

Vagonun matematiksel modeli olugturulurken éncelikle raya en yakin olan
vagon tabaninin geometrisi g6z 6ndne alinmigtir. Bu gekilde
distntldiginde: Vagonun yanlarinin ve tavaninin titresimleri, taban
titresimiyle ayni titresim modlarina sahip olacaktir (Sekil 2.4).

Sekil 2.4 Ele alinan vagon modeli

Buradan hareketle vagon, Sekil 2.5 de gbéruldiigu gibi bir plaka seklinde ele
alinabilir. Sekilde ele alinan plakanin boyutlar

“1.6. YUKSEKOGRET W nuRdLL
I & \ ‘.v‘i‘? it mm m@mﬁ

%
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Sekil 2.5 Vagonun plaka seklinde ele alinmasi
a: Vagonun boyu,

b: Vagonun genislidi,

H: Plakanin kalinligt

olarak belirlenmistir.

Ele alinan plakanin hareketinin diferansiyel denklemi ve belirlenen sinir
sartlari, vagonun hareketinin dinamik modelini olusturur.

2.2.1. Plaka

Sekil 2.5 de ele alinan plakanin; elastik, dizgin ve izotropik oldugu
distntlmuistar. Plakanin, harekete baglamadan 6nce ve bagladiktan sonra
plaka 6zelligini kaybetmedigi varsayiimistir. Bu kabuller nedeniyle, kesmenin
neden oldudu yer degistirmeler ve plakanin orta tabakasina dik gerilmeler
ihmal edilmistir. Ayrica, plakanin dizgin ve simetrik oldudu kabul
edilmistir [37].
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Hareket denklemini elde etmek amaciyla plaka Uzerinde Sekil 2.6 da
gosterilen bir kiigik eleman ele alinsin. Burada g&sterilen semboller;

Sekil 2.6 Plaka Uzerinde alinan bir kiiglik eleman

dx : Elemanin x eksenindeki boyu,

dy :Elemaniny eksenindeki boyu,

u : X eksenindeki elastik yer degistirme,
v : y eksenindeki elastik yer degistirme,
w : 2 eksenindeki elastik yer degistirme,
My : X eksenindeki egilme momenti,

Myx :xy dlzlemindeki kesme momenti,

My :yeksenindeki egilme momenti,
Qx : X eksenindeki kesme kuvveti,
Qy :yeksenindeki kesme kuvvetidir.

olarak tanimlanmustir.

Kigtk elemanin dinamik olarak dengede olabilmesi i¢in x ve y eksenindeki

momentlerin ve z eksenindeki dinamik kuvvetlerin toplami sifir olmalidir:



23

Y M, =0 M, =0 (2.18)

*w

F, +m'dxdy *— =
SUF, faxy 28

0 (2.19)

Burada, m’ plaka ktlesinin birim alana oranidur.

(2.18) ve (2.19) ifadeleri kullanildiginda,

%ﬁg”—yyx:ox (2.20)
%Jrag”_x -q, (2.21)
DTy (2.22)
esitlikleri elde edilebilir.

Simdi (2.20) ve (2.21) ifadeleri, (2.22) ifadesinde yerine konulursa,

M, QO My [ TM, W (2.23)

ox? oxdy ¥ oy? T

ifadesi elde edilir. Bu ifadenin ¢ézllebilmesi icin mukavemet bilgisinden gelen
gerilme, gerinme ve yer degistirmeler arasindaki bagintilar

E
o, = - (sx +vey) (2.24)
o, = 1_Evz (sy +vex) (2.25)
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Ty = 1_Evz (7ey) (2.26)

kullanilacaktir. Sekil 2.6 da gdsterilen eksen takiminda asagidaki esitlikler

tanimlandiginda

Uu=-z-— V=—Z— (2.27)

yazilabilir. Buradan, (2.27) ifadesi (2.24), (2.25) ve (2.26) ifadelerinde yerine
konuldugunda normal ve kayma gerilmeleri asagidaki gibi

—-Ez (0w d*w
o, = T2 ( ™ +v %7 ] (2.28)
—Ez (0*w 0w
o [ 5 5 ] (2.29)
-Ez[ d*w
= 2.30
Ty 1+v(axay] (2:30)

elde edilir. Plakanin diizgiin ve simetrik olmasi nedeniyle kayma gerilmeleri
birbirine esgittir:

Ty =T (2.31)

Simdi, x ve y eksenlerindeki momentler asagdida verilen integraller

hi2 hi2 hi2
M, = | o.zdz M, = [ o,zdz M, = [ 7,20z (232
-hi2 ~-hi2 ~hi2

kullanilarak bulunabilir.
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(2.32) ifadesinde verilen integraller hesaplandiktan sonra (2.23) ifadesinde
yerine konuldugunda, serbest plakanin hareket denklemi asagida verildigi

sekilde
o'w(x,y,t) . o'w(x,y,t) 9*w(x,y,t) o*w(x,y,t)
D 27 2 2 =-pH——=—"= 2.33
ot ek T oyt T P (2:33)
elde edilir. Burada,
ER®
D=———— 2.34
12(1—v?) (2.34)

egilme rijitligi olarak tanimlanmistir.

Ele alinan plakanin elastik hareketinin diferansiyel denklemi olan (2.33)

ifadesinin analitik olarak ¢ézImesi mimkindar.

Simdi (2.33) kismi diferansiye! denkleminin ¢ézimu igin

w(x,y,t)=w(x,y)f(t) (2.35)
seklinde biri konumun, digeri de zamanin fonksiyonu olan iki fonksiyonun
carpimi geklinde bir ¢6zim kabul edilsin. Bu yaklagima degdigkeniere ayirma

yontemi denilmektedir. (2.35) ifadesi (2.33) ifadesinde yerine konulup
diizenlenirse

4 4 4 2
D 8w(x,y)+28w(x,y)+aw():,y)) 1. 0f(t) 1

( wix,y) o f(t)

2.36
pH" ox* ox>ay? oy (2.36)

elde edilir.
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W Eél’[lléln sol yahirrivailﬁhifzi konumun, sag yani ise yalniz zamanin
fonksiyonudur. Hem konumun hem de zamanin bagimsiz degiskenler oldugu
g6z 6nlinde bulundurulursa, bu durum ancak her iki yanin da ayni sabite egit
olmasiyla miumkin olacaktir. Bu sabitin fiziksel varlidinin olabilmesi igin
pozitif bir sabit olmasi gerekmektedir ve w® olarak alinabilir. (2.36) ifadesi

yeniden yazilirsa,

D 3w , 3w dw 1 1 df ,

2 =— = 2.37
pH "ox* i ox*9y’ " W' Twix,y)  f(t) of @ ( )

elde edilir. Boylece (2.37) ifadesinden iki adet yeni denklem; biri w(x,y) i¢in

kismi diferansiyel denklem ve dideri f(¢) icin adi diferansiyel denklem elde

edilir:
D o*w(x,y) .o*'w(x,y) o'w(xy),
2 = , 2.
pH( v + 3x2dy? + 3 )=w'w(x,y) (2.38)
d?f(t
_d_t(z)_ - 0*f(t) (2.39)

Ikinci diferansiyel denklemin ¢éziminin harmonik oldugu bilinmektedir. Bu
durum, sabitin neden pozitif segildigini agiklamaktadir. Aksi takdirde (2.39)
ifadesinin ¢dziminln Gstel fonksiyon icermesi ve bunun da konservatif bir
sistemde toplam enerjinin sabit kalmasi gergedi ile celismesine neden

olacaktir. Bu denklemin ¢6zimi

f(t)= Acoswt + Bsinwt (2.40)

seklindedir ve buradaki A ve B integral sabitleri sistemin baglangi¢

sartlarindan bulunur.
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Simdi, (2.38) ifadesinde verilen x ve y degigkenlerine bagli kismi diferansiyel
denklemi adi diferansiyel denklemlere dénustirmek igin ¢éziimin

w(x,y)=X(x)Y(y) (2.41)

seklinde x’e ve y’e bagli iki fonksiyonun ¢arpimi olarak dugtnilstn. Burada,
klasik Voigt ¢6zimii olarak bilinen [14]

Y(y)=C,sinay +C,cosay +C,sinyy +C,cosyy (2.42)

seklindedir. Bu ifadede

1 2

o= w(%]z —m% (2.43)
, 3

y= w(%]z +m% (2.44)

olarak tanimlanmistir. Ayrica, (2.44) ifadesinde «”>0 oldudu kabul

edilmigtir. Burada gosterilen C, (i =1,2,3,4) integral sabitleri, sinir gartlar

dahilinde bulunur.

Ayrica, X(x) fonksiyonu, kaynak [16] dekine benzer gekilde geometrik sinir
sartlarini saglayan kabul edilebilir bir fonksiyon olarak secilmigtir:

X(x) = Cs(cos(—”gﬁx]H] m=123..... (2.45)
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Sekil 2.7 Plaka ve Kelvin sinir sartlari

Sekil 2.7 , ele alinan plakada uygulanan sinir sartlarini géstermektedir.
Goruldagu gibi plakanin dért késesinde vagonun teker ve amortisor sistemini
temsil eden yay ve sdnlimleyiciden olusan Kelvin model sinir sarti
uygulanmigtir. Burada

k : Plaka ile ray arasindaki yay katsayisi,

c : Plaka ile ray arasindaki sénim katsayisi
seklinde tanimlanmistir.
Bu c¢alismada, plaka o©ncelikle sadece yaylardan olusan sinir sartlari

dahilinde ¢ozilecektir. Daha sonra ise, sénimleyiciler hareket denklemine
dis kuvvet gibi etkitilip ¢6zim yapilacaktir.
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Mukavemet bilgisinden, kesme kuvveti ve egilme momenti

M, = —D[ Iwixy) , Iwlxy )] (2.46)
Y ay ox
v =_D[M+(2_V)M) (2.47)
Y oy oxoy

olarak bilinmektedir. (2.47) ifadesinde kesme gerilmesinden gelen ikinci
terimin dederi kiiglik oldugundan ihmal edilebilir. (2.47) ifadesi bu kabul
dikkate alinarak yazilirsa

__p 2wixy)
V, = D( 5 ] (2.48)

seklinde olur. Sinir gartlari dikkate alindijinda; (2.46) da tanimlanan y
eksenindeki momentin degeri, y=0 ve y=b degerlerinde sifir olur. y ekseninde
tanimlanan kesme kuvveti Vy ise ayni noktalarda, yaydan gelen kuvvetlerin

toplamina esit olacaktir:

M,y =0 M,y =0 (2.49)
Vireoyeo) = KW(X.1,1) (2.50)
V) (xay=0) = kW(x. 1) (2.51)
V) (xeay=0) = kW(X,y.t) (2.52)
Vi xmayo) = KW(X, 1) (2.53)
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(2.40) ifadesi agagidaki gibi tanimlanir.

f(t)=B, e (2.54)
ve (2.35) ifadesi (2.42) ile (2.45) dikkate alinarak tekrar yazilirsa
w(x,y.t)=(A,sinay + A,cosay + A, sinyy + A, cosyy)

T (2.55)
X(COS[ITI;X])G

elde edilir. Burada A, (i=123,4)’ler yeni integral sabitleridir ve stnir

sartlari dahilinde bulunur.

Simdi (2.49) ile (2.50) den (2.53) e kadar ifadelerde verilen sinir sartlari,
(2.55) ifadesine uygulandiginda,

(@?+r*)A, +(r*-y*)A, =0 (2.60)

(a2 + rz)sin(ab)A1 + (a2 +r2)cos(ozb)A2

2.61
+(r* —y*)sinh(yb)A, +(r* —y*)cosh(yb) A, =0 (267
—Do*A, + (k) A, + Dy A, + (k) A, =0 (2.62)
(-Da® cos (b ) + (k) sin(ab)) A
+(Da’ sin (b ) + (k)cos (ab)) A, .69

(Dy3 cosh(yb)+ (k)sinh (yb))
+(Dy? sinh(yb) + (k)cosh(yb))A, =0
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ifadeleri elde edilir. Burada,

esitligi  kullaniimigtir. Elde edilen dért denklem birlikte ¢6zuldugiinde

6zdegerleri verecek olan karakteristik denklem elde edilir. Karakteristik

denklem sonsuz tane birbirinden farkli w, (m=12..) 6z degerlerinden

olugan bir dizi verir. Bu 6z degerlerin her birine bir 6z fonksiyon:
w,,(X,Y) (m=12,...) karsilik gelir ve titresim seklini belirleyen mod

formudur.

Simdi, sinirtarda yaylar ile birlikte sénimleyicilerinde oldugu durum ele
alinsin. Sénumleyicilerin etkisi kuvvet girdisi olarak hareket denklemine
katilirsa, (2.38) ifadesi

DV*w(x,y,t)

+

O(x)6(y)ew(x,y,t)+d(x—a)d(y)ew(x,y.t)+6(x)d(y — b)ew(x,y,t)
(+6(x —a)s(y —b)ew(x,y,t)

o*w(x,y,t)
= —pH ALY
P

] (2.64)

seklinde elde edilir. Burada V*, biharmonik operatér olarak bilinir. Ayrica,
s6nlmleyicinin etkisinin kuvvet girdisi seklinde gdsterebilmek icin Kronecker
Delta tanimindan yararlaniimigtir. Burada Kronecker Delta,

6(x-a)=1 ; X=a,
o(x—a)=0 ;5 X#a,

d(x—a)=35(x) ; a=0
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sekilinde tanimlanmigtir. Simdi, (2.64) ile verilen hareket denkleminin ¢ézimi
w(x,y,t)=®(x,y)xF(f) (2.65)
olarak alinirsa,

DF(t)V*®(x,y)

+

(8(x)8(y)+8(x—-a)s(y)+8(x)8(y —b)+8(x—a)s(y — b)) (2.66)
X

cF(t)®(x.y) = —pHF ()®(x,y)

elde edilir. Bu ifadenin plaka alaninda integrali alinirsa

jZDF (t)V*®(x, y Xdxdy

Ottt 4 O——O

[(8(x)8(y)+8(x~a)8(y)+8(x)8(y - b)

+
8(x —a)d(y — b))cF(t)®(x,y)dxdy

(2.67)

Ot

b

[ PHF(t)2(x,y Yoxdy
0

olur. Buradan

ab )
P, = [ [ DV*@(x,y xdy (2.68)
00



33

P, = | [(8005(y)+ 5(x—a)6(1)+ 5(x)5(y ~b)

. (2.69)
5(x—a)d(y —b))®(x,y)dxdy

R = ﬁfb(x,y)dxdy (2.70)

olarak tanimlanarak

PHPF, (1) + CPF,(£) + PF,,(t) =0

(2.71)
elde edilir.
Simdi
D(x,y)= X(x)Y(y) (2.72)
seklinde tanimlanarak (2.42) ve (2.45) ifadeleri tekrar ele alinirsa;
X(x)=cos(rx)+1 (2.73)
Y(y) = B(B1sin(aty) + B2cos(ay )+ B3sinh(yy)+cosh(yy)) (2.74)

ve burada
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yz_rz
(2 2)(sin(ozb)+sinh(yb)+
B1=

K _(cos(ab)+cosh(yb )))
Y+

Do

Dl;s sin(ab)+ cos(ab)

k .
sinh(yb
oY (vb)

cos(ab) - Dl;s

cosh(yb)+ (2.75)

+ X

sin(ab)

k

a3

sin(ab) + ( ;2 ~r ](cos(ab) —cosh(yb))

2+a2

3 2
14 sin(ocb)—(;: -

r2
o’ 2+

]sinh(yb )

~ ’}/2 _r?
B2 “[yz +a2) (2.76)

k . y? —r?
5 ~sin(ab)+| -5— |(cos(ab)—cosh(yb))
g3 _| D2 Y’ +a

3 2_ 2 (2.77)
Y_sin(ab) -( r -1 ]sinh(yb )
o 7 +a

olarak elde edilir. (2.74) ifadesindeki B katsayisi ise baglangi¢ sartlarindan

bulunacaktir.

Simdi, biharmonik operatérli ifade ele alinsin:

4 4 4 ‘
2'D(xy) , ,0D(xy) , 3'B(xy)

ox* ox?ay? ay* (2.78)

VAD(x,y) =



burada (2.73) ve (2.74) ifadeleri kullanilarak

od(x, .
—g—);—y—) =Y (y)x(-rsin(rx))
2®(x,
ia(?—ﬁ =Y(y)x(-r*cos(rx))
°®(x, .
—a—igﬁ =Y(y)x(r*sin(rx))
3*d(x,
—% =Y(y)x (r“ coS (rx))
Bleccos —B2asin
20(xy) b, S (ay)—B2asin(cty)
dy
B3y cosh(yy)+y sinh(yy)
-B1o? sin(ay ) — B2a® cos(ay)
2
Ioxy) q;;);,y) = X(x)x| +
B3y? sinh(yy)+y?cosh(yy)
—B1o® cos(ay )+ B2a® sin
ay®
B3y® cosh(yy)+7v° sinh(yy)
Blo* sin(ay )+ B2a* cos(a
ro(xy) o~ (ay) (ay)
ayt

B3y* sinh(yy)+7* cosh(yy)

35

(2.79)

(2.80)



36

Bl sin(ay) + B2o cos(ay)

4
a—?(,;(;:—’y)zrz cos(rx)x| — 2.81)
B3y? sinh(yy)-v? cosh(yy)
esitlikleri elde edilir.
Buradan, (2.68) ifadesinin analitik olarak integrali alindiginda
p _T f Iy V(%) FOXY) )y (2.82)
Tooal ot 0x20y? oy* '
P = a(—B1 cos(ab)+ B2sin(ab) + B3cosh(yb) +v° sinh(yb)) (2.83)
bulunur.
Benzer sekilde (2.69) ve (2.70) ifadelerinin integralleri alindiginda
P, = 4(B1sin(ab) + B2(cos(ab) + 1)+ B3sinh(yb) + sinh(yb) + 1) (2.84)
P, =a ﬂ(1—cos(oeb))+23in(o¢b)+§(cosh(yb)—1)+1sinh(yb)
o o % y (2.85)
elde edilir.
Simdi, (2.71) ifadesi yeniden yazilirsa;
= chP, . P
F (H)+—2F (t)+——F_(t)=0
n(f) oHP, () oFP, m(f) (2.86)

elde edilir. Bu ifade, sénimli sistemin genel hareket denklemi [37]
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B1a? sin(ay) + B2 cos(ay)

———642;);’}/ )_p2 cos(rx) x| — 2.81)
B3y* sinh(yy)~7* cosh(yy) |

esitlikleri elde edilir.

Buradan, (2.68) ifadesinin analitik olarak integrali alindiginda

P = of:[( 642)((’:'}’ )2 a;i(;;{ ), 64‘1;;’?’ ) ixay (2.82)

P = a(—B1cos(ab) + B2sin(ab) + B3cosh(yb) + 7° sinh(yb)) (2.83)

bulunur.

Benzer sekilde (2.69) ve (2.70) ifadelerinin integralleri alindiginda

P, = 4(B1sin(ab) + B2(cos(ab) + 1) + B3sinh(yb) + sinh(yb) + 1) (2.84)

P, = a(%(‘! —cos(ab)) + %sin(ab) + %(cosh(;/b) -1)+ %sinh(yb)j (2.85)

elde edilir.

Simdi, (2.71) ifadesi yeniden yazilirsa;

F () + p‘;_’lpé Foo(t)+ pl’j% F,(t)=0 (2.86)

elde edilir. Bu ifade, séniimli sistemin genel hareket denklemi [37]



F (t)+2& o F. (t)+w?F, ()=0

ile ayni formdadir. Terimler karsilastirilarak

P
2 __
“n = oHP,

ch,

2% @ =12
on®n pHP,

1cP
&, r_,/ HP,

bulunur. Burada

) : Dogal frekans,

m

Em : S6nUm oranti
seklinde tanimlanmugtir.

(2.87) ifadesinin genel ¢6zimi

F.(t)= A, e sin(w,,t+©,,) m=123...

seklindedir. Burada

Dym zwm\l1_§2

. \/(W(x,y,O)+§mwmw2(x,y,0))2+(w(x,y,0)codm)2

2
Dy

37

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)
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olarak tanimlanmistir. Bu durumda,

_ Y, 0w
®_=tan™ WXy, 0)0y,
m =0 [W(x, ¥.0) +&,0,w(x,y,0) (2.94)
(2.65) ifadesi
w(x,y.t) = A, (Blsin(ay) + B2cos(ay)+ B3sinh(yy) +cosh(ry))
x cos(rx)e " sin(w,, t+©,) (2.95)

m=123...
seklinde bulunur.

(2.95) ifadesindeki her m degerine karsilik gelen bir A, degeri vardir ve

baslangi¢ sartlarinin yardimiyla bulunur.

Modellenen sistem daha énce bahsedildigi gibi iki asamada ele alinmigtir. Ik
agamada ray ve elastik zeminin matematiksel modeli olusturulmustur.

lkinci asamada ise vagonun plaka §eklinde matematiksel modeli
olusturulmustur. Modellenen sistemde bitinlGgin saglanmasi igin ayn ayr

modellenen sistemler beraber ele alinacaktir.
2.3. Ray, Elastik Zemin ve Vagonun Beraber Modellenmesi

Ray, elastik zemin ve vagon probleminin beraber ¢6ziilmesi igin sinir sartlar
tekrar gozden gegirilecektir. Plaka seklinde disiinilen vagonu sinin sinir
sartlarini veren (2.50) - (2.53) ifadeleri incelendiginde raydan gelen elastik

yer degistirme etkisinin ele alinmadig: gériilmektedir.



Sekil 2.8 Ray, elastik zemin ve plaka

/I\ wixy)
Tﬂt}

Sekil 2.9 Ray ve plaka arasindaki ortak elemanlar

39

Sekil 2.9 da, plaka ve ray arasindaki Kelvin sinir sarti gésteriimektedir.

Burada
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y(t) : Rayin yer degigtirmesi,
w(x,y) : Plakanin yer degigtirmesi

seklinde tanimlanmigtir. Bu durumda, raya uygulanan kuvvet

F(t) = [kw(x,y.t)+cw(x,y,t)] - [ky(t) + cy(f)] - R, (2.96)

olarak elde edilir. Burada Ry vagon agirliginin dortte biridir.

Plakanin elastik yer degistirmesi (2.95) ifadesi ile verilmistir. Bu ifadede
raydan gelen etki olmadigindan, modelin gergcede uygun olmasi amaciyla
raydan gelen etki ile beraber ele alinmasi gerekir. Bu dogrultuda hareket
edildiginde (2.66) ile verilen hareket denklemi

DV*®(x,y, t)

+

{§(x)§(y)[k(w(x,y,t)—y(t)]+[c(W(x,y,t)—y(t)]

+

8(x —a)s(y)[k(w(x,y,t) - y(£) +c(w(x,y.t) - y(1)]

+

8(x)6(y - b)[k(w(x,y,t) - y(t)+c(w(x,y.t) - y(t)]

i (2.97)
6(x—a)6(y—b)[k(w(x,y,t)—y(t)+c(W(x,y,t)—y(t)]} '

_ L Pw(xyt)

=P

seklinde olacaktir. "&%ﬂ QEBM
(2:87) ifadesi ise,

. (;P2 . P1 _ .

F(t)+ oHP, F(t)+ HP, Fo(t) =P, [cy(t)+ ky(t)] (2.98)
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seklini alir. Bu homojen olmayan ikinci mertebeden adi diferansiyel
denklemin genel ¢dzimi

F.(t)= A,e " sin(@,,t +©,)

+

(2.99)
1 t
— g énnt j F(z)e"** sin(m,, (t - 7))dr
wdm 0
seklindedir. Burada
oldugundan integrali de alinirsa,
F,(t)= A,,,e”émwf"t sin(w,,,t+0,,)
* (2.101)
.F_° @ ém®nt ~Ogm — ghnent (Son, Sin(a’mt) ~ D Cos(wdmt )
a)dm (f(t)m )2 + (a)dm )2
bulunur.

Ray ve elastik zeminin plakaya olan etkisinin dahil edildigi durumda, plakanin
titresimleri
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w(x,y,t)= A, (Blsin(ay)+B2cos(ay)+ B3sinh(yy) + cosh(ry))
x cos(rx){e"f""’""’ sin(w,,t +©,)

+

_p__e—fmwmt[ 1 2]
- (g‘a)m )2 +(@gm)

X

(~@4 — 6 (£, SIN(@, 1) + cos(a;dmt)))} _ (2.102)

J

m=1223..
seklinde bulunur.

Ray Uzerindeki vagon, ray boyunca hareket etmedigi durumda, agirigi rayda
belli miktarda yer degistirmeye neden olur. Hareketin analizi statik denge
konumundan itibaren yapildiginda bu agirhgin rayin hareket denkleminde
etkisi olmamaktadir. Halbuki, vagon ray boyunca hareket ettirildiinde, elastik
hareket nedeniyle etki eden kuvvetin yaninda vagon agirlifida dikkate

alinmalidir.

Boylece iki kisma ayrilan sistem bir butun hale getirilmig olur. Sistem bir
bitiin olarak galigacagindan, ray ile vagon arasindaki etkilesim kuvvetleri
dahili kuvvetler seklinde dustnuimis olur. Bu durumda yapilacak ¢ézimler

gercege daha yakin ¢dzimler olacaktir.



43

3. ORNEK SAYISAL COZUMLER VE SONUGLAR

Onceki bélumlerde, Sekil 2.1 ve Sekil 2.7 de gériilen ray ve elastik zemin ile
vagonun hareketleri tanimlanarak dinamik analizi yapiimistir. Daha sonra bu
dinamik ifadeler  kullanilarak hareketin diferansiyel denklemleri elde
edilmigtir. Ray, ray traversi ve balast ayrik olarak modellenmistir. Bu modelin
hareket denklemleri Newton metodu ile elde edilmistir. Vagonun plaka
seklinde modeli olusturulmus ve hareket denklemleri analitik olarak elde
edilmigtir. Daha sonra iki model birlestirilerek strekli ve ayrik olan sistemler

beraberce ele alinip tek bir sistem haline getirilmigtir.

Bu béliumde, iki ayn sistem olarak ele alinan ray ve elastik zemin ile vagon
modellerinin ‘dinamik davraniglarini  karsilagtirmak i¢in 6nce ayn ayri
¢cbzllecek sonrada beraberce ele alinacaktir. Ray ve elastik zeminin ¢6zimu
icin takip edilen ydntem Ek A da genis olarak anlatiimigtir. Cézim igin,
yiksek dogruluk derecesine sahip olan 4. mertebeden Runge-Kutta
integrasyon yontemi kullaniimistir [37]. Bu amagla hazirlanan bilgisayar
programlar Matlab bilgisayar programlama dilinde yaziimis olup EK B de
verilmektedir. Sembolik islemlerin yapilmasinda Matcad bilgisayar programi

tercih edilmigtir.

Bu simulasyon caligmalarinda kullanilan elemanlarin malzeme 6&zellikleri,

daha 6nce bu konuda yapilan ¢alismalardakine benzer olarak segilmistir.

3.1. Ray ve Elastik Zemin

3.1.1. Hareket ve malzeme &6zellikleri

Vagonun ray lizerinde hareket ettigi dustnulmustir. Vagonun hizi 564km/saat
ve vagonun uzunlugu 30 m alinirsa, vagon bu mesafeyi yaklagik 2 saniyede

gececektir. Vagon birden fazla oldugu kabul edilirse segilen ray uzunlugu

icin ray boyunca surekli bir kuvvet uygulamasi olacaktir.
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Bu calismada, elastik ray ve elastik zemin i¢in agagidaki malzeme &zellikleri

kullaniimigtir:

Kutleler;
Rayin bir elemaninin kitlesi :my =120 kg/m

Ray traversinin bir elemaninin kitlesi : mg = 490 kg/m

Balastin bir elemaninin kitlesi : mp = 1200 kg/m

Yay sabitleri;

Egilme rijitligi : El = 1.26x10” N/m?
Ray ile ray traversi arasindaki yay katsayisi : 3,15x10% N/m?

Ray traversi ile balast arasindaki yay katsayisi  : 3,15x10% N/m?

Balast ile zemin arasindaki yay katsayisi : 1,5x10° N/m?

So6num sabitleri;
Ray ile ray traversi arasindaki séniim katsayisi  : 3,2x10? N/m?
Ray traversi ile balast arasindaki séniim katsayisi : 3,2x1 0% N/m?

Balast ile zemin arasindaki sénim katsayisi : 3,2x10? N/m?

Bu degerler literatirdeki galigmalardan alinmigtir [1]. Ray traverslerinin 30
adetini kapsayacak sekilde sistem ayrik hale getirilmistir. Burada, ayrik
sistemdeki iki elemanin agirhik merkezleri arasindaki mesafe ray
uzunlugunun otuzda biridir. Hareketli kuvvet ise vagon agirhginin doértte biri
kadar segilmistir (F = 6 977,5N).

(2.12) den (2.16) ya kadar verilen ifadeler bir elemanin hareket denkleminin
matris formdaki seklidir. Bu ifadeler kullanilarak, sonlu elemaniar yéntemi
yardimiyla sistemin genel hareket denklemi elde edilir. Elde edilen denklem
EK A da verilen ¢6zim y6ntemi kullanilarak EK B deki Matlab bilgisayar

programinin yardimiyla ¢éztlmustur. Elde edilen érnek ¢ézimler Sekil 3.1
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den Sekil 3.9 a kadar gesitli vagon hizlar igin elde edilmig ve grafikler halinde
sunulmustur.

x10* ﬂ"’f"m]

25

Sekil 3.1 Elastik ray gubugunun titregimi, Vyagen = 108km/saat



" hmwm

1 - - 4
C 220 40 680 0 220 4 60

T2 w0 w0

Sekil 3.3 Elastik ray gubugunun titregimi, vyagon = 27km/saat
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Ray tzerindeki hareketli kuvvetin g degisik hizda (108km/saat, 54km/saat
ve 27km/saat) incelenmistir. Bu hareketli kuvvetlerin uygulama noktalari,
ayrik hale getirilen ray gubugunun elemanlandir. Sekil 3.1, Sekil 3.2 ve Sekil
3.3 incelendiginde, ray titresim modlarinin benzer oldugu gérilmektedir. Bu
durum, titresim modlarinda rayin ve elastik zeminin malzemesinin oldugunu
gostermektedir. Malzemelerin belli formdaki kuvvetler altinda cevabi, sekil
olarak ayni fakat genlik degeri farkli olmaktadir. Verilen érneklerde, sistem
degisik bir baslangic dederi segilerek ¢ozilmistir. Bu degerin sistem
iizerindeki etkisi azaltilarak daha gergek sonuca ulasmak igin galisma siresi
uzun tutulmustur.
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Sekil 3.4 Ray traversinin titregimi, Vyagon = 108km/saat
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Sekil 3.5 Ray traversinin titresimi, Vyagen = 54km/saat
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Sekil 3.6 Ray traversinin titregimi, vyagon = 27km/saat
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Sekil 3.4, Sekil 3.5 ve Sekil 3.6 ray titresimleri esnasinda elde edilen ray
traversi titresimlerini gdstermektedir. Bunlar incelendiginde, ray traversinin
titresime ray titregiminin etkisi ile bagladigi goriilmektedir. Beklenildigi gibi ray

traversinin titresimi, segilen degisik vagon hizlaninda ayni davranigi
gostermektedir. Fakat genlik degerleri farkhidir. Genlik degerlerinde belirleyici
olanin malzeme 6zelligi yaninda sisteme disandan etki eden kuvvet oldugu
acikga gérilmektedir. Yilksek vagon hizinda sistemin cevap vermesi daha
yavas olmaktadir. Hizin en yiiksek oldugu Sekil 3.4 ve en disik oldugu Sekil
3.6 da verilen ray traversinin cevabindaki farklilik agikga gériilmektedir.
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Sekil 3.7 Balastin titresimi, viagon = 108km/saat
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Sekil 3.8 Balastin titregimi, Vagon = 54km/saat
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Sekil 3.9 Balastin titregimi, Viagon = 27km/saat
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Sekil 3.7 den $ekil 3.9 a kadar olan grafikler balast titresimlerini ayni vagon
hizlar igin gostermektedir. bunlar incelendiginde, balastin titregiminin, vagon
hizi ve ray gubugu baslangic sartlarindan, ray traversine gére daha az
etkilendigi gériiimektedir. Vagonun yiiksek hizina ve disiik hizina cevabi ray

traversine gére daha yavastir.

Sekil 3.1 den Sekil 3.9 e kadar olan grafiklerde ray gubuguna verilen
baslangi¢ degderinin etkisinin kaybolmasi igin stire uzun alinmistir.

3.2. Vagon
Vagon gergekte karmasik bir yapiya sahip oldugu bilinmektedir. Plakanin
kalinhig  degistirilerek  gergek  vagon verilerine  yaklasilabilecedi

distndlmustir.

Vagon olarak disinilen plakanin malzemesi, kolaylik agisindan altiminyum
olarak secilmistir. Secilen malzemenin igin,

Elastisite Modili  : E = 7x10'° N/m?
Yogunluk :p =2710 kg/m®

ve genel olarak dikdortgen kesitli Sekil 2.7 deki gibi plaka ele alinarak

Plakanin boyu :a=30m
Piakanin genisligi :b=35m
Plakanin kalinhg ‘H=0,1m

Plakanin igin Poisson orani :v =0,334
degerleri kullanilmigtir. Plakanin sinir sartlarini olusturan elemanlar igin

Yay katsayisi : 15x10° N/m
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Sénum katsayisi  : 32x10? Ns/m
degerleri kullanilmistir [2].

Plaka titresimi iki kisimda incelenmistir. Birinci kisimda plakanin raydan gelen

etkisi ele alinmamustir. Ikinci kisimda bu etki katilmistir,

Segilen degerleri ikinci bolimde verilen ifadeler kullanilarak degisik m

degerleri igin bulunan dogal frekanslar asagida verilmistir.
m =1 igin

wi=547s"
ws= 14,267 s
w;=90,533s"
w=253,178 s

m = 2 igin

w;=9,68s"
w,=17,98s"
ws=975s"
ws=2575s"

m =3 igin

wy=16,433 s
we=21,67s"
ws=101,657 s
wq=265s"
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m =4 igin

wy= 19,657 s
wy=26,78s"

w3 = 107,0625 ™
Wy = 268,938 s

Bu degerler kaynak [12] deki degerlerle ayni bulunmustur.

Elde edilen dogal frekans degerleri incelendiginde, m degeri arttikga bu
degerlerin arttigi goriilmektedir. Buradan, m degerinin bir malzeme 6zelligi
oldugu soylenebilir,

Sistemin hareket denklemin ¢ozimi olan (2.95) ifadesini kullanabilmek igin
baglangi¢ sartlari gerekmektedir. Bu sartlar w, = 0,0001m ve dw/dt =
0,00001m/s® olarak segilmistir. Plakanin degisik noktalarinin titresim modiari
Sekil 3.10 dan Sekil 3.15 e kadar verilmektedir.

_3 T
1.063x107,
0.001 =
»(0,0,0)
] AV a Yoot
8317x107% 1
SR g 001
0 5 10
] t 10

Sekil 3.10 Plakanin x=0, y=0 noktasimin titresimleri:m=1 ve w;=5 47 s’
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Sekil 3.11 Plakanin x=15, y=0 noktasinin titregimleri: m=1 ve w=5,47 g
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Sekil 3.12 Plakanin x=30, y=0 noktasinin titresimleri: m=1 ve w;=5,47 s
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Sekil 3.13 Plakanin x=0, y=1,75 noktasinin titresimleri: m=1 ve w;=5,47s"
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Sekil 3.15 Plakanin x=30, y=1,75 noktasinin titresimleri: m=1 ve w=547s"

Sekil 3.10 dan Sekil 3.15 e kadar verilen sonuglar plakanin raydan gelen bir
etkinin olmadigi durumunda elde edilmistir. Bu sekiller incelendiginde, plaka
belirlenen baglangig sartlarina goére titresime basladiktan sonra
sénumleciyinin etkisi nedeniyle bir siire sonra séniimlenmigtir. Séz konusu
sekillerden anlagilacadi gibi plakanin orta noktasinin titresim genligi diger
noktalara goére oldukga digiiktir.
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Sekil 3.16 Plakanin titregimi : m=1 w;=5,47s"", Viagon = 108kmi/saat

Sekil 3.16 de plaka titregimlerini ti¢ boyutiu olarak verilmistir. Bu sekillerdeki
m=1 oldugu durum plakanin titresimi birinci moddaki titresimi olarak
adlandinhr. Sekilden de agikga goriillecedi gibi bu modda orta noktalarin
titresimi diger noktalara gore oldukga digktir.

3.3. Ray, Elastik Zemin ve Vagon

Elastik zemin, ray ve vagonun beraberce ele alinarak modellenmesinin daha
gergekgi sonuglar verecedi aciktir. Bu nedenle, dnceki iki bélimde segilen
sayisal degerler kullanilarak; daha 6nce ayn ayn gozilen ray ve elastik
zemin modeli ile plaka seklinde g¢ozilen vagon modeli bu bélimde beraber
gozlilmistir. Oncelikle, ray ve elastik zemin modeline, vagonun dbrite bir
agirhd kadar kuvvet uygulanip rayin elastik yer degistirmesi bulunmustur.
Buradan elde edilen elastik yer degistirme, plaka modeline giris olarak
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verilmis ve plakanin elastik yer degistirmesi elde edilmistir. Bu veriler
yardimiyla Sekil 2.8 ve (2.96) ifadesi dikkate alinarak ray ve elastik zemin
tekrar ¢ézUlmistir. Bu sekilde olusturulan dongiliye devam edilerek, bir
onceki adimda bulunan degerle bir sonraki adim arasinda bulunan degerlerin
arasindaki fark %0,1 oluncaya kadar devam edilmistir. Elde edilen sonuglar
Sekil 3.16 dan itibaren sunulmustur. Burada vagonun hizi 108km/saat olarak
alinmugtir.

210 T
L541x107%,

wd(0,8,1) [

-5 =
— 154810 Ty 075 1
0 3 10
0 1 10

Sekil 3.17 Plakanin x=0, y=0 noktasinin titregimleri. m=1, w;=5,47s",
Wami =5,453 s ve Emy = 0,078

a0
wd| —,0,1 a
2 ]

Sekil 3.18 Plakanin x=15, y=0 noktasinin titregimleri: m=1, w;=547s",
Wemt =5,453 57 ve Em = 0,078



58

_s210 T
1548x107
wd{30,0,1) o
-5
~L541x10 5 078 1
0 s 10
1] t 10

Sekil 3.19 Plakanin x=30, y=0 noktasinin titresimleri: m=1, w;=5,47s",
Wam1 =5,453 s ve Em = 0,078
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Sekil 3.20 Plakanin x=0, y=1,75 noktasinin titregimleri: m=1 ws=547s",
Wamt =5,453 s ve £mi = 0,078
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Sekil 3.21 Plakanin x=15, y=1,75 noktasinin titregimleri: m=1, wi=547s",
Wemt =5,453 57" ve Em = 0,078
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Sekil 3.22 Plakanin x=30, y=1,75 noktasinin titresimleri: m=1 w=5,47s",
Womt =5,453 s ve Eqy = 0,078

Sekil 3.17 dan Sekil 3.22 e kadarki grafikler incelendiginde, plaka icin
belirlenen baglangi¢ sartlari etkisinin t=5s den sonra azalmaya bagladidi
gorilmektedir. Plakanin en yilksek salimm yaptig: noktalar sekillerden de
gorildiga gibi ug noktalardir. Buna kargilik en az salimim yaptidi noktalar,
plakanin orta noktalaridir.
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Sekil 3.23 Elastik ray gubugunun titregimi : m=1 w;=5,47s"

Sekil 3.23 de elastik ray, elastik zemin ve vagonun birlikte ele alindig
durumdaki elastik ray gubugunun titresimi gosterilmektedir. Bu sekilde elastik
ray cubugunun en yiiksek yer degistirmesi 8,1006x10° m ve en yiiksek hizi
7,601x10°° m/s olarak elde edilmistir. Dinamik sistemin ayri ayr ¢dzildigu
durumu gosteren sekillerden biri olan Sekil 3.4 ile karsilagtinldiginda,
titresim modlarinin birbirlerine benzedigi goérilmektedir. Her iki durumda,
titresimin genlikleri farkhidir.
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Sekil 3.24 Plakanin titresimi : m=1 wy=5,47s", Viagon = 108km/saat

Sekil 3.24 de, plaka titregimleri, raydan gelen etki de dahil edilerek {i¢ boyutiu
olarak verilmistir. Burada, dinamik sisteme uygulanan kuvvet veya kuvvetler,
titresim genligindeki 6nemli etkenlerden biridir. Bu sekil, Sekil 3.16 ile
karsilastinldiginda her iki durumdaki plakanin titresimleri ayni modda ve farkh
genliklerde gorulmektedir.

Plakanin raydan gelen etkinin olmadi§i durumu ile raydan gelen etkinin
oldugu durumu birlikte incelendiginde, sistemin cevabinin sekilce birbirine
benzedigi gortlmektedir. Bu, fitresim analizinde malzeme 6zelliklerinin
dnemini ortaya koymaktadir. Daha énce bahsedildigi gibi plakanmin hareket
denklemini elde etmek igin kullanilan m degeri, plakanin rijitligini ve titregim
modunu gbstermektedir.
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4. SONUC VE ONERILER

Demiryolu vagonunun titresim modeli ve analizi konusunun incelendigi bu tez
calismasinda; ray, elastik zemin ve vagon (¢ agsamada ele almm|§ﬁr. Ik
asamada, ray ve elastik zemin birlikte dustnalup, literatlirden elde edilen
sayisal degerler kullanilarak ¢ézillmustir. Ikinci agsamada, vagon plaka olarak
modellenmis ve analitik ¢g&ziim yoluna gidilmistir. Ugiincti agamada, vagon ile
ray arasindaki teker sistemi, yay ve sénumleyici olarak dusinilip vagon ve
ray Uzerine etkisi yardimiyla her iki model beraberce ele alinip ¢éziulmustur.
C6zim icin Matlab bilgisayar dilinde yazilmig bilgisayar programiar
kullamimigtir. Elde edilen degerler, kaynaklarda verilen diger galigmalar ile
karsilastirilip sonuglarin dogrulugu teyit edilmigtir. Bu érnekler EK B deki
verilen bilgisayar programlarinda yeni degerler kullanilarak artirilabilir.

Bu calismada, daha 6nce bu konuda yapiimis olan c¢alismalardan farkli
olarak agagidaki hususlar géz énitine alinmigtir:

a) Onceki caligmalarda elastik zeminin, ray traversi ve balastan olustugu
varsaylilirken, bu galigmada ise zemin ¢ kisimdan olugmustur. Bunlar,
ray traversi, balast ve elastik zemin seklindedir. Burada, ray titregimini
s6ntimlemesi igin kullanilan zemin dolgu malzemesi, kitlesiz yay ve
kitlesiz séniimleyici olarak sisteme dahil edilmis olmaktadir.

b) Literatiirde genel olarak; sistemin simetrik oldugu varsayimi yapilarak
tek ray Gzerinde hareket eden arag seklinde matematiksel model
calisiimigtir. Bu yéntemde, vagon ya gubuk ya da konsantre kiitle
olarak ele alinmigtir. Burada ise sistemin simetrik oldugu, plaka
seklinde dustintlen vagonun sinir sartlan belirlenirken kullaniimigtir.
Ayrica burada literatirden farkli olarak, vagonun plaka seklinde ele
alinmas) sonuglarin gergcek durumu daha iyi yansitmasini

saglamaktadir
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c) Literatirde ayrt ayrn ele alinp modellenen ray-zemin ve vagon
sistemleri, bu ¢alismada hem ayri ayri modellenmis ve ¢bzilmils ve
ayrica iki sistem arasindaki etkilegim dikkate alinarak herhangi bir f ani
icin beraberce ¢6zllmustiur. Boyle bir ¢bziimiin fiziksel gerceklere

daha yakin sonug verecegi aciktir.

Gelecekteki caligmalarda; bu ¢alismada denkiemler elde edilirken dikkate
alinmayan ray, elastik zemin ve vagonun yatay titresimleri de dikkate
alinabilir ve alinmalidir. Yatay titresimlerin disey titresimlere etkisi olacagi da
aciktir.  Bu durum; ray, elastik zemin ve vagonun U¢ boyutlu olarak

modellenmesi ile daha da genisletilebilir.
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EKA

KATSAYILARI ZAMANA BAGLI, iKINCI MERTEBE ADI _DiFERANSiYEL
DENKLEM TAKIMLARININ COZULMESI

Diferansiyel denklemlerinin ¢6zllmesinde kullanilan sayisal yéntemlerin gogu
1. mertebeden diferansiyel denklemleri veya denklem takimlarini ¢ézmek igin
geligtirilmigtir. Daha ylksek mertebeye sahip diferansiyel denklemlerin bu
yontemlerden biri ile ¢bdzllebilmesi igin 1. mertebeden diferansiyel

denklemlere dénustirilmesi gerekmektedir.

Ikinci mertebeden, katsayilari zamana bagli ve birbirine bagimii n adet adi
diferansiyel denklemlerden olusan bir diferansiyel denklem takimi (2.18)
dekine benzer sekilde matris formda yazilirsa

Mq(t)+Cq(t)+Kqf(t) = f(t) (A.1)

olur. Burada M, C ve K, nxn boyutunda olup sirayla sistemin kitle, séniim ve
rijitik matrislerini géstermektedir. f(t) sisteme etkiyen tahrik kuvvetlerini ve g
de genellestirimis koordinatlari géstermekte olup her ikisi de n boyutunda

slitun vektorlerdir.

Asagida yapilan

q(® 0
= , F(t) = A.2
- {gof o .
0 1 o o
A= [-m"k -m"c] ’ B= [0 m"J (A-3)

tanimlarini yardimiyla (A.1) de matris formunda verilen 2.mertebeden n adet
diferansiyel denklem 1.mertebeden 2n adet diferansiyel denklem sekline
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dénustlrtlebilir. Yukarida Q(t) ve F(t) n boyutunda vektérler olup A ve B ise
2nx2n boyutunda matrislerdir. Elde edilecek yeni denklem takiminin matris

formda ifadesi

Q) =AQ(t) +BF(®) (A.4)

seklindedir.

Elde edilen 1. mertebeden, birbirine bagimh 2n adet diferansiyel denklem,
bilinen sayisal yéntemlerden biri kullanilarak ¢éziilebilir. Béyle denklemlerin
sayisal ¢gbzumleri, aritmetik islemlerin ¢oklugu nedeniyle ancak bilgisayar ile

yapilabilmektedir.

Elde edilen (B.1) denklem takimina bakildiginda, esitlijin sad tarafinda
bulunan f(t) vektérii zamana bagl bir fonksiyon seklinde, sisteme uygulanan
strekli bir girisi gostermektedir. Surekli bir fonksiyonun bilgisayarlarda iglem
gérmesi ise imkansizdir. Bu nedenle, islem zamani esit araliklara bélundr.
Her adim basindaki fonksiyonun degeri o adim igin sisteme bir impuls girig
gibi kabul edilir. Katsay!r matrislerinin adim bagindaki de@erleri ise, adim
sUiresince sabitmis gibi islem goérir. Segilen aralik sayisi artirilarak girig

fonksiyonunun siirekli haline yaklasik bir hal elde edilebilir.

Sistemin (B.4) de verilen 1.mertebeden diferansiyel denklemleri, simdi girig
fonksiyonunu impulslar seklinde kabul edilerek bilinen bir sayisal yéntemle
kolayca g¢6zulebilir. Burada, en ¢ok kullanilan y®éntemlerden biri olan 4.
mertebeden Runge-Kutta integrasyon yéntemi kullanilacaktir [37].



71

o EK B
BILGISAYAR PROGRAMLARI

% Bu program Elastik ray ve elastik zemin titregiminin ¢éztimiine temel olan
katsayi
% matrislerini olusturur.

function kisim;

%matris boyutlari

nk=30;%kutle, yay ve damping matris olusturma boyutu
%n=91; %kutle, yay ve damping matris boyutu
n=4+(nk-1)*3;

boy=10;

h=boy/nk;

%kutle

mr=120;

ms=490;

mb=1200;

%spring

El=1.26e7;

ks=3.15e8;

kb=3.15e8;

kg=1e5;

%damping

cs=3.15e8;

cb=3.15e8;

cg=1e5;

% function yay
tmp=zeros(4,4);
tmp(1,1)=28*EI/h*3;tmp(1,4)=-10*EI/hA3;



tmp(2,1)=-ks;tmp(2,2)=ks+kb;tmp(2,3)=-kb;
tmp(3,2)=-kb;tmp(3,3)=kb+kg;
tmp(4,1)=tmp(1,4);tmp(4,4)=4*EI/h"3;

%

%tmp=tmp/1e10

%

save birim_yay.txt tmp -ASCII

spring=zeros(n,n);
[=-3;
for k=1:nk,
I=1+3;
for i=1:4,
for j=1:4,
spring(i+l,j+1)=tmp(i,j);
end
end
end
I=-3;
for k=1:nk-1,
I=+3;
for i=1:4,
for j=1:4,

if j==4 & i==4, spring(i+],j+)=tmp(1,1)+tmp(4,4);

end
end
end
end
save spring.txt spring -ASCII

%function kutle;

mass=zeros(n,n);
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tmp=zeros(4,4);
tmp(1,1)=(204/420)*mr*h;
tmp(1,4)=(51/420)*mr*h;
tmp(4,1)=tmp(1,4);
tmp(4,4)=(116/420)*mr*h;
tmp(2,2)=ms;

tmp(3,3)=mb;

%

%

save birim_kutle.txt tmp -ASCII

I=-3;
for k=1:nk,
I=1+3;
for i=1:4,
for j=1:4,
mass(i+l,j+)=tmp(i,j);
end
end
end

|=-3;
for k=1:nk-1,
[=1+3;
for i=1:4,
for j=1:4,
if j==4 & i==4, mass(i+l,j+l)=tmp(1,1)+tmp(4,4);
end
end
end
end



save kutle.txt mass -ASCII

%function damp;
damp=zeros(n,n);
tmp=zeros(4,4);
tmp(2,1)=-cs;
tmp(2,2)=cs+cb;
tmp(2,3)=-cb;
tmp(3,2)=-cb;
tmp(3,3)=cb+cg;
%

%

save birim_damp.txt tmp -ASCI|

[=-3;
for k=1:nk,
I=1+3;
for i=1:4,
for j=1:4,
damp(i+,j+l)=tmp(i,j);
end
end
end
[=-3;
for k=1:nk-1,
I=1+3;
for i=1:4,
for j=1:4,
if j==4 & i==4, damp(i+l,j+l)=tmp(1,1)+tmp(4,4);
end
end
end



end

save damp.txt mass -ASCII

massinv=inv(mass);

save massinv.ixt massinv -ASCII

%cat(1,a,a) martisleri alt alta birlestirir
%cat(2,a,a) martisleri yan yana birlestirir

g1=-massinv*spring;
g2=-massinv*damp;

%

%
g11=cat(2,zeros(n,n),eye(n,n));
g12=cat(2,91,92);
A_mat=cat(1,911,912);

save A_mat.txt A_mat -ASCII
%

%
g11=cat(2,zeros(n,n),zeros(n,n));
g12=cat(2,zeros(n,n),massinv);
%g12=cat(2,zeros(n,n),mi);

B_mat=cat(1,911,912);
save B_mat.ixt B_mat -ASCII

% Bu program rayin ¢6ziim(in Runge-Kutta metodu ile yapar

function beam_with_time;
clear all
clec
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nk=30;%kutle, yay ve damping matris olusturma boyutu
n=4+(nk-1)*3-1;

%tspan=[0 tfin];
tspan=[0 4];
A=load('A_mat.txt');
B=load('B_mat.txt');
a=180;

%baglangi¢ yerdegistirme

ini_disp=zeros(n*2,1);

for i=1:3:nk*3,
ini_disp(i,1)=0.002;

end;

%kuvvet

vagon=9.81*30*3.5*0.1*2710 %yercekim ivmesi*hacim*yogunluk
tim=1/30

kuv=zeros(n*2,1);

kuv(n+1,1)=vagon/4;

%

%

[t,y]=ode45(@f tspan,ini_disp,0.03,A,B,kuv);
[m1 n1]=size(y)

y1=y;

t1=t;

save y_out.txt y -ASCII

kuv=zeros(n*2,1);
kuv(n+4,1)=vagon/4;
%

%
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[t.y]=ode45(@f,tspan,ini_disp,0.03,A,B,kuv);
[m1 n1]=size(y)
for i=1:m1,

for j=1:n1,

y1(1)=y13.)+y();

end;

end;
end;

for i=3:30,
qqq=n+(3*i-2)
kuv=zeros(n*2,1);
kuv(n+(3*i-2),1)=vagon/4;
%
%

[t,y]=0de45(@f,tspan,ini_disp,0.03,A,B,kuv);
[m1 n1]=size(y)

fori=1:m1,
for j=1:n1,
y1(1.)=y13.)+y(.);
end;
end;

end;

L=1;
for m=1:size(t1),
for k=1:3:a,
if k==
L=k;
else L=k-3;
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ssal(m,L)=y1(m,k);
end
end
end

h=figure(1);

set(h);
h1=subplot(1,3,1);plot(t1,ssa1(;,1),'b-);
h2=subplot(1,3,2);plot(t1,ssa1(;,43),'m-");
h3=subplot(1,3,3);plot(t1,ssa1(;,88),'k-);
%legend

legend(h1,'llk Ug Noktasi');
legend(h2,'Orta Noktasi');
legend(h3,'Son Ug Noktasi');

function dydt=f(t,y,A,B,kuv);
dydt=[A*y+B*kuv];

% Bu program balastin ¢6zUmuni Runge-Kutta metodu ile yapar
function sleeper_with_time;

clear all

cle

nk=30;%kutle, yay ve damping matris olusturma boyutu
n=4+(nk-1)*3-1;

%tspan=[0 tfin];
tspan=[0 4];
A=load('A_mat.txt');
B=load('B_mat.ixt");
%kuv=load(‘force.txt');
%n=length(kuv)
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%a=n
a=180;

%baslangi¢ yerdegistirme

ini_disp=zeros(n*2,1);

for i=1:3:nk*3,
ini_disp(i,1)=0.002;

end;

%kuvvet

vagon=9.81*30*3.5*0.1*2710 %yergekim ivmesi*hacim*yoguniuk
tim=1/30

kuv=zeros(n*2,1);

kuv(n+1,1)=vagon/4;

%

%
[t,y]=ode45(@f,tspan,ini_disp,0.03,A,B,kuv);
[m1 n1]=size(y)

y1=y;

t1=t;

save y_out.txt y -ASCII

kuv=zeros(n*2,1);
kuv(n+4,1)=vagon/4;
%
%
[t,y]=ode45(@f tspan,ini_disp,0.03,A,B,kuv);

[m1 n1]=size(y)
fori=1:m1,

for j=1:n1,

y1(1.)=y1(.j)+y(j);
end;
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end;
end;

for i=3:30,
qqq=n+(3*i-2)
kuv=zeros(n*2,1);
kuv(n+(3*i-2),1)=vagon/4;
%
%

[t.y]=ode45(@f,tspan,ini_disp,0.03,A,B, kuv);
[m1 n1]=size(y)

for i=1:m1,
for j=1:n1,
y1(i.j)=y (i) +y();
end;
end;

end;

L=1;
for m=1:size(t1),
for k=1:3:a,
if k==
L=k;
else L=k-3;
ssal(m,L)=y1(m k);
end
end

end

h=figure(1);



set(h);
h1=subplot(1,3,1);plot(t1,ssa1(:,2),'b-");
h2=subplot(1,3,2);plot(t1,ssa1(;,44),'m-");
h3=subplot(1,3,3);plot(t1,ssa1(:,89),'k-");
%legend

legend(h1,'llk Ug¢ Noktasi');
legend(h2,'Orta Noktasi");
legend(h3,'Son Ug Noktasi');

function dydt=f(t,y,A,B,kuv);
dydt=[A*y+B*kuv];

% Bu program balastin ¢dziimiinti Runge-Kutta metodu ile yapar
function ballast_with_time;

clear all

clc

nk=30;%kutle, yay ve damping matris olusturma boyutu
n=4+(nk-1)*3-1;

%tspan=[0 tfin];
tspan=[0 4];
A=load('A_mat.txt");
B=load('B_mat.txt");
%kuv=Iload('force.txt");
%n=length(kuv)

%a=n

a=180;

%basglangi¢ yerdegistirme

ini_disp=zeros(n*2,1);

for i=1:3:nk*3,
ini_disp(i,1)=0.002;

81



end;

Y%kuvvet

vagon=9.81*30%3.5*0.1*2710 %yergekim ivmesi*hacim*yoguniuk
tim=1/30

kuv=zeros(n*2,1);

kuv(n+1,1)=vagon/4;

%

%
[t,y]=0de45(@f,tspan,ini_disp,0.03,A,B,kuv);
[m1 n1]=size(y)

y1=y;

t1=t;

save y_out.txt y -ASCI|

kuv=zeros(n*2,1);
kuv(n+4,1)=vagon/4;
%
%
[t,y]=ode45(@f,tspan,ini_disp,0.03,A,B,kuv);
[m1 n1]=size(y)
for i=1:m1,
for j=1:n1,
y1(.5)=y10.)+y(.);
end;
end;
end;

for i=3:30,
qqq=n+(3*i-2)
kuv=zeros(n*2,1);
kuv(n+(3*i-2),1)=vagon/4;
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%
%

[t,y]=ode45(@f,tspan,ini_disp,0.03,A,B kuv);
[m1 n1]=size(y)

fori=1:m1,
for j=1:n1,
y10.)=y1(1.j)+y(i.);
end;
end;

end;

L=1;
for m=1:size(1),
for k=1:3:3,
if k==
L=k;
else L=k-3;
ssal(m,L)=y1(mk);
end
end

end

h=figure(1);

set(h);
h1=subplot(1,3,1);plot(t1,ssa1(:,3),'b-);
h2=subplot(1,3,2);plot(t1,ssa1(:,45),'m-");
h3=subplot(1,3,3);plot(t1,ssa1(;,90),'k-";
%legend

legend(h1,'llk Ug Noktasi');
legend(h2,'Orta Noktasi');
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legend(h3,'Son Ug Noktasi');

function dydt=f(t,y,A,B,kuv);
dydt=[A*y+B*kuv];

function plaka_son_1;

clear all;

cle;

%format rat

% %% % % % % % %%

% Plaka titresimi %

%% % % % % % % % %

%

% Plaka malzemesi olarak Alliminyum
%

E=71*10"9 %Elastisite modilii Pa
mu=0.334 %Poisson orani
ro=2.71*10%3 %yogunlugu kg/m*2

a=30 %Vagon boyu m
b=3.5 %Vagon eni m

H=0.1 %Vagonun kalinhg m
g=9.81 % yergelim ivmesi

Gp=a*b*H*ro*g % Plakanin agirhg N
D=(1/12)*E*H*3/(1-mu”2) % rijitlik elastisitesi
K=15*1075 % Vagon Uglarindaki yay
C=3200 % Vagon Uglarindaki séniimleyici
%% % % % % % %% %% %%

%Baslangig sartlari

% % % % % % % %% %% %%

w0=0.001; %Baslangic yer degistirmesi
dwdt=0.0001;%Baslangi¢ hizi

%% % %% %% % % % % % %
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%Karakteristik Denklem%

%% % % % % % % % % % %%

D

ro

syms xyt ala2zwmwdm%x y

m=1

r = m*pi/a

%x=0

%y=3.5/2

wm=5.47

%

a1 = sqri(wm*sqrt(ro/D)-m*pi/a); %alfa
a2 = sqri(wm*sqrt(ro/D)+m™*pi/a);%gama
%

% (a2”2-r*2)

%r1=
% (a272+a172)

r1=(a2*2-r'2*mu)/(a2/2+a112);

%
%r2=sin(a1*b)+sinh(a2*b)
%

r2=sin(a1*b)+(a1/a2)"*3*sinh(a2*b);

%

%

% K

Yor3=-~mmrmemm *(cos(a1*b)+cosh(a2*b))
%  D*al1?3

85



86

%

r3=(K/(D*a143))*(cos(a1*b)+cosh(a2*b));

%

% K

%rd4= *sin(a1*b)-cos(a1*b)

% D*a143

%

r4=(K/(D*a143))*sin(a1*b)-cos(a1*b);

%

% cosh(a2*b)+(K/(D*a1*3))*sinh(a2*b)
%r5=
% K

% (cos(al*b) - -----—-—--*sin(a1*b)

% D*(a143)
r5=(cosh(a2*b)+(K/(D*a143))*sinh(a2*b))/(cos(a1*b)-(K/(D*a1*3))*sin(a1*b));
% K

% e *sin(a1*b) +r1*(cos(a1*b)-cosh(a2*b))
% (D*a113)

%r6=

% a2’3

 Je—— *sin(a1*b)-r1*sinh(a2*b)

% al1*3

ré=((K/(D*a1%3))*sin(a1*b)+r1*(cos(a1*b)-cosh(a2*b)))/((a2/a1)*3*sin(a1*b)-
r1*sinh(a2*b) );

%% %% % %%

B1=(r1*(r2+r3))/r4+r5*r6;

B2=r1;

B3=r6;

%% % %% %%

P1=a*( -B1*a13*cos(a1*b) + B2*a1*3*sin(a1*b) + B3*a2*3*cosh(a2*b) +
a273*sinh(a2*b));
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P2=4*( B1*sin(a1*b) + B2*(cos(a1*b)+1) + B3*sinh(a2*b) + cosh(a2*b) + 1 );
P3=a*((B1/a1)*(1-cos(a1*b)) + (B2/a1)*sin(a1*b) + (B3/a2)*(cosh(a2*b)-1) +
(1/a2)*sinh(a2*b));

%% % % % % %%

%wm=sqrt(P1/(ro*H*P3))

sm=(C*P2/(ro*H*P3))*(1/(2*wm))

wdm=wm*(1-sm)*0.5

An=((dwdt+sm*wm*w02)A2+(w0*wdm)*2)*0.5;

theta=atan((w0*wdm)/(dwdt*sm*wm*w0));

%% %% % %% %%

%% w(x,y,t)=w(x)*w(y)*Fm(t)

% % %% % % % %%

% t=2.2

% h=get(gcf)

% set(gcf, 'Visible', 'off')

% Fmt=An*exp(-sm*wm*t)*sin(wdm*t+theta);
% wy=(B1*sin(a1*y)+B2*cos(a1*y)+B3*sinh(a2*y)+cosh(a2*y));
% wx=cos(r*x);

% wz=wx*wy*Fmt;

% ezsurf(wz,[0,30,0,3.5]);

% view(45,45);

% h=get(gcf)

%set(gcf,'interpreter’,'none")

% dt=4/40

% t=-dt
%aviobj=avifile('mymovie1.avi','colormap’,[2552], 'compression' , 'Cinepak’ ,
'fps', 5);

% aviobj.Quality = 100;

% for i=1:40;

% t=t+dt



% Fmt=An*exp(-sm*wm*t)*sin(wdm*t+theta);
% wy=(B1*sin(a1*y)+B2*cos(a1*y)+B3*sinh(a2*y)+cosh(a2*y));
% wx=cos(r*x);

% %wz=wx*wy*Fmt;

% %

% wz=wy*wx*Fmt;

%

% dosya=['free',num2str(i),".jpg']

% ezsurf(wz,[0,30,0,3.5]);

% view(45,45);

% %

% frame = getframe(gcf);

% aviobj = addframe(aviobj,frame);

% %

% end;

% aviobj = close(aviobj);

%

% t=3

% set(gcf, 'Visible', 'off')

% Fo=P2/(ro*H*P3)*(-Gp/4+K*4*10*(-4)+C*4*10(-4))/10"6;
%Fdmt=An*exp(-sm*wm*t)*sin(wdm*t+theta)-Fo*(-wdm-+exp(-t*sm*wm)*
wdm * cos(wdm*t)+exp(-t*sm*wm)*sm*wm*sin(wdm®*t));

% wy=(B1*sin(a1*y)+B2*cos(a1*y)+B3*sinh(a2*y)+cosh(a2*y));

% wx=cos(r x);

% wz=wx*wy*Fdmt;

% ezsurf(wz,[0,30,0,3.5)]);

% %view(-45,45);

Fo=P2/(ro*H*P3)*(-Gp/4+K*4*10M(-4)+C*4*107(-4))/10°3:
%t=0



dt=4/40
t=-dt
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aviobj=avifile('mymovie2.avi','colormap',[25 5 2] , 'compression' , 'Cinepak' ,

'fps',5);
aviobj.Quality = 100;
for i=1:40;

t=t+dt

Fdmt=An*exp(-sm*wm*t)*sin(wdm*t+theta)-Fo*(-wdm-+exp(-

t*sm*wm)*wdm*cos(wdm*t)+exp(-t*sm*wm)*sm*wm*sin(wdm*t))

wy=(B1*sin(a1*y)+B2*cos(a1*y)+B3*sinh(a2*y)+cosh(a2*y));
wx=cos(r*x);

wzdm=wx*wy*Fdmt/100;

ezsurf(wzdm)%,[0 30,0,3.5]);

view(45,45);

% dosya=['free’,num2str(i),".jpg']
% Y%saveas(gcf,dosya);close;

% %

frame = getframe(gcf);

aviobj = addframe(aviobj,frame);
% %

%

end;

aviobj = close(aviobj);
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