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VERI BAGLILIGI
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Fen Bilimleri Enstitiisii
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Damisman: Do¢. Dr. Samet MALDAR
OZET

Sabit nokta teorisi disiplinler arasi bir teori olmasindan dolayr ekonominin temel
konularindan biri olan denge problemleriyle iligkilidir. Ekonomik denge problemlerini
hesaplamak, analiz etmek ve elde edilen ¢ozlimleri formiillestirmek i¢in sabit nokta
teoresi  kullanilmaktadir. Denge problemleri optimizasyon ve varyasyonel
esitsizliklerin genellestirilmesi olarak literatiire girmistir. Birgok yazar tarafindan
farkli yapilarda caligilmistir. Bunlar arasinda viskozite yaklasim yontemi de
bulunmaktadir.

Bu tez c¢alismasinda viskozite yaklasim yontemi kullanilarak Hilbert uzayinda
relaxed (a, b)-cocoersive doniisiim ve genislemeyen bir doniisiim siifinin sabit nokta
kiimesinin, bir denge probleminin ¢6ziim kiimesinin ayrica varyasyonel esitsizligin
¢oziim kiimesinin ortak bir elemanim1 bulmak amaciyla yeni iterasyon ydntemi
tanitilmistir. Bu iterasyon yonteminin bazi kosullar altinda yukaridaki {i¢ kiimenin
ortak bir elemanina giiglii bir sekilde yakinsadigi ispat edilmistir. Yakinsama teorisini
destekleyen uygulamaya da yer verilmistir. Son olarak denge problemin ¢6ziimii igin
tanimlanan iterasyon yontemi kullanilarak veri bagliligi kavrami incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit Nokta, Denge Problemi, Veri Bagliligi, Viskozite
Yaklasim Yontemi, Varyasyonel Esitsizlik.
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ABSTRACT

Since fixed point theory is an interdisciplinary theory, it is related to equilibrium
problems, which is one of the main topics of economics. Fixed point theory is used to
calculate, analyze and formulate solutions to economic equilibrium problems.
Equilibrium problems have entered the literature as generalizations of optimization
and variational inequalities. It has been studied by many authors in different structures.
Among them is the viscosity approximation method.

In this thesis, using the viscosity approximation method, a new iteration method is
introduced to find a common element of the set of fixed point of a class of relaxed
(a, b)- cocoersive mapping and nonexpansive mapping in Hilbert space, the solution
set of an equilibrium problem and the solution set of a variational inequality.lt is
proved that this iteration method converges strongly to a common element of the above
three sets under some conditions. An application supporting the convergence theory is
also given. Finally, the concept of data dependency is examined using the defined
iteration method for solving the equilibrium problem.

Keywords: Fixed Point, Equilibrium Problem, Data Dependence, Viscosity
Approximation Method, Variational Inequality.
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1.GIRiS

Sabit nokta teorisi bir¢ok disiplinle baglantili nemli bir teoridir. Bu nedenle, bir¢ok
alanda genis uygulama alanina sahiptir. Bu alanlara 6rnek olarak denge problemleri
verilebilir. Sabit nokta teorisi denge probleminin ¢oziimii ve ¢dziim icin gerekli
parametrelerin ve kosullarin belirlenmesine etkin bir sekilde katki saglayan
tekniklerden biridir. Denge problemi, ekonomi, optimizasyon ve finans gibi birgok
uygulama alan1 olan giincel ve etkileyici bir konudur. Tarihsel olarak, Muu ve Oettli
[1] denge problemi fikrini ilk kez 1992 yilinda ortaya atmislardir. Blum ve Oettli [2]
1994 yilinda bu fikri genisleterek optimizasyon ve varyasyonel esitsizlik
problemlerinin bir genellemesi olarak sunmuslardir. Bir¢ok arastirmaci tarafindan
farkli yapilarda ¢alisilmistir. Bunlar arasinda Hilbert uzayinda bir denge probleminin
viskozite sabit nokta yaklagimi yontemi ile ¢oziimii de bulunmaktadir. Bu baglamda
2007 yilinda Takahashi ve digerleri [3] bir denge probleminin ¢6ziim kiimesinin ortak
bir elemanin1 ve genislemeyen bir doniisiim Sinifinin sabit noktalarin1 bulmak i¢in
viskozite yaklasim yontemini kullanan bir iterasyon metodu tanitmislardir. Qin ve
digerleri [4], genislemeyen ve relaxed cocoercive doniigiimlerinin sabit noktalar
kiimelerinin ve bir denge probleminin ¢dzlimler kiimesinin ortak bir elemanini bulmak
i¢in bir viskozite iterasyon yontemine gii¢lii yakinsamasini incelemislerdir. Chang ve
digerleri [5], ayn1 y1l iginde benzer hedefler dogrultusunda farkli bir iterasyon tizerinde
caligmiglardir. Ceng ve Wong [6], 2009 yilinda Takashashi ve digerleri [3] ile ayn1
amag¢ i¢in farkli iterasyon metodu ile ¢aligmislardir. Chang ve digerleri [7], Hilbert
uzayinda bir denge probleminin ¢éziim kiimesini elde etmek igin yeni bir viskozite
iterasyon yontemi tanitmiglardir. Bu ¢aligmada genislemeyen doniisim ve a — ters
giiclii monoton doniisiim siniflarini kullanmislardir. Yao ve digerleri [8] 2009 yilinda
karigik denge probleminin ¢oziim kiimesini elde etmek icin bir viskozite iterasyon
yontemi tanimlamigtir. Bazi yazarlar tarafindan 2009 yilinda yapilan ¢aligmalara atifta
bulunulmustur [9,10]. 2010 yilinda ise Qin ve digerleri [11] genellestirilmis bir denge
probleminin kiimesinin, bir varyasyonel esitsizlikler sisteminin ¢6ziim kiimesinin ve
kesin - pseudo contraction sabit noktalar kiimesinin ortak bir elemanini bulmak igin
bir iterasyon yontem sunmuslardir. Aym yil Katchang ve Kumam [12] bir denge
probleminin ¢6ziim kiimesinin, 5- ters-kuvvetli monoton doniisiim ve varyasyonel
esitsizligin ¢oziim kiimesinin ortak bir elemanini bulmak igin bir projeksiyon

operatdrii ile yeni bir iterasyon yontemi tanitmislardir. 2012 yilinda Piri [13], diger



aragtirmacilar gibi, yeni bir iterasyon yOntemi tanimlayarak bir denge problemi
sisteminin ¢oziim kiimesini arastirmistir. Wen ve Chen [14], genellestirilmis denge
problemlerinin ¢oziim kiimesinin ortak elemanina ve k — Kkesin pseudo- contraction
doniistimlerin ortak sabit noktalarinin kiimesine ulagmak igin bir iterasyon yontemini
modifiye ederek genellestirmislerdir. Cho ve Qin [15] 2014 yilinda hibrit iterasyon
yontemi ile denge ve sabit nokta problemlerini incelemiglerdir. 2016 yilinda, Yu ve
digerleri [16] Brouwer ve Kakutani sabit nokta teoremlerinin dogrudan Nash denge
teoremi kullanilarak elde edilebilecegini gostermislerdir. Ayni1 yi1l Karahan [17],
genellestirilmis karisik denge problemleri i¢in zayif ve gii¢lii yakinsama teoremleri
elde etmistir. Son iki yi1lda yapilan bazi ¢alismalar ise sirasiyla asagidaki gibidir. Hieu
ve digerleri [18], Hilbert uzayinda monoton ve Lipschitz tipi bir ¢ift fonksiyon igeren
bir denge probleminin ¢6ziimiinii, viskozite -regiilasyon iterasyon yontemleri ile elde
etmislerdir. Ndlovu ve digerleri [19], Hadamard manifoldunda denge problemlerinin
ve sabit nokta problemlerinin ¢6ziimiinii, viskozite ekstragradientini kullanarak ortak

¢Oziime ulagmislardir.

Bu tez calismasinda Hilbert uzaylarinda denge probleminin ¢6ziim kiimesinin,
relaxed (a, b)-cocoersive doniisim ve genislemeyen doniisim siniflarinin  sabit
noktalar kiimesinin ve varyasyonel esitsizligin ¢6ziim kiimesinin ortak bir elemanini
bulmak amaglanmistir. Viskozite yaklasim metodundan yararlanarak yeni iterasyon
yontemi tanimlanmistir. Bu iterasyonun yontemi kullanilarak veri bagli sonucuna
vartlmistir. Daha sonra {i¢ kiimenin ortak bir elemanina yaklagmak igin giiglii
yakinsama teoremleri ortaya konularak ispatlart yapilmistir. Ayrica giiglii yakinsama

teoremini destekleyen uygulamaya yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde tez igin gerekli olan temel tanimlar, lemmalar, teorem ve sonuglardan

bahsedilecektir.

Tanmm 2.1 X # @ iken p,q,r € Xnoktalari i¢in

(i) dpg9d=0ep=gq
iy dp,q) =d(qp) (2.1)
(i) dp,q <dr)+d(.q)

kosullarin1 saglayan d:X x X — [0,00) fonksiyonuna X iizerinde bir uzaklik

fonksiyonu, ayrica ( X, d) ifadesine de metrik uzay adi verilir [20].

Tamim 2.2 X, bir vektor uzayi olsun .|| Il: X — R fonksiyonunun x deki degerini || x|

ile gosterelim. Bu fonksiyon i¢in,

Ni. |lx]| =0 ©&x =0
Na. Her @ € R ve her x € X icin || a.x II= |a]. ||x]| (2.2)
Ns. Her x,y € X i¢in [[x + y|| < [[x]| + |yl

sartlar1 saglantyorsa, ||. || fonksiyonuna X tizerinde bir norm ve (X, ||.||) ikilisine de

normlu uzay denir [21].

Tanim 2.3 {x,}, (X, |.|]) normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger lim|lx, — x| =0
n—->00

olacak sekilde bir x € X mevcutsa bu halde {x,} dizisi x’e kuvvetli yakinsar (veya

norma gore yakinsaktir) denir ve kisaca x, — x ile gosterilir [22].

Tanim 2.4 X lineer uzayinda tanimli skaler degerli fonksiyona fonksiyonel denir.

Eger f fonksiyoneli ayni zamanda lineer ise f ye lineer fonksiyonel denir [23].

Tamim 2.5 X normlu uzayi tizerinde tanimli biitiin lineer ve siirekli fonksiyonellerden

olusan uzaya X vektor uzayinin dual uzay1 denir ve X *ile gosterilir [23].

Tanmm 2.6 {x,}, (X, ||.|]) normlu uzayinda bir dizi ve X*, X'in dual uzay1 olsun. Eger

f € X" i¢in lim f(x,) = f(x,) olacak sekilde bir x, € X eleman varsa {x,,} dizisi
n—-oo

Xy a zayif yakinsiyor denir ve x,, = x, ile gosterilir [23].



Tamm 2.7 {x,}, (X, . ||) normlu uzayinda bir dizi olsun. Her € > 0 ve n,m = n,
i¢in ||x,, — x| < € olacak sekilde €’ a bagh bir n, € N sayisi varsa, {x,,} dizisine
Cauchy dizisi denir [20].

Tamim 2.8 (X, ||. ||)bir normlu uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsak

ise X e tam normlu uzay veya Banach uzay1 denir [20].

Tamim 2.9 {x,}, (X, ||.||) normlu uzayinda bir dizi olsun. Her n i¢in ||x, || < K olacak

sekilde bir K > 0 sayis1 varsa, {x,} dizisine sinirl dizi denir [20].

Tammm 2.10 X ve Y aym cisim iizerindeki vektor uzaylar1 ve T: Dy € X = Y bir

operator olmak {izere her x,y € Dy ve her a, B € F igin

T(ax + By) = aT(x) + BT (y) (2.3)
sartin1 saglayan bir T operatoriine lineer operator denir [24].

Tamim 2.11 X reel bir vektor uzayi ve (.,.) : X x X = R bir fonksiyon olmak iizere

her x,y,z € X ve her @ € R igin

Q) (x,x)=0x=0

(i) (xy)=0

(i) () = (¥, x) (2.4)
(iv)  (ax,y) = alx,y)

V) (y+z)=(y)+{x2)

sartlarini saglayan (., .) ye X de i¢ ¢arpim ve (X, (.,.)) ikilisine ise i¢ ¢arpim uzay1 ad1
verilir [22].

Tanmm 2.12 (X,(.,.)) i¢ ¢arpim uzay1 bir Banach uzay ise, bu uzaya Hilbert uzay1
denir [22].

Tamm 2.13 (X, || . |]) ve (X', || . ||") normlu iki uzay, f: X — X' bir doniisiim ve x, €
X olsun. f doniistimiine x, noktasinda stireklidir denir eger, Ve > 0 i¢in ||x — x| <
§iken ||f(x) — f(x)|lI" < € olacak sekilde § > 0 sayisi varsa, f donlisimii X in her

noktasinda siirekli ise f doniisiimiine X uzayinda siireklidir denir [25].



Tamim 2.14 Bir x, noktasinda reel f fonksiyonunun siireklilik kosulu reel dogru

tizerinde ikiye ayrilabilir.

i |x—xel < 8ise fxg) — & < f(x) .
il |x— x| < 8ise f(x) < flxy) + ¢ (2.5)

Boylece (i) ye gore f, x, da alttan yar siireklidire Ve > 0 igin [x — x| < & iken
f(x0) — € < f(x) olacak bigimde bir § > 0 vardir.

Benzer sekilde (ii) ye gore f, x, da lstten yar1 siireklidir & Ve > 0 igin |x — x| < &

iken f(x) < f(xg) + € olacak bigimde bir § > 0 vardir [26].

Tamim 2.15 X bos olmayan bir kiime ve T: X — X herhangi bir doniisiim olsun. Eger
Tx = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T’nin sabit noktasi denir ve

T’nin tim sabit noktalarinin kiimesi Fy ve F(T) ile gosterilir [27].

Tamim 2.16 L bir reel vektor uzay ve A € L olsun. Her x,y € A igin
B={zel.z=ax+(1-a)y,0<a<1}cA (2.6)

ise A kiimesine konvekstir denir [28].

Teorem 2.17 X bir Banach uzay1 ve T: X — X contraction bir doniisiim olsun. Bu
durumda T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir. Bu teorem Banach contraction prensibi
olarak adlandirilir [29].

Tanim 2.18 Asagida literatiirde bulunan birka¢ doniisiim sinifinin tanimlar
verilmistir. H, i¢ garpimu ( .,.) ve normu || . || olan reel bir Hilbert uzayi, C, H’nin bos

olmayan kapali bir konveks alt kiimesi ve A: C € H — H bir doniistim olsun.
1. Her x,y € C icin

lAx — Ayll < pllx =yl (2.7)
olacak sekilde bir 4 > 0 sabiti varsa u — Lipschitzian doniisiim denir.

2. Her x,y € C icin



lAx — Ayll < ullx = yli (2.8)
olacak sekilde bir 4 € [0,1) sabiti varsa, contraction (daraltan) doniisiim denir.
3. Her x,y € C i¢in

lAx — Ayll < [lx — (2.9)
nonexpansive (genislemeyen) doniisiim denir.
4, Her x,y € C i¢in

(Ax — Ay, x —y) =0, (2.10)
ise monoton olarak adlandirilir.
5. Her x,y € C igin

(Ax — Ay, x — y) = a||lAx — Ay||? (2.11)

olacak sekilde pozitif bir reel a sayisi varsa a—ters—kuvvetli monoton olarak

adlandirilir.
6. Her x,y € C igin
(Ax — Ay, x — y) = —a||Ax — Ay||? (2.12)
olacak sekilde bir @ > 0 sabiti varsa, relaxed @ —cocoersive doniisiim denir.
7. Her x,y € C igin
(Ax — Ay, x — y) = —allAx — Ay||* + b||x — y||? (2.13)
olacak sekilde iki a, b > 0 sabiti varsa, relaxed (a, b)-cocoersive doniisiim denir.
8. Her x,y € C icin
lAx — Ayl < llx = y|I* + kIl = A)x — (I = A)yll? (2.14)

olacak sekilde k € [0,1) sabiti varsa, k — kesin pseudo-contraction denir.

6



Tanmim 2.19 Literatiirde, denge problemi ile ilgili birgok tanim bulunmaktadir. Asagida
bunlardan birkaginin tanimlar1 verilmistir. H, i¢ ¢arpimi (.,.) ve normu || .|| olan bir
reel Hilbert uzayi, C,H’nin bos olmayan kapali konveks alt kiimesi, A:C — H
dogrusal olmayan bir doniisiim, ¢: C = R bir fonksiyon ve F:C x C = R bir gift

fonksiyon olsun, burada R reel sayilar kiimesidir.

1. Peng ve Yao [30] tarafindan asagidaki genellestirilmis karigik denge

problemini tanitilmistir.

Fx,y)+ o) — o) +{(Ax,y—x)=0 VyecC (2.15)

olacak sekilde bir x € C’nin bulunmasi problemidir. (2.15)’nun ¢6ziim kiimesi

GMEP(F, @, A) ile gosterilir.

2. Eger A = 0 ise, genellestirilmis karisik denge problemi (2.15) asagidaki karisik

denge problemine indirgenir.

F(x,y)+py)—ekx) =0 VyecC (2.16)

olacak sekilde x € C’nin bulunmasi problemidir. Ceng ve Yao [31] tarafindan ele

alinmistir. Bu problemin ¢6ziim kiimesi MEP (F, ¢) ile gosterilir.

3. Eger ¢ = 0 ise, genellestirilmis karigik denge problemi (2.15) asagidaki

genellestirilmis denge problemine indirgenir.
F(x,y)+{(Ax,y—x)=>0 VyecC (2.17)

olacak sekilde x € C’nin bulunmasi problemidir. Takashashi ve Takahashi [32]
tarafindan tanitilmig ve ¢aligilmistir. Problem (2.17)’in ¢6ziim kiimesi GEP(F, A) ile

gosterilir.
4. Eger A = 0 ise, (2.17) problemi normal denge problemine indirgenir.
F(x,y)=0 VyecC (2.18)

olacak sekilde x € C’nin bulunmasi problemidir. (2.18) probleminin ¢dziim kiimesi

EP(F) ile gosterilir [2].



Genellestirilmis denge problemi (2.17), 06zel durum olarak optimizasyon
problemlerini, minimum-maksimum problemlerini, igbirlik¢i olmayan oyunlardaki
Nash denge problemini ve digerlerini ayrica, varyasyonel esitsizlikleri igermesi

agisindan ¢ok geneldir.

Tamim 2.20 Literatiirde, varyasyonel esitsizlik ile ilgili birgok tanim bulunmaktadir.
Asagida bunlardan birka¢inin tanimlar1 verilmistir. H, i¢ ¢arpimi {.,.) ve normu || . ||
olan bir reel Hilbert uzayi, C,H’nin bos olmayan kapali konveks alt kiimesi ve

T, g: H — H dogrusal olmayan operatorler olsun.

1. Noor [33] tarafindan 1988 yilinda tanitilan ve incelenen genel varyasyonel

esitsizlik tanimi asagidaki gibidir.
(Tx,g(¥) —g(x)) =20 Vg(y)eC (2.19)
olacak sekilde x € H ve g(x) € C bulma problemidir.

2. Ozdeslik operatdrii olan g =1 igin, genel varyasyonel esitsizlik (2.19)

asagidaki standart varyasyonel esitsizlige indirgenir.
(Tx,y—x)=0 VyecC (2.20)

olacak sekilde x € C bulunmasidir. Bu esitsizlik, ilk olarak 1964 yilinda Stampacchia

[34] tarafindan tanitilmis ve ¢alisilmustir.

3. C (x), H’de kapal1 bir konveks degerli kiime olsun. C kiimesi ¢oziime agik veya
ortiik olarak bagliysa varyasyonel esitsizlik (2.20) yar1 varyasyonel esitsizlik olarak

adlandirilir.
(Tx,y—x)=0 VyeC(C(x) (2.21)
olacak sekilde x € C(x) bulma problemidir [35].

4. Genellestirilmis denge problemi (2.17)’de eger F = 0 ise (2.17) problemi

klasik varyasyonel esitsizlik problemine indirgenir. Klasik varyasyonel esitsizlik,

(Ax,y —x)=0 VyecC (2.22)



olacak sekilde x € C bulmaktir. Klasik varyasyonel esitsizlik (2.22)’nin ¢6ziim
kiimesi VI(C, A) ile gosterilir [36].

Tamim 2.21 H bir reel Hilbert uzayi olsun, herhangi bir A € [0,1] igin
2% + (1 = Dyl = Alxll? + (1 = Dlyll? = 20 = Dllx = ylI>  (2.23)
oldugu bilinmektedir.

C,H’nin bos olmayan kapal1 bir konveks alt kiimesi olsun. Her x € H igin C’de P¢x

ile gosterilen benzersiz bir en yakin nokta vardir, dyle ki
lx — Pex|l < llx —yll, Vx€C. (2.24)

P, H’nin C tizerine metrik izdiisiimii olarak adlandirilir. P; genislemeyem bir doniisiim

oldugu ve asagidaki kosullar1 sagladig1 bilinmektedir:
IPcx — Peyll* < (Pex — Pey,x — y),Vx,y € C (2.25)
Ayrica, Pox asagidaki 6zellik ile karakterize edilir:
Pcx €C ve(x —Pex,Pcx—y)=0, VyecC (2.26)
Varyasyonel esitsizlik problemi baglaminda, bu
u€eVI(C,A) @ u=P:(u—AAu), vA >0 (2.27)
anlamina gelmektedir.

Tamm 2.22 Bir Banach uzayr X’in, X’te bir x € X noktasina zayif bir sekilde

yakinsayan her {x,,} dizisi igin
lim inf||x,, — x|| < lim inf]|x, — yl|, Vy EX,y #x (2.28)
n—oo n—»oo

olmasi durumunda Opial kosulu sagladigi sdylenir [37].

Tammm 2.23 Her x,y € H,f €Tx ve g€ Ty i¢in (f —g,x —y) =0 anlamina

geliyorsa, kiime degerli bir T:H — 2" déniisiimiin monoton oldugu soylenir. Bir



mononton dontisiim T: H — H, eger T’nin G (T) grafigi bagka bir monoton doniisiimiin
grafiginde diizgiin bir sekilde yer almiyorsa, maksimal olarak adlandirilir. Bir
monoton doniisiimiin maksimal oldugu, ancak ve ancak x,f € Hx H,(f — g,x —
y) = 0,V(y,g) € G(T) i¢in f € Tx anlamina geliyorsa bilinmektedir. A: C — H ters-

giiclii monoton bir doniisiim ve Nov v € C’den C’ye normal koni olsun, yani
Nev={weH:(v—-—uw)=0, Vu € C}, (2.29)
ve

Ty = {Av +Ncv, veC (2.30)

0o, veécC.

olarak tanimlanir. 0 € Tv ancak ve ancak v € VI(C, A) ise T maksimal monotondur
[38-39].

Tamm 2.24 Cift fonksiyonlu F:C x C = R denge problemini ¢6zmek igin F’nin

asagidaki kosullar sagladigini varsayalim:
(Al)Herx € Ci¢in F(x,x) =0
(A2) F monotondur, yani her x,y € C i¢in F(x,y) + F(y,x) <0

(A3)Her x,y,z € Ciginlimsup F(tz + (1 — t)x,y) < F(x,y)

t-0

(A4) Her x € C, y » F(x,y) konveks ve alt yari siireklidir.

Lemma 2.25 C, H' nin bos olmayan kapali bir konveks alt kiimesi ve F, (A1)-(A4)’i
saglayan C x C’nin R’ ye bir ¢ift fonksiyonu olsun. r > 0 ve x € H olsun. O halde her

y € C i¢in
1
F(Z,y)+;(y—z,z—x)20 (2.31)

olacak sekilde z € C vardir [2].

Lemma?2.26 F:C x C — R’nin (Al)-(A4)’ i sagladigini varsayalim. r > 0 ve x € H

i¢cin asagidaki gibi bir T,.: H = € doniisiimiinii tanimlaym: Her z € H i¢in
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Tr(x)={ZEC:F(z,y)+%(y—z,z—x)20, VyEC} (2.32)

O halde, asagidakiler gecerlidir:

1. T, tek degildir;

2. T, kesinlikle genislemez, yani herhangi bir x, y € H i¢in
IT-x — Tyll?> < (Trx — Ty, x — y); (2.33)

Bu, [|T,.x — Tyl < |lx — yl|,Vx,y € H, yani T, nin genislemeyen bir doniisiim

oldugu anlamina gelir.

3.  F(T,) = EP(F)
4. EP(F) kapal1 ve konveks bir yapidadir [40].

Lemma 2.27 X bir Banach uzayi, {x,},{y,}dizileri X’te iki smrh dizi ve

{B.}[0,1]’de 0 < lim inf B, < lim sup B, < 1 kosulunu saglayan bir dizi olsun.
n—-oo n—-oo
Kabul edelim ki x,41 = Bpxn + (1 = By, Vn =1 ve lim sup{||yns1 — yull —
n—-oo

lxn4+1 — 2,11} < 0 ise bu durumdalim ||y,, — x,,|| = 0 olur [41].
n—-oo

Lemma 2.28 {0, },-o nNegatif olmayan bir dizi, her n € N igin u,, € (0,1), Y71 ttn =
© Ve n, =0 olsun. Her n =>ny i¢in 0,41 < (1 — Up)o, + UMy, esitsizliginin

saglayacagi sekilde bir n;, sayisi mevcut olsun. Bu durumda 0 < lim supog, <

n—-oo

lim supn, esitsizligi saglanir [41].
n—-oo

Lemma 2.29 {a,} ve {b,} asagidaki kosullar1 saglayan negatif olmayan iki reel dizi
olsun. n, negatif olmayan bir tamsayisi {y,,} € (0,1) dizisi ve {b,} € Rigin a,,; <

(1 —yn)a, + b, Vn = ny, olacak bigimde

i.z: Yn = ;
n=1

(2.34)
ii. lim 22 < 0 yada ¥, |b,| < .

n—oo ¥Yn
kosullar1 saglaniyorsa bu durumda lim a,, = 0 olur [42].
n—->oo
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Tanmm 2.30 {T,};—; C’nin Kkendi i¢inde genislemeyen bir doniisiim ve {t, };—,[0,1]
icinde negatif olmayan sayilarin dizisi olsun. Her n > 1 i¢in, C’nin kendisine W,

doniigiimiiniin asagidaki gibi tanimlansin:

fUn,n+1 =1,
Un,n = tnTnUn,n+1 + (1 - tn)l’
Un,n—l = tn—lTn—1Un,n + (1 - tn—l)l'

{ Unk = teTkUnpesr + (1 = 811, (2.35)
Uni-1 = tee1Tee1Une + (1 = 611,

Unz = t,ToUps + (1 —t5),
k Wn = Un,l = t1T1Un,2 + (1 - tl)l,

Boyle bir W, C’den C’ye genislemeyen bir doniistimdir ve T, Tn_q,...,T1

ve t,, t,_q, ..., t; tarafindan olusturulan W- doniisiim olarak adlandirilir [43].

Lemma 2.31 C, bir reel H Hilbert uzaymin bos olmayan kapali bir konveks alt
kiimesi, {S;:C = C}, N2, F(S;) # @ ile sonsuz geniglemeyen doniisiimler ailesi,
{u;},0 < u; <b <1, Vi=1olacak sekilde reel bir dizi olsun. Sonra:

(1) Her n > 1 igin W, genislemeyendir ve F(W,) = NiL, F(S)).

(2) Her x € C ve her pozitif tamsay1 i¢in limit lim U, ,x vardir.
n—-oo
3) s .
Wx = rlll_r}go W, x = 111_1)‘{)10 Up1x,x€C (2.36)

ile tanimlanan W: C — C dontisimii F(W) = N2, F(S;)’yi saglayan geniglemeyen
bir déniistimdiir ve Sy, S,, ... V€ Uy, Uy, ... tarafindan tiiretilen W — doniistimii olarak
adlandirtlir [43].

Lemma2.32 C, bir reel H Hilbert uzayinin bos olmayan kapali bir konveks alt kiimesi,
{S;:C - CYNZ,F(S;) # @ ile sonsuz genislemeyen doniisimler ailesi, {y;},0 <
Ui < b < 1,Vi = 1 olacak sekilde reel dizi olsun. Eger K, C’nin herhangi bir sinirli alt

kiimesi ise,
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lim supl||Wx — W, x|| = 0. (2.37)

Nn—90 yeK

anlamina gelir [44].

Literatiirde bulunan bazi sabit nokta iterasyon yontemleri hakkinda kisaca bilgi
verilecektir.
Tamim 2.33 (X, d) bir metrik uzay ve T:X — X bir doniisiim olsun x, € X olmak

tizere .n € N igin
{xp = f(T,x,) =Tx, (2.38)
seklinde elde edilen iterasyon yontemine Picard iterasyon yontemi denir [27].

Tamim 2.34 X keyfi bir Banach uzayi, T: X — X bir doniigiim, x, € X keyfi bir nokta,

her n € N i¢in a,, € [0,1] belirli sartlar1 saglayan bir reel say1 dizisi olmak iizere
e = F(T,xp) = (A — ap)xy + Ty (2.39)
seklinde ifade edilen iterasyon yontemine Mann iterasyon yontemi denir [45].

Tanim 2.35 X keyfi bir Banach uzay1, T: X — X bir doniisiim, x, € X keyfi bir nokta,

her n € N i¢in a,,, B, € [0,1] belirli sartlar1 saglayan bir reel say1 dizisi olmak iizere

{ Xn+1 = f(T: xn) = (1 - an)xn + anTyn (240)

Yn = (1= Br)xn + BnTx,
seklinde ifade edilen iterasyon yontemine Ishikawa iterasyon yontemi denir [46].

Tanim 2.36 X keyfi bir Banach uzay1, T: X — X bir doniisiim, x, € X keyfi bir nokta,
her n € N i¢in ay,, B, ¥ € [0,1] belirli sartlar1 saglayan bir reel say1 dizisi olmak

lizere
Xnt+1 = (1 - an)xn + a, Ty,
Yn = (1 - .Bn)xn + .BnTZn (2-41)
Zn = (1 - Vn)xn + yuTxy,

seklinde ifade edilen iterasyon yontemine NOOr iterasyon yontemi denir [47].

13



Simdide literatiirde bulunan viskozite yaklasim yontemiyle elde edilen iterasyon

yontemleri hakkinda bilgi verilecektir.

Tamim 2.37 Takahashi ve Takahashi [3] denge probleminin ¢6ziim kiimesi ile Hilbert
uzaymda genislemeyen bir doniisiimiin sabit noktalar kiimesinin ortak elemanini
bulmak i¢in viskozite yaklasimi yontemiyle asagidaki iterasyon yOntemini

tanitmislardir:

1
— — — >
Fun,y) + (Y = tn Uy = x2) 20, Vy EC (2.42)

Xny1 = anf () + (1 —ap)Suy, Vnz1

Tammm 2.38 Qin ve digerleri [4] genislemeyen bir doniisiimiin sabit noktalar
kiimesinin, relaxed cocoersive doniisiim icin varyasyonel esitsizli§in ¢oziim
kiimesinin ve bir denge probleminin ¢6ziim kiimesinin ortak bir elemanin1 bulmak i¢in

asagidaki iterasyon yontemini tanitmiglardir:

1
F(yn,m) +r_<77 — Y Yn— %) =0, VNEC
n
Xni1 = AV f(xy) + (1 — an,A)SPc(1 — 5,B)yy,

(2.43)

Tamim 2.39 Chang ve digerleri [5] viskozite yaklasim yontemi kullanilarak bir denge
probleminin ¢éziimler kiimesi ile Hilbert uzayinda genislemeyen bir doniistimiin sabit
noktalar kiimesinin ortak elemanini bulmak igin asagidaki iterasyon yoOntemini

tanitmiglardir:

n 2.44
Xn41 = Pnxn + (1 - ﬁn)zn: ( )
Zn = apf (uy) + (1 — ¢, )Tu,, vyn =1

1
JF(un,y) +r—(y—un,un —x,) =0, VYyeC

Tamim 2.40 Ceng ve Wong [6] denge probleminin ¢6ziim kiimesi ile Hilbert uzayinda
genislemeyen doniisiimiin sabit noktalar kiimesinin ortak elemanini bulmak icin

viskozite yaklasimi yontemiyle agsagidaki iterasyon yontemini tanitmiglardir:

1
F(u,y) + a(y —Up, U, —Xy) =0, Vyec, (2.45)

Xn+1 = anf(xn) + Bnxn + VnTlnun; vn = 0,
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Tamim 2.41 Cang ve digerleri [7] bir denge probleminin ¢6ziim kiimesinin ortak bir
elemanini, sonsuz genislemeyen doniisiim ailesi i¢in ortak sabit nokta kiimesini ve bir
Hilbert uzayinda a — ters-kuvvetli monoton doniisiim i¢in varyasyonel esitsizligin

¢Ozlim kiimesini bulmak i¢in asagidaki iterasyon yontemini tanitmiglardir:

1
(F(un»Y) +r_<y_un»un _xn> = 0' Vy € Cr

n
ixnﬂ = (i) + B + YWy, Y21, (2.46)
kn, = P¢ (yn - AnAyn);
Yn = PC(un - AnAun);

Tammm 2.42 Yao ve digerleri [8] karisik bir denge probleminin, sonsuz bir
genislemeyen donilisiim ailesinin sabit noktalar kiimesinin ve bazi varyasyonel
esitsizliklerin ¢oziim kiimesinin ortak bir elemanini bulmak i¢in asagidaki iterasyon

yontemini tanitmiglardir: Vx € C ve Yn = 0 i¢in

1
G(ynr x) + (p(x) - (p(yn) + ;(K’(yn) - K,(xn)' T](x' yn)> =0, (247)
Xnt1 = AV f (X)) + Bnxn + [(1 = B — ayA]W,Pc(I = ¥ B)yp,

Tammm 2.43 Su ve digerleri [48] genislemeyen bir doniisiimiin sabit noktalar
kiimesinin ortak elemanini, reel Hilbert uzaymnda bir denge probleminin ¢6ziimler
kiimesini ve a — ters-kuvvetli monoton doniisiim icin bir varyasyonel esitsizligin

¢oziimler kiimesini bulmak i¢in agagidaki iterasyon yontemini tanitmislardir:

1
— — — >
Fltn,y) 44y =ttty = xn) 20, Vy €C (2.48)

Xny1 = Anf () + (1 — ) SPc(up-A,Au,), Vnz=1

Tamim 2.44 Ceng ve Yao [49] tarafindan viskozite yaklasim yontemi kullanilarak bir
denge probleminin ¢oziimler kiimesinin ve Hilbert uzayinda sonsuz sayida
genislemeyen doniisiimiin ortak sabit noktalar1 kiimesinin ortak bir elemanini bulmak

icin agagidaki iterasyon yontemini tanitmislardir:

1
F(uy,, x) +r—(x—un,un —x,) =0, VxecC

n 2.49
Yn = (1 - Vn)xn + Y Whiy, ( )

Xn+1 = (1 —Qp — ﬁn)xn + anf(yn) + ﬁanyn-
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Tamim 2.45 Katchang ve Kuman [12] bir denge probleminin ¢dziim kiimesinin,
p —ters-kuvvetli monoton doniisiimler i¢in varyasyonel esitsizligin ¢6ziim kiimesinin
ve bir Hilbert uzayinda genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarinin kiimesinin ortak

bir elemanini bulmak i¢in asagidaki iterasyon yontemini tanitmiglardir:

1
F(u,,x)+—{x—u,,u, —x,) =0, Vx€C,
(i ) = = Uy = ) 2.50)

Xn+1 = anf(xn) + Bnxn + VnT(SnU +(1- an)PC(un - AnAun))-

Tammm 2.46 When ve Chen [14] genellestirilmis denge problemlerinin ¢6ziim
kiimesinin ve k —kesin pseudo- contraction doniisiimlerin sonlu bir ailesinin sabit
noktalarinin kiimesinin ortak bir elemanini bulmak i¢in asagidaki iterasyon yontemini

tanitmiglardir:

1
(FCutn, )+ (A2, y = 10) + = =ttt = 5,) 2 0, Vy €K,
n
N (2.51)
Iyn = :Bnu—n + (1 - ﬁn) Z lr]l'(n)Tiun:
1=

kxn+1 — anyf(xn) + (1 - anB)yn ’ nz=1,

16



3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Denge Problemin Sabit Nokta Iterasyonun Viskozite Yaklasimiyla Coziimii

Teorem 3.1.1 C, bir reel Hilbert uzay1 H’nin bos olmayan kapali konveks alt kiimesi,
F:CxC - R (Al)-(A4) sartlarm1 saglayan bir ¢ift fonksiyon, bazi pozitif
L,c ve w sabitleri i¢in A:C — Hrelaxed (c,w)-cocoersive doniisim ve L—
Lipschitizian dontisimi  olsun. {S;:C - C} FnVI(C,A) n EP(F) #+ @ olacak
sekilde genislemeyen doniigimler ailesi, burada F :=n;2; F(S;) ve f:C - C ¢ €

(0,1) sabiti ile bir contraction dontisiimii olsun. {x, }ve {u,}, x; € H ve

1
(F(un;}’) +r—(y—un,un —x,)=0,VyecC

n

Xn4+1 = anf(yn) + Bnxn + ynSPC(I r— AnA)yn (3-1)
I Yn = Pc(I — 1,4)z,
\ 2, = (1= 6)x, + 6,P,(I — 1, A)u,

tarafindan olusturulan ve {a,,}, {Bn}, {vn}, {6} < [0,1] ve {r,} < (0, ) olan diziler

olsun. Kontrol dizilerin asagidaki kosullar1 sagladigi kabul edilsin:

() an+Bntvn=1
(i) lima, =0 ve) _;a, = oo,
n—-oo
(i) 0 < lim infB, < lim sup S, < 1,
n—oo n—oo

(iv) 711_{{)10 infr,, > 0; Tlli_r)golrnﬂ -1, =0,

2(w—cL?)
L2

(v) lim|A,4;—1,1=0, 4, €[a,b],burada0 <a <b <
n—oo

(vi) 0 < lim inf6, < lim supf, < ; 1im 641 — 6| = 0

n—-oo
0 zaman {x,}, z € W’ye giiclii yakinsar, burada z = Py f(z)’dir.

Ispat: Ispat alt1 adima ayrilarak yapilacaktir:

0] [k olarak z = Py f(z) olacak sekilde z € C’nin var oldugu ispatlanacaktir.

f:H — H sabiti ¢ olan bir contraction oldugundan Py f: H — C’de contraction ve
IPef () = PefWIl < §llx =yl vx,y € H. 3.2)
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Banach teoremine gore, dyle tek bir z € C vardir ki z = Py f(z) dur.

(1) Simdi {x,,} ve {u,} dizilerinin sinirh oldugu gosterilsin.

Herhangi bir x,y € C i¢in A: C — H relaxed (c, w)-cocoersive doniisimii ve L —

2(w—clL?)
LZ

dir.

Lipschitizian doniisiimiidiir ve 4,, <

(I = 2,A)x — (I = ,)y|I> = llx =y — A, (Ax — AY)|I?
= llx = ylI* = 22p(x — ¥, Ax — Ay) + 23 ||Ax — Ay||?
< llx = ylI> = 22, {~cllAx — Ay|I* + wllx — y|I*}
+45 |Ax — Ay||?
< (1= 2Aw)llx = ylI* + 2, 2c + 1) |1Ax — Ayl
< (1-20,w+ 1, L2Qc + 1,)|lx — yll?

< llx = ylI?

(3.3)

elde edilir. Buda I — 4,,A nin genislemeyen oldugunu gésterir.{Trn} Lemma 2.26 daki
gibi tanimlanan bir doniisiim dizisi ve p € W olsun. Burada p = P.(I — 1,A)p =
T, p Ve u, =T, x, dir. v, = Pc(I — 2,A)y, olacak sekilde iterasyonda yerine

yazilirsa ve (3.1)’den

lvn = pll = 1P = A, A)yy — Dl
= 1Pc(I = 2, A)yn — Pc(I = 2, A)pl| (3.4)

<lly.—pll

elde edilir. Buradan

“:Vn - p” = ”PC(I - AnA)Zn Y ”
= |Pc( — 24, A)z, — Pc(I — 2, A)pl| (3.5)

<llzo—pll
ve

”Zn - P” = ”(1 - Hn)xn + HnPCU - AnA)un - (1 - Hn + en)p”
< (1 - en)”xn - p” + en”PC(I - AnA)un - p” (36)
< (1 - en)”xn - p” + en”un - p”
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= (1 - en)”xn - P” + Hn”Trnxn - Trnp”
< (1= 60)llx, —pll + Opllx, — pll
= ||lx, — pll

olur. (3.4), (3.5) ve (3.6) esitsizliklerinden

lv, = pll < llyn, —pll < llz, — pll < lIx, —pll (3.7)

esitsizligi elde edilir. (3.4),(3.5), (3.6) ve (3.7)’yi (3.1)’de yerine yazilirsa

Ixn+1 — Pl = llanf (vn) + BuXn + ¥nSvn — (an + Bn + vi)pll

< aullf ) — 2l + Bullxn — pll + ¥2llSvy — P

< aullf () = pll + Bullxn — 2l + ¥allvy, — pll

< aullf ) = FOI + anllf () — pll+ Brllx, — pll (3.8)
+¥ullPc( — 2, A)yn — Pc(I — 2,A)p||

< @péllyn — Il + anllf () —pll + Brllxs — pll
+ Yullyn — pll

= (ané + v)llyn —pll + anllf (@) —pll + Brllx, — pll

ve

IXn41 = Pl < (@nd +v)llxn = pll + anllf (@) —pll + Bullxn —pll
= (@né + Vo + B)llxn — 0l + anllf (0) - pll
= (1= ap(1 = )llxy = pll + anllf () = pll
= (1= an(1=)llxy = pll

1
+(1=8ay, a-9 If (@) — pll (3.9)

1
1-9)

7@ -l

< max{llx, .

<..
1

a=glre-plf  vez1

< max{Jlx, - pll,

elde edilir. Bu da {x,} dizisinin siirl oldugunu gosterir. (3.7)’den
{z,.} . {vn} {vn ), {u, ), {Sv,. } ve {4y, } dizileride sinirhdir.
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(1) n —> oo iginlim ||x,;,—x,|| = 0 oldugu ispatlanacaktir. {a,} dizisini x,,.; =
n—-oo

Xn+1—PnXn

BnXn + (1 —Bp)a,, Vn=1 ile tamimlansin. Boylece a, = e olur.
Dolayisyla
_ anf(yn) + ﬁnxn + YnSvp — ann _ anf(yn) + YnSVn
a, = = (3.10)
1=pn 1=pn
ve

an+1f(yn+1) + yn+15vn+1 _ anf(yn) + VnSUn

1 = fn = 1- .Bn+1 1- ﬁn
— an+1f(yn+1) + Vn+1SUn+1 _ anf(yn) + ynSUn
1- ﬁn+1 1- ,871
an+1f(yn) Al an+1f(yn) + yn+1SUn yr yn+15vn (3.11)

) ﬁn+1 1- ﬁn+1 | g ﬁn+1 1- ﬁn+1

an+1 Yn+1
=T-p. g FOn) = fOm) + =5 — T (Svna = Sw)

+f (yn)( ng:ﬂ 1— e 5n> Rk (1 Zn,;;l W Znﬂn>

olur. Teorem 3.1.1’in (i) kosulundan,

Yne1  Vno 1_an+1_ﬁn+1_1_an_ﬁn
1= Bn+1 1_ﬁn_ 1-=Bnn 1=Pn
_ 1—PBni1 _ An+1 _ 1-pBy an (3.12)
1=PBn+1 1=PBuyr 1—=Bn 1-py
n An+1

_1_ﬁn 1_.Bn+1

ve burada
Y
lanss —anll <€ Tnt lyn+1 — ynll + AL |1Sv41 — Svpll
1= fria 1= Bn+1
o o (3.13)
+ [ — I Gl + 1Sv,11}
1- ﬁn+1 1- ﬁn " "

esitsizligine ulasilir. Ayrica
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Iyns1 = ynll = I1Pc( = Any1A)Zpgy — Pc( — 2, A) 2z, ||
ST = Ap414)Znsa — (I = 2 A) 2y ||
= [1(Zn+1 — Ar142Zn11) — (Zn + 142y — 142y
— A Az, || (3.14)
= [1(Zn+1 — Mr14Zn41) — (Zn — Ans142,) ||
+A = Anta || Az, |l

< ||Zn+1 - Zn” + |An - An+1|”AZn”

olur ve

Izns1 — zall = (1 = Ops1)Xn41 + Ons1 Ped — A1 A Ungg
— (1= 0p)xy — 0 Pc(I — A uy |l
= [|(1 = Ons1)Xn41 + Onia Pe — Ay A Unga
= Ons1Pc — 2 Aupy + On 1 Pc( — 2nA)u,
— 0nPc(I — 2 A)uy — (1 = Oppq + Onyq — Op) x|
S Ong1 (T = A1 Dunyr — (= 2 A)uy|
+Ons1 = OnlllU — 2 upll + (1 = Oy ) llxns1 — x4l
+0n+1 — Onlllxnl
= Onr1ll(Uns1 — Ans1Auni1) — Wn — Anprdun + Apyq Ay, (3.15)
— nAun) |l + (1 = On 1) llxns1 — x4l
+0n+1 = Onl(lxpll + (I = 2,4)u,)
< Onpall(Unsr — AnrrAungr) — (Un — Ang1 Ay ||
+0n111dn = Anga[[Aup |l + (1 = Opy ) llxnsr — x4l
+10n+1 — Onl (x|l + [l |l + Al Auy 11D
< Onsallungr — unll + (1 = Oy DIlxpe1 — x4l
+0n4112n — A |l Aun |l
+10n41 — Ol x|l + [lunll + A llAuy 1)

elde edilir. (3.15) esitsizligi (3.14) esitsizliginde yerine yazilirsa,

”.Vn+1 - Yn” < 9n+1”un+1 - un” + (1 - 9n+1)”xn+1 - xn”
+6n+1un - An+1||lAunI|

1641 = Ol (lxnll + llunll + A1l Auy 1)
HAn = Ansa |l Az, |l

(3.16)
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< 9n+1”un+1 - un” + (1 - 9n+1)”xn+1 - xn”
+An = Ang | (IAzZp || + O [l A 1)
+|9n+1 - HnlM

elde edilir. Burada M = sup{||x,|| + llu.ll + 1,1|Au,|l} olacak sekilde (3.16)

esitsizligi elde edilir. Ote yandan Lemma 2.26 , u,, = T, XnUne1 = T, Xn4q den
1
F(uy,y) + r—(y —Up, Uy —Xp) 20 VyecC (3.17)
n
ve
F(un+1r :V) b r <y — Un+1 Un+1 — xn+1) =0 Vy € C (3-18)
n+1
olur. Burada (3.17) de y = u,,¢ ve (3.18) de y = u,, yazilirsa,
1
F(up unyq) + . (Unt1 — Un Uy — X)) 20 (3.19)
n
ve
1
F(un+1 run) + _(un —Up+1 Ungr — xn+1) =0 (320)
Th+1
elde edilir. Daha sonra (3.19) ve (3.20) esitsizlikleri toplanir.
1
F(unl un+1) + F(un+1 ’ un) + _<un+1 —Up,Up — xn)
rn
1 (3.22)
+ (un ~ Un+1 Un+1 — xn+1) =0
Tn+1
(A2) kosulundan ve i¢ ¢arpim 6zelliginden
1
- (un+1 — Up, Up — xn> + (un —Up+1 Ungr — xn+1) =0
Tn n+1
(3.22)
1 1
_(un+1 — Up, Up — xn> - _(un+1 — Up, Upy1 — xn+1> =0
Tn Th+1
ve
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Un = Xn  Unt1 — Xn+1
(un+1 — Up, - )
Tn Tn+1

>0 (3.23)

elde edilir. Esitsizlikte her iki tarafi r;,ile ¢arpalim ve i¢ ¢arpim 6zelliginden,

Tn

<un+1 —Up,Up — Xp — (un+1 - xn+1)) =0
Th+1
Th
<un+1 —Up, Up — Upyq + Un+1 — Xn — (un+1 - xn+1)> =0
n+1
Th
<un+1 — Up, Up — un+1) + (un+1 —Up, Upt1 — Xp — E (un+1 - xn+1)> (3_24)
>0
_”un+1 - unllz
T
+ (un+1 —Up, Up+1 — Xn+1 4 Xn41 — Xpn — T (un+1 - xn+1)> =0
n+1

elde edilir. Buradan

T
”un+1 - unllz < <un+1 — Up, Xn+1 — Xn + (1 - >(un+1 - xn+1))

Th+1
rn
< litnar = el {oss = all + [1 = 2| litnas = xial] - 3.25)
Th+1
”un+1 - un” < ”xn+1 - xn” +— |Tn+1 - Tn”lun+1 - xn+1”

Tn+1
elde edilir. Teorem 3.1.1’in (iv) kosulundan ve genelligi kaybetmeden Vn > 1 igin
1, > d olacak sekilde reel d sayisinin var oldugunu varsayabilir. Buradan

1
”un+1 - un” < ”xn+1 - xn” + a |rn+1 - Tan (326)

K = sup{|lu,, — x,|l: n = 1} olacak sekilde esitsizligi elde edilir. (3.26) esitsizligi
(3.16) de yerine yazilirsa

K
s = ill < Onx (Ien = 2all + 2 [ =72 )

3.27
+(1 = Oy ) lXns1 — Xl (3.27)

HAn = A1 |14zl + BnsalAun ) + [6i1 — 6, |M
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= ”xn+1 - xn” + 9n+1E |rn+1 - rnl

+|An - An+1|(”AZn” + 9n+1”Aun”) + |9n+1 - HnlM

sonucuna ulasilir. Daha sonra

”Svn+1 - Svn” < “Pc(yn+1 - An+1Ayn+1) - Pc(yn - )lnAyn)ll
< ||(yn+1 - An+1Ayn+1) - (yn - An+1Ayn + An+1Ayn - )lnAyn)ll (328)
< lyns1 = Yull + 127 = Anga [ Ay |l

esitsizligi elde edilir. (3.28) esitsizligi (3.13) esitsizliginde yerine yazilirsa

Tn+1
lanss — anll < § ——11Yn+1 — Wl
1- ﬁn+1
Yn+1
+———Allyn+1 = ull + 125 = i1 lllAynll}
by — :Bn+1
Apnt1 apn

+

1— Bpis 1= B {If )l + (IS}

(3.29)
_ Szan+1 + Vn+1 ” 4 ”
1— ,Bn+1 Vn+1 In
Vn+1
1 e~ Annall4yall
On+t1 an
+| — | UF O + lswall
1 _ﬁn+1 1 _ﬁn f(yn) n
elde edilir. (3.27) esitsizligi (3.29) esitsizliginde yerine yazilirsa
$Une1 +Y
”an+1 - an” - ”xn+1 - xn” < (M - 1) ”xn+1 - xn”
1- .Bn+1
K
fan+1 + VYn+1 9n+1 E |Tn+1 B Tnl (3 30)
1= Busr | HAn = AusalUAzp |l + 64 [|Auy ) '
+|9n+1 - gnlM
Yn+1
+ 1_n—[-;n+1 |/1n - An+1|||Ayn||
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Tn+1 Un

+ —
1_ﬁn+1 1_ﬁn

Uf Gl + 1S I}

esitsizligi elde edilir. Buradan

$Ani1 + Vnr1 4 §Anyg +1—anyq — ﬁn+1 _

1 1
1- .Bn+1 1- ,Bn+1 (3 31)
— (E - 1)an+1
1- Bn+1
esitliginde € € (0,1) oldugundan dolayi % —1<0 olur ve (i)-(vi)
“Pn+1
kosullarindan (3.30) esitsizliginden
111_1;1;10 Sup{”an+1 - an” - ”xn+1 i xn”} <0 (332)
elde edilir. Boylece Lemma 2.27 den
Ai_l;rc}o”an — X/l =0 (3.33)
olur. Sonug olarak
Ai_l;{)lo”xn+1 - xn” = 7111_1;20(1 - .Bn)”an - xn” =0 (334)

olur.

(IV) Simdin — oo igin ||Sv, — v, || = 0 oldugu ispatlanacaktir. Bu amag igin
”Svn - vn” < ”SUn - xn” + ”xn - un” + ”un - l7n” Oldugundan: n—ow igin

ISv,, — x| = O, |lx;;, — upnll = 0 oldugunu géstermek yeterli olacaktir.
(@)  1Ilk olarak n — o igin ||Sv, — x,|| = 0 oldugu gdsterilmelidir.
”xn - Svn” < ”xn - xn+1” + ”xn+1 - Svn”

= lIx, — Xnaall + llanf ) + B + ¥uSvn — Swyl (3.35)

< ”xn - xn+1” + an”f(yn) - Svn” + .Bn”xn - Svn”
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a
I, — Svnll < =g, 120 — xp4all + 1——nﬁ’n If ) — Swull

(i) kosulundan ve ||x;,+1 — x,|| = 0 oldugundan buradan ||Sv,, — x,|| = 0 olur.

(b) Simdi de n — o i¢in ||x;,, — u,|| = 0 oldugu ispatlansin. Aslinda Lemma 2.26

dan herhangi bir p € ¥ i¢in

ity — 2 = | Ty, 20 — T, |
= (Trnxn - Trnp» Xp = D)

= (U = P, Xn = D) (3:36)
= 2l =PI + W = I = Ity = %12
ve dolayisiyla
lun = plI? < Ml = pII? = lluy — xa I (3.37)

degerine sahip olundugu sonucu ortaya ¢ikar. Daha sonra

llxn+1 = PII? = llanf n) + Buxn + ¥aSvn — (an + Bn + v)PII?
< apllf ) — plI? + Bullxn, — I + vollSvy, — pllI? (3.38)
< anllf On) — plI* + Bullxn — Pl + vallv, — plI?

esitsizligi elde edilir. (3.38) esitsizliginde v,, = P.(I — 1,A)y, yazilirsa (3.37) ve
(3.7) den

%41 — 2II?

< anllf ) — plI? + Bullxn — plI* + vullPe(I — 2,4)y, — plI?

< aullf ) = pII? + Bullxn — 2II* + vallyn — pII?

< anllf ) — plI* + Bullxn — plI* + vallzn, — plI?

< anllf ) = plI? + Bullx, — plI? (3.39)
+Ypll(1 = )%, + 6, Pc(I — A, Auy, — plI?

< anllf ) = plI? + Bullx, — plI?
+y{(1 = 6)x, — plI? + Oplluy, — plI*}

< anllf ) = plI* + Bullx, — plI?
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+yn{(1 - Hn)”xn - p”2 + gn”xn - p”2 - en”un - xnllz}
= an“f(yn) - p”2 + (B + Vn)”xn - p”2 - ynen”un - xnllz
< anllf ) — plI? + 10 = DII> = ¥abnlluy — 2,117

elde edilir. Boylece

Vnbnllun — xnll? < anllf () — plI? + llxn = PII* = llxp41 — pII?
< aullf Gm) — plI?
+(llxn =PIl + llxn11 = PIDlxn =PIl = lIXn41 — 21D
< anllf () = pII? + (lxy = Il + 141 =PI, — Xp44

(3.40)

olur. O zaman Teorem 3.1.1’nin (i), (ii) ve (iii)) kosullarindan 0 <

lim infy, < lim supy, < 1 oldugundan dolay1 n = oo i¢in lim inf6, >0, a,, = 0
n—-oo n—->oo

n—->0o

ve |[xp+1 — x|l = 0dan ||x, — u,|| = 0 oldugu goriiliir.

Aslinda A:C — H relaxed (¢, w)-cocoersive doniisimii ve L - Lipschitizian

dontistimii oldugundan {A,,} ve (3.7) uygulanan varsayimlarla verilen p € ¥ igin

v, = plI? = 1P = 2,A)y, — Pc(I = 2, A)plI?
< T = 2,8y, — (I = 2,A)pl?
= lyn — 0 — An(Ayn — AD)II
= llyn — 2l = 224(yn — 0, Ayn — Ap) + 2311 Ay, — Apl|?

, , , (3.41)
< llyn = pllI* = 24, {—=cllAy, — Apll* + wlly, — plI*}
+A5 1Ay, — Apll?
= |lx, — plI* + 24, cllAy, — AplI* = 22, wlly, — pII?
+A7 1Ay, — AplI?
elde edilir. Buradan
Ay, — Apll* < L*||ly, — plI?
_ZAnW”AYn - APHZ - _ZAnWLZHyn - p”2
12 = 12 (3.42)
—2A,w| Ay, — Ap||?
. LG = _ZAnW“yn - p”2

esitsizligi elde edilir. Boylece
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2)LnW”Ayn - Ap”z
12
+25 | Ay, — Apll? (3.43)
2A,w
2

v = plI? < llxn = plI* + 245¢llAy, — Apll* —

=l =PI + {2Anc + 22 = =2 l14yn — dplP?

sonucu elde edilir. (3.43) esitsizligini (3.38) esitsizliginde yerine yazilirsa

xn41 = PII? < anllf ) = PII? + Bullxn — pII?

5 , 24w 5
(00 = DI + {200 + 23 = =2 14y, - apl?)
) ) (3.44)
= @l O = PIP + G + Bl = p
, 24w 5
+yn{2nc + 2 = =5 Ay — 4p)
ve
2A,w
¥ {2nc + 2 = =5 Ay — AplP?
< @ullf ) = PIP + o =PI = llnss = b1
< anllf () — plI? (3.45)

+(”xn - p” + ”xn+1 - p”)(”xn - p” - ”xn+1 - p”)
< an”f(yn) - p”2
+lxn = pll + lIxp41 = PID %0 — Xn44 l

elde edilir. Buradan — oo igin a,, = 0 ve ||[x,41 — x,|| = 0 dan dolay1 ||Ay, —
Ap|| = 0 olur. (2.25) den

”vn - pllz = ”PC(I - AnA)yn - PC(I - AnA)pllz

< ((I - AnA)yn - (I - AnA)p' Up — p)
(1T = 2,4y, — (I = 2,A)p|I? + |lv, — pllz}
_”(1 - AnA)yn - (I - AnA)p - (Un - p)llz
( lyn = plI? + llv, — plI? }
_”(yn - vn) - An(Ayn - Ap)||2

lyn = 2II> + vy = lI> = llyn — vll? }
+2/1n(yn — Vn, Ayn - Ap) - A?L”Ayn - Ap||2

(3.46)

INA
N[—= N~ N =

olur. Buradan (3.7) den

28



lv, = 2lI? < llyn = 2II* = Iy — vall?

+2/1n<yn - vnrAYn - Ap) - /1721”14}/71 - Apllz (3 47)
< ”xn - p”2 - ”yn - vnllz

+2/1n<yn - vnrAYn - Ap) - /1721”14}/71 - Apllz
elde edilir. (3.46) esitsizligini (3.38) de yerine yazilirsa

lxn+1 = PII? < anllf Gn) — pII* + Brllxn — plI?
4 n{llxn—PIIZ— lyn — vall? }

+2)~n<yn — Un, AYn — Ap> - /’l%”Ayn - Ap||2 (348)
< anllf ) = plI? + 1 = 2II> = Vallyn — vall?
+2yn/1n<yn - Un:Ayn - Ap> - )/TLA%”Ayn - Ap”2
ve
1%n41 = PII* < anllf ) — 211 + 1 = 2II” = ¥allyn — vall? (3.49)
+2yn/1n“:Vn - vn””AYn - Ap”
elde edilir. Boylece
Vn“yn - vnllz < an”f(yn) - p”2 + ”xn - p”2 - ”xn+1 - p”2
+2ann“yn - vn””Ayn - Ap”
< an”f(yn) - p”2 + Zyn/ln”yn - Un””Ayn - Ap”
(3.50)
+(lxn — 2ll + lIxp41 — 2IDUlxn — Il = X041 — 2ID

< an”f(yn) - p”2 + Zyn/ln”yn - Un””Ayn - Ap”
+lxn = pll + lIxp41 = PID U0 — xn441D

esitsizligi elde edilir.n - oo igin a, = 0, ||x,4+1 — x,|| = 0 ve ||Ay, — Ap|| = 0 dan

dolay1 ||y, — v,ll = 0 olur. Ayni islem adimlar takip edilerek n — oo igin ||z, —

Ynll = 0 oldugu bulunur. O zaman

”xn - Zn” = ”(1 - en)xn + enPCU - )lnA)un - xn”

< Hn”PC(I - AnA)un - PC(I - AnA)yn + PC(I - AnA)yn - xn” (3 51)
< Hn”un - yn” + Hn”vn - xn”

< Hn”un - yn” + Hn”vn - Svn” + en”SUn - xn”
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elde edilir. (3.51) esitsizligi [lu, — yoll < ey = 25ll + N0 = Zoll + |2, —

esitsizliginde yerine yazilirsa,

”un - Yn” < ”un - xn” + ”Zn - yn”

+6n”un - yn” + Hn”vn - Svn” + en”SUn - xn”

(3.52)

”un - xn” + ”Zn - yn”

1
- <
It =yl < 7= —

n

1-80,

n

* 1-0,

”v‘n - Sv‘n” +

”SUn - xn”

esitsizligine ulasilir. Burada (3.52) deki esitsizligi ||u, — v, || < [lun — Yull + llyn —

v, || esitsizliginde yerine yazilirsa,

”un r xn” + ”Zn o yn”

1
”un_vn” < ||Yn_vn||+1_9n 1_011
(3.53)

n

1-80,

n

1-o,

”Un - Svn” + ”Svn 2 xn”

elde edilir. (3.53) deki esitsizlik ||Sv, — v, || < ISy, — x|l + 2, — upll + llu, —

v, || esitsizliginde yerine yazilirsa,

”Svn - vn” < ”Svn - xn” + ”xn - un” + ”yn - l7n”

+ 1 — Hn ”un - xn” + 1— en “Zn - yn”
b2 g = Sull+ 5w, —
1—g,"n >l T g 19Ve = Xn (3.54)
2—0
< ”Svn - xn” + - ”un - xn” + “yn - vn”
1-6, 1-6,
On
+ 1 — Hn ”Zn - yn” + m“vn - Svn”
ve boylece
1-28, 1 2-6,
1 — en ”Svn - vn” < 1 — en ”Svn - xn” + 1— Hn ”un - xn”
(3.55)

1
iy — vall + -0, 1zn = yall
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esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla Teorem 3.1.1°deki kosul (vi) dan ve n — oo igin
”Svn - xn” -0, “un - xn” -0, “yn - vn” - 0, ”Zn - yn” -0 OldU'gundan

ISv,, — v, || = 0 olur.

(V)  lim sup{f(z) — z,x, — z) < 0 oldugu gosterilsin. Burada
n—-oo

z = Py dir. Bunu gostermek i¢in

7!Ll_{rolo sup{f(z) — z,Sv, — z) = 7li_{rolo(f(Z) — 2,5V, — Z) (3.56)

olacak sekilde (v,)’nin bir (v, alt dizisi segilir.(vy,) smirli oldugundan bu dizinin

bir k noktasma zayif yakinsayan (v, ) alt dizisi segilebilir. Genelligi bozmadan
J

(vn,) nin k noktasina zayif yakinsadigmi kabul edilir. Bu nedenle

lim sup(f(z) — z,Sv, — z) = lim(f(2) — z,Sv,, — 2)
n—-oo n—-oo

(3.57)
=(f(z) —z,k—2z2)
dir. Simdi k € ¥’nin oldugunu gésterilsin.
(a) Ilk olarak k € EP(F) oldugu ispatlanacaktir. Aslinda u,, = T, xn ‘den
1
Fun,y) +—(y —tn un = %) 20, Vye€C
n
var. (A2)’ den
1
_<y —Up,Up — xn) = F(y:un)
rn
ve dolayistyla
uni - xnl-
V= uny——) 2 F,uy,) (3.58)

ng

olur. Boylece |lu, —xull = 0, [[Svy, — x|l = 0, [[Svy, — || >0 ve v, =k
Up;—X

oldugundan u,,, — k olur. Buradan r—”l — 0 olur. (A4) ve (3.58) den

n
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F(y,k) <0 VyecC

elde edilir. Herhangi bir t € (0,1] ve y € C i¢in y, = ty + (1 — t)k olsun. y, € C ve
dolayisiyla F(y;, k) < 0 vardir. (A1) ve (A4) den

0=FWuy) <tF(ye,y) + 1= OF k) < tF(y,y)

elde edilir ve dolayisiyla 0 < F(y;,y) olur. (A3)’den F(k,y) =0 olur. Yani k €
EP(F)’dir.

(b) Simdi de k € VI(C, A) oldugu gosterilmelidir. Bu amagla, T, (2.30) ile tanimlanan

maksimal monoton doniisiim olsun:

T _{Ax+NCx, x €C;
9 @, x¢C.

Herhangi bir (x,u) € G(T) igin dolayisiyla u — Ax € Ncx dir. No nin tanimi geregi

v, € C oldugundan,
(x—v,u—Ax) =0 (3.59)

Ote yandan v, = P.(I — 1,A)y, den, (x — v, v, — (0, — 1,4y,)) =0 dir. Bu

nedenle

Un —Yn
An

(x — vy, + Ay,) =0

olur. (3.59) dan ve A: C — Hi relaxed (c, w)-cocoersive doniigiimii ve L — Lipschitizian

doniistimii oldugundan

(x — vy, u—Ax) 20
(x — vy, u) —{x —v,,,Ax) 2 0

U, = Y (3.60)

= (X - vni; AX) - (X - vni, 1
n;

+ Ayni)

v‘l’li - yni)

= (x — vp,, Ax) — (x — Uy, AVp;) — (x — Uy, F)
ng
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Vn. — Vn.
= (x — Uy, Ax — Ayp,) — (x — vni,nll—yn‘)

n;
= (x — vy, Ax — Avy,) + (x — vy, Avp; — Ayy,)

vni - yni

A, )

~ (x — Uy
ve
(X — vy, Ax — Avy) = —c||Ax — Avy ||* + wl|x — v ||”
> —cL?||x - UniHZ +wlx — vnl.||2

= (w—c?)||x = v, |

elde edilir. Burada (x — v, Ax — Avy;) = 0 olur. Bu yiizden (3.60) daki esitsizlik su
sekilde yazilarak

(x = vy u) = (x — vy, Ax — Avp)
+ (x — vy, AV, — Ayp;)

lei - yni>

—(x — vy,
Ay,

1

lei - yni)

= (X — vp, Avp; — AYn;) — (X — vy, )
ni

1

esitsizligine ulasilir. v, — y,|[ = 0,v,, = k ve A Lipschitz siirekli oldugundan

lim (x — v, u) =(x —k,u) =0
n—-o0o

olur. T maksimal monoton oldugundan dolay1 0 € Tk dir. Boylece k € VI(C, A) dir.

(c) Sonolarak k € F(S) = N~ F(Sy) oldugu ispatlanmalidir. Bunun tersini oldugu
kabul edilirse, k # F(S) yani Sk # k dir.v,,;, = k ‘den, opial kosuluna gére

llirg inf||vnl. — k|| < ilirg”vnl. — Sk”
< lim inf{”vni - Svnl.” + ||Svni - Sk||}
l—>00

= Mim inf{{[vn; = Svn,[| + [[vn, — K[}

i—o00

< lim inf||v,, — k||

olur. Bu bir geligkidir ve buradan k € F(S) = N;=; F(Sy,) oldugu goriiliir.
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Sonug olarak k € W oldugu kanitlanmistir.
z = Py f(z) oldugundan, (2.26), ||Sv,, — x,|| = 0 ve (3.57)’den

lim sup(f(2) — z,x, — 2)
= lim sup(f(2) — 2, (¥ = St + Svp = 2))
< lim sup(f(z) - 7,5v, = 2) (3.61)
= lim(f(2) ~ 2,5, — 2)
=(f(2)—zk-2)<0

sonucu ¢ikarilir.

(VI) Sonolarak n = oo i¢in x,, = z oldugu kanitlanacaktir. (3.7) , (3.61) den

”xn+1 - Z”2 = <anf(yn) + ann + VnSUn —Z,Xp+1 — Z>
= an(f(yn) —Z,Xpn4+1 — z) + ﬁn(xn —Z,Xp+1 — z)

+¥YnlSVvy — 2, Xp 41 — 2)
1
< an(f(yn) —Z,Xp+1 — z) + Eﬁn(”xn - Z”2 + ”xn+1 - Z”Z)
1 2 2
+§Vn(”vn —z||* + ||xp41 — zI|%)
= an(f(yn) - f(Z)’xn+1 —-z)+ an(f(z) —Z,Xp4+1 — zZ)
1 2 2
+ Eﬁn(”xn —z||1* + llxpe1 — 2l19)
1 2 2
+§Vn(”vn —z||* + ||xp1 — zI|%)

< San(llyn — 211 + llxpsr — 2I1%) + anlf (2) — 2, xp41 — 2)

N =

1 I 2
+ = Ballla = 21> + s = 2I1%)

1 P I
+ 5 ¥allxn = 2l + 1241 — 2%

N =

< San(llxn — 2117 + IxXnss — 2I1?) + an(f(2) — 2, Xn41 — 2)

1
+ 5 (1= an)(llxn = 2I1” + llxneq = 2I1%)

1
<51 = QA =Danlllxn = zlI* + 5 lxnss — zII*

N =
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+tan{f(2) = 2, Xp41 — 2)

sonucu ortaya ¢ikar.
”xn+1 - Z”2 < [1 - (1 - f)an]”xn - Z”2 + 2an<f(z) —Z,Xn+1 — Z)

Buradan an = ”xn+1 - 2”2’ Yn = (1 - E)an: bn = Zan<f(z) —Z,Xn4+1 — Z> alinirsa

Lemma 2.29’in tiim kosullarini saglar. Bdylece lim ||x, — z||? = 0 olur ve Teorem
n—-0o

3.1.1’in ispati tamamlanir.

Asagidaki Ornek 3.1.2, [50]'deki Ornek 1'e gore bazi kosullar kullanilarak yeniden

olusturulursa;

Omek 3.1.2 H=R,C =[0,1] olsun. Acikcass1 H =R, (x,y) = x.y i¢c ¢arpimmi
tarafindan olusturulan ||x|| = |x|] normuna sahip bir Hilbert uzayidir.S:C —

C,f:C—->C/A:CcH-H,

7x 0 < <1
o = )20 - Z
3x 1< w
100 2°%=

fx= gx ve Ax = x3 + 2x ile tammlansin. O halde

|Ax — Ay| = |x3 + 2x — y3 — 2y|
< |x? 4+ xy + y2|lx =yl + 2|x — y]
< 5|x — y|

elde edilir ve dolayisiyla A bir 5-Lipschitziandir. Her x,y € Cigin
(Ax — Ay, x —y) = (x> + 2x —y3 = 2y,x — y)
= (= +xy+y) +2(x-y)x - y)
=(x—-y)Px*+xy+y*+2)
> 2|x — y|? — 3|Ax — Ay|?

elde edilir. Boylece A(3,2) relaxed cocoercive dontisiimiidiir. Ayrica, Mathematica 9
kullanilarak, Sekil 3.1’den A doniisiimiiniin  asagidaki gibi relaxed cocoercive

dontisiim oldugu goriiliir:
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W (x-»2x+2° -2y-57)

W2 x-f —312x—r: —23'—_15‘

Sekil 3.1. A’nin relaxed cocoercive doniisiim oldugunu gosteren grafik.

Projeksiyon dontistimii Pe: R — [0,1] asagidaki gibi tanimlansin

X; x € [0,1]
Pex =<0, x € (—,0)
1, x€ (1,0
Bu durumda

S(x); x € [0,1]
SPcx =4 0; X € (—00,0)
S(1); x€(1,00)

1 1 n 1 1 n
= — 1, = — ve

| Ir. = — = — = — = —
olur. ay 2(n+1)’ﬁ" 2(n+1)’y” n+1’9” 2n+1)’ "M n+1’ " n+2

F(x,y) = y? — x? secilir.7 > 0 ve x € [0,1] igin, Lemma 2.26ya gore, her y € [0,1]

1
F(u,y)+;(y—u,u—x)20

1
@yz—u2+;(y—u,u—x)20
ery’+(u—-x)y+ux —u?—ru? =0
icinu € [0,1] vardir. G(y) = ry? + (u — x)y + ux — u? — ru?koyulur. O halde a =

r,b =u—x ve ¢ = ux — u? — ru®sabiti ile y’nin ikinci dereceden fonksiyonudur.

Daha sonra G nin A diskriminantini asagidaki gibi hesaplanir:

A = b? — 4ac

= (u—x)%—4r(ux —u? —ru?)
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= u? — 2ux + x? — 4rux + 4ru? + 4r2u?
=x2 = 2ux(1+2r) + (1 + 2r)%u?
=[x — (1 + 2r)u)?

Her y € [0,1] i¢in G(y) = 0 oldugu bilinir. Eger [0,1]’de tek bir ¢bziimii varsa, A= 0
ve dolayisiyla x = u + 2ru. O halde u =T,x = ﬁ vardir.

Segilen parametreler, dontisim ve modifikasyonlar kullanilarak (3.1) ile verilen

iterasyon yontemi yeniden yazilir.

( _ 1 1 N 1 N n 7(
T+ D3 2+ D) n+ 1200 nt1
Yn = Zn

< - n+1 [(Zn)3 + ZZn]

o = (1= g5) 1+ s [~ (52 + 22|

F(un,y) +i(y_un'un —X,) = 0,vVy €[0,1]

[(y)® + 2yn])

\

Cizelge 3.1. x; = 1 baslangi¢ noktast i¢in (3.1) ile verilen iterasyon yonteminin
yakinsama davranist.

Iterasyon Iterasyon Yontemi

Adimlar (3.2)
X1 1.00000000000000
X5 0.23484321116064
X3 0.04773630095536
X4 0.00969143775459
X5 0.00205286327947
X5 0.00000000000015
X6 0.00000000000004
X9 0.00000000000001
Xa2g 0.00000000000000

Cizelge 3.1, {x,}y=, dizisinin 0 noktasina yakinsadigmi ve ayrica bir denge

problemini hem de sabit nokta problemini ¢ézdiiglinii gostermektedir.
3.2 Denge Problemin Yeni Sabit Nokta iterasyon Yontemiyle Coziimii

Teorem 3.2.1 C, bir reel Hilbert uzay1 H’nin bos olmayan kapali konveks alt kiimesi,

F:CxC—- R (Al)-(A4) sartlarin1 saglayan bir ¢ift fonksiyon, bazi pozitif
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L,c ve w sabitleri i¢in A:C — H relaxed (c,w)-cocoersive doniisimii ve L —
Lipschitizian doniisimii olsun. {S;:C — C} W # @ olacak sekilde genislemeyen
doniigimler ailesi, burada F :=n;2; F(S;) ve f:C - C & € (0,1) sabiti ile bir

contraction doniisiimii olsun. {x,}ve {u,}, x; € H ve

1
(F(un,y) +r—(y—un,un —x,) = 0,VyeC

n
4xn+1 = anf(yn) + ﬁnxn + Wi Pc (I - AnA)yn (362)
l Yn = PC(I - AnA)Zn
z, = (1 —0,)x, + 6,P:(I — 1, A)u,

tarafindan  olusturulan, burada {W,:C —» C}, (2.35) ile tamimlanan dizi

ve {a,}, {Bn}, {vn}, {6} < [0,1] ve {r,} < (0, ) olan diziler olsun. Kontrol dizilerin
asagidaki kosullari sagladigi kabul edilsin:

(i) an+Pnt+tvn=1

(i) lima, =0 ve ¥, a, =,

n—oo
@ii) 0 < lim infpB, < lim sup g, < 1,
n—-oo n—-oo
(iv)  lim infr, > 0; lim|r,.; — 1] =0,
n—oo n-oo

2(w—cL?)
L2

(v) lim|A,4;—1,1=0, 4, €[a,b],burada0 <a <b <
n—-oo

(vi) 0 < lim inf6, < lim sup6, < > 1im 641 — 6| = 0

n—-o0o
o zaman {x,,}, z € WP ye gii¢lii yakinsar, burada z = Py f (z) dir.
Ispat: Ispat alt1 adima ayrilarak yapilacaktir:

() Ik olarak z = Py f(2z) olacak sekilde z € C’nin var oldugu kamitlanacaktir.
Teorem 3.1.1 deki birinci adimda yapilan islemlerin aynist burada da yapilacagindan
birinci adimin ispati tamamlanmis olunur.

(1) Simdi {x,} ve {u,} dizilerinin sinirli oldugu gosterilecektir.

Teorem 3.1.1 deki ikinci adimda elde edilen (3.3) ve (3.7) esitsizlikleri bu adimda da
elde edilir. Lemma 2.31 ile, p = W,,p, dolayisiyla (3.3)’den

”xn+1 - p” = ”anf(yn) + ﬁnxn + Vanvn - (an + Bn + yn)p” (363)
< anllf ) — oIl + Brllxn — 2l + VallWrv, — pll
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< aullf () = pll + Ballxn — 2l + ¥allvy, — pll

< aullf ) — F@I + anllf () — pll+ Brllx, — pll
+¥ullPc — 2, A)yn — Pc( — 2,A)pll

= (ané + v)llyn —pll + anllf (@) —pll + Brllx, — pll

elde edilir. Burada (3.7) esitsizligi (3.63) esitsizliginde yerine yazilirsa Teorem 3.1.1
deki (3.9) esitsizligine ulasilir. Bu da {x,, } dizisinin smirli oldugunu gosterir. (3.7)’den
{z,.}. v} {vn ), {un ), (W, v, )} ve {Ay,, ) dizileri de sinirhidir. Genelligi kaybetmeden,

Vn, Vn,Zn € D, vn>1 (3.64)
olacak sekilde gibi sinrli bir D © C kiimesinin var oldugu varsayilabilir.
(1) lim [l24.1—x,]| = 0 oldugu  ispatlanacaktr. {b,} dizisini x,.4 = Bnx, +
(1 - B,)b,, Vn =1 ile tammlanacaktir. Boylece b,, = Ins1=bnin oy Dolayisyla

1_ﬁn

anf(yn) + ann + VanUn - ﬁnxn - anf(yn) + )/TLWTLUTL

b, = = (3.65)
" | o ﬁn 1- .Bn
ve
_ an+1f(yn+1) + yn+1Wn+1vn+1 anf(yn) + annvn
- .Bn+1 - .Bn
— an+1f(yn+1) + yn+1Wn+1vn+1 _ anf(yn) + Vanvn
1- ﬁn+1 1- ﬁn
+ an+1f(yn) _ an+1f(yn) Vn+1ann _ Yn+1ann (3.66)
1- ﬁn+1 1- ﬁn+1 1- ﬁn+1 1- ﬁn+1
1 Vn+1
_n+ (f(yn+1) f(yn) t = (Wht1Vn+1 — Wan)
1 ﬁn+1 1- ﬁn+1
an Vn+1 Yn
o) (7o )+ ( )W
" .8n+1 1- .Bn 1- .Bn+1 1- .Bn "
olur. Kosul (i) den
Yn+1 Yn Un On+1
- = - 3.67
1_.Bn+1 1_ﬁn 1_.Bn 1_.Bn+1 ( )

esitligi elde edilir. Dolayisiyla
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An+1
1- ,Bn+1
Vn+1
1- ,Bn+1

Tn+1 an

1_.8n+1_1_.8n

”bn+1 - bn” < S; |IYn+1 - yn”

+ ”Wn+1vn+1 - ann” (3.68)

UF Ol + (W[}

esitsizligine ulasilir. Bundan sonra Teorem 3.1.1 deki ayn1 adimlar takip edilerek
(3.27) deki esitsizlik elde edilir. Daha sonra

”Wn+1vn+1 - ann” < ”Wn+1vn+1 - an+1” + ”an+1 - an”

HIWvy, — Wl
< sup(IWx — Wl + 1Wx = Wil (369
+llvnes — vall
elde edilir. Burada D (3.64) ile tanimlanan C’nin sinirli alt kiimesidir. Ayrica
IVns1 = Vnll = 1Pc(Vns1 — Ans14Yns1) — Pc(in — Ayl
< ||(yn+1 F /1n+1AYn+1) - (Yn - An+1Ayn + /1n+1Ayn - AnAYn)” (3.70)

< ||(yn+1 - /1n+1Ayn+1) o (yn 4 An+1Ayn)” + Mn - An+1|”AYn”

< lyner = Yull + 120 = A a [l Ayl
esitsizligi ulasilir. (3.70) esitsizligi (3.69) de yerine yazilirsa,

”Wn+1vn+1 - ann” < Sup{IIWx - Wn+1x” + [[Wx — an”}
X€ED (3-71)

+”yn+1 - yn” + |/1n - An+1|”Ayn”

elde edilir. (3.71) esitsizligi (3.68) de yerine yazilirsa,

a
1brss = ball < € 7= 1ynss = Yal
- ﬁn+1

+| On+1  On
1- ,Bn+1 1- .Bn
Vne1 {itetg{IIWx — Wl + |Wx — anll}}

1= Pni +”yn+1 - yn” + Mn - An+1|”Ayn”

UIf Gl + W vy |1} (3.72)

sonucuna ulasilir. Diizenlemeler yapilirsa,
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’fan+1 + Yn+1

”bn+1 - bn” < 1— Bn+1 ”yn+1 - yn”
a a
# | = e Gl + Wl
1- ,Bn+1 1- .Bn (3.73)
Yne1 {sug{IIWx — Whpax|l + [[Wx — an”}}
—{ XE
1= Fn+a +An = Ansa | 1Ayl
elde edilir. (3.27) deki esitsizligi (3.73) da yerine yazilirsa,
Ean+1 + Vnt1 ”xn+1 - xn” + 9n+1 E |rn+1 - rnl
bpi1 —bpll £ —————
1P = ball < 2827 Ht = A Uz | + Ol A )
+|9n+1 a enlM
Uit a, (3.74)
+| — = UG+ Wl
1=PBn+1 1=PBn 08 "
.o {sug{qu — Wiyl + W — ann}}
—_——{ XE
1= B +An = Ansa | 1Ayl
esitsizligi elde edilir.(3.74)’den
$Ups1 +Y
Vnss = Ball = nss =l < (CE2 T2 = 1) i = 3
1- ﬁn+1
K
fan+1 + Yn+1 9n+1 E Irn+1 B Tnl
1—Ln HAn = A1 [UNAZ || + Opiq [l Ay [
+0ni1 — OnIM (3.75)
On+t1 an
+ - {f Gl + (W v 11}
1_ﬁn+1 1_ﬁn f(n) nvn

Va1 {itég{IIWx = W x|l + [Wx — anll}}
1= Bnsa A = Dpsal Ayl

elde edilir. Lemma 2.32°dan n — oo igin sup||Wx — W, x|| = 0 oldugu bilinmektedir.
X€D

(i)-(vi) kosullarina gore, Snitvnm g = BV oldugundan (3.75)
1-Bnt1 1-Bn+1

esitsizliginde
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7111_{{)10 sup{l|bp+1 — ball = lIxn41 — 2401} < 0.
elde edilir. Boylece Lemma 2.27°den

lim [[by, — x5 = 0

n—-oo
olur. Sonug olarak

lim [lxn4q = xpll = lim (1 = o) llbp — x|l =0 (3.76)

olur.

(IV) Simdin - ooigin ||W,v, — v, || = 0 oldugu ispatlanacaktir. Bu amag igin ilk
olarak |[W,v, — x,|| = 0 oldugu kanitlanacaktir. (ii), (iii) kosullarindan ven —

oo i¢in |[x,4+1 — %, || = 0 oldugundan dolayi

”ann - xn” < ”ann - xn+1” + ”xn+1 - xn”
= ”ann - anf(yn) > ann - YanUn” + ”xn+1 - xn”
< @ullWovn = FORI + Ball Wov = 2l + N2y — xll - 77

an

1_ﬁn

1
”ann - f(yn)” + “xn+1 - xn” -0
1- .Bn

”ann - xn” <

elde edilir. Simdi de n — o igin ||x;, — u,|| = 0 oldugu ispatlanir. Aslinda Lemma
2.26 dan herhangi bir p € W igin Teorem 3.1.1 deki (3.37) esitsizligi elde edilir. Daha

sonra

”xn+1 - pllz = "anf(yn) + ﬁnxn + VanUn - (an + ﬁn + )/n)p”Z
< an”f(yn) - pllz + ﬁn”xn - p”2 + Yn”ann - p”2 (378)
< aullf () = plI* + Ballxn — pII* + ullvy, — plI?

esitsizligine ulasilir. (3.78) esitsizliginde Teorem 3.1.1 deki ayn1 adimlar takip edilerek
(3.40) esitsizligi elde edilir. Buradan n — o igin ||x,, — u,|| = 0 oldugu ispatlanir.
(3.78) esitsizligini Teorem 3.1.1 deki adimlarda kullanilarak n — oo igin ||y, — v,|| =

0 ve ||z, — y,|| = 0 oldugu bulunur. O zaman

”xn - Zn” = ”(1 - Hn)xn + HnPC(I - AnA)un - xn”

(3.79)
< Hn”PC(I - AnA)un - PC(I - AnA)yn + PC(I - AnA)yn - xn”
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< Onllun = yull + Onllvn — xnll

< Hn”un - yn” + inlvn - ann” + gn”WnUn - xn”

elde edilir. (3.79) esitsizligi ||up, — yll < llu, — x| + 1%, — 24|l + 112, — Yl

esitsizliginde yerine yazilirsa,

”un - Yn” < ”un - xn” + ”Zn - yn”

+6n”un - yn” + Hn”vn - ann” + gn”WnUn - xn”

1
lln = ynll < 7= o e . Iy, — vl (3.80)
[?) 6
+ T _nen ”Un - ann” + ﬁ ”ann — xn||

esitsizligine ulagilir. Burada (3.80)’deki esitsizligi |[u, — v, || < [lun — Yol + 3 —

v, ||esitsizliginde yerine yazilirsa,

1
”un - vn” < “yn - vn” + 1 — en ”un - xn” +m ”Zn ™ yn”

(3.81)

7
n n
-W
=0, Ivn = Wavn |l + -0,

”ann - xn”

elde edilir. (3.81)deki esitsizlik [[W,v, — v, |l < IWyv, — x|l + [l — sl +

llu, — vy || esitsizliginde yerine yazilirsa,

”ann - vn” < ”ann - xn” + ”xn - un” + ”yn - l7n”

1 In = %l + 7= = 3l
2l = Wavall + 2 Wy —
1-0, 1-96,
< Wvn = xall + 2T iy — all + lly — vl
1-0, 1-0, (3.82)
Sy 1Zn = Yull + + 7 _”Qn v — Waonll
L 2 W — vall < Wpvn — 2l + o iy —
1-0, -6, 1-0,

1
+“yn - Vn” +—”Zn _yn” -0
1-6,
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elde edilir. Dolayisiyla kosul (vi) den ve n — oo i¢in ||W, v, — x|l = 0, [lu, — x|l =

0, lyn — vl = 0,1z, — ¥|| = 0 oldugundan ||W,,v,, — v,,|| = 0 oldugu goriiliir.

(V) z = Pyigin lim sup{f(z) — z,x, — z) < 0 oldugu gosterilsin. Bu amagla,
n—-o0o
1111_{{)10 SUp(f(Z) - Z ann - Z) = 111_{2100‘.(2) -z Wnivni - Z) (3.83)

olacak sekilde bir alt dizi {vnl.} c {v,} segilecektir.{vni} C’de sinirh oldugu igin,
genelligi  kaybetmeden v, — k € C oldugu varsayilabilir. ||Wp,v,, — vy, || -

0 oldugundan, bu W;,,v,,, — k anlamina gelir. Dolayisiyla

lim sup(f(2) — z, Wpv, — z) = lim(f (2) — z, Wy, vy, — 2)
n—oo n—-oo

={f(2) =z k —z)

(3.84)

elde edilir. Simdi k € W’nin oldugu gosterilecektir.

@) Ik olarak k € EP(F) oldugu ispatlansmn. Teorem 3.1.1 deki adimlar takip
edilerek (3.58) esitsizlik elde edilir. Oyleyse ||lu, — x,| = 0, [|W,,v, — x,|| =
0, [W,v, — v, |l = 0 ve v,, = k oldugundan u,, — k olur. Burada Teorem 3.1.1 deki
ayni islemler yapilarak k € EP(F) oldugu sonucuna ulasilir.

(b) Simdi de k € VI(C,A) oldugu ispatlansin. Teorem 3.1.1 deki islemler
gerceklestirilerek k € VI(C, A) oldugu goriiliir.

(©) Son olarakta k € F(W) = Np~; F(S,) oldugu kanitlanacaktir. Bunun tersini
varsayarak k # F(W) yani Wk # k dir.v,, = k “den, opial kosuluna gore,

lim infl|v,, — k|| < lim [[v,, — Wk]|
< lim inf{[|v,, — Wy || + W, — Wk} (3.85)

= lim inf{{[vn, = Won[| + [[vn, = ]}
esitsizligi elde edilir. (2.37) ve (3.82)’den

lli_,r?o”WVni - vni” = }Lfg{”WVni - Wnivni” + ”Wnivni - vni”}

(3.86)
< lim {sup”Wx - Wnl.x”} + 1im||Wnl.vni - vnl.” =0
EK 1—>00

1—>00 X
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elde edilir. (3.86)’dan dolay1 (3.85)’i

lim inf||vnl. - k|| < llLrg inf||vnl. — k||

i—>0o0

seklinde elde edilir. Bu bir geligkidir ve buradan k € F(W) = F = N;~, F(S,)

oldugu goriiliir. Sonug olarak k € W oldugu kanitlanmustir.
z = Py f(z) oldugundan, (2.26), ||[W, v, — x,|| = 0 ve (3.84)’ten

lim sup(f (z) — 2%, — 2)
= lim sup(f(2) — z, (xn = Wovp + Wovy, — 2))
< r{l_r){)lo sup{f(z) — z, W,,v, — z) (3.87)
= lim (f(2) = 2, Wh, vy, — 2)

=(f(z)—zk—2)<0
sonug ¢ikarilir.

(V1) Son olarak n = o igin x,, = z oldugu ispatlanacaktir. Teorem 3.1.1 de S

yerine W, yazilarak ayni adimlar takip edilir. Boylece lim ||x,, — z||? = 0 oldugu
n—oo

goriiliir ve Teorem 3.2.1’1in ispati tamamlanur.
3.3 Veri Baghhg

Teorem 3.3.1 F,AS;,f Teorem 3.1.1de oldugu gibi tanimlansin. 2z, =
Py f(z;,) olacak sekilde sabit noktasina sahip B operatorii, z; = Pyf(z;) olacak
sekilde sabit noktasina sahip A’nin yaklagim operatdrii olsun. A operatorii (3.1) ile
verilen yeni iterasyon yonteminden elde edilen dizi {x,};-,; ile gosterilsin.

B operatorii igin agsagida verilen iterasyondan elde edilen dizi {c, };=, ile gosterilsin:

1
Fleny) +—(y—enen—cn) 20, VyecC
n

Cn+1 = anf(dn) + Bncn + VnSPC(I - AnB)dn (3-88)
l dy = Pc(I — A, B)wy,
w, =1 —-6,)c, +6,P:(I —1,B)e,
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burada her n € N 1@11’1 {an}§=o;{ﬁn}§=o'{)’n}f=o' {Hn}%c;o € [0'1]1 An € [a, b], 0<

2(w—cL?)

a<b< >
L

1 . <
Ves < ay dir. Eger {cp}n=1 Z2 = Py f(2;) yakinsiyorsa, 0 zaman

[2(vn + an&)(A + 6,)A, + 2ypAn]e
1-9

”Zl - Zz” < (3-89)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: iterasyon yéntemleri (3.1) ve (3.88)’den takip edilir:

IXn+1 = cnsall = l anf ) + Buxn + vuSPc U — 20 A)yn — anf (dy)

—Bntn — ¥nSPc(I — 4xB)dy ||

< aullf Om) — F(d)l + Brllxn, — call
+YllSP[(I — 2, A)yn — (I = 2,B)dy]ll

< @péllyn — dnll + Brllxy — call
+ull — 2,4)yn — (I — 4,B)d, ||

< @péllyn — dnll + Brllxy — call
1l = 2, )y, — U — 2,A)dyn + (I — 1,4)dy (3.90)
— (I = 4xB)dyl|

< @Iy — dnll + Ballxy, — call
¥l — 2, A)yn — (I — 2, A)dnll
+1ulld — 2,4)dy — (I — 2, B)d, ||

< @péllyn — dnll + Ballxy, — call
+nllyn — dnll + vudne

< n + @ )yn — dull + Brllxn — cull + vndne

esitsizligi elde edilir. Ayrica

lyn = dnll = IPc(I = 2, A) 2y, — Pc(I = An B)wi |
= |Pc(I = 2nA)zy, — Pc(I — A A)wy, + Pc(I — A, A)wy,
= Pc(l = 4 B)wyll
< |Pc = 2, A)zy — Pc(I — A A)wil
+Pc(I = 2wy, — Pc(I — 2, B)wypl

< ”Zn - Wn” + An‘g

(3.91)

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla
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1z = wall = 11 = O)xn + 6, Pc( = Ay — (1= Op)cy,
— 6, Pc(I = AnB)enl|
< (1 =60p)llxn — call
+ 6nllPc(I = 2nA)un — Pc(I — A B)enl|
= (1= 6p)llxn — call
+0,1|P:(I — 1, A)uy, — Pc(I — A,A)e, + Pc(I — 1,A)e, (3.92)
— Pc(I — AnB)enll
< (1= 6p)llxn — call
+0,llPc(I = AnA)un — Pc(I — AnA)ey ||
+0pl|Pc(I = A4A)en — Pc(I = AnB)ey|
< (1 = 0p)llxn = call + Onlluy — enll + 6ndne

esitsizligine ulasilir. {Trn} Lemma 2.26’daki gibi tanimlanan bir doniisiim dizisidir.

Burada u,, = T, x, Ve e, = T, ¢, olacak sekilde yerine yazilirsa

”un - en” = ”Trnxn r Trncn” (393)
< ”xn T Cn”
elde edilir. Esitsizlik (3.93)1 (3.92)’deki esitsizlikte yerine yazilirsa
1z — wrll < (1 = 0D |lxn — cull + Onllxy, — cpll + Opine
n n n n n n n n nn (3.94)

= |lxn — cull + OnAne
esitsizligine ulasilir. Buradan (3.94) esitsizligini (3.91) esitsizliginde yerine yazilirsa

“:Vn - dn” < ”xn - Cn” + Hn/lng + Ang (3.95)
= ”xn - Cn” + (1 + Hn)gln

elde edilir. (3.95) esitsizligi (3.90) esitsizliginde yerine yazilirsa

I%n41 = Craall < (rn + @n)llxn — cull + (rn + @) (1 + 0n)ed,
+Ballxn — cnll + Yudne
= (Yn + Bn + @n)llxn — call (3.96)
(O + @nd) (A + 0,) 2, + vidnle
=1 - an(1 = Nllxn — call
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+H(n + and) (X + 6,) A + Yndnle
esitsizligi elde edilir.

Op = ”xn - Cn”

fn = an(1—=¢) (3.97)
n = 2[(1n + @) (1 + 6)An + Yudule
" 1-9
seklinde secilirse Lemma 2.28’den
0 < limsup g, <limsup 7,
n—-oo n—->oo
(3.98)
2(Vn +a 1+ 6,)1, + 2y, A, )¢
0< limsupllxn _ Cn” Slimsup[ (Vn n’f)( n) n Yn n]
n—-oo n—oo (1 - f)
sonug olarak
2(yn + 1+6,)4, + 2y,4
lzs — 2, < [2(vn + an$)( ) An Yndnle (3.99)
(1-2¢)
elde edilir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada viskozite yaklasim yontemi kullanilarak yeni iterasyon yontemleri
tanimlanmistir. Bu iterasyon yontemle olusturulan dizinin denge probleminin ¢éziim
kiimesinin, relaxed (a,b) —cocoersive donilisimii ve genislemeyen bir doniisiim
siifinin sabit noktalar1 kiimesinin ve varyasyonel esitsizligin ¢6ziim kiimesinin ortak
bir elemanin1 bulmak, ayrica uygun kosullar altinda s6z konusu problemin ¢oziimiine
yaklasmak igin iki gii¢lii yakinsama teoremleri kanitlanmistir. Yakinsama teoremin
kosullar1 g6z Oniine alinarak sayisal bir O6rnek ile Teorem 3.1.1. teoreminin
uygulamasina yer verilmistir. Yeni tanimlanan iterasyon yontemini kullanarak, sabit

nokta teoreminin etkili ve ilging bir kavrami olan veri bagliligi sonucu elde edilmistir.

Literatiirde bulunan giiglii yakinsama teoremlerini genisleten ve gelistiren yeni giiclii
yakinsama teoremleri ispatlanarak literatiire katki saglanilmistir. Boylece alana olan
katki genisleyerek devam etmektedir. Gelecekteki olasi bir ¢alismada, veri baglilig
teoremindeki parametreler degistirilerek, modifiye edilerek veya yeniden

diizenlenerek alternatif veya daha uygun sonuglar bulunabilir.
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