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ÖZET 

Sabit nokta teorisi disiplinler arası bir teori olmasından dolayı ekonominin temel 

konularından biri olan denge problemleriyle ilişkilidir. Ekonomik denge problemlerini 

hesaplamak, analiz etmek ve elde edilen çözümleri formülleştirmek için sabit nokta 

teoresi kullanılmaktadır. Denge problemleri optimizasyon ve varyasyonel 

eşitsizliklerin genelleştirilmesi olarak literatüre girmiştir. Birçok yazar tarafından 

farklı yapılarda çalışılmıştır. Bunlar arasında viskozite yaklaşım yöntemi de 

bulunmaktadır. 

Bu tez çalışmasında viskozite yaklaşım yöntemi kullanılarak Hilbert uzayında 

relaxed (𝑎, 𝑏)-cocoersive dönüşüm ve genişlemeyen bir dönüşüm sınıfının sabit nokta 

kümesinin, bir denge probleminin çözüm kümesinin ayrıca varyasyonel eşitsizliğin 

çözüm kümesinin ortak bir elemanını bulmak amacıyla yeni iterasyon yöntemi 

tanıtılmıştır. Bu iterasyon yönteminin bazı koşullar altında yukarıdaki üç kümenin 

ortak bir elemanına güçlü bir şekilde yakınsadığı ispat edilmiştir. Yakınsama teorisini 

destekleyen uygulamaya da yer verilmiştir. Son olarak denge problemin çözümü için 

tanımlanan iterasyon yöntemi kullanılarak veri bağlılığı kavramı incelenmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Sabit Nokta, Denge Problemi, Veri Bağlılığı, Viskozite 

Yaklaşım Yöntemi, Varyasyonel Eşitsizlik. 

Nisan, 2025; 54 sayfa 
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ABSTRACT 

Since fixed point theory is an interdisciplinary theory, it is related to equilibrium 

problems, which is one of the main topics of economics. Fixed point theory is used to 

calculate, analyze and formulate solutions to economic equilibrium problems. 

Equilibrium problems have entered the literature as generalizations of optimization 

and variational inequalities. It has been studied by many authors in different structures. 

Among them is the viscosity approximation method. 

In this thesis, using the viscosity approximation method, a new iteration method is 

introduced to find a common element of the set of fixed point of a class of relaxed 
(𝑎, 𝑏)- cocoersive mapping and nonexpansive mapping in Hilbert space, the solution 

set of an equilibrium problem and the solution set of a variational inequality.It is 

proved that this iteration method converges strongly to a common element of the above 

three sets under some conditions. An application supporting the convergence theory is 

also given. Finally, the concept of data dependency is examined using the defined 

iteration method for solving the equilibrium problem. 

Keywords: Fixed Point, Equilibrium Problem, Data Dependence, Viscosity 
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1.GİRİŞ 

Sabit nokta teorisi birçok disiplinle bağlantılı önemli bir teoridir. Bu nedenle, birçok 

alanda geniş uygulama alanına sahiptir. Bu alanlara örnek olarak denge problemleri 

verilebilir. Sabit nokta teorisi denge probleminin çözümü ve çözüm için gerekli 

parametrelerin ve koşulların belirlenmesine etkin bir şekilde katkı sağlayan 

tekniklerden biridir. Denge problemi, ekonomi, optimizasyon ve finans gibi birçok 

uygulama alanı olan güncel ve etkileyici bir konudur. Tarihsel olarak, Muu ve Oettli 

[1] denge problemi fikrini ilk kez 1992 yılında ortaya atmışlardır. Blum ve Oettli [2] 

1994 yılında bu fikri genişleterek optimizasyon ve varyasyonel eşitsizlik 

problemlerinin bir genellemesi olarak sunmuşlardır. Birçok araştırmacı tarafından 

farklı yapılarda çalışılmıştır. Bunlar arasında Hilbert uzayında bir denge probleminin 

viskozite sabit nokta yaklaşımı yöntemi ile çözümü de bulunmaktadır. Bu bağlamda 

2007 yılında Takahashi ve diğerleri [3] bir denge probleminin çözüm kümesinin ortak 

bir elemanını ve genişlemeyen bir dönüşüm sınıfının sabit noktalarını bulmak için 

viskozite yaklaşım yöntemini kullanan bir iterasyon metodu tanıtmışlardır. Qin ve 

diğerleri [4], genişlemeyen ve relaxed cocoercive dönüşümlerinin sabit noktalar 

kümelerinin ve bir denge probleminin çözümler kümesinin ortak bir elemanını bulmak 

için bir viskozite iterasyon yöntemine güçlü yakınsamasını incelemişlerdir. Chang ve 

diğerleri [5], aynı yıl içinde benzer hedefler doğrultusunda farklı bir iterasyon üzerinde 

çalışmışlardır. Ceng ve Wong [6], 2009 yılında Takashashi ve diğerleri [3] ile aynı 

amaç için farklı iterasyon metodu ile çalışmışlardır. Chang ve diğerleri [7], Hilbert 

uzayında bir denge probleminin çözüm kümesini elde etmek için yeni bir viskozite 

iterasyon yöntemi tanıtmışlardır. Bu çalışmada genişlemeyen dönüşüm ve 𝛼 − ters 

güçlü monoton dönüşüm sınıflarını kullanmışlardır. Yao ve diğerleri [8] 2009 yılında 

karışık denge probleminin çözüm kümesini elde etmek için bir viskozite iterasyon 

yöntemi tanımlamıştır. Bazı yazarlar tarafından 2009 yılında yapılan çalışmalara atıfta 

bulunulmuştur [9,10]. 2010 yılında ise Qin ve diğerleri [11] genelleştirilmiş bir denge 

probleminin kümesinin, bir varyasyonel eşitsizlikler sisteminin çözüm kümesinin ve 

kesin - pseudo contraction sabit noktalar kümesinin ortak bir elemanını bulmak için 

bir iterasyon yöntem sunmuşlardır. Aynı yıl Katchang ve Kumam [12] bir denge 

probleminin çözüm kümesinin, 𝛽- ters-kuvvetli monoton dönüşüm ve varyasyonel 

eşitsizliğin çözüm kümesinin ortak bir elemanını bulmak için bir projeksiyon 

operatörü ile yeni bir iterasyon yöntemi tanıtmışlardır. 2012 yılında Piri [13], diğer 
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araştırmacılar gibi, yeni bir iterasyon yöntemi tanımlayarak bir denge problemi 

sisteminin çözüm kümesini araştırmıştır. Wen ve Chen [14], genelleştirilmiş denge 

problemlerinin çözüm kümesinin ortak elemanına ve 𝑘 − kesin pseudo- contraction 

dönüşümlerin ortak sabit noktalarının kümesine ulaşmak için bir iterasyon yöntemini 

modifiye ederek genelleştirmişlerdir. Cho ve Qin [15] 2014 yılında hibrit iterasyon 

yöntemi ile denge ve sabit nokta problemlerini incelemişlerdir. 2016 yılında, Yu ve 

diğerleri [16] Brouwer ve Kakutani sabit nokta teoremlerinin doğrudan Nash denge 

teoremi kullanılarak elde edilebileceğini göstermişlerdir. Aynı yıl Karahan [17], 

genelleştirilmiş karışık denge problemleri için zayıf ve güçlü yakınsama teoremleri 

elde etmiştir. Son iki yılda yapılan bazı çalışmalar ise sırasıyla aşağıdaki gibidir. Hieu 

ve diğerleri [18], Hilbert uzayında monoton ve Lipschitz tipi bir çift fonksiyon içeren 

bir denge probleminin çözümünü, viskozite -regülasyon iterasyon yöntemleri ile elde 

etmişlerdir. Ndlovu ve diğerleri [19], Hadamard manifoldunda denge problemlerinin 

ve sabit nokta problemlerinin çözümünü, viskozite ekstragradientini kullanarak ortak 

çözüme ulaşmışlardır. 

Bu tez çalışmasında Hilbert uzaylarında denge probleminin çözüm kümesinin, 

relaxed (𝑎, 𝑏)-cocoersive dönüşüm ve genişlemeyen dönüşüm sınıflarının sabit 

noktalar kümesinin ve varyasyonel eşitsizliğin çözüm kümesinin ortak bir elemanını 

bulmak amaçlanmıştır. Viskozite yaklaşım metodundan yararlanarak yeni iterasyon 

yöntemi tanımlanmıştır. Bu iterasyonun yöntemi kullanılarak veri bağlı sonucuna 

varılmıştır. Daha sonra üç kümenin ortak bir elemanına yaklaşmak için güçlü 

yakınsama teoremleri ortaya konularak ispatları yapılmıştır. Ayrıca güçlü yakınsama 

teoremini destekleyen uygulamaya yer verilmiştir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

Bu bölümde tez için gerekli olan temel tanımlar, lemmalar, teorem ve sonuçlardan 

bahsedilecektir. 

Tanım 2.1  𝑋 ≠ ∅ iken 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ 𝑋noktaları için 

(i) 𝑑(𝑝, 𝑞) = 0 ⇔ 𝑝 = 𝑞 

(ii) 𝑑(𝑝, 𝑞) = 𝑑(𝑞, 𝑝) 
(iii) 𝑑(𝑝, 𝑞) ≤ 𝑑(𝑝, 𝑟) + 𝑑(𝑟, 𝑞) 

(2.1) 

koşullarını sağlayan 𝑑: 𝑋 𝑥 𝑋 → [ 0,∞) fonksiyonuna 𝑋 üzerinde bir uzaklık 

fonksiyonu, ayrıca ( 𝑋, 𝑑)  ifadesine de metrik uzay adı verilir [20]. 

Tanım 2.2  𝑋 , bir vektör uzayı olsun .∥  ∥: 𝑋 ⟶ ℝ fonksiyonunun 𝑥 deki değerini ‖𝑥‖ 

ile gösterelim. Bu fonksiyon için, 

N1. ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 𝜃 

N2. Her 𝛼 ∈ ℝ  ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için ∥ 𝛼. 𝑥 ∥= |𝛼|. ‖𝑥‖ 

N3. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

(2.2) 

şartları sağlanıyorsa, ‖. ‖ fonksiyonuna 𝑋 üzerinde bir norm ve  (𝑋, ‖. ‖) ikilisine de 

normlu uzay denir [21]. 

Tanım 2.3  {𝑥𝑛}, (𝑋, ‖. ‖) normlu uzayında bir dizi olsun. Eğer  lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ = 0 

olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 mevcutsa bu halde {𝑥𝑛} dizisi 𝑥’e kuvvetli yakınsar (veya 

norma göre yakınsaktır) denir ve kısaca  𝑥𝑛 → 𝑥 ile gösterilir [22]. 

Tanım 2.4 𝑋 lineer uzayında tanımlı skaler değerli fonksiyona fonksiyonel denir. 

Eğer 𝑓 fonksiyoneli aynı zamanda lineer ise 𝑓 ye lineer fonksiyonel denir [23]. 

Tanım 2.5 𝑋 normlu uzayı üzerinde tanımlı bütün lineer ve sürekli fonksiyonellerden 

oluşan uzaya 𝑋 vektör uzayının dual uzayı denir ve 𝑋∗ile gösterilir [23]. 

Tanım 2.6  {𝑥𝑛}, (𝑋, ‖. ‖) normlu uzayında bir dizi ve 𝑋∗, 𝑋′in dual uzayı olsun. Eğer 

𝑓 ∈ 𝑋∗ için lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥0) olacak şekilde bir 𝑥0 ∈ 𝑋 elemanı varsa {𝑥𝑛} dizisi 

𝑥0’a zayıf yakınsıyor denir ve 𝑥𝑛 ⇀ 𝑥0 ile gösterilir [23]. 
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Tanım 2.7  {𝑥𝑛}, (𝑋, ‖. ‖) normlu uzayında bir dizi olsun. Her 𝜀 > 0 ve 𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0 

için ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ < 𝜀 olacak şekilde 𝜀’ a bağlı bir 𝑛0 ∈ ℕ sayısı varsa, {𝑥𝑛} dizisine 

Cauchy dizisi denir [20]. 

Tanım 2.8  (𝑋, ‖. ‖)bir normlu uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisi yakınsak 

ise 𝑋’e tam normlu uzay veya Banach uzayı denir [20]. 

Tanım 2.9  {𝑥𝑛}, (𝑋, ‖. ‖) normlu uzayında bir dizi olsun. Her 𝑛 için ‖𝑥𝑛‖ ≤ 𝐾 olacak 

şekilde bir 𝐾 ≥ 0 sayısı varsa, {𝑥𝑛} dizisine sınırlı dizi denir [20]. 

Tanım 2.10  𝑋 ve 𝑌 aynı cisim üzerindeki vektör uzayları ve 𝑇:𝐷𝑇 ⊂ 𝑋 → 𝑌 bir 

operatör olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷𝑇 ve her 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹 için  

𝑇(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = 𝛼𝑇(𝑥) + 𝛽𝑇(𝑦) (2.3) 

şartını sağlayan bir 𝑇 operatörüne lineer operatör denir [24]. 

Tanım 2.11  𝑋 reel bir vektör uzayı ve 〈. , . 〉 ∶ 𝑋 𝑥 𝑋 → ℝ bir fonksiyon olmak üzere 

her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 ve her 𝛼 ∈ ℝ için  

(i) 〈𝑥, 𝑥〉 = 0 ⇔ 𝑥 = 0  

(ii) 〈𝑥, 𝑦〉 ≥ 0 

(iii) 〈𝑥, 𝑦〉 = 〈𝑦, 𝑥〉 

(iv) 〈𝛼𝑥, 𝑦〉 = 𝛼〈𝑥, 𝑦〉 

(v) 〈𝑥, 𝑦 + 𝑧〉 = 〈𝑥, 𝑦〉 + 〈𝑥, 𝑧〉 

(2.4) 

şartlarını sağlayan 〈. , . 〉 ye 𝑋 de iç çarpım ve (𝑋, 〈. , . 〉) ikilisine ise iç çarpım uzayı adı 

verilir [22]. 

Tanım 2.12  (𝑋, 〈. , . 〉) iç çarpım uzayı bir Banach uzay ise, bu uzaya Hilbert uzayı 

denir [22]. 

Tanım 2.13 (𝑋, ‖ . ‖) ve (𝑋′, ‖ . ‖′) normlu iki uzay, 𝑓: 𝑋 → 𝑋′ bir dönüşüm ve 𝑥0 ∈

𝑋 olsun. 𝑓 dönüşümüne 𝑥0 noktasında süreklidir denir eğer, ∀𝜀 > 0 için ‖𝑥 − 𝑥0‖ <

𝛿 iken ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)‖
′ < 𝜀 olacak şekilde 𝛿 > 0 sayısı varsa, 𝑓 dönüşümü 𝑋 in her 

noktasında sürekli ise 𝑓 dönüşümüne 𝑋 uzayında süreklidir denir [25]. 
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Tanım 2.14 Bir 𝑥0 noktasında reel 𝑓 fonksiyonunun süreklilik koşulu reel doğru 

üzerinde ikiye ayrılabilir. 

i. |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ise 𝑓(𝑥0) − 𝜀 < 𝑓(𝑥) 

ii. |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 ise 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0) + 𝜀 
(2.5) 

Böylece (i) ye göre 𝑓, 𝑥0 da alttan yarı süreklidir⟺ ∀𝜀 > 0 için |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 iken 

𝑓(𝑥0) − 𝜀 < 𝑓(𝑥) olacak biçimde bir 𝛿 > 0 vardır. 

Benzer şekilde (ii) ye göre 𝑓, 𝑥0 da üstten yarı süreklidir ⟺ ∀𝜀 > 0 için |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 

iken 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0) + 𝜀  olacak biçimde bir 𝛿 > 0 vardır [26]. 

Tanım 2.15  𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 herhangi bir dönüşüm olsun. Eğer 

𝑇𝑥 = 𝑥 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa, bu 𝑥 noktasına 𝑇’nin sabit noktası denir ve 

𝑇’nin tüm sabit noktalarının kümesi 𝐹𝑇 ve 𝐹(𝑇) ile gösterilir [27]. 

Tanım 2.16  𝐿 bir reel vektör uzay ve 𝐴 ⊆ 𝐿 olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için 

𝐵 = {𝑧 ∈ 𝐿: 𝑧 = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1} ⊆ 𝐴 (2.6) 

ise 𝐴 kümesine konvekstir denir [28]. 

Teorem 2.17  𝑋 bir Banach uzayı ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 contraction bir dönüşüm olsun. Bu 

durumda 𝑇, 𝑋 de bir tek sabit noktaya sahiptir. Bu teorem Banach contraction prensibi 

olarak adlandırılır [29]. 

Tanım 2.18 Aşağıda literatürde bulunan birkaç dönüşüm sınıfının tanımları 

verilmiştir. ℍ, iç çarpımı 〈 . , . 〉 ve normu ‖ . ‖ olan reel bir Hilbert uzayı, 𝐶,ℍ’nin boş 

olmayan kapalı bir konveks alt kümesi ve 𝐴: 𝐶 ⊆ ℍ → ℍ bir dönüşüm olsun. 

1. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için 

‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖ ≤ 𝜇‖𝑥 − 𝑦‖ (2.7) 

olacak şekilde bir 𝜇 > 0 sabiti varsa 𝜇 − Lipschitzian dönüşüm denir. 

2. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için  
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‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖ ≤ 𝜇‖𝑥 − 𝑦‖ (2.8) 

olacak şekilde bir 𝜇 ∈ [0,1) sabiti varsa, contraction (daraltan) dönüşüm denir. 

3. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için  

‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ (2.9) 

nonexpansive (genişlemeyen) dönüşüm denir. 

4. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için  

〈𝐴𝑥 − 𝐴𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 ≥ 0,      (2.10) 

ise monoton olarak adlandırılır. 

5. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için  

〈𝐴𝑥 − 𝐴𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 ≥ 𝛼‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖2 (2.11) 

olacak şekilde pozitif bir reel 𝛼 sayısı varsa 𝛼–ters–kuvvetli monoton olarak 

adlandırılır. 

6. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için  

〈𝐴𝑥 − 𝐴𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 ≥ −𝛼‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖2 (2.12) 

olacak şekilde bir 𝛼 > 0 sabiti varsa, relaxed 𝛼 −cocoersive dönüşüm denir. 

7. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için  

〈𝐴𝑥 − 𝐴𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 ≥ −𝑎‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖2 + 𝑏‖𝑥 − 𝑦‖2 (2.13) 

olacak şekilde iki 𝑎, 𝑏 > 0 sabiti varsa, relaxed (𝑎, 𝑏)-cocoersive dönüşüm denir. 

8. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için  

‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖2 ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖2 + 𝑘‖(𝐼 − 𝐴)𝑥 − (𝐼 − 𝐴)𝑦‖2 (2.14) 

olacak şekilde 𝑘 ∈ [0,1) sabiti varsa, 𝑘 − kesin pseudo-contraction denir. 
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Tanım 2.19 Literatürde, denge problemi ile ilgili birçok tanım bulunmaktadır. Aşağıda 

bunlardan birkaçının tanımları verilmiştir. ℍ, iç çarpımı 〈 . , . 〉 ve normu ‖ . ‖ olan bir 

reel Hilbert uzayı, 𝐶,ℍ’nin boş olmayan kapalı konveks alt kümesi, 𝐴: 𝐶 → ℍ 

doğrusal olmayan bir dönüşüm, 𝜑: 𝐶 → ℝ bir fonksiyon ve 𝐹: 𝐶 𝑥 𝐶 → ℝ bir çift 

fonksiyon olsun, burada ℝ reel sayılar kümesidir. 

1.  Peng ve Yao [30] tarafından aşağıdaki genelleştirilmiş karışık denge 

problemini tanıtılmıştır. 

𝐹(𝑥, 𝑦) + 𝜑(𝑦) − 𝜑(𝑥) + 〈𝐴𝑥, 𝑦 − 𝑥〉 ≥ 0       ∀𝑦 ∈ 𝐶 (2.15) 

olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝐶’nin bulunması problemidir. (2.15)’nun çözüm kümesi 

𝐺𝑀𝐸𝑃(𝐹, 𝜑, 𝐴) ile gösterilir. 

2. Eğer 𝐴 = 0 ise, genelleştirilmiş karışık denge problemi (2.15) aşağıdaki karışık 

denge problemine indirgenir. 

𝐹(𝑥, 𝑦) + 𝜑(𝑦) − 𝜑(𝑥)   ≥ 0    ∀𝑦 ∈ 𝐶 (2.16) 

olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝐶’nin bulunması problemidir. Ceng ve Yao [31] tarafından ele 

alınmıştır. Bu problemin çözüm kümesi 𝑀𝐸𝑃(𝐹, 𝜑) ile gösterilir.  

3. Eğer 𝜑 = 0 ise, genelleştirilmiş karışık denge problemi (2.15) aşağıdaki 

genelleştirilmiş denge problemine indirgenir. 

𝐹(𝑥, 𝑦) + 〈𝐴𝑥, 𝑦 − 𝑥〉 ≥ 0       ∀𝑦 ∈ 𝐶 (2.17) 

olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝐶’nin bulunması problemidir. Takashashi ve Takahashi [32] 

tarafından tanıtılmış ve çalışılmıştır. Problem (2.17)’in çözüm kümesi 𝐺𝐸𝑃(𝐹, 𝐴) ile 

gösterilir.  

4. Eğer 𝐴 = 0 ise, (2.17) problemi normal denge problemine indirgenir. 

𝐹(𝑥, 𝑦) ≥ 0       ∀𝑦 ∈ 𝐶 (2.18) 

olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝐶’nin bulunması problemidir. (2.18) probleminin çözüm kümesi 

𝐸𝑃(𝐹) ile gösterilir [2]. 
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Genelleştirilmiş denge problemi (2.17), özel durum olarak optimizasyon 

problemlerini, minimum-maksimum problemlerini, işbirlikçi olmayan oyunlardaki 

Nash denge problemini ve diğerlerini ayrıca, varyasyonel eşitsizlikleri içermesi 

açısından çok geneldir. 

Tanım 2.20 Literatürde, varyasyonel eşitsizlik ile ilgili birçok tanım bulunmaktadır. 

Aşağıda bunlardan birkaçının tanımları verilmiştir.   ℍ, iç çarpımı 〈 . , . 〉 ve normu ‖ . ‖ 

olan bir reel Hilbert uzayı, 𝐶,ℍ’nin boş olmayan kapalı konveks alt kümesi ve 

𝑇, 𝑔:ℍ → ℍ doğrusal olmayan operatörler olsun. 

1. Noor [33] tarafından 1988 yılında tanıtılan ve incelenen genel varyasyonel 

eşitsizlik tanımı aşağıdaki gibidir. 

〈𝑇𝑥, 𝑔(𝑦) − 𝑔(𝑥)〉 ≥ 0       ∀𝑔(𝑦) ∈ 𝐶 (2.19) 

olacak şekilde 𝑥 ∈ ℍ ve 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶 bulma problemidir. 

2. Özdeşlik operatörü olan 𝑔 ≡ 𝐼 için, genel varyasyonel eşitsizlik (2.19) 

aşağıdaki standart varyasyonel eşitsizliğe indirgenir. 

〈𝑇𝑥, 𝑦 − 𝑥〉 ≥ 0       ∀𝑦 ∈ 𝐶 (2.20) 

olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝐶 bulunmasıdır. Bu eşitsizlik, ilk olarak 1964 yılında Stampacchia 

[34] tarafından tanıtılmış ve çalışılmıştır. 

3. 𝐶(𝑥),ℍ’de kapalı bir konveks değerli küme olsun. C kümesi çözüme açık veya 

örtük olarak bağlıysa varyasyonel eşitsizlik (2.20) yarı varyasyonel eşitsizlik olarak 

adlandırılır. 

〈𝑇𝑥, 𝑦 − 𝑥〉 ≥ 0       ∀𝑦 ∈ 𝐶(𝑥) (2.21) 

olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝐶(𝑥) bulma problemidir [35]. 

4. Genelleştirilmiş denge problemi (2.17)’de eğer 𝐹 = 0 ise (2.17) problemi 

klasik varyasyonel eşitsizlik problemine indirgenir. Klasik varyasyonel eşitsizlik,  

〈𝐴𝑥, 𝑦 − 𝑥〉 ≥ 0       ∀𝑦 ∈ 𝐶 (2.22) 
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olacak şekilde 𝑥 ∈ 𝐶  bulmaktır. Klasik varyasyonel eşitsizlik (2.22)’nin çözüm 

kümesi 𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) ile gösterilir [36]. 

Tanım 2.21  ℍ bir reel Hilbert uzayı olsun, herhangi bir 𝜆 ∈ [0,1] için  

‖𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦‖2 = 𝜆‖𝑥‖2 + (1 − 𝜆)‖𝑦‖2 − 𝜆(1 − 𝜆)‖𝑥 − 𝑦‖2 (2.23) 

olduğu bilinmektedir. 

𝐶,ℍ’nin boş olmayan kapalı bir konveks alt kümesi olsun. Her  𝑥 ∈ ℍ için 𝐶’de 𝑃𝑪𝑥 

ile gösterilen benzersiz bir en yakın nokta vardır, öyle ki  

‖𝑥 − 𝑃𝑪𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖,      ∀𝑥 ∈ 𝐶. (2.24) 

𝑃,ℍ’nin 𝐶 üzerine metrik izdüşümü olarak adlandırılır. 𝑃𝐶 genişlemeyem bir dönüşüm 

olduğu ve aşağıdaki koşulları sağladığı bilinmektedir: 

‖𝑃𝑪𝑥 − 𝑃𝑪𝑦‖
𝟐 ≤ 〈𝑃𝑪𝑥 − 𝑃𝑪𝑦, 𝑥 − 𝑦〉, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 (2.25) 

Ayrıca, 𝑃𝐶𝑥 aşağıdaki özellik ile karakterize edilir: 

𝑃𝐶𝑥 ∈ 𝐶  ve 〈𝑥 − 𝑃𝐶𝑥 , 𝑃𝐶𝑥 − y〉 ≥ 0,       ∀𝑦 ∈ 𝐶 (2.26) 

Varyasyonel eşitsizlik problemi bağlamında, bu 

𝑢 ∈ 𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) ⇔ 𝑢 = 𝑃𝐶(𝑢 − 𝜆𝐴𝑢),   ∀𝜆 > 0 (2.27) 

anlamına gelmektedir. 

Tanım 2.22 Bir Banach uzayı 𝑋’in, 𝑋’te bir 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına zayıf bir şekilde 

yakınsayan her {𝑥𝑛} dizisi için  

lim
𝑛→∞

inf‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < lim
𝑛→∞

inf‖𝑥𝑛 − 𝑦‖,            ∀𝑦 ∈ 𝑋, 𝑦 ≠ 𝑥 (2.28) 

olması durumunda Opial koşulu sağladığı söylenir [37]. 

Tanım 2.23 Her 𝑥, 𝑦 ∈ ℍ, 𝑓 ∈ 𝑇𝑥 ve 𝑔 ∈ 𝑇𝑦 için 〈𝑓 − 𝑔, 𝑥 − 𝑦〉 ≥ 0 anlamına 

geliyorsa, küme değerli bir 𝑇:ℍ → 2ℍ dönüşümün monoton olduğu söylenir. Bir 
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mononton dönüşüm 𝑇:ℍ → ℍ, eğer 𝑇’nin 𝐺(𝑇) grafiği başka bir monoton dönüşümün 

grafiğinde düzgün bir şekilde yer almıyorsa, maksimal olarak adlandırılır. Bir 

monoton dönüşümün maksimal olduğu, ancak ve ancak 𝑥, 𝑓 ∈ ℍ 𝑥 ℍ, 〈𝑓 − 𝑔, 𝑥 −

𝑦〉 ≥ 0, ∀(𝑦, 𝑔) ∈ 𝐺(𝑇) için 𝑓 ∈ 𝑇𝑥 anlamına geliyorsa bilinmektedir. 𝐴: 𝐶 → ℍ ters-

güçlü monoton bir dönüşüm ve 𝑁𝐶𝑣  𝑣 ∈ 𝐶’den 𝐶’ye normal koni olsun, yani  

𝑁𝐶𝑣 = {𝑤 ∈ ℍ: 〈𝑣 − 𝑢,𝑤〉 ≥ 0, ∀𝑢 ∈ 𝐶}, (2.29) 

ve 

𝑇𝑣 = {
𝐴𝑣 + 𝑁𝐶𝑣,      𝑣 ∈ 𝐶
                ∅,      𝑣 ∉ 𝐶.

  (2.30) 

olarak tanımlanır. 0 ∈ 𝑇𝑣 ancak ve ancak 𝑣 ∈ 𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) ise 𝑇 maksimal monotondur 

[38-39]. 

Tanım 2.24 Çift fonksiyonlu 𝐹: 𝐶 𝑥 𝐶 → ℝ denge problemini çözmek için 𝐹’nin 

aşağıdaki koşulları sağladığını varsayalım: 

(A1) Her 𝑥 ∈ 𝐶 için 𝐹(𝑥, 𝑥) = 0 

(A2) 𝐹 monotondur, yani her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için 𝐹(𝑥, 𝑦) + 𝐹(𝑦, 𝑥) ≤ 0 

(A3) Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐶 için lim sup
𝑡→0

𝐹(𝑡𝑧 + (1 − 𝑡)𝑥, 𝑦) ≤ 𝐹(𝑥, 𝑦) 

(A4) Her 𝑥 ∈ 𝐶, 𝑦 ↦ 𝐹(𝑥, 𝑦) konveks ve alt yarı süreklidir. 

Lemma 2.25  𝐶,ℍ′ nin boş olmayan kapalı bir konveks alt kümesi ve 𝐹, (A1)-(A4)’ü 

sağlayan 𝐶 𝑥 𝐶’nin ℝ’ ye bir çift fonksiyonu olsun. 𝑟 > 0 ve 𝑥 ∈ ℍ olsun. O halde her 

𝑦 ∈ 𝐶 için 

𝐹(𝑧, 𝑦) +
1

𝑟
〈𝑦 − 𝑧, 𝑧 − 𝑥〉 ≥ 0 (2.31) 

olacak şekilde 𝑧 ∈ 𝐶 vardır [2]. 

Lemma 2.26  𝐹: 𝐶 𝑥 𝐶 → ℝ’nin (A1)-(A4)’ ü sağladığını varsayalım. 𝑟 > 0 ve 𝑥 ∈ ℍ 

için aşağıdaki gibi bir 𝑇𝑟: ℍ → 𝐶 dönüşümünü tanımlayın: Her 𝑧 ∈ ℍ için 
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𝑇𝑟(𝑥) = {𝑧 ∈ 𝐶: 𝐹(𝑧, 𝑦) +
1

𝑟
〈𝑦 − 𝑧, 𝑧 − 𝑥〉 ≥ 0, ∀𝑦 ∈ 𝐶} (2.32) 

O halde, aşağıdakiler geçerlidir: 

1. 𝑇𝑟 tek değildir; 

2. 𝑇𝑟 kesinlikle genişlemez, yani herhangi bir 𝑥, 𝑦 ∈ ℍ için 

‖𝑇𝑟𝑥 − 𝑇𝑟𝑦‖
2 ≤ 〈𝑇𝑟𝑥 − 𝑇𝑟𝑦, 𝑥 − 𝑦〉; (2.33) 

Bu, ‖𝑇𝑟𝑥 − 𝑇𝑟𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖, ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℍ, yani 𝑇𝑟’nin genişlemeyen bir dönüşüm 

olduğu anlamına gelir. 

3. 𝐹(𝑇𝑟) = 𝐸𝑃(𝐹) 

4. 𝐸𝑃(𝐹) kapalı ve konveks bir yapıdadır [40]. 

Lemma 2.27 𝑋 bir Banach uzayı, {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛} dizileri 𝑋’te iki sınırlı dizi ve 

{𝛽𝑛} [0,1]’de 0 < lim
𝑛→∞

inf  𝛽𝑛 ≤ lim
𝑛→∞

sup  𝛽𝑛 < 1 koşulunu sağlayan bir dizi olsun. 

Kabul edelim ki 𝑥𝑛+1 = 𝛽𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝛽𝑛)𝑦𝑛, ∀𝑛 ≥ 1 ve lim
𝑛→∞

sup{‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ −

‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖} ≤ 0 ise bu durumda lim
𝑛→∞

‖𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 olur [41]. 

Lemma 2.28  {𝜎𝑛}𝒏=𝟎
∞  negatif olmayan bir dizi, her 𝑛 ∈ ℕ için 𝜇𝑛 ∈ (0,1), ∑ 𝜇𝑛 =

∞
𝑛=1

∞ ve 𝜂𝑛 ≥ 0 olsun. Her 𝑛 ≥ 𝑛0 için 𝜎𝑛+1 ≤ (1 − 𝜇𝑛)𝜎𝑛 + 𝜇𝑛𝜂𝑛 eşitsizliğinin 

sağlayacağı şekilde bir 𝑛0 sayısı mevcut olsun. Bu durumda 0 ≤ lim
𝑛→∞

sup𝜎𝑛 ≤

lim
𝑛→∞

sup 𝜂𝑛 eşitsizliği sağlanır [41]. 

Lemma 2.29  {𝑎𝒏} ve {𝑏𝒏} aşağıdaki koşulları sağlayan negatif olmayan iki reel dizi 

olsun. 𝑛0 negatif olmayan bir tamsayısı {𝛾𝒏} ∈  (0,1) dizisi ve {𝑏𝒏} ∈  ℝ için 𝑎𝑛+1 ≤

(1 − 𝛾𝑛)𝑎𝑛 + 𝑏𝑛, ∀𝑛 ≥ 𝑛0, olacak biçimde 

𝑖.∑ 𝛾𝑛
∞

𝑛=1
= ∞; 

ii. lim
𝑛→∞

𝑏𝑛

𝛾𝑛
≤ 0 ya da ∑ |𝑏𝑛|

∞
𝑛=1 < ∞. 

(2.34) 

koşulları sağlanıyorsa bu durumda lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0 olur [42]. 
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Tanım 2.30  {𝑇𝑛}𝑛=1
∞   𝐶’nin kendi içinde genişlemeyen bir dönüşüm ve {𝑡𝑛}𝑛=1

∞ [0,1] 

içinde negatif olmayan sayıların dizisi olsun. Her 𝑛 ≥ 1 için, 𝐶’nin kendisine 𝑊𝑛 

dönüşümünün aşağıdaki gibi tanımlansın: 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝑈𝑛,𝑛+1 = 𝐼,                                                    

𝑈𝑛,𝑛 = 𝑡𝑛𝑇𝑛𝑈𝑛,𝑛+1 + (1 − 𝑡𝑛)𝐼,             

𝑈𝑛,𝑛−1 = 𝑡𝑛−1𝑇𝑛−1𝑈𝑛,𝑛 + (1 − 𝑡𝑛−1)𝐼,
..
.

𝑈𝑛,𝑘 = 𝑡𝑘𝑇𝑘𝑈𝑛,𝑘+1 + (1 − 𝑡𝑘)𝐼,            

𝑈𝑛,𝑘−1 = 𝑡𝑘−1𝑇𝑘−1𝑈𝑛,𝑘 + (1 − 𝑡𝑘−1)𝐼,
.
..

𝑈𝑛,2 = 𝑡2𝑇2𝑈𝑛,3 + (1 − 𝑡2)𝐼,                  

𝑊𝑛 = 𝑈𝑛,1 = 𝑡1𝑇1𝑈𝑛,2 + (1 − 𝑡1)𝐼,      

 (2.35) 

Böyle bir 𝑊𝑛  𝐶’den 𝐶’ye genişlemeyen bir dönüşümdür ve 𝑇𝑛, 𝑇𝑛−1, … , 𝑇1 

ve 𝑡𝑛, 𝑡𝑛−1, … , 𝑡1 tarafından oluşturulan 𝑊- dönüşüm olarak adlandırılır [43]. 

Lemma 2.31  𝐶, bir reel ℍ Hilbert uzayının boş olmayan kapalı bir konveks alt 

kümesi, {𝑆𝑖: 𝐶 → 𝐶}, ⋂ 𝐹(𝑆𝑖
∞
𝑖=1 ) ≠ ∅ ile sonsuz genişlemeyen dönüşümler ailesi, 

{𝜇𝑖}, 0 < 𝜇𝑖 ≤ 𝑏 < 1, ∀𝑖 ≥ 1 olacak şekilde reel bir dizi olsun. Sonra: 

(1) Her 𝑛 ≥ 1 için 𝑊𝑛 genişlemeyendir ve 𝐹(𝑊𝑛) = ⋂ 𝐹(𝑆𝑖
𝑛
𝑖=1 ). 

(2)  Her 𝑥 ∈ 𝐶 ve her pozitif tamsayı için limit lim
𝑛→∞

𝑈𝑛,𝑘𝑥 vardır. 

(3)   

 

ile tanımlanan 𝑊:𝐶 → 𝐶 dönüşümü 𝐹(𝑊) = ⋂ 𝐹(𝑆𝑖
∞
𝑖=1 )’yi sağlayan genişlemeyen 

bir dönüşümdür ve 𝑆1, 𝑆2, … ve 𝜇1, 𝜇2, …  tarafından türetilen 𝑊 − dönüşümü olarak 

adlandırılır [43]. 

Lemma 2.32 𝐶, bir reel ℍ Hilbert uzayının boş olmayan kapalı bir konveks alt kümesi, 

{𝑆𝑖: 𝐶 → 𝐶}⋂ 𝐹(𝑆𝑖
∞
𝑖=1 ) ≠ ∅ ile sonsuz genişlemeyen dönüşümler ailesi, {𝜇𝑖}, 0 <

𝜇𝑖 ≤ 𝑏 < 1, ∀𝑖 ≥ 1 olacak şekilde reel dizi olsun. Eğer 𝐾, 𝐶’nin herhangi bir sınırlı alt 

kümesi ise,  

𝑊𝑥 ≔ lim
𝑛→∞

𝑊𝑛 𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑈𝑛,1 𝑥, 𝑥 ∈ 𝐶 (2.36) 
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lim
𝑛→∞

sup
𝑥∈𝐾

‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛𝑥‖ = 0. (2.37) 

anlamına gelir [44]. 

Literatürde bulunan bazı sabit nokta iterasyon yöntemleri hakkında kısaca bilgi 

verilecektir. 

Tanım 2.33 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun 𝑥0 ∈ 𝑋 olmak 

üzere .𝑛 ∈ ℕ için 

{𝑥𝑛 = 𝑓(𝑇, 𝑥𝑛) = 𝑇𝑥𝑛 (2.38) 

şeklinde elde edilen iterasyon yöntemine Picard iterasyon yöntemi denir [27]. 

Tanım 2.34  𝑋 keyfi bir Banach uzayı, 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm, 𝑥0 ∈ 𝑋 keyfi bir nokta, 

her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛 ∈ [0,1] belirli şartları sağlayan bir reel sayı dizisi olmak üzere 

{𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑇, 𝑥𝑛) = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑥𝑛 (2.39) 

şeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine Mann iterasyon yöntemi denir [45]. 

Tanım 2.35 𝑋 keyfi bir Banach uzayı, 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm, 𝑥0 ∈ 𝑋 keyfi bir nokta, 

her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛 ∈ [0,1] belirli şartları sağlayan bir reel sayı dizisi olmak üzere 

{
𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑇, 𝑥𝑛) = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
     𝑦𝑛  = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑥𝑛                       

 (2.40) 

şeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine Ishikawa iterasyon yöntemi denir [46]. 

Tanım 2.36 𝑋 keyfi bir Banach uzayı, 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm, 𝑥0 ∈ 𝑋 keyfi bir nokta, 

her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛 ∈ [0,1] belirli şartları sağlayan bir reel sayı dizisi olmak 

üzere 

{

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑇𝑦𝑛
    𝑦𝑛 = (1 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛽𝑛𝑇𝑧𝑛
    𝑧𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑥𝑛

 (2.41) 

şeklinde ifade edilen iterasyon yöntemine Noor iterasyon yöntemi denir [47]. 
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Şimdide literatürde bulunan viskozite yaklaşım yöntemiyle elde edilen iterasyon 

yöntemleri hakkında bilgi verilecektir. 

Tanım 2.37 Takahashi ve Takahashi [3] denge probleminin çözüm kümesi ile Hilbert 

uzayında genişlemeyen bir dönüşümün sabit noktalar kümesinin ortak elemanını 

bulmak için viskozite yaklaşımı yöntemiyle aşağıdaki iterasyon yöntemini 

tanıtmışlardır: 

{
𝐹(𝑢𝑛, 𝑦) +

1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,    ∀𝑦 ∈ 𝐶

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑓(𝑥𝑛) + (1 − 𝛼𝑛)𝑆𝑢𝑛,      ∀𝑛 ≥ 1

 (2.42) 

Tanım 2.38 Qin ve diğerleri [4] genişlemeyen bir dönüşümün sabit noktalar 

kümesinin, relaxed cocoersive dönüşüm için varyasyonel eşitsizliğin çözüm 

kümesinin ve bir denge probleminin çözüm kümesinin ortak bir elemanını bulmak için 

aşağıdaki iterasyon yöntemini tanıtmışlardır: 

{
𝐹(𝑦𝑛, 𝜂) +

1

𝑟𝑛
〈𝜂 − 𝑦𝑛, 𝑦𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,    ∀𝜂 ∈ 𝐶     

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝛾𝑓(𝑥𝑛) + (1 − 𝛼𝑛𝐴)𝑆𝑃𝐶(1 − 𝑠𝑛𝐵)𝑦𝑛,

 (2.43) 

Tanım 2.39 Chang ve diğerleri [5] viskozite yaklaşım yöntemi kullanılarak bir denge 

probleminin çözümler kümesi ile Hilbert uzayında genişlemeyen bir dönüşümün sabit 

noktalar kümesinin ortak elemanını bulmak için aşağıdaki iterasyon yöntemini 

tanıtmışlardır: 

{
 

 𝐹(𝑢𝑛, 𝑦) +
1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,    ∀𝑦 ∈ 𝐶

𝑥𝑛+1 = 𝛽𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝛽𝑛)𝑧𝑛,                                 

𝑧𝑛 = 𝛼𝑛𝑓(𝑢𝑛) + (1 − 𝛼𝑛)𝑇𝑢𝑛, ∀𝑛 ≥ 1    

 (2.44) 

Tanım 2.40 Ceng ve Wong [6] denge probleminin çözüm kümesi ile Hilbert uzayında 

genişlemeyen dönüşümün sabit noktalar kümesinin ortak elemanını bulmak için 

viskozite yaklaşımı yöntemiyle aşağıdaki iterasyon yöntemini tanıtmışlardır: 

{
𝐹(𝑢𝑛, 𝑦) +

1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,    ∀𝑦 ∈ 𝐶,

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑓(𝑥𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇𝑙𝑛𝑢𝑛,      ∀𝑛 ≥ 0,
 (2.45) 
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Tanım 2.41 Cang ve diğerleri [7] bir denge probleminin çözüm kümesinin ortak bir 

elemanını, sonsuz genişlemeyen dönüşüm ailesi için ortak sabit nokta kümesini ve bir 

Hilbert uzayında 𝛼 − ters-kuvvetli monoton dönüşüm için varyasyonel eşitsizliğin 

çözüm kümesini bulmak için aşağıdaki iterasyon yöntemini tanıtmışlardır: 

{
 
 

 
 𝐹(𝑢𝑛, 𝑦) +

1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,    ∀𝑦 ∈ 𝐶,

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑓(𝑥𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑊𝑛𝑘𝑛,      ∀𝑛 ≥ 1,

  
𝑘𝑛 = 𝑃𝐶(𝑦𝑛 − 𝜆𝑛𝐴𝑦𝑛),                                        

𝑦𝑛 = 𝑃𝐶(𝑢𝑛 − 𝜆𝑛𝐴𝑢𝑛),                                       

 (2.46) 

Tanım 2.42 Yao ve diğerleri [8] karışık bir denge probleminin, sonsuz bir 

genişlemeyen dönüşüm ailesinin sabit noktalar kümesinin ve bazı varyasyonel 

eşitsizliklerin çözüm kümesinin ortak bir elemanını bulmak için aşağıdaki iterasyon 

yöntemini tanıtmışlardır: ∀𝑥 ∈ 𝐶 ve ∀𝑛 ≥ 0 için 

{
Θ(𝑦𝑛, 𝑥) + 𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑦𝑛) +

1

𝑟
〈𝐾′(𝑦𝑛) − 𝐾

′(𝑥𝑛), 𝜂(𝑥, 𝑦𝑛)〉 ≥ 0,     

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝛾𝑓(𝑥𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + [(1 − 𝛽𝑛)𝐼 − 𝛼𝑛𝐴]𝑊𝑛𝑃𝐶(𝐼 − 𝛾𝑛𝐵)𝑦𝑛,
 (2.47) 

Tanım 2.43 Su ve diğerleri [48] genişlemeyen bir dönüşümün sabit noktalar 

kümesinin ortak elemanını, reel Hilbert uzayında bir denge probleminin çözümler 

kümesini ve 𝛼 − ters-kuvvetli monoton dönüşüm için bir varyasyonel eşitsizliğin 

çözümler kümesini bulmak için aşağıdaki iterasyon yöntemini tanıtmışlardır: 

{
𝐹(𝑢𝑛, 𝑦) +

1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,    ∀𝑦 ∈ 𝐶                 

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑓(𝑥𝑛) + (1 − 𝛼𝑛)𝑆𝑃𝐶(𝑢𝑛−𝜆𝑛𝐴𝑢𝑛),      ∀𝑛 ≥ 1

 (2.48) 

Tanım 2.44 Ceng ve Yao [49] tarafından viskozite yaklaşım yöntemi kullanılarak bir 

denge probleminin çözümler kümesinin ve Hilbert uzayında sonsuz sayıda 

genişlemeyen dönüşümün ortak sabit noktaları kümesinin ortak bir elemanını bulmak 

için aşağıdaki iterasyon yöntemini tanıtmışlardır: 

{
 

 𝐹(𝑢𝑛, 𝑥) +
1

𝑟𝑛
〈𝑥 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,    ∀𝑥 ∈ 𝐶

𝑦𝑛 = (1 − 𝛾𝑛)𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑊𝑛𝑢𝑛,                             

𝑥𝑛+1 = (1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)𝑥𝑛 + 𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛽𝑛𝑊𝑛𝑦𝑛.

 (2.49) 
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Tanım 2.45 Katchang ve Kuman [12] bir denge probleminin çözüm kümesinin, 

𝛽 −ters-kuvvetli monoton dönüşümler için varyasyonel eşitsizliğin çözüm kümesinin 

ve bir Hilbert uzayında genişlemeyen dönüşümlerin sabit noktalarının kümesinin ortak 

bir elemanını bulmak için aşağıdaki iterasyon yöntemini tanıtmışlardır: 

{
𝐹(𝑢𝑛, 𝑥) +

1

𝑟𝑛
〈𝑥 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,    ∀𝑥 ∈ 𝐶,                                          

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑓(𝑥𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑇(𝛿𝑛𝑣 + (1 − 𝛿𝑛)𝑃𝐶(𝑢𝑛 − 𝜆𝑛𝐴𝑢𝑛)).     

 (2.50) 

Tanım 2.46 When ve Chen [14] genelleştirilmiş denge problemlerinin çözüm 

kümesinin ve 𝑘 −kesin pseudo- contraction dönüşümlerin sonlu bir ailesinin sabit 

noktalarının kümesinin ortak bir elemanını bulmak için aşağıdaki iterasyon yöntemini 

tanıtmışlardır: 

{
 
 

 
 𝐹(𝑢𝑛, 𝑦) + 〈𝐴𝑥𝑛, 𝑦 − 𝑢𝑛〉 +

1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,    ∀𝑦 ∈ 𝐾,                

𝑦𝑛 = 𝛽𝑛𝑢𝑛 + (1 − 𝛽𝑛)∑ 𝜂𝑖
(𝑛)
𝑇𝑖𝑢𝑛

𝑁

𝑖=1
,                                                               

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝛾𝑓(𝑥𝑛) + (𝐼 − 𝛼𝑛𝐵)𝑦𝑛 , 𝑛 ≥ 1,                                               

 (2.51) 
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

3.1 Denge Problemin Sabit Nokta İterasyonun Viskozite Yaklaşımıyla Çözümü 

Teorem 3.1.1 𝐶, bir reel Hilbert uzayı ℍ’nin boş olmayan kapalı konveks alt kümesi, 

𝐹: 𝐶 𝑥 𝐶 → ℝ (A1)-(A4) şartlarını sağlayan bir çift fonksiyon, bazı pozitif 

𝐿, 𝑐 ve 𝑤 sabitleri için 𝐴: 𝐶 → ℍ relaxed (𝑐, 𝑤)-cocoersive dönüşüm ve 𝐿–

Lipschitizian dönüşümü olsun. {𝑆𝑖: 𝐶 → 𝐶}   𝐹 ∩ 𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) ∩ 𝐸𝑃(𝐹) ≠ ∅ olacak 

şekilde genişlemeyen dönüşümler ailesi, burada  𝐹 ≔∩𝑖=1
∞ 𝐹(𝑆𝑖) ve 𝑓: 𝐶 → 𝐶   𝜉 ∈

(0,1) sabiti ile bir contraction dönüşümü olsun. {𝑥𝑛}ve {𝑢𝑛}, 𝑥1 ∈ ℍ ve  

{
 
 

 
 𝐹(𝑢𝑛, 𝑦) +

1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0, ∀𝑦 ∈ 𝐶 

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑆𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛
𝑦𝑛 = 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑧𝑛                                      

𝑧𝑛 = (1 − 𝜃𝑛)𝑥𝑛 + 𝜃𝑛𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛       

 (3.1) 

tarafından oluşturulan ve {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛}, {𝜃𝑛} ⊂ [0,1] ve {𝑟𝑛} ⊂ (0,∞) olan diziler 

olsun. Kontrol dizilerin aşağıdaki koşulları sağladığı kabul edilsin: 

(i) 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛 = 1, 

(ii) lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0  ve ∑ 𝛼𝑛 = ∞,
∞
𝑛=1  

(iii) 0 < lim
𝑛→∞

inf 𝛽𝑛 ≤ lim
𝑛→∞

sup 𝛽𝑛 < 1, 

(iv) lim
𝑛→∞

inf 𝑟𝑛 > 0; lim
𝑛→∞

|𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛| = 0, 

(v) lim
𝑛→∞

|𝜆𝑛+1 − 𝜆𝑛| = 0,  𝜆𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏], burada 0 < 𝑎 ≤ 𝑏 <
2(𝑤−𝑐𝐿2)

𝐿2
, 

(vi) 0 < lim
𝑛→∞

inf 𝜃𝑛 ≤ lim
𝑛→∞

sup 𝜃𝑛 <
1

2
;  lim
𝑛→∞

|𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛| = 0 

o zaman {𝑥𝑛}, 𝑧 ∈ Ψ’ye güçlü yakınsar, burada 𝑧 = 𝑃Ψ𝑓(𝑧)’dir. 

İspat: İspat altı adıma ayrılarak yapılacaktır: 

(I) İlk olarak 𝑧 = 𝑃Ψ𝑓(𝑧) olacak şekilde 𝑧 ∈ 𝐶’nin var olduğu ispatlanacaktır. 

𝑓:ℍ → ℍ sabiti 𝜉 olan bir contraction olduğundan 𝑃Ψ𝑓:ℍ → 𝐶’de contraction ve 

‖𝑃Ψ𝑓(𝑥) − 𝑃Ψ𝑓(𝑦)‖ ≤ 𝜉‖𝑥 − 𝑦‖,       ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℍ. (3.2) 
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Banach teoremine göre, öyle tek bir 𝑧 ∈ 𝐶 vardır ki 𝑧 = 𝑃Ψ𝑓(𝑧)’dır. 

(II) Şimdi {𝑥𝑛} ve {𝑢𝑛} dizilerinin sınırlı olduğu gösterilsin. 

Herhangi bir 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 için 𝐴: 𝐶 → ℍ relaxed (𝑐, 𝑤)-cocoersive dönüşümü ve 𝐿 – 

Lipschitizian dönüşümüdür ve 𝜆𝑛 ≤
2(𝑤−𝑐𝐿2)

𝐿2
 dir. 

‖(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑥 − (𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦‖
2 = ‖𝑥 − 𝑦 − 𝜆𝑛(𝐴𝑥 − 𝐴𝑦)‖

2 

                               = ‖𝑥 − 𝑦‖2 − 2𝜆𝑛〈𝑥 − 𝑦, 𝐴𝑥 − 𝐴𝑦〉  + 𝜆𝑛 
2 ‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖2 

                               ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖2 − 2𝜆𝑛{−𝑐‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖
2 + 𝑤‖𝑥 − 𝑦‖2}  

                                   +𝜆𝑛 
2 ‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖2 

                               ≤ (1 − 2𝜆𝑛𝑤)‖𝑥 − 𝑦‖
2 + 𝜆𝑛(2𝑐 + 𝜆𝑛)‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑦‖

2 

                               ≤ (1 − 2𝜆𝑛𝑤 + 𝜆𝑛𝐿
2(2𝑐 + 𝜆𝑛))‖𝑥 − 𝑦‖

2 

                               ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖2 

 

(3.3) 

elde edilir. Bu da 𝐼 − 𝜆𝑛𝐴 nin genişlemeyen olduğunu gösterir.{𝑇𝑟𝑛} Lemma 2.26 daki 

gibi tanımlanan bir dönüşüm dizisi ve   𝑝 ∈ Ψ olsun. Burada 𝑝 = 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑝 =

𝑇𝑟𝑛𝑝 ve 𝑢𝑛 = 𝑇𝑟𝑛𝑥𝑛 dır.  𝑣𝑛 = 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 olacak şekilde iterasyonda yerine 

yazılırsa ve (3.1)’den  

‖𝑣𝑛 − 𝑝‖ = ‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − p‖ 

                   = ‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑝‖ 

                   ≤ ‖𝑦𝑛 − p ‖ 

(3.4) 

elde edilir. Buradan 

‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ = ‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑧𝑛 − p ‖ 

                  = ‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑧𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑝‖ 

                  ≤ ‖𝑧𝑛 − p ‖ 

(3.5) 

ve 

‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ = ‖(1 − 𝜃𝑛)𝑥𝑛 + 𝜃𝑛𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛 − (1 − 𝜃𝑛 + 𝜃𝑛)𝑝‖ 

                  ≤ (1 − 𝜃𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝜃𝑛‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛 − 𝑝‖ 

                  ≤ (1 − 𝜃𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝜃𝑛‖𝑢𝑛 − 𝑝‖ 

(3.6) 
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                  = (1 − 𝜃𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝜃𝑛‖𝑇𝑟𝑛𝑥𝑛 − 𝑇𝑟𝑛𝑝‖ 

                  ≤ (1 − 𝜃𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝜃𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                  = ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

olur. (3.4), (3.5) ve (3.6) eşitsizliklerinden 

‖𝑣𝑛 − 𝑝‖ ≤ ‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ ≤ ‖𝑧𝑛 − 𝑝‖ ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ (3.7) 

eşitsizliği elde edilir. (3.4),(3.5), (3.6) ve (3.7)’yi (3.1)’de yerine yazılırsa 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ = ‖𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑆𝑣𝑛 − (𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛)𝑝‖ 

                       ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛾𝑛‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑝‖ 

                       ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛾𝑛‖𝑣𝑛 − 𝑝‖ 

                       ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑓(𝑝)‖ + 𝛼𝑛‖𝑓(𝑝) − 𝑝‖+ 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                           +𝛾𝑛‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑝‖ 

                       ≤ 𝛼𝑛𝜉‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛‖𝑓(𝑝) − 𝑝‖ +  𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

+ 𝛾𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ 

                       = (𝛼𝑛𝜉 + 𝛾𝑛)‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛‖𝑓(𝑝) − 𝑝‖ +  𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

(3.8) 

 

ve 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ ≤ (𝛼𝑛𝜉 + 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛‖𝑓(𝑝) − 𝑝‖ +  𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                       = (𝛼𝑛𝜉 + 𝛾𝑛 + 𝛽𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛‖𝑓(𝑝) − 𝑝‖ 

                       = (1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜉))‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛‖𝑓(𝑝) − 𝑝‖ 

                       = (1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜉))‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                           +(1 − 𝜉)𝛼𝑛
1

(1 − 𝜉)
‖𝑓(𝑝) − 𝑝‖ 

                       ≤ max {‖𝑥𝑛 − 𝑝‖,
1

(1 − 𝜉)
‖𝑓(𝑝) − 𝑝‖} 

                       ≤… 

                       ≤ max {‖𝑥1 − 𝑝‖,
1

(1 − 𝜉)
‖𝑓(𝑝) − 𝑝‖}          ∀𝑛 ≥ 1. 

(3.9) 

elde edilir. Bu da {𝑥𝑛} dizisinin sınırlı olduğunu gösterir. (3.7)’den 

{𝑧𝑛},{𝑦𝑛}, {𝑣𝑛}, {𝑢𝑛}, {𝑆𝑣𝑛} ve {𝐴𝑦𝑛} dizileride sınırlıdır. 
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(III) 𝑛 → ∞ için lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛+1−𝑥𝑛‖ = 0 olduğu ispatlanacaktır. {𝑎𝑛} dizisini 𝑥𝑛+1 =

𝛽𝑛𝑥𝑛 + (1 − 𝛽𝑛)𝑎𝑛, ∀𝑛 ≥ 1 ile tanımlansın. Böylece 𝑎𝑛 =
𝑥𝑛+1−𝛽𝑛𝑥𝑛

1−𝛽𝑛
  olur. 

Dolayısyla 

𝑎𝑛 =
𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑆𝑣𝑛 − 𝛽𝑛𝑥𝑛

1 − 𝛽𝑛
=
𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛾𝑛𝑆𝑣𝑛

1 − 𝛽𝑛
 (3.10) 

ve 

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 =
𝛼𝑛+1𝑓(𝑦𝑛+1) + 𝛾𝑛+1𝑆𝑣𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−
𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛾𝑛𝑆𝑣𝑛

1 − 𝛽𝑛
 

                     =
𝛼𝑛+1𝑓(𝑦𝑛+1) + 𝛾𝑛+1𝑆𝑣𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−
𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛾𝑛𝑆𝑣𝑛

1 − 𝛽𝑛
 

                           +
𝛼𝑛+1𝑓(𝑦𝑛)

1 − 𝛽𝑛+1
−
𝛼𝑛+1𝑓(𝑦𝑛)

1 − 𝛽𝑛+1
+
𝛾𝑛+1𝑆𝑣𝑛
1 − 𝛽𝑛+1

− 
𝛾𝑛+1𝑆𝑣𝑛
1 − 𝛽𝑛+1

 

                  =
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
(𝑓(𝑦𝑛+1 ) − 𝑓(𝑦𝑛)) +

𝛾𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

(𝑆𝑣𝑛+1 − 𝑆𝑣𝑛)   

                           +𝑓(𝑦𝑛) (
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−

𝛼𝑛
1 − 𝛽𝑛

) + 𝑆𝑣𝑛 (
𝛾𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−

𝛾𝑛
1 − 𝛽𝑛

) 

(3.11) 

olur. Teorem 3.1.1’in (i) koşulundan, 

𝛾𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

−
𝛾𝑛

1 − 𝛽𝑛
=
1 − 𝛼𝑛+1 − 𝛽𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−
1 − 𝛼𝑛 − 𝛽𝑛
1 − 𝛽𝑛

 

                                    =
1 − 𝛽𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

−
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−
1 − 𝛽𝑛
1 − 𝛽𝑛

+
𝛼𝑛

1 − 𝛽𝑛
 

                                    =
𝛼𝑛

1 − 𝛽𝑛
−

𝛼𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

 

(3.12) 

ve burada 

‖𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛‖ ≤ 𝜉
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ +

𝛾𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

‖𝑆𝑣𝑛+1 − 𝑆𝑣𝑛‖ 

                            + |
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−

𝛼𝑛
1 − 𝛽𝑛

| {‖𝑓(𝑦𝑛)‖ + ‖𝑆𝑣𝑛‖} 

(3.13) 

eşitsizliğine ulaşılır. Ayrıca 
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‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ = ‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛+1𝐴)𝑧𝑛+1 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑧𝑛‖ 

                 ≤ ‖(𝐼 − 𝜆𝑛+1𝐴)𝑧𝑛+1 − (𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑧𝑛‖ 

                 = ‖(𝑧𝑛+1 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑧𝑛+1) − (𝑧𝑛 + 𝜆𝑛+1𝐴𝑧𝑛 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑧𝑛

− 𝜆𝑛𝐴𝑧𝑛‖ 

                 = ‖(𝑧𝑛+1 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑧𝑛+1) − (𝑧𝑛 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑧𝑛)‖ 

                     +|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑧𝑛‖ 

                 ≤ ‖𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛‖ + |𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑧𝑛‖ 

(3.14) 

olur ve  

‖𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛‖ = ‖(1 − 𝜃𝑛+1)𝑥𝑛+1 + 𝜃𝑛+1𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛+1𝐴)𝑢𝑛+1       

− (1 − 𝜃𝑛)𝑥𝑛 − 𝜃𝑛𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛‖ 

                         = ‖(1 − 𝜃𝑛+1)𝑥𝑛+1 + 𝜃𝑛+1𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛+1𝐴)𝑢𝑛+1

− 𝜃𝑛+1𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛 + 𝜃𝑛+1𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛

− 𝜃𝑛𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛 − (1 − 𝜃𝑛+1 + 𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛)𝑥𝑛‖ 

                         ≤ 𝜃𝑛+1‖(𝐼 − 𝜆𝑛+1𝐴)𝑢𝑛+1 − (𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛‖ 

                           +|𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛|‖(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛‖ + (1 − 𝜃𝑛+1)‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

                           +|𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛|‖𝑥𝑛‖ 

                        = 𝜃𝑛+1‖(𝑢𝑛+1 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑢𝑛+1) − (𝑢𝑛 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑢𝑛 + 𝜆𝑛+1𝐴𝑢𝑛

− 𝜆𝑛𝐴𝑢𝑛)‖ + (1 − 𝜃𝑛+1)‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

                           +|𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛|(‖𝑥𝑛‖ + (𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛) 

                        ≤ 𝜃𝑛+1‖(𝑢𝑛+1 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑢𝑛+1) − (𝑢𝑛 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑢𝑛)‖ 

                           +𝜃𝑛+1|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑢𝑛‖ + (1 − 𝜃𝑛+1)‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

                           +|𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛|(‖𝑥𝑛‖ + ‖𝑢𝑛‖ + 𝜆𝑛‖𝐴𝑢𝑛‖) 

                        ≤ 𝜃𝑛+1‖𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛‖ + (1 − 𝜃𝑛+1)‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

                           +𝜃𝑛+1|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑢𝑛‖ 

                           +|𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛|(‖𝑥𝑛‖ + ‖𝑢𝑛‖ + 𝜆𝑛‖𝐴𝑢𝑛‖) 

(3.15) 

elde edilir. (3.15) eşitsizliği (3.14) eşitsizliğinde yerine yazılırsa, 

‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ ≤ 𝜃𝑛+1‖𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛‖ + (1 − 𝜃𝑛+1)‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

                           +𝜃𝑛+1|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑢𝑛‖ 

                           +|𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛|(‖𝑥𝑛‖ + ‖𝑢𝑛‖ + 𝜆𝑛‖𝐴𝑢𝑛‖) 

                           +|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑧𝑛‖ 

(3.16) 
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                         ≤ 𝜃𝑛+1‖𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛‖ + (1 − 𝜃𝑛+1)‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

                           +|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|(‖𝐴𝑧𝑛‖ + 𝜃𝑛+1‖𝐴𝑢𝑛‖) 

                           +|𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛|𝑀 

elde edilir. Burada 𝑀 = 𝑠𝑢𝑝{‖𝑥𝑛‖ + ‖𝑢𝑛‖ + 𝜆𝑛‖𝐴𝑢𝑛‖} olacak şekilde (3.16) 

eşitsizliği elde edilir. Öte yandan Lemma 2.26 , 𝑢𝑛 = 𝑇𝑟𝑛𝑥𝑛,𝑢𝑛+1 = 𝑇𝑟𝑛+1𝑥𝑛+1 den 

𝐹(𝑢𝑛, 𝑦) +
1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0                                 ∀𝑦 ∈ 𝐶 (3.17) 

ve 

𝐹(𝑢𝑛+1, 𝑦) +
1

𝑟𝑛+1
〈𝑦 − 𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1〉 ≥ 0             ∀𝑦 ∈ 𝐶 (3.18) 

olur. Burada (3.17) de 𝑦 = 𝑢𝑛+1 ve (3.18) de 𝑦 = 𝑢𝑛 yazılırsa, 

𝐹(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) +
1

𝑟𝑛
〈𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0                                  (3.19) 

ve 

𝐹(𝑢𝑛+1 , 𝑢𝑛) +
1

𝑟𝑛+1
〈𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1〉 ≥ 0                                  (3.20) 

elde edilir. Daha sonra (3.19) ve (3.20) eşitsizlikleri toplanır. 

𝐹(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) + 𝐹(𝑢𝑛+1 , 𝑢𝑛) +
1

𝑟𝑛
〈𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 

                                           +
1

𝑟𝑛+1
〈𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1〉 ≥ 0 

(3.21) 

(A2) koşulundan ve iç çarpım özelliğinden 

1

𝑟𝑛
〈𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 , 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 +

1

𝑟𝑛+1
〈𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1〉 ≥ 0 

1

𝑟𝑛
〈𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 , 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 −

1

𝑟𝑛+1
〈𝑢𝑛+1 − un, 𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1〉 ≥ 0 

(3.22) 

ve 
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〈𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛,
𝑢𝑛 − 𝑥𝑛
𝑟𝑛

−
𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1

𝑟𝑛+1
〉 ≥ 0 (3.23) 

elde edilir. Eşitsizlikte her iki tarafı 𝑟𝑛ile çarpalım ve iç çarpım özelliğinden, 

〈𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛 −
𝑟𝑛
𝑟𝑛+1

(𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1)〉 ≥ 0 

〈𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛 −
𝑟𝑛
𝑟𝑛+1

(𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1)〉 ≥ 0 

〈𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1〉 + 〈𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛 −
𝑟𝑛
𝑟𝑛+1

(𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1)〉

≥ 0 

−‖𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛‖
2 

+〈𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 −
𝑟𝑛
𝑟𝑛+1

(𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1)〉 ≥ 0 

(3.24) 

elde edilir. Buradan  

‖𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛‖
2 ≤ 〈𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛, 𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 + (1 −

𝑟𝑛
𝑟𝑛+1

) (𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1)〉 

                        ≤ ‖𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛‖ {‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ + |1 −
𝑟𝑛
𝑟𝑛+1

| ‖𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1‖} 

‖𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛‖   ≤ ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ +
1

𝑟𝑛+1
|𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛|‖𝑢𝑛+1 − 𝑥𝑛+1‖ 

(3.25) 

elde edilir. Teorem 3.1.1’in (iv) koşulundan ve genelliği kaybetmeden ∀𝑛 ≥ 1 için 

𝑟𝑛 > 𝑑 olacak şekilde reel 𝑑 sayısının var olduğunu varsayabilir. Buradan 

‖𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛‖   ≤ ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ +
1

𝑑
|𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛|𝐾 (3.26) 

𝐾 = 𝑠𝑢𝑝{‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖: 𝑛 ≥ 1} olacak şekilde eşitsizliği elde edilir. (3.26) eşitsizliği 

(3.16) de yerine yazılırsa 

‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖  ≤ 𝜃𝑛+1 (‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ +
𝐾

𝑑
|𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛|) 

                              +(1 − 𝜃𝑛+1)‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

                              +|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|(‖𝐴𝑧𝑛‖ + 𝜃𝑛+1‖𝐴𝑢𝑛‖) + |𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛|𝑀 

(3.27) 
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                         = ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ + 𝜃𝑛+1
𝐾

𝑑
|𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛| 

                              +|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|(‖𝐴𝑧𝑛‖ + 𝜃𝑛+1‖𝐴𝑢𝑛‖) + |𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛|𝑀 

sonucuna ulaşılır. Daha sonra 

‖𝑆𝑣𝑛+1 − 𝑆𝑣𝑛‖ ≤ ‖𝑃𝐶(𝑦𝑛+1 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑦𝑛+1) − 𝑃𝐶(𝑦𝑛 − 𝜆𝑛𝐴𝑦𝑛)‖ 

         ≤ ‖(𝑦𝑛+1 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑦𝑛+1) − (𝑦𝑛 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑦𝑛 + 𝜆𝑛+1𝐴𝑦𝑛 − 𝜆𝑛𝐴𝑦𝑛)‖ 

         ≤ ‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ + |𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑦𝑛‖ 

(3.28) 

eşitsizliği elde edilir. (3.28) eşitsizliği (3.13) eşitsizliğinde yerine yazılırsa 

‖𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛‖ ≤  𝜉
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ 

                             +
𝛾𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
{‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ + |𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑦𝑛‖} 

                             + |
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−

𝛼𝑛
1 − 𝛽𝑛

| {‖𝑓(𝑦𝑛)‖ + ‖𝑆𝑣𝑛‖} 

                         =  
𝜉𝛼𝑛+1 + 𝛾𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ 

                             +
𝛾𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑦𝑛‖ 

                             + |
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−

𝛼𝑛
1 − 𝛽𝑛

| {‖𝑓(𝑦𝑛)‖ + ‖𝑆𝑣𝑛‖} 

(3.29) 

 

elde edilir. (3.27) eşitsizliği (3.29) eşitsizliğinde yerine yazılırsa 

‖𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛‖ − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ ≤ (
𝜉𝛼𝑛+1 + 𝛾𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

− 1) ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

                         + 
𝜉𝛼𝑛+1 + 𝛾𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

{
𝜃𝑛+1

𝐾

𝑑
|𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛|

+|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|(‖𝐴𝑧𝑛‖ + 𝜃𝑛+1‖𝐴𝑢𝑛‖)

+|𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛|𝑀

} 

                         +
𝛾𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑦𝑛‖ 

(3.30) 
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                         + |
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−

𝛼𝑛
1 − 𝛽𝑛

| {‖𝑓(𝑦𝑛)‖ + ‖𝑆𝑣𝑛‖} 

eşitsizliği elde edilir. Buradan 

𝜉𝛼𝑛+1 + 𝛾𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

− 1 =
𝜉𝛼𝑛+1 + 1 − 𝛼𝑛+1 − 𝛽𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
− 1 

                                   =
(𝜉 − 1)𝛼𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

 

(3.31) 

eşitliğinde 𝜉 ∈ (0,1) olduğundan dolayı  
𝜉𝛼𝑛+1+𝛾𝑛+1

1−𝛽𝑛+1
− 1 < 0 olur ve (i)-(vi) 

koşullarından (3.30) eşitsizliğinden 

lim
𝑛→∞

sup{‖𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛‖ − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖} ≤ 0 (3.32) 

elde edilir. Böylece Lemma 2.27 den  

lim
𝑛→∞

‖𝑎𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 (3.33) 

olur. Sonuç olarak 

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ = lim
𝑛→∞

(1 − 𝛽𝑛)‖𝑎𝑛 − 𝑥𝑛‖ =0 (3.34) 

olur.  

(IV) Şimdi 𝑛 → ∞ için ‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑣𝑛‖ → 0 olduğu ispatlanacaktır. Bu amaç için 

‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑣𝑛‖ ≤ ‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + ‖𝑢𝑛 − 𝑣𝑛‖ olduğundan, 𝑛 → ∞ için 

‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ → 0, ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ → 0 olduğunu göstermek yeterli olacaktır. 

 

(a) İlk olarak 𝑛 → ∞ için ‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ → 0 olduğu gösterilmelidir. 

‖𝑥𝑛 − 𝑆𝑣𝑛‖ ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1‖ + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑆𝑣𝑛‖ 

                       = ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1‖ + ‖𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑆𝑣𝑛 − 𝑆𝑣𝑛‖ 

                       ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1‖ + 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑆𝑣𝑛‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑆𝑣𝑛‖ 

(3.35) 
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‖𝑥𝑛 − 𝑆𝑣𝑛‖ ≤
1

1 − 𝛽𝑛
‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1‖ +

𝛼𝑛
1 − 𝛽𝑛

‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑆𝑣𝑛‖ 

 (ii) koşulundan ve ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ → 0 olduğundan buradan ‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ → 0 olur. 

(b) Şimdi de 𝑛 → ∞ için ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ → 0 olduğu ispatlansın. Aslında Lemma 2.26 

dan herhangi bir 𝑝 ∈ Ψ için  

‖𝑢𝑛 − 𝑝‖
2 = ‖𝑇𝑟𝑛𝑥𝑛 − 𝑇𝑟𝑛𝑝‖

2
 

                     = 〈𝑇𝑟𝑛𝑥𝑛 − 𝑇𝑟𝑛𝑝, 𝑥𝑛 − 𝑝〉 

                     = 〈𝑢𝑛 − 𝑝, 𝑥𝑛 − 𝑝〉 

                     =
1

2
(‖𝑢𝑛 − 𝑝‖

2 + ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 − ‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖

2) 

(3.36) 

ve dolayısıyla 

‖𝑢𝑛 − 𝑝‖
2 ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 − ‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖
2 (3.37) 

değerine sahip olunduğu sonucu ortaya çıkar. Daha sonra 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖
2 = ‖𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑆𝑣𝑛 − (𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛)𝑝‖

2 

                         ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 + 𝛾𝑛‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑝‖
2 

                         ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 + 𝛾𝑛‖𝑣𝑛 − 𝑝‖
2 

(3.38) 

eşitsizliği elde edilir. (3.38) eşitsizliğinde 𝑣𝑛 = 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 yazılırsa (3.37) ve 

(3.7) den 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖
2 

              ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 + 𝛾𝑛‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 

              ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 + 𝛾𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 

              ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 + 𝛾𝑛‖𝑧𝑛 − 𝑝‖
2 

              ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 

                  +𝛾𝑛‖(1 − 𝜃𝑛)𝑥𝑛 + 𝜃𝑛𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛 − 𝑝‖
2 

              ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 

                   +𝛾𝑛{(1 − 𝜃𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 + 𝜃𝑛‖𝑢𝑛 − 𝑝‖

2} 

              ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 

(3.39) 
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                     +𝛾𝑛{(1 − 𝜃𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 + 𝜃𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 − 𝜃𝑛‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖
2} 

              = 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + (𝛽𝑛 + 𝛾𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 − 𝛾𝑛𝜃𝑛‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖
2 

              ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 − 𝛾𝑛𝜃𝑛‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖
2 

elde edilir. Böylece 

𝛾𝑛𝜃𝑛‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖
2 ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖

2 + ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖

2 

                  ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 

                        +(‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖)(‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖) 

                  ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + (‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖)‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1‖ 

(3.40) 

olur. O zaman Teorem 3.1.1’nin (i), (ii) ve (iii) koşullarından 0 <

lim
𝑛→∞

inf 𝛾𝑛 ≤ lim
𝑛→∞

sup 𝛾𝑛 < 1 olduğundan dolayı 𝑛 → ∞ için lim
𝑛→∞

inf 𝜃𝑛 > 0, 𝛼𝑛 → 0 

ve ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ → 0 dan ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ → 0 olduğu görülür. 

Aslında 𝐴: 𝐶 → ℍ relaxed (𝑐, 𝑤)-cocoersive dönüşümü ve 𝐿 – Lipschitizian 

dönüşümü olduğundan {𝜆𝑛} ve (3.7) uygulanan varsayımlarla verilen 𝑝 ∈ Ψ için  

‖𝑣𝑛 − 𝑝‖
2 = ‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑝‖

2 

                     ≤ ‖(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − (𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑝‖
2 

                    = ‖𝑦𝑛 − 𝑝 − 𝜆𝑛(𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝)‖
2 

                    = ‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 − 2𝜆𝑛〈𝑦𝑛 − 𝑝, 𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝〉 + 𝜆𝑛

2‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖
2 

                    ≤ ‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 − 2𝜆𝑛{−𝑐‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖

2 + 𝑤‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2} 

                        +𝜆𝑛
2‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖

2 

                   = ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 + 2𝜆𝑛𝑐‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖

2 − 2𝜆𝑛𝑤‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 

                        +𝜆𝑛
2‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖

2 

(3.41) 

elde edilir. Buradan 

‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖
2 ≤ 𝐿2‖𝑦𝑛 − 𝑝‖

2 

−2𝜆𝑛𝑤‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖
2

𝐿2
≥
−2𝜆𝑛𝑤𝐿

2‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2

𝐿2
 

−2𝜆𝑛𝑤‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖
2

𝐿2
≥ −2𝜆𝑛𝑤‖𝑦𝑛 − 𝑝‖

2 

(3.42) 

eşitsizliği elde edilir. Böylece 
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‖𝑣𝑛 − 𝑝‖
2 ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 + 2𝜆𝑛𝑐‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖
2 −

2𝜆𝑛𝑤‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖
2

𝐿2
 

                        +𝜆𝑛
2‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖

2 

                    = ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 + {2𝜆𝑛𝑐 + 𝜆𝑛

2 −
2𝜆𝑛𝑤

𝐿2
} ‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖

2 

(3.43) 

sonucu elde edilir. (3.43) eşitsizliğini (3.38) eşitsizliğinde yerine yazılırsa 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖
2 ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖

2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 

                             +𝛾𝑛 (‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 + {2𝜆𝑛𝑐 + 𝜆𝑛

2 −
2𝜆𝑛𝑤

𝐿2
} ‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖

2) 

                         = 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + (𝛾𝑛 + 𝛽𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 

                             +𝛾𝑛 {2𝜆𝑛𝑐 + 𝜆𝑛
2 −

2𝜆𝑛𝑤

𝐿2
} ‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖

2 

(3.44) 

ve 

−𝛾𝑛 {2𝜆𝑛𝑐 + 𝜆𝑛
2 −

2𝜆𝑛𝑤

𝐿2
} ‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖

2 

                          ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖
2 

                          ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 

                             +(‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖)(‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖) 

                          ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 

       +(‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖)(‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1‖ 

(3.45) 

elde edilir. Burada 𝑛 → ∞ için 𝛼𝑛 → 0 ve ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ → 0 dan dolayı ‖𝐴𝑦𝑛 −

𝐴𝑝‖ → 0 olur. (2.25) den  

‖𝑣𝑛 − 𝑝‖
2 = ‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑝‖

2 

                    ≤ 〈(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − (𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑝, 𝑣𝑛 − 𝑝〉 

                    =
1

2
{
‖(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − (𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑝‖

2 + ‖𝑣𝑛 − 𝑝‖
2

−‖(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − (𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑝 − (𝑣𝑛 − 𝑝)‖
2} 

                    ≤
1

2
{

‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 + ‖𝑣𝑛 − 𝑝‖

2

−‖(𝑦𝑛 − 𝑣𝑛) − 𝜆𝑛(𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝)‖
2} 

                    =
1

2
{

‖𝑦𝑛 − 𝑝‖
2 + ‖𝑣𝑛 − 𝑝‖

2 − ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖
2

+2𝜆𝑛〈𝑦𝑛 − 𝑣𝑛, 𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝〉 − 𝜆𝑛
2‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖

2} 

(3.46) 

olur. Buradan (3.7) den 
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‖𝑣𝑛 − 𝑝‖
2 ≤ ‖𝑦𝑛 − 𝑝‖

2 − ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖
2 

                         +2𝜆𝑛〈𝑦𝑛 − 𝑣𝑛, 𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝〉 − 𝜆𝑛
2‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖

2 

                     ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 − ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖

2 

                         +2𝜆𝑛〈𝑦𝑛 − 𝑣𝑛, 𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝〉 − 𝜆𝑛
2‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖

2 

(3.47) 

elde edilir. (3.46) eşitsizliğini (3.38) de yerine yazılırsa 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖
2 ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖

2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 

                             +𝛾𝑛 {
‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 − ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖
2                                     

+2𝜆𝑛〈𝑦𝑛 − 𝑣𝑛, 𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝〉 − 𝜆𝑛
2‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖

2} 

                         ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 − 𝛾𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖
2 

                             +2𝛾𝑛𝜆𝑛〈𝑦𝑛 − 𝑣𝑛, 𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝〉 − 𝛾𝑛𝜆𝑛
2‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖

2 

(3.48) 

ve 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖
2 ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖

2 + ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 − 𝛾𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖

2 

                             +2𝛾𝑛𝜆𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖ 
(3.49) 

elde edilir. Böylece  

𝛾𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖
2 ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖

2 + ‖𝑥𝑛 − 𝑝‖
2 − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖

2 

                             +2𝛾𝑛𝜆𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖ 

                           ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + 2𝛾𝑛𝜆𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖ 

                                +(‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖)(‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖) 

                           ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + 2𝛾𝑛𝜆𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖ 

            +(‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖)(‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1‖) 

(3.50) 

eşitsizliği elde edilir.𝑛 → ∞ için 𝛼𝑛 → 0 , ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ → 0 ve ‖𝐴𝑦𝑛 − 𝐴𝑝‖ → 0 dan 

dolayı ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ → 0 olur. Aynı işlem adımları takip edilerek 𝑛 → ∞ için ‖𝑧𝑛 −

𝑦𝑛‖ → 0 olduğu bulunur. O zaman 

‖𝑥𝑛 − 𝑧𝑛‖ = ‖(1 − 𝜃𝑛)𝑥𝑛 + 𝜃𝑛𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

             ≤ 𝜃𝑛‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 + 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

             ≤ 𝜃𝑛‖𝑢𝑛 − 𝑦𝑛‖ + 𝜃𝑛‖𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

             ≤ 𝜃𝑛‖𝑢𝑛 − 𝑦𝑛‖ + 𝜃𝑛‖𝑣𝑛 − 𝑆𝑣𝑛‖ + 𝜃𝑛‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

(3.51) 
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elde edilir. (3.51) eşitsizliği ‖𝑢𝑛 − 𝑦𝑛‖ ≤ ‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑧𝑛‖ + ‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ 

eşitsizliğinde yerine yazılırsa, 

‖𝑢𝑛 − 𝑦𝑛‖ ≤ ‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ 

                        +𝜃𝑛‖𝑢𝑛 − 𝑦𝑛‖ + 𝜃𝑛‖𝑣𝑛 − 𝑆𝑣𝑛‖ + 𝜃𝑛‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

‖𝑢𝑛 − 𝑦𝑛‖ ≤
1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ +

1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ 

                         +
𝜃𝑛

1 − 𝜃𝑛
‖𝑣𝑛 − 𝑆𝑣𝑛‖ +

𝜃𝑛
1 − 𝜃𝑛

‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

(3.52) 

eşitsizliğine ulaşılır. Burada (3.52) deki eşitsizliği ‖𝑢𝑛 − 𝑣𝑛‖ ≤ ‖𝑢𝑛 − 𝑦𝑛‖ + ‖𝑦𝑛 −

𝑣𝑛‖ eşitsizliğinde yerine yazılırsa, 

‖𝑢𝑛 − 𝑣𝑛‖ ≤ ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ +
1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ +

1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ 

                         +
𝜃𝑛

1 − 𝜃𝑛
‖𝑣𝑛 − 𝑆𝑣𝑛‖ +

𝜃𝑛
1 − 𝜃𝑛

‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

(3.53) 

elde edilir. (3.53) deki eşitsizlik ‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑣𝑛‖ ≤ ‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + ‖𝑢𝑛 −

𝑣𝑛‖ eşitsizliğinde yerine yazılırsa, 

‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑣𝑛‖ ≤ ‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ 

                          +
1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ +

1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ 

                          +
𝜃𝑛

1 − 𝜃𝑛
‖𝑣𝑛 − 𝑆𝑣𝑛‖ +

𝜃𝑛
1 − 𝜃𝑛

‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

                      ≤
1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ +

2 − 𝜃𝑛
1 − 𝜃𝑛

‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ 

                           +
1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ +

𝜃𝑛
1 − 𝜃𝑛

‖𝑣𝑛 − 𝑆𝑣𝑛‖ 

(3.54) 

ve böylece 

1 − 2𝜃𝑛
1 − 𝜃𝑛

‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑣𝑛‖ ≤
1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ +

2 − 𝜃𝑛
1 − 𝜃𝑛

‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

                                          +‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ +
1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ 

(3.55) 
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eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla Teorem 3.1.1’deki koşul (vi) dan ve 𝑛 → ∞ için 

‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ → 0, ‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ → 0, ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ → 0, ‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ → 0 olduğundan 

‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑣𝑛‖ → 0 olur. 

(V) lim
𝑛→∞

sup〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑥𝑛 − 𝑧〉 ≤ 0 olduğu gösterilsin. Burada  

𝑧 = 𝑃Ψ dir. Bunu göstermek için 

 

lim
𝑛→∞

sup〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑆𝑣𝑛 − 𝑧〉 = lim
𝑛→∞

〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑆𝑣𝑛𝑖 − 𝑧〉 (3.56) 

olacak şekilde (𝑣𝑛)’nin bir (𝑣𝑛𝑖) alt dizisi seçilir.(𝑣𝑛𝑖) sınırlı olduğundan bu dizinin 

bir 𝑘 noktasına zayıf yakınsayan (𝑣𝑛𝑖𝑗
) alt dizisi seçilebilir. Genelliği bozmadan 

(𝑣𝑛𝑖)’nin 𝑘 noktasına zayıf yakınsadığını kabul edilir. Bu nedenle 

lim
𝑛→∞

sup〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑆𝑣𝑛 − 𝑧〉 = lim
𝑛→∞

〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑆𝑣𝑛𝑖 − 𝑧〉 

                                                    = 〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑘 − 𝑧〉 
(3.57) 

dir. Şimdi 𝑘 ∈ Ψ’nin olduğunu gösterilsin. 

(a) İlk olarak 𝑘 ∈ 𝐸𝑃(𝐹) olduğu ispatlanacaktır. Aslında 𝑢𝑛 = 𝑇𝑟𝑛𝑥𝑛 ‘den  

𝐹(𝑢𝑛, 𝑦) +
1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0,      ∀𝑦 ∈ 𝐶 

var. (A2)’ den 

1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 𝐹(𝑦, 𝑢𝑛) 

ve dolayısıyla 

〈𝑦 − 𝑢𝑛𝑖 ,
𝑢𝑛𝑖 − 𝑥𝑛𝑖

𝑟𝑛𝑖
〉 ≥ 𝐹(𝑦, 𝑢𝑛𝑖) (3.58) 

olur. Böylece ‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ → 0, ‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ → 0, ‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑣𝑛‖ → 0 ve 𝑣𝑛𝑖 ⇀ 𝑘 

olduğundan 𝑢𝑛𝑖 ⇀ 𝑘 olur. Buradan 
𝑢𝑛𝑖−𝑥𝑛𝑖

𝑟𝑛𝑖
⟶ 0 olur. (A4) ve (3.58) den  
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𝐹(𝑦, 𝑘) ≤ 0     ∀𝑦 ∈ 𝐶 

elde edilir. Herhangi bir 𝑡 ∈ (0,1] ve 𝑦 ∈ 𝐶 için 𝑦𝑡 = 𝑡𝑦 + (1 − 𝑡)𝑘 olsun. 𝑦𝑡 ∈ 𝐶 ve 

dolayısıyla 𝐹(𝑦𝑡, 𝑘) ≤ 0 vardır. (A1) ve (A4) den  

0 = 𝐹(𝑦𝑡, 𝑦𝑡) ≤ 𝑡𝐹(𝑦𝑡, 𝑦) + (1 − 𝑡)𝐹(𝑦𝑡, 𝑘) ≤ 𝑡𝐹(𝑦𝑡, 𝑦) 

elde edilir ve dolayısıyla 0 ≤ 𝐹(𝑦𝑡, 𝑦) olur. (A3)’den 𝐹(𝑘, 𝑦) ≥ 0 olur. Yani 𝑘 ∈

𝐸𝑃(𝐹)’dir. 

(b) Şimdi de 𝑘 ∈ 𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) olduğu gösterilmelidir. Bu amaçla, 𝑇,  (2.30) ile tanımlanan 

maksimal monoton dönüşüm olsun: 

𝑇𝑥 = {
𝐴𝑥 + 𝑁𝐶𝑥,     𝑥 ∈ 𝐶;
             ∅,        𝑥 ∉ 𝐶.

 

Herhangi bir (𝑥, 𝑢) ∈ 𝐺(𝑇) için dolayısıyla 𝑢 − 𝐴𝑥 ∈ 𝑁𝐶𝑥 dir. 𝑁𝐶’nin tanımı gereği 

𝑣𝑛 ∈ 𝐶 olduğundan, 

〈𝑥 − 𝑣𝑛, 𝑢 − 𝐴𝑥〉 ≥ 0 (3.59) 

Öte yandan 𝑣𝑛 = 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 den, 〈𝑥 − 𝑣𝑛, 𝑣𝑛 − (𝑦𝑛 − 𝜆𝑛𝐴𝑦𝑛)〉 ≥ 0 dır. Bu 

nedenle 

〈𝑥 − 𝑣𝑛,
𝑣𝑛 − 𝑦𝑛
𝜆𝑛

+ 𝐴𝑦𝑛〉 ≥ 0 

olur. (3.59) dan ve 𝐴: 𝐶 → ℍ relaxed (𝑐, 𝑤)-cocoersive dönüşümü ve 𝐿 – Lipschitizian 

dönüşümü olduğundan  

〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝑢 − 𝐴𝑥〉 ≥ 0 

〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝑢〉 − 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝐴𝑥〉 ≥ 0 

〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝑢〉 ≥ 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝐴𝑥〉 

                      ≥ 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝐴𝑥〉 − 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 ,
𝑣𝑛𝑖 − 𝑦𝑛𝑖
𝜆𝑛𝑖

+ 𝐴𝑦𝑛𝑖〉 

                     = 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝐴𝑥〉 − 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝐴𝑦𝑛𝑖〉 − 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 ,
𝑣𝑛𝑖 − 𝑦𝑛𝑖
𝜆𝑛𝑖

〉 

(3.60) 
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                = 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝐴𝑥 − 𝐴𝑦𝑛𝑖〉 − 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 ,
𝑣𝑛𝑖 − 𝑦𝑛𝑖
𝜆𝑛𝑖

〉 

                = 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝐴𝑥 − 𝐴𝑣𝑛𝑖〉 + 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝐴𝑣𝑛𝑖 − 𝐴𝑦𝑛𝑖〉                           

− 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 ,
𝑣𝑛𝑖 − 𝑦𝑛𝑖
𝜆𝑛𝑖

〉 

ve 

〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝐴𝑥 − 𝐴𝑣𝑛𝑖〉 ≥ −𝑐‖𝐴𝑥 − 𝐴𝑣𝑛𝑖‖
2
+ 𝑤‖𝑥 − 𝑣𝑛𝑖‖

2
 

                                       ≥ −𝑐𝐿2‖𝑥 − 𝑣𝑛𝑖‖
2
+ 𝑤‖𝑥 − 𝑣𝑛𝑖‖

2
 

                                       = (𝑤 − 𝑐𝐿2)‖𝑥 − 𝑣𝑛𝑖‖
2
 

 

elde edilir. Burada 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝐴𝑥 − 𝐴𝑣𝑛𝑖〉 ≥ 0 olur. Bu yüzden (3.60) daki eşitsizlik şu 

şekilde yazılarak 

〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝑢〉 ≥ 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝐴𝑥 − 𝐴𝑣𝑛𝑖〉

+ 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝐴𝑣𝑛𝑖 − 𝐴𝑦𝑛𝑖〉                              

− 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 ,
𝑣𝑛𝑖 − 𝑦𝑛𝑖
𝜆𝑛𝑖

〉 

                      ≥ 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝐴𝑣𝑛𝑖 − 𝐴𝑦𝑛𝑖〉 − 〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 ,
𝑣𝑛𝑖 − 𝑦𝑛𝑖
𝜆𝑛𝑖

〉 

 

eşitsizliğine ulaşılır. ‖𝑣𝑛 − 𝑦𝑛‖ → 0, 𝑣𝑛𝑖 ⇀ 𝑘 ve 𝐴 Lipschitz sürekli olduğundan 

lim
𝑛→∞

〈𝑥 − 𝑣𝑛𝑖 , 𝑢〉 = 〈𝑥 − 𝑘, 𝑢〉 ≥ 0 

olur. T maksimal monoton olduğundan dolayı 0 ∈ 𝑇𝑘 dir. Böylece 𝑘 ∈ 𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) dir. 

(c) Son olarak 𝑘 ∈ 𝐹(𝑆) = ⋂ 𝐹(𝑆𝑛)
∞
𝑛=1  olduğu ispatlanmalıdır. Bunun tersini olduğu 

kabul edilirse, 𝑘 ≠ 𝐹(𝑆) yani 𝑆𝑘 ≠ 𝑘 dir.𝑣𝑛𝑖 ⇀ 𝑘 ‘den, opial koşuluna göre  

lim
𝑖→∞

inf‖𝑣𝑛𝑖 − 𝑘‖ < lim
𝑖→∞

‖𝑣𝑛𝑖 − 𝑆𝑘‖ 

                                 ≤  lim
                                                   𝑖→∞

inf{‖𝑣𝑛𝑖 − 𝑆𝑣𝑛𝑖‖ + ‖𝑆𝑣𝑛𝑖 − 𝑆𝑘‖} 

                                 =  lim
                                                   𝑖→∞

inf{‖𝑣𝑛𝑖 − 𝑆𝑣𝑛𝑖‖ + ‖𝑣𝑛𝑖 − 𝑘‖} 

                                 ≤  lim
                                                   𝑖→∞

inf‖𝑣𝑛𝑖 − 𝑘‖ 

olur. Bu bir çelişkidir ve buradan 𝑘 ∈ 𝐹(𝑆) = ⋂ 𝐹(𝑆𝑛)
∞
𝑛=1  olduğu görülür. 
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Sonuç olarak  𝑘 ∈ Ψ olduğu kanıtlanmıştır. 

𝑧 = 𝑃Ψ𝑓(𝑧) olduğundan, (2.26), ‖𝑆𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ → 0 ve (3.57)’den 

lim
𝑛→∞

sup〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑥𝑛 − 𝑧〉

= lim
𝑛→∞

sup〈𝑓(𝑧) − 𝑧, (𝑥𝑛 − 𝑆𝑣𝑛 + 𝑆𝑣𝑛 − 𝑧)〉 

                           ≤ lim
𝑛→∞

sup〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑆𝑣𝑛 − 𝑧〉 

                           = lim
𝑛→∞

〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑆𝑣𝑛𝑖 − 𝑧〉 

                           = 〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑘 − 𝑧〉 ≤ 0 

(3.61) 

sonucu çıkarılır. 

(VI) Son olarak 𝑛 → ∞ için 𝑥𝑛 → 𝑧 olduğu kanıtlanacaktır. (3.7) , (3.61) den 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑧‖
2 = 〈𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑆𝑣𝑛 − 𝑧, 𝑥𝑛+1 − 𝑧〉 

                         = 𝛼𝑛〈𝑓(𝑦𝑛) − 𝑧, 𝑥𝑛+1 − 𝑧〉 + 𝛽𝑛〈𝑥𝑛 − 𝑧, 𝑥𝑛+1 − 𝑧〉 

                            +𝛾𝑛〈𝑆𝑣𝑛 − 𝑧, 𝑥𝑛+1 − 𝑧〉 

                         ≤ 𝛼𝑛〈𝑓(𝑦𝑛) − 𝑧, 𝑥𝑛+1 − 𝑧〉 +
1

2
𝛽𝑛(‖𝑥𝑛 − 𝑧‖

2 + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑧‖
2) 

                             +
1

2
𝛾𝑛(‖𝑣𝑛 − 𝑧‖

2 + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑧‖
2) 

                         = 𝛼𝑛〈𝑓(𝑦𝑛) − 𝑓(𝑧), 𝑥𝑛+1 − 𝑧〉 + 𝛼𝑛〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑥𝑛+1 − 𝑧〉 

                             + 
1

2
𝛽𝑛(‖𝑥𝑛 − 𝑧‖

2 + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑧‖
2) 

                             +
1

2
𝛾𝑛(‖𝑣𝑛 − 𝑧‖

2 + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑧‖
2) 

                         ≤
1

2
𝛼𝑛(𝜉‖𝑦𝑛 − 𝑧‖

2 + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑧‖
2) + 𝛼𝑛〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑥𝑛+1 − 𝑧〉 

                             + 
1

2
𝛽𝑛(‖𝑥𝑛 − 𝑧‖

2 + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑧‖
2) 

                             +
1

2
𝛾𝑛(‖𝑥𝑛 − 𝑧‖

2 + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑧‖
2) 

                         ≤
1

2
𝛼𝑛(𝜉‖𝑥𝑛 − 𝑧‖

2 + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑧‖
2) + 𝛼𝑛〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑥𝑛+1 − 𝑧〉 

                             + 
1

2
(1 − 𝛼𝑛)(‖𝑥𝑛 − 𝑧‖

2 + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑧‖
2) 

                         ≤
1

2
[1 − (1 − 𝜉)𝛼𝑛]‖𝑥𝑛 − 𝑧‖

2 +
1

2
‖𝑥𝑛+1 − 𝑧‖

2 
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                            +𝛼𝑛〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑥𝑛+1 − 𝑧〉 

sonucu ortaya çıkar. 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑧‖
2 ≤ [1 − (1 − 𝜉)𝛼𝑛]‖𝑥𝑛 − 𝑧‖

2 + 2𝛼𝑛〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑥𝑛+1 − 𝑧〉 

Buradan 𝑎𝑛 = ‖𝑥𝑛+1 − 𝑧‖
2, 𝛾𝑛 = (1 − 𝜉)𝛼𝑛, 𝑏𝑛 = 2𝛼𝑛〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑥𝑛+1 − 𝑧〉 alınırsa 

Lemma 2.29’in tüm koşullarını sağlar. Böylece lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑧‖
2 = 0 olur ve Teorem 

3.1.1’in ispati tamamlanır. 

Aşağıdaki Örnek 3.1.2, [50]'deki Örnek 1'e göre bazı koşullar kullanılarak yeniden 

oluşturulursa; 

Örnek 3.1.2  ℍ = ℝ, 𝐶 = [0,1] olsun. Açıkçası ℍ = ℝ, 〈𝑥, 𝑦〉 = 𝑥. 𝑦 iç çarpımı 

tarafından oluşturulan ‖𝑥‖ = |𝑥|  normuna sahip bir Hilbert uzayıdır. 𝑆: 𝐶 →

𝐶, 𝑓: 𝐶 → 𝐶, 𝐴: 𝐶 ⊂ ℍ → ℍ, 

𝑆𝑥 = {

7𝑥

20
, 0 ≤ 𝑥 ≤

1

2
3𝑥

10
,

1

2
< 𝑥 ≤ 1

 

𝑓𝑥 =
1

3
𝑥 ve 𝐴𝑥 = 𝑥3 + 2𝑥 ile tanımlansın. O halde 

|𝐴𝑥 − 𝐴𝑦| = |𝑥3 + 2𝑥 − 𝑦3 − 2𝑦| 

                    ≤ |𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2||𝑥 − 𝑦| + 2|𝑥 − 𝑦| 

                    ≤ 5|𝑥 − 𝑦| 

elde edilir ve dolayısıyla 𝐴 bir 5-Lipschitziandir. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶için 

〈𝐴𝑥 − 𝐴𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 = 〈𝑥3 + 2𝑥 − 𝑦3 − 2𝑦, 𝑥 − 𝑦〉 

                                 = 〈(𝑥 − 𝑦)(𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2) + 2(𝑥 − 𝑦), 𝑥 − 𝑦〉 

                                 = (𝑥 − 𝑦)2(𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 2) 

                                 ≥ 2|𝑥 − 𝑦|2 − 3|𝐴𝑥 − 𝐴𝑦|2 

elde edilir. Böylece 𝐴(3,2) relaxed cocoercive dönüşümüdür. Ayrıca, Mathematıca 9 

kullanılarak, Şekil 3.1’den 𝐴 dönüşümünün aşağıdaki gibi relaxed cocoercive 

dönüşüm olduğu görülür: 
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Şekil 3.1. A’nın relaxed cocoercive dönüşüm olduğunu gösteren grafik. 

Projeksiyon dönüşümü 𝑃𝐶 : ℝ → [0,1] aşağıdaki gibi tanımlansın 

 𝑃𝐶𝑥 = {

𝑥; 𝑥 ∈ [0,1]
0; 𝑥 ∈ (−∞, 0)
1; 𝑥 ∈ (1,∞)

 

Bu durumda 

𝑆𝑃𝐶𝑥 = {

𝑆(𝑥); 𝑥 ∈ [0,1]
0;  𝑥 ∈ (−∞, 0)

𝑆(1); 𝑥 ∈ (1,∞)
 

olur. 𝛼𝑛 =
1

2(𝑛+1)
, 𝛽𝑛 =

1

2(𝑛+1)
, 𝛾𝑛 =

𝑛

𝑛+1
, 𝜃𝑛 =

1

2(𝑛+1)
, 𝜆𝑛 = 

1

𝑛+1
, 𝑟𝑛 =

𝑛

𝑛+2
  ve 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑦2 − 𝑥2 seçilir. 𝑟 > 0 ve 𝑥 ∈ [0,1] için, Lemma 2.26’ya göre, her 𝑦 ∈ [0,1] 

𝐹(𝑢, 𝑦) +
1

𝑟
〈𝑦 − 𝑢, 𝑢 − 𝑥〉 ≥ 0 

⇔ 𝑦2 − 𝑢2 +
1

𝑟
〈𝑦 − 𝑢, 𝑢 − 𝑥〉 ≥ 0 

⇔ 𝑟𝑦2 + (𝑢 − 𝑥)𝑦 + 𝑢𝑥 − 𝑢2 − 𝑟𝑢2 ≥ 0 

için 𝑢 ∈ [0,1] vardır. 𝐺(𝑦) = 𝑟𝑦2 + (𝑢 − 𝑥)𝑦 + 𝑢𝑥 − 𝑢2 − 𝑟𝑢2koyulur. O halde 𝑎 =

𝑟, 𝑏 = 𝑢 − 𝑥 ve 𝑐 = 𝑢𝑥 − 𝑢2 − 𝑟𝑢2sabiti ile 𝑦’nin ikinci dereceden fonksiyonudur. 

Daha sonra 𝐺’nin ∆ diskriminantını aşağıdaki gibi hesaplanır: 

∆ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 

    = (𝑢 − 𝑥)2 − 4𝑟(𝑢𝑥 − 𝑢2 − 𝑟𝑢2) 
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    = 𝑢2 − 2𝑢𝑥 + 𝑥2 − 4𝑟𝑢𝑥 + 4𝑟𝑢2 + 4𝑟2𝑢2 

    = 𝑥2 − 2𝑢𝑥(1 + 2𝑟) + (1 + 2𝑟)2𝑢2 

    = [𝑥 − (1 + 2𝑟)𝑢]2 

Her  𝑦 ∈ [0,1] için 𝐺(𝑦) ≥ 0 olduğu bilinir. Eğer [0,1]’de tek bir çözümü varsa, ∆= 0 

ve dolayısıyla 𝑥 = 𝑢 + 2𝑟𝑢.  O halde  𝑢 = 𝑇𝑟𝑥 =
𝑥

1+2𝑟
 vardır. 

Seçilen parametreler, dönüşüm ve modifikasyonlar kullanılarak (3.1) ile verilen 

iterasyon yöntemi yeniden yazılır. 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑥𝑛+1 =

1

2(𝑛 + 1)

1

3
𝑦𝑛 + 

1

2(𝑛 + 1)
𝑥𝑛 +

𝑛

𝑛 + 1

7

20
(𝑦𝑛 −

1

𝑛 + 1
[(𝑦𝑛)

3 + 2𝑦𝑛])

𝑦𝑛 = 𝑧𝑛 −
1

𝑛 + 1
[(𝑧𝑛)

3 + 2𝑧𝑛]                                                                              

𝑧𝑛 = (1 −
1

2(𝑛+1)
) 𝑥𝑛 +

1

2(𝑛+1)
[

𝑥𝑛

1+2𝑟𝑛
−

1

𝑛+1
((

𝑥𝑛

1+2𝑟𝑛
)
3

+ 2(
𝑥𝑛

1+2𝑟𝑛
))]          

𝐹(𝑢𝑛, 𝑦) +
1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0, ∀𝑦 ∈ [0,1]                                                

 

Çizelge 3.1. 𝑥1 = 1 başlangıç noktası için (3.1) ile verilen iterasyon yönteminin 

yakınsama davranışı. 

İterasyon 

Adımları 

İterasyon Yöntemi 

(3.1) 

𝑥1 1.00000000000000 

𝑥2 0.23484321116064 

𝑥3 0.04773630095536 

𝑥4 0.00969143775459 

𝑥5 0.00205286327947 

⋮ ⋮ 
𝑥25 0.00000000000015 

𝑥26 0.00000000000004 

𝑥27 0.00000000000001 

𝑥28 0.00000000000000 

Çizelge 3.1, {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dizisinin 0 noktasına yakınsadığını ve ayrıca bir denge 

problemini hem de sabit nokta problemini çözdüğünü göstermektedir. 

3.2 Denge Problemin Yeni Sabit Nokta İterasyon Yöntemiyle Çözümü 

Teorem 3.2.1 𝐶, bir reel Hilbert uzayı ℍ’nin boş olmayan kapalı konveks alt kümesi, 

𝐹: 𝐶 𝑥 𝐶 → 𝑅 (A1)-(A4) şartlarını sağlayan bir çift fonksiyon, bazı pozitif 



38 
 

𝐿, 𝑐 ve 𝑤 sabitleri için 𝐴: 𝐶 → ℍ relaxed (𝑐, 𝑤)-cocoersive dönüşümü ve 𝐿 – 

Lipschitizian dönüşümü olsun. {𝑆𝑖: 𝐶 → 𝐶}   Ψ ≠ ∅ olacak şekilde genişlemeyen 

dönüşümler ailesi, burada  𝐹 ≔∩𝑖=1
∞ 𝐹(𝑆𝑖) ve 𝑓: 𝐶 → 𝐶  𝜉 ∈ (0,1) sabiti ile bir 

contraction dönüşümü olsun. {𝑥𝑛}ve {𝑢𝑛}, 𝑥1 ∈ ℍ ve 

{
 
 

 
 𝐹(𝑢𝑛, 𝑦) +

1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑢𝑛, 𝑢𝑛 − 𝑥𝑛〉 ≥ 0, ∀𝑦 ∈ 𝐶     

𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑊𝑛𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛

 
𝑦𝑛 = 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑧𝑛                                          

𝑧𝑛 = (1 − 𝜃𝑛)𝑥𝑛 + 𝜃𝑛𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛           

 (3.62) 

tarafından oluşturulan, burada {𝑊𝑛: 𝐶 → 𝐶}, (2.35) ile tanımlanan dizi 

ve {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛}, {𝛾𝑛}, {𝜃𝑛} ⊂ [0,1] ve {𝑟𝑛} ⊂ (0,∞) olan diziler olsun. Kontrol dizilerin 

aşağıdaki koşulları sağladığı kabul edilsin: 

(i) 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛 = 1, 

(ii) lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0  ve  ∑ 𝛼𝑛 = ∞,
∞
𝑛=1  

(iii) 0 < lim
𝑛→∞

inf 𝛽𝑛 ≤ lim
𝑛→∞

sup 𝛽𝑛 < 1, 

(iv) lim
𝑛→∞

inf 𝑟𝑛 > 0; lim
𝑛→∞

|𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛| = 0, 

(v) lim
𝑛→∞

|𝜆𝑛+1 − 𝜆𝑛| = 0,  𝜆𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏], burada 0 < 𝑎 ≤ 𝑏 <
2(𝑤−𝑐𝐿2)

𝐿2
, 

(vi) 0 < lim
𝑛→∞

inf 𝜃𝑛 ≤ lim
𝑛→∞

sup 𝜃𝑛 <
1

2
;  lim
𝑛→∞

|𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛| = 0 

o zaman {𝑥𝑛}, 𝑧 ∈ Ψ’ye güçlü yakınsar, burada 𝑧 = 𝑃Ψ𝑓(𝑧)’dir. 

İspat: İspat altı adıma ayrılarak yapılacaktır: 

(I) İlk olarak 𝑧 = 𝑃Ψ𝑓(𝑧) olacak şekilde 𝑧 ∈ 𝐶’nin var olduğu kanıtlanacaktır. 

Teorem 3.1.1 deki birinci adımda yapılan işlemlerin aynısı burada da yapılacağından 

birinci adımın ispatı tamamlanmış olunur. 

(II) Şimdi {𝑥𝑛} ve {𝑢𝑛} dizilerinin sınırlı olduğu gösterilecektir. 

Teorem 3.1.1 deki ikinci adımda elde edilen (3.3) ve (3.7) eşitsizlikleri bu adımda da 

elde edilir. Lemma 2.31 ile, 𝑝 = 𝑊𝑛𝑝, dolayısıyla (3.3)’den  

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖ = ‖𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑊𝑛𝑣𝑛 − (𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛)𝑝‖ 

                       ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛾𝑛‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑝‖ 

(3.63) 
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                       ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ + 𝛾𝑛‖𝑣𝑛 − 𝑝‖ 

                       ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑓(𝑝)‖ + 𝛼𝑛‖𝑓(𝑝) − 𝑝‖+ 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

                           +𝛾𝑛‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑝‖ 

                       = (𝛼𝑛𝜉 + 𝛾𝑛)‖𝑦𝑛 − 𝑝‖ + 𝛼𝑛‖𝑓(𝑝) − 𝑝‖ +  𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖ 

elde edilir. Burada (3.7) eşitsizliği (3.63) eşitsizliğinde yerine yazılırsa Teorem 3.1.1 

deki (3.9) eşitsizliğine ulaşılır. Bu da {𝑥𝑛} dizisinin sınırlı olduğunu gösterir. (3.7)’den 

{𝑧𝑛},{𝑦𝑛}, {𝑣𝑛}, {𝑢𝑛}, {𝑊𝑛𝑣𝑛} ve {𝐴𝑦𝑛} dizileri de sınırlıdır. Genelliği kaybetmeden,  

𝑣𝑛, 𝑦𝑛, 𝑧𝑛 ∈ 𝐷, ∀𝑛 ≥ 1 (3.64) 

olacak şekilde gibi sınrlı bir 𝐷 ⊂ 𝐶 kümesinin var olduğu varsayılabilir. 

(III) lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛+1−𝑥𝑛‖ = 0 olduğu ispatlanacaktır. {𝑏𝑛} dizisini 𝑥𝑛+1 = 𝛽𝑛𝑥𝑛 +

(1 − 𝛽𝑛)𝑏𝑛, ∀𝑛 ≥ 1 ile tanımlanacaktır. Böylece 𝑏𝑛 =
𝑥𝑛+1−𝛽𝑛𝑥𝑛

1−𝛽𝑛
  olur. Dolayısyla 

𝑏𝑛 =
𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝛽𝑛𝑥𝑛

1 − 𝛽𝑛
=
𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛾𝑛𝑊𝑛𝑣𝑛

1 − 𝛽𝑛
 (3.65) 

ve 

𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛 =
𝛼𝑛+1𝑓(𝑦𝑛+1) + 𝛾𝑛+1𝑊𝑛+1𝑣𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−
𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛾𝑛𝑊𝑛𝑣𝑛

1 − 𝛽𝑛
 

                 =
𝛼𝑛+1𝑓(𝑦𝑛+1) + 𝛾𝑛+1𝑊𝑛+1𝑣𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−
𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛾𝑛𝑊𝑛𝑣𝑛

1 − 𝛽𝑛
 

                     +
𝛼𝑛+1𝑓(𝑦𝑛)

1 − 𝛽𝑛+1
−
𝛼𝑛+1𝑓(𝑦𝑛)

1 − 𝛽𝑛+1
+
𝛾𝑛+1𝑊𝑛𝑣𝑛
1 − 𝛽𝑛+1

− 
𝛾𝑛+1𝑊𝑛𝑣𝑛
1 − 𝛽𝑛+1

 

                 =
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
(𝑓(𝑦𝑛+1 ) − 𝑓(𝑦𝑛) +

𝛾𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

(𝑊𝑛+1𝑣𝑛+1 −𝑊𝑛𝑣𝑛) 

                      +𝑓(𝑦𝑛) (
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−

𝛼𝑛
1 − 𝛽𝑛

) + (
𝛾𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−

𝛾𝑛
1 − 𝛽𝑛

)𝑊𝑛𝑣𝑛 

(3.66) 

olur. Koşul (i) den  

𝛾𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

−
𝛾𝑛

1 − 𝛽𝑛
=

𝛼𝑛
1 − 𝛽𝑛

−
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
 (3.67) 

eşitliği elde edilir. Dolayısıyla 
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‖𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛‖ ≤ 𝜉
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ 

                             +
𝛾𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
‖𝑊𝑛+1𝑣𝑛+1 −𝑊𝑛𝑣𝑛‖ 

     + |
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−

𝛼𝑛
1 − 𝛽𝑛

| {‖𝑓(𝑦𝑛)‖ + ‖𝑊𝑛𝑣𝑛‖} 

(3.68) 

eşitsizliğine ulaşılır. Bundan sonra Teorem 3.1.1 deki aynı adımlar takip edilerek  

(3.27) deki eşitsizlik elde edilir. Daha sonra 

‖𝑊𝑛+1𝑣𝑛+1 −𝑊𝑛𝑣𝑛‖ ≤ ‖𝑊𝑛+1𝑣𝑛+1 −𝑊𝑣𝑛+1‖ + ‖𝑊𝑣𝑛+1 −𝑊𝑣𝑛‖ 

                                             +‖𝑊𝑣𝑛 −𝑊𝑛𝑣𝑛‖ 

                                         ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝐷

{‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛+1𝑥‖ + ‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛𝑥‖} 

                                             +‖𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛‖ 

(3.69) 

elde edilir. Burada 𝐷 (3.64) ile tanımlanan 𝐶’nin sınırlı alt kümesidir. Ayrıca 

‖𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛‖ = ‖𝑃𝐶(𝑦𝑛+1 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑦𝑛+1) − 𝑃𝐶(𝑦𝑛 − 𝜆𝑛𝐴𝑦𝑛)‖ 

         ≤ ‖(𝑦𝑛+1 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑦𝑛+1) − (𝑦𝑛 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑦𝑛 + 𝜆𝑛+1𝐴𝑦𝑛 − 𝜆𝑛𝐴𝑦𝑛)‖ 

         ≤ ‖(𝑦𝑛+1 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑦𝑛+1) − (𝑦𝑛 − 𝜆𝑛+1𝐴𝑦𝑛)‖ + |𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑦𝑛‖ 

         ≤ ‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ + |𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑦𝑛‖ 

(3.70) 

eşitsizliği ulaşılır. (3.70) eşitsizliği (3.69) de yerine yazılırsa, 

‖𝑊𝑛+1𝑣𝑛+1 −𝑊𝑛𝑣𝑛‖ ≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝐷

{‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛+1𝑥‖ + ‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛𝑥‖} 

                                             +‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ + |𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑦𝑛‖ 

(3.71) 

elde edilir. (3.71) eşitsizliği (3.68) de yerine yazılırsa, 

‖𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛‖ ≤ 𝜉
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ 

                             + |
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−

𝛼𝑛
1 − 𝛽𝑛

| {‖𝑓(𝑦𝑛)‖ + ‖𝑊𝑛𝑣𝑛‖} 

                             +
𝛾𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
{
𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝐷

{‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛+1𝑥‖ + ‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛𝑥‖}

+‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ + |𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑦𝑛‖
}          

(3.72) 

sonucuna ulaşılır. Düzenlemeler yapılırsa, 
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‖𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛‖ ≤
𝜉𝛼𝑛+1 + 𝛾𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

‖𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛‖ 

                             + |
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−

𝛼𝑛
1 − 𝛽𝑛

| {‖𝑓(𝑦𝑛)‖ + ‖𝑊𝑛𝑣𝑛‖} 

                             +
𝛾𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
{
𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝐷

{‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛+1𝑥‖ + ‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛𝑥‖}

+|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑦𝑛‖
} 

 

(3.73) 

elde edilir. (3.27) deki eşitsizliği (3.73) da yerine yazılırsa, 

‖𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛‖ ≤
𝜉𝛼𝑛+1 + 𝛾𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

{
‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ + 𝜃𝑛+1

𝐾

𝑑
|𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛|

+|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|(‖𝐴𝑧𝑛‖ + 𝜃𝑛+1‖𝐴𝑢𝑛‖)

+|𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛|𝑀

} 

                             + |
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−

𝛼𝑛
1 − 𝛽𝑛

| {‖𝑓(𝑦𝑛)‖ + ‖𝑊𝑛𝑣𝑛‖} 

                             +
𝛾𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
{
𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝐷

{‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛+1𝑥‖ + ‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛𝑥‖}

+|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑦𝑛‖
} 

(3.74) 

eşitsizliği elde edilir.(3.74)’den 

‖𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛‖ − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ ≤ (
𝜉𝛼𝑛+1 + 𝛾𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

− 1) ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

                         + 
𝜉𝛼𝑛+1 + 𝛾𝑛+1
1 − 𝛽𝑛+1

{
𝜃𝑛+1

𝐾

𝑑
|𝑟𝑛+1 − 𝑟𝑛|

+|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|(‖𝐴𝑧𝑛‖ + 𝜃𝑛+1‖𝐴𝑢𝑛‖)

+|𝜃𝑛+1 − 𝜃𝑛|𝑀

} 

                            + |
𝛼𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
−

𝛼𝑛
1 − 𝛽𝑛

| {‖𝑓(𝑦𝑛)‖ + ‖𝑊𝑛𝑣𝑛‖} 

                  +
𝛾𝑛+1

1 − 𝛽𝑛+1
{
𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝐷

{‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛+1𝑥‖ + ‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛𝑥‖}

+|𝜆𝑛 − 𝜆𝑛+1|‖𝐴𝑦𝑛‖
} 

(3.75) 

elde edilir. Lemma 2.32’dan 𝑛 → ∞ için  sup
𝑥∈𝐷

‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛𝑥‖ → 0 olduğu bilinmektedir. 

(i)-(vi) koşullarına göre, 
𝜉𝛼𝑛+1+𝛾𝑛+1

1−𝛽𝑛+1
− 1 =

(𝜉−1)𝛼𝑛+1

1−𝛽𝑛+1
< 0 olduğundan (3.75) 

eşitsizliğinde 
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lim
𝑛→∞

sup{‖𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛‖ − ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖} ≤ 0. 

elde edilir. Böylece Lemma 2.27’den  

lim
𝑛→∞

‖𝑏𝑛 − 𝑥𝑛‖ = 0 

olur. Sonuç olarak 

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ = lim
𝑛→∞

(1 − 𝛽𝑛)‖𝑏𝑛 − 𝑥𝑛‖ =0 (3.76) 

olur.  

(IV) Şimdi 𝑛 → ∞ için  ‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑣𝑛‖ → 0 olduğu ispatlanacaktır. Bu amaç için ilk 

olarak ‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ → 0 olduğu kanıtlanacaktır. (ii), (iii) koşullarından ve 𝑛 →

∞ için ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ → 0 olduğundan dolayı 

‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ ≤ ‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛+1‖ + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

                           = ‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) − 𝛽𝑛𝑥𝑛 − 𝛾𝑛𝑊𝑛𝑣𝑛‖ + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

                           ≤ 𝛼𝑛‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑓(𝑦𝑛)‖ + 𝛽𝑛‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ 

‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ ≤
𝛼𝑛

1 − 𝛽𝑛
‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑓(𝑦𝑛)‖ +

1

1 − 𝛽𝑛
‖𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛‖ → 0 

(3.77) 

elde edilir. Şimdi de 𝑛 → ∞ için ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ → 0 olduğu ispatlanır. Aslında Lemma 

2.26 dan herhangi bir 𝑝 ∈ Ψ için Teorem 3.1.1 deki (3.37) eşitsizliği elde edilir. Daha 

sonra 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑝‖
2 = ‖𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑊𝑛𝑣𝑛 − (𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛾𝑛)𝑝‖

2 

                         ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 + 𝛾𝑛‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑝‖
2 

                         ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑝‖
2 + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑝‖

2 + 𝛾𝑛‖𝑣𝑛 − 𝑝‖
2 

(3.78) 

eşitsizliğine ulaşılır. (3.78) eşitsizliğinde Teorem 3.1.1 deki aynı adımlar takip edilerek 

(3.40) eşitsizliği elde edilir. Buradan 𝑛 → ∞ için ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ → 0 olduğu ispatlanır.  

(3.78) eşitsizliğini Teorem 3.1.1 deki adımlarda kullanılarak 𝑛 → ∞ için ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ →

0 ve ‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ → 0 olduğu bulunur. O zaman 

‖𝑥𝑛 − 𝑧𝑛‖ = ‖(1 − 𝜃𝑛)𝑥𝑛 + 𝜃𝑛𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

             ≤ 𝜃𝑛‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 + 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − 𝑥𝑛‖ 
(3.79) 
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             ≤ 𝜃𝑛‖𝑢𝑛 − 𝑦𝑛‖ + 𝜃𝑛‖𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

             ≤ 𝜃𝑛‖𝑢𝑛 − 𝑦𝑛‖ + 𝜃𝑛‖𝑣𝑛 −𝑊𝑛𝑣𝑛‖ + 𝜃𝑛‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

elde edilir. (3.79) eşitsizliği ‖𝑢𝑛 − 𝑦𝑛‖ ≤ ‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑧𝑛‖ + ‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ 

eşitsizliğinde yerine yazılırsa, 

‖𝑢𝑛 − 𝑦𝑛‖ ≤ ‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ 

                        +𝜃𝑛‖𝑢𝑛 − 𝑦𝑛‖ + 𝜃𝑛‖𝑣𝑛 −𝑊𝑛𝑣𝑛‖ + 𝜃𝑛‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

‖𝑢𝑛 − 𝑦𝑛‖ ≤
1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ +

1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ 

                         +
𝜃𝑛

1 − 𝜃𝑛
‖𝑣𝑛 −𝑊𝑛𝑣𝑛‖ +

𝜃𝑛
1 − 𝜃𝑛

‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

(3.80) 

eşitsizliğine ulaşılır. Burada (3.80)’deki eşitsizliği ‖𝑢𝑛 − 𝑣𝑛‖ ≤ ‖𝑢𝑛 − 𝑦𝑛‖ + ‖𝑦𝑛 −

𝑣𝑛‖eşitsizliğinde yerine yazılırsa, 

‖𝑢𝑛 − 𝑣𝑛‖ ≤ ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ +
1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ +

1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ 

                         +
𝜃𝑛

1 − 𝜃𝑛
‖𝑣𝑛 −𝑊𝑛𝑣𝑛‖ +

𝜃𝑛
1 − 𝜃𝑛

‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

(3.81) 

elde edilir. (3.81)’deki eşitsizlik ‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑣𝑛‖ ≤ ‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ +

‖𝑢𝑛 − 𝑣𝑛‖ eşitsizliğinde yerine yazılırsa, 

‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑣𝑛‖ ≤ ‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑢𝑛‖ + ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ 

                          +
1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ +

1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ 

                          +
𝜃𝑛

1 − 𝜃𝑛
‖𝑣𝑛 −𝑊𝑛𝑣𝑛‖ +

𝜃𝑛
1 − 𝜃𝑛

‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

                      ≤
1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ +

2 − 𝜃𝑛
1 − 𝜃𝑛

‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ + ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ 

                           +
1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ + +

𝜃𝑛
1 − 𝜃𝑛

‖𝑣𝑛 −𝑊𝑛𝑣𝑛‖ 

1 − 2𝜃𝑛
1 − 𝜃𝑛

‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑣𝑛‖ ≤
1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ +

2 − 𝜃𝑛
1 − 𝜃𝑛

‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ 

                                          +‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ +
1

1 − 𝜃𝑛
‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ → 0 

(3.82) 



44 
 

elde edilir. Dolayısıyla koşul (vi) den ve 𝑛 → ∞ için ‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ → 0, ‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ →

0, ‖𝑦𝑛 − 𝑣𝑛‖ → 0, ‖𝑧𝑛 − 𝑦𝑛‖ → 0 olduğundan ‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑣𝑛‖ → 0 olduğu görülür. 

(V) 𝑧 = 𝑃Ψ için lim
𝑛→∞

sup〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑥𝑛 − 𝑧〉 ≤ 0 olduğu gösterilsin.  Bu amaçla, 

lim
𝑛→∞

sup〈𝑓(𝑧) − 𝑧,𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑧〉 = lim
𝑛→∞

〈𝑓(𝑧) − 𝑧,𝑊𝑛𝑖𝑣𝑛𝑖 − 𝑧〉 (3.83) 

olacak şekilde bir alt dizi {𝑣𝑛𝑖} ⊂ {𝑣𝑛} seçilecektir.{𝑣𝑛𝑖}  𝐶’de sınırlı olduğu için, 

genelliği kaybetmeden 𝑣𝑛𝑖 ⇀ 𝑘 ∈ 𝐶 olduğu varsayılabilir. ‖𝑊𝑛𝑖𝑣𝑛𝑖 − 𝑣𝑛𝑖‖ →

0 olduğundan, bu 𝑊𝑛𝑖𝑣𝑛𝑖 ⇀ 𝑘 anlamına gelir. Dolayısıyla 

lim
𝑛→∞

sup〈𝑓(𝑧) − 𝑧,𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑧〉 = lim
𝑛→∞

〈𝑓(𝑧) − 𝑧,𝑊𝑛𝑖𝑣𝑛𝑖 − 𝑧〉 

                                                       = 〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑘 − 𝑧〉  
(3.84) 

elde edilir. Şimdi 𝑘 ∈ Ψ’nin olduğu gösterilecektir. 

(a) İlk olarak 𝑘 ∈ 𝐸𝑃(𝐹) olduğu ispatlansın.  Teorem 3.1.1 deki adımlar takip 

edilerek (3.58) eşitsizlik elde edilir. Öyleyse ‖𝑢𝑛 − 𝑥𝑛‖ → 0, ‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ →

0, ‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑣𝑛‖ → 0 ve 𝑣𝑛𝑖 ⇀ 𝑘 olduğundan 𝑢𝑛𝑖 ⇀ 𝑘 olur. Burada Teorem 3.1.1 deki 

aynı işlemler yapılarak 𝑘 ∈ 𝐸𝑃(𝐹) olduğu sonucuna ulaşılır. 

(b) Şimdi de 𝑘 ∈ 𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) olduğu ispatlansın. Teorem 3.1.1 deki işlemler 

gerçekleştirilerek 𝑘 ∈ 𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) olduğu görülür. 

(c) Son olarakta 𝑘 ∈ 𝐹(𝑊) = ⋂ 𝐹(𝑆𝑛)
∞
𝑛=1  olduğu kanıtlanacaktır. Bunun tersini 

varsayarak  𝑘 ≠ 𝐹(𝑊) yani 𝑊𝑘 ≠ 𝑘 dir.𝑣𝑛𝑖 ⇀ 𝑘 ‘den, opial koşuluna göre, 

lim
𝑖→∞

inf‖𝑣𝑛𝑖 − 𝑘‖ < lim
𝑖→∞

‖𝑣𝑛𝑖 −𝑊𝑘‖ 

                                 ≤ lim
𝑖→∞

inf{‖𝑣𝑛𝑖 −𝑊𝑣𝑛𝑖‖ + ‖𝑊𝑣𝑛𝑖 −𝑊𝑘‖} 

                                = lim
𝑖→∞

inf{‖𝑣𝑛𝑖 −𝑊𝑣𝑛𝑖‖ + ‖𝑣𝑛𝑖 − 𝑘‖} 

(3.85) 

eşitsizliği elde edilir. (2.37) ve (3.82)’den 

lim
𝑖→∞

‖𝑊𝑣𝑛𝑖 − 𝑣𝑛𝑖‖ ≤ lim
𝑖→∞

{‖𝑊𝑣𝑛𝑖 −𝑊𝑛𝑖𝑣𝑛𝑖‖ + ‖𝑊𝑛𝑖𝑣𝑛𝑖 − 𝑣𝑛𝑖‖} 

                                  ≤ lim
𝑖→∞

{sup
𝑥∈𝐾

‖𝑊𝑥 −𝑊𝑛𝑖𝑥‖} + lim
𝑖→∞

‖𝑊𝑛𝑖𝑣𝑛𝑖 − 𝑣𝑛𝑖‖ = 0 

(3.86) 
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elde edilir. (3.86)’dan dolayı  (3.85)’i 

lim
𝑖→∞

inf‖𝑣𝑛𝑖 − 𝑘‖ < lim
𝑖→∞

inf‖𝑣𝑛𝑖 − 𝑘‖ 

şeklinde elde edilir. Bu bir çelişkidir ve buradan 𝑘 ∈ 𝐹(𝑊) = 𝐹 = ⋂ 𝐹(𝑆𝑛)
∞
𝑛=1  

olduğu görülür. Sonuç olarak 𝑘 ∈ Ψ olduğu kanıtlanmıştır. 

𝑧 = 𝑃Ψ𝑓(𝑧) olduğundan, (2.26), ‖𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑥𝑛‖ → 0 ve (3.84)’ten 

lim
𝑛→∞

sup〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑥𝑛 − 𝑧〉

= lim
𝑛→∞

sup〈𝑓(𝑧) − 𝑧, (𝑥𝑛 −𝑊𝑛𝑣𝑛 +𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑧)〉 

                           ≤ lim
𝑛→∞

sup〈𝑓(𝑧) − 𝑧,𝑊𝑛𝑣𝑛 − 𝑧〉 

                           = lim
𝑛→∞

〈𝑓(𝑧) − 𝑧,𝑊𝑛𝑖𝑣𝑛𝑖 − 𝑧〉 

                           = 〈𝑓(𝑧) − 𝑧, 𝑘 − 𝑧〉 ≤ 0 

(3.87) 

sonuç çıkarılır. 

(VI) Son olarak 𝑛 → ∞ için 𝑥𝑛 → 𝑧 olduğu ispatlanacaktır. Teorem 3.1.1 de 𝑆 

yerine 𝑊𝑛 yazılarak aynı adımlar takip edilir. Böylece lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑧‖
2 = 0 olduğu 

görülür ve Teorem 3.2.1’in ispati tamamlanır. 

3.3 Veri Bağlılığı 

Teorem 3.3.1 𝐹, 𝐴, 𝑆𝑖, 𝑓 Teorem 3.1.1’de olduğu gibi tanımlansın. 𝑧2 =

𝑃Ψ′𝑓(𝑧2) olacak şekilde sabit noktasına sahip 𝐵 operatörü, 𝑧1 = 𝑃Ψ𝑓(𝑧1) olacak 

şekilde sabit noktasına sahip 𝐴’nın yaklaşım operatörü olsun. 𝐴 operatörü (3.1) ile 

verilen yeni iterasyon yönteminden elde edilen dizi {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  ile gösterilsin. 

𝐵 operatörü için aşağıda verilen iterasyondan elde edilen dizi {𝑐𝑛}𝑛=1
∞  ile gösterilsin: 

{
 
 

 
 𝐹(𝑒𝑛, 𝑦) +

1

𝑟𝑛
〈𝑦 − 𝑒𝑛, 𝑒𝑛 − 𝑐𝑛〉 ≥ 0,      ∀𝑦 ∈ 𝐶

𝑐𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑓(𝑑𝑛) + 𝛽𝑛𝑐𝑛 + 𝛾𝑛𝑆𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑑𝑛
𝑑𝑛 = 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑤𝑛                                      

𝑤𝑛 = (1 − 𝜃𝑛)𝑐𝑛 + 𝜃𝑛𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑒𝑛       

 (3.88) 
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burada her 𝑛 ∈ ℕ için {𝛼𝑛}𝑛=0
∞ , {𝛽𝑛}𝑛=0

∞ , {𝛾𝑛}𝑛=0
∞ , {𝜃𝑛}𝑛=0

∞ ∈ [0,1],  𝜆𝑛 ∈ [𝑎, 𝑏],  0 <

𝑎 ≤ 𝑏 <
2(𝑤−𝑐𝐿2)

𝐿2
 ve 

1

2
≤ 𝛼𝑛 dir. Eğer {𝑐𝑛}𝑛=1 

∞  𝑧2 = 𝑃Ψ′𝑓(𝑧2) yakınsıyorsa, o zaman 

‖𝑧1 − 𝑧2‖ ≤  
[2(𝛾𝑛 + 𝛼𝑛𝜉)(1 + 𝜃𝑛)𝜆𝑛 + 2𝛾𝑛𝜆𝑛]𝜀

(1 − 𝜉)
 (3.89) 

eşitsizliği geçerlidir. 

İspat: İterasyon yöntemleri (3.1) ve (3.88)’den takip edilir: 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑐𝑛+1‖ = ‖ 𝛼𝑛𝑓(𝑦𝑛) + 𝛽𝑛𝑥𝑛 + 𝛾𝑛𝑆𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − 𝛼𝑛𝑓(𝑑𝑛) 

                                 −𝛽𝑛𝑐𝑛 − 𝛾𝑛𝑆𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑑𝑛‖ 

                             ≤ 𝛼𝑛‖𝑓(𝑦𝑛) − 𝑓(𝑑𝑛)‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ 

                                 +𝛾𝑛‖𝑆𝑃𝐶[(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − (𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑑𝑛]‖ 

                             ≤ 𝛼𝑛𝜉‖𝑦𝑛 − 𝑑𝑛‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ 

                                +𝛾𝑛‖(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − (𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑑𝑛‖ 

                             ≤ 𝛼𝑛𝜉‖𝑦𝑛 − 𝑑𝑛‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ 

                                +𝛾𝑛‖(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − (𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑑𝑛 + (𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑑𝑛  

                                − (𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑑𝑛‖ 

                             ≤ 𝛼𝑛𝜉‖𝑦𝑛 − 𝑑𝑛‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ 

                                +𝛾𝑛‖(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑦𝑛 − (𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑑𝑛‖ 

                                +𝛾𝑛‖(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑑𝑛 − (𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑑𝑛‖ 

                             ≤ 𝛼𝑛𝜉‖𝑦𝑛 − 𝑑𝑛‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ 

                                +𝛾𝑛‖𝑦𝑛 − 𝑑𝑛‖ + 𝛾𝑛𝜆𝑛𝜀  

                             ≤ (𝛾𝑛 + 𝛼𝑛𝜉)‖𝑦𝑛 − 𝑑𝑛‖ + 𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ + 𝛾𝑛𝜆𝑛𝜀  

(3.90) 

eşitsizliği elde edilir. Ayrıca 

‖𝑦𝑛 − 𝑑𝑛‖ = ‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑧𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑤𝑛‖ 

                     = ‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑧𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑤𝑛 + 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑤𝑛

− 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑤𝑛‖ 

                     ≤ ‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑧𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑤𝑛‖ 

                           +‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑤𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑤𝑛‖ 

                     ≤ ‖𝑧𝑛 − 𝑤𝑛‖ + 𝜆𝑛𝜀 

(3.91) 

eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla 
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‖𝑧𝑛 − 𝑤𝑛‖ = ‖(1 − 𝜃𝑛)𝑥𝑛 + 𝜃𝑛𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛 − (1 − 𝜃𝑛)𝑐𝑛

− 𝜃𝑛𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑒𝑛‖ 

                     ≤ (1 − 𝜃𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖

+ 𝜃𝑛‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑒𝑛‖ 

                     = (1 − 𝜃𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ 

                          +𝜃𝑛‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑒𝑛 + 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑒𝑛

− 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑒𝑛‖ 

                     ≤ (1 − 𝜃𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ 

                         +𝜃𝑛‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑢𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑒𝑛‖ 

                         +𝜃𝑛‖𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐴)𝑒𝑛 − 𝑃𝐶(𝐼 − 𝜆𝑛𝐵)𝑒𝑛‖ 

                     ≤ (1 − 𝜃𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ + 𝜃𝑛‖𝑢𝑛 − 𝑒𝑛‖ + 𝜃𝑛𝜆𝑛𝜀 

(3.92) 

eşitsizliğine ulaşılır. {𝑇𝑟𝑛} Lemma 2.26’daki gibi tanımlanan bir dönüşüm dizisidir. 

Burada 𝑢𝑛 = 𝑇𝑟𝑛𝑥𝑛 ve 𝑒𝑛 = 𝑇𝑟𝑛𝑐𝑛 olacak şekilde yerine yazılırsa 

‖𝑢𝑛 − 𝑒𝑛‖ = ‖𝑇𝑟𝑛𝑥𝑛 − 𝑇𝑟𝑛𝑐𝑛‖ 

                     ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ 
(3.93) 

elde edilir. Eşitsizlik (3.93)’ü (3.92)’deki eşitsizlikte yerine yazılırsa 

‖𝑧𝑛 − 𝑤𝑛‖ ≤ (1 − 𝜃𝑛)‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ + 𝜃𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ + 𝜃𝑛𝜆𝑛𝜀 

                     = ‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ + 𝜃𝑛𝜆𝑛𝜀 
(3.94) 

eşitsizliğine ulaşılır. Buradan (3.94) eşitsizliğini (3.91) eşitsizliğinde yerine yazılırsa 

‖𝑦𝑛 − 𝑑𝑛‖ ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ + 𝜃𝑛𝜆𝑛𝜀 + 𝜆𝑛𝜀 

                     = ‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ + (1 + 𝜃𝑛)𝜀𝜆𝑛 
(3.95) 

elde edilir. (3.95) eşitsizliği (3.90) eşitsizliğinde yerine yazılırsa 

‖𝑥𝑛+1 − 𝑐𝑛+1‖ ≤ (𝛾𝑛 + 𝛼𝑛𝜉)‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ + (𝛾𝑛 + 𝛼𝑛𝜉)(1 + 𝜃𝑛)𝜀𝜆𝑛 

                                 +𝛽𝑛‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ + 𝛾𝑛𝜆𝑛𝜀 

                             = (𝛾𝑛 + 𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝜉)‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ 

                                 +[(𝛾𝑛 + 𝛼𝑛𝜉)(1 + 𝜃𝑛)𝜆𝑛 + 𝛾𝑛𝜆𝑛]𝜀 

                             = (1 − 𝛼𝑛(1 − 𝜉))‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ 

(3.96) 
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                                 +[(𝛾𝑛 + 𝛼𝑛𝜉)(1 + 𝜃𝑛)𝜆𝑛 + 𝛾𝑛𝜆𝑛]𝜀 

eşitsizliği elde edilir. 

𝜎𝑛 = ‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ 

𝜇𝑛 = 𝛼𝑛(1 − 𝜉) 

𝜂𝑛 =
2[(𝛾𝑛 + 𝛼𝑛𝜉)(1 + 𝜃𝑛)𝜆𝑛 + 𝛾𝑛𝜆𝑛]𝜀

(1 − 𝜉)
 

(3.97) 

şeklinde seçilirse Lemma 2.28’den 

0 ≤ limsup
𝑛→∞

𝜎𝑛 ≤ limsup
𝑛→∞

𝜂𝑛 

0 ≤ limsup
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑐𝑛‖ ≤ limsup
𝑛→∞

[2(𝛾𝑛 + 𝛼𝑛𝜉)(1 + 𝜃𝑛)𝜆𝑛 + 2𝛾𝑛𝜆𝑛]𝜀

(1 − 𝜉)
 

(3.98) 

sonuç olarak 

‖𝑧1 − 𝑧2‖ ≤
[2(𝛾𝑛 + 𝛼𝑛𝜉)(1 + 𝜃𝑛)𝜆𝑛 + 2𝛾𝑛𝜆𝑛]𝜀

(1 − 𝜉)
 (3.99) 

elde edilir.  
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada viskozite yaklaşım yöntemi kullanılarak yeni iterasyon yöntemleri 

tanımlanmıştır. Bu iterasyon yöntemle oluşturulan dizinin denge probleminin çözüm 

kümesinin, relaxed (𝑎, 𝑏) −cocoersive dönüşümü ve genişlemeyen bir dönüşüm 

sınıfının sabit noktaları kümesinin ve varyasyonel eşitsizliğin çözüm kümesinin ortak 

bir elemanını bulmak, ayrıca uygun koşullar altında söz konusu problemin çözümüne 

yaklaşmak için iki güçlü yakınsama teoremleri kanıtlanmıştır. Yakınsama teoremin 

koşulları göz önüne alınarak sayısal bir örnek ile Teorem 3.1.1. teoreminin 

uygulamasına yer verilmiştir. Yeni tanımlanan iterasyon yöntemini kullanarak, sabit 

nokta teoreminin etkili ve ilginç bir kavramı olan veri bağlılığı sonucu elde edilmiştir. 

Literatürde bulunan güçlü yakınsama teoremlerini genişleten ve geliştiren yeni güçlü 

yakınsama teoremleri ispatlanarak literatüre katkı sağlanılmıştır. Böylece alana olan 

katkı genişleyerek devam etmektedir. Gelecekteki olası bir çalışmada, veri bağlılığı 

teoremindeki parametreler değiştirilerek, modifiye edilerek veya yeniden 

düzenlenerek alternatif veya daha uygun sonuçlar bulunabilir. 
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