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OZET

a. DERECEDEN f-WIJSMAN LACUNARY ISTATISTIiKSEL YAKINSAKLIK

Bu ¢alisma bes boliimden olusmustur.

Calismanin birinci boliimii giris boliimii olarak diizenlenmis olup, konunun tarihi

gelisimi hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde, bazi temel tamim ve teoremler verilerek, dogal yogunluk,

istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli p —Cesaro toplanabilirlik kavramlar1 verilmistir.

Ucgiincii béliimde, a. dereceden istatistiksel yakinsaklik, a. dereceden lacunary
istatistiksel yakinsaklik, . dereceden kuvvetli p —Cesaro toplanabilirlik kavramlari

tanimlanmis ve bu kavramlara iligkin birka¢ bagint1 verilmistir.

Dordiincii boliimde kiime dizilerinin istatistiksel yakinsakligi ve kiime dizilerinin p-
Cesaro toplanabilmesi kavramlari tanimlanmis ve bu kavramalar iliskin birka¢ baginti

verilmistir.

Besinci boliim tezin orijinal kismi olup, bu béliimde 6 = (k,.) bir lacunary dizisi
olmak tizere a. dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik ve a. dereceden kuvvetli
lacunary p-Cesaro toplanbilme kavramlari kiime dizilerinin a. dereceden lacunary
istatistiksel yakinsakligi ve a. dereceden kuvvetli lacunary p-Cesaro toplanabilmesi
kavramlarma genellestirilmistir.  Elde edilen sonuclar oldukca genel sonuglar olup
0 = (k,) lacunary dizisi, a sayisi ve f modulus fonksiyonun her bir se¢imi i¢in daha 6nce

verilen sonuglar elde edilir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel Yakinsaklik, Lacunary Dizisi, Modulus Fonksiyonu,

Cesaro Toplanabilme.
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SUMMARY

f-WIJSMAN LACUNARY STATISTICAL CONVERGENCE of ORDER «

This study is prepared as five chapter.

In the first chapter which is organized as the introduction section has been given

historical background of the subject.

In the second chapter, we give the fundamental definitions and theorems.
Additionally we give the concepts of natural density, statistical convergence and strong p-

Cesaro summability.

In the third chapter, we define lacunary statistical convergence of order a of
sequences and strong p-lacunary convergence of order a of sequence and give some

relations between of these concepts.

In the fourth chapter, we define the concepts of statistical convergence and strong
p-Cesaro summability for sequences of sets and give some relations between of these

spaces.

In the fifth chapter which is organized original part of this thesis has been
generalized the concepts of lacunary statistical convergence of order a and strong p-
lacunary convergence of order a of real sequences to the concepts of lacunary statistical
convergence of order @ and strong p-lacunary convergence of order a of sets sequences,
where 6 = (k,) is a lacunary sequence, The results which we obtained in this study are

much more general than those obtained by others.

Key Words: Statistical Convergence, Lacunary Sequence, Modulus Function, Cesaro

Summabilitiy.
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1. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik fikri ilk olarak Zygmund [1] tarafindan 1935 yilinda
Varsova’da basilan monografisinin ilk baskisinda verildi. Istatistiksel yakinsakligin tanimi
Steinhaus [2] ve Fast [3] tarafindan ayni yillarda ¢alisildi. Schoenberg [4] istatistiksel
yakinsaklig1 bir toplanabilme metodu olarak ifade etti ve simirli Cesaro toplanabilir bir
dizinin istatistiksel yakinsak oldugunu gosterdi. Yillarca farkli isimler altinda istatistiksel
yakinsaklik Fourier Analiz teorisinde, Ergodic teoride, Sayilar teorisinde, Olgiim
teorisinde, Trigonometrik serilerde ve Banach uzaylari teorisinde farkli isimler altinda
calisilmustir. Istatistiksel yakinsaklik ile ilgili ¢aligmalarn 1985 yilinda Fridy [5]’in yaptig1
“Istatistiksel Yakinsaklik Uzerine “bashikli calismasindan sonra ivme kazindigini
goriiyoruz. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik Connor [6], Savas [7], Mursaleen [8], Fridy
ve Orhan ([9],[10]), Moricz [11], Rath ve Tripathy [12], Salat [13], Bhardwaj ve digerleri
([14], [15], [16]). Derece dahil edilerek, bir dizinin a. dereceden istatistiksel yakinsaklig
Gadjiev and Orhan [17] tarafindan verildi. Bhunia ve digerleri [18] dereceli istatistiksel
yakinsaklik ile ilgili birkac 6zellik ispatladilar. Dereceli istatistiksel yakinsaklik ile ilgili
literatlirdeki caligmalarin Colak ([19],[20]) tarafindan verilen “o. dereceden istatistiksel
yakinsaklik” ve “A-istatistiksel yakinsaklik” baslikli calismalardan sonra arttigini
goriiyoruz. Daha sonra Colak ve Bektas [21], Et ve Sengiil ([22],[23]) dereceli istatistiksel
yakinsaklik kavramlarimi g¢alistilar. Konunun gilincelligini korudugu ve son zamanlarda

bircok yazar tarafindan c¢alisildigi gézlenmektedir.

Kiime dizilerinin yakinsakligi kavrami Wijsman ([24], [25]) tarafindan tanimlanda.
Nuray ve Rhoades [26] kiime dizilerinin istatistiksel yakinsakligini tanimladilar ve bazi
konu ile ilgili birka¢ bagint1 ispatladilar. Daha sonra Nuray ve digerleri ([27], [28], [29]),
Savas [30], Sengiil ve Et [31] kiime dizilerinin istatistiksel yakinsakligini kavarmini

ayrintili calistilar. Bu ¢alismada kiime dizilerinin
1) a.dereceden f~-Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimlanacak,
2) a.dereceden f~-Wijsman kuvvetli p-lacunary yakinsaklik tanimlanacak,

3) a.dereceden f-Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaklik ile o.dereceden f-

Wijsman kuvvetli p-lacunary yakinsaklik arasindaki iliski verilecektir.



2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi temel kavramlardan

bahsedecegiz.

Tamm 2.1.1. [32] X # @ bir ciimle ve K reel veya komplex sayilar cismi olmak

uzere
+: X X X -oX,
KX X -oX

fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri sagliyorsa, X climlesine K cismi iizerinde bir vektor

uzayi ( lineer uzay ) ad1 verilir. Her x,y,z € X ve her A, 1 € K i¢in

Lhx+y=y+x,
L2D)(x+y)+z=x+ (y + 2),
L3) Her x € X i¢in x + 8 = x olacak sekilde bir 8 vardir,
L4) Herbir x € X i¢in x + (—x) = 6 olacak sekilde bir (—x) vardir,
L5 1.x = x,
L6) A(x +y) = Ax + Ay,
L7) (A + wx = Ax + px,
L8) A(ux) = (Aw)x .
Tanim 2.1.2. [32] X bos olmayan bir kiime olsun
d : XxX - R
(x,y) = d(x,y)
doniisiimii asagidaki sartlari sagliyorsa d ye X iizerinde bir metrik (X,d) ikilisine de bir

metrik uzay denir. Vx,y,z € X icin

d)d(x,y) =0 <x=y,



d2) d(x,y) = d(y,x),
d3)d(x,z) < d(x,y) +d(y, 2).

Tamm 2.1.3. [32] (X,d) bir metrik uzay ve x = (x,) de X uzayinda bir dizi olsun.
Eger Ve > 0 i¢cin n > n, iken

d(x,y) <e

olacak sekilde bir ny = ny(e) € N sayis1 varsa x = (x,) dizisi x e yakinsaktir denir.

x = (x,,) dizisi x e yakinsak ise lim,,_,,, X, = x veya x,, = x seklinde yazilir.

Tamm 2.1.4. [32] (X,d) bir metrik uzay ve x = (x,) de X uzaymnda bir dizi olsun.

Eger Ve > 0 icin m,n > n, iken
d(xm, xn) < €
olacak sekilde bir ny = ny(€) € N sayisi varsa x = (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanmm 2.1.5. [33] (X.,d) bir metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

uzaya tam uzay adi verilir.

Tanim 2.1.6. [33] Bir X vektor uzayinin bir Y alt ciimlesi verilsin. Eger y;,y, €Y

oldugunda
M={yeY:y=xy; +(1—X)y,, 0<x<1}cY
oluyorsa Y alt kiimesi konvekstir denir.

Tamm 2.1.7. [33] (X, ||.]]) normlu bir uzay olsun. X iizerinde siirh tiim lineer

fonksiyonellerin climlesi

B lf )l
IfIl = Sﬁlflfé Tl ”ill%glv(xﬂ

normu ile bir normlu uzay olusturur. Bu uzaya X in siirekli dual uzay1 denir ve X' ile

gosterilir.

Tamm 2.1.8. [33] (X,]|.|]) normlu bir uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Her

fex ve n— oo igin



fO) = f(x)

ise (x,,) dizisi x e zayif yakinsaktir denir. (x,) dizisi x e zayif yakinsak ise x, zx
seklinde yazilir.

Tamim 2.1.9. [32] Reel terimli tiim dizilerin ctimlesini w ile gosterelim. x = (x;,),

y = (yi) ve o bir skaler olmak tizere, w

x+y =+ V)
ax = (axy)

seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. w nin her alt lineer uzayina bir dizi

uzay1 denir. Ayrica

lo = {x = (x3.): sup|xy| < 00}

K

sinirli,

c= {x = (x): lllrcn X mevcut}
yakinsak ve

Co = {x = (x3): lilgnxk = 0}
sifir dizileri uzay1

lIxlleo = suplx|

K

normu ile birer Banach uzayidir.
Tamim 2.1.10. [32] X bir dizi uzay1 olsun. X bir Banach uzayi ve
Tk:X i ¢, Tk(X) = Xk» (k = 1,2, )

dontisiimii siirekli ise X e bir BK- uzay1 denir.



Tamm 2.1.11. [32] (py) kesin pozitif reel sayilarin sinirli bir dizisi ve H = sup py

olsun. Bu takdirde D = max(1, 2%71) ve ay, by, € ¢ olmak iizere
lay + bi|Pk < D{|ay|P* + |by [Pk}

esitsizligi saglanir.

2.2. istatistiksel Yakinsakhik

Bu kisimda dogal sayilar kiimesinin bir altkiimesinin dogal yogunlugundan

hareketle istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel Cauchy dizisi tanimlarini verecegiz.

Tanmm 2.2.1. [34] N dogal sayilar ciimlesinin A alt ciimlesinin dogal yogunlugu,
|{k < n: k € A}| ifadesi n den biiyiik olmayan A € N ciimlesinin elemanlarinin sayisini

gostermek tlizere
§(4) =limy~|{k <n:k €A}

ile tanimlanir. N dogal sayilar ciimlesinin herhangi bir sonlu alt climlesinin dogal

yogunlugunun sifir oldugu agiktir ve A = N — A olmak tizere § (A) = 1 — §(4) dir.

Bir climlenin dogal yogunlugu daha kolay bir yolla su sekilde bulunabilir. (a,)
pozitif tamsayilarin artan bir dizisi olsun. A = {a, : n € N} olmak iizere A € N alt

climlesinin dogal yogunlugu mevcut ise
5(4) = lim,_e ;—n

dir. Ornek olarak A = {n® : neN} ciimlesini alirsak, dogal yogunlugu
5(4) = limy,_e % =0

olarak elde edilir.

Burada 6zellikle dogal yogunlugu sifir olan ciimlelerle ilgilenecegiz. Ayrica, eger
x = (x), dogal yogunlugu sifir olan bir climle hari¢ her k i¢in P 6zelligini saglayacak
sekilde bir dizi ise, x, “hemen hemen her k” i¢in P Ozelligini saglar denir ve kisaca

“h.h.k” seklinde ifade edilir.

Tanmm 2.2.2. [5] Her € > 0 i¢in



limyoo [k <t b — LI 2 €} =0
olacak sekilde bir L sayis1 varsa yani, h.h.k i¢in
|x, —L| < ¢

ise x = (xy) dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda S — lim x;, = L yazilir.
5 : . 1 . e

Eger L = 0 ise yani, lim;_q ~ {k < n:|xi| = €} =0 ise x = (x) dizisine istatistiksel

sifir dizisidir denir. Tiim istatistiksel yakinsak dizilerin climlesi S ile ve tiim istatistiksel

sifir dizilerin climlesi S ile gosterilir.

Bilinen anlamda yakinsak olan diziler istatistiksel yakinsaktir. Fakat istatistiksel

yakinsak olan diziler yakinsak olmak zorunda degildir.
Ornek 2.2.3. x = (x;) dizisini

x={1’ k =m?
k710, k=#m?

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde Ve > 0 i¢in
{k<n:|x—0|=c}|<|{k<n:x #0} <+vn
oldugundan

limn_)ooil{k <n: x; # 0} Slimn_)oo\il—E =0

elde edilir, yani S — lim x;, = 0 dir. Ancak (x; ) dizisi yakinsak degildir.

Tamm 2.2.4. [5] Eger her € > 0 i¢in

. 1
hmn—wo;l{ksnz ka_xNI 28}' =0



yani, h.hk i¢in |x; —xy| < € olacak sekilde bir N = N(¢&) dogal sayisi varsa x = (x;)

dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

2.3. Lacunary Dizileri ve Lacunary Istatistiksel Yakinsakhk

Bu kisimda istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel Cauchy dizisi kavramlarini bir
lacunary dizisi yardimiyla da lacunary istatistiksel yakinsaklik ve lacunary istatistiksel

Cauchy dizisi kavramlarina genellestirecegiz.

ko =0, r - o iken h, = k, — k,_; = oo olacak sekilde 6 = {k,} artan tamsayi

kr

dizisine lacunary dizisi denir. Burada ¢, = — I, = (ky_1, k] ve q1 =k, olarak

alinacaktir.

Tamm 2.3.1. [9] I, = (k,_4, k-] ve 0 bir lacunary dizisi olmak {izere Ve > 0 igin
limy oo -k € L ¢ |x = LI 2 €} = 0

ise x say1 dizisi L ye lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda Sy —limx = L
veya X, = L(Sp) olarak gosterilir. Lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini Sy

ile gosterecegiz. Buna gore
Se ={x:enazbirLicin,Sg —limx =L}
olarak tanimlanir.

Tamm 2.3.2. [10] 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun. Her bir r i¢in k'(r) € I,

olmak tizere x in {xkr(r)} alt dizisi vardir dyle ki lim,. x;7,y = L ve her € > 0 igin
. 1
hmr‘mh_rl{k €l : |xk — xkr(r)| > e}| =0

ise x dizisine Sy — Cauchy dizisi denir.

Tanim 2.3.3. [32] x = (x;) kompleks terimli bir dizi ve 0 < p < o olsun. Eger

1 n
lim—lek —LIP=0
nn
k=1



olacak seklinde kompleks bir L sayist varsa, x = (x;) dizisi, L ye kuvvetli p —Cesaro
toplanabilirdir denir. Kuvvetli p —Cesaro toplanabilir dizilerin ciimlesi w,, ile gosterilir. O

halde, p > 0 igin
1 n
wy, =1x = (x) : 3L € C, lim—Zka—L|p=0}
]

dir.

Tanmim 2.3.4. [35] her 6 lacunary dizisi ve 0 < p < o i¢in
.1
lim,. h_TZkeIrlxk —LIP=0

olacak seklinde kompleks bir L sayist varsa, x = (x;) dizisi, L ye kuvvetli p —lacunary
yakinsaktir denir. Kuvvetli p —lacunary yakinsak dizilerin ciimlesi Ny (p) ile gosterelim.

Buna gore Ng(p) dizi uzayr p > 0 i¢gin,

1
Ng(p) = 4x = (x) : 3L € G, limh—Zka —LPP=0
r Ny

kel,

seklinde tanimlanir. Ng(p) uzayt ||x|lg = sup, (hizlrlxklp) normu ile BK-uzayidir.

6 = (27) olmas1 halinde Ny (p) = w;, olur.



3. DERECELI iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Dereceli istatistiksel yakinsaklik fikri Gadjiev ve Orhan [17] tarafindan verildi.
Bhunia ve arkadagslar1 [18] dereceli istatistiksel yakinsaklik ile ilgili birkag 6zellik
ispatladilar. Dereceli istatistiksel yakinsaklik ile ilgili literatiirdeki calismalarin Colak
([19], [20]) tarafindan verilen “a. dereceden istatistiksel yakinsaklik” ve “A-istatistiksel
yakinsaklik” baslikli ¢alismadan sonra arttigini1 gériiyoruz. Daha sonra Colak ve Bektas
[21], Et ve Sengiil ([22], [23]) dereceli istatistiksel yakinsaklik kavramlarini calistilar.
Konunun giincelligini korudugu ve son zamanlarda bir¢ok yazar tarafindan calisildig
gozlenmektedir. Bu bdliimde o. dereceden istatistiksel yakinsaklik ve a. dereceden

lacunary istatistiksel yakinsakliktan kavramlarindan bahsedecegiz.

3.1 a. Dereceden istatistiksel Yakinsakhik

Bu bdliimde bir ciimlenin a — yogunlugu kavrami agiklanip, bu kavram yardimai ile

a. dereceden istatistiksel yakinsaklik tanimlanacaktir.

Tammm 3.1.1. [19] 0 < a <1 olacak sekilde herhangi bir reel sayr a olsun.
|{k < n:k € E}|, E kiimesinin n den biiyiik olmayan elemanlarinin sayisin1 gostermek

uzere

1
lim —|[{k <n:ke€FE}

n-on
limiti mevcut ise bu limit degerine E alt ciimlesinin a —yogunlugu denir. Bu yogunluk

84 (E) ile gosterilir.

x = (x) dizisi, a —yogunlugu sifir olan ctimle harig, her k i¢in P(k) 6zelligini
saglayacak sekilde bir dizi ise o zaman (x;) dizisi, @ ya gore hemen hemen her k igin

P (k) ozelligini saglar denir. Bunu biz kisaca h. h. k(@) ile gosterecegiz.

Tanim 3.1.2. [19] x = (x;) € wolsun. 0 < a < 1 olarak verilsin. Ve > 0 i¢in

1
lim —[{k<n: |x—Ll =&} =0

n-on

olacak sekilde kompleks bir L sayisi varsa x = (x;) dizisi L ye a. dereceden istatistiksel

yakinsaktir denir. Bir bagka ifadeyle her € > 0 ve h. h. k() i¢in |x;, — L| < ¢ ise x dizisi L

9



sayisina . dereceden istatistiksel yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik S* —limx;, = L
seklinde gosterilir. o. dereceden tiim istatistiksel yakinsak dizilerin climlesi S* ile

gosterilir.

3.2 0. Dereceden Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik

N nin bir K alt climlesinin a. dereceden 8 —yogunlugu
1
8o (K) = hmh_al{kr—l <k<k,:keK}
r Ry

seklinde tanimlayalim.

Lemma 3.2.1. [ 36] K < N olsun. 8 = {k,.} bir lacunary dizisi olsun. 0 < a <

B < 1igin 65 (K) < 8§(K) dr.

Ispat. 0 < a < B < 1olsun. h,* < hrﬁ oldugundan hiﬁ < hi“ olur. Buradan

1 1
h—ﬁl{kr_1<kskr:kel{}|Sh—al{kr_1<kskr:kel{}|

T T
yazabiliriz. Boylece
55 (K) < 8§ (K)
elde edilir.
Tanim 3.2.2. [ 36] 6 = {k,} bir lacunary dizisi olsun ve 0 < a@ < 1 olarak alalim.

I, = (ky_1,k,] ve h¥, h, nin o kuvveti yani h* = (h¥) = (h{, hS, kS, ..., h%, ...) olmak

luzere
1
lim-—Hk €l : |xx =Ll =€} =0
r—o00 hr

olacak sekilde L kompleks sayisi varsa x = (x;) dizisine a. dereceden lacunary
istatistiksel yakinsaktir diyecegiz. Bu yakinsakligi S§ —limx;, = L veya x;, — L(Sg) ile

gosterecegiz.
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Biitiin @. dereceden lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin ciimlesini Sg ile, a.
dereceden sifira lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin ciimlesini de Sg, ile gosterecegiz.

Her 0 < a < 1i¢in S5, © Sg oldugu aciktir. @ = 1 igin Sg = Sy dur.

a € (0,1] olmak tizere a. dereceden lacunary istatistiksel yakinsak bir dizi lacunary

istatistiksel yakinsaktir. Gergekten a € (0,1] igin h,* < h, oldugundan

1 1
h—a|{k€1r’ |xk—L|28}|Zh—|{kEIr‘ |xx — L| = €}
a

r

yazabiliriz. Her iki tarafinin r ye goére limiti alinirsa x, = L(Sg) oldugundan x; — L(Sg)

elde edilir.

0 < a <1 i¢in a. dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik iyi tanimlidir. Fakat

genel olarak @ > 1 icin iyi tanimli degildir. Bunu asagidaki 6rnekten gorebiliriz:

Ornek 3.2.3. x = (x,,) dizisini

X = {1' S AR

0, k # 2rise’
seklinde tanimlayalim. ¢ > 1 i¢in

. 1 . kr_kr—l . hr
lim sz Ik € 1 + e =1 = e}] < lim === lim 2% = 0

olup S§ — limx;, = 1 ve,

1 k, —k,_ h
lim — |[{k € I : |x;| = €} < lim ———— = lim —
r—)oohr r—

" _ =0
B 2h% | roe2he

olup S§ — lim x; = 0 dir. Bu durumda x = (x;,) dizisi hem 1 e hem de 0 a a. dereceden

lacunary istatistiksel yakinsak olur. Fakat bu miimkiin degildir.

Teorem 3.2.4. [ 36] 0<a<1ve x=(x),y = (yx) kompleks sayilarin

dizileri olsun.
i) S§ —limx, = xy ve c € Cise S§ — lim(cxy) = cxo,

ii) S§ —limx, = xy ve S§ —limy, = y, ise S§ — lim(x, + yi) = xo +

Yo dir.
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Ispat. c = 0 ise (i) asikardir. ¢ # 0 oldugunu kabul edelim.

i) in ispat1 asagidaki esitsizlikten

1 1
<k €L ¢ |cxg —cxol 2 €} = 5
T T

B

&€
{kEIr : |xk—x0| ZE}
ii) nin ispat1 agagidaki esitsizlikten

1 1
n e € 1Gac+ ) = (o +y0)l = &3l < g |{k € 1y ¢ v = xo] = 2}

9

1
+@ {k €L : |lyx — yol 22}
elde edilir.

Bu teorem S nin bir lineer uzay oldugunu gosterir.

Tamm 3.2.5.[ 36] « € (0,1] ve 6 = (k,-) bir lacunary dizisi olsun. Her bir r i¢in
k'(r) € I olmak iizere lim,_ x;/ ;) = L olacak sekilde x in (xk/(r)) alt dizisi varsa ve

Ve > 0 igin

ise x dizisine Sg —Cauchy dizisidir denir.

Teorem 3.2.6. [ 36] 0 < a < 1 olsun. x dizisi bir S§ —Cauchy dizisi olmas i¢in

gerek ve yeter sart x dizisinin S§ —yakinsak olmasidir.

Ispat. ispat igin Fridy ve Orhan [9] iin teknigini kullanalim. x;, — L(S§) olsun.

Her bir j € N igin KU) = {k EN: |x, —L| < %} yazalim. BSylece her j i¢in K& 2

KU+ ve
|K(j) nl |
h?” -1 ,r—> o0
. |[KDnr,| . . .
dir. » > m(1) olmasi — > 0 olmasmi gerektirecek sekilde m(1) segelim. Bu

durumda KM N I, # @ dir. m(2) > m(1) secelim dyle ki = m(2) iken KD N1, # ¢
dir. O zaman her bir 7 i¢in m(1) < r < m(2) saglanir. k'(r) € I, n K® olacak sekilde
12



k'(r) € I. secelim. Yani |xkr(r) — L| < 1 dir. Genellersek r > m(p + 1) olmak iizere

L nK®*D £ @ olacak sekilde m(p + 1) > m(p) segebiliriz. Bu durumda her r igin
m(p) <r <m(p+ 1) saglanir. k'(r) € I, N K® secelim. Yani

olur. Boylece her r igin k'(r) € I, alabiliriz ve |x;r() —L| <% olmasindan dolay1

lim; x4,y = L dir. Bununla birlikte Ve > 0 i¢in

%|{kelr=|xk X | = e} < hl |{kEI 1% L|>2}|

T e {k €Lt gy —L| = §}|

dir. x, > L(Sg) velim, x;s(, = L olduundan x dizisi bir S§ —Cauchy dizisidir.

Tersine x bir S§ —Cauchy dizisi olsun. Ve > 0 igin

|{keI lx, — L] = e}| <

h¥ {ken: o —xom| = ;}|

ha

+h {kel s [xug L] 2 ;}|

dir. Boylece x, = L(Sg) dir.

Tamm 3.2.6. [36] 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun, a ve p pozitif herhangi iki

reel say1 olmak tiizere,

llm—z lx, — LIP =

kel

olacak seklinde bir L sayisi varsa, x = (x;) dizisi, L ye a. dereceden kuvvetli p —lacunary
yakinsaktir denir. a. dereceden kuvvetli p —lacunary yakinsak dizilerin ciimlesi N (p) ile

gosterilecektir. Buna gore
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1
NE(P) ={x = (x) s 3L € ¢, limh—aZka _LP=0
r Ny

kel

seklinde tanimlanir. a. dereceden sifira kuvvetli p —lacunary yakinsak dizilerin uzayini
Ngo(p) ile gosterecegiz. Eger 6 = (27) almirsak a. dereceden kuvvetli p —Cesaro

toplanabilir dizilerin kiimesi
1 n
wy =1x = (x) : AL € C, liTEnn—aZka—L|p=0}
k=1

elde edilir. L = 0 olmas1 durumun da bu uzay1 wy), ile gdsterecegiz.

Teorem 3.2.7. [36] 6 bir lacunary dizisi, a, ve p, herhangi iki pozitif reel say1 olmak

lizere, Ng °(py) uzayi

1

Po
1
Ixllo = sup( =5 > bl |, 1<po <o (3.1
r T kel
normu ile bir Banach uzayi
1
Ixllg, = sup=z > Il 0<py <1 (32
T

T keI,
normu ile tam p-normlu uzaydir.

Ispat. N;°(p,) m (3.1.1) normuna gore normlu uzay oldugu kolayca goriilebilir.
x5 =)k = (x1,%3,...) € Ngo(po) olmak {izere (xs),Ngao(pO) da bir Cauchy dizisi

olsun. Bu takdirde s,t — oo i¢in

1

Po

s = xtllp = sup | -5 > i — x| 0
r T keI,

ve boylece her r € N i¢in
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1
Po

S t
=i | =0

T keI,

olur. Buradan s, t = oo igin |x§ — x£| = 0 olur. Bu ise her k € N i¢in (x3)x = (x5, x5, ...)
dizisinin R de bir Cauchy dizisi olmas1 demektir. R tam oldugundan bu dizi yakinsaktir.
Her k € N i¢in limg x}; = x;, oldugunu kabul edelim. (x*) bir Cauchy dizisi oldugundan

Ve > 0 igin bir ny = ny () sayisi vardir dyle ki her s, t > n, i¢in
x5 — x| < €.
dir. Boylece her r € N ve her s,t > ng igin

1 s _ ot
Wz e — xp [P0 < ePo

T kel,

elde edilir. t = oo i¢in limit alinirsa son esitsizlikten s > ng i¢in
li _1 S t1po — _1 S Po Po
im —- |ocie — x [P0 = —= | — xp|Po < €
t h h
T kel, T kel,

olur. Bu da

1

Po

s = xllp = sup| 5 > lx =il | =0
T T keI,

demektir ve boylece s — oo i¢in x° — x dir.
1 1 Po 1 Po
WZka—Llposzpo WZW"—M +W2|x;:°—xk
T kel T kel, T kel
oldugundan x € Ng °(po) dir.

Benzer yolla 0 < p, < 1i¢in Ny°(py) uzaymin (3.1.2) normuna gdre bir tam

p-normlu uzay oldugu gosterilebilir.
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Teorem 3.2.8.[ 36] 6 = {k,.} bir lacunary dizisi olsun. Bu takdirde 0 < a < f§ <
1 ve 0 < p < o igin x;, = L(N§(p)) ise x; = L(S§) olup en az bir a i¢in N§(p) < Sg

kapsamasi kesindir.

Ispat. i) e > 0 ve x;, » L(Ng,) ise

Dh—LPz > bn—LP+ Y me-LP= ) fxe—LP

kel kel, kel kel
|xp—L|ze |xp—Ll<e |xp—L|ze

>cePl{kel. : |x, —L| =&}

ve boylece

1
—Zm—up >l el s x =Ll = e)ler

T

1
> —ﬁl{k €l : |xx —L| = &}|eP
h

r

yazilabilir. r ye gore limit alinirsa x;, — L(S§) elde edilir. Boylece Ng (p) S Sg dir.

a = f§ ve p= 1 icin kapsamanin kesin oldugunu gosterelim. 6 lacunary dizisi verilsin.

X = {[B/h—r], k=123, .. [Jh]

, diger durumda

seklinde tanimlanan x = (x;) dizisini g6z oniine alalim. [\/h—r] ile \/h_r nin tam kismu ile

gosterilecektir. Ve > O,% <a<1l r—-ooicin

I{kEI X — 0] = &} = [\/_]

hd

elde edilir. Yan1 - < a < 1igin x; = 0(S5) dir. Diger taraftan 0 < a < 1 ve p = 1 i¢in

e D |p—ha2|k| J_]N—]

kEL, kel,

olup @ = 1 igin
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%lekl _ [\/h_r}]lg/h_r] 1

kel,
dir. 0 < & < 1 igin x; » 0(Ng(p)) dir. Yani % < a <1iginx € S — N&(p) dir.

Teorem 3.2.9. [ 36] 6 = {k,} bir lacunary dizisi ve 0 < a < 1 i¢in lim inf,. g, >

1ise S € S§ dir.

Ispat. liminf, g, > 1 oldugunu kabul edelim. Yeterince bilyiik r icin q, > 1+ 6
olacak sekilde bir § > 0 sayis1 vardir. Bu durumda

r

k k,_q 1 k,_q 1
21+6=>—( )2-(_):1_( )21_(_)
ker_q k, 146 k, 146

olup buradanda 0 < ¢ < 1 i¢in

- =21+d6=

a

h, 5 (hr) ( 5 )“ 1 5% 1
—=>—=(—) = = =
k, —1+6 \k, 1+6 k" (1+8)*h“

elde edilir. x;, = L(S%) olsun. Ve > 0 ve yeterince biiyiik 7 ler i¢in

1 1
paltk < kpilxe =Ll 2 e}l 2 =5 [{k € I+ | — L] 2 e}

r r

a

1
= mh—aHk € L:|x, —L| = &}

elde edilir. Dolayisiyla x;, = L(Sg) dir. Bu da S* € S§ oldugunu gosterir.
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4. KUME DIZILERININ ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI VE KUVVETLI
TOPLANABILIRLIiGI

4.1. Kiime Dizilerinin Istatistiksel Yakinsakhg

Bu boliimde say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligi kavrami kiime dizilerinin

istatistiksel yakinsaklig1 kavramina genellestirilecektir.

Tanim 4.1.1. (X , p) bir metrik uzay olsun. X in herhangi bir x elemaninin X in

herhangi bir A alt climlesine olan uzakligi Vx e X i¢in
d(x,A) = C1Lr611f4 o (x,a)
seklinde tanimlanir.

Tanmm 4.1.2. [24,25] (X , p) bir metrik uzay ve A, A, € X ciimleleri kapali

olsun. Vx e X igin

limd(X, Ak)zd(x, A)

k—

ise {A,} dizisi A kiimesi Wijsman yakinsaktir denir ve lim A, = A seklinde gsterilir.

Ornek 4.1.3. (x, y) diizleminde A, ={(x, y):ixt+y? —2ky=0} kiimesini goz

Sniine alalim.

A={(x, y):y=0} (x—ekseni)
olmak iizere

W-lmA, =A
dir.

Tamm 4.1.4. [26] (X, p) bir metrik uzay A, = X kiimesi kapali olsun. Vxe X

igin sup, d(x,A,) <o ise {A,} dizisi stmrhdir denir.
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Tanimm 4.1.5. [26] (X , p) bir metrik uzay A, A, € X cilimleleri kapali olsun,

Ve>0ve Vxe X igin m, n> k, oldugunda,
|d(x, A)-d(x, A,)<¢
olacak sekilde k, dogal sayis1 varsa {Ak} dizisine Wijsman Cauchy dizisi denir.

Tamm 4.1.6. [26] (X , p) bir metrik uzay ve A, A, € X ciimleleri kapal1 olsun.

Ve>0ve Vxe X igin,

liml {kSn:‘d(x, Ak)—d(x, A)‘Ze}‘=0,

n—»0 n

yani h.h.k i¢in
|d(x, A)—d(x, A)<e 4.1)

ise {Ak} dizisi A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir denir ve S, —lim, A, =A

seklinde gosterilir. Tim Wijsman istatistiksel yakinsak {Ak} dizilerinin kiimesini WS ile

gosterecegiz.

(4.1.1) goz Oniine almirsa Wijsman yakinsak her {Ak} dizisinin Wijsman

istatistiksel yakinsak oldugunu goriiriiz, fakat tersi dogru degildir. Bunu asagidaki dérnekler

ile agikliyoruz.

Ornek 4.1.7. X = Rolsun ve {A,} dizisini

A {xeR: 2<x<k, k=22 ve k bir tam kare (k=m2)ise
=

I, diger durumlarda

olarak tanimlayalim. Bu takdirde {Ak} dizisi Wijsman yakinsak degildir, fakat,

1
Nesnila(xn a)-d(x 1)z ef< %
oldugundan A ={1} kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir denir.
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Ornek 4.1.8. X = R? ve {A,} dizisi asagidaki sekilde tanimlansin;

{(x, y)eRZ:(x—1)2+y2=—}, k=m* ise

{(O, O)} s diger durumlarda

A =

Bu takdirde {Ak} dizisi Wijsman istatistiksel yakinsaktir ancak Wjisman yakinsak degildir.

Tamm 4.1.9. [26] (X , p) bir metrik uzay Vk €N i¢in A; kiimesi X in kapal alt

ciimlesi olsun.

lim X {e<n:|d(x, A)=d(x, 4,)=&][=0

n— p
ise {Ak} dizisine Wijsman istatistiksel Cauchy dizisi denir.
Teorem 4.1.10. [26] (X 3 p) bir metrik uzay olsun, asagidaki ifadeler denktir.
i) {Ak} Wijsman istatistiksel yakinsaktir,
i) {A,} Wijsman istatistiksel Cauchy dizisidir,

iii) {B,} h.h.k i¢in A, = B, olacak sekilde Wijsman yakinsak bir dizi ise {4, } dizisi

Wijsman yakinsaktir.
ISPAT. Kabul edelim ki {A,} dizisi Wijsman istatistiksel yakinsak olsun ve & >0

verilsin. Bu takdirde h.hk. igin ‘d (x, A)—d(x, A)‘ <§ yazabiliriz. N sayisini
‘d (x, Ay)—d(x, A)‘ <% olacak sekilde secelim. Bu takdirde h.h.k. icin,

d(x, A)—d(x, A))|<|d(x, A)—d(d, A)+]d(x A,)-d(x, A)\<§+§:g

yazabiliriz. Buradan {A,} Wijsman istatistiksel Cauchy dizisidir.
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Simdi (i1) nin saglandigini kabul edelim. N sayisint

J :[d(x, Ay)-1, d(x, AN)+1] araligt h.hk. igin d(x, A )’y1 kapsayacak sekilde
segelim.  Aym1  durumu N, icin  tekrarlayalim.  Yani N, sayisint

J'= [d(x, Ay, )—% d(x, Ay )+%} araligr h.h.k icin d(x, A, ) ’y1 kapsayacak sekilde

secelim. h.hk icin J,=JNJ' araliginin d (x, Ak)’yl kapsadigin1 iddia ediyoruz.

Gergekten,

boylece

liml‘{kSn:d(x, Ak)eEJmJ'}‘

n—x0 n

Sliml‘{k <n:d(x, Ak)gé}‘+liml‘{k£n:d(x, A)el

n—o pn n—on

=0

dir. Bu yilizden J;, h.h.k igin d (x, Ak) ’y1 kapsayan ve boyu 1°den kiiciik olan kapali bir

araliktir. Ayni islemi NV, i¢in yapalim, Yani N, sayisini

J"={d(x, ANB)—i, d(x, AN3)+iJ

araligt h.hk igin d(x, A,) y1 kapsayacak sekilde segelim. Benzer yéntemle J, =J,NJ"
kiimesini h.h.k igin d (x, A, ) y1 kapsayacak sekilde olusturalim (J , nin uzunlugu < %) Bu

sekilde devam ederek her bir m igin J,,, < J, olacak sekilde bir (J,) kapali araliklar
dizisini bulabiliriz. Burada (Jm) nin uzunlugu 2" den biiyiik degildir ve h.hk i¢in
d(x, Ak)eJm dir. I¢ ige araliklar teoremi geregince N*_J, =n esitligi saglanacak

sekilde bir 7 sayis1 vardir. h.h.k i¢in d (x, Ak)e J,, gergegini kullanarak n>T iken;
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l‘kSn:d(x, A)eld,
n

<L 4.2)
m

olacak sekilde artan bir {Tm} pozitif bu tamsayi dizisi segebiliriz.

Simdi k >7, olacak sekilde tim (Ak) terimlerinden olusan bir C = (C k) alt dizisi
tanimlayalim. Eger T, <k <T,, ise d(x, A, )¢ J, olur. (B,) dizisini
{n}, Eger A, Cnin bir terimi ise

Bk=

A, diger durumda

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde lim B, = {77} dir.

Eger >Lls0vek >T, ise bu takdirde {B,}={n}veya B,=A eJ, ve
m

|d (X, B,)=d(x, {n})|<J, mn boyu <2 dir. Simdi hhhk. i¢in A, =B, oldugunu
iddia ediyoruz. T, <k<T,, i¢in {k2n:d(X, A)#d(X,B,)}c{k<n:d(X,A)J,}

oldugunu biliyoruz. (4.1.2) den dolay1

1

n

{kSn:d(X, Bk);td(x, Ak)}S ‘{kﬁn:d()@ Ak)é‘]m}‘<%‘

S |

dir. Béylece n — oo iken limit sifir olur ve h.h.k i¢cin A, = B, dir. Bu nedenle (ii) den (iii)

elde edilir.

Son olarak (iii) iin saglandigimi kabul edelim. h.h.k i¢cin A =B, ve limB, = {77}

diyelim. & >0 olsun. Bu takdirde her bir 7 i¢in,

{k<n:d|(x, 4)-d(x {n})2 e} c{k<n:d(x, B)=d(x, 4,)]

Olk<n:|d(x, B)-d(x, {n})|> 2|

olup limB, = {77} oldugundan son ifadedeki 2. kiime sabit sayida eleman igerir, L = L(g)

diyelim. Bu nedenle, h.h.k i¢cin A, = B, oldugundan,
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h_r)n% (k<n:fi(x A)~d(x o)) 2]

snml\{k <n:d(x, B,)=d(x, Ak)}\+1im£=0

n—wo n n—w© p

dir. Boylece (i) saglanir.

4.2. Kiime Dizilerinin Kuvvetli Toplanabilmesi
Bu boliimde kiime dizilerinin kuvvetli toplanabilmesi kavramini agiklayacagiz.

Tamm 4.2.1 [26] (X , p) bir metrik uzay ve A, A, € X olmak iizere Vxe X

i¢in,

ise {Ak} dizisi A kiimesine Wijsman Cesaro toplanabilirdir denir.

Tanim 4.2.2 [26] (X , p) bir metrik uzay ve A, A, € X olsun, Vxe€ X igin,

1imlz”:|d(x, A)—d(x, A)=0

n—>0 n k=1
ise {Ak} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir.

Tanim 4.2.2 [26] (X , p) bir metrik uzay ve A, A, € X olsun, Vxe€ X igin,

p:O

ise {A,} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir denir.
Teorem 4.2.2 [26] (X, p) bir metrik uzay ve A, A, € X olsun,

a) {A,} dizisi A kiimesine Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise Wijsman

istatistiksel yakinsaktir.
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b) {Ak} siirli ve Wijsman istatistiksel yakinsak ise A kiimesine Wijsman kuvvetli

p-Cesaro toplanabilirdir.

ISPAT. a) Herhangi bir {Ak} dizisi ve sabit bir & >0 igin,

n

|d(x,A;) — d(x,A)|P = |{k < n:|d(x,A;) —d(x,A)|P = &}
k=1

olup, buradan

1 1
;;|d(x, Ak)—d(x, A)|p Z;g

tke<nild(x 4)-d(x ) =zl

yazabiliriz. Son esitsizlikte her iki tarafin n — oo i¢in limiti alinirsa sonug elde edilir.

b) {Ak} siirli ve A kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsak olsun. {Ak} siirl

oldugundan,
sup, |d (x, A,)|+d(x, A)=M
olacak sekilde bir M >0 sayis1 vardir.
& >0 verilsin ve N, sayisin1 Vn > N, sayisi igin,
1

k<n:|d(x, A)—d(x, A)\ZGJP < Q_LP

S | =

esitsizligi saglanacak sekilde secelim ve

1

L = kSn:‘d(x, Ak)—d(x, A)‘Z(gjp

olsun. Bu takdirde,
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yazabiliriz. Buradan {Ak} Wijsman kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir.
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5. a. DERECEDEN f-WIJSMAN ISTATISTIiKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde kiime dizilerinin o. dereceden f-Wijsman lacunary istatistiksel
yakinsaklig1 ve o. dereceden f~Wijsman lacunary kuvvetli toplanabilmesi kavramlarini
tanimlayacak ve bu kavramlar arasinda birka¢ baginti verecegiz. Bu kisim tezin orijinal
kism1 olup sonuglarimiz 6ncekilerden, 6rnegin Bhardwaj ve Dhawan [37] sonuclarindan
daha geneldir. Ilk olarak kiime dizilerinin a. dereceden Wijsman f-lacunary istatistiksel

yakinsakligini tanimlayarak bagslayalim.

5.1 a. Dereceden f-Wijsman Lacunary istatistiksel Yakinsakhk

Bu kisimda kiime dizilerinin o. derecden f-Wijsman lacnary istatistiksel
yakinsakligin1 tanimlayacak, 0 < @ < f < 1 sartin1 saglayan o ve f sayilar igin kiime
dizilerinin a. dereceden f~Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaklig1 ve kiime dizilerinin
p. dereceden f-Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaklifi arasindaki bagintiy1

inceleyecegiz.

Tanmm 5.1.1 (M , ,0) bir metrik uzay, f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu, 8 = (kr)

bir lacunary dizisi ve 0 < a < 1 olsun. A ve Ay ( her k€ N i¢in) kiimelerinin M nin bos

olmayan kapali alt kiimeleri oldugunu kabul edelim. Eger her bir xe M ve ¢ >0 i¢in

lim;f(‘{k el,:[d(x, 4)-d(x A)=e)])=0

e Lr ()]

ise M nin bos olmayan kapali alt kiimelerinin bu {Ak} dizisi M nin bos olmayan kapali bir

A alt kiimesine o. dereceden f~Wijsman lacunary istatistiksel yakinsaktir denir, bu

durumda;
WS, -limA, = A
veya

A —> A(WS],)
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yazariz. Tiim o. dereceden f-Wijsman lacunary istatistiksel yakinsak {A,} dizilerinin

kiimesini Wng, , 1le gosterecegiz. f fonksiyonun, 6 lacunary dizisinin ve a sayisinin §zel

secilislerine gore baz1 dizi uzaylari elde edilir, 6rnegin
i) fix)=xise WS, , ,
ii) 6 = (2") ise WS, |
iii) a = 1ise WS/ ,
ivig =02 vea =1ise WS’.
Vf(x)=x,0=02)vea=1ise WS.
uzaylar elde edilir.

Ornek 5.1.2. X=R d(x, y ) =I|x—yl, f(x) =x segelim ve {A,}dizisi

asagidaki sekilde tanimlansin;

A_{{3x}, k, <k<k_ +h ise
-

{0}, diger durumlarda

Bu takdirde @ = 1 ve x > 1 igin {A, | dizisi

lim [{k € I,:1d(x, Ay) —d(x,{1D] = €}| = 0

[hr]*
oldugundan {A} = {1} kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 5.1.3 (M , ,0) bir metrik uzay, f siirsiz bir modiiliis fonksiyonu, 6= (k,,) bir

lacunary dizisi olsun. 0 < a < B <1 i¢in WS], S WS}, olup ve bu kapsama a < 8

esitsizligini saglayan a, f§ sayilari igin kesindir.

Ispat. 0 < a < B < 1vee>0igin
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oldugundan kapsama bagmtisi saglanir. Kapsamanin kesin oldugunu gostermek igin

X=R?f(x) =x, 0 = (2") seelim, {A, } dizisini

s {(x, y)eR22x2+(y—1)2=k2}, k=m’ ise
‘ {(O, O)}, diger durumlarda
olarak tanimlayalim, bu takdirde [ € G, 1] i(;in{Ak} eWS;i ; fakat a € (0, %] icin

{A}eWSs] , dir.
Teorem 5.1.3 den asagidaki sonuglari elde ederiz.

Sonug 5.1.4 (M, p) bir metrik uzay, f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu, 6 =(k,)
bir lacunary dizisi olsun. 0 < ¢ < 1 i¢in Wng;a C WS] olup ve bu kapsama 0 < @ < 1
esitsizligini saglayan a sayilari i¢in kesindir.

Sonug¢ 5.1.5 (M, p) bir metrik uzay, f simrsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun.
0<a<pB<1i¢in WS/ S WS; olup ve bu kapsama a < f8esitsizligini saglayan a, 3
sayilar1 i¢in kesindir.

Sonu¢ 5.1.6 (M, p) bir metrik uzay,6=(k,) bir lacunary dizisi olsun.
O0<a<sp<1li¢nWs,, < WS,, olup ve bu kapsama a < f esitsizligini saglayan

a, f sayilari igin kesindir.

Teorem 5.1.7. (M, p) bir metrik uzay, f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu, 6 =(k, )

bir lacunary dizisi olsun. 0 < ¢ < 1 i¢in

rm)]
Fw)

liminf,
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ise ws” cws], d.
Ispat. Verilen € > 0 igin
{k < ki ld(x, Ay) —d(x, A = e} D {k € I,:|d(x,A) — d(x, A)| = &}

yazabiliriz. Boylece f artan oldugundan

i 1 = Ky dx A e ) = )
> f(ir)f(l{k € L:d(x,Ap) —d(x,A) = €}])
[

=0 [f(hr)]“f(l{k € I:d(x,A) — d(x, A) > €}))

[r(n)]
£ (k)

elde edilir. 7 — oo i¢in limit alinir ve liminf, >0 ifadesi kullanilirsa

ws’ ¢ WSg, o 0ldugu goriiliir.

Teorem 5.1.7 den asagidaki sonuclari elde ederiz.

Sonug 5.1.8. (M , p) bir metrik uzay, f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu, 6 = (k,)
bir lacunary dizisi olsun.

liminf,

isews’ c WSg dir.

Sonug 5.1.9 (M, p) bir metrik uzay ve 8 =(k,) bir lacunary dizisi olsun.

0<a<licn

()]
)

liminf,

ise WS S WSy, dir.

29



5.2 a. Dereceden f-Wijsman Lacunary Kuvvetli Toplanabilme

Bu kisimda kiime dizilerinin o. dereceden f-Wijsman lacunary kuvvetli
toplanabilmesi kavramini tanimlayacak, 0 < a < f < 1 sartin1 saglayan a ve [ sayilar
icin kiime dizilerinin a. derecden f~Wijsman lacunary kuvvetli toplanabilmesi ve kiime
dizilerinin f. dereceden f~Wijsman lacunary kuvvetli toplanabilmesi arasindaki bagintiy1

inceleyecegiz.

Tanim 5.2.1 (M , p) bir metrik uzay, f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu, 6 = (k,)

bir lacunary dizisi ve 0 < a < 1 olsun. A ve Ay ( her k€ N i¢in) kiimelerinin M nin bos

olmayan kapal1 alt kiimeleri oldugunu kabul edelim. Eger her bir xe M ve & >0 igin

L Fllde 40 — dx D = 0

lim ~
"] &

esitligi saglaniyorsa M nin bos olmayan kapali alt ciimlelerinin bu {A,} dizisi M nin bos

olmayan kapali bir A alt ciimlesine o. dereceden f-Wijsman lacunary kuvvetli

toplanabilirdir denir, bu durumda;
WN,,-limA = A

veya
A — A(WN/,)

yazariz. Tim o. dereceden f-Wijsman lacunary kuvvetli toplanabilir{A,} dizilerinin

climlesini WN(‘; , 1le gosterecegiz. f fonksiyonun, 6 lacunary dizisinin ve o sayisinin 6zel

secilislerine gore bazi dizi uzaylari elde edilir, 6rnegin

i)f(x)=xise WN, , ,
i) @ = (27) ise WN/ |
iii) « = 1ise WNJ ,

iv)0 =2 vea =1ise WN' .
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v)f(x)=x, 0=02")vea=1ise WN.
uzaylar elde edilir.

Ornek 52.2. X =R, d(x,y)=|x—yl|, f(x) =x segelim ve {A,} dizisi asagidaki

sekilde tanimlansin;

{%} k, <k<k,_ +h ise

{0} , diger durumlarda

A =

Bu takdirde «a =1 ve x > 1 i¢in {Ak} dizsi

lim —_ D 1d0x, ) - d(x, )] = 0
T

rl ke,
oldugundan {A} = {1} kiimesine Wijsman istatistiksel yakinsaktir.

Onerme 5.2.3 [38] fbir modiiliis fonksiyonu, 0 <6 <1 bir say1 olsun, bu takdirde
x>6 i¢in f(x)<2.f(1).67x dir.

Teorem 5.2.4 (M, p) bir metrik uzay, f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu, 6 = (k, )

bir lacunary dizisi ve 0 < a < 1 olsun, bu takdirde WN, ,CWN gf ., dir.
Ispat (E,)eWN, , olsun, butakdirde Vx € M igin,

b

(]

limr ZkEIrId(xt Ak) - d(x, A)l = 0 dr.

N® =

1 Z‘d(x, A )-d(x, A)‘

[hr ]0‘ kel,

diyelim. &>0 verilsin, 0<§ <1 igin 0</, <J olmak iizere, f(/,)<¢ olacak sekilde

0< 0 <1 sayisii segelim. Bu takdirde,
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[hrl]a ];f(‘d(X, Ak)_d(x’ A)‘)

- [hr]a kez, f(‘d(x, Ak)_d(x’ A)D

ld(x, A )—d(x, A)<o

' [h,l]“ Z |d(x, A )—d(x, A)|

ld(x, A )-d(x, A)>6

<—([n] e)+2£(1)57'N",.

yazilabilir. 7 — oo igin limit alinir ve Onerme 5.2.3 kullanilirsa (Ak) e WN gf’ , clde edilir.
Asagidaki ornekte goriilecegi gibi Teorem 5.2.4° {in tersi dogru degildir.
Ornek 52.5M =R, 5(x, y)=|x—y|, f(x)=log(x+1), a= 1segelim ve{A,}
dizisini

A {hr} ,  k=k_,+1 olacak sekilde k € I, igin
L {0},  Diger durumlarda

olarak tanimlayalim. Acikca {Ak} sinirlt olmayan bir dizidir. Bu takdirde her bir X e M
i¢in,

1 1

iy 21 1 A)=a o ()= [ A )= (s (o)
1

r kel,

i

£(Ja (s {n})-d(x {0}))

h
<L f([(x=,)~(x-0))

f () _log(h,+1)
h

r r

—0, r >

dir ve boylece (Ak) € [WNg ] dir. Fakat X =0 ig¢in,
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L3 a4 -d(x (0] - 4, 1= o)
:hirux—h, —|x—0”
1

=h—, h =1, r > igin

7

olup, (A, )&[WN,]dur.

t
Herhangi bir modiiliis fonksiyonu i¢in limM ifadesinin mevcut oldugunu biliyoruz. Bu
11— l-

sart saglaniyorsa yukaridaki teoremin tersi dogrudur. Bu durumu asagidaki teoremde ifade

ediyoruz ve teoremi ispatsiz olarak veriyoruz.

t
Teorem 5.2.6 limM>0 olacak sekilde bir f modiiliis fonksiyonu olsun. Bu

11— t

takdirde WN éﬁ « ©WN, , kapsamasi saglanir.

5.3. a. Dereceden f-Wijsman Lacunary Iistatistiksel Yakinsakhk ve a.

Dereceden f-Wijsman Lacunary Kuvvetli Toplanabilme Arasindaki liski

Bu boéliimde kiime dizilerinin o. dereceden f~Wijsman lacunary istatistiksel
yakinsaklig1 ve a. dereceden f~Wijsman lacunary kuvvetli toplanabilmesi kavramlarinin

arasindaki iligkiyi verecegiz.

Teorem 5.3.1. f herhangi bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu takdirde WN ;‘ . C

WS, , dir.

Ispat. Kabul edelim ki (Ak ) e WN, 5{, . olsun, & >0 verilsin. xeM igin
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yazabiliriz. Boylece (A, ) e WS, , olur.

Teorem 5.3.1 in tersi dogru degildir. Bunu asagidaki 6rnekle agikliyoruz.
Ornek 5.3.2. M = R d(x, y)=|x—y| ve f(x)=2x alalim ve & = 1 segelim.(A4,)
dizisi,
B {{h,}, k=k_,+1 olacak sekilde k € I, igin
k =

{0}, diger durumlarda

seklinde tanimlansin. Vxe M ve & >0 igin,

lim— {kel,:

roo f

d(x, 4)=d(x {0} > ef| = lim— =0

rowo
r

yazilabileceginden (A,) dizisi A = {0} kiimesine Wijsman Lacunary istatistiksel

yakinsaktir, fakat Wijsman Lacunary kuvvetli yakinsak degildir.
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6. SONUC

Kiime dizilerinin yakinsakligi kavrami Wijsman ([24], [25]) tarafindan tanimland.
Nuray ve Rhoades [26] kiime dizilerinin istatistiksel yakinsakligini tanimladilar ve konuyla
ilgili birka¢ baginti ispatladilar. Daha sonra Bhardwaj ve Dhawan [26], Nuray ve digerleri
([27], [28], [29]), Savas [30], Sengiil ve Et [31] kiime dizilerinin istatistiksel yakinsakligini
kavramint ayrintili ¢alistilar.  Bu calismada kiime dizilerinin a.dereceden f-Wijsman
lacunary istatistiksel yakinsakligi ve dereceden f-Wijsman kuvvetli p-lacunary yakinsakligi
kavramlar1 tanimland1 ve bu iki kavram arasinda bir iliski verildi. ileriki zamanlarda
6 = (k,) lacunary dizisinin saglayacagi bazi sartlar ile bu iki kavrama iliskin diger

bagmtilar verilebilir.
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