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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZINi

dist(E, F) E ile F arasindaki uzaklik

Sh Biiziilme doniisiimii

m Kutu (box) metrik fonksiyonu
{(en,tn)} Kutu (box) metrik uzayda dizi

R Meir-Keeler tipi uzaklik doniigiimii
(X,d) Metrik uzay

) Orbital doniigiimlerin kiimesi
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Yiiksek Lisans Tezi

Devirli Biiziilme Doniisiimleri

Seher KOSE
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Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog. Dr. Simge OZTUNC

Bu tez ¢alismasinda bir metrik kullanilarak tanimlanmis kutu (box) metrik uzay
g6z Oniine alinmistir. Kutu (box) metrik uzaylar icin biiziilme doniigiimii ve devirli bii-
ziilme doniistimleri tanimlanarak, Banach biiziilme prensibi kutu (box) metrik uzaylarda
devirli biiziilmeler icin ispat edilmistir. Daha sonra Kannan tipi devirli biiziilme donii-
stimii tanimlanmig ve ¢esitli sabit nokta teoremleri ispat edilmistir. Son olarak ¢— tip
orbital Meir-Keeler devirli biiziilme doniisiimleri géz oniine alinarak bazi sabit nokta so-

nuclari elde edilmis ve uygulama niteliginde bir 6rnek sunulmugtur.

Anahtar Kelimeler: Kutu (box) Metrik, Biiziilme Doniisiimii, Devirli Biiziilme Donii-

sumil.
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defining the contraction mapping and cyclic contraction mapping for box metric spaces,
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proven. Finally some fixed point results are obtained by considering ¢— type orbital Meir
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1. GIRIS

Matematigin ve topolojinin temel konularindan birisi sabit nokta teorisidir.
Sabit nokta teorisinin en onemli teoremlerinden birisi Banach [1] tarafindan ispatlanan
Banach sabit nokta teoremidir. Bahsedilen teoremin bu kadar énemli olmasinin sebebi
cok fazla uygulama alanina sahip olmasidir. Bu sebeple uzun yillardir Banach sabit nokta
teoreminin farkli yonlerden genellestirmeleri yapilmaktadir. Yapilan bu genellestirmeler,

temelinde, teoremdeki doniisiimiin biiziilme sartlarin1 zayiflatmay1 hedeflemektedir.

Banach sabit nokta teoreminde kullanilan biiziilme doniigiimiiniin tanim ge-
regi siirekli olmasi gerekmektedir. Bu sebeple bilim insanlari, siireklilik sartinin olmadig1
0zel biiziilme doniisiimlerinin tanimlanmasinin ve tanimlanan bu biiziilme doniistimleri-
nin sabit noktalarinin varliginin ve tekliginin ispatlanmasinin miimkiinliigi konusunda

caligmalar yapmiglardir.

2003 yilinda Kirk ve arkadaslar1 [2] bu arastirmalara cevap olacak nitelikte bir
calisma yaparak devirli biiziilme doniisiimlerini tanimlamig ve tam metrik uzaylar iize-
rinde tanimlanan devirli biiziilme doniisiimiiniin sabit noktasinin varligin1 ve tekligini
ispatlamigtir. Karapinar ve Erhan [3] 2012 yilinda devirli biiziilmeler ile ilgili farkli calig-
malar yapmislardir. Bununla birlikte, devirli biiziilme doniisiimlerinin periyodik noktalari
hakkindaki ¢aligmalar1 Petrusel [4] tarafindan 2005 yilinda yapmustir. 2010 yilinda ise
Pacurar ve Rus [5], metrik uzaylarda tanimlanan devirli ¢— biiziilme doniisiimleri i¢in
bazi sabit nokta teoremlerini ispatlamiglardir. Daha sonra, metrik uzaylarda devirli zayif
¢— biiziilme doniisiimlerinin sabit noktasinin var ve tek oldugunu Karapinar [6], 2011 y1-
linda gostermistir. Ayrica, S. Karpagam ve S. Agarwal [7], S. Rezapour, M. Derafshpour
ve N. Shahzad [8]- [9], G. Sankara Raju Kosuru ve P. Veeramani [10] devirli biiziilme
doniisiimlerinin en iyi yaklasim noktasi ile ilgili onemli ¢alismalar yapan yazarlardir. Bu-
nunla birlikte Karapinar ve Erhan [11] farkli tip biiziilme doniisiimlerinin en i1yi yaklagim
noktasi ilgili caligma yapmis ve Kannan tipi devirli zayif ¢ tipi biiziilmelerin en 1yi yak-

lagim noktasi ile ilgili ¢alismalar1 yine Karapinar [12] yapmistir. Devirli biiziilmeler ile



ilgili farkl 6zellikler Karapinar, Petrusel, Tas [13], Kumari, Panti [14], Rus [15], Balpe-
tek [16] tarafindan yayimlanan ¢aligmalarda goriilebilir. Ayrica en iyi yaklagim noktasi
ile ilgili ayrintilar Al- Thafai [17], Aydi [18], Samet [19] tarafindan yayimlanan caligma-

larda incelenebilir.

Diger taraftan Kannan tipi biiziilme doniisiimleri [20], [21], [22] ve Meir-
Keeler tipi biiziilme doniisiimleri [23], [24] sabit nokta alaninda calisanlar i¢in yeni sabit
nokta sonuglar1 elde etmeye yonelik farkli bir ara¢ olarak goriilmiis, bu biiziilmeler ile
ilgili ¢caligmalar da hizli bir sekilde devam etmistir. Literatiirde yer alan bu ¢aligmalarin
yaninda Ciric [25] tarafindan verilen biiziilme doniisiimlerinin 6zelliklerini iceren ca-
lisma ve Granas, Dugundji [26], Rus, A. Petrusel, G. Petrugel [27] tarafindan yazilan

sabit nokta teorisi ile ilgili kitaplar aragtirmacilara 151k tutmaktadir.

E. Deza ve M. Deza [29] tarafindan yazilan metriklerle ilgili ansiklopedi ni-
teliginde olan kaynakta karsilastigimiz kutu (box) metrik bir veri noktasi kiimesindeki
elemanlarin uzakliklarin1 6l¢en bir metriktir. Bu metrik, elemanlar1 i¢eren en kiigiik dik-
dortgen kutunun boyutlarim kullanarak hesaplanir. Ozellikle cok boyutlu veri kiimelerinin
analizinde, kiimeleme (clustering), siniflandirma (classification) ve veri madenciligi alan-
larinda kullanilir. Kutu (box) metrigi literatiirde cok fazla calisilmayan bir metrik olmast
yoniiyle ilgimizi ¢ekmis oldugu icin devirli biiziilmeleri bu metrik uzayda incelemeyi
amacladik. Banach biiziilme prensibi devirli biiziilmeler kullanilarak kutu(box) metrik
uzaylarda ispat edilmistir. Bununla birlikte Kannan tipi devirli biiziilme doniistimleri kutu
(box) metrik uzaylarda incelenmis, teoremleri destekleyen bir 6rnek sunulmustur. Daha
sonra ¢— tip orbital Meir-Keeler devirli biiziilme doniisiimlerine odaklanilmais, bu tip bii-
ziilmeler ile ilgili kutu (box) metrik uzaylarda yeni sonuclar elde edilmis ve uygulama

niteliginde bir 6rnek sunulmustur.



2. GENEL BILGILER

2.0.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanmm 2.0.1. [28] X bostan farkli bir kiime olmak iizere d : X x X — R fonksiyonu

M(1) V e feX, d(e, f) >0

M(2) V e feX, dle,f)=0se=Ff
M@3) ¥V e feX,  def)=d(fe)

M(4) ¥V e figeX,  deg) <dle f)+d(f9)

ozelliklerini sagliyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de met-
rik uzay denir.

Tanmm 2.0.2. [26] X # @ ve x € X olsun. f : X — X fonksiyonu icin f(e) = e ise
e € X’ e f’in sabit noktas1 denir.

Tamm 2.0.3. [26] (X, d) metrik uzay ve S, : X — X herhangi bir doniigiim olsun. Eger
here, f € X i¢in

d(Sp(e), Sp(f)) < Adle, f)
sartin1 saglayan bir A > 0 sabiti varsa Sy’ye Lipschitz doniistimii (Lipschitz mapping)
denir. Burada 0 < )\ < 1 ise Sy’ye biiziilme veya daralma (contraction) doniisiimii ve
A = 1ise Sp’ye genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir. Eger her e, f € X icin
(e # f)

d(Si(e), Sp(f)) < Ad(e, f)

sart1 saglaniyorsa S, ye biiziilebilir (contractive) doniisiim denir. Bu durumda asagidaki
gerektirmenin dogrulugu kolayca goriilebilir.

Biiziilme doniisiimii = Biiziilebilir doniisiim = Genislemeyen doniisiim = Lipschitz
sartin1 saglar.

Teorem 2.0.4. [1] (Banach Biiziilme Teoremi) (X, d) bir tam metrik uzay ve

Sp : X — X bir doniisiim olmak {izere her e, f € X i¢in

d(Sb(e)> Sb(f)) < )\d(ev f)

olacak sekilde bir A € (0, 1) sabiti bulunabiliyorsa S, nin X de bir tek sabit noktas1 vardur.



Teorem 2.0.5. [20] (Kannan Biiziilme Teoremi) (X, d) bir tam metrik uzay ve

Sy : X — X bir doniisiim olmak iizere eger her e, f € X icin

d(Sp(e), Sp(f)) < A(d(e, Sp(e)) + d(f, Sb(f)))

olacak sekilde bir A € (0, %) sabiti bulunabiliyorsa S;,’nin X’de bir tek sabit noktasi
vardir.
Teorem 2.0.6. [23] (Meir-Keeler Biiziilme Teoremi) (X, d) bir tam metrik uzay ve S, bu

metrik uzayda bir doniisiim olsun. Bu taktirde her e, f € X ve her € > 0 i¢in
e<d(e, f)<e+56
ise
d(Sp(e), Sp(f)) <e
olacak sekilde o > 0 vardir. Boylece 5, bir tek sabit noktaya sahiptir.
Tanim 2.0.7. [11] E ve F, (X, d) metrik uzaymin bos olmayan alt kiimeleri ve
Sp: EUF — EUF olsun. Eger S,(E) C F ve Sp(F) C E ise Sp’ye devirli (cyclic)
doniisiim denir.

Tamm 2.0.8. [11] E ve F, (X, d) metrik uzayinin bos olmayan alt kiimeleri ve

Sy EUF — E'U F devirli dontisiim olmak iizere here € E,f € F igin

d(su(e), s6(f)) < Ad(e, f)

olacak sekilde A\ € (0, 1) varsa Sy’ye devirli (cyclic) biiziilme doniigiimii denir.
Tanim 2.0.9. [16] X bir metrik uzay ve £ C X ve FF C X olsun. S, : FEUF — EUF

doniisiimii agsagidaki sartlar1 sagliyorsa devirli biiziillme doniisiimii olarak adlandirilir.

i. Sy(E)C FveSy(F)CE
ii. Vee E,Vf € Fvedk e (0,1) i¢in
d(Sp(e),Sp(f)) < k-d(e, f)+ (1 — k) - dist(E, F)
Tanim 2.0.10. [14] £ ve F, (X, d) metrik uzaymin bog olmayan alt kiimeleri olsun. Bir
Sy: EUF — E U F devirli doniisiimii here € E, f € Fve A € (0,1) i¢in

d(Sp(e), Sp(f)) < Ad(e, f)

kosulu saglaniyorsa S, doniisiimii bir devirli Banach biiziilme doniisiimii olarak adlandi-

rilir.



Tamm 2.0.11. [18] £ ve F, (X, d) metrik uzayinin bog olmayan alt kiimeleri ve
1
Sy: EUF — E U F devirli doniigiim olmak iizere her e € E, f € F ve k € (0, 5) icin

d(Sy(e), Sp(f)) < kld(e, Sp(e)) + d(f, Sp(f))]

kosulu saglantyorsa S, doniisiimii bir devirli Kannan tipi biiziilme doniisiimii olarak ad-
landirilir.
Tamm 2.0.12. [19] E ve F bir (X, d) metrik uzayinin bos olmayan alt kiimeleri olsun.

Bir v € X noktasi
d(u, Sp(u)) = d(E, F)
kosulunu sagliyorsa self olmayan bir S, : £ — F' doniisiimiiniin en iyi yaklagim noktasi

olarak adlandirilir.



3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.0.1. Kutu (Box) Metrik ile ilgili Genel Kavramlar

Bu boliimde kutu (box) metrik uzaym tanimi verilmis ve kutu (box) metrik
uzayda dizi, yakinsak dizi, Cauchy dizisi, tamlik ve siireklilik tanimlar1 ifade edilmistir.
Daha sonra kutu (box) metrik uzay kullanilarak devirli biiziilme doniisiimii, devirli Ba-
nach biiziilme doniisiimii, devirli Kannan tipi biiziilme doniistimii, devirli ¢— tip orbital

Meir-Keeler biiziilme doniisiimii tanimlar1 sunulmustur.

Tanmm 3.0.1. [29] (Kutu (Box) Metrik Uzay) (X, d) bir metrik uzay ve I, R’nin birim
aralig1 olsun. X X I iizerinde iiretilen, m : (X x I) x (X x I) = Rt U {0} doniisiimii

Ve, f,g € X, Vti,ta,t3 € I igin

B(1) m((e tr), (fit2)) >0

B(2) m((e,tr),(f,t2)) =0 (e;ts) = ([, 1)

B(3) m((e t1), (f.t2)) = m((e, t2), (f, 1))

B(4) m((e,t1), (f.t2)) <m((e,t1), (g,t3)) +m((g,t3), (f.t2))

sartlarini sagliyorsa

m((e,tl), (f, tg)) = maaj(d(e, 1), !tl — tQD

olarak tanimlanan metrik, kutu (box) metrik olarak adlandirilir. (X x I, ) ikilisine de
kutu (box) metrik uzay denir.

Tanim 3.0.2. (X x [, m) bos olmayan kiimesi i¢in f : N — X x [ fonksiyonu kutu (box)
metrik uzayda bir dizi olarak tanimlanir. Yani f’nin degerler kiimesi, her f(n) = (e,, t,)
ve her n € Nigin {(e,,t,) € X x [ :n €N, f(n) = (e,,t,)} C X x I kiimesidir.
Tanmm 3.0.3. (X x I, m) bir kutu (box) metrik uzay ve {(e,,t,)} terimleri X x I da olan

bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in bir ng € N sayis1 n > 0 6zelligindeki her n € N i¢in

m((en, tn), (e,1)) < e

olacak sekilde varsa {(e,,t,)} dizisine (e,t) € X x I noktasina yakinsiyor denir. Bu

durumda (e, t) noktasina {(e,, t,,)} dizisinin limiti denir ve lim (e, ¢,) veya
n—oo

(€n,tn) — (e, t) seklinde gosterilir.



Tamim 3.0.4. (X x I,m) bir kutu (box) metrik uzay ve {(e,, t,,)} dizisi, terimleri X x [

da olan bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in bir ng € N sayis1 n, m > 0 oldugunda

m((em tn), (Em, tm)) <e
olacak sekilde varsa {(e,, t,,) } dizisine (X x I, m) kutu (box) metrik uzayinda bir Cauchy
dizisi denir.
Teorem 3.0.5. Bir kutu (box) metrik uzayda her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.
Ispat: (X x I,7) bir kutu (box) metrik uzay ve {(e,, t,)} dizisi X x I metrik uzayinda
yakinsak bir dizi olsun. Bu taktirde her € > 0 sayis1 i¢cin n > ny iken,

1 ..
m((en, tn), (p,t)) < 5 olacak sekilde bir ng € N vardir. Uggen esitsizliginden

m((entn), (fmstm)) < m((enstn), 0:1)) + m((fms tm), (p, 1)) < %s + %s =¢.

Su halde {(e,, t,)} dizisi bir Cauchy dizisidir. [
Tanmm 3.0.6. (X x I,m) bir kutu (box) metrik uzayindaki ve {(e,,t,)} Cauchy dizisi
(p,t) € X x I noktasina yakinsak ise kutu (box) metrik uzay tamdir.

Tanm 3.0.7. (X x I,m) ve (Y x I, n) kutu (box) metrik uzaylarve f : X x [ — Y x [
bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun (ey,%y)’da siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart

her € > 0 sayist i¢in bir ¢ > 0 reel sayisinin

Th((e,t), (eg,to)) <0

ozelligini saglayan her (e,t) € X x [ igin

m(f(e, t), (e, to)) <e

olacak sekilde bulunmasidir.
Tamm 3.0.8. (X x I, 7m) bir kutu (box) metrik uzay ve £ C X x I, FF C X X [ olsun.
Sy : EUF — FEUF agagidaki sartlar1 sagliyorsa devirli biiziilme doniistimii olarak
adlandirtlir. V(e, t1) € E,V(f,t2) € F ve 3Jk € (0,1) i¢in

i. Sy(E)CF ve Sy(F)CE

. m(Sy(e,tr), Sp(f,t2)) < k-m((e,tr), (f,t2)) + (1 — k) - dist(E, F)

< k-maz(d(e, f),|[t1 — ta]) + (1 — k) - dist(E, F)

Tamim 3.0.9. E ve F', X x [ kutu (box) metrik uzayin bostan farkl alt kiimeleri olsun.
Bir S, : EU F — E U F devirli doniisiimii her A € (0, 1) igin

Th(Sb(6, tl)a Sb(fv tQ)) S )\’ﬁl((e, tl)a (f> t2)) (31)



kosulunu sagliyorsa bir devirli Banach biiziilme doniisiimii olarak adlandirilir.

Tanim 3.0.10. (X x I, m) bir kutu (box) metrik uzay, £ ve F kiimeleri X x I’nin bogtan
1

farkli alt kiimeleri olsun. S, : EU F — E U F doniisiimii asagidaki sarti her k& € (0, 5)

icin sagliyorsa devirli Kannan tipi biiziilme doniisiimii olarak adlandirilir.
i(Sale,ta). $i(f 1)) < k- (e ), Shle, )
0 ((f12), (1)) ) + (1= 2k) - 7 E, F)

Tanmm 3.0.11. (X x I, ) bir kutu (box) metrik uzay, F ve F' kiimeleri X x [’nin bog

(3.2)

olmayan alt kiimeleri ve ¢ € ® olsun. S, : FUF — E U F doniisiimii bir devirli biiziilme

doniigtimii olsun. Bu takdirde, (e, t;) € E, (f,t2) € F ve Ve > 0 i¢in

¢(R(S§“—1(e, 1), (f, tQ))) < ¢(m(E, F)) Yetd

ise
¢(m<5§“(e,t1), Sy(f, t2)>> < qs(m(E, F)) te (3.3)
olacak sekilde bir § > 0 ve n € N vardir. Burada
Lr. b
R(‘Sl?n_l(e? t1)7 (f7 t2>> = g [m(sz?n 1(67 t1)7 (fa t2>>

+17 <T2”(e, t1), T*"(f, t2)>
i (Si(f,12), (f,12)) |

esitligi vardir. Boylece S, doniisiimiiniin bir ¢—tip orbital Meir Keeler devirli biiziilme

doniistimii oldugu sdylenir.



4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.0.1. Banach Devirli Biiziilme Doniisiimii
Teorem 4.0.1. (X x I,7m) bir kutu (box) metrik uzay ve bu kutu (box) metrik uzayin
kapali ve bostan farkli iki smifi {E;}72, ve {F}}7L, olsun. E' = UL, Ej ve ' = UL, F}
olmak iizere S, : £ U F' — E U F doniigiimii

Sy(E) C Epi=F  j=12...,m  Enpu=E

Sy(F) C Fii=E j=12...m Fpu=H 4.1)

kosulunu saglayan bir doniisiim olsun. Eger her (e, t) € E; ve her (f,t) € E;4,

j=1,2,...,melemanlar ve k£ € (0, 1) i¢in

m(Sp(e, 1), Sp(f, t2)) < k- m((e 1), (f,12)) 4.2)
esitsizligi salamyorsa G; = E; N F; olmak lizere S;, doniistimii N7, G; de bir tek sabit

noktaya sahiptir.

Ispat: Teoremin ispat: icin 6ncelikle varlik kismina bakilacak olursa keyfi bir

(€0, to) € EU F elemaninin (e, ty) € F oldugu varsayimmiyla {(e,, t,)} dizisini
(en,tn) = Sp(en_1,tn_1), n=12... 4.3)
olarak tanimlayalim. S, doniistimii bir devirli doniigiim oldugundan
(€0, to) € Ey, (e1,t1) = Sp(eo, to) € Ea, (e2,t2) = Sp(er,t1) € Es, ...

olur. Eger her ng € Nigin (ep,,,, tny,,) € Nise bu taktirde S;, doniisiimiiniin sabit nokta-
sinin (ey,, t,,) oldugu agiktir. Her n € Nigin (e,,41,tn11) # (e, t) oldugunu varsayalim.

(4.2) esitsizliginde (e, t) = (ep—1,tn—1) ve (f,t) = (en, t,) olarak alirsak

0

IN

fn(Sb(en,l, tnfl), Sb(en, tn)> = m((en, tn), (€n+17 thrl))
]{3 . m((€n_1, tn—l)a (€n, tn))

kQ ' ﬁ’l((@n_g, tn—2>7 (en—lv tn—l))

IN

IN

IN

kn : m((enfla tnfl)a (ena tn)) (44‘)

elde edilir. Boylece

0 < m((en,tn), (€ns1stns1)) < K™ -m((eo, to), (e1,t1)) 4.5)



olur ve n — o0 i¢in

lim m((en, tn), (€nt1,tnt1)) =0 (4.6)

n—oo

elde edilir. Diger yandan kutu (box) metrigin non-negatiflik ve simetri 6zellikleri gere-
gince
m((e,t), (£,1) = m((f:1),(e,1)
< m((e.t), (f,1) +m((f1), (e.1))
= 2m((f.1) (e, 1)) 4.7

olur. (e,t) = (e, t), ve (f,t) = (e,t),—1 olmak iizere (4.7) esitsizligi
'ﬁl((en, tn); <€n,1, tnfl)) S 27‘771((6”71, tnfl)a (enu tn)) (48)
olur. (4.8) esitsizliginde n — oo yakinsamast i¢in

lim ™ ((en, tn), (€n—1,tp-1)) =0 4.9)

n=yo00
elde edilir.
Simdi { (e, t,)} dizisinin (X X I, ) kutu (box) metrik uzayinda bir Cauchy dizisi oldu-
gunu gosterecegiz. n > m igin
M((en,tn), (em, tm)) < m((en, tn), (En_1,tn_ 1))
+m((en—1,tn-1) (en,tn))
+m ((en 1t (en—2,tn— 2))
+ri((

<6n 2, tn— 2 en—latn—l))

ot

+ ((€m+17 tm+1 ema

S

_|_

NE

[m((eu ti), (€i-1,ti-1 )
] (4.10)

7 +1

I
3

))
((emstm), (€mt1stmi1))
)
))

+m((6z 1a 11— 1 67,7

olur. (4.4) ve (4.8) esitsizlikleri kullanilarak

n

0 <m((enstn), (€mitm)) = > 3K -1in((eo,to), (e1,11))

i=m+1

< 2m((eo, to), (€1, 1)) Zk = Zk 1] @.11)
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elde edilir. Boylece n, m — oo i¢in
1 ((ens tn), (€mstm)) — 0 (4.12)

olur. Yani {(e,,t,)} dizisi (X x I,m) kutu (box) metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir.
(X x I,m) kutu (box) metrik uzay1 tam oldugundan {(e,,t,)} dizisi (u,t) € X x [
noktasina yakinsar. Ustelik bu (u,t) noktasi NJ.,G; kimesinin elemanidir. Aslinda,
eger (e, tg) € Ei ise {(estn-1)tsn-1)) oz, dizisi £y in elemamdir. Aym sekilde
{(est-1)41:tsn—1) + 1)}, € E5 ve bu sekilde devam ederse {(€sn1,tsnt1)}ory € Es
olur. Tiim s indisli diziler (X x I,m) kutu(box) metrik uzayinda yakinsaktir ve hepsi-
nin yakinsadig1 limit noktasi ayn1 ve (u, ) noktasidir. Ek olarak E; kiimeleri (X x I,m)

kutu (box) metrik uzayinda kapali olduklart i¢in bu limit noktasi (u,t) N7, G; dir.

Simdi (u,t) € (X x I,m) noktasmmn S, doniigiimiiniin bir sabit noktasi yani
(u,t) = Sp(u,t) oldugunu gosterecegiz. Kutu (box) metrik tanimi ve (4.2) esitsiz-
ligi ile birlikte (e,t) = (en,t,) ve (f,t) = Sp(u,t) esitliklerini gz Oniine alalim.
(u, t) = Sp(u,t) yadam((u,t), Sp(u,t)) > 0 oldugunu varsayalim. Boylece
0 < m((en tn), So(u,t)) = m(S(en1,tn-1), Sp(u,t))
+1m(Sy(u, t), (en—1,tn-1))
<k- [Th(Sb(en_17tn_1)7 (u, t))
+m((u,t), (en-1,tn-1))] (4.13)
elde edilir. n — oo yakinsamasini kullanirsak
0 < m((u,t),Sy(u,t)) <0 (4.14)

olur, bu ise bir ¢eliskidir. Yani 1m((u, t), Sy(u, t)) > 0 varsayimu ile ¢elisir. Sonug olarak
(u,t) = Sp(u, t) elde edilir. Boylece (u, t) noktasi S, doniisiimiiniin bir sabit noktasidir.

Sabit noktanin tekligini ispatlamak i¢in (u, t) # (v, t) olacak sekildebaska bir (v, t) nokta-
stnin oldugunu varsayalim. (u, )72, G ve (v,t)N52,; G oldugundan (4.2) esitsizliginde

(e,t) = (u,t) ve (f,t) = (v,t) alabiliriz. Bu ise bize
m(Sp(u,t), Sp(v,t)) < k-m((u,t), (v,t)) (4.15)

oldugunu soyler. Fakat bu esitsizlik sadece k£ = 1 i¢in dogrudur. Bu ise k& € (0, 1) olmasi

ile ¢elisir. Boylece Sp, nin sabit noktasinin tek oldugu ispatlanmis olur. |
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4.0.2. Kannan Tipi Devirli Biiziilme Doniisiimii

Teorem 4.0.2. (X x I,m) bir tam kutu(box) metrik uzay ve F, F" X x I nin bostan
farkli ve kapali alt kiimeleri olsun. S, : £ U F' — FE U F bir devirli Kannan tip bii-
ziilme dontisiimii olmak iizere eger (eg,ty) € F U F ve her n > 0 igin iterasyon dizisi

(€n+1,t1n41) = Sp(en, t1,,) olarak tanimlanirsa n — oo igin

i ((ens tin) (enst1n) ) = (B, F) (4.16)
yakinsamasi elde edilir.
(€0, to) € E ve 7h<(u, ty), (u, t4)) = 0 olacak sekilde (u,t4) € E noktasina yakinsayan
{(egm, tlQni)} alt dizisine sahip {(egn, tlgn)} dizisinin oldugunu varsayalim. Su halde

(u,t4) € F noktast Sy nin en iyi yaklasim noktasidir. Boylece

m((u, t4), Sp(u, t4)) 4 m<E F) 4.17)

esitligi saglanir.

Ispat: (eo,to) € E U F olsun ve her n > 0 i¢in (€,41,t1,41) = Sp(en,t1,) olarak

tanimlansin. Tanim 3.0.10” u kullanarak asagidaki esitsizlikleri elde ederiz.

— m(Sb(enH, t1ns1), Sp(en, tln))

<k- m((en-i-la tint1), Sp(€nt, t1n+1)>
—i—fn((en, t1n), T (en, tln)>
(1 - 2k) - m(E, F)

=k- (m((en+1a tins1)s (€nt2; tinga))
+m((ens tin)s (€n1, t1n+1))>
(1 - 2k) - (E, F)

<k- <m((€n+1, t1ns1)s (€ns2s tinga))
+m((ens tin), (ent1, t1n+1))>
+(1—2k) - (m((emtln)? (€nt1; t1n+1))>

=k- (m((en-i-la tint1), (€nt2, t1n+2)))
+(1 — 2k) - m((en, t1n), (€nt1, t1n+1))

m <(€n+2, tins2), (€nt1, tln—i—l))

Boylece her n > 0 i¢in

m<(€n+2, tinaa)s (€n+t1, t1n+1>> < m<(€n+17 tint1)s (ens tln)>
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esitsizligi elde edilir. Bu ifade { ((e,t1)n+1, (e, tl)n)} dizisinin artmayan ve alttan si-

nirl bir dizi oldugu anlamina gelir. Boylece

nh_g)lom<(€n+1; tln—i—l)’ (€n+17t1n+1>> =S

esitligini saglayacak sekilde bir s > 0 vardur.

m(E, F) < m((en+27tln+2>7 (€n+17t1n+1)> <k- (Th((en+1,t1n+1), (€”+2’t1"+2))
+1((en, t1n), (€ns1, t1n+1)>)
+(1 —2k) -m(E, F)

oldugundan n — oo i¢in s = m(FE, F') oldugu agik¢a goriiliir. Su halde

lim m<(en+1, troin)s (en, tln)> — (B, F).

n—oo

(€0, tp) € F oldugunu varsayalim. S, : £ U F' — E U F bir devirli biiziilme doniigiimii
oldugundan her n > 0 i¢in {(egn, t12n)} € E ve {(62n+1, t12n+1)} € F dizilerine sahip
oluruz. Ek olarak {(eQm tlQn)} dizisinin /o ((u, t4), (u, t4)) = 0 olmak iizere (u,t,) € E

noktasina yakinsayan bir {(egm, 131 Qni)} seklinde bir alt dizisi varsa bu taktirde

lim m((ezm,tmi), (u,t4)> = 10 ((u, ta), (u,t4)) = 0.

n—oo
yakinsamasi elde edilir. Su halde daha Once elde edilen esitsizliklerin gbz oniine alinma-

styla asagidaki esitsizlik elde edilir.

(B, F) < m((u,t4),5b(u,t4)> < (m((u,t4), (€20, trom,))
+1m((€e2n,, tr2n, ), Su(u, t4))>

= (R ((, ), (e2n, 1120,)

+m(5b(€2n —1,t1on;,-1), Sp(u, t4))>
< (m((u ta), (€2n;, tion, ))

+k - ( ((6271 tion,); (€2ni—1,t12ni—1))
+(u, ta), Sp(u, t4)> + (1 —2k) - m(E, F).

t — oo i¢in 4.16° de verilen yakinsama ve goz Oniine alinirsa
m(E,F) < <(u ts), Sb(u,t4)> <k (m((u,t4),sb(u,t4))) +(1—k)-m(E,F).

Boylece 1 ((u, ta), Sp(u, ts)) = m(E, F) elde edilir. Sonug olarak (u,t,) € E noktast S,

doniisiimiiniin en iyi yaklagim noktasisidir. |
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Teorem 4.0.3. (X x I,m) bir tam kutu (box) metrik uzay ve F, F' X x I nin bogtan
farkli ve kapali alt kiimeleri olsun. S, : £ U F' — E U F bir devirli Kannan tip bii-
ziilme dontisiimii olmak iizere eger (eg,ty) € E U F ve her n > 0 igin iterasyon dizisi

(€n+1,t1n41) = Sp(en, t1,,) olarak tanimlanirsa n — oo igin

i ((enst1n)s (enst tinin) ) = (. F) (4.18)
yakinsamasi elde edilir.
(€0, to) € F ve m((v, ts), (v,t5)> = 0 olacak sekilde (v,t5) € F noktasina yakinsayan
{(egm, tlm)} alt dizisine sahip {(ezn, tlgn)} dizisinin oldugunu varsayalim. Su halde

(v,t5) € F noktasi Sy’ nin en iyi yaklagim noktasidir. Boylece

m((v,t5),sb(v,t5)> - m<E F) (4.19)

esitligi saglanir.

Ispat: (eo,to) € E U F olsun ve her n > 0 i¢in (€,41,t1,41) = Sp(en,t1,) olarak

tanimlansin. Tanim 3.0.10’u kullanarak asagidaki esitsizlikleri elde ederiz.

= m(Sb(en+1, t1n41), Sb(en, tln))
<k- m((enJrla t1n41)s Sol€nt1, t1n+1)>
+m ((en, t1n), Se(€n, tln)>
(1 - 2k) - (E, F)
=k- (m((en+1a tins1)s (€nt2s tinga))
+m((en; tin), (€ns1, t1n+1))>
+(1— 2k) - (E, F)
<k- <m((€n+1, t1ns1)s (€nsas tinga))
+m((€n, trn), (€ns1, t1n+1))>
+(1—2k) - (rh((en,tln), (en+1, t1n+1))>
=k- (m((en-i-la ting1)s (Enva, t1n+2)))
+(1 — 2k) - rh((en, t1n), (€nt1, t1n+1))

m <(6n+2, tinta)s (ént1, tln—i—l))

Boylece her n > 0 i¢in

m<(€n+2, tint2)s (€nt1, t1n+1>> < m<(€n+17 tint1)s (€ns tln)>
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esitsizligi elde edilir. Bu ifade {m((enH, tini1), (€ntin)) } dizisinin artmayan ve alttan

sinirl bir dizi oldugu anlamina gelir. Boylece

lim m((€n+1, tln—i—l)? (€n7 tln)> = S.

n—0o0

esitligini saglayacak sekilde bir s > 0 vardur.

ﬁ’l(E, F) < m((en+27 t1n+2>7 (6n+17 tln-i—l)) < k- (m((€n+1, tln-l—l)v (€n+27 t1n+2))
—|—fn((en, tin)s (€nt1, t1n+1)>)
+(1 —2k) - m(E, F),

oldugundan n — oo i¢in s = m(FE, F') oldugu agik¢a goriiliir. Su halde

lim ﬁ@((e, t1)nt1, (€, tl)n) =m(E, F).

n—oo

(€0, tp) € F oldugunu varsayalim. S, : £ U F' — E U F bir devirli biiziilme doniigiimii
oldugundan her n > 0 i¢in {(egn, t12n)} € E ve {(62n+1, t12n+1)} € F dizilerine sahip
oluruz. Ek olarak {<€2n, tlQn)} dizisinin 2 ((v, t5), (v, t5)) = 0 olmak iizere (v,t5) € F

noktasina yakinsayan bir {(egm, 131 Qni)} seklinde bir alt dizisi varsa bu taktirde

lim m((%, tom,), (v,t5)> = (v, t5), (v,t5)) = 0.

n—oo
yakinsamasi elde edilir. Su halde daha once elde edilen esitsizliklerin gbz oniine alinma-

styla asagidaki esitsizlik elde edilir.

(B, F) < T'h((v,tg,),Sb(v,tg,)) < (m((v,t5), (€2t1)2m,)
+1m((e2n,, ti2n, ), Su(v, t5))>

= (M ((v.ta), (e, 11)2n,)
+m(Sb(eQni_1,t12m_1),Sb(%tf))))
< (ﬁz((v,t5), <em,t12m>))
Tk (m((%, t19m,), (€ami 1 t1om, 1))
+(0.13), Sp(v,5) ) + (1= 2k) - 1(E, ).
i — oo igin 4.18° de verilen yakinsama ve gbz 6niine alinirsa
(2, F) < ((0,15), 5(0.15)) < k- (10((0.15). 5,(v.15)) ) + (L~ k) - (B, F).

Boylece m((v,5), Sp(v, t5)) = m(E, F) elde edilir. Sonug olarak (v, t5) € F noktasi S,

doniigiimiiniin en iyi yaklagim noktasisidir. |
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Ornek 4.0.4. X x I = R x [0, 1] bir kutu (box) metrik uzay ve bu kutu (box) metrik
uzaym iki alt kiimesi ' = F' = [0, 1] x [0, 1] olsun. Sy(e, ;) = (e, t1) seklinde tanimlanan
Sy : EUF — E U F doniisiimii verilsin. Oncelikle S, doniisiimiiniin devirli Kannan tip
biiziilme doniigiimii sartlarini sagladigini gosterelim. Her (eq,t1) € E, (f2,t2) € F igin
Sp(e1,t1) € E ve Sp(fa,t2) € F oldugu agikca goriiliir. Yani Sy(E) C F ve Sp(F) C E
sart1 saglanir. Boylece S, doniistimii bir devirli doniigiimdiir.

1 1
(e1,t1) = (fa,t2) = (0,1) € EU F noktasi ve k = 1€ (0, 5) degeri icin

m(Sy(er,t1), Sp(fa,t2)) < k- (m«elatl)a Sp(er,t1))
+m((f2, t2), So(fa,t2)))

+(1 - 2k) - m(E, F)
: (m((07 1)7 (07 1))

+m((0,1),(0,1)))
1

+(1—-2- Z) -m(E, F)

- (max(d(0,0), |1 — 1|) + maz(d(0,0), |1 — 1))
1

+(1—§)-0

- (maz(|0—0], |1 — 1]) +ma:v(|0 —0[,|1—=1}))

m((0,1),(0,1)) <

A~ =

maz(d(0,0), |1 —1]) <

e

maa(|0—0],[1 - 1) <

S

1
.0
12
maz(0,0) < Z(max(O, 0), maz(0,0)) +0

o
IA

1
- (0+0)+0
1 (0+0)+
0 <0+0

0 <0

esitsizliklerinin saglandig1 goriiliir. Su halde S, doniisiimii bir devirli Kannan tip devirli
biiziilme déniisiimiidiir. (eg,tp) = (0,1) € E U F noktasini goz oniine aldigimizda her
n > 0igin (0,41, 1y41) = Sp(0p, 1,,) olur. Eger (0,1) € E ise her n > 0 i¢in

(O2n, 12,) = (0,1) ve (Ogp41, lop41) = (0,1) olur. Eger (0,1) € B ise her n > 1 i¢in
(O2p, 12,) = (0,1),, ve her (0,1) € E i¢in (09,41, lop11) = (0,1) olur. Boylece n > 1
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icin
m((om 1n)7 (On+l> 1n+1)) = m((ov 1)7 (07 1))
= maz(d(0,0),|1 — 1)
= maz (|0 — 0], |1 — 1)

= maz(0,0)

=m(E,F)
esitligi saglanir.
(0,1) € E olmast durumunda (0g,, 12,) = (0, 1) olur ve {(0gy,, 12,,)} dizisi
(u, t4) = (0, 1) noktasina yakinsar. Burada i ((u, t4), (u,t4)) = 0 ve bdylece

(u,t4) = (0,1) noktas1 S, doniisiimiiniin en iyi yaklasim noktasidir. Yani
m((0,1),(0,1)) =0 =m(E, F)

Diger taraftan (0,1) € F olmast durumunda (02,-1,12,—1) = (0,1) olur ve
{(02n,—1, 12n,—1)} dizisi (v, t5) = (0, 1) noktasina yakinsar.
Burada i ((v,t5), (v, t5)) = 0 ve bdylece (v,t5) = (0, 1) noktast S, doniigiimiiniin en iyi

yaklagim noktasidir. Yani

m((0,1),(0,1)) =0=m(E,F)
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4.0.3. o— Tip Orbital Meir-Keeler Devirli Biiziilme Doniisiimii
Onerme 4.0.5. E ve F kiimeleri bir (X x I,7n) kutu (box) metrik uzayinin bos olmayan
ve kapali alt kiimeleri ve S, : £ U F' — E U F' bir ¢— tip orbital Meir-Keeler devirli

biiziilme doniisiimii olsun. Eger V(e, t1) € E ve n —» oo igin (3.3) kosulu saglaniyorsa
m<81771+1(€7 tl)a Sl?(ea tl)) — m(Ea F)
yakinsamasi elde edilir.

Ispat: S, : EUF — E U F doniisiimiiniin bir ¢—tip orbital Meir-Keeler devirli bii-
ziilme doniisiimii oldugunu varsayalim. (3.3) esitsizligini saglayan V(e,¢;) € E alalim.

n veya n + 1 ¢ift oldugundan V(e, t;) € E igin

E [m(Sgl(e,tl),Sf_l(e,tl)>

3
i (S{]“(e,tl), Soe,t)
i (sg;(e, t1), St (e, th)
> m(E, F)

N—— ——

)

esitsizliginiz elde ederiz.

R(Sp(e,t0), ;7 ) =5 [m(Sie ), 54 eot)

i (S5 (e 1), Sp(e, 1))

1
3

i (g (e, t), S (e ) )|
= m(E, F)
oldugunu varsayalim. Béylece
o(R(Sp(e.t), 837 e,t))) = o(m(E. F))
olur.
o(m(spte.nsy i) =of g[n(spen. s )
A CARCIRNCHENR) (420)

= m(E, F)
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esitligini elde ederiz. Vn € N i¢in m,, = fn(Sgl(e, t1), Sp (e, t1)> olarak alalim. Bura-

dan (4.20) esitligi
- Lr, . -
¢<mn+1> = ¢(§ |:2mn + mn+1:|>
esitligine doniisiir. ¢ artan bir fonksiyon oldugundan m,, = 1,1 olur. Boylece

Ont1 = ¢<mn+1> = ¢(mn> = Qp
elde edilir. Simdi

R(Sg(e, t1), Sl e, tl)) - E[an + mm} > (B, F)

3
oldugunu varsayalim. Bu takdirde, ¢ artan bir fonksiyon oldugundan
1
¢<R(S§(e, t1), So (e, m)) - ¢(§ [an + mn+1]) > (E, F)

1
elde edilir. £, = ¢<§ [an + fnnﬂ]) — qS(rh(E JF )) > ( olarak alalim. (3.3) esitsizli-
ginden dolay1 bu €; icin
1
6 (1) = o(m(Si e, ta), Spe ) ) < (1B, F)) +21 = 65 2000+ | )
olacak sekilde bir ¢ vardir. Boylece, Vn € N i¢in
1
¢<mn+1) < ¢(§ [an + mnﬂD

olur. ¢ artan bir fonksiyon oldugundan m,; < m, elde edilir. Boylece {7, } dizisi,
m(FE, F) ile sinirlanan artmayan bir dizidir. O halde m > m(F, F') oldugundan {7, }

dizisi bir m ye yakinsar. m = m(E, F') oldugunu iddia ediyoruz. m > m(E, F') dola-
yistyla ¢(m> > ¢<ﬁ1(E, F)> oldugunu varsayalim, ¢ = ¢><m> — ¢<ﬁ1(E, F)) > 0
olacak sekilde alalim. Boylece, (3.3) esitsizligini saglayan bir 6 > 0 sayisit vardir.
{m(Sy " (e, t1), Sp(e, 1))} — m yakinsamasim gz Sniinde bulundurarak Vn > ng
icin
o (i) §qﬁ(%[ﬁ”L(Sf(e,tl),Sf_l(e,tl))
i (S5 2e, 1), S (e ) )
+m(S£L+1(e,t1), Sg‘(e,tl)ﬂ)
< ¢(m) 6= e+¢<m<E,F)) +6

olacak seklide bir ny € N vardir. Boylece, Vn > ng icin

¢(m(sg+2(e,t1), Sg+1(e,t1))> < ¢(m(E, F>> te= gb(fn)
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olur. Bu ise bir ¢eligkidir. Boylece . = m(F, F) olur. [ |
Onerme 4.0.6. E ve F kiimeleri bir (X x I,7n) kutu (box) metrik uzayinin bos olmayan
ve kapali alt kiimeleri, S, : EUF — E'UF bir ¢p—tip orbital Meir-Keeler devirli biiziilme
doniisiimii olsun. m(F, F') = 0 oldugunu varsayalim. Bu takdirde p, ¢ > n; olmak iizere

p ve q karsilikli noktalar1 ve Ve > 0 i¢in

¢<m(sg<e,t1>,sg(e,t1))) <ec+6
ise

¢<m(5§“(e,t1),Sg“(e,tl))> <c 421)
olacak sekilde bir § > 0 ve n € N vardir.
Ispat: (3.3) esitsizligini saglayan (e,t;) € X x I elemanin alalim. S; doniisiimii bir

¢—tip orbital Meir-Keeler devirli biiziilme doniisiimii oldugundan, verilen € > 0 i¢in

(3.3) esitsizligini saglayan bir 6 > 0 vardir. Yanin € N ve (f,t3) € F i¢in
1 ~ 2n—1

o5 [m(sz e ), (/,2)

i (SE(e, 1), S (e, 1) )

+m (Sb(f7 ta), (f, 752))])

<e+9
esitsizligi elde edilir bu ise
oS3 (e 1), Sy(f.12)) < < (4.22)
anlamina gelir. Genelligi kaybetmeden
d<e (4.23)
segebiliriz. m(E, F') = 0 olmasini, ¢’nin artan olmasini ve 6nerme 4.0.5’i gézoniine

alarak n; € N dogal sayisini, Vn > n, icin

¢<m<5§(e,t1),Sg‘“(e,tl))) < g (4.24)

olacak sekilde secebiliriz.

qﬁ(ﬁz(S{;(e, tl)’ Sg(@, tl))) <e+o
esitsizliginin

¢(m(sg+l(e,t1),sg+1(e,t1))) <e
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esitsizligini gerektirdigini iddia ediyoruz. n > n; ve p,q > n; olmak lizere karsilikh ¢ift

olan p, ¢ € N dogal sayilarini alalim.
qs(m(sg(e,tl),sg(e,tl))) <ec+6
oldugunu varsayalim. Genelligi kaybetmeden p = 2n, ¢ = 2m — 1 olmak iizere

SP(e,t1) € E ve Sl(e,t;) € F oldugunu varsayalim. Aksi takdirde sirasiyla endeks-

leri revize etmeliyiz. Su halde, Vm > n icin

gb(m(&?(e,tl),sg+1(e,t1))) - ¢(m<5§”(e,t1), ng—l(e,tl)» )

esitsizligine sahip oluruz. Bu takdirde (3.5) esitsizligini gézoniinde bulundurarak
1
o(Str(e ). P Meaty) < o5 [m(SE (e ), S (e, 1)
+Th(5b2m(e, tl)7 S,?m_l(e, t1>)
i (S2H (e, 1), S2(e, tl))} ) (4.25)
< ; [5 +0+ 4 + 5]
-3 2 48
<e+6
elde ederiz. (f,ty) = S?"(e,t;) varsayim altinda (4.22) esitsizligini gézoniine alirsak

(4.25) esitsizligi
¢(m(s§"+1(e,tl),sgm(e,tl))) v d)(ﬁz(Sf“(e,tl),Sg“(e,tl))) <e

ifadesini verir. Su halde verilen bir ¢ > 0 i¢in bir 6 > 0 ve n; € N vardir 6yle ki p, ¢ > n,

olan karsilikl ¢iftleri p ve g icin

qs(m(sg(e,tl),sg(e,tl))) <c+6
esitsizligi

¢<m(sg“(e,t1), Sg“(e,tl))) <c (4.26)
esitsizligini gerektirir. ]
Lemma 4.0.7. (X x I,m) bir tam kutu (box) metrik uzay ve X X [ tam box metrik
uzaymin bos olmayan ve kapali alt kiimeleri £ ve F olsun. S, : FUF — EUF
doniigiimiiniin bir ¢p—tip orbital Meir-Keeler devirli biiziilme doniisiimii ve m(E, F') = 0
oldugunu varsayalim. Bu takdirde, eger S;" ' (e, ) # (f,to) ise

o(m (S (e ). Slfit2)) ) < o(R(S"et) (F12))  @27)

esitsizligi vardir.
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Ispat: (4.27) esitsizligini elde etmek icin (3.3) esitsizliginin asagidaki kosula denk ol-
dugunu gostermek yeterlidir. Ve > 0 i¢in bir § > 0 vardir 6yle ki n € N ve (f,t;) € E
icin
e < gb(R(S,?"‘l(e,tl), (f, t2)>> <e+d
esitsizligi
o (i (S2(e,t1), Sl f12)) ) < ¢ (4.28)
esitsizligini gerektirir. Burada,
R(SEHet), (ft2)) = 5[ (82 e ), (1112))
i (S2(e 1), 5P e, 1))
i (Sy(est2), (/1))

ve
(B, F) =0

esitliklerinin oldugunu hatirlayalim. (3.3) esitsizliginin (4.28) esitsizligi anlamina geldigi

agiktir. (4.28) esitsizliginin saglandigini varsayalim. 57" ' (e, 1), (f,t2) € EUF vee > 0

olsun. Eger

o(R(SP"H(e,t), (f,12))) <=
ise, (4.28) esitsizliginden
o(m (5" (e 1), Slf,12)) ) < o(R(SE (et0), (£:12)))
olur ve sonug olarak

¢(m(s§n(e,t1),sb(f, t2)>> <e

esitsizligini elde ederiz. Eger

o(R(S2" e, ta). (S 1)) 2 ¢
ise bu takdirde (3.3) esitsizligi saglanir. Boylece (4.28) ve (3.3) esitsizlikleri
m(E, F') = 0 kosuluna denk olur. Eger (4.28) esitsizligi saglanirsa

o (m (S (e 1), Sulf,12)) ) < o(R(S2 (e t0). (£.12)))

esitsizligine sahip oluruz. Eger

o(R(SP (e, (£:12)) ) =0
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ise bu takdirde S;" ' (e, ;) = (f,t) olur. Boylece
¢<m (Sgn(ea tl)a Sb(fv t?))) S ¢(R (Sgn_l(ey t1)7 (.fa t2)>>
olur. qﬁ(R(Sg”_l(e,tl), (f, t2)>) £ 0vee < ¢<R(Sg”_1(e,t1), (f, t2)>) oldugunu
varsayalim. (3.9) esitsizligi saglanacak sekilde bir 0 > 0 secelim. Eger
o(R(S2e.t), (£.02)) ) < o((S2(e,t0). Sulf,12)))
ise (4.28) esitsizliginden bir ¢eligki elde edilecegine dikkat edelim. |
Teorem 4.0.8. (X x [,m) bir tam kutu (box) metrik uzay ve (X x I,m) box metrik
uzayinin bos olmayan ve kapali alt kiimeleri £ ve F olsun. S, : EU F' — E U F donii-
slimiiniin bir ¢—tip orbital Meir-Keeler devirli biiziilme doniisiimii oldugunu varsayalim.
Bu takdirde V(e, t1) € E icin (3.3) esitsizligini saglayan ve (z, t3) noktasina yakinsaya-
cak sekilde bir {S?" (e, t1)} dizisinin (z,t3) € E N F sabit noktasi vardur.

Ispat: (e,t,) € F alalim. {S}(e, ,)} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz.
{S}'(e,t;)} dizisinin Cauchy dizisi olmadigini varsayalim. Bu takdirde bir ¢ > 0 sayisi
ve { S} (e, t1)} dizisinin

gb(m (S;‘(i)(e, ), Sg“)“(e,tl))) > 92 (4.29)

esitsizligini saglayan {S,’ (i)} alt dizisi vardir. Bu € > 0 i¢in

o(R(SE" M et), (f1a))) <= +0
esitsizliginin
¢(m (Sgn(e, £, Sy(f, @))) <e (4.30)
esitsizligini gerektirecek sekilde bir 6 > 0 sayist mevcuttur. Burada
o(R(5 (et (1)) =05 [ (S (e 0. (7:12))
+1m (Sf”(e, t1),S;" (e, t1)>
i (Su(f, ), (1)) |
esitligi vardir. r = min{e, 0} ve m,, = m(sg”(e, t1), SP" (e, t1)> olacak sekilde alalim.
Onerme 4.0.1’den m > ny icin
6 () = o( (87" (e 0). Sy (e ) ) < (4.31)

olacak sekilde bir ny € N segilebilir. n(z) > N olsun.
o (m (S5 e t), S et) ) < 5
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oldugunu varsayalim. Bu takdirde, licgen esitsizligini kullanarak

o(im(S5(e, 1), 8 e t) ) < o(m (S5 (e 0), S50 e, 1)
(S50 e ), 55 e 1)) (@3
=ec+4 g + M1 < 2€

oldugunu elde ederiz. Bu (4.31) varsayimu ile celigir. Boylece

¢(m(s,?<“<e, t), Sk (e, tl))) > e g

olacak sekilde n(i) < k < n(i + 1) olan k degerleri vardir.

cb(m (s;‘“)(e,tl), S;“")“(e,tl))) Seq g

oldugunu varsayalim. Bu takdirde

¢<mn<z‘>) = ¢( (5 (e, t), S ”“(ah))) > e+g > r+g >£

olur. Bu ise (4.31) esitsizliginden dolay1 bir ¢eligkidir. Boylece karsilikli ¢ift olan & ve
n(7) igin

qﬁ( ( nz) (e,t1), S (e, tl))> <€—|—g

<

olacak sekilde n(i) < k < n(i + 1) olan k degerleri vardir.

o((S1 (et SEetn)) ) 2 e+

olacak sekilde k£ > n(7) olan en kiigiik k& tamsayisini secelim. Bundan dolay1

gb(ﬁl <S;‘(i)(e,t1), S{f‘l(e,tl)» <et g 4.33)

olur. Boylece

¢(m(sb< (e,t1), S (e,t1)>> <¢( ( Ve ty), SE1 (e, t1)>

+m<sk—1(e t), Sk (e7t1)>> (4.34)
<e+it4o=—e+ S
2 4 4
olur. Bu takdirde n(i) < k < n(i + 1) ifadesini saglayan
n(% 3
e+ 5 < o(m (5 Ve h), She,t)) ) <o+ (4.35)
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olacak sekilde bir k tamsayis1 vardir. Sahip oldugumuz esitsizlikleri goz oniinde bulundu-

rarak
gb(ﬁz(S()(etl Sbetl)) <€+—<€+7’

gb(fn(Sf()(e t1), )+1et )) —¢<mnl)<£<6—l—r

gb( <S{f,5k+1 et )) —¢<mk> < % <e+r

oldugu goriiliir. Buradan

o(R(S39 (e 1), 55(e.1) ) = ¢(% ($p0e. 1), Ste. 1)

w (s;‘“)(e, t1), SPOH e, m)
(Sk“(e,tl),Sf(e,tl))]) (4.36)
<3|

€+T+€+T+€+4

elde ederiz. Bu ifade

—m SZL(Z) (67 tl)v S;L(i)+1<e’ tl))

r r

ifadesi bir onceki esitsizlik ile celisir. Boylece {S}'(e, t1)} dizisi bir Cauchy dizisidir. Su
halde {S}'(e,t1)} bir (z,t3) € E noktasina yakinsar. $imdi

0< ¢(m(s§"—1(e,t1), (z,t3)>> < ¢<m<5§”_1(6,t1),Sg"(e,t1)>

(4.37)
(S (e ), (2,1)) )
ifadesinin sifira yakinsadigini1 goz 6niine alalim. Boylece
lim ¢<m(s§"—1<e,t1), (z,tg))> =0 4.38)
n—oo

olur. {S" (e, t,)} dizisi F alt kiimesinde bir dizi oldugundan bu dizi (z,t3) e yakinsar.
Hem E alt kiimesinin hem F’ alt kiimesinin kapali oldugunu dikkate alarak (z,t3) € ENF

elde ederiz. Simdi

Sp(z,t3) = (2, t3)
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oldugunu gosterelim. Lemma (4.0.7)’yi dikkate alarak

qS(Th(Sb(z,tg),(z,tg))) :ggoqs(m(sgn(e,tl),s,,(z,t3)))
< qs(R(sgn—l(e,tl), (, t3)>>
esitsizligi elde edilir.
Tim ng( [ (Sf”_l(e,tl),(z,t3)> +m(sgn<e,t1),s§"—1(e,t1))
+m(s,,(z, ta), (z, t3)>D

ifadesi

o (S, ta), (2,5)) ) < %gb(m (Su(zt). (2:13)) )
olmasini gerektirir. Bu bir ¢eliskidir. Boylece Sy(z,t3) = (z,t3) olur. Son olarak (z,t3)
noktasinin S, doniisimiiniin bir tek sabit noktast oldugunu gosterelim. Farz edelim ki
(z,t3) # (w,ty) ve Sp(w, ty) = (w,ty) olacak sekilde bir (w,t,) € E N F sabit noktasi

var olsun.

¢<m<(w,t4),(z,t3)>> ¢(m Sp(aw, t4) (z, u)))

elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir. Boylece (z,t3) = (w, t4) oldugu elde edilir. [ |
Ornek 4.0.9. X x I = R x [0, 1] bir kutu (box) metrik uzay ve bu kutu (box) metrik
uzaym iki alt kiimesi £ = [—1,0] x [0,1], F = [0,1] x [0, 1] olsun. Sy(e, ;) = (—e, t1)
seklinde tanimlanan S, : £ U F — E U F doniisiimii ve ¢ : [0,00] — [0, c0] olarak
tamimlanan ¢ doniisiimii ¢(e) = e? seklinde verilsin. Ik olarak her (e,t;) € FE igin

Sp(e,t1) € F ve her (e,t1) € E icin Sp(e,t;) € F oldugu agik¢a goriiliir. boylece S,
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doniigiimii R iizerinde bir devirli doniigiimdiir, yani S(E) C F ve S,(F) C E saglanr.

Bununla birlikte (0,0) € E N F ve k € (0, 1) i¢in asagidaki esitsizlikler yazilir.

m(Se(e,t1), So(ft2)) < k-m((e,t1),(f,t2)) + (1 — k) - dist(E, F)
m(95(0,0),5,(0,0)) < k-maz(d(e, f),|t1 — ta|) + (1 — k) - dist(E, F)
m((0, ,0)) < k-max(d(0,0),]0 —0[) + (1 — k) - dist(E, F)
maz(d(0,0),]0 = 0]) < k-maz(|0—0|,]0—0[) + (1 — k) - dist(E, F)
maz (|0 — 0,10 = 0]) < k-max(0,0) + (1 — k) - dist(E, F)
maz(0,0) <k-0+(1—Fk)-0
0 <0

Boylece, S, nin bir devirli biiziilme doniisiimii oldugunu soyleyebiliriz. Daha sonra
1 1
neNe=o ved = 3 >0 igin S(0,0) = (0,0), S7"*(0,0) = (0,0) S2"(0,0) = (0,0)

veE

R(S™ (e, ), (f. 1)) = 1[ (52 Y (e, 1), (f. 1))
+m(SEn (e, t1), Sg"(f, t2))

+m(Sb(e tg f to )]
)

w

—_

R(Sy7(0,0),(0,0)) = g |m(5;"(0,0).(0,0)
+m(S2(0,0),.57"71(0,0))

m($(0,0), (0, 0))}

m((0,0), (0,0)) +m((0,0), (0,0))

+m((0,0), (0,0))]

I
Wl
| —

— % [mm(d(o, 0),10 = 0]) 4+ maz(d(0,0), |0 — 0])

+maz(d(0,0), 0 - 0])
_ %[mam(lo 0], 10— 0[) + maz (|0 — 0], |0 — 0])

+maz (|0 — 0, |0 — 0|)}
1
=< [0 +0+ 0} —0
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esitliklerinin dogru oldugu goriiliir. Boylece

o(R(S2"e,t), (£.12)) < o(m(E, F))
o(R(SE"1(0,0),0,0)) < o(m(E, F)) i1 %
50) < 60) + 5+

5
0 <0+~
+6

)

0 <+
6

+e+4+06

\)

elde edilir. Bu ise

A\
-
/N
gz
Pj
B
=
+
[©)

(m(52n e,t1), So(f 1
¢

)
i ($2(0,0), Sb00>
+(n(©.0.0,0)

)
)
)
6 (maw(d(0,0),10-0))) < 6(0) +
)
)

AN
=
N=
+

A
e
NS
+

A
<

(0)

w|»—~w|>—~w|>—~m|»—~w|>—~[\3|r~

¢<max(|0 —0],10—0])

qb(max(o, 0)

=
S
AN
=
=
+

(@)
A\
+

N

o
A
= O

oldugunu ifade eder. Boylece .S, doniisiimiiniin bir ¢p— type orbital Meir Keeler devirli bii-
ziilme doniigiimii oldugu sdylenir. Sonug olarak, (0,0) € E'N F noktasi S, doniisiimiiniin
bir sabit noktasidir.

Teorem 4.0.10. (X x [,m) bir kutu (box) metrik uzay ve £ C X x [, FF C X x [
olsun. S, : F U F — FEUF bir devirli biiziilme doniigiimii olsun. Bu takdirde
(ént1,tni1) = Sp(en,tn),n = 0,1,2,... olmak iizere herhangi bir (eg,ty) € EUF

elemant ile baglayarak 1m((e,, t,), Sp(en, tn)) — dist(E, F) yakinsamasini elde ederiz.
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Ispat:
m((enatn)a (en—i—l;tn—l—l)) ( en 17 n— 1 enatn))
+(1 — k)dist(E, F)
max(d(en, ent1), [tn — tnﬂ) <k- max(d(en,l, en)s |tn-1 — tn])
+(1 — k)dist(E, F)
S k- (k : m(<€n—17 tn—l)a (en—27 tn—2)))
+(1 — k)dist(E, F)
S k- (k ' max(d(en,l, en72)7 ’tnfl - tn72’))
+(1 — k)dist(E, F)
S k2 : m((en—h tn—1)7 (en—27 tn—2))
+(1 — k?)dist(E, F)
S k2 - max (d(enfb en72>7 ’tnfl - tn72’)
+(1 — k?)dist(E, F)
n tizerinden indiiksiyonla
maz (d(en, €nt1), [t — tys1) < k" -1((e,t1), (€0, to)) + (1 — k™)dist(E, F)
elde edilir. 0 < £ < 1 oldugundan n — oo i¢in £™ — 0 olup
m((en, tr), (€nt1,tnt1)) — dist(E, F)
yakinsamasi elde edilir. |
Teorem 4.0.11. (X x I,m) bir kutu (box) metrik uzay ve £ C X x I, F C X x [
olsun. S, : EUF — EUF bir devirli biiziilme doniisiimii ve (eg,t;) € F olsun.
(€nt1,tnr1) = Sp(en,t,) olarak tanimlansin. (en+1,tn+1) dizisinin E’de yakinsak bir

alt diziye sahip oldugunu varsayalim. Bu takdirde i ((e,,t,), Sy(en, t)) = dist(E, F)
olacak sekilde E’°de J(e, t;) eleman: vardir.

Ispat: {(es,,, %2, )}, E°da (e, t;) ye yakinsak bir {(es,, to,)} dizisinin bir alt dizisi olsun.
Iki kiime arasindaki uzaklik ve iicgen esitsizligi geregince
dZSt(E, F) S m((&, tl), (€2nk_1, t2nk—1)) S Th((e, t1>, (egnk, tgnk))
+m(<€2nk7 t?nk)a (62nk—17 t2nk—1))
S m(<6 tl) (62nka t2nk)) + m((e2nk ; t?nk)> Sb(eznk ,t2nk)>
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burada

ﬁl((e, t1), (62nk7t2nk)) — 0

ve
m((egnk,tgnk>,Sb(egnk,tgnk)) — dist(E, F)
oldugundan
limdist(E, F) < limm((e, t1), (€an,—1,tone—1)) < 0+ dist(E, F)
olur. Boylece
m((e, t1), (€2n,—1, tgnk_l)) — dist(E, F)

elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, kutu(box) metrik uzaylar ile ilgili bilgiler verilmistir ve
baz1 sabit nokta teoremlerini ifade ve ispat etmek amaciyla kutu (box) metrik uzaylarda
dizi, yakinsak dizi, Cauchy dizisi, tamlik ve biiziilebilirlik kavramlar1 kutu (box) metrik

uzaylar kullanilarak yeniden tanimlanmasgtir.

Literatiirde yer alan devirli biiziilme doniistimleri ile ilgili baz1 teoremlerin ya-
ninda devirli Banach biiziilme doniisiimii, devirli Kannan tipi devirli biiziilme doniistimii
ve ¢— tip orbital Meir-Keeler devirli biiziilme doniisiimii kutu (box) metrik uzaylar kul-
lanilarak ispat edilmistir. Bu teoremlerin ispatlarina yonelik yardimci olmasi bakimindan
bazi tamim, teorem ve lemmalar yine kutu (box) metrik uzaylar kullanilarak verilmistir.
Ayrica okuyucular i¢in teoremlerin daha anlasilir olmasi1 amaciyla bazi 6rnekler de su-

nulmustur.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuclarin diginda literatiirde yer alan Ciric,
Chatterja, Suzuki, Brouwer tipi biiziilme doniisiimleri ve yine Ciric, Chatterja, Suzuki,
Brouwer tipi devirli biiziilme doniisiimleri kutu (box) metrik uzaylar kullanilarak ifade
ve ispat edilebilir. Ayrica kutu (box) metrigi tanimlarken kullandigimiz d(e, f) metrik
fonksiyonunun yerine ayrik, norm, bulanik, esnek metrik gibi farkli metrikler kullanilarak

kutu (box) metrik uzaylar icin farkli calismalar yapilabilir.
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