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13.06.2024
Seher KÖSE
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ

dist(E,F ) E ile F arasındaki uzaklık

Sb Büzülme dönüşümü

m̃ Kutu (box) metrik fonksiyonu

{(en, tn)} Kutu (box) metrik uzayda dizi

R Meir-Keeler tipi uzaklık dönüşümü

(X, d) Metrik uzay

Φ Orbital dönüşümlerin kümesi
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desteğini hissettiğim kıymetli hocam Hasan BARBOROS’a, sevgili dostlarım Gül Nur
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1. GİRİŞ

Matematiğin ve topolojinin temel konularından birisi sabit nokta teorisidir.

Sabit nokta teorisinin en önemli teoremlerinden birisi Banach [1] tarafından ispatlanan

Banach sabit nokta teoremidir. Bahsedilen teoremin bu kadar önemli olmasının sebebi

çok fazla uygulama alanına sahip olmasıdır. Bu sebeple uzun yıllardır Banach sabit nokta

teoreminin farklı yönlerden genelleştirmeleri yapılmaktadır. Yapılan bu genelleştirmeler,

temelinde, teoremdeki dönüşümün büzülme şartlarını zayıflatmayı hedeflemektedir.

Banach sabit nokta teoreminde kullanılan büzülme dönüşümünün tanım ge-

reği sürekli olması gerekmektedir. Bu sebeple bilim insanları, süreklilik şartının olmadığı

özel büzülme dönüşümlerinin tanımlanmasının ve tanımlanan bu büzülme dönüşümleri-

nin sabit noktalarının varlığının ve tekliğinin ispatlanmasının mümkünlüğü konusunda

çalışmalar yapmışlardır.

2003 yılında Kirk ve arkadaşları [2] bu araştırmalara cevap olacak nitelikte bir

çalışma yaparak devirli büzülme dönüşümlerini tanımlamış ve tam metrik uzaylar üze-

rinde tanımlanan devirli büzülme dönüşümünün sabit noktasının varlığını ve tekliğini

ispatlamıştır. Karapınar ve Erhan [3] 2012 yılında devirli büzülmeler ile ilgili farklı çalış-

malar yapmışlardır. Bununla birlikte, devirli büzülme dönüşümlerinin periyodik noktaları

hakkındaki çalışmaları Petruşel [4] tarafından 2005 yılında yapmıştır. 2010 yılında ise

Pacurar ve Rus [5], metrik uzaylarda tanımlanan devirli ϕ− büzülme dönüşümleri için

bazı sabit nokta teoremlerini ispatlamışlardır. Daha sonra, metrik uzaylarda devirli zayıf

ϕ− büzülme dönüşümlerinin sabit noktasının var ve tek olduğunu Karapınar [6], 2011 yı-

lında göstermiştir. Ayrıca, S. Karpagam ve S. Agarwal [7], S. Rezapour, M. Derafshpour

ve N. Shahzad [8]- [9], G. Sankara Raju Kosuru ve P. Veeramani [10] devirli büzülme

dönüşümlerinin en iyi yaklaşım noktası ile ilgili önemli çalışmalar yapan yazarlardır. Bu-

nunla birlikte Karapınar ve Erhan [11] farklı tip büzülme dönüşümlerinin en iyi yaklaşım

noktası ilgili çalışma yapmış ve Kannan tipi devirli zayıf ϕ tipi büzülmelerin en iyi yak-

laşım noktası ile ilgili çalışmaları yine Karapınar [12] yapmıştır. Devirli büzülmeler ile

1



ilgili farklı özellikler Karapınar, Petruşel, Taş [13], Kumari, Panti [14], Rus [15], Balpe-

tek [16] tarafından yayımlanan çalışmalarda görülebilir. Ayrıca en iyi yaklaşım noktası

ile ilgili ayrıntılar Al- Thafai [17], Aydi [18], Samet [19] tarafından yayımlanan çalışma-

larda incelenebilir.

Diğer taraftan Kannan tipi büzülme dönüşümleri [20], [21], [22] ve Meir-

Keeler tipi büzülme dönüşümleri [23], [24] sabit nokta alanında çalışanlar için yeni sabit

nokta sonuçları elde etmeye yönelik farklı bir araç olarak görülmüş, bu büzülmeler ile

ilgili çalışmalar da hızlı bir şekilde devam etmiştir. Literatürde yer alan bu çalışmaların

yanında Ciric [25] tarafından verilen büzülme dönüşümlerinin özelliklerini içeren ça-

lışma ve Granas, Dugundji [26], Rus, A. Petruşel, G. Petruşel [27] tarafından yazılan

sabit nokta teorisi ile ilgili kitaplar araştırmacılara ışık tutmaktadır.

E. Deza ve M. Deza [29] tarafından yazılan metriklerle ilgili ansiklopedi ni-

teliğinde olan kaynakta karşılaştığımız kutu (box) metrik bir veri noktası kümesindeki

elemanların uzaklıklarını ölçen bir metriktir. Bu metrik, elemanları içeren en küçük dik-

dörtgen kutunun boyutlarını kullanarak hesaplanır. Özellikle çok boyutlu veri kümelerinin

analizinde, kümeleme (clustering), sınıflandırma (classification) ve veri madenciliği alan-

larında kullanılır. Kutu (box) metriği literatürde çok fazla çalışılmayan bir metrik olması

yönüyle ilgimizi çekmiş olduğu için devirli büzülmeleri bu metrik uzayda incelemeyi

amaçladık. Banach büzülme prensibi devirli büzülmeler kullanılarak kutu(box) metrik

uzaylarda ispat edilmiştir. Bununla birlikte Kannan tipi devirli büzülme dönüşümleri kutu

(box) metrik uzaylarda incelenmiş, teoremleri destekleyen bir örnek sunulmuştur. Daha

sonra ϕ− tip orbital Meir-Keeler devirli büzülme dönüşümlerine odaklanılmış, bu tip bü-

zülmeler ile ilgili kutu (box) metrik uzaylarda yeni sonuçlar elde edilmiş ve uygulama

niteliğinde bir örnek sunulmuştur.
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2. GENEL BİLGİLER

2.0.1. Temel Tanım ve Teoremler

Tanım 2.0.1. [28] X boştan farklı bir küme olmak üzere d : X ×X → R+ fonksiyonu

M(1) ∀ e, f ∈ X, d(e, f) ≥ 0

M(2) ∀ e, f ∈ X, d(e, f) = 0 ⇔ e = f

M(3) ∀ e, f ∈ X, d(e, f) = d(f, e)

M(4) ∀ e, f, g ∈ X, d(e, g) ≤ d(e, f) + d(f, g)

özelliklerini sağlıyorsa d fonksiyonuna X üzerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de met-

rik uzay denir.

Tanım 2.0.2. [26] X ̸= ∅ ve x ∈ X olsun. f : X → X fonksiyonu için f(e) = e ise

e ∈ X’e f ’in sabit noktası denir.

Tanım 2.0.3. [26] (X, d) metrik uzay ve Sb : X → X herhangi bir dönüşüm olsun. Eğer

her e, f ∈ X için

d(Sb(e), Sb(f)) ≤ λd(e, f)

şartını sağlayan bir λ ≥ 0 sabiti varsa Sb’ye Lipschitz dönüşümü (Lipschitz mapping)

denir. Burada 0 ≤ λ < 1 ise Sb’ye büzülme veya daralma (contraction) dönüşümü ve

λ = 1 ise Sb’ye genişlemeyen (nonexpansive) dönüşüm denir. Eğer her e, f ∈ X için

(e ̸= f)

d(Sb(e), Sb(f)) ≤ λd(e, f)

şartı sağlanıyorsa Sb’ye büzülebilir (contractive) dönüşüm denir. Bu durumda aşağıdaki

gerektirmenin doğruluğu kolayca görülebilir.

Büzülme dönüşümü ⇒ Büzülebilir dönüşüm ⇒ Genişlemeyen dönüşüm ⇒ Lipschitz

şartını sağlar.

Teorem 2.0.4. [1] (Banach Büzülme Teoremi) (X, d) bir tam metrik uzay ve

Sb : X → X bir dönüşüm olmak üzere her e, f ∈ X için

d(Sb(e), Sb(f)) ≤ λd(e, f)

olacak şekilde bir λ ∈ (0, 1) sabiti bulunabiliyorsa Sb’nin X’de bir tek sabit noktası vardır.
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Teorem 2.0.5. [20] (Kannan Büzülme Teoremi) (X, d) bir tam metrik uzay ve

Sb : X → X bir dönüşüm olmak üzere eğer her e, f ∈ X için

d(Sb(e), Sb(f)) ≤ λ(d(e, Sb(e)) + d(f, Sb(f)))

olacak şekilde bir λ ∈ (0, 1
2
) sabiti bulunabiliyorsa Sb’nin X’de bir tek sabit noktası

vardır.

Teorem 2.0.6. [23] (Meir-Keeler Büzülme Teoremi) (X, d) bir tam metrik uzay ve Sb bu

metrik uzayda bir dönüşüm olsun. Bu taktirde her e, f ∈ X ve her ε > 0 için

ε ≤ d(e, f) < ε+ δ

ise

d(Sb(e), Sb(f)) < ε

olacak şekilde δ > 0 vardır. Böylece Sb bir tek sabit noktaya sahiptir.

Tanım 2.0.7. [11]E ve F , (X, d) metrik uzayının boş olmayan alt kümeleri ve

Sb : E ∪ F → E ∪ F olsun. Eğer Sb(E) ⊆ F ve Sb(F ) ⊆ E ise Sb’ye devirli (cyclic)

dönüşüm denir.

Tanım 2.0.8. [11]E ve F , (X, d) metrik uzayının boş olmayan alt kümeleri ve

Sb : E ∪ F → E ∪ F devirli dönüşüm olmak üzere her e ∈ E,f ∈ F için

d(sb(e), sb(f)) ≤ λd(e, f)

olacak şekilde λ ∈ (0, 1) varsa Sb’ye devirli (cyclic) büzülme dönüşümü denir.

Tanım 2.0.9. [16]X bir metrik uzay ve E ⊆ X ve F ⊆ X olsun. Sb : E ∪F −→ E ∪ F

dönüşümü aşağıdaki şartları sağlıyorsa devirli büzülme dönüşümü olarak adlandırılır.

i. Sb(E) ⊆ F ve Sb(F ) ⊆ E

ii. ∀e ∈ E, ∀f ∈ F ve ∃k ∈ (0, 1) için

d(Sb(e), Sb(f)) ≤ k · d(e, f) + (1− k) · dist(E,F )

Tanım 2.0.10. [14]E ve F , (X, d) metrik uzayının boş olmayan alt kümeleri olsun. Bir

Sb : E ∪ F → E ∪ F devirli dönüşümü her e ∈ E, f ∈ F ve λ ∈ (0, 1) için

d(Sb(e), Sb(f)) ≤ λd(e, f)

koşulu sağlanıyorsa Sb dönüşümü bir devirli Banach büzülme dönüşümü olarak adlandı-

rılır.
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Tanım 2.0.11. [18]E ve F , (X, d) metrik uzayının boş olmayan alt kümeleri ve

Sb : E ∪ F → E ∪ F devirli dönüşüm olmak üzere her e ∈ E, f ∈ F ve k ∈
(
0,

1

2

)
için

d(Sb(e), Sb(f)) ≤ k[d(e, Sb(e)) + d(f, Sb(f))]

koşulu sağlanıyorsa Sb dönüşümü bir devirli Kannan tipi büzülme dönüşümü olarak ad-

landırılır.

Tanım 2.0.12. [19]E ve F bir (X, d) metrik uzayının boş olmayan alt kümeleri olsun.

Bir u ∈ X noktası

d(u, Sb(u)) = d(E,F )

koşulunu sağlıyorsa self olmayan bir Sb : E → F dönüşümünün en iyi yaklaşım noktası

olarak adlandırılır.
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3. MATERYAL VE YÖNTEMLER

3.0.1. Kutu (Box) Metrik İle İlgili Genel Kavramlar

Bu bölümde kutu (box) metrik uzayın tanımı verilmiş ve kutu (box) metrik

uzayda dizi, yakınsak dizi, Cauchy dizisi, tamlık ve süreklilik tanımları ifade edilmiştir.

Daha sonra kutu (box) metrik uzay kullanılarak devirli büzülme dönüşümü, devirli Ba-

nach büzülme dönüşümü, devirli Kannan tipi büzülme dönüşümü, devirli ϕ− tip orbital

Meir-Keeler büzülme dönüşümü tanımları sunulmuştur.

Tanım 3.0.1. [29] (Kutu (Box) Metrik Uzay) (X, d) bir metrik uzay ve I , R’nin birim

aralığı olsun. X × I üzerinde üretilen, m̃ : (X × I)× (X × I) → R+ ∪ {0} dönüşümü

∀e, f, g ∈ X, ∀t1, t2, t3 ∈ I için

B(1) m̃
(
(e, t1), (f, t2)

)
≥ 0

B(2) m̃
(
(e, t1), (f, t2)

)
= 0 ⇔ (e, t1) = (f, t2)

B(3) m̃
(
(e, t1), (f, t2)

)
= m̃

(
(e, t2), (f, t1)

)
B(4) m̃

(
(e, t1), (f, t2)

)
≤ m̃

(
(e, t1), (g, t3)

)
+ m̃

(
(g, t3), (f, t2)

)
şartlarını sağlıyorsa

m̃
(
(e, t1), (f, t2)

)
= max

(
d(e, f),

∣∣t1 − t2
∣∣)

olarak tanımlanan metrik, kutu (box) metrik olarak adlandırılır. (X × I, m̃) ikilisine de

kutu (box) metrik uzay denir.

Tanım 3.0.2. (X×I, m̃) boş olmayan kümesi için f : N → X×I fonksiyonu kutu (box)

metrik uzayda bir dizi olarak tanımlanır. Yani f ’nin değerler kümesi, her f(n) = (en, tn)

ve her n ∈ N için {(en, tn) ∈ X × I : n ∈ N, f(n) = (en, tn)} ⊂ X × I kümesidir.

Tanım 3.0.3. (X×I, m̃) bir kutu (box) metrik uzay ve {(en, tn)} terimleri X×I da olan

bir dizi olsun. Her ε > 0 için bir n0 ∈ N sayısı n ≥ 0 özelliğindeki her n ∈ N için

m̃
(
(en, tn), (e, t)

)
< ε

olacak şekilde varsa {(en, tn)} dizisine (e, t) ∈ X × I noktasına yakınsıyor denir. Bu

durumda (e, t) noktasına {(en, tn)} dizisinin limiti denir ve lim
n→∞

(en, tn) veya

(en, tn) → (e, t) şeklinde gösterilir.
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Tanım 3.0.4. (X × I, m̃) bir kutu (box) metrik uzay ve {(en, tn)} dizisi, terimleri X × I

da olan bir dizi olsun. Her ε > 0 için bir n0 ∈ N sayısı n,m ≥ 0 olduğunda

m̃
(
(en, tn), (em, tm)

)
< ε

olacak şekilde varsa {(en, tn)} dizisine (X×I, m̃) kutu (box) metrik uzayında bir Cauchy

dizisi denir.

Teorem 3.0.5. Bir kutu (box) metrik uzayda her yakınsak dizi bir Cauchy dizisidir.

İspat: (X × I, m̃) bir kutu (box) metrik uzay ve {(en, tn)} dizisi X × I metrik uzayında

yakınsak bir dizi olsun. Bu taktirde her ε > 0 sayısı için n > n0 iken,

m̃
(
(en, tn), (p, t)

)
<

1

2
ε olacak şekilde bir n0 ∈ N vardır. Üçgen eşitsizliğinden

m̃
(
(en, tn), (fm, tm)

)
≤ m̃

(
(en, tn), (p, t)

)
+ m̃

(
(fm, tm), (p, t)

)
<

1

2
ε+

1

2
ε = ε.

Şu halde {(en, tn)} dizisi bir Cauchy dizisidir. ■

Tanım 3.0.6. (X × I, m̃) bir kutu (box) metrik uzayındaki ve {(en, tn)} Cauchy dizisi

(p, t) ∈ X × I noktasına yakınsak ise kutu (box) metrik uzay tamdır.

Tanım 3.0.7. (X × I, m̃) ve (Y × I, ñ) kutu (box) metrik uzaylar ve f : X × I → Y × I

bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun (e0, t0)’da sürekli olması için gerek ve yeter şart

her ε > 0 sayısı için bir δ > 0 reel sayısının

m̃
(
(e, t), (e0, t0)

)
< δ

özelliğini sağlayan her (e, t) ∈ X × I için

m̃
(
f(e, t), (e0, t0)

)
< ε

olacak şekilde bulunmasıdır.

Tanım 3.0.8. (X × I, m̃) bir kutu (box) metrik uzay ve E ⊆ X × I , F ⊆ X × I olsun.

Sb : E ∪ F → E ∪ F aşağıdaki şartları sağlıyorsa devirli büzülme dönüşümü olarak

adlandırılır. ∀(e, t1) ∈ E,∀(f, t2) ∈ F ve ∃k ∈ (0, 1) için

i. Sb(E) ⊆ F ve Sb(F ) ⊆ E

ii. m̃(Sb(e, t1), Sb(f, t2)) ≤ k · m̃
(
(e, t1), (f, t2)

)
+ (1− k) · dist(E,F )

≤ k ·max
(
d(e, f), |t1 − t2|

)
+ (1− k) · dist(E,F )

Tanım 3.0.9. E ve F , X × I kutu (box) metrik uzayın boştan farklı alt kümeleri olsun.

Bir Sb : E ∪ F → E ∪ F devirli dönüşümü her λ ∈ (0, 1) için

m̃(Sb(e, t1), Sb(f, t2)) ≤ λm̃
(
(e, t1), (f, t2)

)
(3.1)
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koşulunu sağlıyorsa bir devirli Banach büzülme dönüşümü olarak adlandırılır.

Tanım 3.0.10. (X×I, m̃) bir kutu (box) metrik uzay, E ve F kümeleri X×I’nın boştan

farklı alt kümeleri olsun. Sb : E ∪ F → E ∪ F dönüşümü aşağıdaki şartı her k ∈
(
0,

1

2

)
için sağlıyorsa devirli Kannan tipi büzülme dönüşümü olarak adlandırılır.

m̃
(
Sb(e, t1), Sb(f, t2)

)
≤ k ·

(
m̃
(
(e, t1), Sb(e, t1)

)
+m̃

(
(f, t2), Sb(f, t2)

))
+ (1− 2k) · m̃(E,F )

(3.2)

Tanım 3.0.11. (X × I, m̃) bir kutu (box) metrik uzay, E ve F kümeleri X × I’nın boş

olmayan alt kümeleri ve ϕ ∈ Φ olsun. Sb : E∪F → E ∪ F dönüşümü bir devirli büzülme

dönüşümü olsun. Bu takdirde, (e, t1) ∈ E, (f, t2) ∈ F ve ∀ε > 0 için

ϕ
(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
< ϕ

(
m̃(E,F )

)
+ ε+ δ

ise

ϕ
(
m̃
(
S2n
b (e, t1), Sb(f, t2)

))
< ϕ

(
m̃(E,F )

)
+ ε (3.3)

olacak şekilde bir δ > 0 ve n ∈ N vardır. Burada

R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

)
=

1

3

[
m̃
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

)
+m̃

(
T 2n(e, t1), T

2n−1(f, t2)
)

+m̃
(
Sb(f, t2), (f, t2)

)]

eşitliği vardır. Böylece Sb dönüşümünün bir ϕ−tip orbital Meir Keeler devirli büzülme

dönüşümü olduğu söylenir.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA

4.0.1. Banach Devirli Büzülme Dönüşümü

Teorem 4.0.1. (X × I, m̃) bir kutu (box) metrik uzay ve bu kutu (box) metrik uzayın

kapalı ve boştan farklı iki sınıfı {Ej}mj=1 ve {Fj}mj=1 olsun. E = ∪m
j=1Ej ve F = ∪m

j=1Fj

olmak üzere Sb : E ∪ F → E ∪ F dönüşümü

Sb(Ej) ⊆ Ej+1 = Fj j = 1, 2, . . . ,m Em+1 = E1

Sb(Fj) ⊆ Fj+1 = Ej j = 1, 2, . . . ,m Fm+1 = F1 (4.1)

koşulunu sağlayan bir dönüşüm olsun. Eğer her (e, t) ∈ Ej ve her (f, t) ∈ Ej+1,

j = 1, 2, . . . ,m elemanları ve k ∈ (0, 1) için

m̃
(
Sb(e, t1), Sb(f, t2)

)
≤ k · m̃

(
(e, t1), (f, t2)

)
(4.2)

eşitsizliği sağlanıyorsa Gj = Ej ∩ Fj olmak üzere Sb dönüşümü ∩m
j=1Gj de bir tek sabit

noktaya sahiptir.

İspat: Teoremin ispatı için öncelikle varlık kısmına bakılacak olursa keyfi bir

(e0, t0) ∈ E ∪ F elemanının (e0, t0) ∈ E olduğu varsayımıyla {(en, tn)} dizisini

(en, tn) = Sb(en−1, tn−1), n = 1, 2, . . . (4.3)

olarak tanımlayalım. Sb dönüşümü bir devirli dönüşüm olduğundan

(e0, t0) ∈ E1, (e1, t1) = Sb(e0, t0) ∈ E2, (e2, t2) = Sb(e1, t1) ∈ E3, . . .

olur. Eğer her n0 ∈ N için (en0+1 , tn0+1) ∈ N ise bu taktirde Sb dönüşümünün sabit nokta-

sının (en0 , tn0) olduğu açıktır. Her n ∈ N için (en+1, tn+1) ̸= (e, t) olduğunu varsayalım.

(4.2) eşitsizliğinde (e, t) = (en−1, tn−1) ve (f, t) = (en, tn) olarak alırsak

0 ≤ m̃
(
Sb(en−1, tn−1), Sb(en, tn)

)
= m̃

(
(en, tn), (en+1, tn+1)

)
≤ k · m̃

(
(en−1, tn−1), (en, tn)

)
≤ k2 · m̃

(
(en−2, tn−2), (en−1, tn−1)

)
...

≤ kn · m̃
(
(en−1, tn−1), (en, tn)

)
(4.4)

elde edilir. Böylece

0 ≤ m̃
(
(en, tn), (en+1, tn+1)

)
≤ kn · m̃

(
(e0, t0), (e1, t1)

)
(4.5)
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olur ve n → ∞ için

lim
n→∞

m̃
(
(en, tn), (en+1, tn+1)

)
= 0 (4.6)

elde edilir. Diğer yandan kutu (box) metriğin non-negatiflik ve simetri özellikleri gere-

ğince

m̃
(
(e, t), (f, t)

)
= m̃

(
(f, t), (e, t)

)
≤ m̃

(
(e, t), (f, t)

)
+ m̃

(
(f, t), (e, t)

)
= 2m̃

(
(f, t), (e, t)

)
(4.7)

olur. (e, t) = (e, t)n ve (f, t) = (e, t)n−1 olmak üzere (4.7) eşitsizliği

m̃
(
(en, tn), (en−1, tn−1)

)
≤ 2m̃

(
(en−1, tn−1), (en, tn)

)
(4.8)

olur. (4.8) eşitsizliğinde n → ∞ yakınsaması için

lim
n→∞

m̃
(
(en, tn), (en−1, tn−1)

)
= 0 (4.9)

elde edilir.

Şimdi {(en, tn)} dizisinin (X × I, m̃) kutu (box) metrik uzayında bir Cauchy dizisi oldu-

ğunu göstereceğiz. n ≥ m için

m̃
(
(en, tn), (em, tm)

)
≤ m̃

(
(en, tn), (en−1, tn−1)

)
+m̃

(
(en−1, tn−1), (en, tn)

)
+m̃

(
(en−1, tn−1), (en−2, tn−2)

)
+m̃

(
(en−2, tn−2), (en−1, tn−1)

)
...

+m̃
(
(em+1, tm+1), (em, tm)

)
+m̃

(
(em, tm), (em+1, tm+1)

)
=

n∑
i=m+1

[
m̃
(
(ei, ti), (ei−1, ti−1)

)
+m̃

(
(ei−1, ti−1), (ei, ti)

)]
(4.10)

olur. (4.4) ve (4.8) eşitsizlikleri kullanılarak

0 ≤ m̃
(
(en, tn), (em, tm)

)
=

n∑
i=m+1

3ki−1 · m̃
(
(e0, t0), (e1, t1)

)
≤ 2m̃

(
(e0, t0), (e1, t1)

)[ n∑
i=0

ki−1 −
m∑
i=0

ki−1
]

(4.11)
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elde edilir. Böylece n,m → ∞ için

m̃
(
(en, tn), (em, tm)

)
→ 0 (4.12)

olur. Yani {(en, tn)} dizisi (X × I, m̃) kutu (box) metrik uzayında bir Cauchy dizisidir.

(X × I, m̃) kutu (box) metrik uzayı tam olduğundan {(en, tn)} dizisi (u, t) ∈ X × I

noktasına yakınsar. Üstelik bu (u, t) noktası ∩m
j=1Gj kümesinin elemanıdır. Aslında,

eğer (e0, t0) ∈ E1 ise {(es(n−1), ts(n−1))}∞n=1 dizisi E1 in elemanıdır. Aynı şekilde

{(es(n−1)+1, ts(n−1) + 1)}∞n=1 ∈ E2 ve bu şekilde devam ederse {(esn+1, tsn+1)}∞n=1 ∈ Es

olur. Tüm s indisli diziler (X × I, m̃) kutu(box) metrik uzayında yakınsaktır ve hepsi-

nin yakınsadığı limit noktası aynı ve (u, t) noktasıdır. Ek olarak Ej kümeleri (X × I, m̃)

kutu (box) metrik uzayında kapalı oldukları için bu limit noktası (u, t) ∩m
j=1 Gj dir.

Şimdi (u, t) ∈ (X × I, m̃) noktasının Sb dönüşümünün bir sabit noktası yani

(u, t) = Sb(u, t) olduğunu göstereceğiz. Kutu (box) metrik tanımı ve (4.2) eşitsiz-

liği ile birlikte (e, t) = (en, tn) ve (f, t) = Sb(u, t) eşitliklerini göz önüne alalım.

(u, t) = Sb(u, t) ya da m̃
(
(u, t), Sb(u, t)

)
> 0 olduğunu varsayalım. Böylece

0 ≤ m̃
(
(en, tn), Sb(u, t)

)
= m̃

(
Sb(en−1, tn−1), Sb(u, t)

)
+m̃

(
Sb(u, t), (en−1, tn−1)

)
≤ k ·

[
m̃
(
Sb(en−1, tn−1), (u, t)

)
+m̃

(
(u, t), (en−1, tn−1)

)]
(4.13)

elde edilir. n → ∞ yakınsamasını kullanırsak

0 ≤ m̃
(
(u, t), Sb(u, t)

)
≤ 0 (4.14)

olur, bu ise bir çelişkidir. Yani m̃
(
(u, t), Sb(u, t)

)
> 0 varsayımı ile çelişir. Sonuç olarak

(u, t) = Sb(u, t) elde edilir. Böylece (u, t) noktası Sb dönüşümünün bir sabit noktasıdır.

Sabit noktanın tekliğini ispatlamak için (u, t) ̸= (v, t) olacak şekildebaşka bir (v, t) nokta-

sının olduğunu varsayalım. (u, t)∩m
j=1Gj ve (v, t)∩m

j=1Gj olduğundan (4.2) eşitsizliğinde

(e, t) = (u, t) ve (f, t) = (v, t) alabiliriz. Bu ise bize

m̃
(
Sb(u, t), Sb(v, t)

)
≤ k · m̃

(
(u, t), (v, t)

)
(4.15)

olduğunu söyler. Fakat bu eşitsizlik sadece k = 1 için doğrudur. Bu ise k ∈ (0, 1) olması

ile çelişir. Böylece Sb nin sabit noktasının tek olduğu ispatlanmış olur. ■
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4.0.2. Kannan Tipi Devirli Büzülme Dönüşümü

Teorem 4.0.2. (X × I, m̃) bir tam kutu(box) metrik uzay ve E,F X × I nın boştan

farklı ve kapalı alt kümeleri olsun. Sb : E ∪ F → E ∪ F bir devirli Kannan tip bü-

zülme dönüşümü olmak üzere eğer (e0, t0) ∈ E ∪ F ve her n ≥ 0 için iterasyon dizisi

(en+1, t1n+1) = Sb(en, t1n) olarak tanımlanırsa n → ∞ için

m̃
(
(en, t1n), (en, t1n)

)
→ m̃

(
E,F

)
(4.16)

yakınsaması elde edilir.

(e0, t0) ∈ E ve m̃
(
(u, t4), (u, t4)

)
= 0 olacak şekilde (u, t4) ∈ E noktasına yakınsayan{

(e2ni
, t12ni

)
}

alt dizisine sahip
{
(e2n, t12n)

}
dizisinin olduğunu varsayalım. Şu halde

(u, t4) ∈ E noktası Sb’nin en iyi yaklaşım noktasıdır. Böylece

m̃
(
(u, t4), Sb(u, t4)

)
= m̃

(
E,F

)
(4.17)

eşitliği sağlanır.

İspat: (e0, t0) ∈ E ∪ F olsun ve her n ≥ 0 için (en+1, t1n+1) = Sb(en, t1n) olarak

tanımlansın. Tanım 3.0.10’ u kullanarak aşağıdaki eşitsizlikleri elde ederiz.

m̃
(
(en+2, t1n+2), (en+1, t1n+1)

)
= m̃

(
Sb(en+1, t1n+1), Sb(en, t1n)

)
≤ k · m̃

(
(en+1, t1n+1), Sb(en+1, t1n+1)

)
+m̃

(
(en, t1n), T (en, t1n)

)
+(1− 2k) · m̃(E,F )

= k ·
(
m̃
(
(en+1, t1n+1), (en+2, t1n+2)

)
+m̃

(
(en, t1n), (en+1, t1n+1)

))
+(1− 2k) · m̃(E,F )

≤ k ·
(
m̃
(
(en+1, t1n+1), (en+2, t1n+2)

)
+m̃

(
(en, t1n), (en+1, t1n+1)

))
+(1− 2k) ·

(
m̃
(
(en, t1n), (en+1, t1n+1)

))
= k ·

(
m̃
(
(en+1, t1n+1), (en+2, t1n+2)

))
+(1− 2k) · m̃

(
(en, t1n), (en+1, t1n+1)

)
Böylece her n ≥ 0 için

m̃
(
(en+2, t1n+2), (en+1, t1n+1)

)
≤ m̃

(
(en+1, t1n+1), (en, t1n)

)
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eşitsizliği elde edilir. Bu ifade
{
m̃
(
(e, t1)n+1, (e, t1)n

)}
dizisinin artmayan ve alttan sı-

nırlı bir dizi olduğu anlamına gelir. Böylece

lim
n→∞

m̃
(
(en+1, t1n+1), (en+1, t1n+1)

)
= s.

eşitliğini sağlayacak şekilde bir s ≥ 0 vardır.

m̃(E,F ) ≤ m̃
(
(en+2, t1n+2), (en+1, t1n+1)

)
≤ k ·

(
m̃
(
(en+1, t1n+1), (en+2, t1n+2)

)
+m̃

(
(en, t1n), (en+1, t1n+1)

))
+(1− 2k) · m̃(E,F )

olduğundan n → ∞ için s = m̃(E,F ) olduğu açıkça görülür. Şu halde

lim
n→∞

m̃
(
(en+1, t1n+1), (en, t1n)

)
= m̃(E,F ).

(e0, t0) ∈ E olduğunu varsayalım. Sb : E ∪ F → E ∪ F bir devirli büzülme dönüşümü

olduğundan her n ≥ 0 için
{
(e2n, t12n)

}
∈ E ve

{
(e2n+1, t12n+1)

}
∈ F dizilerine sahip

oluruz. Ek olarak
{
(e2n, t12n)

}
dizisinin m̃

(
(u, t4), (u, t4)

)
= 0 olmak üzere (u, t4) ∈ E

noktasına yakınsayan bir
{
(e2ni

, t12ni
)
}

şeklinde bir alt dizisi varsa bu taktirde

lim
n→∞

m̃
(
(e2ni

, t12ni
), (u, t4)

)
= m̃

(
(u, t4), (u, t4)

)
= 0.

yakınsaması elde edilir. Şu halde daha önce elde edilen eşitsizliklerin göz önüne alınma-

sıyla aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.

m̃(E,F ) ≤ m̃
(
(u, t4), Sb(u, t4)

)
≤

(
m̃
(
(u, t4), (e2ni

, t12ni
)
)

+m̃
(
(e2ni

, t12ni
), Sb(u, t4)

))
=

(
m̃
(
(u, t4), (e2ni

, t12ni
)
)

+m̃
(
Sb(e2ni−1, t12ni−1), Sb(u, t4)

))
≤

(
m̃
(
(u, t4), (e2ni

, t12ni
)
))

+k ·
(
m̃
(
(e2ni

, t12ni
), (e2ni−1, t12ni−1)

)
+
(
u, t4), Sb(u, t4

))
+ (1− 2k) · m̃(E,F ).

i → ∞ için 4.16’ de verilen yakınsama ve göz önüne alınırsa

m̃(E,F ) ≤ m̃
(
(u, t4), Sb(u, t4)

)
≤ k ·

(
m̃
(
(u, t4), Sb(u, t4)

))
+ (1− k) · m̃(E,F ).

Böylece m̃
(
(u, t4), Sb(u, t4)

)
= m̃(E,F ) elde edilir. Sonuç olarak (u, t4) ∈ E noktası Sb

dönüşümünün en iyi yaklaşım noktasısıdır. ■
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Teorem 4.0.3. (X × I, m̃) bir tam kutu (box) metrik uzay ve E,F X × I nın boştan

farklı ve kapalı alt kümeleri olsun. Sb : E ∪ F → E ∪ F bir devirli Kannan tip bü-

zülme dönüşümü olmak üzere eğer (e0, t0) ∈ E ∪ F ve her n ≥ 0 için iterasyon dizisi

(en+1, t1n+1) = Sb(en, t1n) olarak tanımlanırsa n → ∞ için

m̃
(
(en, t1n), (en+1, t1n+1)

)
→ m̃

(
E,F

)
(4.18)

yakınsaması elde edilir.

(e0, t0) ∈ F ve m̃
(
(v, t5), (v, t5)

)
= 0 olacak şekilde (v, t5) ∈ F noktasına yakınsayan{

(e2ni
, t12ni

)
}

alt dizisine sahip
{
(e2n, t12n)

}
dizisinin olduğunu varsayalım. Şu halde

(v, t5) ∈ F noktası Sb’nin en iyi yaklaşım noktasıdır. Böylece

m̃
(
(v, t5), Sb(v, t5)

)
= m̃

(
E,F

)
(4.19)

eşitliği sağlanır.

İspat: (e0, t0) ∈ E ∪ F olsun ve her n ≥ 0 için (en+1, t1n+1) = Sb(en, t1n) olarak

tanımlansın. Tanım 3.0.10’u kullanarak aşağıdaki eşitsizlikleri elde ederiz.

m̃
(
(en+2, t1n+2), (en+1, t1n+1)

)
= m̃

(
Sb(en+1, t1n+1), Sb(en, t1n)

)
≤ k · m̃

(
(en+1, t1n+1), Sb(en+1, t1n+1)

)
+m̃

(
(en, t1n), Sb(en, t1n)

)
+(1− 2k) · m̃(E,F )

= k ·
(
m̃
(
(en+1, t1n+1), (en+2, t1n+2)

)
+m̃

(
(en, t1n), (en+1, t1n+1)

))
+(1− 2k) · m̃(E,F )

≤ k ·
(
m̃
(
(en+1, t1n+1), (en+2, t1n+2)

)
+m̃

(
(en, t1n), (en+1, t1n+1)

))
+(1− 2k) ·

(
m̃
(
(en, t1n), (en+1, t1n+1)

))
= k ·

(
m̃
(
(en+1, t1n+1), (en+2, t1n+2)

))
+(1− 2k) · m̃

(
(en, t1n), (en+1, t1n+1)

)
Böylece her n ≥ 0 için

m̃
(
(en+2, t1n+2), (en+1, t1n+1)

)
≤ m̃

(
(en+1, t1n+1), (en, t1n)

)
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eşitsizliği elde edilir. Bu ifade
{
m̃
(
(en+1, t1n+1), (en, t1n)

)}
dizisinin artmayan ve alttan

sınırlı bir dizi olduğu anlamına gelir. Böylece

lim
n→∞

m̃
(
(en+1, t1n+1), (en, t1n)

)
= s.

eşitliğini sağlayacak şekilde bir s ≥ 0 vardır.

m̃(E,F ) ≤ m̃
(
(en+2, t1n+2), (en+1, t1n+1)

)
≤ k ·

(
m̃
(
(en+1, t1n+1), (en+2, t1n+2)

)
+m̃

(
(en, t1n), (en+1, t1n+1)

))
+(1− 2k) · m̃(E,F ),

olduğundan n → ∞ için s = m̃(E,F ) olduğu açıkça görülür. Şu halde

lim
n→∞

m̃
(
(e, t1)n+1, (e, t1)n

)
= m̃(E,F ).

(e0, t0) ∈ F olduğunu varsayalım. Sb : E ∪ F → E ∪ F bir devirli büzülme dönüşümü

olduğundan her n ≥ 0 için
{
(e2n, t12n)

}
∈ E ve

{
(e2n+1, t12n+1)

}
∈ F dizilerine sahip

oluruz. Ek olarak
{
(e2n, t12n)

}
dizisinin m̃

(
(v, t5), (v, t5)

)
= 0 olmak üzere (v, t5) ∈ F

noktasına yakınsayan bir
{
(e2ni

, t12ni
)
}

şeklinde bir alt dizisi varsa bu taktirde

lim
n→∞

m̃
(
(e2ni

, t12ni
), (v, t5)

)
= m̃

(
(v, t5), (v, t5)

)
= 0.

yakınsaması elde edilir. Şu halde daha önce elde edilen eşitsizliklerin göz önüne alınma-

sıyla aşağıdaki eşitsizlik elde edilir.

m̃(E,F ) ≤ m̃
(
(v, t5), Sb(v, t5)

)
≤

(
m̃
(
(v, t5), (e, t1)2ni

)
+m̃

(
(e2ni

, t12ni
), Sb(v, t5)

))
=

(
m̃
(
(v, t5), (e, t1)2ni

)
+m̃

(
Sb(e2ni−1, t12ni−1), Sb(v, t5)

))
≤

(
m̃
(
(v, t5), (e2ni

, t12ni
)
))

+k ·
(
m̃
(
(e2ni

, t12ni
), (e2ni−1, t12ni−1)

)
+
(
v, t5), Sb(v, t5

))
+ (1− 2k) · m̃(E,F ).

i → ∞ için 4.18’ de verilen yakınsama ve göz önüne alınırsa

m̃(E,F ) ≤ m̃
(
(v, t5), Sb(v, t5)

)
≤ k ·

(
m̃
(
(v, t5), Sb(v, t5)

))
+ (1− k) · m̃(E,F ).

Böylece m̃
(
(v, t5), Sb(v, t5)

)
= m̃(E,F ) elde edilir. Sonuç olarak (v, t5) ∈ F noktası Sb

dönüşümünün en iyi yaklaşım noktasısıdır. ■
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Örnek 4.0.4. X × I = R × [0, 1] bir kutu (box) metrik uzay ve bu kutu (box) metrik

uzayın iki alt kümesi E = F = [0, 1]×[0, 1] olsun. Sb(e, t1) = (e, t1) şeklinde tanımlanan

Sb : E ∪ F → E ∪ F dönüşümü verilsin. Öncelikle Sb dönüşümünün devirli Kannan tip

büzülme dönüşümü şartlarını sağladığını gösterelim. Her (e1, t1) ∈ E, (f2, t2) ∈ F için

Sb(e1, t1) ∈ E ve Sb(f2, t2) ∈ F olduğu açıkça görülür. Yani Sb(E) ⊆ F ve Sb(F ) ⊆ E

şartı sağlanır. Böylece Sb dönüşümü bir devirli dönüşümdür.

(e1, t1) = (f2, t2) = (0, 1) ∈ E ∪ F noktası ve k =
1

4
∈
(
0,

1

2

)
değeri için

m̃(Sb(e1, t1), Sb(f2, t2)) ≤ k · (m̃
(
(e1, t1), Sb(e1, t1))

+m̃((f2, t2), Sb(f2, t2)))

+(1− 2k) · m̃(E,F )

m̃((0, 1), (0, 1)) ≤ 1

4
· (m̃((0, 1), (0, 1))

+m̃((0, 1), (0, 1)))

+(1− 2 · 1
4
) · m̃(E,F )

max(d(0, 0), |1− 1|) ≤ 1

4
· (max(d(0, 0), |1− 1|) +max(d(0, 0), |1− 1|))

+(1− 1

2
) · 0

max(|0− 0|, |1− 1|) ≤ 1

4
· (max(|0− 0|, |1− 1|

)
+max

(
|0− 0|, |1− 1|))

+
1

2
· 0

max(0, 0) ≤ ·1
4
(max(0, 0),max(0, 0)) + 0

0 ≤ 1

4
· (0 + 0) + 0

0 ≤ 0 + 0

0 ≤ 0

eşitsizliklerinin sağlandığı görülür. Şu halde Sb dönüşümü bir devirli Kannan tip devirli

büzülme dönüşümüdür. (e0, t0) = (0, 1) ∈ E ∪ F noktasını göz önüne aldığımızda her

n ≥ 0 için (0n+1, 1n+1) = Sb(0n, 1n) olur. Eğer (0, 1) ∈ E ise her n ≥ 0 için

(02n, 12n) = (0, 1) ve (02n+1, 12n+1) = (0, 1) olur. Eğer (0, 1) ∈ B ise her n ≥ 1 için

(02n, 12n) = (0, 1)n ve her (0, 1) ∈ E için (02n+1, 12n+1) = (0, 1) olur. Böylece n ≥ 1
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için

m̃
(
(0n, 1n), (0n+1, 1n+1)

)
= m̃

(
(0, 1), (0, 1)

)
= max

(
d(0, 0), |1− 1|

)
= max

(
|0− 0|, |1− 1|

)
= max(0, 0)

= 0

= m̃
(
E,F

)
eşitliği sağlanır.

(0, 1) ∈ E olması durumunda (02n, 12n) = (0, 1) olur ve {(02ni
, 12ni

)} dizisi

(u, t4) = (0, 1) noktasına yakınsar. Burada m̃
(
(u, t4), (u, t4)

)
= 0 ve böylece

(u, t4) = (0, 1) noktası Sb dönüşümünün en iyi yaklaşım noktasıdır. Yani

m̃
(
(0, 1), (0, 1)

)
= 0 = m̃

(
E,F

)
Diğer taraftan (0, 1) ∈ F olması durumunda (02n−1, 12n−1) = (0, 1) olur ve

{(02ni−1, 12ni−1)} dizisi (v, t5) = (0, 1) noktasına yakınsar.

Burada m̃
(
(v, t5), (v, t5)

)
= 0 ve böylece (v, t5) = (0, 1) noktası Sb dönüşümünün en iyi

yaklaşım noktasıdır. Yani

m̃
(
(0, 1), (0, 1)

)
= 0 = m̃

(
E,F

)
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4.0.3. ϕ− Tip Orbital Meir-Keeler Devirli Büzülme Dönüşümü

Önerme 4.0.5. E ve F kümeleri bir (X × I, m̃) kutu (box) metrik uzayının boş olmayan

ve kapalı alt kümeleri ve Sb : E ∪ F −→ E ∪ F bir ϕ− tip orbital Meir-Keeler devirli

büzülme dönüşümü olsun. Eğer ∀(e, t1) ∈ E ve n −→ ∞ için (3.3) koşulu sağlanıyorsa

m̃
(
Sn+1
b (e, t1), S

n
b (e, t1)

)
−→ m̃(E,F )

yakınsaması elde edilir.

İspat: Sb : E ∪ F → E ∪ F dönüşümünün bir ϕ−tip orbital Meir-Keeler devirli bü-

zülme dönüşümü olduğunu varsayalım. (3.3) eşitsizliğini sağlayan ∀(e, t1) ∈ E alalım.

n veya n+ 1 çift olduğundan ∀(e, t1) ∈ E için
1

3

[
m̃
(
Sn
b (e, t1), S

n−1
b (e, t1)

)
+m̃

(
Sn+1
b (e, t1), S

n
b (e, t1)

)
+m̃

(
Sn
b (e, t1), S

n−1
b (e, t1)

)]
≥ m̃(E,F )

eşitsizliğiniz elde ederiz.

R
(
Sn
b (e, t1), S

n−1
b (e, t1)

)
=

1

3

[
m̃
(
Sn
b (e, t1), S

n−1
b (e, t1)

)
+m̃

(
Sn+1
b (e, t1), S

n
b (e, t1)

)
+m̃

(
Sn
b (e, t1), S

n−1
b (e, t1)

)]
= m̃(E,F )

olduğunu varsayalım. Böylece

ϕ
(
R
(
Sn
b (e, t1), S

n−1
b (e, t1)

))
= ϕ

(
m̃(E,F )

)
olur.

ϕ

(
m̃
(
Sn
b (e, t1), S

n−1
b (e, t1)

))
= ϕ

(
1

3

[
m̃
(
Sn
b (e, t1), S

n−1
b (e, t1)

)
+m̃

(
Sn+1
b (e, t1), S

n
b (e, t1)

)
= m̃(E,F )

(4.20)
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eşitliğini elde ederiz. ∀n ∈ N için m̃n = m̃
(
Sn
b (e, t1), S

n−1
b (e, t1)

)
olarak alalım. Bura-

dan (4.20) eşitliği

ϕ
(
m̃n+1

)
= ϕ

(1
3

[
2m̃n + m̃n+1

])
eşitliğine dönüşür. ϕ artan bir fonksiyon olduğundan m̃n = m̃n+1 olur. Böylece

αn+1 = ϕ
(
m̃n+1

)
= ϕ

(
m̃n

)
= αn

elde edilir. Şimdi

R
(
Sn
b (e, t1), S

n−1
b (e, t1)

)
=

1

3

[
2m̃n + m̃n+1

]
> m̃(E,F )

olduğunu varsayalım. Bu takdirde, ϕ artan bir fonksiyon olduğundan

ϕ
(
R
(
Sn
b (e, t1), S

n−1
b (e, t1)

))
= ϕ

(1
3

[
2m̃n + m̃n+1

])
> m̃(E,F )

elde edilir. ε1 = ϕ
(1
3

[
2m̃n + m̃n+1

])
− ϕ

(
m̃(E,F )

)
> 0 olarak alalım. (3.3) eşitsizli-

ğinden dolayı bu ε1 için

ϕ
(
m̃n+1

)
= ϕ

(
m̃
(
Sn+1
b (e, t1), S

n
b (e, t1)

))
<

(
m̃(E,F )

)
+ ε1 = ϕ

(1
3

[
2m̃n + m̃n+1

])
olacak şekilde bir δ vardır. Böylece, ∀n ∈ N için

ϕ
(
m̃n+1

)
< ϕ

(1
3

[
2m̃n + m̃n+1

])
olur. ϕ artan bir fonksiyon olduğundan m̃n+1 < m̃n elde edilir. Böylece {m̃n} dizisi,

m̃(E,F ) ile sınırlanan artmayan bir dizidir. O halde m̃ ≥ m̃(E,F ) olduğundan {m̃n}

dizisi bir m̃ ye yakınsar. m̃ = m̃(E,F ) olduğunu iddia ediyoruz. m̃ > m̃(E,F ) dola-

yısıyla ϕ
(
m̃
)

> ϕ
(
m̃(E,F )

)
olduğunu varsayalım, ε = ϕ

(
m̃
)
− ϕ

(
m̃(E,F )

)
> 0

olacak şekilde alalım. Böylece, (3.3) eşitsizliğini sağlayan bir δ > 0 sayısı vardır.

{m̃
(
Sn+1
b (e, t1), S

n
b (e, t1)

)
} −→ m̃ yakınsamasını göz önünde bulundurarak ∀n ≥ n0

için

ϕ
(
m̃
)

≤ ϕ
(1
3

[
m̃
(
Sn
b (e, t1), S

n−1
b (e, t1)

)
+m̃

(
Sn+2
b (e, t1), S

n+1
b (e, t1)

)
+m̃

(
Sn+1
b (e, t1), S

n
b (e, t1)

)])
< ϕ

(
m̃
)
+ δ = ε+ ϕ

(
m̃
(
E,F

))
+ δ

olacak şeklide bir n0 ∈ N vardır. Böylece, ∀n ≥ n0 için

ϕ
(
m̃
(
Sn+2
b (e, t1), S

n+1
b (e, t1)

))
< ϕ

(
m̃
(
E,F

))
+ ε = ϕ

(
m̃
)
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olur. Bu ise bir çelişkidir. Böylece m̃ = m̃(E,F ) olur. ■

Önerme 4.0.6. E ve F kümeleri bir (X × I, m̃) kutu (box) metrik uzayının boş olmayan

ve kapalı alt kümeleri, Sb : E∪F → E∪F bir ϕ−tip orbital Meir-Keeler devirli büzülme

dönüşümü olsun. m̃(E,F ) = 0 olduğunu varsayalım. Bu takdirde p, q ≥ n1 olmak üzere

p ve q karşılıklı noktaları ve ∀ε > 0 için

ϕ
(
m̃
(
Sp
b (e, t1), S

q
b (e, t1)

))
< ε+ δ

ise

ϕ
(
m̃
(
Sp+1
b (e, t1), S

q+1
b (e, t1)

))
< ε (4.21)

olacak şekilde bir δ > 0 ve n ∈ N vardır.

İspat: (3.3) eşitsizliğini sağlayan (e, t1) ∈ X × I elemanını alalım. Sb dönüşümü bir

ϕ−tip orbital Meir-Keeler devirli büzülme dönüşümü olduğundan, verilen ε > 0 için

(3.3) eşitsizliğini sağlayan bir δ > 0 vardır. Yani n ∈ N ve (f, t2) ∈ E için

ϕ
(1
3

[
m̃
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

)
+m̃

(
S2n
b (e, t1), S

2n−1
b (e, t1)

)
+m̃

(
Sb(f, t2), (f, t2)

)])
< ε+ δ

eşitsizliği elde edilir bu ise

ϕ
(
S2n
b (e, t1), Sb(f, t2)

)
< ε (4.22)

anlamına gelir. Genelliği kaybetmeden

δ < ε (4.23)

seçebiliriz. m̃(E,F ) = 0 olmasını, ϕ’nin artan olmasını ve önerme 4.0.5’i gözönüne

alarak n1 ∈ N doğal sayısını, ∀n ≥ n1 için

ϕ
(
m̃
(
Sn
b (e, t1), S

n+1
b (e, t1)

))
<

δ

2
(4.24)

olacak şekilde seçebiliriz.

ϕ
(
m̃
(
Sp
b (e, t1), S

q
b (e, t1)

))
< ε+ δ

eşitsizliğinin

ϕ
(
m̃
(
Sp+1
b (e, t1), S

q+1
b (e, t1)

))
< ε
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eşitsizliğini gerektirdiğini iddia ediyoruz. n ≥ n1 ve p, q ≥ n1 olmak üzere karşılıklı çift

olan p, q ∈ N doğal sayılarını alalım.

ϕ
(
m̃
(
Sp
b (e, t1), S

q
b (e, t1)

))
< ε+ δ

olduğunu varsayalım. Genelliği kaybetmeden p = 2n, q = 2m − 1 olmak üzere

Sp
b (e, t1) ∈ E ve Sq

b (e, t1) ∈ F olduğunu varsayalım. Aksi takdirde sırasıyla endeks-

leri revize etmeliyiz. Şu halde, ∀m ≥ n için

ϕ
(
m̃
(
Sn
b (e, t1), S

n+1
b (e, t1)

))
= ϕ

(
m̃
(
S2n
b (e, t1), S

2m−1
b (e, t1)

))
< ε+ δ

eşitsizliğine sahip oluruz. Bu takdirde (3.5) eşitsizliğini gözönünde bulundurarak

ϕ
(
S2n
b (e, t1), S

2m−1
b (e, t1)

)
≤ ϕ

(1
3

[
m̃
(
S2m−1
b (e, t1), S

2n
b (e, t1)

)
+m̃

(
S2m
b (e, t1), S

2m−1
b (e, t1)

)
+m̃

(
S2n+1
b (e, t1), S

2n
b (e, t1)

)])
≤ 1

3

[
ε+ δ +

δ

2
+

δ

2

]
≤ ε+ δ

(4.25)

elde ederiz. (f, t2) = S2n
b (e, t1) varsayımı altında (4.22) eşitsizliğini gözönüne alırsak

(4.25) eşitsizliği

ϕ
(
m̃
(
S2n+1
b (e, t1), S

2m
b (e, t1)

))
= ϕ

(
m̃
(
Sp+1
b (e, t1), S

q+1
b (e, t1)

))
< ε

ifadesini verir. Şu halde verilen bir ε > 0 için bir δ > 0 ve n1 ∈ N vardır öyle ki p, q ≥ n1

olan karşılıklı çiftleri p ve q için

ϕ
(
m̃
(
Sp
b (e, t1), S

q
b (e, t1)

))
< ε+ δ

eşitsizliği

ϕ
(
m̃
(
Sp+1
b (e, t1), S

q+1
b (e, t1)

))
< ε (4.26)

eşitsizliğini gerektirir. ■

Lemma 4.0.7. (X × I, m̃) bir tam kutu (box) metrik uzay ve X × I tam box metrik

uzayının boş olmayan ve kapalı alt kümeleri E ve F olsun. Sb : E ∪ F → E ∪ F

dönüşümünün bir ϕ−tip orbital Meir-Keeler devirli büzülme dönüşümü ve m̃(E,F ) = 0

olduğunu varsayalım. Bu takdirde, eğer S2n−1
b (e, t1) ̸= (f, t2) ise

ϕ
(
m̃
(
S2n
b (e, t1), Sb(f, t2)

))
< ϕ

(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
(4.27)

eşitsizliği vardır.
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İspat: (4.27) eşitsizliğini elde etmek için (3.3) eşitsizliğinin aşağıdaki koşula denk ol-

duğunu göstermek yeterlidir. ∀ε > 0 için bir δ > 0 vardır öyle ki n ∈ N ve (f, t2) ∈ E

için

ε ≤ ϕ
(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
< ε+ δ

eşitsizliği

ϕ
(
m̃
(
S2n
b (e, t1), Sb(f, t2)

))
< ε (4.28)

eşitsizliğini gerektirir. Burada,

R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

)
=

1

3

[
m̃
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

)
+m̃

(
S2n
b (e, t1), S

2n−1
b (e, t1)

)
+m̃

(
Sb(e, t2), (f, t1)

)]
ve

m̃(E,F ) = 0

eşitliklerinin olduğunu hatırlayalım. (3.3) eşitsizliğinin (4.28) eşitsizliği anlamına geldiği

açıktır. (4.28) eşitsizliğinin sağlandığını varsayalım. S2n−1
b (e, t1), (f, t2) ∈ E∪F ve ε > 0

olsun. Eğer

ϕ
(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
< ε

ise, (4.28) eşitsizliğinden

ϕ
(
m̃
(
S2n
b (e, t1), Sb(f, t2)

))
≤ ϕ

(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
olur ve sonuç olarak

ϕ
(
m̃
(
S2n
b (e, t1), Sb(f, t2)

))
< ε

eşitsizliğini elde ederiz. Eğer

ϕ
(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
≥ ε

ise bu takdirde (3.3) eşitsizliği sağlanır. Böylece (4.28) ve (3.3) eşitsizlikleri

m̃(E,F ) = 0 koşuluna denk olur. Eğer (4.28) eşitsizliği sağlanırsa

ϕ
(
m̃
(
S2n
b (e, t1), Sb(f, t2)

))
≤ ϕ

(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
eşitsizliğine sahip oluruz. Eğer

ϕ
(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
= 0
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ise bu takdirde S2n−1
b (e, t1) = (f, t2) olur. Böylece

ϕ
(
m̃
(
S2n
b (e, t1), Sb(f, t2)

))
≤ ϕ

(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
olur. ϕ

(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
̸= 0 ve ε < ϕ

(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
olduğunu

varsayalım. (3.9) eşitsizliği sağlanacak şekilde bir δ > 0 seçelim. Eğer

ϕ
(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
≤ ϕ

(
m̃
(
S2n
b (e, t1), Sb(f, t2)

))
ise (4.28) eşitsizliğinden bir çelişki elde edileceğine dikkat edelim. ■

Teorem 4.0.8. (X × I, m̃) bir tam kutu (box) metrik uzay ve (X × I, m̃) box metrik

uzayının boş olmayan ve kapalı alt kümeleri E ve F olsun. Sb : E ∪ F −→ E ∪ F dönü-

şümünün bir ϕ−tip orbital Meir-Keeler devirli büzülme dönüşümü olduğunu varsayalım.

Bu takdirde ∀(e, t1) ∈ E için (3.3) eşitsizliğini sağlayan ve (z, t3) noktasına yakınsaya-

cak şekilde bir {S2n
b (e, t1)} dizisinin (z, t3) ∈ E ∩ F sabit noktası vardır.

İspat: (e, t1) ∈ E alalım. {Sn
b (e, t1)} dizisinin bir Cauchy dizisi olduğunu göstereceğiz.

{Sn
b (e, t1)} dizisinin Cauchy dizisi olmadığını varsayalım. Bu takdirde bir ε > 0 sayısı

ve {Sn
b (e, t1)} dizisinin

ϕ
(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

n(i)+1
b (e, t1)

))
> 2ε (4.29)

eşitsizliğini sağlayan {Sn(i)
b } alt dizisi vardır. Bu ε > 0 için

ϕ
(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
< ε+ δ

eşitsizliğinin

ϕ
(
m̃
(
S2n
b (e, t1), Sb(f, t2)

))
< ε (4.30)

eşitsizliğini gerektirecek şekilde bir δ > 0 sayısı mevcuttur. Burada

ϕ
(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
= ϕ

(1
3

[
m̃
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

)
+m̃

(
S2n
b (e, t1), S

2n−1
b (e, t1)

)
+m̃

(
Sb(f, t2), (f, t2)

)]
eşitliği vardır. r = min{ε, δ} ve m̃m = m̃

(
Sm
b (e, t1), S

m+1
b (e, t1)

)
olacak şekilde alalım.

Önerme 4.0.1’den m ≥ n0 için

ϕ
(
m̃m

)
= ϕ

(
m̃
(
Sm
b (e, t1), S

m+1
b (e, t1)

))
<

r

4
(4.31)

olacak şekilde bir n0 ∈ N seçilebilir. n(i) ≥ N olsun.

ϕ
(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

n(i+1)−1
b (e, t1)

))
<

r

2
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olduğunu varsayalım. Bu takdirde, üçgen eşitsizliğini kullanarak

ϕ
(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

n(i+1)
b (e, t1)

))
≤ ϕ

(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

n(i)−1
b (e, t1)

)
+m̃

(
S
n(i)−1
b (e, t1), S

n(i+1)
b (e, t1)

))
= ε+

r

2
+ m̃n(i+1)−1 < 2ε

(4.32)

olduğunu elde ederiz. Bu (4.31) varsayımı ile çelişir. Böylece

ϕ
(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

k
b (e, t1)

))
> ε+

r

2

olacak şekilde n(i) ≤ k ≤ n(i+ 1) olan k değerleri vardır.

ϕ
(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

n(i)+1
b (e, t1)

))
≥ ε+

r

2

olduğunu varsayalım. Bu takdirde

ϕ
(
m̃n(i)

)
= ϕ

(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

n(i)+1
b (e, t1)

))
≥ ε+

r

2
> r +

r

2
>

r

4

olur. Bu ise (4.31) eşitsizliğinden dolayı bir çelişkidir. Böylece karşılıklı çift olan k ve

n(i) için

ϕ
(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

k
b (e, t1)

))
< ε+

r

2

olacak şekilde n(i) ≤ k ≤ n(i+ 1) olan k değerleri vardır.

ϕ
(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

k
b (e, t1)

))
≥ ε+

r

2

olacak şekilde k ≥ n(i) olan en küçük k tamsayısını seçelim. Bundan dolayı

ϕ
(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

k−1
b (e, t1)

))
< ε+

r

2
(4.33)

olur. Böylece

ϕ
(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

k−1
b (e, t1)

))
≤ ϕ

(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

k−1
b (e, t1)

)
+m̃

(
Sk−1
b (e, t1), S

k
b (e, t1)

))
< ε+

r

2
+

r

4
= ε+

3r

4

(4.34)

olur. Bu takdirde n(i) ≤ k ≤ n(i+ 1) ifadesini sağlayan

ε+
r

2
≤ ϕ

(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

k
b (e, t1)

))
< ε+

3r

4
(4.35)
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olacak şekilde bir k tamsayısı vardır. Sahip olduğumuz eşitsizlikleri göz önünde bulundu-

rarak

ϕ
(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

k
b (e, t1)

))
< ε+

3r

4
< ε+ r

ϕ
(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

n(i)+1
b (e, t1)

))
= ϕ

(
m̃n(i)

)
<

r

4
< ε+ r

ϕ
(
m̃
(
Sk
b , S

k+1
b (e, t1)

))
= ϕ

(
m̃k

)
<

r

4
< ε+ r

olduğu görülür. Buradan

ϕ
(
R
(
S
n(i)
b (e, t1), S

k
b (e, t1)

))
= ϕ

(1
3

[
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

k
b (e, t1)

)
+m̃

(
S
n(i)
b (e, t1), S

n(i)+1
b (e, t1)

)
+m̃

(
Sk+1
b (e, t1), S

k
b (e, t1)

)])
≤ 1

3

[
ε+ r + ε+ r + ε+ r

]
= ε+ r

(4.36)

elde ederiz. Bu ifade

ϕ
(
m̃
(
S
n(i)+1
b (e, t1), S

k+1
b (e, t1)

))
< ϕ

(
ε
)

olduğunu ifade eder. Fakat

ϕ
(
m̃
(
S
n(i)+1
b (e, t1), S

k+1
b (e, t1)

))
≥ ϕ

(
m̃
(
S
n(i)
b (e, t1), S

k
b (e, t1)

)
−m̃

(
S
n(i)
b (e, t1), S

n(i)+1
b (e, t1)

)
−m̃

(
Sk
b (e, t1), S

k+1
b (e, t1)

))
> ε+

r

2
− r

4
− r

4
= ε

ifadesi bir önceki eşitsizlik ile çelişir. Böylece {Sn
b (e, t1)} dizisi bir Cauchy dizisidir. Şu

halde {Sn
b (e, t1)} bir (z, t3) ∈ E noktasına yakınsar. Şimdi

0 ≤ ϕ
(
m̃
(
S2n−1
b (e, t1), (z, t3)

))
≤ ϕ

(
m̃
(
S2n−1
b (e, t1), S

2n
b (e, t1)

)
+m̃

(
S2n
b (e, t1), (z, t3)

)) (4.37)

ifadesinin sıfıra yakınsadığını göz önüne alalım. Böylece

lim
n→∞

ϕ
(
m̃
(
S2n−1
b (e, t1), (z, t3)

))
= 0 (4.38)

olur. {S2n−1
b (e, t1)} dizisi F alt kümesinde bir dizi olduğundan bu dizi (z, t3) ’e yakınsar.

Hem E alt kümesinin hem F alt kümesinin kapalı olduğunu dikkate alarak (z, t3) ∈ E∩F

elde ederiz. Şimdi

Sb(z, t3) = (z, t3)
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olduğunu gösterelim. Lemma (4.0.7)’yi dikkate alarak

ϕ
(
m̃
(
Sb(z, t3), (z, t3)

))
= lim

n→∞
ϕ
(
m̃
(
S2n
b (e, t1), Sb(z, t3)

))
< ϕ

(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (z, t3)

))
eşitsizliği elde edilir.

lim
n→∞

ϕ
(1
3

[
m̃
(
S2n−1
b (e, t1), (z, t3)

)
+ m̃

(
S2n
b (e, t1), S

2n−1
b (e, t1)

)
+m̃

(
Sb(z, t3), (z, t3)

)])
ifadesi

ϕ
(
m̃
(
Sb(z, t3), (z, t3)

))
<

1

3
ϕ
(
m̃
(
Sb(z, t3), (z, t3)

))
olmasını gerektirir. Bu bir çelişkidir. Böylece Sb(z, t3) = (z, t3) olur. Son olarak (z, t3)

noktasının Sb dönüşümünün bir tek sabit noktası olduğunu gösterelim. Farz edelim ki

(z, t3) ̸= (w, t4) ve Sb(w, t4) = (w, t4) olacak şekilde bir (w, t4) ∈ E ∩ F sabit noktası

var olsun.

ϕ
(
m̃
(
(w, t4), (z, t3)

))
= ϕ

(
m̃
(
Sb(w, t4), (z, t3)

))
= lim

n→∞
ϕ
(
m̃
(
S2n
b (e, t1), Sb(w, t4)

))
< lim

n→∞
ϕ
(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (w, t4)

))
≤ lim

n→∞
ϕ
(1
3

[
m̃
(
S2n−1
b (e, t1), (w, t4)

)
+m̃

(
S2n
b (x, t1), S

2n−1
b (e, t1)

)
+m̃

(
Sb(w, t4), (w, t4)

)])
≤ ϕ

(1
3

[
m̃
(
(z, t3), (w, t4)

)
+m̃

(
(z, t3), (z, t3)

)
+m̃

(
Sb(w, t4), (w, t4)

)])
=

1

3
ϕ
(
m̃
(
(z, t3), (w, t4)

))
elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Böylece (z, t3) = (w, t4) olduğu elde edilir. ■

Örnek 4.0.9. X × I = R × [0, 1] bir kutu (box) metrik uzay ve bu kutu (box) metrik

uzayın iki alt kümesi E = [−1, 0]× [0, 1] , F = [0, 1]× [0, 1] olsun. Sb(e, t1) = (−e, t1)

şeklinde tanımlanan Sb : E ∪ F → E ∪ F dönüşümü ve ϕ : [0,∞] → [0,∞] olarak

tanımlanan ϕ dönüşümü ϕ(e) = e2 şeklinde verilsin. İlk olarak her (e, t1) ∈ E için

Sb(e, t1) ∈ F ve her (e, t1) ∈ E için Sb(e, t1) ∈ F olduğu açıkça görülür. böylece Sb
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dönüşümü R üzerinde bir devirli dönüşümdür, yani Sb(E) ⊆ F ve Sb(F ) ⊆ E sağlanır.

Bununla birlikte (0, 0) ∈ E ∩ F ve k ∈ (0, 1) için aşağıdaki eşitsizlikler yazılır.

m̃
(
Sb(e, t1), Sb(f, t2)

)
≤ k · m̃

(
(e, t1), (f, t2)

)
+ (1− k) · dist(E,F )

m̃
(
Sb(0, 0), Sb(0, 0)

)
≤ k ·max

(
d(e, f), |t1 − t2|

)
+ (1− k) · dist(E,F )

m̃
(
(0, 0), (0, 0)

)
≤ k ·max

(
d(0, 0), |0− 0|

)
+ (1− k) · dist(E,F )

max
(
d(0, 0), |0− 0|

)
≤ k ·max

(
|0− 0|, |0− 0|

)
+ (1− k) · dist(E,F )

max
(
|0− 0|, |0− 0|

)
≤ k ·max

(
0, 0

)
+ (1− k) · dist(E,F )

max
(
0, 0

)
≤ k · 0 + (1− k) · 0

0 ≤ 0

Böylece, Sb’nin bir devirli büzülme dönüşümü olduğunu söyleyebiliriz. Daha sonra

n ∈ N, ε =
1

2
ve δ =

1

3
> 0 için Sb(0, 0) = (0, 0), S2n−1

b (0, 0) = (0, 0) S2n
b (0, 0) = (0, 0)

ve

R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

)
=

1

3

[
m̃
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

)
+m̃

(
S2n
b (e, t1), S

2n−1
b (f, t2)

)
+m̃

(
Sb(e, t2), (f, t2)

)]
R
(
S2n−1
b (0, 0), (0, 0)

)
=

1

3

[
m̃(S2n−1

b (0, 0), (0, 0))

+m̃(S2n
b (0, 0), S2n−1

b (0, 0))

+m̃
(
Sb(0, 0), (0, 0)

)]
=

1

3

[
m̃
(
(0, 0), (0, 0)

)
+ m̃

(
(0, 0), (0, 0)

)
+m̃

(
(0, 0), (0, 0)

)]
=

1

3

[
max

(
d(0, 0), |0− 0|

)
+max

(
d(0, 0), |0− 0|

)
+max

(
d(0, 0), |0− 0|

)]
=

1

3

[
max

(
|0− 0|, |0− 0|

)
+max

(
|0− 0|, |0− 0|

)
+max

(
|0− 0|, |0− 0|

)]
=

1

3

[
0 + 0 + 0

]
= 0
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eşitliklerinin doğru olduğu görülür. Böylece

ϕ
(
R
(
S2n−1
b (e, t1), (f, t2)

))
< ϕ

(
m̃(E,F )

)
+ ε+ δ

ϕ
(
R
(
S2n−1
b (0, 0), (0, 0)

))
< ϕ

(
m̃(E,F )

)
+

1

2
+

1

3

ϕ(0) < ϕ(0) +
1

2
+

1

3

0 < 0 +
5

6

0 <
5

6

elde edilir. Bu ise

ϕ
(
m̃
(
S2n
b (e, t1), Sb(f, t2)

))
< ϕ

(
m̃(E,F )

)
+ ε

ϕ
(
m̃
(
S2n
b (0, 0), Sb(0, 0)

))
< ϕ(0) +

1

2

ϕ
(
m̃
(
(0, 0), (0, 0)

))
< ϕ(0) +

1

2

ϕ
(
max(d(0, 0), |0− 0|)

)
< ϕ(0) +

1

2

ϕ
(
max(|0− 0|, |0− 0|)

)
< ϕ(0) +

1

2

ϕ
(
max(0, 0)

)
< ϕ(0) +

1

2

ϕ(0) < ϕ(0) +
1

2

0 < 0 +
1

2

0 <
1

2

olduğunu ifade eder. Böylece Sb dönüşümünün bir ϕ− type orbital Meir Keeler devirli bü-

zülme dönüşümü olduğu söylenir. Sonuç olarak, (0, 0) ∈ E ∩F noktası Sb dönüşümünün

bir sabit noktasıdır.

Teorem 4.0.10. (X × I, m̃) bir kutu (box) metrik uzay ve E ⊆ X × I , F ⊆ X × I

olsun. Sb : E ∪ F −→ E ∪ F bir devirli büzülme dönüşümü olsun. Bu takdirde

(en+1, tn+1) = Sb(en, tn), n = 0, 1, 2, . . . olmak üzere herhangi bir (e0, t0) ∈ E ∪ F

elemanı ile başlayarak m̃
(
(en, tn), Sb(en, tn)

)
→ dist(E,F ) yakınsamasını elde ederiz.
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İspat:

m̃
(
(en, tn), (en+1, tn+1)

)
≤ k · m̃

(
(en−1, tn−1), (en, tn)

)
+(1− k)dist(E,F )

max
(
d(en, en+1), |tn − tn+1

)
≤ k ·max

(
d(en−1, en), |tn−1 − tn|

)
+(1− k)dist(E,F )

≤ k ·
(
k · m̃

(
(en−1, tn−1), (en−2, tn−2)

))
+(1− k)dist(E,F )

≤ k ·
(
k ·max

(
d(en−1, en−2), |tn−1 − tn−2|

))
+(1− k)dist(E,F )

≤ k2 · m̃
(
(en−1, tn−1), (en−2, tn−2)

)
+(1− k2)dist(E,F )

≤ k2 ·max
(
d(en−1, en−2), |tn−1 − tn−2|

)
+(1− k2)dist(E,F )

n üzerinden indüksiyonla

max
(
d(en, en+1), |tn − tn+1

)
≤ kn · m̃

(
(e, t1), (e0, t0)

)
+ (1− kn)dist(E,F )

elde edilir. 0 < k < 1 olduğundan n → ∞ için kn → 0 olup

m̃
(
(en, tn), (en+1, tn+1)

)
→ dist(E,F )

yakınsaması elde edilir. ■

Teorem 4.0.11. (X × I, m̃) bir kutu (box) metrik uzay ve E ⊆ X × I , F ⊆ X × I

olsun. Sb : E ∪ F → E ∪ F bir devirli büzülme dönüşümü ve (e0, t0) ∈ E olsun.

(en+1, tn+1) = Sb(en, tn) olarak tanımlansın.
(
en+1, tn+1

)
dizisinin E’de yakınsak bir

alt diziye sahip olduğunu varsayalım. Bu takdirde m̃
(
(en, tn), Sb(en, tn)

)
= dist(E,F )

olacak şekilde E’de ∃(e, t1) elemanı vardır.

İspat: {(e2nk
, t2nk

)}, E’da (e, t1) ye yakınsak bir {(e2n, t2n)} dizisinin bir alt dizisi olsun.

İki küme arasındaki uzaklık ve üçgen eşitsizliği gereğince

dist(E,F ) ≤ m̃
(
(e, t1), (e2nk−1, t2nk−1)

)
≤ m̃

(
(e, t1), (e2nk

, t2nk
)
)

+m̃
(
(e2nk

, t2nk
), (e2nk−1, t2nk−1)

)
≤ m̃

(
(e, t1), (e2nk

, t2nk
)
)
+ m̃

(
(e2nk

, t2nk
), Sb(e2nk

,t2nk
)

)
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burada

m̃
(
(e, t1), (e2nk

, t2nk
)
)
→ 0

ve

m̃
(
(e2nk

, t2nk
), Sb(e2nk

, t2nk
)
)
→ dist(E,F )

olduğundan

lim dist(E,F ) ≤ lim m̃
(
(e, t1), (e2nk−1, t2nk−1)

)
≤ 0 + dist(E,F )

olur. Böylece

m̃
(
(e, t1), (e2nk−1, t2nk−1)

)
→ dist(E,F )

elde edilir. ■
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında, kutu(box) metrik uzaylar ile ilgili bilgiler verilmiştir ve

bazı sabit nokta teoremlerini ifade ve ispat etmek amacıyla kutu (box) metrik uzaylarda

dizi, yakınsak dizi, Cauchy dizisi, tamlık ve büzülebilirlik kavramları kutu (box) metrik

uzaylar kullanılarak yeniden tanımlanmıştır.

Literatürde yer alan devirli büzülme dönüşümleri ile ilgili bazı teoremlerin ya-

nında devirli Banach büzülme dönüşümü, devirli Kannan tipi devirli büzülme dönüşümü

ve ϕ− tip orbital Meir-Keeler devirli büzülme dönüşümü kutu (box) metrik uzaylar kul-

lanılarak ispat edilmiştir. Bu teoremlerin ispatlarına yönelik yardımcı olması bakımından

bazı tanım, teorem ve lemmalar yine kutu (box) metrik uzaylar kullanılarak verilmiştir.

Ayrıca okuyucular için teoremlerin daha anlaşılır olması amacıyla bazı örnekler de su-

nulmuştur.

Bu tez çalışmasında elde edilen sonuçların dışında literatürde yer alan Ciric,

Chatterja, Suzuki, Brouwer tipi büzülme dönüşümleri ve yine Ciric, Chatterja, Suzuki,

Brouwer tipi devirli büzülme dönüşümleri kutu (box) metrik uzaylar kullanılarak ifade

ve ispat edilebilir. Ayrıca kutu (box) metriği tanımlarken kullandığımız d(e, f) metrik

fonksiyonunun yerine ayrık, norm, bulanık, esnek metrik gibi farklı metrikler kullanılarak

kutu (box) metrik uzaylar için farklı çalışmalar yapılabilir.
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