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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

DEVIRLI MOBIUS DONUSUMLERI

Makbule CICEK
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damsman: Prof. Dr. Oguzhan DEMIREL

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

[k boliim giris kismina ayrilmistir. Tkinci boliimde, ¢alismamiz igin gerekli olan temel
kavramlar verilmistir. Ugiincii boliimde, Mobius doniisiimlerinin temel tanim ve
teoremleri ele alinmistir. Dordiincti boliimde, 2-devirli Mobius doniisiimlerinin temel
tanim ve teoremleri ele alinmistir. Besinci boliimde, n-devirli Mdbius doniisiimlerinin
verilen teoremlerle geometrik yorumu yapilip n-devirlinin tanimi ve ozellikleri
verilmistir. Ayrica, 2-devirli ve 3-devirli invaryant gemberlerin olusumu ele alinmig, n>4

icin n-devirliler altinda invaryant ¢cemberlerin yapisi incelenmistir.

2023, vi + 54 sayfa

Anahtar Kelimeler: Mo6bius doniisiimleri, Sabit nokta, 2 Devir, Konform doniisiimler,

Yoriinge, Kompleks dinamikler.



ABSTRACT
M. Sc. Thesis

MOBIUS TRANSFORMATIONS WITH CYCLES

Makbule CICEK
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Oguzhan DEMIREL

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction section. In the second chapter, the basic
required concepts for our study are given. In the third chapter, the basic definitions and
theorems of Mobius transformations are considered. In the fourth chapter, basic
definitions and theorems of 2-cycle Mébius transformations are discussed. In the fifth
chapter, geometric interpretation of n-cycle Mobius transformations with the given
theorems and definition and properties of n-cycle are given. In addition, the formation of
2-cycle and 3-cycle invariant circles is discussed, and the structure of invariant circles

under n-cycles for n>4 is investigated.

2023, vi + 54 pages

Key Words: Mobius transformation, Fixed point, 2-cycle, Conformal mapping, Orbit,

Complex dynamics.
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1. GIRIS

Genisletilmis kompleks diizlemden kendisi tizerine tanimli bir f: C U {0} - C U {0}

Mobius doniisiimii (kesirli lineer dontisiim)

fl2) = @b ad —bc £ 0

cz+d'’

bigiminde tanimlidir. Mobius doniisiimleri hem kompleks analizde hem de hiperbolik
geometride oldukca 6nemli bir yere sahip olup bu doniistimler birgok 6nemli 6zellige
sahiptir. Ornek verilecek olursa Mdbius doniisiimleri agilari, cifte oran1 ve ¢emberleri
(Oklidyen cemberler ve genisletilmis dogrulari) korur ve Mdbius doniisiimleri bileske
islemine gore bir grup olusturur. Hiperbolik geometride ise izometriler (hiperbolik
uzakliklar1 koruyan doniigiimler) Mdbius déniisiimleri yardimiyla tanimlidir. Orjin
etrafinda donme fonksiyonu, oteleme fonksiyonu ve inversiyonlar bilinen en meshur
Mobius doniigiimleridir. Birim donlisim olmayan bir Mdbius doniistimii en fazla iki
noktay1 sabit birakabilir. Tariq A. Al-Fadhel “Mo6brus Transformation With A 2-Cycle-
Arab J. Math. Sc. Volume 14, Number 2, December 2008 pp 13-23” adli makalesinde en

az 2 devirli bir Mdbius doniisiimiiniin

f@=%2, a?+b#0 (%)

biciminde yazilabildigini gosterdi. Ayrica yazar bu calismada (*) deki Mobius
doniislimiiniin sabit iki noktasindan gecen ¢emberleri kendisine gotiirdiigli sonucuna
ulagmistir. Daha sonra Tariq A. Al-Fadhel ve Mongi Blel, n-devirli Mobius doniistimleri
lizerine g¢alisarak yukarida bahsedilen makalenin bir genellemesini elde etmislerdir.
Ayrica yazarlar n-devirli Mobius doniisiimleri altinda invaryant kalan c¢emberleri
geometrik arglimanlarla karakterize ettiler. Bu tezin amacit n-devirli Mdbius

doniistimlerini ele alip, bu doniisiimlerin bazi geometrik 6zelliklerini ele almak olacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Asagidaki tanimlar ve teoremler i¢in temel kaynaklarimiz; Baskan (1996), Beardon
(2005), Hitchman (2018), Al-Fadhel (2008), Olsen (2010), Sabuncuoglu
(2003),Sabuncuoglu (2008) olacaktir.

Tamim 2.1 f fonksiyonu bir z, noktasinin bir komsulugunda tanimli olsun. Eger,

i 18— f(Z0)
m-—m—----

Z—Z 7Z — ZO

limiti varsa, f fonksiyonu z, noktasinda diferansiyellenebilir denir. Bu limit degeri

f'(zp) ile gosterilir ve f'(zy) sayisina f nin z, daki tiirevi denir. Yani f'(z,) degeri,

oy — 1im L@ TG

Zo Z —Z 0
olarak tanimlanir.

Tanim 2.2 Bir f karmasik fonksiyonu bir z, noktasinin belli bir D(zg, )
komsulugundaki biitin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f,z, da analitiktir denir.
Eger bir f karmagik fonksiyonu bir S kiimesinin biitlin noktalarinda analitikse, f, S
tizerinde analitiktir denir. Bir f fonksiyonu C nin tiim noktalarinda analitikse, f ye tam
fonksiyon denir. Bir B bolgesinde birebir ve analitik olan f fonksiyonuna bu bolgede

uUnivalenttir denir.

Tanim 2.3 B, C de bir bolge olmak iizere f: B — C siirekli doniisiimii verilsin. Eger z, €
B noktasindan gegen ve aralarinda a agis1 yapan herhangi iki diizgiin y;,y, egrilerinin
f(y1) ve f(y,) goriintii egrileri de w, da aralarinda yon ve biiyiikliik bakimindan « agis1
olusturuyorsa f fonksiyonuna z, da bir konform doniistimdiir denir. Eger her z, € B

noktasinda f konform ise f, B de konformdur denir.



az+b

Tamm 2.4 a,b,c,d € Cvead —bc #0ve T :C" - C* olmak iizere T(z)= p—

bi¢iminde tanimlanmis fonksiyona, kesirli dogrusal doniisiim ya da Mdbius doniisiimii
denir. T (_Td) = 00, T (o0) =% bi¢imindedir. ad — bc karmasik sayisina T Maobius
doniisiimiiniin determinant1 denir ve Det(T') olarak gosterilir.

az+b
cz+d

Teorem2.5HerT(z) = Mobius doniistimii birebir, orten bir konform dontisiimdiir.

Teorem 2.6 M = {T: Cr - CH| T(2) =22 a,b,c,d € C,ad — bc # o}

cz+d’

kiimesi bileske islemine gore bir gruptur.

[(z) = z birim doniisiimii i¢in; a = d # 0 ve b = ¢ = 0 olmak tizere;

az+0
0z+d

I(z)=z=

yazilabileceginden birim doniisiim de bir Mobius doniistimdiir.

Ayrica bir T Mdbius doniisiimiiniin tersi;

—dz+b
cz—a

T 1(z) =

seklindedir ve T~ déniisiimiiniin de bir Mobius doniisiimii oldugu aciktir.

Tamm 2.7 z, 24, Z,, z3 € C* i¢in bu dort noktanin gapraz orani (gifte orani)

_ (z—21) (22—23)

- (z—23) (z2—21)

[z, Z1 Zy, 23]

bi¢imindedir.

Tamm 2.8 T;(z) =z +t , t € C seklindeki doniisiimlere 6teleme (kayma) doniistimii

denir. Bu doniisiimler birer M6bius doniisiimiidiir ve T (o0) = oo’ dir.



Tammm 2.9 Ry(z)=e'®z , 6 € R seklindeki doniisiimlere orijin etrafinda dénme
doniisimi denir. Bu doniisiimler birer Mobius doniisiimii olup Rg(0) = 0, Rg(c0) = o0’

dur. Eger 8 > 0 ise pozitif yonde donme , 8 < 0 ise negatif yonde donme olur.

Tamm 2.10 J(z) = 2 seklindeki dontisiime inversiyon (tersinme) doniisiimii denir. Bu

doniisiim bir Mobius doniisiimiidiir.

Tanmm 2.11 S, (z) =rz,r # 0,r € R seklindeki doniistimlere germe doniistimi denir.

Bu doniigiimler birer Mobius doniisiimiidiir.
S, (z) = rz doniisiimii 0 ve o noktalarini sabit birakir.

Tamim 2.12 a,b € C ve a # 0 olmak tizere T(z) = az + b bi¢imindeki doniisiimlere

genel lineer doniisiim denir. Bu doniisiimler birer Mdbius dontistimiidiir.

Teorem 2.13 T bir genel lineer doniisiim olmak tizere

a) T dogrular1 dogrulara esler. Yani L, C’ de bir dogruysa, T (L) de bir dogrudur.

b) T ¢emberleri cemberlere esler.

Ispat.

Ispata baslamadan 6nce z kompleks diizleminde z = x + iy degiskenine gére ¢gemberin
ve dogrunun denklemini elde edelim.

R? uzayinda bir dogrunun denklemi x, y koordinat fonksiyonlarina gore

ax+by+c=0 (a,b,c € R)

z—Z

bi¢cimindedir. Bu dogru z = x + iy kompleks degiskenine gore x = %Z, Y= olmak

luzere



yani

(a_l_b) +<a b>_+ _0
2 i) T\ T )T eT

biciminde ifade edilebilir. % + % = [ alinirsa son denklem

Bz+PBzZ+c=0

bi¢imindedir. Benzer sekilde @ € C ve d € R olmak iizere
azt+az+d =0

denklemi kompleks diizlemde bir dogru belirtir. Kompleks diizlemde bir dogru
|z =yl =1z -6l

bi¢iminde de bir denklem belirtir. Burada y, § € C olup bu dogru iistiindeki her nokta y, §

noktalarina esit uzakliktadir.

R? uzaymmda M(a,b) merkezli r yarigapli g¢emberin denklemi x,y koordinat

fonksiyonlarma gore
(x—a)?+ (y—b)? =r? (a,b,r € R)

bi¢cimindedir. z = x + iy kompleks degiskenine gore bu denklem yukaridaki dogru
denkleminde oldugu gibi




biciminde yazilabilir. Bu denklem diizenlenirse —4a + 4bi = B ve 4a? + 4b* — 4r% =

y icin

4zz+Pz+Pz+y =0

denklemi elde edilir. Genel olarak z kompleks diizleminde bir ¢cember a,y € R, B € C

i¢in
azZ+Pz+PzZ+y=0
bi¢imindedir.
a) a € C,d € R olmak iizere az + @z + d = 0 denklemli L dogrusu secilsin. T(z) =

az + b (a # 0) lineer doniisiimii altinda T (L)’ nin bir dogru oldugunu gostermeliyiz.

T(z) = w esitliginden

w—b
a +a——+d=0
a
a_ ab ab
—-w+—w+d————=
a a a a

elde edilir.

Herhangi bir 8 kompleks sayisi icin § + S reel bir sayidir, dolayistyla yukaridaki ifadede

d— (a—b + %_b) bir reel sayidir. Bu nedenle,T (L)’ deki tiim w’ler bir dogru denklemini

a

saglar. Yani, T(L) bir dogrudur.
b) Bir 6nceki 6nermenin ispatina benzer olarak yapilir.

Tamm 2.14 z, noktasinda kesisen her r; , 1, diizglin egrisi igin



L(Tl,rz) = L(T(rl)'T(rZ))

oluyorsa T’ ye z, noktasinda agilar1 korur denir. Eger T doniisiimii tim z, noktalarinda

2(ry,1y) = —2£(T(ry), T(ry)) oluyorsa T’ ye agilarin bityiikliiklerini koruyor denir.

Teorem 2.15 Genel lineer doniisiim agilar1 korur.

Ispat.

a # 0 olmak tizere T(z) = az + b oldugunu varsayalim. Egriler arasindaki a¢1, teget
dogrular arasindaki a¢i olarak tamimlandigindan, iki dogru arasindaki ag¢inin
korundugunun gosterilmesi yeterlidir. L; ve L,’nin z,’da kesistigini ve asagidaki sekilde

oldugu gibi i = 1,2 i¢in z; ’nin L; lizerinde oldugunu varsayalim.

Zz

>
Zo S 1

Sekil 2.1 L4 dogrusu ve L, dogrusunun z, noktasinda kesisimi.

Bu durumda, 2(Ly, L,) = arg (Z=22) olur,
0

Z1—Z,

Genel lineer doniisiim dogrulart korudugundan, i = 1,2 i¢in T'(L;), T(zy) ve T(z;)’den

gecen dogrudur ve boylece

2(T(L), T(L) = arg (75712 = arg (5= = arg (222) = 2Ly, Ly)

T(Zl)—T(Zo) azl+b—azo—b Z1—Z



elde edilir. O halde T agilar1 korur.

Tammm 2.16 C’deki Oklid uzakliklarin1 koruyan déniisiimlere yani Vz,w € C igin
|T(z) — T(W)| = |z — w| kosulunu saglayan T déniisiimlerine €’ de bir Oklid izometrisi
denir. Diizlemdeki her noktay1 ayn1 yonde ayni biiyiikliikte hareket ettiren Stelemelerin
izometri oldugu agiktir. Donmeler de birer izometridir. Aslinda, genel lineer doniisim

T(z) = az + b, |al = 1 oldugu siirece bir Oklid izometrisidir. Ger¢ekten

|IT(z) —T(w)| = laz + b — (aw + b)]|

= la(z —w)|

= lallz —w]

IT(z) =TW)| =|z—-w| & |a| = 1.

Teorem 2.17 €’ nin bir 6telemesi, iki paralel dogrunun yansimalarinin bileskesidir.C’nin

bir z, noktasi etrafindaki doniisii, z,” da kesisen iki dogrunun yansimalarinin bileskesidir.

Ispat.

Ty(z) = z + b Otelemesi verildiginde, L;’in Sekil 2.2 (a)’ da gosterildigi gibi 0b dogru
parcasina dik olan orijinden gegen dogru olsun. L,, 0b dogru parcasinin orta noktasindan
gecen L’ e paralel dogru olsun. Ayrica i = 1,2 i¢in 77, L; dogrusu etrafindaki yansimay1

gostersin.

Simdi, €’ deki herhangi bir z verildiginde, L, b vektoriine paralel (ve dolayisiyla L,ve Ly’
ye dik) z’ den gegen dogru olsun. z’ nin 1, o r; bileskesi altindaki goriintiisii bu dogru
iistlinde olacaktir. Bu noktay1 bulmak i¢in z;, L; ve L’ nin kesisim noktasi Ve z, ise L, ve
L’ nin kesisim noktas1 olsun. z’ yi L, e gore yansitmak i¢in, z; — z vektorii ile L boyunca
iki kez otelememiz gerekir. Boylece r,(z) = z + 2(z, — z) = 2z, — z elde edilir.

Daha sonra, r1(z)’ yi L,’ ye yansitmak i¢in, z, — r;(z) vektorii ile L boyunca iki kez

otelemek gerekir. Boylece,



rz(rl(z)) =r(z)+ 2(22 - rl(z)) =2z, —1,(2) =22z, — 22, + z
elde edilir. Sekil 2.2 (a)’ dan z,—z; = b/2 olup, buradan r,(r,(z)) = z + b elde edilir.

7, noktasi etrafinda 6 agis1 ile donme fonksiyonu, iki yansimanin bileskesi olarak elde
edilebilir. Ik yansima, Sekil 2.2 (b)’ de oldugu gibi, z, noktasindan gegen reel eksene

paralel olan L, dogrusuna gore ve ikinci yansima ise L; dogrusunu z, noktasinda 6 /2

acisiyla kesen L, dogrusuna goredir.

4 4
Ll Ly
L : ry(2) P o (=)
- il SLCEEe b W momooooeees S >

= ifj_ i =
’ i >
o T2
H v

(a)



Sekil 2.2 (a) Otelemeler ve (b) dondiirmeler, yansimalarin bileskesidir.

Teorem 2.18 Bir dogru boyunca yansima bir Oklid izometrisidir. Ayrica, herhangi bir

yansima dogrular1 dogrulara, cemberleri cemberlere esler ve aci1 biyiikliiklerini korur.

Teorem 2.19 Herhangi bir Oklid izometrisi, en fazla ii¢ yansimanin bileskesidir.

Tanmm 2.20 K merkezli r yarigaplt herhangi bir Q ¢emberi alalim. P diizlemde herhangi
bir nokta olsun. P;, KP yari1 dogrusu iizerinde bulunan ve |KP;|.|KP| = r? esitligini
gercekleyen bir nokta ise, P;” € P’ nin Q ¢emberine gore tersi (inversi) denir. P ve P;

noktalarina Q ¢emberine gore invers noktalardir denir. (Sekil 2.3)

~ ¢

Sekil 2.3 Q ¢emberine gore invers noktalar.

10



Ozel olarak Q bir dogru ise, P;” e P’ nin Q’ ya gére yansimasi denir.

Teorem 2.21 P ve Py, Q ya gore invers noktalar ise P ve P; den gecen her gember Q ya
diktir.

Ispat.
Q'P ve P;’ den gecen herhangi bir ¢gember olsun ve Q’ ye KT tegetini ¢izelim. KTP; ve
KTP iiggenlerinin benzerliginden ve Tamim 2.20° den KT? = KP,.KP = r?

Sekil 2.4 P ve P; noktalarindan gegen Q ¢emberine dik olan Q' ¢emberi.

yazilabilir. O halde T, Q” nun {izerine diiser. Boylece goriiliiyor ki T’ den gegen yarigaplar

dik ve dolayisiyla Q ve Q' dik gemberlerdir.

Ornek 2.22 C’de z, = 0 ve yarigap1 = 1 olan birim ¢ember S ile gdsterilsin. z €
C(z #0) igin |z — z|.|z* — zg| =% denklemi z, =0 ve r =1 i¢gin diizenlenirse
|z|.1z*] = 1 elde edilir. Ayrica z*, orjinden gegen ayni 1g1n {izerinde oldugundan, z* =
kz (k € R*) bi¢imindedir. Her iki tarafin mutlak degerini alinirsa k = |z*|/|z| olur.
|z*| = 1/]z| oldugundan k = 1/|z|? elde edilir. Ayrica, |z|? = z. Z esitliginden S* birim
cemberindeki inversiyon ig1(z) = 1/Z olarak bulunur.

r yarigapli z, merkezli C gemberinde inversiyon
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2

ic(z) = L + Zg
( )

Z_ZO

bi¢iminde tanimlanir.

Tamm 2.23 Genisletilmis kompleks diizlemdeki Oklid ¢cemberlerine ve genisletilmis

dogrulara ¢ dogru denir.
Teorem 2.24 C’ deki ti¢ farkli noktadan gegen bir tek ¢ dogrusu vardir.

Teorem 2.25 Bir ¢gember igindeki inversiyon, ¢ dogrularini ¢ dogrularma esler. Ozellikle
eger bir ¢ dogrusu inversiyon ¢emberinin merkezinden gecerse, goriintiisii bir dogru

olacaktir; aksi taktirde bir ¢ dogrusunun goriintiisii bir gember olacaktir.

Ispat.
Ispat1 orijin merkezli r yarigapli gembere gore yapmak yeterli olacaktir. Ciinkii genel bir
¢ember inversiyonu orijin merkezli r yarigapli bir gemberle 6telemenin bileskesi olarak

yazilabilir.
czzt+az+az+d =0

denklemli ¢ dogru segilsin. |z — 0| = r denklemli gembere gore yukaridaki denklemle

2 2

verilen ¢ dogrunun goriintiisii w = % esitligini saglayan noktalardan olusur. w = %

esitligini saglayan noktalarin bir ¢ dogru iistiinde oldugu gosterilmelidir.

czz+az+az+d=0

4
denkleminde her iki taraf % ile ¢arpilirsa (z # 0 igin)

2 T'Z 1,.2 1,.2

r
cr*+ar!. —+ar>.—+d——=0

Z Z zZ Z

12



2 2
elde edilir. w = % LW = % oldugundan son denklem
cr*+arl.w+ar’w+dww =0

ya da

dww + ar?.w + ar?.w+cr* =0
bi¢imine doniisiir. Bu denklemin bir ¢ dogru oldugu agiktir.
d = 0 ise bu ¢ dogru orijinden geger ve bir dogrudur.
d # 0 ise bu ¢ dogru orijinden gegmeyen bir gemberdir.

Tamim 2.26 Diizlemde M merkezli, r yarigapli bir cember ve bir Q noktasi verilsin.

|QM| = d olmak iizere d*> — r? sayisina, Q noktasinin bu ¢gembere gore kuvveti denir.

Teorem 2.27 C, o merkezli r yarigapli gember ve p, C’ nin disinda bir nokta ve s =
|p — o] olsun. Eger p’ den gegen bir dogru C ile m ve n noktalarinda kesisiyorsa

lp —ml|.|p —n| = s? —r2dir.

ispat.
p noktasindan gegen dogrunun C ¢emberinin merkezinden ge¢medigini varsayalim.
q, mn dogru pargasinin orta noktasi ve d = |q — o| olsun. g ve o noktasindan gegen

dogru mn dogru pargasinin orta dikmesi olsun. Boylece |m — q| = |q — n| dir.

13



Sekil 2.5 p noktasinin C ¢emberine gore kuvveti.

Pisagor teoreminden

lp — q|? + d? = s? (2.1)

ve

lg —n|? +d? =r? (2.2)

elde edilir. (2.2) denklemi (2.1) denkleminden ¢ikarilirsa

Ip—ql*~lqg—n|* = s* -2

(lp—ql—=1lg—nDUp—ql+1g —n|) = s? —1r?

olup, buradan

lp—ql—1q—n|=|p—m|

ve

lp—ql+1qg—n|=|p—n|

14



esitliklerinden

lp —ml|.|p —n| =s*—1r?

sonucu elde edilir.

p den gecen dogru ¢emberin merkezinden gegsin. Bu durumda |p —m|=s—1r ve

lp —n|=s+rolup |p—ml.|p—n| =s? —1r? esitligi elde edilir.

Teorem 2.28 z, merkezli bir C gemberi ve bu ¢ember {izerinde olmayan z,’dan farkli bir
z noktasi verilsin. z” den gecen bir ¢ dogrusunun C’ ye dik olmasi igin gerek ve yeter
kosul bu ¢ dogrusunun z* noktasindan gegmesidir. (Burada z ve z* ; C’ ye gore invers

noktalardir)

Ispat.

C, z, merkezli r yarigapli bir gember ve D bu ¢ember iizerinde olmayan z, dan farkli bir
z noktasindan gegen bir ¢ dogru olsun. D; z noktasindan gegen bir dogru olsun. D
dogrusunun z* noktasindan gegmesi i¢in gerek ve yeter kosul C ¢cemberinin merkezinden
gecmesidir. Bu durum ise sadece D’ nin C’ ye dik olmasinda saglanir. Béylece, z’den
gecen D dogrusunun z* noktasindan geg¢mesi i¢in gerek ve yeter kosul D’nin C’ ye dik

olmasidir.

D; z noktasindan gecen bir ¢ember olsun. o ve k sirasiyla D’nin merkezini ve yarigapini

gostersin. s = |z, — o| ve t noktas1 C ve D gemberlerinin kesisme noktas1 olsun.

15



Sekil 2.6 C ¢emberi ve D gemberi ortogonaldir.

C ve D cemberlerinin dik olmasi igin gerek ve yeter kosul z* noktasinin D iizerinde
oldugu gosterilmelidir. C ve D ¢emberleri 2otz agis1 dikse ortogonaldir. Bu agimin dik
olmasi i¢in Pisagor teoreminden r2 = s2 — k2 olmalidir. Teorem 2.27 den

|zo — z|. |12z — w| = s% — 12 (2.3)
olup burada w, dogrunun D ¢emberi ile ikinci kesisme noktasidir. z ve z* noktalar: i¢in

|zg — z|. |2y — 27| = r? (2.4)

esitligi saglanir. Boylece, z* noktasinin D iizerinde oldugunu varsayarsak, w noktasina
esit olmalidir, bu durumda (2.3) ve (2.4) denklemlerinden s? — k? = r2 elde edilir.
Buradan D’nin C’ ye dik oldugu sonucuna ulagilir. Tersine eger D ¢emberi C’ye dik ise
s? — k? = r? olur, dolayisiyla |z, — w| = |z, — z*| dir. z* ve w noktalarinin her ikiside
ZoZ 13101 lizerinde oldugundan, z* = w olmalidir. Yani, z* noktas1 D iizerindedir.

Sonug 2.29 C’ deki inversiyon, C’ ye dik olan ¢ dogrularin1 kendilerine esler.

Teorem 2.30 Bir ¢ dogrusuna gore inversiyon agi biiytikliiklerini korur.
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Tanim 2.31 A,n X n bigiminde bir matris olsun. Ax = Ax olacak bi¢imde K} uzayinin
stfirdan farkli en az bir x vektorii varsa A sayisina A matrisinin bir 6z degeri (veya
karakteristik degeri) denir. A sayisi, A matrisinin bir 6z degeri olmak iizere Ax = Ax
esitligini dogrulayan her x vektoriine A matrisinin A 6z degerine karsilik gelen bir 6z

vektorii (veya karakteristik vektorii) denir.

X1

X2 C . .
Burada K} = : |ix; €Ki =12, ..,n; biciminde tanimli matris uzay1 olup, K bir

‘xTL

cisimdir.

Tamm 2.32 A ve A’ kare matrisler olmak iizere P~1.A. P = A’ olacak bicimde tersinir

bir P matrisi varsa A matrisi A’ matrisine benzerdir, denir.

Tanm 2.33 A, n inci basamaktan bir kare matris olmak iizere i # j igin a;; = 0 ise A

matrisine kosegen matris denir.

Tamim 2.34 A € K}} olmak {izere A matrisi bir kosegen matrise benzer ise A matrisine

kosegenlestirilebilir matris denir.

Sonug¢ 2.35 A € K} olmak iizere A matrisinin birbirinden farkli n tane 14, 4,, ..., 4, 6z

degerleri varsa A matrisi kosegenlestirilebilir.
Sonu¢ 2.36 A € R? ve A simetrik bir matris ise PT AP matrisi kdsegen matris olacak

bi¢cimde bir P ortogonal matrisi vardir. (Tersi transpozuna esit olan matrislere ortogonal

matris denir)
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3. MOBIiUS DONUSUMLERI

Teorem 3.1 T(z) = (az + b)/(cz + d) fonksiyonunun bir doniisiim olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul ad — bc # 0 olmasidir. (Hitchman 2018)

Ispat.
(&) T’ nin birebir ve 6rten oldugu gosterilmelidir. T(z) = (az + b)/(cz + d) ve ad —
bc # 0 olsun. T’nin bir doniisim oldugunu gostermeliyiz. T’nin birebir oldugunu

gostermek i¢in T(z;) = T(z,) oldugu kabul edilsin. Buradan

azy+b az, +b
czy+d cz,+d

(azy + b).(cz, +d) = (azy + b).(czy + d)
caz,z, + adz; + bcz, + bd = acz,z, + adz, + bcz; + bd
(ad — bc)z; = (ad — bc)z,
ad — bc # 0 oldugundan z; = z,’ dir yani T birebirdir.

w € C* i¢in T(z) = w olacak bigimde z € C* oldugu gosterilmelidir. w = oo ise z =

—d/c’ dir. Eger ¢ = 0 ise z = oo dir. w # oo olsun. Bu durumda % = w esitliginden

z= _de+b elde edilir. T orten olup boylece T bir doniisiimdiir.

w—a

(=)T(z) = (az + b)/(cz + d) bir doniisiim olsun ve ad — bc = 0 olsun.

1. Durum: ad = 0. Bu durumda bc = 0, yani a veya d sifirdir ve b veya c sifirdir. Dort

durumun timiinde T nin C*’nin bir doniisiimii olmadig1 kolayca goriiliir.
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2. Durum: ad # 0. Bu durumda, dort sabitin tiimii birden sifir degildir ve a/c = b/d’
dir. T(0) = b/d ve T(o0) = a/c oldugundan, T birebir degildir ve dolayisiyla T bir

dontisiim degildir.

Onceki ispatta T Mébius doniisiimiiniin tersinin bulundugu aciktir. Bu ters doniisiimiin
determinanti sifir olmadig1 i¢in bir Mobius doniisiimiidiir. T ve T~! Mdobius
déniisiimlerinin determinantlari esittir. Iki Mdbius doniisiimiiniin bileskesi de bir Mdbius
doniistimiidiir. Diizlemin 6telemeleri ve dondiirmeleri dogrular boyunca yansimalardan
elde edilebildigi gibi, Mobius doniisiimleri de ¢ dogrulara gore inversiyonlardan elde
edilebilir.

Teorem 3.2 C*’nim bir f doniistimiiniin Mobius doniisiimii olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul ¢ift sayida inversiyonun bileskesi olarak yazilmasidir. (Hitchman 2018)

ispat.

=2)T(z) = %Mébius dontigiimii verilsin. Egerc = 0ise T, T(z) = %Z + S bir genel

lineer doniisiimdiir. Bir genel lineer doniigiim ise ¢ift sayida inversiyonun bileskesidir.
Gergekten S(z) = az + b bigimindeki bir lineer doniisiim bir germe ya da donme ile

Otelemenin bileskesidir. ¢ # 0 olsun. Buradan

bc—ad

bi¢iminde olup, diizenleme yapilirsa T; (z) = cz + d , T,(2) = i veT;(z) = Z +%

olmak iizere T(z) = (T3 o T, o T;)(z) elde edilir. T; ve T birer genel lineer doniistimdiir.

|

ise birim ¢emberde inversiyon ve ardindan reel eksene gore yansimanin bileskesidir.

Ny | =

) = =|

VA

Boylece her T;, cift sayida inversiyonun bileskesidir ve boylece T de gift sayida

inversiyonun bileskesidir.
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(&) T iki inversiyonun bileskesi olsun.

1. Durum: T iki ¢ember inversiyonun bileskesi olsun, yani T =ic, o ic,bigiminde
yazilsin. ic, i¢c, sirasiyla C; ve C, gemberlerine gore inversiyonlar olsun. C; ve C;
cemberleri sirasiyla |z — z;| =1, ve |z — z,| = r, denklemleriyle gosterilsin. i = 1,2
i¢in inversiyonlar

T'l'z

iCi(Z) = +Zi

Z—Z

Z(T‘12+2122 —212)+(7‘2221—T1222—21222+21222)

seklindedir. Bu iki inversiyonun bileskesi

2(23-21)+(2122+7122~2,2)

biciminde olup, bu Mébius doniisiimiiniin determinanti 7 27,2 dir.

2. Durum: T bir ¢gember inversiyonuyla bir dogru yansimasinin bileskesi olsun. Dogruya

r2

Z—2Zy

gore yansima 1;,(z) = ez + b bigiminde ve C gemberindeki inversiyon i = + 2z,

ze9(zo+b)+(ei0r2—ei0z,2—peifzy)

zelf—zyel®

ile tanimlansin. Bileske alindiginda elde edilen dontisiim

bigiminde olup, bu Mobius déniisiimiiniin determinantt —e'®r? (sifir olmayan) dir. i, o

17, bilesimi de bir Mobius doniistimiidiir.

3. Durum: T iki yansimanin bileskesi olsun. Bu durumda eger iki dogru birbirine paralel
ise bir 6teleme, dogrular kesisiyorsa bir donme fonksiyonu elde edilir. Her iki durumda
da sonu¢ olarak bir Mobius donilisimii elde edilmis olur. Mobius doniisiimleri
inversiyonlarm bileskesi oldugundan, inversiyonlarm &zelliklerini tasir. Ornegin;
inversiyon ¢ dogrular1 korudugu igin, Mobius doniisiimleri de ¢ dogrulari korur ve
inversiyon ag1 biiyiikliiklerini korudugundan, Mobius doniisiimleri acilar1 korur. (Cift

sayida inversiyonun bileskesi oldugu igin)

a

Teorem 3.3 T:C* - C*,T(z) = Cj:; ve ad —bc # 0 ise T doniisimii Oteleme,

tersinme ve germe doniigiimlerinin bileskesidir.
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ispat.

Eger c = 0 ise;
az+b a b ,
T(z) = p —Ez+g,a,d¢0 dir.

M,(z) = gz, M,(z) =z+ g olmak iizere T = M, o M, seklinde yazilabilir. Gergekten,

b +b
(MyoM)(2) =2z +-=""=T(2)
elde edilir.
Eger ¢ # 0 ise;

bc—ad

c2

N,(z) =z +%,N2(Z) =z +%,N3(Z) = i,N4(z) = z olmak lizere z #+ —%igin

T = N; o N, o N3 o N, seklinde yazilabilir. Gergekten,

d
T(z) = (Ny o Nyo NgoNy)(z) = (NyoNyoN3)(z+ E)

1
T(z) = (Ny°N,) dl”= (Ny) 2 d

bc—ad+acz+ad_az+b
c.(cz+d) Ccz+d

T(z) =
elde edilir.

z= —% alinirsa, T (— %) = oo olur. Bileskede yerine yazildiginda
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[ERTERE
= (Ny o Ny ° N5)(0)
= (Ny © N4) (o)

= (N1)(0)

olur. Yani, z € C* i¢in, T = N; o N, o N5 o N,’ dir.
Teorem 2.25 den asagidaki sonug kolayca elde edilir.

Teorem 3.4 Mobius doniistimleri ¢ dogrulart ¢ dogrularina esler ve agilar1 korur. (Olsen
2010)

Teorem 3.5 Herhangi bir Mébius doniistimii T: C* — C*, C*nin ya bir noktasini, ya iki

noktasini ya da tiim noktalarini sabit birakir. (Hitchman 2018, Kaya 2010)

ispat.
T(z) = (az + b)/(cz + d) nin sabit noktalarini bulmak i¢in, % = z esitliginden ikinci

dereceden
cz?+(d—-a)z—b=0 (3.1)
denklemi elde edilir.

Eger ¢ # 0 ise (3.1) denkleminin bir veya iki ¢6ziimii olmalidir ve bu durumda bir veya

iki sabit nokta vardir. Bu sabit noktalar
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a—d++(d—a)?+4bc
#2 = 2c

dir.

Eger ¢ = 0 ve a # d ise doniisiim oo’u sabitleyen T'(z) = (az + b)/d bigimindedir. (5)
denkleminden, z = b/(d — a) # oo da sabit bir noktadir. Yani bu durumda iki sabit nokta

vardir.

Eger c = 0 ve a = d ise, 0 zaman (5) denklemi 0 = —b yani b = 0 olur ve doniisim

az+0

T(Z) - 0z+a

= z birim donlistimdiir. Bu doniisiim her noktay1 sabit birakir.

Bu teorem yardimiyla Mobius Doniisiimlerinin Temel Teoremi verilebilir.

Sekil 3.1 z; = wy, z; = Wy, Z3 = w3 esleyen bir Mobius doniisiimii.

Teorem 3.6 (Mobius Déniisiimlerinin Temel Teoremi) C*’ nin herhangi ii¢ farkli
noktasmi C*’ nin herhangi ii¢ farkli noktasina esleyen tek bir Mobius doniisiimii vardir.

(Hitchman 2018)

Ispat.
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C’ de birbirinden farkli z;,z,,z3; noktalarint ve yine birbirinden farklt wy, w,, wy
noktalarini segelim. i = 1,2,3 i¢in z; = w; olacak bi¢cimde bir tek Mobius doniisiimiiniin

oldugu gosterilmelidir.

Z—2Z1 Zp —Z3 (22 — 23)z — 21(2; — 73)

Z—2Z3 .Zz —2z1 (25 —21)z — 23(2, — 21)

bi¢iminde tanimli M fonksiyonu M(z;) = 0,M(z,) = 1,M(z3) = o olup bir Mdbius

doniistimiidiir. Benzer bi¢cimde

W—=w; Wy — W3z (W, —w3)w — wy(w; — wj)

N = .
W) w—w3 W, —w; (W —w)w — wz(w, —wy)

bi¢giminde tanimli N fonksiyonu da N(w;) = 0, N(w,) = 1, N(w3) = oo bigiminde bir

Mobius doniistimiidiir. Buradan

(N_l o M)(Zl) = Ww; (l = 1,2,3)

olup istenen Mobius doniistimii elde edilir.

N~1o M =T olsun. Simdi T’ nin tek oldugu gosterilmelidir.

G(Zi) = Ww; (l = 1,2,3)

olacak bi¢imde G Mobius doniisiimiiniin de oldugu kabul edilsin. Bu durumda

(Tt e G)(z) =z (i=123)

olup T~ o G Mdbius doniisiimii ii¢ noktayi sabit birakir. Teorem 3.5’ den T™1 o G = I

olmak zorunda olup, boylece T = G dir.
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Sekil 3.2 i = 1,2,3 igin z; = w; esleyen bir Mobius doniisiimii.
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4. 2-DEVIRLI MOBIiUS DONUSUMLERI

a € C olmak iizere i = 1, ...,k — 1 i¢in f*(a) # a ve f¥(a) = a ise a noktasina f’ nin

k-devirli noktasidir denir. {a, f(a), f2(a), ..., f*~*(a)} kiimesine a’ nin ydriingesi denir.

az+b
cz+d

Bu kisimda f(z) =

Mobius donilisiimii igin, ¢ # 0 oldugu kabul edilecektir. Daha

acik ifadeyle f’nin lineer olmadigi yani f(z) = a’z + b’ bigiminde yazilmadig: kabul

edilecektir.

f(z) = i inversiyon doniigiimii birim ¢emberi birim ¢embere eslerken birim ¢emberin
icini digina ve birim ¢emberin disini i¢ine esler. Ayni1 zamanda reel eksen ve sanal eksen

f(z2) = i doniisiimii altinda kendilerine doniisiir. Ustelik bu iki dogrudan baska f(z) =

i altinda kendisine doniisen baska dogru yoktur.

fl2) = i dontisiimii altinda sabit kalan noktalar 1 ve -1 dir. 1 ve -1 noktalarindan gegen

0 = f(o0) merkezli birim gember f(z) = i inversiyonu altinda sabit kalan tek Oklidyen

cemberdir. Ayrica dikkat edilecek olursa her z € C* \ {1, —1} i¢in z noktas1 2-devirlidir.
Ayni zamanda 1 ve -1 noktalarindan gecen tek dogru reel eksen olup, sanal eksen bu

dogruya orijinde ortogonaldir.

Merkezi 3:inoktasl olan, yarigap1 % olan |Z - %| = % denklemli gember f(z) = é altinda

1

kendisine doniisiir. Dikkat edilecek olursa |Z - %| =Z denklemli ¢emberin f(z) = -

doniisiimiiniin sabit noktalarindan gegtigi gortiliir. Yani f(z) = é doniisiimii altinda sabit

kalan tek ¢gember birim ¢cember degildir.

Onerme 4.1 f(2) 2-devirli bir M6bius doniisiimii ise

a

f(2) =

“L (@ pec)

Z

bigiminde olup her z € C* icin f2(z) = z’dir. (Al-Fadhel, 2008)
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Ispat.
1. Durum: f(z) = % olsun. a = —d ve ¢ = 1 oldugu gosterilmelidir. f(a) = o
olsun. f, fonksiyonu 2-devirli oldugu i¢in f2(a) = a’ dir. Bu durumda a noktasinin
yoriingesi {a, ©}’ dir. f(a) = o0 oldugundan f(z) = % bigiminde ve f(o0) =a
az+

B dir.

z—Qa

oldugundan f (o) = a = a bigimindedir. Boylece f(z) =

2. Durum: f(a;) # o olacak bi¢imde oo’ dan farkli @; noktasi segelim.f(a;) = a,

az+b
zZ—a

olsun. a; noktasinin yoriingesi {@4, a,}’ dir. f () = oo olsun. Bu durumda f(z) =

biciminde olup —aa — b # 0’ dir.
fla) =a, = aja, —aa, =aa; +b = a,a0, — b = aa, + aay
ve
flay) =y =2 aya; —aa; =aa, +b = a0, — b = aa; + aa,
elde edilir. Buradan
aa, + aa, = aa, + aa, = aa, —aa; + aa; —aa, =0
s>a(a,—a;) —ala,—a;)) =0=(a, —a))(a—a)=0
olup @; # @, oldugundan a = a’ dir.

Boylece f Mobius doniisimiiniin f(z) = % bi¢iminde yazildig1 goriiliir. Simdi her
z€CY icin f%2(z) =z oldugu gosterilmelidir. f2?(a) = f(f(a)) =f(o)=a ve
f2() = f(f()) = f(a) = o oldugu agiktir. w € C* i¢in

aw-l—ﬁ)

w—a

e =1
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alaw + B) + pw — Ba
aw + B —aw + a?

a’w + fw
a’+p

elde edilir. Boylece her z € C* igin f2(z) = z’ dir.

1
f(2) = Oj—+ﬁ doniisiimiiniin sabit noktalar1 f(z) = z esitliginden y; = a + (a? + B)?

—-a
1
vey, = a— (a? + B)z dir.w; f(2) = % doniisiimiiniin sabit noktas1 degilse dnerme

4.1’ den f2(w) = w’ dur.

. . + . .
Dikkat edilecek olursa 1/12_)/2 = o’ dir. Yani @, y; Ve ¥,  nin orta noktasidir.

a, Y,1Ve y, noktalarindan gegen dogru L, ile gosterilsin. f(z) = % doniigimii altinda

olan

1
L, dogrusu kendisine doniigiir. Simdi merkezi @ ve yarigapt R = |(a2 + B)z

¢cemberi C ile gosterelim. C ¢emberinin y;Ve y, noktalarindan gectigi agiktir.

az+f

z—Qa

Onerme 4.2 f(z) = , C ¢emberini kendisine doniistiiriir ve i¢indeki noktalar

disindaki noktalara esler. (Al-Fadhel, 2008)
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ispat.

C ¢emberi listlinde w noktasi segelim.

wa —wa + f + a? _|0{2+,8|_R2_R

wa +
w—a

Fw) —al = |

—al = = =
‘ w—a lw — «a R

Boylece C iistiinde alinan her noktanin goriintiisiiniin a’ ya olan uzakligt R olup C

iistliindeki noktalar C iistiindeki noktalara doniistir.
u, ¢ember icinde bir nokta olsun. |u — a| < R’ dir.

_la?Hpl R R
S lu—ea|l Ju—al” R

|f(w) —al

Boylece C c¢emberi igindeki noktalarin goriintiisii € ¢emberinin disindadir. Cemberin
disindaki noktalarinin goriintiilerinin gemberin igindeki noktalar oldugu benzer sekilde

gosterilir.

Onerme 4.3 w;C*’ de f(z) = % donilislimiiniin sabit noktas1 olmayan C ¢emberi

tizerinde bir nokta olsun. Bu durumda w ile f (w) noktalari L; dogrusuna gore simetriktir.

(Al-Fadhel, 2008)

ispat.

A

> L
Y1 a /'9 V2 !

fw)

Sekil 4.1 w ile f(w) noktalar1 L; dogrusuna gore simetriktir.



w noktasmi kutupsal koordinatlarla w = a + Re'® biciminde gosterilsin.

(k= (@ +5)

wa + [
w—a

fw) =

(e + Re®)a + B
= Reie

_a?+a(Ja?+B)e? +p
T e

__@HE
 (Ja?+B)et®

(04

=a+( a2+ﬁ)e‘ia
=qa+ Re

esitliginden f(w) noktast aslinda w noktasinin L; dogrusuna gore simetrigi oldugu

goriiliir.

az+f

Sonug¢ 4.4 a noktasindan gecen L, dogrusuna dik olan dogru L, olmak iizere f (z) = s

dontisiimii L, dogrusunu kendisine esler. (Al-Fadhel, 2008)

ispat.
¢1 Ve ¢y, L, Ve C iistiinde olan iki nokta olsun. Onerme 4.3°den f(¢;) = ¢, ve f(¢,) =

a

Boylece, f(z) = ZZ_J:f Mobius doniistimii i¢in f(L,) = Lq, f(L,) = L, ve f(C) = C dir.
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az+f

Onerme 4.5 f(z) = ZZ_

y1 Ve ¥’ den gegen her gemberi kendisine esler. (Al-Fadhel,

1
a

2008)

ispat. AL,

y
S f)
b7)
Ly
1\‘

y rc/yz -

$

A

v
Sekil 4.2 S,y ve y, sabit noktalarindan gegen bir cember.

S,y1 ve Yy, sabit noktalarindan gegen herhangi bir ¢gember olsun. S ¢emberi L,’yi «

noktasindan farkli bir £ noktasinda kessin. Boylece

1
& € L, oldugundan & = a + iA(a? + B)z olacak bigcimde A € R* vardir. Bdylece
1
a (a + ir(a® + ﬁ)§> + B

iAM(a? + ﬁ)%

£

a’+p

=a+——
ir(a? + B)2

1 1
=a+a(a2+ﬁ)2

=a+i(_71>(a2+ﬁ)%
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n= €+12°_(€) olmak iizere

n=a+%(l—%)(a2+ﬁ)%

elde edilir.

S ¢emberinin aslinda n merkezli ve yarigap |§ — n| oldugu gosterilmelidir.

—1P+W|2+ ﬁ
=gt th

E=nl=1F@ —nl =[5 (1+3) @ + p2

L, dogrusu [y4, ¥»] dogru pargasinin orta dikmesi oldugundan |y; — n| = |y, — n| esitligi

1
saglanir. O halde |y; —n| = %|/1 + }1| |a? + B|z oldugu gosterilirse yeterli olacaktir.
it 1o D
yi—nl= > 7|1e”+ B

ol Dot
- a2l +F

1(1 1
:\/1+Z(A—2—2+/12)|a2+ﬁ|2

= 1<1+2+/12)|2+ ﬁ
- Ja\z “th

e

—1P+1|2+ ﬁ
=z | le" + B
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az+f S

VA4

Buradan ¢, f (&), y;1 Ve y,, S ¢emberi lizerindedir ve a & S’dir. Boylece f(z) =

¢emberini kendisine doniistiiriir.

f@ Ly

v

A

P2

Sekil 4.3 C ve K ¢emberleri ortogonaldir.

L, ustiinde a noktasindan farkli ve f altinda sabit kalmayan bir 7 noktasi segilsin.
f(Ly) = L; oldugundan f(7), L, istiinde bir noktadir. T ve f(7) noktalarinin orta noktasi
w olmak tizere w merkezli olan T ve f(7) noktalarindan gegen ¢ember K olsun. K ¢gemberi
L, dogrusuna gore simetrik olup, C cemberini p; Ve p, noktalarinda kessin. Bu noktalar

L, dogrusuna gore simetrik olup f(p;) = p, Ve f(p,) = p; dir. Boylece f(z) doniisiimii
K gemberini kendisine doniistiiriir. Sonug olarak 2-devirli f(z) = aZZth Mobius

donlistimii merkezi L, {istlinde olan ve C c¢emberini iki noktada kesen ¢emberleri

kendilerine esler.
Ayrica y4,72, T, f (7) noktalari i¢in

-y XLy,

f@ -y, at+B _
T—a

V2
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at+ f —y1t+ ay;

_ T—Q
at + f —y,T+ ay,
T—a

_ Y1y —a) + (@ —yy)
Y2(rz —a) + (@ —y2)

(@ —y) (T —y1)

=D (a=v)(T—72)
_ T™hn
T—72

olup, boylece bu noktalar harmonik oranldir, yani C ve K ¢emberleri ortogonaldir.

Teorem 4.6 Her Mdobius dontigiimii 2-devirli Mdbius doniisiimlerinin bileskesi olarak

yazilabilir.

Ispat.

az

Dy e e e .
p— Mobius doniisiimiinii inceleyelim.

1.Durum: ¢ # 0 iken f(z) =

e fi(2) = az Mébius doniisiimi, hy(2) ==, h,(2) == olsun.

1
(hy o 1)) = ha () = b () = @z = £u2)

elde edilir.

e Inversiyon zaten 2-devirlidir.
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-1
a?’

-1 1
Ki(2) ==L, Ky(2) =2

e f,(z) =z+u dontsimini ele alalim.u = —

T(z) = % olsun.

1
f2(2) = (K1 o T o K;)(2) = (Ky o T) | ——
—z

Vu

elde edilir.

2. Durum: ¢ =0 igin f(z) = azd—+b doniisiimiiniin 2-devirli Mobius doniisiimlerinin

bileskesi olarak yazildigini gosterelim. Ma(z) = %Z, Tv(z) =z + S olsun.
d a

(Meoms) @) =Ma (2 +7) =5 (z42) = G243 =1 @

olup bdylece Teorem 3.3 den dolay1 ispat tamamlanir.
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5. n-DEVIRLI MOBiUS DONUSUMLERI

Mobius doniisiimlerinin grubu M olsun. f € M olmak tizere f’nin iirettigi devirli alt grup
(fdm = {f™n €Z} olsun. Eger (f)y = {f™; n € Z} sonlu mertebeden ise, 6rnegin

mertebe n ise, bu durumda £~ ye n-devirlidir denir.

Onerme 5.1

(1) n = 2 olmak tizere bir Mobius doniisiimiiniin n-devirli olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul 1<m<n-—1 icin f™(a) # a ve f"(a) =a olacak bi¢cimde bir a € C*

elemaninin bulunmasidir, yani Of (a) kiimesinin kardinalitesinin n olmasidir. Burada

of (@) = {a,f(a),f*(@), .., f*H(a)}

biciminde tanimlidir.

n = 3 oldugunda herhangi bir n-devirli f Mobius doniisimil i¢in f™ = Id ve f™ #

Id (1 <m <n-—1) olmaldir.

Eger q, f altinda invaryant kalmayan bir nokta ve f n-devirli ise, Of (a) ’nin kardinalitesi

n’ ye esittir.

(2) n = 3 i¢in f n-devirli ve oo noktasi f’nin sabit bir noktasi olmasm. F, f altinda
invaryant kalan bir cember ise F, f 'nin sabit noktalarini kapsamaz. Eger C;ve C, f altinda
invaryant kalan iki gember ise, C; N C, # @’ dir ve f altinda invaryant kalan tek bir dogru
vardir. Bu dogru oo’ un yoriingesini kapsar. (Al-Fadhel, Blel (2013))

Ispat.
(1) a ve b; f’nin iki sabit noktasi olsun ve bu iki noktadan farkli bir w noktasi segilsin.

w noktasinin kardinalitesinin p oldugunu ve 2 < p < n — 1 oldugunu kabul edelim. w

noktasinin yériingesi {w, f(w), ..., fP~1(w)} olup fP(w) = w’ dir. Buradan her 1<
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j <p—1icin f/(w) noktasi fP’ nin sabit bir noktasidir. Bu durumda f? = Id olup
celiski elde edilir. Boylece p = n olmak zorundadir. Kabul edelim ki a noktasinin
yoriingesinin kardinalitesi p olsun ve 2<p<n-—1 olsun. 1<j<p-1 igin

f/(a) = f/**(a) ise f(a) = a olup bu kabuliimiizle celisir. Buradan a noktasinin
yoriingesi {a, f(a), ..., fP~1(a)} olup fP(a) = a olacagindan yoriingenin her eleman:

f?’ nin sabit noktas1 olup f? = Id elde edilir. Bu ise bir ¢eligkidir.

(2) F\{aq, ..., a,} kiimesi n tane baglantili kiimeden olusur. F, f altinda invaryant
kaldigindan ve f iinivalent oldugundan, {inivalent fonksiyonlarin ozelligi geregi
F\ {ay, ..., @, } kiimesinin baglantil1 bilesenlerinin goriintiileri de baglantili bilesenlerdir.

Boylece f’nin F iizerinde invaryant bir noktas1 yoktur.

Onerme 5.2 f bir Mébius déniisiimii ve 4, £ nin matrisi olsun. z € C* ve z, f(2), f2(2)
ve f3(z) farkliysa, ¢apraz oran [z, f(2), f?(2),f3(z)] sabittir ve asagidaki 6zellikler

saglanir:

(1) A’ min iki farkli 6zdegeri varsa, bu durumda

det A

[z,f(2),f*(2),f*(2)] =1+ (iz A)2 — det A

(2) Eger A’ nin sadece bir 6zdegeri varsa, bu durumda

2 3 1
[2.f (@), f*(@).f* (@] = -3
elde edilir. (Al-Fadhel, Blel (2013)). (Burada tr (A) ile A matrsinin izi gosterilmektedir)
ispat.

(1) A matrisnin 6zdegerleri , 8 olsun. Bu durumda h(z) = %Z olmak iizere f = g7t o

h o g olacak bi¢cimde bir g Mdbius doniisiimii vardir. Mébius doniisiimleri altinda ¢apraz

oran invaryant kalacagindan w = g(z) olmak {izere
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[z, f(2),f*(2),f*@)] =[z,g7 ehog(z),g " ch*0g(2),g7" o h® 0 g(2)]
=[9(2),h o g(2),h* o g(2),h> ° g(2)]
= [w, h(w), h*(w), h*(w)]

’82_“2 BZ_a2

B -a® p-a

_ ap
=t @ pi—ap

p det A
(Iz A)%2 — det A

(2) A matrisinin tek bir 6zdegeri olsun ve « ile gosterilsin. Bu durumda

h(z) =z + g (B # 0) olmak iizere f = g~ o h o g olacak bicimde g M6bius doniisiimii
vardir. Bu durumda

[z, f(2), f?(2), f*(2)] = [w, h(w), h*(W), K> (W)]

= [W,W+E,W+£,W+%]
a a a

Sonu¢ 5.3 f ve g matrisleri denk olan iki Mdbius doniisiimii olsun. Bu durumda
z,f(2),f%(2), f3(z) farkli olacak bicimdeki her z € C* icin [z, f(2), f?(2),f3(2)] =
[z, 9(2), g%(2), g3(2)] dir. (Al-Fadhel, Blel (2013))
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Teorem 5.4 n = 3 olmak iizere n-devirli bir f Mobius doniisiimii ve z € C* igin
0f (z) = {f™(2): n € Z} kiimesi tizerindeki noktalar co € Of (z) iken ayni1 dogru tistiinde
o & Of (z) iken aymi g¢ember iizerindedir. Herhangi bir z € C* igin n >4 ise,
[z, f(2), f?(2),f3(2)] ¢apraz orani tiim n-devirli f Md&bius fonksiyonlar: igin f’den
bagimsiz olarak n’ye baghdir. (Al-Fadhel, Blel (2013))

Ispat.
n = 3 ise sonug aciktir. n > 4 olsun. Sonucu kanitlamak i¢in [z, f (2), f?(2), f3(z)] nin

reel say1 oldugunu kanitlamak yeterlidir. f matrisi A € SL(2,C) ile A™ = Id olacak
sekilde iliskilendirilsin. O halde A kosegenlestirilebilir. «, 8 € C,D = [g ’g], A=

P~1DP ve w" = o 1 olacak sekilde P, D € GL(2, C) vardir. O halde Onerme 5.2°den

pn

(1+w)?

2 f @, f2 @, FP @] = T

=1+—————€R
1+2cos(7)

olup, elde edilen bu sonu¢ n’ye bagh fakat f’den bagimsizdir.n =4 igin

[, f(2), F(2), f3(2)] = 2 elde edilir.

Onerme 5.5 f bir n-devirli Mébius doniisiimii ve n = 3 olsun. f(o0) # oo olsun. f’nin
sabit noktalar1 a ve b, co noktasinin yoriingesi {4, a, ..., @n_1, ©}, a; merkezli a, b sabit
noktalarindan gecen ¢ember Cy, 0 < k < n — 1 olmak iizere C} cemberine gore simetri

Sy olsun. Bu durumda
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(1) f = Si41 © Si dir.

(2) f altinda invaryant kalan herhangi bir gember, i¢ kisminda f’nin sabit bir noktasini
icerir. (Eger F, oo yoriingesini igeren g¢ember ise, o zaman «; merkezli ve sabit a
noktasindan gecen Cj;, cemberi sabit b noktasindan gecer ¢iinkii a ve b noktalar1 F’ye gore
simetriktir. Gergekten F ye gore simetri S olmak {izere So f oS = f’ dir. (Al-Fadhel,
Blel (2013))

ispat.

(1) Sy41 © Sk bir Mobius doniisiimiidiir ve a, b sabit noktalardir. Ayrica

Sk+1° Si(ag) = Sg1(0) = @y = f(ag) olup f = Spyq 0 S
elde edilir.

(2) C, f altinda invaryant bir gember olsun. oo noktasinin yoriingesini igeren dogru C’yi
kesmediginden, C sinirina sahip kapali D diski bir konveks kompakt alt kiimedir ve
f:D - D siireklidir. Cebirsel topolojide Brouwer teoremine gére Oklid uzayinda kapali
birim yuvardan kendisine tanimli siirekli bir fonksiyon bir noktay1 sabit birakir. O halde
Brouwer teoreminden f, D’de sabit bir noktaya sahiptir. Boylece sabit nokta C tizerinde

olamaz ve bu sabit nokta D’nin bir i¢ noktasidir.

5.1 2-Devirli Invaryant Cemberlerin Olusturulmasi

Onerme 5.1.1 §;, L; dogrusuna gore simetri, S,, L, dogrusuna gore simetri ve b = S, (a)
olsun. Merkezi a olan ve a’dan gegen gember C ile ve C’ ye gore simetri S ile gosterilsin.
Bu durumda

(1) b, f’nin sabit bir noktasidir.

(2) C gemberi f altinda invaryanttir.

(3) f =SS, =S, oS dir. (Al-Fadhel, Blel (2013))
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ispat.

(1) f bir Mobius doniistimii oldugundan f(b) = f (SZ (a)) =S, (f (a)) =S,(a)=b

elde edilir.

(2) C gemberinin f altinda goriintiisii a ve b’den gecer ve L,’ ye diktir. Boylece C, f

altinda invaryanttir.

(3) SoS; ve S; oS birer Mobius doniisiimiidiir, ¢iinkii ¢ift sayida simetrinin bileskesi
Mobius dontisiimiidiir. a ve b bu iki doniisiim icin sabit noktalardir. Mobius
dontisiimlerinin temel teoremine gore ii¢ farkli noktanin goriintiisii bir f Mobius
dontigiimii altinda belli oldugundan f’nin kurali bulunabilir. Boylece S o S; (@) = S; ©
S(a) = o = f(a) oldugundan ve f(a) = a, f(b) = b oldugundan f =SoS§; =5,08
bulunur.

Teorem 5.1.2 O, f altinda invaryant kalan ve C, L, ve L,’ den farkli bir cember olsun.
(1) O bir gember ve O N C # @’dir.

(2) O, a ve b’ den gegen bir gember ya da merkezi L, iistiinde olan bir gemberdir.

(3) O ¢emberinin merkezi L; {izerindeyse O g¢emberi C’ ye diktir. (Al-Fadhel, Blel
(2013))

Ispat.
Merkezi a olan, yarigap1 |@ — a| olan diski D = D(a, |a — a|) seklinde gosterilsin.

(1) O bir dogru ise @ € O olup O gemberi C ¢emberini A ve B noktalarinda keser.
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Ly

v

Sekil 5.1 O, C ¢emberini kesen dogru.

f(C)=C oldugundan f(A) =A,f(B)=B ya da f(A)=B,f(B)=A olmak
zorundadir. f(A) = A, f(B) = B olursa f(a) = a, f(b) = b oldugundan O = L, olup
celigki elde edilir. Boylece f(B) = A, f(4) = B olmak zorundadir. [a, A) Ve [, b) yari
dogrular1 arasindaki yonlendirilmis ac¢i 6 olsun. Mobius doniisiimleri agilari
korudugundan ve [a, b) yar1 dogrusu f altinda invaryant kaldigindan [a, f(a)) ve [, b)
yar1 dogrular1 arasindaki a¢1 6’dir. Dolayisiyla A ve B noktalarinin goriintiileri L,
eksenine gore simetrileri olmalidir. Bu ise ancak O = L, oldugunda miimkiindiir.
Boylece yeni bir geliski elde edilir. @ bir gember olmak zorundadir. f (a) = oo oldugunda
ve C,f altinda invaryant kaldigindan @ c D oldugunda f(Q) c D¢ ve O c D¢
oldugunda f(Q) c D olmalidir. Bu ise miimkiin degildir, ¢iinkii f (@) = @’dur. O halde
O, C ¢emberi ile kesismek zorundadir. Yani @ N C # @ elde edilir.

(2) O ¢emberi C’ yi z;, z, noktalarinda kessin f = S o S§; = S; o S oldugundan z; ve z,
noktalar1 ya f’ nin sabit noktalaridir ya da z; = S;(z,)’dir. Eger z; = S1(z,) ise O

¢emberinin merkezi L, listlindedir ve @ ¢emberi L; dogrusuna gore simetriktir.

(3) ©’nun merkezi L, tstiinde olsun ve © gemberi a,b noktalarindan ge¢mesin. O

¢emberi L; dogrusunu z ve w noktalarinda kessin. f(Q) = O ve f(L,) = L, oldugundan
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f(z) = w’dur. @ noktasinin @ ¢emberine gore kuvveti p(a, Q) = |z — a||a — w|’dur.
Ustelik f =SoS; oldugundan w ve z noktalar1 C ¢emberine gdre simetriktir. Bu

durumda |z — a||a — w| = |a — a|?. Bdylece O ve C ¢cemberleri dik kesisir.

Sonug¢ 5.1.3 f altinda invaryant kalan dogrular sadece L; ve L,’dir. f altinda invaryant

kalan ¢gemberler sadece sunlardir:

(1) a ve b’ den gegen gemberler.

(2) Ly’ e gore simetrik ve C’ ye dik olan ¢emberler. (Al-Fadhel, Blel (2013))
ispat.

(1) C;, a ve b’ den gegen bir gember ise, gemberin merkezi L, tizerindedir. Bu gemberin
f altinda invaryant oldugunu kanitlamak i¢in, C; iizerindeki tim z’ler icin w = S o
S1(2)’ nin C; tizerinde oldugunu kanitlamak yeterlidir. (Ciinkii f =S o S; = S5; 05 ) Bu
durumda L4, C ve C; ¢emberlerinin radikal ekseni olup, p(a, C) = p(a, C;)’ dir. (p(a, C)
ve p(a, C;) strastyla a noktasinin C ve C; ¢emberine gore kuvvetlerini gdstermektedir.)
71, Ly dogrusuna goére z’ nin simetrisi, z, ise L, dogrusuna goére z’ nin simetrisi olsun.
w = S0 S, (2) oldugundan, (@ — z,)(a —w) = |a — a|? elde edilir. Fakat (o — z;) =
—(a —2z,) oldugundan (a —z,)(a —w) = —|la —al? = p(a,C) = p(a,C;) olup

buradan w € C;’ dir ve bdylece Cy, f altinda invaryant kalir.

(2) Cy, Ly’ e gore simetrik ve C’ ye dik bir gember ve {z, w} = L, n C, olsun. Bu durumda
C,, [z, w] gapli gemberdir, ¢iinkii C ve C, ortogonaldir. Béylece w = S(z) olup, buradan
w € C,’ dir. C, cemberinin f altinda invaryant oldugunu kanitlamak i¢in, bu ¢emberdeki
tiim z; noktalar1 i¢in z, = S(z;) € C, oldugunu gostermek yeterlidir. Ustelik C ve C,
ortogonal oldugundan p(a, C,) = |a — z;|.|a — z,| = |a — a|? olup z, € C, elde edilir.
Merkezi L, iistiinde olan f altinda invaryant kalan C3 ¢emberi segilsin. {z,w} = L; N C,
olsun. Benzer diisiince ile Cs, [z, w] ¢apli bir ¢cember olup f(z) = w bulunur. Buradan

f(z) =w = 5(2) olup C ile C5 ortogonaldir.
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S(z3)

Sekil 5.2 C,, L;’ e gore simetrik ve C’ ye dik bir cember.

oo, f’nin sabit bir noktasi olmayacak sekilde f, 4 devirli bir Mobius doniistimii olsun ve
Cdea,pB,y

fla) =8, fB=y, [f=wn, f(o)=a

bigiminde segilsin. L,; L;’ e ortogonal ve 8’ dan gecen bir dogru ve C; [a,y] ¢apl bir

¢ember olsun.

Onerme 5.1.4

(1) B, [a,y] yada [y, a] dogru pargalarinin orta noktasidir.

(2) C N L, kiimesinin elemanlar1 f” nin sabit noktalaridir.

(3) C ¢emberine gore simetri S ve f’ nin a, b sabit noktalarindan gecen a merkezli C;
¢emberine gore simetri S; olmak tizere f = S o S’ dir. (Al-Fadhel, Blel (2013))

Ispat.

44



(1) Capraz oran herhangi bir Mobius doniisimii altinda invaryant kaldigindan,

[, B,y,®] = [B,v,,a] olup, buradan % = g elde edilir. Bdylece B = “Tﬂ/ olup

B; [a,y] yada [y, a] dogru pargalarinin orta noktasidir.

(2) f(Ly) =L, f(C) =Ly ve f(Ly) = C oldugundan C N L, kiimesinin a, b noktalari

f’nin sabit noktalaridir.

(3) a ve b; f’ nin sabit noktalar1 oldugundan S o S; (@) = f = f(«) esitliginden ve S o
S1 Mobius doniisiimii oldugundan f = S o S5 dir.

5.2 3-Devirli Mébius Déniisiimler Altinda Invaryant Kalan Cemberlerin ve
Dogrularin Olusturulmasi

oo sabit bir nokta olmayacak sekilde f bir 3-devirli Mdbius doniisiimii olsun. oo

noktasinin yoriingesini i¢eren dogru L olmak {izere

f(a)=,8, f(,B)=OO, f(oo):a

olacak bi¢imde iki farkl a, § noktas1 vardir. Boylece

L=(ap)ve f(z) = %‘;‘“ﬁ) dir.

Cy, B merkezli a’ dan gecen gember, C,, @ merkezli 5 dan gegen ¢ember olsun. C; ve

C,’ nin kesistigi noktalar a ve b, (a, #) dogrusu L, iken a ve b den gegen dogru L, olsun.
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Sekil 5.3 3-devirlinin iki sabit noktasi.

Onerme 5.2.1

(1) f(Ly) = L, dir.

(2) f(Cy) = C3, f(C) = Ly ve f(Ly) = Cydir.

(3) a, b noktalar f altinda sabit kalir. (Al-Fadhel, Blel (2013))

ispat.

Q) f(a) =B, f(B) = o ve f(0) = a oldugundan f(L,) = L;’ dir.

(2) f(Cy), B’ dan gegen bir gemberdir. B ve o, C;’ ¢ gore simetriktir, dolayisiyla f(B) =
oo Ve f (o) = a noktalar1 f(C;)’ e gore simetriktir. Bu durumda f(C;) = C,’dir. C,,L;’
e ortogonal bir ¢emberdir ve f(C,) bir dogrudur, yani f(C,)L,;’ e ortogonal bir
dogrudur. a ve oo C,’ ye gore simetrik olup f(a) = f ve f(o0) = a noktalar f(C,)’ ye

gore simetriktir. Boylece f(C,) = L,’dir. Ly, [, B]” nin agiortay1 olup ve a ve b
noktalarindan geger. f” nin kutbu L, tizerinde degildir. O halde f(L,) bir gemberdir.
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a ve B,L,” ye gore simetrik oldugundan f(a) =B ve f(B) = o, f(C,)’ ye gore
simetriktir, dolayisiyla f(L,) = C;’dir.

(3) a ve b,L;’ e gore simetriktir ve {a,b} = C; N C, N L,, dolayisiyla f(a) = a veya
f(b) = b dir. Fakat f3 = Id oldugundan f(a) = a ve f(b) = b’dir. Bundan dolay1 a ve
b, f nin iki sabit noktasidir.

Teorem 5.2.2 f, o0 sabit bir nokta olmayacak sekilde 3-devirli bir Mdbius doniisiimii
olsun. Bu durumda L;’ den farkli f’ nin invaryant ¢emberler kiimesi, bir es eksenli

¢ember demeti olusturur. L;, bu ¢gemberlerin her ikisinin radikal eksenidir. (Al-Fadhel,
Blel (2013))

ispat.

C, ¢emberine gore simetri S; ile C, gemberine gore simetri S, ile gosterilsin. [a, ]’ nin
orta noktasi ¢ olsun ve ¢ noktasinin C,’ye gore simetrisi d olsun. Bu durumda f(c) = d
ve f =508, dir.

z,L, tizerinde a,b ve ¢’ den farkli herhangi bir nokta olsun. L,, C; ve C,’nin radikal

ekseni oldugundan, z’nin C;’e gore kuvveti R = |a@ — | olmak tizere

p(z,C)=(z-a)(z-2)=(z-p)z—2) =|z—al’ —R?,

dir. Buradan (z — a)(z; — @) = R? olup z;, 2’ nin C,’ ye gore simetrisidir ve z,,z’ nin
C,’ e gore simetrisidir. Ustelik f = §; 05, olup f(2) = z; ve f(z) = S;°5,(z)) =
S:(z) = z,’ dir.

Z, 74, Zy noktalarindan gecen ¢ember C olmak iizere [w,z, f(2), f?(z)] capraz oram
reeldir. Herhangi bir Mdbius doniisiimii altinda ¢apraz oran invaryant oldugundan,
w,z f(2),f2(2)] = [f(w), f(2),f%(2),z] olup buradan f(w) € C’dir. O halde C, f
altinda invaryant kalir ve z’nin yoriingesini igerir. @’ nin C ¢emberine gore kuvveti

|z — al|z; — a| = R? dir. Ayrica B’ nin C ¢cemberine gdre kuvveti de R?’ye esittir.
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L, dogrusu, f’nin invaryant ¢emberlerinin radikal eksenidir. C ve C'f altinda invaryant

ise C = C'veya C N C" = @ oldugu agiktir. Boylece ispat tamamlanir.

&)

v

Sekil 5.4 3-devirli invaryant ¢cemberler.

5.3 n >4 i¢in n-Devirli Mobius Déniisiimleri Olusturulmasi

Onerme 5.3.1 f bir n-devirli M&bius déniisiimii olsun. f = g~! o h o g olacak bigimde
bir g Mobius doniigiimii ve bir A donme fonksiyonu vardir. (Al-Fadhel, Blel (2013))

Ispat.

f fonksiyonuna SL(2, €) nin bir A matrisi (A" = Id olacak bi¢cimde) karsilik getirilebilir.
Bu durumda A kosegenlestirilebilir.a, § € C,D = [g 2] ,A=P71DP ve a™ = " =

1 olacak sekilde P,D € GL(Z,C) vardir. P ye karsilik bir g Mdbius doniigiimii, D ye

karsilik ise h(z) = %Z biciminde h donme fonksiyonu tanimlansin.
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Teorem 5.3.2 f, co sabit nokta olmayacak sekilde bir n-devirli Mobius doniisiimii olsun
ve L, oo noktasinin yoriingesini i¢eren bir dogru olsun. Bu durumda f altinda L’ den farkli
invaryant kalan gemberler, es eksenli gemberlerden olusur ve L bunlarin radikal eksenidir.
(Yani bu ¢emberlerin her ikisinin de radikal ekseni L dir) Eger f bir n-devirli Mobius
doniistimii ve oo sabit nokta ise, bu durumda f(z) = wz + a (w # 1) ve w bir n-koki
birdir. Bu durumda f’nin yalnizca bir sabit noktasi vardir ve & merkezli gemberler f’nin
tek sabit ¢emberleridir. (Al-Fadhel, Blel (2013))

Sekil 5.5 g~1(C), (a, b) dogrusunu z ve w’de keser.
ispat.

g ve h Onerme 5.3.1°deki gibi olsun. h altindaki invaryant ¢cemberler, 0 merkezli

¢emberlerdir.

gla) =0,g(b) =0 ve g(o)=c olacak bigimde a,b,c noktalar1 segilsin.
¢ noktasindan gegen 0 merkezli cember C olsun. gt (C) dogrusu L ile ve bu dogrunun
(a, b) dogrusu ile arakesiti a ile gosterilsin. 0 ve oo, h altinda sabit kaldigindan a ve b

noktalari da f altinda sabit kalir. 0 ve oo noktalari C ye gore simetrik olup, a ve b noktalari
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L’ ye gore simetriktir. C ile (0, c) nin arakesiti —c olup, L = g~1(C) nin arakesiti de a

olur. Ayrica (a,b) = g~1(0, ¢) dogru oldugundan a = g~1(—c) dir.

f altindaki invaryant ¢emberler, g~! altindaki 0 merkezli ¢emberlerdir. L ¢emberi
haricindeki bu ¢emberlerin merkezleri (a, b) dogrusu tizerindedir ve ayriktir. L’ den farkli
bu ¢emberler es eksenli gemberlerden olusur. C;, A’ nin yoriingesi olsun, (C;, 0 merkezli
ve r yarigaph bir ¢emberdir) g~1(C;) ile (a,b) dogrusunun kesisimini z ve w ile
gosteriyoruz. O halde g(z) ve —g(z), C;’in (0, ¢) dogrusu ile kesigimidir. (Bakimiz Sekil
5.5 ve Sekil 5.6)

Teoremi kamitlamak i¢in a’nin g~1(C;)’e gore kuvvetinin C;’den bagimsiz oldugunu
kanitlamak yeterlidir, bu da (a — z)(a@ — w)’ nin z ve w’ den bagimsiz oldugunu

kanitlamaya es degerdir. Capraz oran Mdbius doniisiimii altinda invaryant oldugundan

i = (@.0,2,9) = (9@, g(@), g(2), g(=) = (~e00,9(2),€) = £5
= (a,,2b) = (9(a),9(), 9(2), g(b)) = (0,¢,9(2),0) = =

a-w c¢c—g() a—-w c

a—w 2c '’ a—b=c+g(z)
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-9(2)

9(2)

Sekil 5.6 C;, (0, ¢) dogrusunu g(z) ve —g(z)’ de keser.

Buradan

——— _(a—b)c(g(@) +)(a—b)c(c—g(2) _la—bl?

(@—2)(a-w) = 4ce(c — 9@ + 9(2)) 4

elde edilir. Bu ispat: tamamlar.
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