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tek say1 ve ¢ift say1 olmasi durumunda M 6zelligine sahip olan (d,a.b,c,r,s) 6-hlari
bulundu. Boylece bu 6-lilara bagh olarak olusturulan af permiitasyonunun ilk deviri
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1. GIRiS

19. ylizyil baglarinda baglayan Cebirde grup teorisi galismalari, cebirsel denklemler
teorisinde, J. L. Lagrange tarafindan bulunmug ve sonlu kiimelerin permiitasyonlarmm
incelenmesiyle devam etmigtir. J. L. Lagrange (1736-1813) bir denklemin koklerinin
deBisik permfitasyonlar {izerine ¢ahyma baglatmus ve bu galismay: bir denklemin
koklerinin bulunmas: probleminde kullanmgtir. Daba sonra bu permiitasyonlarin bir
gn;p olusturdufunu tespit etmistir.

Esas olarak bir grup tanimi; herhangi iki permiitasyonunun bilegkesi yine o kiimeye ait
bir permiitasyon olan bir kiimedir seklinde verilmigtir. Daha sonra bu tanim, elemanlar:
permiitasyon olmasi gerekmeyen ve basit bir kural ile birlegtirilen bir kiime olarak
tammlanan grup kavramma genellestirilmistir. Temelde cebirsel denklemler teorisi,
sayilar teorisi ve geometri olmak iizere grup teorisi ti kaynaga sahiptir. Bu alanlarm her
birinde grup teorisinin kullanilmasma ragmen cebirsel denklemler teorisi daha yogun
kullamlmagtir.

Soyut grup teorisi yalmzca bu ii¢ alanda sinith kalmayip, giinlimiiz matematik ve
biliminin Snemli bir pargasini olugturur. Matematigin tiim alt sahalarinda, fizikte kristal
teori ve kuantum mekanifinde, kimyada, biyolojide ve diger birgok bilim dalnda
uygulama alani1 bulabilmektedir.

Devirli temsillenen gruplar, grup teorisinin bir ¢aligma konusudur. Son zamanlarda baz:
matematikgiler devirli temsillerin, topoloji sahasinda da Smemli bir yer kapladifina
dikkat ¢ekmislerdir. Devirli temsiller, diigtimlerin devirli dallanan &rtiilerinin topolojisi
ve linkler arasindaki iligkiler (Cavicchioli et al. 1998, Cavicchioli et al. 1999, Helling et
al. 1995, Helling et al. 1998, Kim ve Vesnin 1997, Kim ve Vesnin 1998, Mednykh ve
Vesnin 1996, Ruini ve Spaggiari 1998) tarafindan gahsilmistir. Devirli temsillenen
gruplarin, 3-manifoldun temel grubunu nasil meydana getirdigini belirlemek icin giizel
bir yaklasim Dunwoody tarafindan geligtirilmigti. a>3 ve w=x"x,x,x’ olmas:



halinde M(a,a,a) = G,(x;'x,x,x7*) Mennicke grubunun sonlu oldugu Mennicke
(1959) tarafindan gosterilmistir. Eger w=x,x,x;' ise bu durumda G,(w) devirli

temsillenen gruplarimin Fibonacci gruplar1 oldugu goriiliir. Bu tiir gruplara

Mac(a,a,a) = G,(x"*'x;*)

J(a,a,a)=G,(x;" x5 "% ' x5*")
F(2,n) = Gn(xlx2x3-l)

ornekleri verilir. 7 >2 ile r,ne N igin alt indisler {1,2, 3,...n } kiimesinde modn’ye
gore indirgenmis oldugunda F(r,n) Fibonacci grubu

F(r,n)=G,(x,x,%;...x,x.),)
devirli temsillenen grup olarak tamimlanir. Circulant matris, polinomlar: bilegenlerine

ayrma ve birimin kompleks koklerini igeren elementer metodlar G,(w),, gruplari

hakkindaki bilgilerin 6nemli bir kismini verir. Johnson (1990), ayrintilara girmeden,

yalnizca elde edilebilen sonug tipinin 6rneklerini asagidaki gibi vermistir.

i. w ile eslenen polinomun terimlerinde | G,(w),, | igin bir formiil vardir.
iil. G,(w) i¢in sonsuz ya da agikar gibi kesin sartlar verilebilir.
iii. F(r,n),, daima sonlu gruptur.

iv. Sabit r tamsayisi igin n yeteri kadar biiyiik oldugunda

| F(r,m) g, || F(r,n+1),, |
olur.

v. Bir G grubu verilsin. G = F(r,n) olacak gekilde sonlu bir ¢ok (r,n) ¢ifti vardir.

Devirli temsillerle eslenen polinomlarin, karsilik gelen diigiimlerin Alexander

polinomlar ile eslendigi Johnson (1974) tarafindan gdsterilmistir.



1<i<n igin a,, w da x; lerin iistlerinin toplami oldugunda G,(w) devirli temsiliyle

eslenen polinomun

fw(t) = iait!

iwl
seklinde oldugu Dunwoody (1995) tarafindan gosterilmigtir. Eger | f,(1)|=1 ise bu

durumda w kelimesine kabul edilebilir denir ( Szczepanski ve Vesnin).



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Grup Kavrami

Bu bsliimde yari grup ve monoidlerden kisaca bahsedilecek ve matematigin hemen her
dalinda karsilagilan grup kavrami hakkinda temel bilgiler verilecektir. 1880 yilina kadar
grup tamimi tam olarak verilememisti. Fakat Cayley, her soyut grubun bir permiitasyon
grubu olarak diigiiniilebilecegini gostermistir. Boylece grup kavraminin ¢ok daha genis
oldugu fark edilmis ve matematigin bir ¢ok dalinda ortaya ¢ikmigtir.

Tanim 2.1.1: G bos olmayan bir kiime ve 0:GxG — G bir doniisiim olsun. o

islemine G tizerinde bir ikili islem denir.

G bos olmayan bir kiime ve o, G iizerinde bir ikili iglem olsun. (G,0) ikilisine bir

cebirsel yap1 denir.

Tanum 2.1. 2: (G,0) bir cebirsel yap: olsun. Eger her a,b,c € G igin
ao(boc) = (aob)oc

ise (G,0) cebirsel yapisina yar1 grup denir.

(G,0) bir yar1 grup olsun. Her ae G igin aoe =eoa =a olacak sekilde bir ee G

varsa (G,0) cebirsel yapisina monoid denir.

Tanim 2.1.3: G bos olmayan bir kilme o bu kiime iizerinde bir ikili islem olsun.
Asagidaki sartlan saglayan (G,0) cebirsel yapisina grup denir.

i. Her a,b,c € G i¢in ao(boc) = (aob)oc dir.

ii. Her a € G igin aoe = eoa = a olacak sekilde bir e e G vardur.



iii. Her a € G igin aoa™ =a'oa = e olacak gekilde bir a™ € G vardur.

Cebirsel yapilar gibi gruplarda genellikle ikili islemiyle birlikte (G,0) olarak
gosterilirse de bir karigiklifa neden olmadig siirece G ile de gosterilebilir.

Tamm 2.1.4: (G,0) bir grup olmak iizere her a,be G igin aob=boa oluyorsa G
grubuna degismeli grup ya da Abelyen grup denir.

Tanmim 2.1.5: G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. H, G deki
isleme gore bir grup ise H ye G nin alt grubu denir ve H < G ile gosterilir.

G ve {e} gruplarma G nin agikar veya trivial alt gruplari denir. G nin agikar alt
gruplarinin digindaki diger tiim alt gruplarina 6z alt veya has alt gruplari1 denir ve G nin

bir has alt grubu H <G ile gosterilir.

G bir grup ve H <G olsun. G nin H yi ihtiva eden H ve G den bagka hig bir alt
grubu yoksa H ye G nin maksimal alt grubu denir.

Tamm 2.1.6: G bir grup ve ae G olsun. @™ =e ( toplam notasyonunda ma=e )
olacak sekilde bir pozitif m tam sayisi varsa a ya sonlu mertebeden bir eleman aksi
halde sonsuz veya sifir mertebedendir denir. Sayet a sonlu mertebeli ise a™ = e sartim

saglayan en kiigik m tamsayisina a’mn mertebesi denir ve o(a) ile gosterilir.

G bir grup olmak lizere G kiimesinin elemanlarinin sayis1 sonlu » pozitif tamsayisi

ise G ye n. mertebeden sonlu grup denir ve o(G)=n veya |G|=n sembollerinden

biriyle gosterilir. Eger G grubu sonsuz eleman ihtiva ediyorsa G ye sonsuz
mertebedendir denir ve 0(G) = ile gosterilir.

RETHA [COTULS
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Tanmm 2.1.7: G bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun.

Ha={ha:he H, ae G}
aH ={ah:heH,aeG}

kiimelerine sirasiyla H nin G deki sag ve sol yan kiimeleri denir.

Teorem 2.1.8: N, G grubunun bir alt grubu ise agagidaki 6nermeler denktir.

i.Her g G veher ne N igin gr;g“‘ € N dir.
ii. Her g € G igin gNg™ < N dir.

iii. Her g € G igin gNg™' = N dir.

iv. Her g € G igin gN = Ng dir.

Tanm 2.1.9: G bir grup ve N <G olsun. Yukaridaki sartlardan biri saglaniyorsa (
toplam notasyonunda N+ g=g+ N ) N alt grubuna G nin normal alt grubu denir ve

N <G ile gosterilir.

1

Tanim 2.1.10: G bir grup ve N <G olsun. G/ N ={Na: ae G} kiimesi

(Na)(Nb) = Nab
seklinde tammlanan igleme gére bir gruptur. Bu gruba N nin belirttigi bolim grubu
veya faktor grubu denir.

Eger bir grubun {1} ve kendisinden bagka normal alt grubu yoksa bu gruba basit grup

denir.



Teorem 2.1.11: I bir indis kiimesi, G bir grup ve H, ler G nin alt gruplan olsun. Bu
taktirde H =(}H, G nin bir alt grubudur. Ayrica her bir #,, G de normal iseH, G

il

de normaldir.

Tanm 2.1.12: G bir grup ve a,bcG olmak iizere aba 'b™ elemanmna a ve b nin

komiitatorleri denir ve [a,b] ile gosterilir.

G grubuna ait biitiin komiitatorlerin sonlu carpimlarindan olusan kime [G,G] ile

gosterilir.

Tamm 2.1.13: G bir grup ve X cG olsun. G nin X'i ihtiva eden bitiin alt
gruplarinin arakesiti Teorem 2. 1. 11°¢ gére G nin bir alt grubudur. Bu alt gruba G nin
X tarafindan gerilen alt grubu denir ve (X) ile gosterilir. X kiimesine (X) grubunun

geren kiimesi ve X ’in elemanlarina ise gerenler denir. X bos kiime ise bu alt grup {e}
dir.

Bu tanima gore, I bir indis kiimesi olmak iizere
A={H,: XcH, H <G, iel}

ise (X)= ﬂ H, olur. Tammdan hemen gorilecegi gibi H<G ve XcH ise

2
(Xy<H dir. Su halde (X), G nin X’i ihtiva eden en kugiik alt grubudur. Eger
X ={a,,a,,a,,...,a,} yani X sonlu ise (X} in yerine {a,a,,a,...,a,) almabilir. Bu
durumda

(X)=(a,a,,%,..,4,)

ifadesine sonlu gerilen alt grup denir.

Tamm 2.1.14: Bir tek eleman tarafindan gerilen gruba devirli grup denir.



G bir devirli grup ve a, G grubunun bir gereni ise G =(a) yazilr. Bu tammdan da
anlagilacagi gibi devirli grup, sonlu gerilen gruplarin 6zel halidir.

Tamm 2.1.15: (G,*) ve (G‘,o) iki grup, F:G—> G bir doniisim olsun. Eger
Vx,yeG igin
f*y)=f(x)o f(»)

ise f ye G den G ne grup homomorfizmi denir. f homomorfizmi Orten ise f ye

epimorfizm, f homomorfizmi 1-1 ise f monomorfizm, f homomorfizmi hem 1-1

hem de drten ise f ye izomorfizm denir. Eger G ve G grubu izomorfise bu G=G’

ile gosterilir.
Tanim 2.1.16: G bir grup, f:G — G ye bir izomorfizm ise f ye otomorfizm denir.

Tamm 2.1.17: p asal say1 olsun SL(2, p)={(a;),,,:det(a;)=1, a,€Z, } kiimesi
matrislerdeki ¢arpma iglemine gére bir gruptur. Bu gruba Z, iizerinde 2-boyutlu 6zel

lineer grup denir.

SL(2, p) grubunun mertebesini hesaplayalim. Bunun igin

a b
(c d) (a,b,c,deZ, ve ad-bc=1)

matrisini alalim. Buna gore eger ¢ =0 ise ad —bc =1 olacak sekilde a# 0 olmasi hari¢
a,b keyfi ve d, a ile belirlendiginde a,b,d igin p(p —1) se¢im vardir. Eger ¢ #0 ise
ad —bc=1 olacak sekilde a,b keyfi ¢, Z, nin sifirdan farkli herhangi elemam
oldugunda ve boylece b belirlendiginde a,b,c,d igin p*(p—1) se¢im vardir. Buna

gore,

|SL(2, p) |= p(p-D+ p*(p-1) = p(p*-1)



olur. Eger p=2 ise SL(2,p) 6. mertébeye sahiptir ve S,’e izomorftur (James ve
Liebeck 1993).

Tamim 2.1.18: I, 2x2 tipinde birim matrisi oldugunda SL(2, p) nin merkezi,
Z={I,~1}

olup, SL(2,p)/Z bolim grubuna 2 boyutlu projective 6zel lineer grup denir ve

PSL(2, p) ile gosterilir.

Buna goére PSL(2,p)=SL(2,p)/{l,~1} 2 boyutlu projective ozel lineer grubunun

mertebesi,
|SL(2, p)I= p(P* ~1)
oldugu igin,
| PSL(2, p)| = p(p* -1) /2
yazilir.

PSL(2,5) grubu ile A4, alterne grubu izomorﬁur. Ayrica p25 igin PSL(2,p) bir
basit gruptur (Rotman 1984).

Tanmm 2.1.19: X sonlu veya sonsuz herhangi bir kiime, X ™' de X kiimesi ile birebir
eslenen bir bagka kiime olsun. X*=XUX™ diyelim. y, e X* (i=12,...,r) olmak
lizere y,y,...y, ifadesine X* de bir kelime denit ve R=(y,,);...,¥,) seklinde
gosterilir. ¢ *ye kelimenin uzunlugu denir.

Uzunlugu sifir olan kelime e ile gdsterilir. Iki kelimenin esit olmasi igin gerek ve yeter
sart bu kelimelerin aym1 uzuniukta olmalari ve kargilikli terimlerinin esit olmasidir. Yani
ViVa oY, =X%; ...X, olmasiigin y, =x, ve t =k olmasidir.
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Tamm 2.1.20: Eger X* deki elemanlarin bir kelimesinde x,x;' veya x;'x, sembol

¢ifti yoksa bu kelimeye indirgenmis kelime denir.

2.2 Biliim Halkalan

Gruplar teorisinde normal alt gruplarin oynadig: rolil halkalar teorisinde idealler oynar.

Burada ideal kavramu verilip bundan yararlanarak boliim halkalari tanimlanacaktr.

Tanim 2.2.1: R bos olmayan bir kiime ve R de toplama (+) ve ¢arpma (-) denilen iki
tane ikili islem verilmis olsun. Bu (R,+,-) cebirsel yapis1 agagidaki sartlar1 sagliyorsa
(R,+,) ya halka denir.

i. (R,+) degismeli gruptur.
ii. (R,+,-) daki garpma birlesme 6zellifine sahiptir. Yani her a,b,c € R igin
a:(b-c)=(a-b)-c
iii. (R,+,7) daki ¢arpma toplama tlizerinde dagilma 6zelligine sahiptir. Yani, her
a,b,c € R igin
(a+b).:c=a-c+b-c ve a-(b+c)=a-b+a-c

dir.

R halkasinda ¢arpma isleminin 6zdes elemam varsa yani her ae R igin l,a=al,
olacak sekilde R de 1, ile gosterilen bir eleman varsa (R,+,-) ’ya birim elemanh halka
denir. Sayet bu (R,+,-) halkasi ¢arpma iglemine gore degismeli ise yani her a,b,c € R

i¢in ab = ba oluyorsa (R,+,-) ’ya degismeli halka denir.

Tanim 2.2.2: R halkasinin bog olmayan bir / alt kiimesi agagidaki sartlari saghiyorsa
I kiimesine R halkasmn ideali denir.
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iLHerabel igin a—bel’dir.

ii. Her ae ] veher r € R igin ra € I *dir.

ili. Her ac Ive her re R igin ar ¢ I *dir.

Eger i ve ii sartlann saglamyorsa 7 ’ya Rhalkasinin sol ideali, i ve iii sartlart
saglamyorsa I "ya R halkasinin sag ideali denir.

Tanm 2.2.3: R bir halka ve 7, R halkasinin bir ideali olsun. R/I kiimesi
(a+D)+(B+D=a+b+1
ve
(a+D)-b+D=ab+1

iglemlerine gore bir halkadir. Bu halkaya R nin / ya boliim halkas: denir.

Teorem 2.2.1: 7, R halkasinin bir ideali olsun. Bu durumda (R/71,+) bolim grubu
(a+D.(b+D=ab+1
carpma iglemine gore bir halkadir. Eger R degigmeli ise R// da degigmeli ve R birim

. elemanli ise R/ da birim elemanlidir.

Tamm 2.2.4: X, R halkasinin bir alt kiimesi ve R nin X i ihtiva eden ideallerinin
ailesi de

B={l,:Xc1I}
olsun. Bu taktirde

N

1,€B

idealine X tarafindan gerilen ideal denir ve (X)) ile gosterilir. X in elemanlarina (X)
idealinin gerenleri denir. Eger
X ={a,,a,,q,, ... ,a,}

yani X sonlu ise (X) ideali sonlu geriliyor denir ve

(a,a,,a,,...,a,)
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ile gosterilir. Bir tek eleman tarafindan gerilen ideale esas ideal denir.

2.3.Polinom Halkalan

Tanmm 2.3.1: R bir halka olsun. Terimleri R nin elemanlan ve sonlu bir basamaktan

sonraki terimleri O olan
(a,,a9,,49,,...,4,,0,0,0,...,)
seklindeki diziye R iizerinde polinom denir. R tizerinde polinomlarmn halkasi R[x] ile
gosterilir. Bu kiime
(a,,9.9,,...,a,,0,0,..)+ (b, b,,b,,...,8,,0,0,..) = (a, + b,,4, +},,...,a,+D,,0,0,...)
seklinde tammlanan toplama ve herhangi £ >0 igin
d,=ab,+a, b +.+ab, ,+ab,
seklinde oldugunda,
(9,,9,,9,,...,a,,0,0,...)-(8,,b,,b,,...,5,,0,0,..) = (d,.4d,,...,d,,0,0,...)

ile tanimlanan ¢arpma iglemine gore bir halkadir. Bu halkaya polinom halkas: denir.

R[x] deki (ayp,4,49,,...,4,,0,0,0,...) polinomu f(x)=a,+ax+...+a,x" ile

gosterilir.

Tanmm 2.3.2: f(x)=a,+ax+...+a,x" € R[x] polinomunda a,’a sabit terim a,’ye
bag katsay1 ve a, # 0 olmak iizere 7 ’ye polinomun derecesi denir ve der ( f(x))=n ile

gosterilir,

Tanmm 2.3.3: R birim elemanli ve degismeli bir halka ise a € R nin gerdigi ideal
(@y={ar:reR}
seklindedir.
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Qfx] de x* -2 polinomunun gerdigi esas ideal

-2y ={(¥"~2)p(x): p() c U1}

dir. Daha genel olarak 7 bir cisim olmak tizere F[x] deki 7 =(x) ideali sabit terimi 0

olan polinomlardan ibarettir. Yani (x) = { x.p(x): p(x) € Fix] } dir.

Z tamsayilar halkasinda oldugu gibi bir ¢ok halkada her ideal bir esas idealdir. Boyle
halkalara esas ideal halkasi denir.

Sayet F bir cisim ise F [x] polinom halkasinin boliim halkalari, halkalarin 6nemli bir
sunfint teskil eder. Bu bolum halkalart yeni cisimlerin insasinda kullamlacaktir. F[x]
esas ideal halkasi oldugunda herhangi bir bolim halkasi F[x]/(p(x)) (p(x)eF][x])
ile gosterilir ve F[x]/{(p(x)) in elemanlars;

S (x)=g(x)(mod(p(x))) < f(x)-g(x)e(p(x))
ile tammlanan denklik simflaridir.

Teorem 2.3.4: F bir cisim p(x)e F|[x] pozitif dereceli bir polinom ve I={p(x))
olsun. Sayet der p=n ise a,,4,,a,,...,a,, € F olmak iizere F[x]/] mn elemanlan:
1

2 n-
I+a,+ax+a,x*+..+a, x

seklindedir,

Ornek 2.3.4.1: 7 =(x*-2) olmak iizere Qx1/I={I+a,+ax: a,,a cQ[x]} bolim
halkasinda 7 +3x+4 ve /+5x~6 elemanlarmin toplam;
(I +3x+4)+([ +5x—-6)=T+(3x+4)+(5x—6) =T +8x-2
ve garpimlari ise;
15x% +2x— 24 =15(x* ~2) +2x +6
[+15x% +2x~24=1+2x+6



oldugundan dolay1
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(I +3x+4)(I+5x—-6)=I+(3x+4)(5x~6) = I +15x* +2x~24

olur.

Ornek 2.3.4.2: Z,[x]/(x*+x+1) bolim halkasinin toplam ve garpim gizelgesini
bulalim. I =(x*+x+1) olsun. Bu durumda

Z,[x)x? +x+ ) ={I+a, +ax: ay,a, € Z,}

={I,]+1,] +1+x}
olup, toplam ve ¢arpim ¢izelgeleri

Cizelge 2.3.1 Z,[x]1/(x* + x +1) boliim halkasinin toplam gizelgesi

+ 1 I+1 I+x I+x+1
I I I+1 I+x I+x+1
I+1 I+1 1 I+x+1 I+x
I+x I+x I+x+1 I I+1
I+x+1 IT+x+1 I+x I+1 1
Gizelge 2.3.2 Z,[x]/{x* + x+1) bbliim halkasinin ¢arpim gizelgesi

1 I+1 I+x I+x+1
I 1 I 1 I
I+1 1 I+1 I+x I+x+1
I+x I I+x IT+x+1 I+1
IT+x+1 I I+x+1 I+1 I+x

seklindedir.
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f(x) polinomu p(x) polinomu ile boliindigiinde kalamin bulunmasi i¢in bodlme
algoritmasindan daha kolay metodlar vardir. derp=n ve 7=(p(x)) olsun. Bu
durumda kalamn bulunmasi problemi f(x)=r(x) (mod< p(x)>) olacak sekilde
derecesi » den daha kiigiik olan »(x) polinomunun bulunmasina indirgenir.
Omek 234.1 de I=(x’-2) oldugundan x*-2=0(mod/) ve dolaysiyla
x’ =2 (mod) olur. Bu halde g(x)=k(x)(mod/) gibi bir ifadede x* nin yerine 2
yazilir. Ornegin,
15x% +2x~24 =15(2) +2x ~ 24 (mod ) =2x+6 (mod])
ve
T+15x* +2x-24=1+2x+6
olur. Omnek 2.3.4.2. deise 7 = (x* +x+1) olup
¥ +x+1=0 (mod/) ve x*>=x+1(modl)
(Z, de 1=-1 dir.) olur. Dolayisiyla Z,[x]/I da ¢arpma yaparken x* ile x+1 kendi
aralarinda yer degistirebilir. Ornegin,

I+xX =T+x+1
T+x(x+1 )=1+x*+x=T+x+1=1+1

olur.

2.4 Abelyenlestirilmis Gruplar

Herhangi bir G grubu verilsin. G nin komiitator grubu G nin elemanlarinin
{g7h'gh | g.h G}
biitiin komitatdrlerinin kiimesiyle gerilen G’ grubudur.
G<G ve G,=GIG 1)
abelyendir. Burada G, (1) i saglayan G nin en kiigiik normal alt grubudur. N <G

verildiginde G/N nin abelyen olmasi icin gerek ve yeter sart N O G olmasidir
(Johnson 1990).
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Tanm 2.4.1: G=(X | R) verilsin
X ={x,%,,%X3,....%, } C={[x,x;]|1<isj<r, reN}
olmak iizere
G =([x,x;] | 1gigj<r)
ve
G, ={X|R,C)
olur. Burada G, ye abelyenlestirilmis grup denir.

Ornek 2.4.1.1: G={x,y| x*, x¥*=)*, y'xy=x"") olsun.

G =([x,y])
G={e,x,x*,x°,y,%,x°y,x’y }

G, =(rylx*, ¥ =32, yxy=x7, [x, ] ) ={e.x,5",%°,3,%,5°y.8y,x7 y "5y}

olur. xy = yx ve x* = y* oldugu igin
Gab ={e,xaysw}-=*zzx22

olur. Ayrica
G ={e,x*}ve GcG
dir.
G\
G, G

Sekil 2.4.1. Gruplar arasindaki iligki
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Ornek 2.4.1.2: G grubu,
G={x,y,2,t |(x32)° =e,1* = (x2)* ,(xp°2*)" =¢,(xy’2z)’ = ¢,(1*)’ = x*2° ,(xy2)* ()" = &)

temsiliyle verilsin. Bu durumda

G =(%,3,2,t|(02)° =e,1” = (x2)*,(°2*)* =e,(0°2t*)" =¢,(3")" =x’2°,(2)* O1)" =e,
[x, ) =%, 2] =[x, 1] =y, 2] =[y.0] = [z, 7] = €)

temsiline sahiptir ve

G, ={ x,y,z,t| x*y°2°, x*2°¢?, ¥*y°2*t*, x*y*z%, x*y°*P, [x,ylIx.z],
ab »Y Yy Yy Yy J

[x. 111,21yt [2.1] )

olur.

2.5 Alexander Polinomu

Tamm 2.5.1: G bir grup olsun. Katsayilar tam say1 olan G grubunun elemanlarinin

bitin sonlu lineer Zn .& kombinasyonlanndan ibaret olan kiime
4

(Z mgg) + (Z nggJ =2.(m,+n)g
g 4 4
seklinde tanimlanan toplama ve

(Z mgg)(z nhhj = Z myn, (gh)

carpma iglemlerine gore birimli bir halkadir. Buna G nin Z izerinde grup halkas: denir

ve ZG ile gosterilir.

ZG nin iki elemanimin esit olmasi igin gerek ve yeter sart karsilik gelen elemanlarimin

esit olmasidir. Yani,
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2ng=3msg
g g
olmas1 igin gerek ve yeter sart tim g ’ler i¢in 1, =m, olmasidir. ZG grup halkasinin

degismeli olmas: i¢in gerek ve yeter sart G grubunun degismeli olmasidir.

Ornek 2.5.1.1: i. Z(e)=Z
ii. Z[7,1™"] tam say1 katsayilaniyla ¢ ve ™' de polinomlarin halkas: oldugunda
Z{t: —y=7Zt,1™"]
olur. Z[#,#] nin sifirdan farkl: her elemam, o bir tamsay: ve ¢ degisken olmak iizere
£ (¢) sifirdan farkh ve katsayilar1 tam say1 olan bir polinom oldugunda
1)
seklinde bir tek sekilde ifade edilir. @ tamsay: oldugunda Z <7:—> nin terslenebilir
elemanlan +¢° seklindedir. ZG grup halkasi
Zi 66, ]
polinomlarimin halkasina izomorftur. m,,m,, m;,....,m, tam sayr ve f1,1,,L,...1,
degiskenler olmak iizere f(1,%,%,....t,) sifirdan farkh ve katsayilar tam say1 olan
polinom oldugunda ZG nin sifirdan farkls her elemam
e 4 f (0, 0,01,)

formunda bir tek temsile sahiptir.

Tamm 2.5.2: G keyfi bir grup olsun ve & ile G—>{e¢) asikar homomorfizmi
gosterilsin. & ye kargilik gelen & : ZG — Z halka homomorfizmi

E(ang} PR

geCG 8eCG

ile verilir. Bu homomorfizme augmentation homomorfizm denir.

Bu, tiirevin taniminda énemli bir rol oynar. £ halka homomorfizminin ¢ekirdegi AG ile

gosterilir ve buna augmentation ideal denir. AG nin her elemam
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>nlg—e)

8#ée

formunda sonlu toplam olarak bir temsile sahiptir.

Tanmm 2.5.3: { x,,%,,%;,...,X, . 1,75, 15,7, bIr G grubunun soniu temsili olsun. @,
6:ZF ({ X0 X3, X3 X0 §) = B Xy, X, X s Xy By P o)
dogal halka homomorfizmini ve ade

L%, Xy, XX, B Fy P B D T X, %0, %550, Byl byl V]

I{ %0,%,,%5,00,%, 0 BBy Ty )

dogal halka homomorfizmini gostersin. Bu durumda bu temsile karsihk gelen

Alexander matrisi,

seklinde olur (Moran 1983).

Tamm 2.5.4: F({xl,xz,x3,...,xj,...,xn}) serbest grubunun ZF({x,,xz,xs,...,xj,...,xn})
halkasinda basit tiirevini olugturacagiz. Burada F ({x,,xz,x3,...,xj,...,x,,}) serbest
grubunu F ve ZF ({x,,xz,x3,...,xj,...,xn}) grup halkasim da ZF ile gosterecegiz.

g, = *1 oldugunda,

k
1=
F serbest grubunda keyfi bir kelime olsun. Her j >1 igin basit tiirev

i[ﬁ xff:‘:] = Z (_1)%( &-1) H X xé( £-1)
ax L=J s{r ’

N s=1

seklinde tammianir.
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Yn(g-e)

8#e

formunda sonlu toplam olarak bir temsile sahiptir.

Tamm 2.5.3: ( x,,x,,%;,...,X, : K, %, F,....F,) bir G grubunun sonlu temsili olsun. &,

é: ZF({ xl,xz,xS,...,xn}) > L%y, Xy, Xy X, - By Fy Fan )
dogal halka homomorfizmini ve ade

L%, %y, X500 X, BB T 1) D> B X, %0, X500 X, 0 Bty By B Y
10X, Xy, %0 X, Bl P B )
dogal halka homomorfizmini gostersin. Bu durumda bu temsile karsilik gelen

Alexander matrisi,

seklinde olur (Moran 1983).

Tamm 2.5.4; F( {xl,xz,x3,...,xj,...,x,,}) serbest grubunun ZF({xl,xz,xs,...,xj,...,xn})
halkasinda basit tiirevini olusturacagiz. Burada F ( {x,,xz,xa,...,xj,...,x,,}) serbest

grubunu F ve ZF ({xl,xz,x3,...,xj,...,xn}) grup halkasim da ZF ile gosterecegiz.

&, = *1 oldugunda,

F serbest grubunda keyfi bir kelime olsun. Her j >1 igin basit tiirev

ﬁ_(ﬁ X } =S O )
ax L=J s{r

j o\ s=1

seklinde tammlanir,
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Ornek 2.5.4.1: k>1 pozitif bir tam say1 ve k=kk, olacak sekilde k, ve k,, 1’den
biiyiik aralarinda-asal pozitif tam sayilar olsun. Bu durumda
(z: 2 =(x,y: x4, x%, x'y ') =G
olur. (z:z*) grup temsilinin Alexander matrisi, {(z: z*) mn elemanlari z* -1=0 ile
Z < z:z" > halkasina ait oldugunda
[1+z+2% +.+ 27 ]

tipinde 1x1 matrisidir.

Ikinci grup temsilinin Alexander matrisi ise G grubunun elemanlari, Z (z:2%)

halkasina izomorf olan Z(G/ G') halkasina ait oldugunda

l+x+x?+...+xH 0
0 1+ y+ > +...4y8"
e x—ly-l _x—ly-l +x"y"x

3x2 tipinde matris olur. Burada G, G nin tiirev grubudur.

Ornek 2.5.4.2: ] (8- K)={5,5,5, | 55,5'S;' =1, 5,5,58;' =1, 5,8,5;'5;" =1}

esas grubuna karsilik gelen Alexander matrisini bulmak i¢in,

D(S,5,8;'8;") = D(S,)+ 8,D(S,)+ (- 85" D(S,) - 8;'D(S,)S5" )5, S,
= D(S,)+ D(S, S, - 8;'5;'S,S, |~ 85'D(S,)S, S,
D(s,5,5:'8;')= D(S,)+ 8,D(S, )+ (- 5 D(5,)S, 5, - 85" D(S,)S; )8, ,
=-8'S,8,D(8,)+ D(S,)+(S, - 8;'5;'5,8, )D(S,)
D(s,5,8;5'S" )= D(S, )+ 8,D(5,)+ (- 8;' D(S,) - 5, D(5,)5;')S; S,

= (8, - 5,5,5,5;' )D(S,) - ;'5,8,D(S, )+ D(S;)
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olup §, =8, =8, =t alnirsa,

seklinde olur. Buna g&re bu matrise karsilik gelen Alexander polinomu
1+1% —t
seklindedir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Gerenler ve Bagintilar

Tanim 3.1.1: X ={a,b,c,...} bir kilme, G bir grup ve

a:X-G, a(a)=g, a®)=h, afc)=k,...
seklinde G i¢ine bir doniigiim olmak lizere, bu doniigiim altinda a, g yi; b,/ y1; ¢, k y,
belirler denir. Eger G grubunun her elemami o doéniigtimil altinda a,b,c,... deki
kelimeler yardimiyla belirleniyorsa a,b,c,... ye a donlsiimil alinda G igin geren

sembolleri olarak adlandirihr. Buradaki g,5,%,... yaise G nin geren elemanlar: denir.

Tamm 3.1.2: G bir grup ve S de G nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. G nin § yi

ihtiva eden biitiin normal alt gruplarinin arakesitine S nin normal kapanigi denir ve S
ile gosterilir,

Tanmm 3.1.3: G bir grup olmak ilizere G de birim elemam belirten R(a,b,c,...)
kelimesine bir bagint1 denir ve kisaca P,Q, R,... ile gosterilir.

Tanim 3.1.4: Her bagt1 P,Q,R,... bagmtilarindan tiiretilmis ise bu taktirde
P,O,R,... ye G grubu i¢in a,b,c,... gerenleri lizerinde tammlayic1 bagintilarin bir
kiimesi denir. Eger P,Q,R,..., a,b,c,... gerenleri tlizerinde G grubu igin bagmtilarin
bir kiimesi ise,
{a,b,c,... | P(a,b,c,..),0(a,b,c,...),R(a,b,c,...),...)
ifadesine G grubu igin bir temsil denir ve |
G=(a,b,c,...| P,O,R,...)
olarak yazilir.
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Eger bir grubun temsilindeki geren sayis1 sonlu ise bu gruba sonlu olarak gerilmig grup

denir.

Ornegin 8. mertebeden quaternion grubu igin bir temsil
(a,bla* =1, 0> =a*, b'ab=a™)

olarak yazilabilir.

(XY, |X | rankindan serbest grubun temsilidir.

(x,y1x*, ¥, x"'y " 'xy) 6. mertebeden devirli grup igin bir temsildir.

(x,y1x*,y*,(xy)*) 8. mertebeden dihedral grup igin bir temsildir.

Tammla her devirli grup Z=(x|) in homomorfik gorintiisiidiir. Karsilik gelen

¢ekirdek N, tekrar devirlidir ve boylece ya asikar ya da x",ne N nin normal
kapanisidir. Boylece devirli grubun tam bir listesi
Z=(x|y, Z,=(x|x"), neN

olur.

Teorem 3.1.5: Her grup bir serbest grubun boliim grubuna izomorfiktir (Johnson 1990).

Teorem 3.1.6: Her grup bir temsile sahiptir ve her sonlu grup sonlu olarak temsil edilir
(Johnson 1990).

ispat: G herhangi bir grup ve X G, G nin gerenlerinin bir kiimesi (Omegin X =G
alinirsa gerenlerG nin kendisidir.) ve

0 . F(X)>G
Teorem 3.1.5 deki homomorfizm olsun. Bu durumda

G={(X|Ker8)
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olur. Eger G grubu sonlu ise bu durumda G, X in kendisidir (| X |=7) . Béylece
Ker® Nielsen-Schrier teoremiyle kardinalitesi ( —1)g +1 olan bir B kiimesiyle
gerilir.
(BY=Kerf > F(X),
oldugundan (B) = B ve buradan
G =(X|B)

sonlu bir temsildir.

Teorem 3.1.7: F,G H birergrupve v:F -G, a:F >H

i. Imv=G

ii. Kervc Kera

olacak sekilde homomorfizmler olsun. Bu durumda va'=a olacak sekilde a':G —> H

homomorfizmi vardir.

Teorem 3.1.8 (Von Dyck’s Teoremi): G=<X|R> ve H=<X|S> RcScF(X)
olacak sekilde iki temsil ise bu durumda Kerg=S/R olacak sekilde Vxe X icin

¢:G - H epimorfizmi vardir Tersine G=< X |R> nin her bolim grubu Rc S
olmak tizere < X |§ > geklinde bir temsile sahiptir.

Ispat: Teorem 3.1.7 ile v ve a dogal dénugiimlerini uygulayalim. v iizerine ve
Kerv=RcC S = Kera oldugundan @' mevcuttur. Bu durumda V xe X igin ¢=a'
olur (v ve @ dan dolay1). ¢, a =vg oldugundan dolay: iizerine ve
Kerg = (Kera)v=Sv=S/R

Seklindedir. Burada Rv=e, G deki gibidir.
Tersine H, G nin bir boliim grubu ve ¢ de

FX)>G—H
seklinde dogal doniigiimlerin bilegkesi olmak tizere

RcKerp ve H=<X|Kerp>
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olur,

Gerenleri ve bagmtilarin terimlerinde bir grubun temsili bir tek sekilde degildir.

Ornegin agikar grup
G=(ala=1)
veya
.G ={a,b|ab® =ba, ba=ad’b)
olarak temsil edilebilir.

3.2. Devirli Temsiller

3.2.1. Devirli Simetri ile Manifoldlar

Gruplarin temsilleri ve topoloji arasinda baglantilar vardir. Ustelik temsiller diigiim
teorisinde de ortaya gikmaktadir. Matematiksel olarak bir diigim R* de S’ gemberinin
bir gdmiilmesidir. Bu boliim, devirli simetriye sahip olan grubu belirlemek igin gerekli
olan kavramlardan olugacaktir.

Tanmim 3.2.1.1: X herhangi bir kilme ve 7= {U }, X in asapidaki ozellikleri saglayan
alt kiimesi olsun:

L3, Xer

ii. 7 daki kiimelerin keyfi sayidaki bilegimi 7 dadur. :

iil. 7 daki kiimelerin herhangi sonlu sayidaki arakesiti 7 dadir.

Bu 7 ailesine X (lizerinde bir topoloji denir. X ile birlikte 7 kiimesine (X,7)

topolojik uzayi ad1 verilir.
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Tanm 3.2.1.2: U, e v kamelerine (X, 7) topolojik uzayinin agik kiimeleri ad1 verilir.
Agik kiimelerin tiimleyenlerine ise kapali kiimeler denir.

Tanmm 3.2.1.3: X ve Y iki topolojik uzay, f de bunlar arasinda bir déniigiim olsun.
f: X —>Y donigimi sirekli 1-1 orten ve f™' ters doniigimii de sirekli ise f

doniigiimiine bir homeomorfizm denir.

Tanm 3.2.1.4: (X,7) topolojik uzayimn her x,y noktalannin (x # y) ayrik ve agik
U, ,U, e v komguluklan varsa (X,7) topolojik uzayna Hausdorff uzay denir.

Vx,yeX igin UNU,=9

Tanmm 3.2.1.5: Eger X topolojik uzayr aymt zamanda hem agik hem de kapah
YcX(Y=@, Y #X) kimesini ihtiva ederse X uzaymna baglantisiz topolojik uzay

denir.

Tamm 3.2.1.6: Eger X topolojik uzay1 bog olmayan ayrik ve agik kiimelerin birlegimi

olarak gosterilemezse X uzayina baglantili uzay denir.

Tamm 3.2.1.7: X hausdorff topolojik uzay olsun. Herhangi U < X acik kiimesinin
V < R" bolgesine
$:U->V

homeomorfizmine X de » boyutlu harita veya n boyutlu koordinat sistemi, U ya ise
@ haritasimin koordinat bolgesi denir ve (U, @) ile gosterilir.
Eger xeU ise

9(x)= (x‘,xz,xs, ...,x")e R
olur. Aslinda x* ler i=1273,.. . igin

3(x) ,.9(3:)2 ,aSl(x)3 yees 3(x)’
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seklindedir. x',x%,x%,...,x" reel sayilarina @ haritasinda x noktasimin koordinatlari
denir.

A indisler kiimesi oldugunda, X Hausdorff uzayinin » boyutlu &, haritalarimin U,

koordinat bdlgeleri bu uzay: érterse, yani
x=Ju,

a€A

ise bu durumda X uzayina n boyutlu manifold denir (Salimov ve Magden 1999).

Tamm 3.2.1.8: 5>1 olmak iizere baglantili manifoldlar; ydnlendirilebilir ve
yOnlendirilemeyen manifoldlar olmak tizere iki grup altinda toplamir. n=2 olmasi
halinde R? deki ydnlendirme sag el veya sol el yonlendirmeleri ile miimkiindiir R?
deki herhangi bir bolgedeki yonlendirme ise bu bdlgedeki bir kapali egri izerindeki
hareketli bir noktanmin ydniiniin segimine baghdir. Yani bu hareketli nokta baglangi¢
noktasindaki ydn g6z Oniine alindiktan sonra bu noktanin uzak bir mesafesine gidip
gelmesiyle yon degigmiyorsa bu kapali egri yonlendirmeyi koruyor denir. Eger yon
baglangictaki yone ters ise kapali efiri yonlendirmeyi korumaz denir. O halde baglantily
2 manifold ydnlendirmeyi koruyan bir kapali egriye sahibse yonlendirilebilir denir.
Yonlendirilebilen manifoldlara en giizel 6rnek S? kiiresidir.

Tammm 3.2.1.9: i=123,...,n~1 i¢in
Ker(a,,,)=Im(a,)

ise

Ay—2—o A4 24, 2> —S2 54 =y M
homomorfizm ve gruplarm yukandaki dizisine tam dizi denir (Bechtell 1971).

4, ve A, her ikisi de agikar ve n=4 oldugu zaman (1) dizisine gruplarin kisa tam dizisi
denir. Asikar grup E den ziyade 1 ile gosterildigi i¢in kisa tam dizisi
194, —2>4,—i54, o1

formunda yazilir. 4,, 4,, 4, gruplarinda tamhgin sartlan
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Kera, = Ima, =1
Kera, = Ima,
Kera, = Ima,
dir. Grup geniglemelerinin notasyonlan ile gruplarin kisa tam dizilerinin notasyonlart
aynidir ve
15 4—>G—>G -1
tam dizisi olarak bir genisleme diigliniilebilir (Rolfsen 1976).

Tanmm 3.2.1.10:
154 —25>4,—2>4,—>1

kisa tam dizisi i¢gin
PB=1,
olacak sekilde 7:A4;, > 4, monomorfizmi varsa, 4, grubuyla 4, grubunun 4,

genislemesine, split genigleme denir (Bechtell 1971).

Tamm 3.2,1.11 (Serbest grup): G ve F ikigrup X ¢ F ve 6: X — G bir donigim
olsun. Eger

0. F->G
homomorfizmi @ mn bir genislemesi ise / grubu X izerinde serbesttir denir. Yani

Vxe X i¢in

0'(x)=6(x)

ozelligi vardir, Ya da

Sekil 3.2.1.1.8erbest grup
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olur. Burada 1 ile igerme doniigiimii gosterilmistir. Eger F° bir grup X ¢ F ise
1. X—>F

donigiimiine igerme doniisiimii denir.

Tanm 3.2.1.12: F,, x,,%,,X,,...,%, , gerenli serbest grup ve indisler » modiiliine gore
alndiginda 6:F, - F, donisimi 6(x)=x, (i=0,12,..,n-2 O(x,_)=x,) ile
tammlanan otomorfizm olsun. F, de herhangi indirgenmig w kelimesi i¢in R,
{w.0(w),0°(w),...0"" ()}
kiimesinin F, normal kapamst oldugunda
G,(w)=F,/R
boliim grubu uygun », w igin
G=G,(w)

ise G grubuna devirli simetriye sahiptir denir,

6, G,(w) uzerinde
Z,=(0:6"=1)
devirli grubunun hareketini belirleyen G,(w) devirli temsilinin bir otomorfizmini
igerir. Z, ile G,(w) devirli grubunun split genisleme grubu H, (v) ile gosterilir.
H,(v) split genisleme grubu
v(6,x)= w(x, 07'x0, B‘Zxﬂz,‘..,e_("“)xe”")

oldugunda
H,(v)=(0,x: 6" =1, v(6,x)=1)

seklindeki formda iki gerenli iki bagintih bir temsile sahiptir. Genelde G,(w)=1
olmast igin gerek ve yeter sart H,(v) n. mertebeden devirli ve G,(w) devirli

temsilinin sonlu olmas: igin gerek ve yeter sart H,(v) split genigleme grubunun sonlu
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olmasidir. Efer w=x,x,x;' ise bu durumda G,(w) devirli temsillenen grubuna
Fibonaccei grubu denir (Johnson 1980). Egger a23 ve w=ux] x,x,x; ise bu durumda
M(a,a,a):=G;(w) Mennicke grubu sonludur (Mennicke 1959). Boylece sonlu
grubun devirli olarak indirgenmis w kelimesiyle bir ¢ok sonsuz devirli temsili vardur.
4,(w), G,(w) devirli temsilinin bdliim grubu olmak tizere 4,(w)=G,(w)” olsun.
Bu durumda G =G, (w) devirli temsillenen grubuyla eslenen polinom a,, w da x, lerin

Ustlerinin toplami olmak {izere

7()=3ar

i=0

olarak tammlanir. Z[¢], Z(t,t") n. mertebeden devirli grubun integral grup halkas:
olmak {izere Z tam sayilar iizerinde polinom halkasini gosterir. Oyle ki ,

Z(t| "y = Z)/(e" 1)
olur (Johnson 1975). Ayrica,

| 4, (w)| =g]_:llf(€)

oldugu Dunwoody (1995) tarafindan gosterilmistir. 4,(w) nin asikar olmasi igin gerek
ve yeter sart £ (f) nin Z[¢]/(¢" ~1) halkasinda bir birim olmasidir. Ornegin 1-¢—1
polinomu 7 =+1(mod6) ise Z[]/(¢"~1) halkasinda bir birimdir. n=2,3,4 veya 6 ise
bu halkadaki tek birimler F#' formundaki elemanlar: jhtiva eden yan kiimelerdir. Eger
w, x' veya x™' nin bir konjugati (conjugate)ise bu durumda G,(w) asikardur.

n=11(mod6) ise

G,(w)={a,b| a® =b* =(ab)")
ve
G, (w)=SL(2,5)
olur (Kaufinan 1987).
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I

n=2 veya 3 ve w=ux;'x;"x,x} olarak alindiginda devirli olarak temsillenen G, (w)

grubu agikardir. Gergektende n=2 ve w=x;'x;" x,x? i¢in,

O(xy)=x, O(x)=x,

olur. Buna gore

G, (W) ={ X, x| x(;lxl_lxoxlz, xf'xé'wﬁ )

yazilir,
X xxt = e = xx? = x,x, (1)
X%t xxl = e = xy = xx3 %] V)
olur. (2) esitligi (1) esitliginde kullanilirsa,
xx2x7'x? = x x x2x;

2.-1.2 _ 2 -1
XgX, X; =X, Xo X

xox] = xx2x
222
Xg = XXX,
2 - -1
Xo = XoX) ‘= Xp = X 3)

olur. (3) esitligi (1) de kullamliwsa x;'x? =x,x;' ve buradan x, =e bulunur.

Dolayisiyla G, (w) grubunun asikar oldugu goriiliir.

Tanim 3.2.1.13: indisler n modiiliine gére alindiginda
( Xgs Xys Xgpuees Xy XiXpyy = Xi1)

devirli simetri ile tanimlanan gruplara Sieradski gruplari denir ve S, ile gosterilir.



Boylece
Sy = XosXpsXgperes Xy 2 XXy = X,0)

olur (Sieradski 1986).

Teorem 3.2.1.14: S, ile temsillenen Sieradski grubunun sonsuz olmasi igin gerek ve
yeter sart n = 6 olmasidir. Bunun da Stesinde #2> 7 oldugunda S, Sieradski grubu ranki
2 olan serbest gruba sahiptir (Cavicchioli et al. 1998).

Tanmm 3.2.1.15: Herhangi iki pozitif r ve n2>2 tamsayisi igin indisler » modiiliine
goére alindiginda

S("a n) = (Xgs X1 Xgsees Xt XiXppgerKinar = XpptooKir2-y )

ile tammlanan gruplara abstract grup denir. » =2 igin bu gruplar Sieradski grubunu
temsil eder (Cavicchioli et al. 1998).

Teorem 3.2.1.16: r 22 i¢in
S("a”)=< X0sX1sXypers Xy & XiXpypeKisgpa = XpproeKisary )
ile devirli olarak temsil edilen grubun sonsuz olmasi i¢in gerek ve yeter sart

nx(4r-2)/(2r-3) olmasidir (Cavicchioli et al. 1998).

Ornek 3.2.1.17:
S, = XgsXysXgseen Xpy b XXpp =Xy, i=0(modn) )
olup bu devirli temsile kargilik gelen w kelimesi w = x,x,x;" seklindedir. Buna gore bu
temsile karsilik gelen polinom
f()=1-t+1
olur. Boylece S, Sieradski grubu igin H, (v) split genigleme grubu
v(8,%)= w(x, 0'x6, 0‘2x02)
oldugunda



33

H,(v)=( 0, x: 0"=1, v(0,x)=1)

veya

H,(v)=( 6, x: 6" =1, x67x6*(¢"'x0) =1 )
=( 0, x: 0"=1, x07x0°0"'x'0=1)

=( 0, x:0"=1, x02x0x7'9=1)
olur. x=064" alinirsa

H,(v)=( 6, A: 0"=1, 0A™'070a7'9(04™") 6=1)
=(0, 1:0"=1, 017'97'A'0167'6=1)
=(8,A: 0"=1, 6A7'9'A'A=1)

=(0, A:0"=1, 0A0=401)
olur. 4, 6 ile eslenik oldugu igin " =1 esitliginin yerine A" =1 esitlii de yazilabilir.
Boylece

H,(v)=( 0, 1: A"=1, 0A0=204)

elde edilir.

Tanim 3.2.1.18: Gerenlerin alt indisleri » modilliine indirgendiginde
(XX Xgpuann Xy 0 XXpXeX, S X045 XpX3XyeenX, X0y =Xy g 0eeey Xy Xy XgXgee X,y =X, )

seklinde tanimlanan gruba F (r,n) Fibonacci grubu denir (Thomas 1990).

Ornek 3.2.1.19: F(2,2n)=( %, Xy Xy © XX, Xip =1, i=0(modn) )
Sonlu temsillenen Fibonacci grubu i¢in tamimlanan w kelimesi,
W= XX, X'

ve karsilik gelen polinom,
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f(O)=1+1-1
olur. i=0,1,2,...,n—1 igin y, =x,,,, olsun. Fibonacci bagintisindan

-1 —
Xy XX =1

veya
-1
Xy = Xgi1%2un
olur. Boylece
Yi=Xya 1€ X, =Yary = Via
2
olup

-l
Xy =Via

elde edilir ve ¢ift indisli gerenler ¢ikarilir. $imdi
Xpy XXty = 1 Xon2 = Vi Vin

Fibonacci bagmtilari,

- - -1
yi—llyi Vi (y, 'y,.ﬂ) =1
St

2 e 42

| Y Yad =1
olur. Boylece F(2,2n) igin ayn1 zamanda

F(2,20 )= Yo, Vs Vares Vot YirViViadi =1)

devirli temsili elde edilir. Yeni temsilin tanimlanan kelimesi

w=y'vivi'y

ve kargilik gelen Alexander polinomu
ft)=-143t~12
olur. Buna gire F(2,2n) Fibonacci grubu igin split genisleme grubu

H,(v)=(0, y : 8"=1, v(6,y)=1)
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olur. Burada
v(0, y)=w(y, 67'y8, 67y8" )

=y'(67y0) (67y6) 678
— v} e—l yea——l y99—2 ywl 02 0—1 y
- —19~1y20—1y~16y0

olur. y=64 alinirsa
H,("=(06, 2:0"=1, (61)" " (94) 0" (62) " 0(62)0=1 )
=( 0, A:0"=1, 1079701040710 7'0020 =1 )

=(0, A:60"=1, 1702640717040 =1 )

=(6, 4:0"=1, [4, ]A=6"[4, 6] )

olur. Burada [4,0]=417'0"40dir. 67" ile A konjugate oldugu i¢in A" =1 elde edilir.

Boylece

H,(v)=(6,A:60"=2"=], [2.,0]2, =" [/1,6] >
olur.
3.2.2. Grup Temsilleri

Bir temsil, G grubundan tersinir matrislerin grubuna bir homomorfizmdir.

G bir grup F de R veya C olsun. GL(n,F) elemanlart ¥ de olan mxn tipinde

tersinir matrislerin grubunu gosterir.
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Tamm 3.2.2.1: Uygun » igin G den GL(n, F)’ye bir p homomorfizmine F iizerinde

G grubunun bir temsili denir. p’nun derecesi #» tamsayisidir. Boylece

p:G —> GL(n, F) bir fonksiyondur. Bu durumda p ’nun bir temsil olmasi igin gerek ve
yeter sart g,/# € G. oldugunda

p(gh) = p(g)p(h)

olmasidir (James ve Liebeck 1993).

Omegiin G Dihedral grup oldugunda bu grup igin temsil

D, =<a,bla*=b*=1,b"'ab=a"" >

seklindedir. 4 ve B matrisleri

ile tanimlansin

-1 0 -
B'= pa=|? 7 pas=| ® s
01 -1 0 0
olur. Buda p :G — GL(n, F) fonksiyonunun F iizerinde Dihedral grubun bir
temsilidir.

3.2.3. Devirli Simetri ile Heegaard Diyagrami

Asagidaki 6zellikleri saglayan 7 grafiklerini gdz Oniine alalim.
i. 7 bir diizlemsel grafiktir.
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ii. 7, d kenara sahiptir.

ili. z da her kenar 2 kdseye sahiptir. Bununla beraber aym koseye sahip birden fazla
kenar olabilir.

iv. 7, 2n koseye sahiptir.

v. 7, = nun hem kenarlarinda hem de kdselerinde n. mertebeden diizgiin permiitasyon
olarak hareket eden bir @ otomorfizmine sahiptir.

vi. @ nin ayn1 orbitinde iki farkli kbgeye birlesen bir kenar vardir.

vii. @ nn iki farkli orbitinde iki farkh kdgeye birlesen bir kenar vardir.

(a,b,c), ab+#0 olacak sekilde negatif olmayan tamsayilarin bir tgliisii olsun.7 gekil
3.2.3.1 de gosterilen grafik olsun.

un a un-ﬂ
b
(4 c
v a v

n+l

Sekil 3.2.3.1. Heegaard diyagramu

Bu grafik 0(u,)=u,, ve 6(v,)=v,, olacak sekilde & otomorfizmi ile bir sonsuz
grafiktir. Siuflandirma bir ¢ift kdgeye birlesen kenarlarin sayisim gosterir. Boylece u,
ve u, ye birlesen a kenatlan vardwr. ¢, =1,(a,b,c) @"nin her bir orbitindeki biittin
kenar ve koseleri 6zdesleyerek ;(a,b,c) den elde edilen grafigi gosterir. Boylece 7,
2 n koéseye sahiptir.
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3.3. Dunwoody Manifoldlar

a,b,c,n, n>0, a,b,c20 ve a+b+c>0 olacak sekilde tamsayilar ve
v =7(a,b,c,n) gekil 3.3.1. de gizilen grafik olsun. 7 her biri d =2a+b+c gerenine
sahip olan » tane ist,

C,,C;, CyeesC,

ve n tane alt,

G, G, G, C,
devirlerini ihtiva eder. Her bir i=1,2,3,...,n igin C, deviri C,,, devirine ve C, deviri
C,., devirine, a paralel yaylariyla, C, deviri C, devirine, ¢ paralel yaylan ve C,
deviri C,,, devirine, b paralel yaylariyla baglanir.(n+1=1 oldugu kabul edilir) Burada

€ ={C1,C3,Cyps G} ve o C={C,C,ClrnC)

olarak yazilir. C' niin bir devirine ait olan 7 nun yaylarinin kiimesi 4 ile C* niin bir
devirine ait olan 7 nun yaylarinin kiimesi 4" ve grafigin difer yaylarmin kiimesi 4 ile
gosterilsin. r,s iki yeni tamsay1 olsun. C' devirine saat yonii ve C" devirlerine saat
yOniinlin ters yoniinde bir yonlendirme verilsin. 1 den d ye kadar bu devirlerin
gerenleri belirtilsin. Bu ydnlendirmeye uygun olarak her bir C, niin 1 gereni C, devirini
C,,, devirine baglayan 4 nin ilk yaymin ug noktast ve her bir C; niin 1-7 (mod d)

gereni C; devirini C;,, devirine baglayan 4 nmn ilk yaymnn ug noktasidir.

Tamm 3.3.1: Eger (a,b,c,n,r,s) 6-lst kabul edilebilirse, tamsayilarin 6-lis1 ile

tammlanan grafik, belirlenen manifoldun esas grubunun temsili devirli olacak sekilde
bir Heegaard diyagramui tamimlar. Bu gekilde temsil edilen manifolda Dunwoody

manifoldu denir (Grasselli ve Mulazzani 2001).
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Sekil 3.3. 1. (a,b,c,n,r,s) 6-hs1 ile tanumlanan grafik

Tanim 3.3.2: (a,b,c,n,r,s) 6-hs1 3-lit manifoldun Heegaard diyagramina kargilik
geliyorsa buna M 6zelligine sahiptir denir.

M bzelligine sahip olan (a,b,c,n,r,s) 6-lisin1 belirlemek i¢in asagidaki algoritma

kullanilir. d =2a+b+c ve

X={-1,-2,-3,...,-d,1,2,3,...,d }

olsun. a, S
a=(1, d)(2, d-1),...(a, d-a-1)(a+l, —a-c-1)(a+2, —-a-c-2),...,(a+b, ~a—c~1t

(@+b+l,—a-1)a+b+2,-a-2)a+b+c,—a-c)(-1,-d)

ve
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5(j)= ~(j+r)y , j>0 ve j+r<d veya j<0 ve j+r<0
/ ~(J+r-d), j+rz20 ise |

yukaridaki sekilde tammlanan X in permiitasyonlar: olsun. Buna gore 2-li devirler
seklinde olan @ nin devirleri Heegaard diyagraminda dogru pargasimin ug¢ noktalarina
kargihk gelir. B mn her bir deviri ise S yilzeyini olusturmada tayin edilen ug
noktalarin bir ¢iftine kargilik gelir. Genelde (a,b,c,n,r,s) 6-lisi M Ozelligine sahipse
bu durumda aff, d uzunlugunda iki ayrik devirin ¢arpumdir. @f nn bir deviri g ile
belirlenen yonlendirilen basit kapali egride dogru pargalarmin baslangig noktalarini

temsil eder. Iki devir farkli ySnlendirmeler ile ayn1 egriyi temsil eder. Tersine a,b,c,r
degerleri verilsin yukaridaki sekilde tammlanan @ ve £ permiitasyonlar: yazilabilir ve
boylece oaf ¢arpimi hesaplanabilir. Eger af g¢arpm hesaplandiktan sonra
d =2a+b+ ¢ uzunlugunda iki ayrik devirin garpimi olarak elde edilirse bu durumda
M ozelligine sahip olan (a,b,c,n,r,s) 6-list igin s ve n ile saglanan basit lineer
sartlari belirlemek miimkiindiir. Burada r’ye rotasyon faktorii ve s’ye shift faktorii

denir.

Devirli temsile karsilik gelen w kelimesini hesaplamak igin @f’nin ilk deviri ve s’nin
degeri kullamlabilir. af’nin ilk devirindeki girigler diyagramin her dogru pargasindan
bir geren ihtiva eder ve bu gerenler baglangi¢ noktasi olarak gosterilir. p diyagramda

yukaridan agagiya dogru isaret eden oklar i¢in “+* agagidan yukariya dofiru isaret eden
oklar igin “~* alinarak ve ¢ soldan safa dogru isaret eden oklar igin “+* sagdan sola

dogru isaret eden oklar i¢in “-~*“ alinarak elde edilen oklarin sayisini gostersin. Bu

durumda ps+q =0 olacak sekilde bir s tamsayisi vardir. Boylece af 'mn ilk deviri ve
elde edilen s nin degeri kullanilarak ps+¢’dan w kelimesinin alt indisleri belirlenir.
w kelimesinin Ust indisleri ise ¢f ’mn ilk devirindeki isaretler sirasiyla alnarak elde

edilir.
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Teorem 3.3.1: d =2a+b+c pozitif tek tamsayt olsun. (a,b,c,n,r,s) 6-hsinin M

ozelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart

i. aff, d = 2a+ b+ c uzunlugunda iki ayrik devire sahip ve
ii. ps+q=0 (mod n)
olmasidir (Dunwoody 1995).

Ornek 3.3.1.1: a=1b=1, c=2olsun. Buna gore d =2a+b+c esitliginden d =5
olur.
X={1 -2 -3, -4, -5 1 2,3, 4, 5}

icin

a =(1,5)(2,-4)(3,-2)(4,-3)(-5,-1)
ve r =3 igin

B =(1,-4)(2.-5)(3,-1)(4,-2)(5.~3)
olur Bu durumda

off =(1,-3,-2,-1,2)(3,4,5,-4,-5)

seklindedir.

Sekil 3.3. 2. (1,1,2,n,3,3) 6-lisi ile tamimlanan grafik
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Burada soldan saga dogru isaret eden oklarin sayist 3 oldugu igin ¢g=3 ve yukaridan
asaf1 dogru isaret eden oklarin sayisi 1, asagidan yukariya dogru isaret eden oklarin
sayisi 2 oldugu i¢in p=-2+1=~1 olur. Bdylece ps+q =0esitliginden ~s+3=0
olup s=3 bulunur. Sirasiyla @f mnn ilk devirindeki terimler almir ve ps+gq
kullanilirsa

0@)+1=x"

~13)+1=x7

(-2)3)+1=x";
=2)B3)+2=x_,

-D@)+3=1x,
bulunur ve ikinci terimden baglayarak af nin ilk devirindeki terimlerin isareti sirasiyla

iist indis olarak yazilir. Boylece
S B s | -1 ~1 -]
W=X X,X X X, Vveya W=Xxg X; Xg X Xs

olur. Buna gore

s _gs_A=th(A-0)
SO ==1+t- 41—t =fi-r)

olup buda K, , tor diigtimiiniin Alexander polinomudur.

$imdi G, (w) igin farkl bir temsil bulalim. G,(w) da
XoX3Xg = X, X5 X, XX = XX
olur ve bu sekilde devam edilirse
Z = XyX3XgXy = X, X5 X,
0(2) = x;x,%,%,
6*(2) = X XsXgXy)

6’ (2) = x3x6X5%),
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olur. Buradan zx,, = x,z ve genelde x,z= zx,,, dir. Boylece z" merkez ve (n,12)=1

ise G,(w), x, ve z ile gerili #=12k+1 oldufunu kabul edelim. u=x,z"* ve

v =x,z* olsun. Bu durumda

3k k
u® = x,2% x,z%* x, 2% x,2°

3 3k 3k
=x,2 %0z %027 2% %35,

3k 3k 6k
=XyZ7 XgZ XoZ Xagr

3k _6k
2 Xy Xaek

= %32 x,2
= Xy 2 x02" Xy Xses
= %02 2% Xi0g X X264
= %62 Xigar X g X361

12k
=Z7 Xiur X086 X724 ¥ 36k

olur. Fakat n =13 igin 36k =-3 (mod n) oldugu igin

u4 = lekX_,zx_gx_G X, = lek-H =z"

olur. Benzer sekilde v* = z” oldugu gosterilir. Buna gére,

v = xz % x,2 5oz
= xg 2% x, 2% 2% x,
= xo2*" x02% %45,
= x,2** 2% x g, X 401

ik
=2 X245 X6k X ask

= lehz
- zlzm = Z"
bulunur. Asiinda G, (w)
Gpn (W) =( x, 2| (xz“ ) = ( xz* )3 = 771y
k

12k+1 )

olur. Béylece bu grup sonsuz miikemmel gruptur.

Ornek 33.1.2: n2l, k21 igin (1, 0, 2k-1, 2, 2, n) 6-hst M ozelligine

sahiptir.Temel grup



xo,x,,xz,. s Xy
gerenleri ve
xi+1xi+3 b xi+2k+3xi+2k—l = xixi+2 A xi+2k—2xi+2k: i= O(mOd n)

bagintilan ile bir temsile sahiptir. Bu devirli temsile eslenen polinom,

3 -ye

70
K (2k +1,2) Alexander polinomudur. Buna gore & =1 igin (1,0,1,2,2,#) olup
a=1,b=0,c=1igin d =2a+b+c esitliginden d =3 olur. Yani M 6zelligine
sahip olan 6-l1 (3, 1, 0, 1,2, 2) seklindedir.

a =(1,3)(2,-2)(-1,-3)
ve j=123; r=2 igin

B=(1-3)(2,-1)(3,-2)
ve buradan

af =(1,-2,-1)(2,3,-3)

olur.

Sekil 3.3. 3. (1,0,1,7,2,2) 6-hs1 ile tanimlanan grafik
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p=—1, q=2, ps+g=0=>-5+2=0=>5=2

20+1=x;"
2-D+1=x
2(-1)+2=x,

olup, w=x;"x7x, veya w=x;'x;'x, olur. Buna gre

-1 -
G;(w)=G, (xz xo'x|)=( XosXis Xy | Xy = XXy, Xy = XoXy, Xo = XX, )

=( X,% | X =xx%, X,=XX,X )

= F(3,2)

olur. Bu grup

Sy = X0 X3 Xg5e0es Xy | X,Xp43 =X, i=0(modn) )
Sieradski grubuna karsilik gelir. w=x;'x;'x, kelimesine kargilik gelen split genigleme
grubu
-1 -2_n2 -2k )2k -2_n2 ~Hf -1
v(0,%)=w(x, 67'x8, 07x8%,..., 020" )= (97x6%)(x)" (67'x8)

=0x"'9’x'07'x0
olup,
H, (v) =(x, 0|8 =], 0x'9*x7'97'x0 )

ve x=0 A" alinirsa

H,(vV)=( 6,46 =1, g2(6a") 6*(6a') 07 (027")0 =1 )
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=(0,1]60"=1, 67°467'0°A67'07'047'9 =1 )
=(6,4| 6 =1, 67240467179 =1)

=( 0, 1|6 =1, 164074 =6)

=(6,4] 0"=1, A01=610 )

|

yeni temsili elde edilir. ikinci bagint1 soldan 16 ile garpilirsa
(16)’ 1=(16)6(40)
olur. Burada her iki yan sagdan @ ile garpilirsa
(46) 20 =[(16)0(26)]0
(46) =[(29)6]

bulunur. Ag=y ve (10)0 =z denirse @ ve A, y cinsinden ifade edilebilir. Aslinda
A=y0" yazilusa A= yz"'y elde edilir. Boylece H,(v) split genisleme grubu igin
H,(V)=(» z|(y'z) =1, y¥=2)

sonlu temsili elde edilir.

F(r,n)=G,(w)=G, (x,,xz,x,,..., x,x})
olup
F(2.3)=G;(xx,%,")

olur.
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(3,1,0,1,1,—2) M ozelligine sahip 6-his1 igin karsilik gelen w kelimesi w = x'x,x,

seklindedir. Buna gore

GS (W)=G3 (xl_lx2x0)=< x09x]’x2 I w, H(W), 02 (W) )
=( X0, X, %, | X =X,%, X, =XX, X, =XX, >=F(2’3)

={ x%,%, | % =xx%%, X=x%% )=F(3,2)

yazlir. x, = x,x,x, esitligi sagdan x, ile carpilirsa
w2 2 __ .2
X %X %, =Xy =X =Xy
LR
*

elde edilir.

X\Xp%) = Xy = XX, = XXy l
ve

Xy = X)Xy XXy Xy X0 X
= XX XXX,
yazilir. Bu esitligin her iki yam sagdan x” ile carpilirsa

1=xx%% 5%
[ .}
3
= X%,
elde edilir. x? = x] esitligi kullanilirsa
xt =1 ve X =x

olur. Buna gore

GS(w)=G3(xl_lx2x0)=F(3’2)=< x17le x:—':l: x12 =x;7 x1x2=x2x13 )
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yazilir. Bu da 8. mertebeden Quaternion gruptur. r =, S=x%’, 1=X%%, =X

alinirsa;
X
>_
X,
X, X
L At
x,/ B ]
X, Xy

A —& C

xl

Sekil 3.3.4. Quaternion grup i¢in van Kampen diyagrami

A noktasindan saat yoniinde bir okuma yapilirsa s = x;x;” elde edilir. Ayrica B yi ihtiva
eden iist tabanda saat yoniinde bir okuma yapilirsa yine s=x;x;>, B yi ihtiva eden alt
yiizeyde A dan saat yoniinde bir okuma yapilirsa 7 =x; 'x,x,x,, C den saat yoniinde bir
okuma yapilirsa = x;'x,x,x, ve diyagramin kendi simirlarinda A dan saat yoniinde bir

okuma yapilirsa 7 = x; elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

d=2a+b+c nin tek sayr, d<10 ve 0<r <d olmasi halinde M o6zelliginin ilk
sartinin saglanmasi igin gerekli olan @ ve B permiitasyonlarim belirlemede kullanilan
(a,b,c,r) 4-lileri Dunwoody(1995) tarafindan bulunmustur. p=11 olmast

durumunda 6zel bir durumun s6z konusu oldugu gosterilmigtir (Song ve Kim 2000).
Eger s=-pq yazilirsa bu durumda (a,b,c,r,s,n) 6-lis1 her n>0 degeri igin M
ozelligine sahip olur ve (a,b,c,r,s,n) 6-list her n>0 degeri igin M ozelligine sahip
ise bu 6-li kapali ySnlendirilebilen 3-manifoldun Heegaard diyagramim temsil eder
(Cavicchioli et al. 2001). (a,b,c,r,s) S-lileri bunlara karsiik gelen w kelimesi ve

f(@®) polinomu g¢izelge 4.1. de verilmistir. Her durumda f(#)’nin bir diigiimiin
Alexander polinomu oldugu goriilebilir. Ciinkil ¢’nin uygun bir kuvvetiyle garptiktan
sonra f(f) 2m dereceye sahip ve efer f(f) = 2‘2:; a;t' ise bu durumda f(l) =1 ve
Ay =a;, 1=0,1,2,...,m-1 olur. Bu 6zelliklere sahip olan herhangi bir polinom, bir
diigiimiin Alexander polinomudur (Burde ve Zieschang 1985).

Cizelge 4.1. (a,b,c,r,s) 5-lisine karsihik gelen w kelimesi ve f(#) polinomu

(a,b,c,r,5) w f@®
(1,0,1,1,-2) X%, x, 1-t+12
(1,0,1,2,2) x;'x3'x, -1+t-1
(1,0,3,2,2) x; x5 x5 %, ~1+t~*+£ -1
(1,0,3,3,-2) 173 x,0,x, 1-t+2 =3 +1°
(1,1,2,3,3) x x5 % e x, “14+t- 40 15
(2,0,1,1,0) x7 %%, 1-3t+17
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Cizelge 4.1. (devam)
(a,b,¢c,r,5) w f@)
(2,0,1,2,4) | xx,x5'x,%, 1-t+82 -2 +¢*
(2,0,1,3,4) X3 x5 x5 x, “1+t-*+£ -1
(2,0,1,4,0) x;'x2x5tx, ~1+3t-£
(1,0,5,2,2) x;txg xg g x e x ~1+t=2+2 =1+ ¢

(1,0,5,5,-2)

=-1_-1_-1
X[ X3 X5 XgX4X5Xo

4_ 5 46

1—t+2 -2+t =2 +¢

(1,1,4,2,-3)

111
X Xy Xq XgXgX3X,

7 8

1=+ =1+ =17 +t

(1,2,3,4,4) X x3t %t xg X, xex,, N A A Ak o At
(2,0,3,3,0) x32x, %72 x} -2+31-2

(2,0,3,4,0) x72xix; %) 2-3t+27

(2,1,2,4,5) x3'x7 x xy % x, x, T R S e
(3,0,1,1,-2) X7 s x x0T X, 2-3t+2°

(3:0,1,2,-2) | xx, 0%, x,x; %, 2-3t+2r°

(3,0,1,3,-60) | xMxxy'x, x5 xx, I=t+2 =P+ =0 +1°
(3,0,1,4,6) x5 g s e x] x 1+t~ 4+ -t +8° ~1°
(3,0,1,5,2) x5 x, %70, x5 x5 x, 243t =21

(3,0,1,6,2) x5t x5 x5, x5 %, —2+3r-2¢

(1,0,7,2,2) A R N A X R A CT e T e Ak Y N
(1,0,7,7,-2) | x7'x5'x5"x agxx 2 %0 | 1=t 482 =L +1* —° 445 =17 +1°
(1,1,6,3,3) P AR I [ B BN AR AR AR ab Y S
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Cizelge 4.1. (devam)
(a,b,c,r,s) w Q)
(1,3,4,2,-3) | x7x7 x5 x5 o g%, %5 %%, 1=t48 =12+ =18 +07 = +1°

(1,3,4,5,5) Xpxaxdx e x g | —lat=5 407 —£0 418 - 4 1° —®
(2,1,4,3,3) X505 x5 x5 x5 X x, “l+t=L 4+ = 415 =1+ =1
(21,4,5,-5) | x7'xg x,xx5 x5 0 X%, 1=t4+8 =+ =15 +1" —17 +1°
(2.2,3,4,-2) | x5 xx0,x x5 x5 x,x, 1-21+02 =20 +¢

(2,2,3,5,6) PSRt s S A B B B AW AR AR A Y S
(3,0,3,2,-2) | x3'xux, 0% 2,7 x5 X, 1-2t+362 =26% +¢*

(3,0,3,4,-2) | x3'x5,3,%; x,x5 x5 x5, —1+2t -3 +20 -1

(3,0,3,5,2) x5, 0, % X, 1-20+362 =20 +1*

(3,0,3,7,2) x5t 505 0 x 7 e g x, 1—t+82 -2+t - +1° =17 +4°
(3.1,2,5,7) X3 0, x5 X7 x x, x “l+t=L 4+t = 415 =1 +0° 1"
(3,L2,7,-1) | x;"%,%,x,x5 x,x,7x, 142t~ +20 -¢*

(4,0,1,1,0) X7, %7 X XX x 2-5t+21

(4,0,1,2,0) X7, x e x x, xx 2-5t+ 21

(4,0,1,4,~8)

N I W
X[ X,X5 X, X5 XX XgXg

1—t+2-2-t - +5-1" +¢8

(4,0,1,5,8) x5 x5 x5 e x e xg x, 14+t~ 1+ 141" —1*
(4,0,1,7,0) xy R e x; X x5 x, -2+5¢-217
(4,0,1,8,0) x; x g i xg w0 x, 245t =21




Yukaridaki g¢izelgeden gdyle bir sonug gikarabiliriz. d tek sayr ve b=0 olmasi
durumunda her n>0 degeri igin eger (a,b,c,r,s,n) 6-isi M Ozelligini saghyorsa
(a,b,c,d —r,s,n) 6-lis1 da aym: sekilde M Ozelligini saglar. Ayrica eger bu 6-Ii r *nin
m tane farkli degeri igin M Ozelligini sagliyorsa, d ~r nin de m tane farkh degeri

igin M Ozelligini saglanir. Buna gore,

d=3igin =1 r,=2
1
d=5igin n=1 | r,=4 r= r,=3
\/
d=17 igin n=1 r,=6 r=2 r=5
NN/
1 2
rs=3 re=4
\2/
d=9igin r=1 r,=8 ry=2 r,=7
NN/
1 2
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Teorem 4.1 : @ bir tamsayisi olmak lizere p ve g, p=1+agq olacak gekilde

aralarinda asal iki pozitif tamsay1 olsun. Bu durumda G(n, p,q),

G(n, P, @) = XgsXy5 X000 Xt * Xpa(g-nagXit(g-tyag-g+¥irg¥i = Xis(g-tiag-1+--%is1» 1 =0(mod n) >

K(p,q) tor diigiimii lizerinde dallanan S* kiiresinin n-fold devirli 6rtii uzayina kargilik
gelir.

p=3 ve g=2 igin @ =1 oldugunda G(n, p,q) grubu
S = XosX15Xz5000s Xy XX, = Xy, i =0(modn) ) '

Sieradski grubuna karsilik gelir.

G(n, p,q) grubuna karsilik gelen polinom,
fP-q (t) =1-t+17 -...-—t(q'll)"q" +t(q°1)¢q

seklindedir. Diger taraftan p>¢g 22 igin K(p,q) tor diigiimiiniin Alexander polinomu,

(1-")(1-¢) -p- -
A, ()=t =l 1 — PP PP
pa®) A-t")1-1%)

olur (Kaufman 1987, Rolfsen 1976).

Teorem 4.2: G(n, p,q), p =1(modq) olacak sekilde K(p,q) tor diigimil iizerinde
dallanan 3-lii kiirenin devirli 6rtii uzayi ile ¢akigan devirli temsil olsun. Bu durumda
G(n, p,q) ile eslenen f, (t) polinomu K(p,q) tor diglimiinin A, () Alexander
polinomuna esittir. Bu durumda A, (f) nin Z[]/(t" 1) halkasinda birim olmasi igin
gerek ve yeter sart (n, p) = (n,q) =1 olmasidir (Cavicchioli et al. 1999).

Teorem 4.3: ¢ tek ve d,r aralarinda asal oldugunda (a,b,c,n,r,s) = (1,0,c,n,r,s) 6-
lis1 M 6zelligine sahiptir ve bu durumda elde edilen polinom d =c¢ +2 i¢in K(d,r)
tor diigiimiine karsilik gelir.
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Cizelge 4.2. d tek ve d £19 igin kargilik gelen w kelimesi ve f(¢) polinomu

d,a,b,c,r,s) w K(d,r)
(5,1,0,3,2,2) X' x5 x5 %%, K(2,5) $(3,5)
(7,1,0,5,2,2) x5 x3 x g e x K27 S(4,7)
9,1,0,7,2,2) gt oy g xg e X x, K(2,9) $(5,9)
(11,1,0,9,2,2) XXy g x3 oy Xy e XX %, K211 | Se.11
(13,1,0,11,2,2) XXy oes X X Xa XX XX, K(@2,13) | S8(7,13)
(15,1,0,13,2,2) X3 X oo e Xg X Xy X s X0 Xo X 1 X1 K(2,15) | S@8.15)
(17,1,0,15,2,2) XigXig oo Xg KXo X XXX, X %5 | K(217) [ S(9,17)
(19,1,0,17,2,2) XigXyg «es Xg X XXX XXy Xy s X,s%,, | K(2:19) | 5(10,19)
Farkli 6-hilar aym1 diigiime tekabiil edebilir. Ornegin,
5,1,0,3,2,2) x;'x;t o x, x,
K(2,5)
(53 2: 05193’ 4) x;lxlx(;lx;‘x:i
(5’1, 093,39—2) x,'lx;'x4x2xo
K(5,2)
(5925 0: 17 2: "4) xl"xzx;'x4xo
(7,1,0,5,2,2) x5 xg g x  x, x,
K(2,7)
(7,3,0,1,4,6) xg x5 X, x
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(7,1,0,5,5,~2) X X x X, x,%,
K(1,2)
(7,3,0,1,4,6) X7 ,x5 X, x5 X%,
9,1,0,7,2,2) X3t s X x, '
K(2,9)

9,4,0,1,5,8) x3'xg e xs X sx
9,1,0,7,7,-2) x7t 7 x  ax X, X, %,

K(9,2)
9,4,0,1,4,-8) X7, x5 X X7 XX
olur.

Indisler » modiiliine gore alindiginda,
Sran) ={ X;,X5,X350009%, 2 XXjy0000 X022 = XpsgoeXinapos )
devirli temsiliyle tanimlanan gruplari g6z 6niine alahm. r =2 igin S(r,n) devirli

temsiliyle tanimlanan grup Sieradski grubuna karsilik gelir.

Teorem 4.4: d >3 ve d =2a+b+c tek say1 olsun. Her n> 0 sayst i¢in (1,0,c,n,7,5)
6-hisinn M o6zelligine sahip olmasi igin gerek ve yeter sart (1,0,c,n,d —r,~s) 6-lisinin
M ozelligine sahip olmasidir. Eger (1,0,c,n,r,5) 6-lis1 i¢in kargilik gelen polinom
f() ise (1,0,c,n,d —r,s) 6-lis1igin karsilik gelen polinom da ~f () seklinde olur.

ispat : Eger (1,0,c,n,7,s) 6-lisi M Ozelligine sahip ise teorem 2 (Dunwoody 1995) nin
saglandipini gormek kolaydir. Aslinda bu durumda 2 a yatay ve ¢ dikey yay vardur.
Sekil 4.1 dendaima p=-1 ve g =2 degerleri elde edilir. Boylece (1,0,¢,n,r,s) 6-hist
i¢in af nin ilk devirindeki terimler

(1,-2,~4,...,~d +1,~1l,c,c —2,c - 4,. .3)
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seklindedir. (1,0,¢,n,r,s) 6-lis1 igin daima p =-1 ve ¢ =2 degerlerini aldigindan
dolay1 ps+q =0 esitliginden s daima 2 olur. Bdylece s ’'nin degeri ve aff 'nin ilk
devirindeki terimler kullanilarak hesaplanan (1,0,¢,n,r,s) 6-lisina karsilik gelen w
kelimesi,

w=xhx3xglecxg! xgx Xy xg . x,

ve tanimlanan kelimeye kargilik gelen polinom

fO= E(—l)”‘ a,t* ; i=0(modn)

i=0
seklindedir. Ayrica (1,0,c,n,r,s) 6-lisina kargilik gelen polinom igin | £, (1)|=1 oldugu
i¢in bu 6-hinin M 8zelligine sahip oldugu goriiliir.

Tersine, (1,0,c,n,d —r,—s) 6-list igin daima p=1 ve ¢=2 degerini alir. Boylece
1,0,c,n,d -r,~s) 6-lis1 igin aynk iki devirin ¢arpimi seklinde olan af’min ilk
devirindeki terimler

(l,—¢c,~c+2,~c+4,..,-1,2,4,...d-1)
seklindedir. (1,0,¢,n,d —r,~s) 6-lis1 i¢in daima p=1 ve ¢ =2 degerlerini aldigindan
dolay1 ps+q =0 esitliginden s daima -2 olur. Bdylece s ’nin degeri ve af ’nin ilk
devirindeki terimler kullamlarak hesaplanan (1,0,c,n,d —r,—s) 6-lisina karsilik gelen
w kelimesi,

w=x X X Xy Xy e Xy X

ve tammlanan kelimeye karsilik gelen polinom

fO=-F D a; i=0 (modn)

i=0
seklindedir. Ayrica (1,0,¢,n,d —r,—s) 6-lisina karsilik gelen polinom igin | £, (1) =1
oldugundan dolay1 (1,0,c,n,d —r,~s) 6-linn M &zelligine sahip oldugu goriiliir.



57

Sekil 4.1. (1,0,¢,n,r,s) 6-hs1 i¢in Heegaard diyagram

Cizelge 4.3. Her n)0 ve d <20 igin M ozelligine sahip olan (1,0,¢,7,s) 5-lileri
kargilik gelen w kelimesi ve f(¢) polinomu

(a,b,c,r,s) w f®

1,0,3,2,2) x; % x3 x x, ~1+t=2+£ -1
,0,5,2,2) x5 %7 x5 g X xx, —1+t-£2...+-1°
1,0,7,2,2) x5 xg g xy xg x x, xsx, ~1+t-..+t -1
1,0,9,2,2) x5 g x o g e xx, o S SR i
(1,0,11,2,2) x5 e g o x x B Y B e L
(1,0,13,2,2) Xt e X Xy Xy, | L=t =
(1,0,15,2,2) P IS s s b B T JONUE N IR BN B SORRY Ll
1,0,17,2,2) XXt e X X X XXy, | 1= T
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Teorem 4. 5 :a ve ¢ tek say1 oldugunda (a,b,c,r,s) = (a,0,c,2,5) M ozelliine

sahiptir.

Cizelge 4.4. d tek ve d <20 igin M 8zelligine sahip (a,b,c,r,s) =(a,0,¢,2,5) 5-lileri
bunlara kargilik gelen w kelimesi ve f(f) polinomu

(a,b,c,r,s) | W Q)
(1L,0,,2,2) | x'x'x, ~1+t-1
(1,0,3,2,2) | x"x;"x5"x,x, “1+t-2+0 -1*
(1,0,5,2,2) | x3"x;"x; x5 x,x,x, “1+t=+2 ="+ -1
(3,0,1,2,~2) | x7"x,xx " x,x7"x, 2-3t+22
(1,0,7,2,2) | x5'xg"x; x5 x5 X 22 x, 1+t 42 -1 +°=1* +1" -1
(3,0,3,2,-2) | x3"x,x,x0x] 2% x5 x, 1-2¢ 4302 +26 +1*
(1,0,9,2,2) | xoxpgaxg' x5 x7 x5 % x ey x5, ~l+t=2+2 =t* 4 —1° +1
Y ey
(3,0,5,2,-2) | x3'xgx 43,30 "X, %7 x5 x5 x, 1-2t+20 ~ 0 +21° =20 +¢°
(5,0,1,2,-2) | x3'x,x5 5y xox x5 x, 1-3¢+32 -3 +¢*
(3,0,7,2,-2) | x7'xgxgx, 3,203, 0,07 X7 x5 7 0 | 1=20 4202 = 44* 15 + 26
=2t" +1°
(5,0,3,2,2) | x5 xgxs"x x xgx xpx x 0 x, 1-3¢4+202~20° +4°
(L,0,13,2,2) | xxiyxjoxs X5 %3 x5 Xg ' mxyxsx, | ~14t—12+6 '+~ +17
XoXy1 %13 48— P M
(3,0,9,2,-2) | x5'x,0xxex X, %0% 2ox 5 x5! [ 1-20 =L 48— +4
x;'%5' %
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Cizelge 4.4. (devam)
(a,b,c,r,s) w f@
(5,0,52,2) |x; xsx.,'x,’ g g x X ! 1-3t— 46" = +26 =3t" +¢*
7,0,1,2,-2) | xex x| 4T+ 482
1 2% A2t AN 2Nl M2t MO
X, 1x0
(1,0,15,2,2) | xigxigxpyxoxg xg xi xs % xyxyxg | =14t =242 =t 465 18 44"
Xy XoX, X3 %, Oat® g 2 g 5 g
(3,0,11,2,-2) | x,0%] X5 %10 XaXeX XXXy Xy, %5 [1=20+20 £ 41 = +16 -
x;'x7'xg'x,, +2 =12+ 21" 447
(5,0,7,2,2) | x5'xoxs x xs x o gk x| 1-30 4208 =2 41— 48
XgXg Xy ~t" +21* -3¢
(7,0,3,2,-2) | x;'x0x} x 3% 027 20,7 20y, | 2-4e 4% - 4P
x3'x,
(1,0,17,2,2) Xia ¥i6 X1 X2 Xi0 X Xg Xq X5 X5 X, 4t 40—t -t 47 -1+
(3, 0,13, 2,"2) x‘3 xl4x|2xloxsx6x4x2xoxl xle 'x;l 1 "'2t +2tz ""t3 +t4 —ts +t6 —t-’
xs x,'x;'x,','x,‘,'x,z LR +{10 PIRAPYCIP O SRR
X4 X6XgX10X1 1 Xs0 - 4+20"° = 21" 42
(7,0,5,2,2) | x5"xgx5 xgx,50, 0%, g7 X%, 2-4+37 -2+ 31 =205 + 21
X%, %7 x5 X, %%,
(9,0,1,2,2) | x5 o035 x5 "y gty g6, 2-3t+5¢> -5
X, % %,%7 %,%7 "%,

d ¢ift say1 oldugunda teorem 2 (Dunwoody 1995) dogrudur. Buna gore d =2a+b+c
¢ift say1 ve d <10 olmasi durumunda M o&zelligine sahip (a,b,c,r,s) 5-lileri bunlara
karsilik gelen w kelimesi ve f(t) polinomu gizelge 4.5. de verilmigtir.
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Cizelge 4.5. d =2a+b +c ¢ift say1 ve d <10 olmasi durumunda M ozelligine sahip
(a,b,c,r,s) 5-lileri bunlara kargilik gelen w kelimesi ve f(f) polinomu

(a,b,c,r,s) w f@)
1,0,2,1,-1) xo %y x, %, 1+¢

1,0,2,3,1) | 25" x7 g -1-7?
1,2,2,1,-1) X7, 3,5, %, 142t 412
(1,0,6,3,1) x5 g ] X x x, -1-¢*
(1,0,6,5,~1) XX x5 X, %%, %, 1+¢4

1,4,2,1,-1) XX, X%, 1+ 4t +12
(3,0,2,3,-3) | xyx;wx; X x, x5 x, 1+¢

(3,0,2,5,3) xg % x,x3 g x, x7 x, ~1-1*

(3,0,2,7,1) XX X0 g s e x;! 2-2—12 =20 +1¢
(1,2,6,7,1) xg s x o o o e x ~1-12 -1 =1
1,6,2,1,-1) x7x,x7x, 1+6t+1°
(1,6,2,3,-2) | x'x7'x; xgxgx,%,2,%,%, 1+ +1* +£°
(1,6,2,5,-1) | x7'x;"x"xpx2x,x) 2-1431°
(2,2,4,3,1) xgx gy x xg x e x5 x 142 =20 414 ~1°
(2,2,4,5,-3) | x{'x; wgx,xxy ) x xx, 14268~ +1°
(2,4,2,7,-2) | x7"x3 2, %] xgx 2,2, %, 1-£2 420 —1* 446
(32,2,L,-1) | X x x,x X0 x x, 1+2¢
(3,2,2,3,-2) | 7, xx0x % %0 2%, -3-2t+37°
(3.2,2,7,1) x50 x5 x5 e ~1+1-48
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Cizelge 4.5. (devam)
(a,b,c,r,s) w S@)
(4,0,2,3,-2) X722, %% XXX 2, % X 341431
(4,0,2,7,-2) x52 x5 x5 x5 ey g x, ~-3+4t-3r°

Agik problem 4.1: d =2a+b+c=4k, ke N ve r =c/2 ise (a,0,c,r,s) 5-lisi M
Ozelligine sahiptir. Bu durumda elde edilen polinom

f@)=1+1%
seklinde olur.

Cizelge 4.6. d =2a+b+c=4k, keN ve d <20 igin (a,0,c,r,s) 5-lileri bunlara

karsilik gelen w kelimesi ve f(¢) polinomu

(a,b,c,r,5) w J@®

(1’ 0, 231’—1) xox,"xzx, 1+tz

(1,0,6,3,-1) | xox7"x;"x; "%, 2, %, 144

(1,0,10,5,—1) | x7"x;"x3"x; o xgxx,3,%, X, 141¢°

1,0,14,7,-1) | x7'xy "oy x % g o g, X 1+4°
XX, X3 XX,

(1,0,18,9,-1) | x7"x3" x5y o xg e g e 141°
XjoXgXgX7XeXsX X3 XX,

Agik problem 4.2: ¢ tek ve 3 ten biiyiik olmasi halinde (1,2,¢,4,s) 5-lileri M

Ozelligine sahiptir.
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Cizelge 4.7. d £27 igin (1,2,¢,4,5) 5-lileri bunlara karsilik gelen w kelimesi ve f(f)
polinomu

(a,b,c,r,5) w Q)
(1,2,5,4,-4) | %7 %51 %,0%6X,0%, % XX, 1420 =+ 8407 = +21°
(1L,2,7,4,0) | x3%x7 5722 -2-Tt-2¢
(L2,9,4,4) | x5 xpaxe X Xia X3 X3 %, %%, R B ST A AR A AR L
xl4x‘9x23 ' _tlﬁ __tls + t|9 _t20 _124
(1,2,13,4,0) | x’x*x%x;? -3-11t -3¢
(1,2,15,4,~4) | x5/ 250X X3 X3 X51 Xys Xsa Xas | AR LN L L L
XegXoXaX7%13X17X25 %26 %30 N St Ll LT S
T 5 P
(192’19’430) x;‘x;"x;‘x," "'"4"'15f‘4t2
(1,2,21,4,4) | x X XXX XX ga Xoa X R T A e R
X26%30%35%39%43% 47 A b s el sl
415 M B T 8
(1,2,25,4,0) | x5 % -5—~191-5¢
(1,2,27,4,4) | x xix i xaxuXnXonXnXnXo | ~1+t=t* 465 =15 417~

S R P s 0
X Xie Xy Xy Xg X5 XX XXX,y |+ =1 42" 1'% =17 4472

X18X22X26%31X35X33X30X 43K 47X 49 IR L S SR T ST SR See Y o

Agik problem 4.3: k>1 ve n21 i¢in (1,2,6k +1,6k +5,4,0) 6-lis1i M ozelligine
sahiptir. Bu 6-liya karsilik gelen kelime,
O N
seklinde olup devirli temsille eslenen polinom
(k=012 +(=2k 1)t~k -1

olur.
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5. SONUCLAR

Bu cahiymada temelde daha o6nce M.J.Dunwoody tarafindan g¢aligilmig olan,
d=2a+b+c’nin tek ve 10 dan kigik olmasi durumundaki (a,b,c,r,s) S-lileri,
karsihk gelen w kelimesi ve f(f) polinomunun bulunmas: ile ilgili ¢caligmaya ilave

olarak d ’nin tek say1 ve 10 dan biyiik degerler almast ayrica ¢ift say1 olmasi durumlari

incelendi.

“d>3 ve d=2a+b+c tek say1 oldugunda her n>0 sayist igin (1,0,c,m,7,5) 6-
lisimin M ozellifine sahip olmas: igin gerek ve yeter sart (1,0,c,n,d —r,~s) 6-hsmin
M ozelligine sahip olmasidir” ifadesi teorem 4.4 de verildi, buna ilaveten devirli
temsile karsilik gelen w kelimesi ve f(f) polinumu bulundu. Ayrica (1,0,c,n,7,s) 6-
list igin karsihk gelen polinom f(¢) ise (1,0,c,n,d —r,s) 6-hs1 igin karsibk gelen
polinomun da ~f(f) seklinde oldugu gosterildi.

d’nin farkh degerlerine karsiik (a,,c,7,s) 5-lilerine karsilik gelen w kelimesi ve
S () polinomu gizelgeler halinde verildi. f(¢) polinomunun her durumda bilinen bir

diigiimiin Alexander polinomu oldugu géruldi.
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