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SIMGELER ve KISALTMALAR
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1. GIRIS

Lineer operatorlerin spektral teorisi, asil baslangi¢ noktasini bir taraftan lineer cebir ikinci
dereceden formlarin kareler toplamina indirgenmesine iliskin daha kesin teoremler- ve

diger taraftan da salinim (titresimli tel, membranlar. vb.) teorisindeki problemlerden alir.

Goriinen o ki lineer cebir problemleri ile salinim teorisi arasindaki paralellik, uzun zaman
once fark edilmisti. Fakat, integral denklemler teorisi hakkindaki 6nemli calismasinda bu
paralellikten sistematik olarak faydalanmaya baslayan sadece D. Hilbert oldu. Bu
calismanin bir sonucu, Hilbert uzay1 |> ve daha sonra da genel Hilbert uzayinin ortaya

¢ikmasiydi.

I2 uzayinin ve soyut Hilbert uzaymin matematigine girisi, Hilbert uzayinda lineer kendine
es operatdrler spektral teorisinin yogun sekilde gelisimine neden oldu. Son yillarda, bir

¢ok matematik¢inin ¢abalariyla, bu teori 6nemli gelismeler kat etmistir.

Baslangicta, soyut spektral teorinin gesitli 6zel durumlari tamamen kapsadigi ve prensipte
tiim problemlere cevap verdigi ortaya konuldu. Fakat, yavas yavas bunun durumdan uzak
oldugu anlagildi. Soyut spektral teorinin ya hi¢ cevap vermedigi ya da ¢ok yetersiz
cevaplar verdigi bircok ¢ok oOnemli soru vardir. Ornegin, o6zdegetlerin ve
0zfonksiyonlarin ve diger spektral niceliklerin asimptotik davranisina dair sorularla ilgili
durum tam da bdyledir. Ustelik, tiim teorinin esas teoremlerinden biri olan operatoriin
spektral ayrisimina iliskin teorem, bu ayrisimi 6zdesligin sdzde ¢oziinlimii yoluyla soyut
terimlerle tanimlar. Somut operatorler agisindan (diferansiyel veya sonlu farklar
operatorleri), spektral ayrisim genellikle uygun bir denklemin ¢6ziimii olarak
tanimlanabilir. Ozdesligin ¢dziimiiniin 6zel tammiyla ilgili sorularda, genel spektral
kuramin katkisi sunuldu. Bu, muhtemelen, kendine es operatdrlerin soyut spektral
teorinin fiilen tamamlanmasindan birka¢ yil sonra, [¢esitli {ilkelerde] kendine es
diferansiyel operatorlere dair spektral teorisi ilizerine yogun calismalarin baglamasi
hakkindaki paradoksal ger¢egini aciklamaktadir. Bu ¢alisma, 6zellikle kismi diferansiyel

operatorler iizerinde gliniimiize kadar devam etmistir.

Translations of Mathematical Monographs kitabi, kendine es adi diferansiyel

denklemlerin modern spektral teorideki bir dizi temel konunun, 6zellikle de bir ikinci



dereceden denklemin ve iki birinci dereceden denklem sisteminin (Dirac olarak
adlandirilan sistemler 6zel bir durumdur) sistematik acgiklamasma yoneliktir. ikinci
dereceden operatorlere gore ¢cok daha az ayrintili olsa da n'inci dereceden diferansiyel
operatorlere dair spektral teorideki bazi konulari da ele almaktayiz. Bu nedenle, bu kitabin
N'inci derece operatdrlerle ilgili boliimleri, su anda zaten ¢ok genis kapsamli hale gelmis

olan bu alana basit bir giris iglevi gorebilir.

Birisi regiiler/normal ve tekil diferansiyel operatorler arasinda ayrim yapmaya neden olur.
Degisken tanim alan1 sonlu ve katsayilari stirekli olan bir diferansiyel operatoriin regiiler
oldugu sdylenir. Eger tanim alan1 sonsuz veya katsayilar (tiimii veya bir kismi) toplanir

(veya her ikisi) degilse, bu durumda diferansiyel operatoriin tekil oldugu sdylenir.

Regiiler ikinci dereceden operatorlerin temel spektral teorisi, ¢aligmalar1 bu sorularin
derinlemesine incelenmesini baslatan iki onemli matematik¢inin onuruna adlandirilan
Sturm-Liouville teorisini kapsamaktadir. Iki ve birinci dereceden denklemlere dair

regiiler sistemler, ciddi anlamda daha sonra incelenmeye baslandi.

Bu kitapta regiiler problemlere olduk¢a fazla yer verilmesine ragmen, bu problemler, tekil
operatorlerin spektral teorisi olan temel igerigi olusturmazlar. Bu teorinin temelleri H.
Weyl tarafindan Literatiire sunulmustur. Bu ¢alismalar, klasik moment problemine ek
olarak, F. Riesz, J. von Neumann ve diger matematikgilerin ¢abalariyla, simetrik ve
kendine es operatorlere dair genel spektral teorinin kurulmasinda olaganiistii bir rol
oynadi. Weyl'in limit gemberi ve limit noktasi tizerine 6nemli teoreminin, simetrik bir ve
ikinci dereceden diferansiyel operatdr agisindan, kendine es tiim uzantilarin tam bir
tanimini verdigini g6z oniinde bulunduruyoruz. Simetrik bir operatoriin tiim kendine es
uzantilarin1 tanimlamaya yonelik genel problem, daha sonra von Neumann tarafindan

biiyiik 6l¢iide ¢oziilmiistiir.

Matematikgilerin dikkatini diferansiyel operatorler spektral teorisine gekme konusundaki
biiyiik rol, E. C. Titchmarsh'in [1,2] tekil ikinci dereceden operatorler teorisine yeni bir
yaklagim kazandirdigi ve yeni problemlerin tiim serisini ¢6zdiigii ve (kismen kuantum
mekanigindeki problemlerden etkilenerek) ifade ettigi monografilerine (tek konu iizerine

yazilan metin) aitti.



Bu iilkede yayinlanan bir monografide, tekil ikinci dereceden operatorler igin spektral
teoriye yonelik ilk tartigma, bu teoriyi olusturmak i¢in yeni bir yontem sunan yazarlardan
biri (B. M. Levitan [1]) tarafindan sunuldu. Bu yontemin arkasindaki fikir ¢ok basittir ve
tekil bir operator agisindan temel spektral iliskilerin, normal durumda karsilik gelen
iligkilerden limite gegis yoluyla elde edilmesini kapsamaktadir. Bu yontem ve daha 6nce
bahsedilen monografin sonuglar1 bu kitapta yaygin olarak kullanilmaktadir. Fakat bu
kitap higbir sekilde digerinin revizyonu olarak degerlendirilemez. Degisiklikler ve

eklemeler o kadar biiyiik ¢aptadir ki bu, kesinlikle yeni bir kitaptir.

Bu kitapta, 1950 monografisinde bulunmayan iki birinci dereceden denklemin tekil
sistemlerine de ¢ok yer verilmistir. Bu sonuglarin nispeten yeni oldugunu ve her
haliikarda, 1950'den sonra elde edildigini belirtmek istiyoruz. Genel spektral teori
acisindan, bu kitaptaki bircok temel teorem, baz1 ¢ok genel teoremlere yonelik 6zel

durumlaridir.

Soyut spektral teoriye asina olmayan okuyucuya kolaylik saglayabilmek igin, bu teoriyi
kisa ve 0z bir sekilde ve ispatsiz olarak tartistigimiz ve diferansiyel operatorlerin spektral

teorisi ile ¢esitli baglantilar1 gosterdigimiz bir bolim ekledik.

Yazarlarin talebi tizerine, V. A. Sadovnicii 1. Bolimiin §17 Maddesini ve A. G.
Kostjucenko ise 7. Boliimiin §8 Maddesini ve 12. Boliimiin §8 Maddesini yazdilar. A.G.
Kostjucenko ve M.V. Fedorjuk tiim taslak metni dikkatlice okudular ve bize

yararlandigimiz ¢ok degerli tavsiyeler verdiler.

Bu tez Translations of Mathematical Monographs 39 (B. M. Levitan, I. S. Sargsjan -
Introduction to Spectral Theory  Selfadjoint Ordinary Differential Operators-American
Mathematical Society (1975) (1) kitabinin Spectral Theory konusunu gevirisi yapilarak

derleme bir tez olusturulmustur ve bilime bu sekilde katkida bulunacag: diisiiniilmiistiir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Tanim 2.1. (Operator) Tanim ve deger ciimlesi vektorlerden olusan doniisiime operator

denir. (Musayev ve Alp, 2000)
Tanim 2.2. (Lineer Operator) E, ve Ey herhangi iki vektor uzay olsun.
A:E, — Ey, operator doniisiimii asagidaki sartlari saglarsa:

i) X1, X, € E\,A(x; +x3,) = A(xy) + A(x,) = Axy + Ax,
i) A(Ax) = AAx,1€R

A operatoriine lineerdir denir. (Musayev ve Alp, 2000)
Tamm 2.3. (Siirekli Operator) A: S(x,§) — S(Ax, €) olsun

|x — x0| < 6 igin |Ax — Axy| < € ise A operatoriine siireklidir denir. (Musayev ve
Alp, 2000)

Tamm 2.4. L , D(L) tanim bolgesinde sinirl lineer bir operatoér olmak {izere
Ly =y

esitligini saglayan y(x) # 0 fonksiyonu mevcut ise Asayisina L operatoriiniin

O0zdegeri, y fonksiyonuna ise ona karsilik gelen bir 06zfonksiyon denir.

(Kostyuchenko, 1979)

Tanim 2.5. (Parseval Esitligi) H bir Hilbert uzayr x € H ve (e;,) ortonormal bir dizi

olsun. Bu durumda Parseval esitligi

o
I2ll? = > Iex, e)l?
k=1

Olarak tanimlanir. (Kreyszig, 1978)

Tanmim 2.6. (Sturm-Liouville Operatorii) L herhangi elemanlar ciimlesinde tanimli

lineer bir operator olsun. y =0 olmak iizere Ly = Ay esitligini saglayan y fonksiyonuna



L operatoriiniin 6zfonksiyonu A’ ya ise 6zdegeri denir. Operatdrlerin spektral teorisinde

stk gbz Oniine alinan Sturm-Liouville operatorii

dZ

L=——
7z Ha)

seklinde tanimlanir. Burada q(x), [a, b] araliginda siirekli reel degerli fonksiyondur.

Tamim 2.6. (Fourier Integral Teoremi) f(x) parcali siirekli, parcali tiirevlenebilir ve

mutlak integrallenebilir yani

f IF (0)ldx < oo

olsun. Bu taktirde

[0e]

f(x)=%j dow | f(t)cosw (t —x)dt

0

esitligi vardir. Ayrica cos(w (t — x)), w’nin gift fonksiyonu ve sin(w (t — x)), w’nin

tek fonksiyonu oldugunda

f(x)=% J dw J ft)cosw (t —x) dt

ve

0=%J dw J f(t) sinw (t —x) dt

saglanir.( Weber J. H. Arfken G. B. 2005)

Tamm 2.7. (O ve o sembolleri). a € R ve X < R kiimesinin bir limit noktas1 ve f(x)

X kiimesi tizerinde tanimli olsun. Buna gore x € X ,x — a iken f(x) = o(1) ise Ve >

0 icin 36 = 8(€) > 0 vardir 6yle ki Vx € Us (a) N X icin |f(x)| < € kalir. lim I
X

—Xg g(x)



0ise f(x) = 0(g(x)) seklinde yazilir. Eger Vx € Us (@) N X igin |f(x)| < Clg(x)]
olacak sekilde bir C sabiti varsa x € X ,x — a iken f(x) = 0(g(x)) seklinde yazilr.( .
Suhubi, E. S. 2001)

Tamim 2.8. (Cauchy dizisi) (xn) bir reel terimli dizi olsun. Her € > 0 igin n,m = n,

oldugunda |x, — x,,| < € olacak sekilde bir n, sayist mevcutsa (x,,) dizisine bir Cauchy
dizisi denir.(Kogak M,2015)

Tamm 2.9. x,, bir Cauchy dizisi ise sinirhidir. (Kogak M,2015)

Tamim 2.10. (x;,) bir reel terimli dizi olsun. (x,,) dizisinin yakinsak olmasi igin gerek ve

yeter sart Cauchy dizisi olmasidir. (Kogak M,2015)

Tanmm 2.11. @ # E C R, f: E - R fonksiyonu olsun. Keyfi € > 0 sayisi i¢in en az bir
6 = 6(¢) sayist vardir Oyleki |x; — x,| < 8 kosulunu saplayan her, x;,x, € E igin

|f(x1) — f(x2)| < € saglaniyorsa f Fonksiyonu E kiimesin {izerinde diizgiin siireklidir.

Tamim 2.12. (Adi diferansiyel denklemler) Adi diferansiyel denklem (ADD), yalnizca
bir bagimsiz degisken iceren bilinmeyen bir fonksiyonu tiirevleriyle iligskilendiren

matematiksel bir denklemdir. ADD’nin genel formu

F(t,y,y", ...y™)=0

seklinde ifade edilebilir, burada t bagimsiz degiskeni, y bilinmeyen fonksiyonu, y’ y
fonksiyonunun t gore birinci tiirevi, y” ikinci tiirevi temsil eder ve y™ ise n. Tiirevi

temsil eder.

ADD’ler, cesitli fiziksel, biyolojik ve miihendislik olaylarimi modellemek icin yaygin
olarak kullanilmaktadir. (Yerzhan Turarov, 2023)



3. BIR OZFONKSiYON ACILIMININ TUREVLENMESI
3.1. Spektral fonksiyonun tiirevlerine yonelik 6n tahminler

Bu boliimde, kendine es ikinci dereceden diferansiyel operatoriin 6z fonksiyonlar

bakimindan bir a¢ilimin tiirevine yonelik ¢alismalar yapilacaktir.
y'+1A=q@®)]y =0 3.11)

denklemi baslangigtaki kosullar ile yart dogru [0, o) {izerinde tanimlanir.

y(0)=1 y'(0)=0 (3.1.2)
q(x)’ yart dogru [0, o0) {izerinde tanimlanan ve her sonlu aralikta toplanabilen gercek bir

fonksiyon oldugunu varsayiyoruz.

Bu ¢alismada, (3.1.1)- (3.1.2) probleminin spektrumunun negatif olmadigini ya da negatif
bir spektrum varsa da bunun asagidan smirli deger kiimesine sahip oldugunu
varsayacagiz. ikinci durum kolayca birincisine indirgenebilir. Boylece, 1 = u?(1 > 0)

olarak birakip (3.1.1)- (3.1.2) probleminin ¢6ziimiinii ¢ (x, 1) ile ifade ediyoruz.

Bilindigi gibi, her sonlu aralikta sinirlanan monotonik (artan/azalan) bir p(u)

fonksiyonu vardir, dyle ki her f(x) € C?(0, o) fonksiyonu i¢cin Parseval esitligi vardir.

oo

[ rwax=[ Padow, (3.13)
0

0

bu denklemde

A
PG = lim [ £G) @) ds.
0

Denklemin (3.1.1) spektral fonksiyonunu 6(x,s, i) ile gosterelim (baslangi¢ verileri

(3.1.2) igin), 6rnegin soyle ekleyelim



u

0(x,s, 1) = fw(x,y)w(s.y)dp(y), u>0, (3.1.4)
0O u=20

Bu boliimde spektral fonksiyon 0(x, s, ¢) tiirevleri icin ¢esitli 6n tahminler elde edecegiz.

Onceki boliimde gordiigiimiiz gibi, keyfi gercel/mutlak t icin sahip oldugumuz durum

x+t

1 1
@(x, n) cos ut = E{(p(x +t,uw)+oelx—tuw} + 5 f w(x,t,s) (s, u) ds. (3.1.5)

x—t

seklinde tamimlanmaktaydi. (3.1.5)'i X’e gore tiirev alarak ve s operatorii yerine integralin

alt sinir degeri (x — t) ve st sinir degeri olan (x + t) yazilarak su durumu elde ederiz:
! 1 !/ !/
¢ Cop)cospt = > {o' (e + ) + ¢, (x — t, )}

+%{a)(x, tx+t)ex+tuw) —wlkt,x—t)elx—tu}

x+t
1 J‘ ow(x,t,s)

> Ix (s, pu)ds. (3.1.6)

x—t

g(t) fonksiyonunun belirtilen kosullar1 sagladigini varsayalim. (3.1.6)'nin her iki tarafini

da g(t) ile garpar ve sonra ti¢in 0’ dan & ‘ye gore integral alirsak, elde ettigimiz denklem

1 &
@' (o W (p) = EJ{(qo’x(x +t,m)+ ¢ (x—t,1w)} g.(t) dt
0

+%j{w(x, t,x+ e+t —wlt,x—t)elx—tuw}g.t)dt (3.1.7)
0



x+t

&
1 ow(x,t, s
+—fgg(t) f —( )cp(s,,u)ds dt=L+1,+1;
2 0x
0

x—t

seklin de yazilir.(3.1.7)'nin sag tarafin1 doniistiirelim. 11k terimi diisiiniip. Parcalara gore

integrasyon yaparsak, asagidaki integrali buluruz:

& &

[0t g = [ 0,6+ 00 g0 d

0 0
&

=~ 9 g:0) ~ [ e+ tadg (O
0

ve

fwgu—aMgaom
0

&

—— [ @6 = 60 9.0 dt = 9.1 g.(0)
0

ot -tw g @
0

Sonug olarak, t agisindan g(t)'nin esitligini ¢ift say1 olma durumunu kismi integrasyon
kullanarak:

& &

L =- j px+t,u)g’ () dt+ J px—t,wg  (t)dt

0 0
X+Ss a ( ) X a ( )
gelS — X ge(s —Xx
= _J QO(S,M)ETdS— f(p(S,H)ET ds (3.1.8)
X X—&
X+& a ( )
ge(s — x
=— f (p(s,,u)sTds.
X—&



denklemini elde etmis oluruz. Simdi (3.1.7)'nin ikinci terimini de kismi integral alarak

dondistiirelim:
€ 1 & t
fw(x, t,x+t) o(x +t,u) g.(t) dt = —Ej<p(x+ t,u) g:(t) fq(x+r)dr dt
0 0 0
1.X'+€ S—X
= _Ef o(s, ) gg(s—x)U q(x+1) dr} ds

X 0

xX+e

]

X

8
&@—@fﬂﬂdrw@mda

— f w(x, t,x —t)e(x —t,u) g.(t) dt
0

& t

1
—5 [ oG-t ge@ e [ aG - et

0 0

1x—£ X—=S
=§f go(s,,u)gg(x—s){j q(x—r)dr}ds

X 0

X

1 S
=-5 J{gg(s—x)jq(r)dr} o(s,u) ds,

xX—&
doniistimiinii elde etmis oluruz ve sonug olarak I, esitligi,

X+E

12 =5 f {gs(s - X)fCI(T)dT} <p(s,,u) ds, (319)

X—&

seklinde yazilir. Son olarak (3.1.7) de bulunan son integraldeki integral alma sirasini

degistirerek sunu elde etmis oluruz:

xX+e

I; = f o(s,u) Ag (x,5) ds (3.1.10)

X—&

10



Bu integralde A.(x,s) operatorii asagida ki integrale esittir;

ow(x,t,s)
Ae(x,8) = f ey —5,— dt. (3.1.11)
X
[x-8|
(3.1.8),(3.1.9) ve (3.1.10) denklemleri ,(3.1.7) bagintisinda yazilir ise
1 X+e& a ( )
, ge(s —x
Y G (w) = — < f o(s,u) ————= ds
2 ds
X—&
1 xX+& N
% f {ge(s—x)fq(r)dr}w(s.u)ds
X—& X
1 x+e&
+5 f Ae(x,8) (s, 1) ds (3.1.12)
X—&
1 x+e 9.( ) 1 s
g Pliashy . Y
> | {Mx, 9= g -0 [ dr} o(s,) ds,
X—& X

denklemi elde edilmis olur. (3.1.2)'yi dikkate aldigimizda, sabit X degeri igin
@', (x, ) Ye(u) fonksiyonu asagidaki duruma esit olan Fonksiyonun genellestirilmis

Fourier doniistimii (¢ (x, 1) 6zfonksiyonlari agisindan) olarak kabul edilir:

8
~ ags(ass— x) %gg(s — %) fq(T) dt b = h,(x,s) (3.1.13)

X

2 {2.(x,5)

se(x —e¢gx+¢) arahgindadir ve bu araligin disinda sifira esittir. Bu nedenle

(3.1.12)'den elde ettigimiz Parseval esitligi ile

o x+e

[ Fw o, e vt = | £ hetxs)ds (3.1.13)

0
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denklemi yazilmig olur. Dolayisiyla, f(S)'nin keyfiligi ve (3.1.13) ile elde ettigimiz

denklem su sekilde tanimlanir:

[ e G0 0610 0" i) dp 0 =

8
0gs(s—x) 1
/’le(x,s)—sa—s—igs(s—x) fq(f) dr, |x—sl<e (3.1.14)
X

0, |x —s| > ¢

Ozdesligi (3.1.14) sV ye gore tiirev alarak ve (3.1.11)'i kullanarak x > sigin elde

ettigimiz ifade;

1) burada q(x) fonksiyonunun mutlak siirekli oldugunu varsayiyoruz.

[ 4e @ ' (s.00" G dp
0

( 2 2
dw(x,t,s) 0°w(x,t,s) 0°g.(s — x)
9= T [ g0 T e - Y
X—&
= 1ags(s—x)f()d LI | < (
3 35 q(t)dt Zggs x) q(s), x—s|<eg
X
\ 0, |x —s| = ¢,/

(3.1.15)

seklinde yazilir. 6(x, s, u) Spektral fonksiyonu, 6rnegin (3.1.4), tanimiyla (3.1.15)
0zdesligi su sekli alir:

3 0%0(x,s, 1) ,
Of Ye(Wdy — (3.1.15")

12



\

dw(x,t,s) 02w (x,t,s) 0%2g.(s — x)
ge(s — x)T't:x—s + f gg(t)Wdt I v E—
X—&
\ 1dg9.(s —x) ’ 1 [
—Equ(r)dr—zgg(s—x) q(s), lx —s| <e¢,
X
\ 0, |x —s| > ¢,/

Tek fonksiyon elde etmek i¢in u degiskeninde 6 (x, s, 1) fonksiyonunun ag¢ilimiyla, s =

x i¢in (3.1.15)’ten elde ettigimiz durum

40
0%0(x, s, 1) dw(x,t,s)
f w(ﬂ)duW|8=x = ge(O)T|t=x—8 + (3.1.16)

8=x

4 2 2 il
j‘ 8()0 a)(x,t,s)lg_x dt_a ge(s x)l

1
0x0s ds2 8=x — Egg(O)q(x),

0

seklinde yazilmaktadir.

2. Simdi 6zfonksiyonlarin tiirevlerinin davranisiyla ilgili bazi basit dnermeleri

kanitlayacagiz.

ONERME 3.1.1: Eger q(x) fonksiyonu her sonlu aralikta mutlak siirekli ise, bu durumda

a—oo olarak asagidaki tahmini yapabiliriz:

a+1 a+1

926(x, s, ,
\/{ a(;az u)}g =J [0 Ge] dp(w) = 0(a?). (3.1.17)

a =X
Bu tahmin, x herhangi bir sonlu aralikta degisirken sabit kalir.

ISPAT: Oz fonksiyonlar igin iyi bilinen asimptotik formiiller arasinda, X i¢in sonlu bir

aralikta ve p—oo i¢in takip ettigi durum
@' (x, ) = 0(w) dzdesligi seklindedir. (3.1.18)

Asagidaki 6nerme benzer sekilde ispatlanabilir.
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ONERME 3.1.2: Eger q(x) fonksiyonunun her sonlu aralikta toplanabilen 2k derecesinde

bir tiirevi varsa, bu durumda her sabit x igin a—oo alinarak salinim fonksiyonu,

a+1 {62"9(96, S, 1)

a+1
- (k) 2 —
pPER }8=x—l {o P} dp(w) = 0(@*) (3.1.19)

(k=123...)

a

seklinde yazilir. Bu tahmin, x herhangi bir sonlu aralikta degisirken sabit kalir.
Buradan onerme:3.1.1 ve Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginin devami su sekildedir:

ONERME 3.1.3: Eger q(x)'in her sonlu aralikta toplanabilen bir birinci tiirevi varsa, bu

durumda her sabit x ve s kullaniminda a—oo igin

a+1

a+1
02*6(x,s,
\/{M} = | 10601 lo!, (0] do) = 0@. (3.120)

dxidsi

dir. Bu tahmin, x ve s herhangi bir sonlu aralikta degistigi i¢in tahmini ayni sekilde

gegerlidir. 6nerme 3.1.2 ve Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginden su sekilde yararlanilir:

ONERME 3.1.4: Onerme 3.1.2 kosullar1 altinda, yaptigimiz tahmin I ve J inci

mertebeden tirevleri

a+1 at1

0%%0(x,s,u) . ,
\/{W}= f |0 OCx, )| - 9P (s, )| dp () = 0(a®)
a a
(i+) = 2k) (3.1.21)
seklindedir.

Bu tahmin, x ve s herhangi bir sonlu aralikta degisirken sabit kalir.

q(x) =0 i¢in O(X, s, ), (3.1.1)-(3.1.2) probleminin spektral fonksiyonunu gostersin,

U

2
0" (x,s,u) = ;f cosyx - cosys dy. (3.1.22)
0

14



dir. 0*(x, s, 1) tanimindan hemen su durum ortaya ¢ikar:

ONERME 3.1.5: a — oo olarak 6zdesligimiz

a+1

0"0"(x,s, W) _ . o
\/{W} = 0@ (k+j=n=01..). (3.1.23)

salinim fonksiyonu seklinde yazilir. Bu tahmin, tiim yar1 dogru (0, o) araligi boyunca

sabit kalir.

3.2. Spektral fonksiyon tiirevlerinin asimptotik davranisi

Formiil (3.1.14), 6(x, s, u) spektral fonksiyon tiirevlerinin asimptotik davranisini
incelememizi mimkiin kilar. (3.1.1) ve (3.1.2) probleminin spektral fonksiyonunun
tiirevlerinin asimptotik davranisin1 incelemek igin, bunlar1 daha basit bir problemin,

ornegin asagidaki problemin, spektral fonksiyonunun tiirevleriyle karsilastiracagiz.
y'+ly=0 (1>0), (3.2.1)
y(0) =1, y'(0) =0, (3.2.2)

esitliklerini kullanarak (3.1.14){in sag tarafini ele alalim. Elimizdeki durum

[ wewots.9', o

age(s - x)
ds ’

0, lx —s| > ¢

lx —s| <¢

1 &
Ae(x,5) =5 ge(s = x) f q(v)dt — (3.2.3)

olmak tizere;

0(x, s, 1) spektral fonksiyonunu kullanarak (3.2.3)’e verebilecegimiz form

15



a0
f‘/’e( )d, M
1 i 0g.(s —x)
/'lg(x,s)—Egs(s—x)fQ(T)dT—%' lx—sl<e (3.2.3)
0, |x —s| > ¢

elde edilir. 6(x, s, u) fonksiyonu, yani (3.2.1) ve (3.2.2) probleminin spektral fonksiyonu
igin (3.2.3")'den yola ¢ikarak benzer bir formiil yazip ayn1 zamanda (3.2.1) ve (3.2.2)

problemini géz oniinde bulundurarak, w(x, ¢, s) = 0 oldugunda elde ettigimiz:

1
Ae(x,5) == ge(s = x) f q(t)dr, |x—s|<e (3.2.4)

0, |x —s| = ¢

0zdesligi seklindedir ki burada A.(x, s) operatorii

A(xs) = j gg()aw(“s) dt. (3.2.5)

[x—8|

dir. Denkleme ekleyecegimiz a(x, s, i) operatorii

1
ow(x,t,s)

I cos ut dt (3.2.6)

a(x,s,u) =
[x—8|

seklinde yazilir.
Sonrasinda (3.1.6) ve (3.2.6)'dan sonra gelen bayagi Parseval integrali agisindan Parseval

esitligi ile elde edilen integral;
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T f ow(x,t,s)

f Ye(walx, s, W = = 22 g0y, 32.7)
0

2
|x—8]
elde edilir.Ayrica,(3.1.6)’da buldugumuz inversiyon/tersine ¢evirme formiilii sayesinde

buldugumuz formiilii asagidaki sekilde,

1 (o]
ge(s —x) = p f Y (1) cos(s —x)u du

sin(s — x)u

5T (3.2.8)

=% fooll)g(u)dﬂ

yazilir. Bu yiizden de () ve a(x, s, ) fonksiyonlar1 p'ye gore ¢ift oldugundan, (3.2.7)
ve (3.2.8)'den yola ¢ikarak (3.2.4)"lin asagidaki bi¢imde yeniden yazilabilecegi sonucu

cikar:
r 00(x,s,u) 0960*(x,s,u)
j lpg(ﬂ)d# Ox - Ox
10 1 sin(s —x)u [
sin(s — x
——Ja(x,s,v)dv+—¥Jg(r)dr =0
4Tt s—x J

0

Teorem 3.2.1 Eger q(x) her sonlu aralikta mutlak siirekli ise, bu durumda her sabit x ve

s i¢in u — oo elde ederiz

U
v? 00(x,s,v) 00*(x,s,v)
OJ (1 _ F) d, [ == 0(D) (3.2.10)

Bu asimptotik iliski, x ve s herhangi bir sonlu aralikta degisirken sabit kalir.

Ispat: Salinim fonksiyonlar1 asagidaki sekilde oldugu igin

u+l (K U+l (M
\/ fa(x,s,v)dv =o(u), \/ fcosv(s —x)dv ;= 0(n),
n o \o a \o

17



bu durumda (3.1.20) ve (3.2.9) ile Tauber Teoremi uygulanabilirdir ki burada her sabit x
ve s i¢in fonksiyonun 1. derece Riesz durumu
u

u
29(x,s, 20" (x,s, 1 1
( #) — ( H ——f a(x,s,v)dv + — q(r)drf cosv(s — x)dv
0x 0x T 41

0 X 0

olmak {izere u — oo olarak sinirli kalir, yani elimizde bulunan durum

(69(x,s,v) 0% (x,s,v) 1 r )
M - — —f a(x,s,o)do +
2 d0x d0x T
f (1 — P) dv ¢ o , 0 s =0(1) (3.2.11)
1
0 —f q(‘r)d‘rf coso(s —x)do
k 4m )
X 0

denklemine doniigiir. Teoremi kanitlamak i¢in pargalara ayirarak integralleri

hesaplamamiz gerekmektedir.

:m—x

u
f < )a(x s,v)dv
0

8 n

=2 ()dj 1z (s — x)d

2—47_[ qT T ’[,[2 COoSV(S X V.
X 0

Integrallerinin ilkini hesaplayalim. a(x,s,u) Fonksiyonunun tanimina gére, rnegin

(3.2.6)’da elde ettigimiz
p 1
ow(x,t,s)
wl, = 1-— ————cosvtdt ;dv,
0x
0 |x—8|

integralinin tiimlev sirasini1 degistirerek,

aw(x t,s)

I f(l ——) cosvt dv ;dt, (3.2.12)

T[Il ==
|X-8]

integrali elde edilir. Ayrica, iyi bilinen bir teoremle karsilastirin (Titchmarsh [3], §7.1)
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f 1—ﬁ cos vt dv—\/ﬁ Jop, 09 (3.2.13)
% N2 -
0

Son iki formiilden nihai olarak elde ettigimiz

1 fl dw(x,t,s) J3/,(1t) ”

L=—u 3 (3.2.14)
vemo Jo 09Xyt
olmak tizere (3.2.13) ile elde ettigimiz ikinci integral igin,
; 1 ]3/2[,!1(5 —x)] f o (3:2.15)
7)dt, 2.
T w2r -0k )

integrali elde edilir. Bu nedenle (3.2.14) ve (3.2.15) ile teorem (3.2.11)'den sonra gelir.

0(x, s, 1) spektral fonksiyonunun daha yiiksek dereceli tiirevleri igin benzer asimptotik
formiiller elde edilebilir. Ancak kendimizi ikinci tiirevler i¢in bir teorem belirtmekle

siirlayarak bunu bu kisimda yapmayacagiz.

Teorem 3.2.2 Eger q(x) her sonlu aralikta mutlak siirekli bir birinci tiireve sahipse, bu

durumda her sabit x ve s i¢in elde ettigimiz asimptotik formiil

u
f LY [PPes ) 0% (s ) =0(1). (3216
| oxas axas | 0D (3210
0

seklinde yazilir ve bu formiil, X ve s herhangi bir sonlu aralikta degisirken sabit kalir.
3.3. Tiirevi alinmis 6z fonksiyon acilimlarinin es-toplanabilirligi

Bu boliimde, 0¢x, s, u) spektral fonksiyonunun tiirevleri icin §1'de elde edilen 6n
tahminleri kullanarak, bir Sturm-Liouville operatoriiniin  6zfonksiyonlarinda ve
L2(0,0)’deki fonksiyonlarin adi Fourier kosiniis integralinde tiirev acilimlarinin es-

toplana bilirligine yonelik bir teoriyi kanitlayacagiz.
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[k olarak bazi1 &nermeleri ispatlayacagiz. (3.1.13") formiiliinden elde ettigimiz integral

x+e

[ weor@ e o = [ R s

Seklindedir ki burada f(s) € £2(0,) ve

A
PG = Jim [ £65) Gs.ds,
0

fonksiyonun da s operatdriine gore integral alinir ve;

&
dw(x,t,s) dg.(s—x) 1
o g:(t)dt + 9%

|x—8]| x

he(x,s) =

Seklinde formiilii tanitmis oluruz. Bu formiilde,

U

S(uu) = f £(s) 0Cx,5,0) ds = f F)o G, v)dp(v),
0

0

ve

S = j () 6" (x5, ds,
0

seklinde yazilir.s(x, u) fonksiyonu tanimu ile (3.3.1) su formu alir:

s aS(x,

J Y (Wd, g;”)

i x+8 8 a ( " ) a ( )

R CH B RO T
x—8 |x—8]|

8
1
—Egg(s—x) Jq(r)dr ds.

20

8
-39:6 - [ q@dr

(3.3.1)

(3.3.2)

(3.3.3)

(3.3.4)

(3.3.5)

(3.3.6)



S(x, ) fonksiyonu bir Sturm-Liouville operatériiniin 6z fonksiyonlarindaki agilimin bir
parcast ve S*(x,u) ise f(x) € L2(0,00) fonksiyonunun siradan bir Fourier kosiniis

integralindeki a¢iliminin bir pargasidir.

S*(x, p) igin (3.3.6)’ya benzer bir formiil yazarak, bu durum igin q(x) = 0,w(x, t,s) =

0 durumlarim dikkate alarak ve (3.3.6)’dan yola ¢ikararak, elde ettigimiz formiil

0SCx,p)  8S*(x, W)
fw4>d{ = = }
x+8 &
dw(x,t,s 1
= f f(s) f —ox gg(t)dt—z ge(s — x) fq(r)dr ds, (3.3.7)
x—8 |x—8]|
seklindedir.

Onerme 3.3.1: f(x) € £?(0,) olarak diisiiniin. Eger q(x) her sonlu aralikta mutlak

stirekli ise, bu durumda her sabit x i¢in u — oo olarak tahminimiz

pu+1

u+
as
\/{ = M) f|</’ G [IF@l dp W) = o(W). (3.3.8)

u

olmak tizere bu tahmin x herhangi bir sonlu aralikta degisirken sabit kalir.

ISPAT:S(x, 1) tanim ve (3.3.4) ile elde ettigimiz integral

aS(x, )
0x

u
f¢(x@memm>

0

seklinde yazilir bu nedenle, Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginden ¢ikan sonug

v (85 Ce )
\/{ “}=w;uﬂﬁnmdmm
u
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u+1 Y, u+1 1,

<\ [ ol dow | ([ Fedew (339)

" u

esitsizligi seklinde yazilir. Onerme 3.1.1 ile elde ettigimiz

u+1

f lo", (x, u)]zdp(u) = 0(u?). (3.3.10)
u

esit olur dahasi f_:)o F?(u)dp(u) < oo oldugu igin, u — oo olarak elderiz

u+1

f F2(w) dp(w) = o(1). (33.11)

u

Bu nedenle,(3.3.10) ve (3.3.11) tahminleri sayesinde onerme (3.3.9) esitsizligi sonucu

cikar.
Benzer sekilde kanitlanabilir oldugu iizere:

ONERME 3.3.2. f(x) € £?(0,) olarak birakalim. Eger q(x)’in her sonlu aralikta

toplanabilen bir k’inc1 tiirevi varsa, bu durumda her sabit x i¢in 4 — oo olarak tahminimiz

u+1

%S (x,
\/{#} =o(w®) (k=12...) (3.3.12)

U

seklindedir. Bu tahmin, x herhangi bir sonlu aralikta degisirken sabit kalir.
S*(x, p) tanimindan elde edilen sonug sdyledir:

ONERME 3.3.3. f(s) € £?(0,0) olarak birakalim. Bu durumda u — oo olarak

u+1

Kk o
\/{M} o) (k=12,...), (3:3.13)

dxk
u
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yazilir. Bu tahmin, tiim yar1 dogru [0, o) aralig1 boyunca sabit kalir.

TEOREM 3.3.1. f(x) € L£2(0,0) olarak birakalim. Eger g(x) her sonlu aralikta

mutlak siirekli ise, bu durumda her sonlu aralikta degismez olarak elde ettigimiz baginti:

1
2\ (3S(x,v) 9S*(x,
lim (1—%)@{ (x,v) _95"(x 1’)}=0,

u—-oo 0x ox

Seklinde yazilir yani, bir Sturm-Liouville operatériiniin 6z fonksiyonlarinda f(x) €
L£2(0,00)’nin agilimmnin ilk tiirevlerinin birinci derecesinden Riesz ortalamalari ile
siradan bir Fourier kosiniis integralindeki f(x)'in agilimi1 arasindaki fark, her sonlu aralikta

degismez sekilde sifira egilimlidir.

ISPAT: Soyle yapariz

x+t
ow(x,t,s
h(x,t) = J % £(s) ds. (3.3.14)
x—t
olmak tizere
1
a(x,pu) = f h(x,t) cos ut dt, (3.3.15)
0
ve
x+t
k(x,t) =f(x+1t) f q(7) dt, (3.3.16)
X
olmak tizere
+1 X+t +1
Blx,u) = f flx+1t) f q(t) dt pcosut dt = f k(x,t) cosut dt, (3.3.17)
-1 X -1
seklinde yazilir.
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+&

Y1) =% f ge(®)cosutdt (0<e<1). (3.3.18)

—&

olmak tizere, Adi Fourier integralleri i¢in Parseval esitligi ile sirasiyla (3.3.15)-(3.3.16)
ve (3.3.17)-(3.3.18)'den elde ettigimiz

+0o &

| wew atew du = [ g.@hex 0 dt

0

x+t

_ f 9:(0) f —aw(gf’s) F(s)ds b dt
0

x—t

x+e &

_ f [0 f W tS) ey debds, (3.3.19)

0x

[x-8|
ve

X+t

f Yo (WB G W) du = f 9.8 k(x ) dt = f 9.0 Fx +0) f q(o) de b dt

X

x+e 8
= f f(s) g.(s —x) fq(r)dr ds, (3.3.20)

0zdesligi elde edilir. Bu nedenle, (3.3.19) ve (3.3.20) sayesinde 6zdeslik (3.3.7) su sekilde

yeniden yazilabilir:

u
aS(x,u) 0S*(x,u) 1

+00 u
1
f Ye()d, Tx Fp ;fa(x,v)dv+;fﬁ(x,v)dv =0. (3.3.21)
—00 0 0

U — oo acisindan asagidaki tahminlerin gegerliligi asikardir:

u+l (H U+l (K1
\/ fa(x,v)dv =o0(1), \/ fﬁ(x,v)dv = o(1). (3.3.22)
u o w0
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Bu nedenle (3.3.8), (3.3.13), (3.3.22) ve (3.3.21) ile fonksiyonun birinci dereceden Riesz

ortalamasina dayanarak Tauber Teoremi uygulanabilir,

u

- [tatom - s vyan

0

aS(x,u) 9S*(x, 1)
0x 0x

0zdesligi elde edilir ki teorem her sonlu aralikta degismez sekilde sifira meyillidir, yani,

u v
2 dS(x, 0S*(x, 1
( i >dv { g; V) — a(jj V) —Ef[a(x,v) —,B(x,v)]dv} =0
0

ya da
Cl v\ (3Sv)  9S*(xv)
_ v X,V X,V
iy (1-p>dV{ x| ox }
0
u
1 v?
=— lim j(l ——){alx, 1) — B(x,v)}dv. (3.3.23)
T p—o ‘u
0
esittir.

Teoremi kanitlamak i¢in su sekilde gostermek yeterlidir

U—>0

u
lim <1 — l%) {fa(x,v) — B(x,v)}dv =0 (3.3.24)

Ki burada her sonlu aralikta sabit kalir. a(x,u) fonksiyonunun tanimina gore, yani

(3.3.15) ile, elde ettigimiz

I 2 " 2 1
j <1 — ,1?) a(x,v)dv = f <1 — E) J h(x,t) cosvt dt|dv.
0 0 0

Integralinin sirasii degistirerek asagidaki integrali
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1

u I
f(l ——) a(x,v)dv —fh(x t) f( )cosvt dt pdt (3.3.25)
0 0

elde etmis oluruz.

Hipoteze gore q(x) her sonlu aralikta mutlak siirekli oldugundan, her sonlu aralikta
sinirhidir. Daha sonra Onerme 3.1.2, ow(x,t,s)/0x fonksiyonunun her sonlu aralikta

siirli oldugu sonucu ¢ikar, ki bu durumda (3.3.14)'ten ¢ikardigimiz sonug:

x+t

|h(x,t)| < C f |f(s)|ds,

seklinde yazilir. Burada Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginden

x+t 1/2 x+t 1/2
lh(x, )| < C f £2(s)ds J ds) | <ct’, (3.3.26)
x—t x—t

elde edilir. Ciinki f(s), integrallenebilen karedir. Sonra (3.3.25), (3.3.26) ve (3.2.14)'ten

i — oo yapilacak tahmin

u

v? 7 1y I3, (ut)
j<1—!?) a(x,v)dv| < Cjut /2 2t3/2 dt (3.3.27)
u
0

0

u
’uf/zj |]3/2(u)| du =0 (‘u—l/z).

lul

seklindedir. Ayrica, benzer sekilde bir iddia ile (3.3.15), (3.3.16) ve (3.2.14)'ten elde

ettigimiz

k 2
f <1 — v—)ﬁ(x v)dv
0 W ’
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x+t

f q(v)drdt =0 (u"%>. (3.3.28)

X

+1
T ]3/ (ﬂt)

:\E“ f fen= 5

e ut /2
Denklemi elde edilir.(3.3.27) ve (3.3.28) tahminleri (3.3.24)"i ispatlar ve dolayisiyla

teorem,

Onerme:3.3.2 ve Onerme:3.3.3 'ten baslayarak, tamamen benzer bir sekilde

ispatlayabiliriz:

Teorem 3.3.2. f(x) € L?(0,) olarak birakalim. Eger q(x) her sonlu aralikta mutlak
stirekli olan k-1 derecesinden bir tiireve sahipse, bu durumda her sonlu aralikta sabit

olarak elde ettigimiz

# k
2 kS (x, 0%Ss*(x,
lim (1 — %) dv{ V) — S v)} =0,

0o dxk dxk

yani, bir Sturm-Liouville operatdriiniin 6z fonksiyonlarina gore f(x) agiliminin k'inci
tirevlerinin k derecesindeki Riesz ortalamalari ile bayagi Fourier kosiniis integrali

arasindaki fark, her sonlu aralikta sabit bir sekilde sifir olma egilimindedir.
3.4. Farkhlastirilnis bayagi ve genellestirilmis fourier integral acilimlariin toplami

Onceki béliimde kanitlanmis olan, bir Sturm-Liouville operatdriiniin 6z fonksiyonlarinda
diferansiyel bir agilimin ve siradan bir Fourier kosiniis integrali olarak bir a¢ilimin esit
toplanabilirligi hakkindaki teoremden, bir Sturm-Liouville operatoriinin = 6z
fonksiyonlarindaki diferansiyel agilimlarin, agilmig olan fonksiyona karsilik gelen
tiirevlerinin degerlerine toplamina iliskin teoremleri elde etmek, siradan tiirevlerin
toplami igin bu tiir teoremlere sahip olundugunda, kolaydir. Bayagi Fourier serisinin
birinci tiirevinin toplamu ile ilgili olarak, iyi bilinen Fejér-Lebesgue teoremi vardir
(karsilastirin, 6rnegin, Natanson [1]). Bu boliimde, kendi yontemimizi kullanarak, Fejér-

Lebesgue teoremine benzer bir teoremi ispatlayacagiz.

Teorem 3.4.1. F{f (x)} fonksiyonunun olagan Fourier serisini gostersin. F{f (x)} serisi,
Xo noktasinda asagidaki kosullar saglaniyorsa birinci dereceden Riesz yontemiyle x,

noktasinda f'(Xo) degerine toplanabilir.

27



1. f(x), Xo'in baz1 komsulugunda mutlak stireklidir

2. f’(xo0), Xo’da stireklidir.
Ispat: f(x)'in, (x0-8, xo+8)(8 > 0) araliginda mutlak siirekli oldugunu varsayalim.
Ayrica f(x), (0, 2m) Araliginda tanimlanan ve £1(0,27) metriginde f(x)'e yakinsayan bir
diizglin fonksiyonlar dizisi {fn(x)} olsun. fn(x)'in diizgiinliigii sayesinde elde ettigimiz

o

L (x) = a(n) cos kx + b(n) sin kx n=12..), (341
k k
k=0

dizisine esittir. Burada a,(cn) ve b,(cn) fn(x)'in Fourier katsayilaridir ve (3.4.1) serisi sabit bir

sekilde hareket eder.

t, |t|< &/2'yi saglayan keyfi bir gergek sayi olsun. (3.4.1)'den sonra asagidaki dizi olusur.

1
S+ + (fulx — O}

{a,((") cos kx + b sin kx} cos kt n=12.). (342
k=0
(3.4.2)'nin her iki tarafin1 g.(t) ile garparak ve 0'dan €'a t'ye gore (3.3.18) ile integral

alarak elde ettigimiz durum

1 &
> [+ 0+ (G- 0) gy e
0

= {a,((") cos kx + b sin kx} Ve (k) n=12..) (3.4.3)
k=0
seklinde yazilir.
Formiilii baglatalim
Salx, 1) = Z{a,(cn) cos kx + b sin kx} n=12,..)
k<u

bu durumda (3.4.3),
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f Yo (WS (1) = f G+ +fb—DlgOdt (=12.) (344)

formunu alir. {fn(x)} dizisinin f(x)'e yakinsamasi (3.4.4)"lin sag tarafindaki integral isareti
altindaki limite gegmemizi saglar ve (3.1.7) st ise (3.4.4)1n sol tarafinda limiti

geememizi miimkiin kilar.

Sonug olarak elde ettigimiz durum

f o) d, S, 1) = f Fa+O+fxr-0)g(Odt,  (345)
— 00 0

integrali seklinde yazilir ki burada

SCe,u) = z (ax cos kx + by sinkx),
k<u

fonksiyonunda a, ve b,  f(x)’in Fourier katsayilaridir.

x € (x9 — 5/ 2,%o + 6/ o) agisindan x’e gore (3.4.5) te tiirev aldigimizda,

f e d, 28 f (a4 0 + fa(x— D}g.(0) dt

integrali elde edilir ve eklenmesi gereken

a(x,pu) = f{f’x(x +O)+f(x— t)} cos ut dt. (3.4.7)
0

olmak ilizere, Bayagi Fourier integrali i¢in Parseval esitligine gore, (3.4.6) ve (3.4.7)’ den

su sonug ¢ikar:

o0}

. 2
j {fxx+t)+ fl(x —t)}g.(t) dt = - f a(x, 1) Y () dp. (3.4.8)
0

0
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Y. (u) ve a(x, w), w’ye gore cift oldugundan, (3.4.6) ve (3.4.8)’ de yazilan integral

esitliklerinden

+00 u
aS(x, 1
f Ye () du S;H)—; f a(x,v)dvy =0, (3.4.9)

0

sonucuna ulagmis oluruz. Ayrica S(x, i) ve a (x, 1) tanimindan ¢ikan sonuca gore yu —

oo i¢in sahip oldugumuz tahminler

1 p+l (M
v{asgc,u)} =o(u), \/ fa(x,V) dv i =o(1), (3.4.10)
# o \o

seklindedir

(3.4.9), (3.4.10) ve Tauber Teoremi 3.4.1° den ¢ikan sonuca gore, fonksiyonun birinci

dereceden Riesz ortalamasi

u
aS(x,u) 1

— ja(x,v) dv
0x 4

0

ise (xo — 5/ 2, X + 5/ o) Araliginda sabit olarak sifira egilimlidir, yani

u
li 1 v d 050x.v) 1[( Ydvy=0 3.4.11
im ) M) "o — | axv)dve =0, (3.4.11)
0 0

esittir. (3.4.11)'den, teoremi kanitlamak i¢in agagidaki esitligin gegerliligini kanitlamanin

yeterli oldugu sonucu ¢ikar.

1 v?
lim I =— lim (1 ——2> a(xq,v) dv = f'(x). (3.4.12)
U—o T U—>oo J '[,[

a (x,v) Fonksiyonun tanimindan elde ettigimiz
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&

u
I :% bf <1 _%) {![f,x(xo + t) +f,x(x0 — t)] cosvt dt} dvr

denkleminin Tiimlev sirasini degistirerek elde ettigimiz durum

£ I
2
I = % f[f’x(xo +t)+ [, (% — t)] f <1 — Z—) cosvtdv; dt. (3.4.13)

0

seklinde yazilir. Buradan (3.2.14) ve (3.4.13)’ ten ¢ikan sonug

(ut)
\/:.U f floGo+t)+f' (xo_t)] /2 3/2 (3.4.14)

dir. Simdi (3.4.14)"lin sag tarafindaki integrali asagidaki gibi doniistiirelim:

3/ H)
ff (ot 0 41, = 2f ()] 25 d

Lo 2 ]3/ (.Ut)
uf (xo) f dt. (3.4.15)

(3.4.15)'in sag tarafindaki integrallerdeki t degiskenleri degistirerek, su forma

dontistiirebiliriz.
z , ]3/2(2)
= f [+ 2)+7c(m=2) - 2ol 2o as
f “J3) (z)
+2 f(xo)f (3.4.16)

Simdi biiyiik p i¢in (3.4.16)'nin sag tarafindaki ilk integrali tahmin etmek istiyoruz.

n rasgele bir pozitif say1 gostersin ve integralin {ist sinirina eklenir ise
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N eu z 7 ]3/ (2)
f+f [f'x(xo+;>+f'x (xo—;)—Zf’(xo)]x (53/2 dz
—ht I:’ (3.4.17)

elde edilir. f'(x), Xo'da siirekli oldugundan, herhangi bir § > 0 ve sabit 7 i¢in uy'1 o kadar

bliylik secebiliriz ki tim p > p, i¢in elde edecegimiz

|| < 6/2 (3.4.18)
olur. Ote yandan, # 'yi yeterince biiyiik segerek,

|| < 6/2 (3.4.19)
esitsizligini elde ederiz.
(3.4.17) sayesinde (3.4.18), (3.4.19)'dan §’in rasgele olmasindan elde ettigimiz,

en

lim {f’x (xo + 2) +f (x ( - ;) —2f (xo)} (3/3(/2) dz (3.4.20)
0

denklem son olarak, (3.4.16)'deki limite gegerek, (3.4.20) ile elde ettigimiz

hm 1=2 f "(%0) f ]3/2(2) dz. (3.4.21)

limit degeri yazilir.Ayrica, iyi bilinen bir formiille (bkz. Watson [1], §13.24)

]3/2(2) 1 [
f AL

Birlikte (3.4.21), (3.4.12)'yi ve dolayisiyla bu teoremi kanitlar. Fejér-Lebesgue teoremi,

birinci dereceden Cesaro ve Riesz toplama yontemlerinin denkligiyle az dnce ispatlanan
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teoremden ¢ikar. Onceki teoremin ayni varsayimlar altinda bayag1 Fourier integralleri

icin dogru oldugunu ispattan gérmek zor degil, yani elde ettigimiz:
Teorem 3.4.2 Asagidaki kosullarin saglandigini varsayalim:

1) f(x) € £2(0,00)
2) f(x),x,'in bazi komsuluklarinda kesinlikle siireklidir.
3) f'(x),x, da siireklidir.

Bu durumda, f(x) aciliminin bayagi Fourier integrali olarak birinci tiirevi, birinci

dereceden Riesz yontemiyle xo noktasinda f'(Xo) degerine toplanabilir.
Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.4.2’den ¢ikan sonug:

Teorem 3.4.3. q(X) her sonlu aralikta mutlak olarak siirekli olsun ve asagidaki kosullarin

saglandigini varsayalim.
1) f(x) € £?(0,)

2) f(x),x,"1n bazi komsuluklarinda kesinlikle stireklidir.
3) f(x),x,'Da siireklidir.

Bu durumda
u

_ v? S (x,v) | ,
lim 1 _P d, —— x=x¢ — f'(x0),

U—oo J0x
0

esitligi yazilir.

Yani, f(x) agilimimin Sturm-Liouville operatoriiniin 6z fonksiyonlarina gore birinci tiirevi,

birinci dereceden Riesz yontemiyle xo noktasinda f'(Xo) degerine toplanabilir.
Daha yiiksek dereceden tiirevler igin de benzer bir teorem gegerlidir.
3.5. Diferansiyel bir 6zfonksiyon a¢iliminin yakinsamasi

Teorem 3.5.1. q(X)'in her sonlu aralikta toplanabilir oldugunu ve f(X)'in x = 0 igin

asagidaki kosullari sagladigini varsayalim:
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1) f()ve L{f(x)} = f"(x) — q(x)f (x) aittir L(0, ).
2) f(0)cosa+ f'(0)sina=0
3) ;Lrgo W{p(x, 1), f(x)} = 0 Spektrumdaki her A i¢in

Bu durumda, f(x)’in 6zfonksiyon acilim1 mutlak olarak yakinsar.

Ispat: Teoremin hipotezlerinden ve Green 6zdesliginden gikan sonug
b
F(A) = l}im ff(x) o(x, 1) dx
0

— 1 i = 1
= —fo(x) L{p(x, M)} dx = -7 EW), (3.5.1)
0

burada

b
e = Jim | LG} 002 dx.
0

Cauchy-Bunjakovskii esitsizliginden su sonug ¢ikar:

0
ﬁﬂmwm@mmu<w (3.5.2)

(3.5.2) deki integrali g6z 6niinde bulunduralim

jwunwwﬁnwu)
0

Eger A'yi u? ile yer degistirirsek ve yerlerine

FQ) =F ), ¢k 1) =¢(xun), ED) =&, pQA)=p (),

Esitlikleri yazilirsa integral su formu almis varsayilir

fﬂ@W%@#N@N@
0
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1 oo a+1

- [IF@locwldp @+ [ IR@IeE0ldnG.  (353)

0 a=1 g

Ayrica (3.5.1) ve Cauchy Bunjakovskii esitsizliginden ¢ikan sonug:

a+1

f 1y G191 Ce )] dps (1) (3.5.4)

a

a+1

! c
S ; f glz(nu) dpl(:u) (el(xl X, a + 1) - (el(x, X, a)) S ?

a

Esitsizligi seklindedir. Burada sabit C, a’ya bagli degildir. Bu yiizden (3.5.3)’ten ¢ikan

sonug

o) 1 o)

1
[ 1R @110l don@) <[RGNl dpaG) +C Y <o (355)
0 0 a=1

(3.5.2) ile teoremi ispatlar.
Bu boliimiin amaci asagidaki teoremi ispatlamaktir.

Teorem 3.5.2. f(x)'in 6nceki teoremin kosullarini sagladigini ve ayrica g(x)=1""(x) - q(X)
f(x) fonksiyonunun x, =0 2 noktasinda ¢(x,A) oz fonksiyonlarma gore

genisletilebilecegini varsayalim. Bu durumda

A
Freo) = Jim [ QD oo, Didp(2) (35.6)

seklinde yazilir.

Ispat: Hipotezle

A A
90w = Jim [ €00 @G0 ) dp() = = Jim [ AF) @G0 D dp(D)  (357)
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A A
— lim [ FO) @G0, Do) = qGeo) Jim [ FO) pCxo,2) dp(2.
g(x0) = f"(x0) — q(x0)f (x0) Oldugu igin ve

A
lim f F() 0o, 2) dp() = f(xo), (3.5.8)

(3.5.6) bagintisindan (3.5.7) sonucu ¢ikar.

g(x) fonksiyonunun, trigonometrik bir Fourier serisinde genisletilebilir olmasi i¢in
yeterli olan herhangi bir yerel kosulu karsilamasi yeterlidir. Hipotez geregi, f(x) x =
0 igin ikinci bir tirev oldugundan, 6rnegin f”(x) ve q(X)'in x, noktasmnin bir

komsulugunda sinirli varyasyonda olmasi yeterlidir.
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