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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

DIELEKTRIK DURULMAYA KESIRLI OLASILIK DAGILIMLI KUSUR
DIFUZYON YAKLASIMI

Eda GUNEL
Kastamonu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Fizik Anabilim Dal1

Danigman: Yrd. Dog¢. Dr. Muhammet Serdar CAVUS

Bu ¢alismada, zincir molekiillii dielektrik sistemlerin durulma siire¢lerini tanimlamak
icin bir ¢aligma yapilmistir. Bu amag¢ dogrultusunda bir kusurun tek boyutta rasgele
dolastig1 ve molekiiler zincire ulagarak onun durulmasina neden oldugu varsayimina
dayanan Kusur-Diflizyon modeli ele alinmistir. Modelin gelistirilmesi sirasinda, son
yillarda olduk¢a 6nem kazanan ve bir¢ok disiplinde uygulama alani bulan Kesirli
hesap teknigi (Fractional calculus) kullanilmistir. Kusurun sistem igerisinde rasgele
yiirliylistine ait olasilik dagiliminin kesirli (fractional) uzayda oldugu varsayilmis ve
bu varsayim altinda ¢esitli kesirli kusur olasilik dagilimlari ile durulma mekanizmasi
incelenmistir. Islemler sonucunda empirik Cole-Cole, Cole-Davidson ve Havriliak-
Negami tipi davranislara karsilik gelen durulma fonksiyonlari elde edilmistir. Elde
edilen sonuglar dielektriklerin Debye tipi olmayan (non-Debye) davranislarini
aciklamak i¢in kullanilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dielektrik durulma, kesirli hesap teknigi, kesirli olasilik
dagilimi
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ABSTRACT

MSec. Thesis

DEFECT DIFFUSION APPROACH TO DIELECTRIC RELAXATION WITH
FRACTIONAL PROBABILITY DISTRIBUTION

Eda GUNEL
Kastamonu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Physics

Supervisor: Asst. Prof. Muhammet Serdar CAVUS

In this study, some approaches had carried out to describe the relaxation processes of
dielectric systems with chain molecule. For this purpose, Defect-Diffusion model,
which is based on the assumption that a defect propagates randomly in one
dimension and reaches molecule and causes its relaxation, is discussed. During the
development of the model, Fractional calculus, which gained considerable
importance in recent years and has been founded various application areas in many
disciplines, was used. The mechanism of relaxation is investigated with various
fractional probability distributions under the assumption that the probability
distribution of the random walk in the system is in the fractional space. As a result,
the relaxation functions corresponding to the empirical Cole-Cole, Cole-Davidson
and Havrilik-Negami type behaviors were obtained. The results are used to explain
the non-Debye behaviors of dielectrics.

Key words: Dielectric relaxation, franctional calculus, fractional probability
distribution
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1. GIRIS

Elektrik olgusu milattan énce 600’lii yillara kadar uzanir. Unlii filozof Tales’in
kehribar1 bir beze siirtmesi sonucunda kiiclik saman parcaciklarimi ¢ektigini
gozlemlemesi elektrik tarihinin bilinen ilk 6rnegidir. Bu fenomen daha sonralari
statik elektrik olarak adlandirilmigtir. 1800°lii  yillarda Faraday’in yaptigi
calismalarin bir Uriini olarak dielektrik kelimesi bilim diinyasina girmistir [1].
Dielektrik kelimesi yalitkan kelimesiyle es anlamli olarak kullanilmistir. Bir baska
deyisle bir dielektrik meteryal elektrigi iletmeyen (ya da ¢ok ¢ok az ileten), direnci
(dolayisiyla 6z direnci) ¢ok biiylik olan bir yalitkandir. Dogal olarak dielektrikler,
akim tasiyicist olan serbest elektronlara sahip degildirler. Bununla birlikte bir

elektrik alan altinda kutuplanma 6zelligine sahiptirler [1].

Dielektrik meteryaller giinlimiizde, Ozellikle elektronikte kendisine biiylik bir
kullanim alan1 bulmustur. Dielektriklerin yapisal o6zelliklerinin 6nemi onun
ihtiyaclar1 karsilamadaki gelisim siirecinde kendisini gostermistir. Ozellikle
elektronik biliminde kati dielektrik malzemelere olan ihtiya¢ daha fazla
hissedilmistir. Porselen, cam, seramik, kauguk ve plastikler kat1 dielektriklere 6rnek
olan en bilenen meteryallerdir. Glinlimiizde dielektrik meteryaller ve yeni dielektrik
meteryal iliretme iizerine yapilan ¢aligmalar biiylik bir hizla devam etmektedir [1].
Yalitim malzemelerinden elektronige, gida endiistrisinden savas sanayisine, tiptan
nano teknolojiye kadar ¢ok cesitli disiplinlerde ¢ok yaygin kullanim alanlaria

sahiptir [2, 3].

Dielektriklerin farkli o6zelliklerinden faydalanilarak c¢esitli kullanim alanlar
olusturulmustur. Farkli 6zelliklere yogunlasildik¢a dielektrik meteryallerin sayist ve
ve davranis Ozellikleri de giderek Ozellesmistir. Bu durum, dielektrik
mekanizmasinin daha iyi anlasilabilmesi ve yorumlanabilmesi i¢in kuramlarin
gelistirilmesini zorunlu kilmistir. Boylelikle, her bilim dalinda oldugu gibi, istenilen
elektronik, fiziksel ve kimyasal 6zelliklere sahip dielektriklerin iiretilmesinin yolu

acilmak istenmistir [4, 28].



1.1. Tletkenler, Yalitkanlar ve Dielektrikler

1870’lerle birlikte dielektrik maddelerin o6zelliklerinin daha detayli incelendigi
gorilmektedir. Dielektrik bilimi, dielektriklerin degisen alan altindaki davranisimi
incelemeye odaklanmistir. Ayni zamanda mikro diizeyde (elektronik, atomik ve
molekiiler diizeyler) kutuplanma ve durulma mekanizmalarina ait deneysel ve

kuramsal ¢alismalara agirlik verilmistir [5].

Yalitkanlarla dielektriklerin es anlamli kullanildigindan bahsetmistik. Bununla
birlikte terimsel anlamda aralarinda bazi farkliliklar vardir. Yalitkan terimi daha ¢ok
makroskobik yapilar i¢in kullanilir. Yalitkanlarin genel olarak i¢ fiziksel 6zellikleri
dikkate alinmaksizin elektrik iletkenliginin diisiik ve sicakliga dayanikli, uzun
Omiirlii ve iiretim maliyetinin de diisiik olmasi istenir. Dielektriklerde ise onlarin
mikro diizeydeki davranislart 6nem kazanmistir. Dielektrikler {izerine olan
caligmalar, elektronik, atomik ve molekiiler boyutta onlarin degisen alan altindaki
durulma ve kutuplanma davranislarinin anlagilmasi noktasinda yogunlasmuistir.
Gelisen teknolojiyle birlikte nano boyutlarda dielektrik davraniglarin arastirilmaya

baslanmasi yeni dielektrik 6zelliklerin kapilarin1 da agmustir [6].

1.2. Dielektrigin Dogasi ve Temel Kavramlar

1.2.1. Dipol ve Dipol Moment

Bir dielektrik meteryal icerisindeki atomlarin, atom guruplarinin ya da molekiillerin
elektrik ylik merkezlerinin (pozitif ve negatif ylik merkezlerinin) birbirlerinden
ayrilmasi sonucunda olugan yapiya dipol denir [7]. Bu kavramin olusmasiyla birlikte
fiziksel bagintilarin ortaya ¢ikmasi da kacginilmazdir. Bu noktada aralarinda [
mesafesi bulunan iki zit yiiklii £q noktasal yilik sisteminin olusturdugu elektrik

dipole ait dipol moment;

m = ql (1.1)

seklinde tanimlanir. Bu agidan bakildiginda dielektrik maddeleri iki sinifa ayirma

gereksinimi dogmustur: Kendiliginden kutuplu (polar) ve kendiliginden kutuplu

2



olmayan dielektrikler. Bu iki smifin kendine has dzellikleri vardir. Ornegin, her sinif,
kendine 6zgli kutuplanma mekanizmalarina sahiptir. Polar olmayan dielektriklerde
kutuplanma mekanizmas1 bir dig alan altinda dipollerin olusmasiyla meydana
gelirken, bu durum polar dielektriklerde kendiliginden dogal olarak gerceklesir. Polar
olmayan meteryallerdeki bu kutuplanma, tahmin edilebilecegi gibi dis alan ile dogru
orantili olacaktir. Polar olmayan dielektriklere soygazlar 6rnek verilebilir. Polar

olanlar i¢inde su (H,O) en bilinen 6rnektir.

A
Yol
PN
H H
oF o"

Sekil 1.1. Su molekiiliiniin dipol momenti

Bunun yaninda HCI, NH3, MgCl ve HBr gibi molekiiller de polar 6zellige sahiptirler.
Polar dielektriklerdeki dipoller, dielektrigin bir dis alana maruz kalmasi durumunda
alana paralel olarak yonelim gosterirler. Bu ise dielektrik igerisinde bir net

kutuplanma olusturur [8, 9].
1.2.2. Dielektrik Sabiti ve Kutuplanabilirlik

Dis elektrik alan altinda dielektriklerin farkli davranislar sergilediklerine daha dnceki
boliimde deginilmisti. Oyle ki dielektrigin davranisini betimleyebilmek igin baz1 yeni
kavramlara ihtiya¢ duyulmaktadir: dielektrik sabiti, elektriksel kutuplanma,
duygunluk ve kutuplanabilirlik.

Bir maddenin elektriksel olarak ne kadar yalitkan oldugunu belirleyen parametreye
dielektrik sabiti denir. Bir kondansatoriin levhalar1 arasinda bosluk olmasi
durumunda sahip oldugu potansiyelin, levhalar arasinda bir dielektrik olmasi
durumundaki potansiyele oran1 olarak tanimlanir. Bu tanim potansiyel yerine elektrik

alan kullanilarak da yapilabilir.

Dielektriklerin kutuplanmasmin biiyiikliigii dig elektrik alanin siddetine bagh
olmakla birlikte, dielektrigin molekiiler yapistyla da dogrudan iliskilidir. Izotropik



yapil1 dielektrikler i¢in kutuplanmanin biiyiikligii dis alan siddetiyle dogru orantili
olup,

P = gyxE (1.2)

bagimtisiyla verilir. Burada “y” dielektrik duygunluk olarak tanimlanan boyutsuz bir
niceliktir. Makroskobik E alani1 ve P kutuplanma arasindaki y katsayisi ile saglanir.

Elektrostatik bir ortam i¢in;

D=¢E+P (1.3)

esitligiyle saglanir. Burada D’ye elektrik 6telem vektorii veya elektrik aki yogunlugu

denir. D’nin yiikii serbest yliklerdir ve (1.2) denkleminden faydalanarak;

D =¢,&E (1.4)

elektrik aki yogunlugunu dis elektrik alana baglayan bir bagintiya ulasmis oluruz. Bu
bagintilardan yararlanarak &, = 1 + y seklinde bir parametre ile tanimlanir. Burada
&, dielektrik katsayisi olarak tanimlanir ve boyutsuz bir niceliktir. Bu son bagintida

&€y = € olarak tanimlarsak,

D =¢E (1.5)

elde ederiz. Burada e, dielektrik gecirgenlik (permittivity) olarak adlandirilir.
Kutuplanmanin biiyiikliigi her ne kadar dis alanla orantili olsa da bu bir noktaya
kadar gecerlidir. Elektrik alanin asir1 biiyiik olmasi, dielektrik icerisindeki baglh
elektronlarmin molekiiler orgiiye c¢arparak onu bozmasina neden olabilir. Bu
durumda dielektrik malzeme kendi 6zelliklerini kaybeder (dielektrigin ¢okiisii). Bu

¢okiis noktasinin bliyiikliigi ise dielektrik dayaniklilik olarak adlandirilir.

1.2.3. Dielektriklerde Kutuplanma Cesitleri

Dielektriklerde genel olarak elektronik, atomik, iyonik, yonelme ve arayiizey

kutuplanmas1 seklinde bes farkli kutuplanma tiiriinden bahsedebiliriz. Burada sunu



da vurgulamak gerekir ki, polar ve polar olmayan meteryallerde kutuplanma

mekanizmasi birbirlerinden farklilik gdsterir.
1.2.3.1. Elektronik kutuplanma

Bir dis elektrik alan altinda atomun (veya atom guruplarina) ya da molekiiliin
elektron bulutunun diizglin dagiliminin bozulmasi neticesinde olusan kutuplanmaya
elektronik kutuplanma veya optik kutuplanma denir. Klasik acidan, dis elektrik alan
altinda atom ¢ekirdegi etrafindaki elektron bulutu alana paralel olarak atom
cekirdeginden uzaklasacaktir. Sekil 1.2°de de goriildiigii gibi bu net bir dipoliin
olusmasma neden olacaktir. Bu kutuplanma yaklasik olarak 107° ile 10™'° Hz

araliginda goriilmektedir.

Onee Sonra
T, /ﬂ_—————__\,_h
o a
@ ) e ©
Sekil 1.2. Elektronik Kutuplanma

1.2.3.2. Atomik kutuplanma

Atomik kutuplanma, ¢ok atomlu bir molekiilde, elektronik kutuplanmaya benzer
sekilde, dis elektrik alan etkisinde atomlarin birbirinden uzaklagmasiyla olusan bir
kutuplanma tiiriidiir. Ayn1 zamanda titresim kutuplanmasi adi da verilir [1, 10].
Elektronik ve atomik polarizasyonun ikisinde de yiikler, dis alanin etkisiyle yer
degistirdiklerinden bu yapidaki kutuplanmalara uyarilmis kutuplanma da
denilmektedir [11]. Atomik kutuplanma yaklasik 10"-10'"* Hz araliginda

goriilmektedir.
1.2.3.3. Iyonik kutuplanma

Iyonik kutuplanma, iyonik orgiideki negatif ve pozitif iyonlarm dis elektrik alan
altinda birbirlerinden uzaklasmasi sonucunda meydana gelir. infra-red bélgede, yani

10210 Hz araliginda gdzlenir [5].



Sekil 1.3. fyonik Kutuplanma ( NaCl)

1.2.3.4. Yonelme kutuplanmasi

Yonelme kutuplanmasi polar maddelerde gézlenir. Dis elektrik alan, madde i¢indeki
kalict dipollere bir tork uygulayarak onlari alan dogrultusunda donmeye zorlar.
Boylece madde igerisinde bir kutuplanma meydana getirir (Sekil 1.4). Yonelme

kutuplanmasi genel olarak 10°-10° Hz araliginda gdzlenir [8].

Sekil 1.4. Yonelme kutuplanmasi

1.2.3.5. Arayiizey kutuplanmasi

Bir madde igerisindeki birbirinden farkli kimyasal diziler, madde igerisinde farkli
hetorojen yapilar olustururlar. Bir dis elektrik alan altinda bu hetorojen sistemlerin
sinir bolgelerinde yiik tasiyicilart rahat hareket edemezler, yani heterojen yapilarin
ara ylizeylerinde ylik tasiyicilar birikir (Sekil 1.5). Bu olusum bir dipol momente
neden olur. Bu tiirdeki kutuplanmalara arayiizey ya da uzay-ylik kutuplanmasi denir

ve yaklasik 10°-10° Hz araliginda gdzlenir [10].



Sekil 1.5. Arayiizey — Uzay Yk kutuplanmasi

Bazi kutuplanma tiirlerine ait 6rnekler asagidaki tabloda verilmistir [12].

Tablo 1.1. Bazi maddelerin polarizasyon tiirleri ve statik (g, ) katsayilart

ORNEK KUTUPLANMA STATIK &,

Ar gaz Elektronik 1.0005 Gazlarda kiiglik N
Arsivi (T < 87.3 K) Elektronik 1.53 Van der Vals Bag
Si Kristal Elektronik 11.9 Kovalent kati
NaCl Kristal iyonik 5.90 iyonik kristal kat
CaCl Kristal iyonik 7.20 iyonik kristal kat
H,0 Yonelme 80 Dipolar sivi
Nitrometan ( 27°C) Yonelme 34 Dipolar sivi

Kati icinde kismen
PVC (Polivinil Kloriir) Yonelme 7 engellenmis dipolar

yonelme

1.3. Dielektriklerde Durulma

1.3.1. Zamana bagh alanlarda lineer dielektrikler

D1s elektrik alanin hissedilir bicimde peryodik olarak degistigi bir durulmada madde
icindeki mikroskobik parcaciklarin (elektronlar, atomlar, iyonlar ve molekiiller) bu
dis elektrik alan degisimine olan tepkisi bir zaman gecikmesiyle olacaktir ve bu da
elektrik alanin degisim hizina yetisemeyen bir kutuplanma meydana getirir. Degisen

peryodik dis elektrik alan i¢in

E(t) = Eycos(wt) (1.6)

secilirse otelem vektorii ile elektrik alan arasinda,
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D(t) = &' (w)Eycos(wt) + €' (w)Eysin(wt) (1.7)

bagmtisina ulasilabilir. Burada ¢&'(w) ve &"(w) swasiyla frekansa bagl dielektrik

sabiti ve kayip faktorii olup,

£'() = 3+ = (Do/Ey) cos(6) (1.8)
¢ (@) = 72 = (Do/Eo) sin(6) (1.9)

seklinde verilirler. &'(w) ve &'(w) parametreleri iyi hazirlanmis deneysel
diizeneklerle frekansin bir fonksiyonu olarak go6zlenebilirler. Sekil 1.6’da bu

parametrelerin kutuplanma tiirleriyle olan iliskisi kabaca tasfir edilmistir [5].

3?
v o

Atomic Electronic

10'2 10'5

MW IR v uv

Sekil 1.6. Yogun fazdaki polar bilesikler igin frekansa bagli dielektrik sabitinin dagilimi ve
kay1p pikleri

1.3.2. Frekansa bagh kompleks dielektrik fonksiyonu
Degisken elektrik alan altindaki bir dielektrik i¢in & frekansa bagli bir degisken

seklinde davranis sergiler. Lineer ve izotropik dielektrikler lizerine yiiksek frekansli

periyodik bir dis elektrik alan etki etmesi sonucunda kompleks dielektrik katsayisi,

gl _ [ f(®e it dt (1.10)

Es—&c0



seklinde tanimlanir [13]. Burada f(t) tepki fonksiyonudur ve birim elektriksel alan
basina kutuplanmadaki gecikmeyi ifade eden bir terimdir. Ayni zamanda bu
fonksiyon f(t) = —d¢(t)/dt seklinde ¢(t) durulma fonksiyonu cinsinden de
verilmektedir. Burda ¢(t), t =0 aninda dis alanin ortadan kalkmasi sonrasinda
sistemin birim hacimdeki toplam elektrik dipol momentinin zamanla nasil degistigini
(bozundugunu) betimleyen bir fonksiyondur ve ¢(t) = P(t)/P(0) ile verilir.
Boylelikle harmonik bir dis alan igin;

& (w)—&x0 — fooo e lwt (_ d¢(t)) dt (1.11)

Es—E&x0 dt

ya da kismi integral yonteminin kullanilmastyla,

S*E(:’_%f = 1—iw [ e tp(t) dt (1.12)
Burada [£*(w) — €x]/(&s — €w) normalize edilmis kompleks dielektrik
fonksiyonudur ve genelde y(w) ile gosterilir. Ayn1 zamanda bu fonksiyon reel ve
sanal kisimlari cinsinden y(w) = y'(w) — ix"'(w) seklinde ifade edilebilir. Burada
x'(w) reel kismi, "' (w) ise sanal kismi betimlemektedir. Ayrica deneysel sonuglar
x' niin dielektrik iginde depolanan enerjiyle, y" (w) niin ise agiga ¢ikan 1s1 enerjisiyle

orantili oldugunu gostermistir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Dielektriklerin kutuplanma ve durulma mekanizmasinin anlasilabilmesi i¢in bir¢ok
kuramsal model Onerilmistir. En goze carpan modelleri su sekilde Ozetleyebiliriz:

1945 yilinda Debye [14] durulma modeli. Debye tarafindan,

__4mnmR
kT

Y) =e /71 2.1)
seklinde bir durulma fonksiyonu Ongdriilmiistiir. Burada t karakteristik durulma
zamani olarak tanimlanir. Fakat sonralar1 yapilan deneysel ¢alismalar bu modelin
yetersizligini ortaya koymustur [12, 16, 14]. 1949-1961 yillar1 arasinda Szigeti ve
arkadaglarinin ortaya koydugu modeller goriilmektedir [15]. 1949 yilinda Forster ve

—t/T|Yk

1981 yilinda Blumen tarafindan durulma fonksiyonu pu(t) = el seklinde
KWW bagintisina benzer bir durulma fonksiyonu 6ngorillmiistiir [19]. Tarih 1970
yilin1 gosterdiginde Williams ve Watts, camst ve polimerik malzemeler iizerinde

yaptiklar1 deneylerin sonuglarina dayanarak,

W(t) = e @ 0<p<1 2.2)

empirik durulma fonksiyonunu ortaya koymuslardir. Bu yasa giinlimiizde KWW
yasas1 olarak da bilinmektedir. Bununla birlikte frekansa bagli normalize edilmis
kompleks dielektrik fonksiyonuna ait ilk baginti ise 1941 yilinda Cole ve Cole

tarafindan ortaya konmustur:

1
1+(iwT)1-2

¥ (w) = , 0<a<1 (2.3)
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Grafik 2.1. Cole-Cole bagintisinin o’'nin farkli degerleri i¢in kayip egrileri

a=04,a=0.6vea=0.9 degerleri i¢in kayp egrileri Grafik 2.1‘de de
goriildiigii gibi ¢ogu polimer yapimun ve ferroelektrik maddelerin 0 < a <1
araliginda dogrudan Cole-Cole bagmtisina uygun bir davranig sergiledigi

goriilmektedir.

Ardindan 1950 yilinda bu bagint1 Davidson ve Cole tarafindan deneylere daha uygun
bir bi¢gimde ,

1
X (@) =riE 0<p<1 (2.4)

seklinde Onerilmistir.
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Grafik 2.2. Cole-Davidson bagintisinin 3’ nin farkli degerleri i¢in kayip egrileri

B=04,6=06vep =0.9 degerleri icin kayp egrileri Grafik 2.2‘de de
goriildiigii gibi 0<B<1 araliginda Cole-Davidson bagintisina uygun bir davranis
sergiler ve Cole- Davidson denklemi Debye denklemine doniismektedir. Ayrica
Grafik 2.1°deki o’nin degerlerine baktigimizda bire yaklasan degerleriyle Cole-Cole

bagitisininda Debye tipi bir davranis sergiledigi goriilmektedir.

Tarih 1966 yilin1 gosterdiginde ise Havriliak ve Negami tarafindan, Cole-Cole ve

Cole-Davidson bagintilarinin bir kombinasyonu bi¢iminde;

1

)((a)):m , O<a<1,0<[>’<1 (25)

bagintis1 onerilmistir.
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Grafik 2.3. Havriliak-Negami a¢ = 0.4 ve [3’nin farkli degerleri i¢in kayip egrileri

(2.5) denklemine gore Havriliak-Negami bagintisinin § = 1 igin Cole-Cole bagmtisina,
a = 1igin Cole-Davidson bagntisina ve o=1 ile § = 1 degerleri i¢inse Debye bagmtisina
doniistigii goriilmektedir. (2.5)’deki denkleme gore Havriliak-Negami bagitisinin 0<o<I,
0<B <1 araligindaki degerleri i¢in kayip egrileri Grafik 2.3‘den de goriildiigii gibidir.
Denklem (2.3)’ e gore ¢izdirmis oldugumuz Cole-Cole tipi davranig gosteren Grafik
2.1’¢ gore elde ettigimiz 0=0.4 egrisi i¢in p=0.4 ,=0.7 ve P=0.9 degerleri
verdigimizde denklem (2.5)’de kompleks dielektrik fonksiyonunun dogrudan

Havriliak -Negami tipi bir davranig sergiledigi gortilmektedir

X" (w)

0.50

0.10¢+
0.05¢

1.x1072 ¢
5.x1073 |

L - : ; : : Logwip
107 10™° 0.1 i 10 100 1000

Grafik 2.4. Havriliak-Negami ¢ = 0.8 ve [3’nin farkli degerleri i¢in kayip egrileri
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(2.5) Havriliak-Negami bagintisina gore bu seferde a=0.8 degeri i¢in kayip egrileri
cizdirecek olursak Grafik 2.4’te goriildiigli gibi Havriliak-Negami tipi bir davranig

sergiledigi goriilmektedir.

Yaklagimlar1 inceledigimizde o degeri 1’e yaklastikca kompleks dielektrik
fonksiyonlarin birbirlerine doniisiimleri saglandigindan Cole-Cole, Cole-Davidson ve

Havriliak- Negami tipi davranis sergiledikleri goriilmektedir.

llerleyen yillarda 1983 yilinda Shelisinger-Montroll ve 1987 yilinda Niklasson,
KWW tipindeki durulma davramiglarini agiklamak amaciyla Fraktal durulma
modelini ortaya koymuslardir. Yakin zamanda ise Hilfer (2002), Uchaikin (2003),
Coffey ve ark. (2004), Reyes-Melo ve ark. (2005) ve Nigmatullin (2007) tarafindan
gerceklestirilen kesirli durulma kesirli durulma modellerine ait ¢alismalari
gormekteyiz. Bu modellerin Debye ve Cole-Cole tipi davranislari agiklamada bagarili
sonuclar verdigini sdyleyebiliriz. Daha bir¢ok model de bu davraniglar1 agiklamak

icin gelistirilmistir [19, 17].
2.1. Kusur Difiizyon Modeli

1960 yilinda Glarum tarafindan Debye tipinde olmayan durulma davranmislarini
aciklamak amaciyla kusur difiizyon modeli ortaya konmustur. Bu modelde bir kusur,
madde i¢inde difiizyon hareketi yapar ve durulma merkezlerinden birine ulasinca bir
durulmaya neden olur. Modelin ortaya koydugu durulma fonksiyonu Cole-Cole ve
Cole-Davidson tipi davranislar gostermistir. Modeli biraz inceleyecek olursak: Bir
kusur t = 0 aninda x = [ noktasinda bulunmaktadir. En yakin kusurun bir t zaman
araliginda x = 0 noktasina ilk defa ulasma olasilig1 ise P(t) dir. Kusurun hareketini

belirleyen diferansiyel denklem,

OP(xt) D 92%P(x,t)

ot 0x? (2.6)

seklinde verilen, bir kusurun pozisyonuna ve diflizyon katsayisina bagl bir diflizyon

denklemidir. Kusurun baslangigtaki konumu P(0,0) =1 ve P([,0) =0, [#0
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bicimindeki sinir sartlari ile belirlenir. Belirlenen sinir sartlarina gore difiizyon

denkleminin ¢6zliimii;

: _ OP(x,t)
P(Lt) = —D (—ax )le 2.7)
PLE) = 222 12 /4D
( ) t) - (47TD)1/2 exp(_ / t) (28)

seklinde olacaktir. Sonrasinda, sistem igerisinde bir durulma merkezine en yakin

kusurun [ ile [ + Al arasinda bulunma olasiligi,

f = ;-exp(=1/lo) 2.9)
ile verilir. Bu durumda P(t) olasilig1 i¢in;

P(®) = [, fD P D) dl (2.10)

P(t) = [ P(t) dt = 1 — exp(t/tp)erf (t/1p)"/? 2.11)
bagintisina ulagilmis olunur. Béylece dipol korelasyon fonksiyonu i¢in;

() =1 — P(t) = exp(t/tp)erf(t/tp)"/? (2.12)

yazabiliriz. Burada durulma zamani1 t;, = 3 /D alinmistir.
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3. MATERYAL VE METOD

3.1. Kesirli Hesap (Fractional Calculus)

Diferansiyel kavrami Leibniz ve Newton’a kadar uzanan, matematigin ve
dolayistylada biitlin sayisal bilimlerin en 6nemli araglarindan biridir [22]. Liouville,
Riemann, Weyl, Fourier, Laplace, Lagrange, Euler, Abel, Lacroix, Grunwald ve
Letnikov gibi {inlii bircok matematik¢inin iizerinde durdugu, 300 yi1l boyunca bir
kulugka evresi gecirmis diyebilecegimiz kesirli hesap teknigi ise ancak son 20 yillik

bir siirecte belirgin bir ilerleme kaydedebilmistir [18].

Kesirli hesap tekniginin kendisine has bir¢ok tanimi ve ozelliklerinin olmasinin
yaninda bu calisma icerisinde, tez calismasi igerisinde yapilacak yaklasimlardan

dolay1 6zel olarak Riemann-Liouville tanimi {izerinde durulacaktir.
3.2. Riemann-Liouville Tanim

Riemann-Liouvielle denklemine ulasmak ic¢in sik¢a kullanilan ifade Cauchy

formiiliinden yararlanilarak elde edilir. 11k olarak,

dF(t)

f() =—- (3.1
tirev ifadesiyle tanimlarsak, her iki tarafin ¢ ‘dan x’e kadar integralini aldigimizda,

b
[ f@®dt=F@®) | (3.2)

[ f®)dt =F(x) - F(a) 3.3)

seklinde olur. Bu ifadeye gore her iki tarafin x’e gore tiirevini alirsak,

dF(x)
dx

2 [y foydt = (34)
L ¥ f©dt = f(x) (3.5)

16



elde edilir.

V(x)

Y= [, fOdt (3.6)

seklinde bir integrali ele alalim. Burada goriildiigii gibi w fonksiyonu A(x) ve V(x)’e

bagli bir fonksiyon olsun. O halde kismi tiirevini ifadenin alirsak,

dy _ 9y av(x) | 0y AX)

dx ~ av(x) ox 0A(x) dx (3.7)
denkleminden yararlanarak, (3.6) ifadesinde yerine yazarsak,

d (V(x) 46 v (x) V() DA(x)

) f®)dt = e fA(x) f(t)dt & * oadl fA(x) f®dt—= (3.8)

esitligi bulunur. Denklemin sagini (3.5) ifadesini de kullanarak yeniden diizenlersek

eger,

d V(x) 4 d_V _ d_A

= e f(Odt = (V) 5 = f(A) 5 (3.9)
olur. Denklemde goriildiigii gibi, “—* 1isareti (3.9) denkleminin sag kismindaki

integral siir kosullariin yer degistirmesinden kaynaklandig1 goriilmektedir.

Yeniden integral alinirsa;

d b _ (baf(xp

afa flxt)dt = [ —_—dt (3.10)

dir. Integral sinirlarindaki a ile b ifadesi birer sabittir ve bu denklemden yararlanarak;
_ (V&)

Y= fA(x) f(x, t)dt (3.11)

integrali icin,

Y =(x, V(x),AX)) (3.12)
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olacagindan (3.9) ile (3.10) denklemlerinin daha kapali hali;

d (V(x) _ av dA V(x) df (x,t)
—ao f At = fO V)= fle Ao+ [ =5 dt (3.13)

seklini alir. Bu ifadeye de Leibniz Kurali denilmektedir.

Asagidaki integral verilmis olsun.
() = [J(x — O f(Ddt (3.14)

Verilen bu integralde n > 0 ve tamsayi, a ise sabittir. Bu integrali Leibniz’in (3.14)
denklemine gore yazarsak; burada F(x, t) = (x — t)"f(t) olacaktir. ¥, (x)’in tiirevi

i¢in;
dpn(x) _ x n—-1 n-1
——=0-1D [, -D)" fOdt + [(x =" f(O)]e=x (3.15)

elde edilir ve denklemin sagindaki ikinci ifadenin n > 1 icin sifira gittigi

goriilmektedir. O halde;

n > 1 i¢in;

W = (n = Dy (3.16)
n = 1 icin ise;

W = f(x) (3.17)

olur ve bu ifadeyi (3.15) denkleminde m defa tiirevini alirsak;

L0 — (1= D)1 = 2) e (0 = M (3.18)

ifadesi bulunur ve m = n — 1 degeri i¢in islemi yaparsak;
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T Vn = (n— D1, (x) (3.19)

dxn—1

elde edilir ve (3.18) denklemine gore diizenlenilirse;

Lhbn _ (n— 1)1 f(x) (3.20)

dxm

denklemine ulagsmis oluruz. Eger bu ifadede n > I degerleri i¢in (3.18) ile (3.19)

denklemlerinden faydalanirsak,
P10 = [ fOa)dx

Po(x) = f: Y2f (xx)d x; = f(f f;zf(xﬂd x1dx;

(0 = (=D L7 2 2 f () d xydx, ... dxy, (3.21)

genel ifadesi bulunur ve buradan,

1

SO [ 2 f ) dxydx, . dxy, = o= [ =D (Dde (3.22)

“Cauchy integrali* olarak da bilinen bu denklemi elde etmis oluruz. Bu esitligin sag
tarafin1 bir operator ile ifade edersek ve n yerine her degeri alabilen w degerini

yazarsak,

def
d(x—a)®

= 2= l@ -0 @dt g <0 (3.23)

sekline doniisir. Bu denklemde Riemann-Liouville Kesirli Integrali olarak

isimlendirilir.
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dwf _ an 1 X _ —((A)—t)—l
T = e |Famay Ja = ©) f(odt| (3.24)
denklemi elde edilir. (3.24) denkleminde Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi olarak
bilinmektedir. Bu ifadeye gore yazilan (3.23) denkleminin integrali sadece g <0
degerleri icin yakisaktir bu esitligi g> 0 ve n> ¢ sartlarina uygun ¢oziliir. (3.24)
esitliginde de goriildiigli gibi n kez tiirevin integrale uygulanmasi asamasinda

zorluklara neden olmaktadir.

(3.21) esitligindeki baginti (3.15) denkleminde yerine yazarsak;

dTL

=[x = O tf(B)dt = (n— D! f(x) (3.25)

dx®
elde ederiz ve ifadenin n defa integralini alip, bir operatorle temsil edersek;
[Fa = DMt de = (n— DI f(x) (3.26)

1
I'(=n)

X = (Bdt = 2 f () (3.27)

ifadesine ulasilir. ifade de n’nin negatif degerleri i¢in gegerli olur. Ciinkii gdsterim

integrali temsilidir [22, 20, 21].

Bundan sonraki boliimde Kusur-Difiizyon yaklasimi kesirli hesap teknigi ile
tekrardan ele alinacaktir. Bu yaklagimla birlikte, dipol kusur etkilesmelerinin kesirli
bir uzayda oldugu varsayilarak kusurun hareketine ait olasihik yogunluk
fonksiyonlarmin da kesirli bir uzaym bir parcasi oldugu 6ngdriiliip, zaman uzayi
tizerinden kesirli integraller alinarak kusur dipol etkilesmelerinin bir analizi
yapilmaya calisilacaktir. Ayrica kusur-difiizyon modelini temel alan ¢alismalarin da
bir kritigi yapilacaktir. Modellin giiclii ve zayif yanlar1 matematiksel ve fiziksel
acidan irdelenecektir. Kusur-difiizyona kesirli yaklasimin fiziksel anlami iizerinde

bazi varsayimlarda bulunulacaktir.
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4. SONUCLAR, TARTISMALAR VE ONERILER

Hatirlanacagi gibi madde i¢indeki kusurun hareketine ait denklem,

P(Lt) = % g(~1?/4mDt) 4.1)
seklinde verilmisti. Oncelikle, dipol-kusur etkilesim siirecinin zamanin bir dogrusal
olmayan fonksiyonu oldugunu varsayarak, olasilik uzaymnda da bazi degisiklikler
olmasi gerektigini diisiinebiliriz. En yakin kusurun dipole ulagmasi i¢in gegen zaman
basina olasilik Bordewijk tarafindan f(x) = 1/a olarak 6nerilmistir [26]. O halde t
aninda bir tek kusurun dipole ulagsma olasiligi Riemann-Liouville kesirli integral

operatorii kullanilarak,

Pi(t) = [, f(x) Po(x — xo,) dx (4.2)
P.(t) = (—V)[ p (t)] _ g=v [fa t~3/2|x—xo| [-(x—x0)?/4mDt] 4 ] 43
v 1( ) _ t 1 o t 0 aVarD e X ( . )

__2b t. —1z-1/2 __ 2D -1/2
VP1 (t) - aﬁ F(V) fO (t f)V f df - a l"(a+1/2) tv (44)

islemleri sonucunda,

_ 2D v-1/2
VPl (t) T a r'(a+1/2) t (4'5)

sonucuna ulasiriz. ,P;(t) , yalnizca bir tek kusurun bir dipole ulasma olasiligi ise N
kusurlu bir dipol zinciri i¢in herhangi bir kusur tarafindan dipol zincirinin durulma
olasiligr ,P(t) olarak segilirse, durulmaya ugramayan bir dipol zinciri i¢in olasilik

ise 1 — ,P(t) olacaktir.

N

N b,
1- Pt =[1- ,P®] =1 - et 2] (4.6)
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olacaktir. N — oo limitinde, a = 2N/, i¢in;

-1/2 11N _( VD -1 2)
Ml =¢e \b F(v+1/2)tv /
loT(v+1/2) N

Vo (8) = lim |1 - 4.7)

elde edilir. Burada reaksiyonun durulma zaman tp, = (lo r'(v+1/2)/ND )v—1/2

olarak segilirse, tek boyutta korelasyon fonksiyonu,

vp1(t) = e[—(t/rD)v—l/z] (4.8)

1

1) =1-iw [ e @tp(t)dt = Texp (22) Erfc (=2)2.D > 0 4.9)

seklinde elde edilir. Bu fonksiyon KWW tipinde bir fonksiyondur ve beklendigi gibi
v = 1 i¢in denklem tek boyutta Bordewijk'in sonucuyla uyumludur [22].

Bu asamada bir kusurun, dipol zincirini durulmaya gegirmesiyle ilgili olasiklarin her
dielektrik madde i¢in farkli olacagini 6ngorebiliriz. Bununla birlikte olasiligin,
fiziksel olayin gerceklesmesi sirasinda kesirli (fractional) yapida oldugunu
onermekteyiz. Yani, dispersiyondan kaynakli olarak durulma davranisinin diizensiz
oldugu ve bu diizensizligi ifade edebilmek icin kesirli bir uzay ve olasik dagiliminin
kullanilmas1 gerektigi varsayimini yapmaktayiz. Bu ¢aligma kapsaminda sectigimiz
olasiklar1 kesirli hesap teknigi kullanarak kusur-difiizyon modeline uyarlayacagiz.
Sonrasinda, elde edilen sonuglar matematiksel ve fiziksel olarak daha 6nce elde

edilmis empirik fonksiyonlarla karsilagtirilarak irdelenecektir.

Gama fonksiyonu, kesirli hesap yontemiyle dogrudan iligkili bir fonksiyondur ve
rasgele L degiskene gore Gamma-dagilimmin olasilik yogunluk fonksiyonunu

tanimlayan denklem,

—1+ke—L/6

f(Lik,6) ="~

HTO(),X>0U€]€,9>O (4.10)

seklindedir. Gamma dagiliminin k ve 6 parametrelerinin farkli degerlerine karsilik

davranis1 Grafik 4.1‘de verilmistir.
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Grafik 4.1. Gamma dagilim fonksiyonu

Kusurlarin gama dagilimi gosteren bir olasilik ile dipol zincirini buldugu varsayimi

altinda (4.1) ve (4.2) esitliklerinden yararlanarak P (t) igin;

. ~mDEL L—1+k -L/6
P(t) = f e gk:(k) dL ,x>O0vek,6 >0 (4.11)
0

isleminin sonucunda,

. 1 24
B(t) = z(ﬁ) =[Fi(t,k,0) + Fy(t, k, 0)] 4.12)

bagintisi elde edilir. Burada,

k-1
E _ 2_1+k\/BnT
- O1+kr (k)

Dnt

k
Fi(t k,0) = —knT'(3) 1Fi[1+5,%,27]

N | &

1+k 1+k 1 Dmt
Fatek0) = [For (5) R 5

olarak alinmistir. Ayn1 zamanda ;F;;
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N v @gzF EE a(a+1) z?
1F1(a,b;2) = ieo Kbk {1 + b1 + b(b+1) 2! ot }

(4.13)
ile verilen Konfluent hipergeometrik fonksiyondur. Bu asamada kusurun dipole
ulasma olasiligmin zaman uzayinda kesirli olabilecegi varsaymmi altinda P(t)’nin

Riemann-Lieuville kesirli integrali alinarak,

-k/
8(57) 2%[F1(T,k,9)+F2(T,k,6)]

l"( ) (T-t)t=s

-k/2
=8 (—t) (=) [Fs(t, k, 8) — F,(t, k, )] (4.14)

seklinde P(t) ifadesi elde edilir. Burada,

2—1+k\/5nk/2

6= 91K\ ET(OT(s)

k3Dnt

Fy(t,k,6) = WWATG) Fi(1+5,5, 55

1+k 1+k 1 Dmt
Fa(t, k, 0) = \fer( R IC R

olarak alinmistir. Boylelikle tek boyutta korelasyon fonksiyonu i¢in,

o) =1—P(t)=1-25 (i)_k/2 (—t)5[F,(t, k, 8) — F, (¢, k, 0)] (4.15)

bagintisina ulasiriz. Boylelikle korelasyon fonksiyonu icin Grafik 4.2 iligkisi elde

edilir.
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Grafik 4.2. Korelasyon fonksiyonunun zamanla degisimi (D = 0.1,k = 1,6 = 3)

Bu islemlerin ardindan (1.12) bagmtisindan faydalanarak kompleks dielektrik

fonksiyonu i¢in;

x(@) =1 —=nw(6162F5 + N4 (Fs + 15)F76364) (4.16)

elde edilir. Burada,

[3 _ (;;)W)%(2$+k+ 1)

7
__®)
M = gk+12srGOrGs)

k/2
n, = 2i (%) sO*IT(K)I(s)

—S

= G0 [FIEDIE ()

(D kTP

Ny = 1+k+2s

\/5(1+k)\/E(k+25)(—9%) z

ns = (DT (3 + 2k + 2s) — i6%w

¢1 = Cosh[kLog[2]] + Sinh[kLog[2]]
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Gy = Cosh[% kLog[m]] + Sinh[% kLog[m]]
¢3 = Cosh[kLog[2]] + Sinh[kLog[2]]

Gy = Cosh[% kLog[m]] + Sinh[% kLog[m]]

k
. Z+s .
_ N2 iD )2 1+k E 1 _an
Fs = w T3 (92w ZFl[ 2 '2+S'2' sz]
_ 12 24k 1+k 1 iDm
Fo = (—Dm +i0%w) oF1[—=,— +5,— 3, — 551
2+k 1+k 1 iDm
F,= ,F,[—,—+5s,-,—
7 2 1[ 2 ) 2 + ’2’ 620)]

kisaltmalar1 kullanilmistir ve ayrica ,F;(a, b; c; z);

o (@i®)cz*
,Fi(a, b;c;z) = Zk=°(i>—kkk! (4.17)

ile verilen Gauss hipergeometrik fonksiyonudur. Boylelikle kayip faktori y"' (w) ile

log(wtp) arasindaki iligki Grafik 4.3'teki gibi gosterilmektedir.
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Grafik 4.3. s‘nin farkli degerleri i¢in kayip faktori y''(w), (k = 1, 8 = 3)

Goriilecegi tizere difiizyon katsayist D ‘nin degisimi Grafik 4.2‘den de goriilecegi
tizere durulma siiresini degistirmektedir. Gama dagilimiyla hareket eden bir kusurun,

dipol zincirine ulagsmasi1 ve onun durulmasina neden oldugu varsayim altinda, uzaymn
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kesirli yapida oldugu disiiniilerek ve bunun neticesinde zaman uzayinda kesirli
integral hesab1 kullanilmasiyla, kompleks dielektrik fonsiyonunun Cole-Cole, Cole-
Davidson ve Havriliak-Negami tipi davranislart sergiledigi goriilmektedir (Grafik
4.3). Bu davranislar kesirli integralin mertebesinin degisken secilmesi durumunda bu
degiskenin aldig1 degerlere gore sekillenmistir. Bilindigi gibi Gama dagilimi1 k ve
O‘nin  farkli degerlerine gore diger bazi Onemli dagilim fonksiyonlarina
dontisebilmektedir. k = 2 ve 8 = 3 degerleri i¢in Grafik 4.4‘ten de gorildiigi gibi
kompleks dielektrik fonksiyonunun dogrudan Cole-Cole tipi bir davranis sergiledigi

goriilmektedir.

0.05 -

0.02
1072 p it lOQ W T
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Grafik 4.4. Kayip faktorii Y’ (w) ya karsin Logwtp, (s = 0.5,k = 2,0 = 3)

Benzer islemler, kusurun daha farkli olasilik fonksiyonlar: altinda dipol zincirine
ulagsmis olabilecegi diislincesine dayanarak yapilabilir. Bu durumda asagidaki

sonuclar elde edilmistir. L bagimsiz degiskeninin olasilik dagiliminin,
fL)y=et (4.18)

seklinde secilmesi durumunda, uzayin kesirli olmadigi bir durum i¢in korelasyon

fonksiyonu,

P =1+ VVIVEC-2 ~ [T+ 2 [EVDi + oo [LprieryiV @)

seklinde elde edilmistir. Burada Erfc(z);
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Erfe(z) = = [ " e~ dt (4.20)

ile verilen tamamlayici hata fonksiyonu (complementary error function)’dur.

Buradan hareketle kompleks dielektrik fonksiyonu,

i(D(m-13/2)+VDViw—iw)

iDr+w

y(w)=1- 4.21)

seklinde elde edilmistir ve diflizyon katsayis1 D = 1 i¢in;

0.1F

. L . Logw 1p
1074 1 10*

Grafik 4.5. Kay1p faktorii y'' (w) ya karsin Logwtp, (D = 1)

Dogrudan Cole-Cole tipi bir davranis sergilemistir. Bununla birlikte, uzayin kesirli
oldugu varsayimi altinda, daha Once kullanildig1 gibi, kesirli hesap teknigi

kullanilmast sonucunda korelasyon fonksiyonu i¢in;

p(t) = @1+, (4.22)

bulunmustur. Burada,

=1+ \/%D3/26D”tn3/2(—t)5En1(1 — 5,Dmt) /T(s)

1 1 1 +1
92 = VD(—t)* (5 — eP™mVDiE,, (5-sDnt)/ \E) /TS
dir. Ayn1 zamanda burda E,, (z) ifadesi,
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E.(2) = [ dt (4.23)

ile verilen iistel integral bagintisidir. Boylelikle kompleks dielektrik fonksiyonu i¢in;

(@) = 1= ——i[x1(®) + x2() = x3(@) + x4 ()] (4.24)

= i 1

x1(w) =D + DB/ZemsTEZ(i(;))E_S _i
- i 1

X2 ((‘)) =V I)elnsﬂ(iw)_E_SwZ

5 ) Cq
Xo(w) = [ADE oz ()i

5 . .
X4(60) — \/%DE‘Sel”STﬁ/Z(%)l—S

bagmtisi elde edilir. Bu islemler sonucunda kayip faktoéri y"'(w) ile log(wtp)
arasindaki iligki kesirli integralin derecesi s‘nin farkli degerlerine gore Grafik

4.6'daki gibi bulunmustur.

'73 .72 . . " . . Log w 1
10™ 10 0.1 1 10 100 1000

Grafik 4.6. Kay1p faktorii y" (w) ya karsin Logwtp, (D = 1)
Dogal olarak kesirli integralin derecesinin 1 oldugu durum (yani bilinen normal
integral) icin bir Onceki durumla ayni olan Cole-Cole davranist gozlenmistir.

Bununla birlikte integralin derecesi s kiiciildiikce Cole-Davidson ve de Havriliak-

Negami’ye dogru davranislar ortaya ¢ikmistir.
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Kusurlarin hareketine ait olasilik yogunluk fonksiyonu,

(1+f)%(_1_v) rédy)

v

) =

(4.25)

ile verilen student-t fonsiyonu alinirsa, uzaym kesirli yapis1 hesaba katilmaksizin
yapilan benzer islemler sonucunda bu dagilimla hareket eden kusurlarin meydana
getirdigi durulmaya ait kompleks dielektrik katsayisinin kayip faktorii igin
Grafik 4.7’deki davranis gozlenir.

0.05r
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Grafik 4.7. Kay1p faktorii y"' (w) ya karsin Logwtp, (D = 1)

Gortilecegi tizere kusurlarin student-t olasilik dagilimi ile hareket etmesi durumunda
v parametresinin farkli degerleri i¢in Cole-Cole ve Cole-Davidson tipi davranislar
gozlenmistir. student-t dagilimmna ait kesirli yaklasim analitik yOntemlerle

hesaplanamamustir.

Simdi ise daha basit ve bagimsiz degiskenin kiiciik bir araliginda taniml,
fL)=L+5.0<L<1 (4.26)
seklinde bir olasilik yogunluk fonksiyonunu ele alalim. Bu olasilik dagilimli kusur

hareketinin, uzayin kesirli olmamasi durumuna ait korelasyon fonksiyonu, daha dnce

yapilanlara benzer islemler sonucunda,
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1
9(t) = 1+ Vr {(—1 +VD(~1 + 2¢ Bm)V) + (1 - Dnt)Erf(\/ﬁ)} 4.27)
seklinde elde edilir. Burada Erf(2);
2 rZ _42
Erf(z) = \/—;fo et dt (4.28)
Bi¢iminde tanimlanan hata fonksiyonu (error function)’dur. Bu islemlerin sonucunda

kusur dipol etkilesiminin ortaya koydugu korelasyon fonksiyonunun davranisi

Grafik 4.8°de verildigi gibi elde edilmistir.
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Grafik 4.8. Korelasyon fonksiyonunun zamanla degisimi (D = 0.01)

Bir sonraki asamada kompleks dielektrik fonksiyonu ise;

x(w) = x1(w) + x2(w) (4.29)
_a+ie _113/4
(-1)3/4“VDr
$1(@) = e Vo (i + CLIDm
_Yio
i(2D3/2+m\/iDw) | e VDTVT(2iDm+ivVDmiw+2w)
X2(w) = — 0 + 2o

seklinde elde edilmistir. Boylelikle kayip faktorii, difiizyon katsayisimin farkli

degerleri i¢in Grafik 4.9’ daki egrileri vermistir.
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Grafik 4.9. Kay1p faktori y"' (w) ya karsin Logwtp, (D =1, D = 0.1)

Calismanin son asamasinda dagilim fonksiyonu kesirli uzay varsayimi altinda

islemlere dahil edilirse korelasyon fonksiyonuna ait davranig Grafik 4.10°da verildigi

gibi gdzlenmistir.
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Grafik 4.10. Korelasyon fonksiyonunun zamanla degisimi, (D = 1)

Burada dikkat edilirse kesirli integralin mertebesi s’nin kiigiilen degerlerinde

Grafik 4.2 de verilen Gama dagilimma ait korelasyonla benzer egriler ortaya

cikmaktadir. Son asama olarak kompleks dielektrik fonksiyonunun kayip faktoriine

ait egriler kesirli integralin derecesi s’in farkli degerleri i¢in Grafik 4.11°de

verilmistir.
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Grafik 4.11. Kayip faktori y'' (w) ya karsin Logwtp, (D = 1)

Yaklagimlar incelendiginde ister bilinen dagilimlar ister rasgele secilen olasilik
dagilimlari olsun standart kusur-difuzyon yaklasiminda genel olarak Cole-Cole ya da
bazen Cole-Davidson tipi davranislar1 vermektedirler. Bunun yaninda kesirli uzay
olasilik dagilimimin fiziksel siirece yon verdigi varsayimi altinda elde edilen
sonuclarin Cole-Cole davranisini dogrudan verebilmesinin yaninda Cole-Davidson
ve Hawriliak-Negami tipi davraniglar1 da sergileyebildigini goriiyoruz. Burada

ozellikle diisiik frekans bolgesinde daha diizgilin davranislar goriilmektedir.

Kesirli yaklagimin bazi zayif noktalar1 da ¢alismanin ilerleyen kisimlarinda kendini
gostermistir. Buradaki en biiylik zorluklarin basinda fiziksel olgularin analitik
ifadelerini elde etmedeki zorluk yatmaktadir. Kullanilacak denklemlerin karmasiklig
onun kullanim alanini da zayiflatmaktadir. Ayrica uzayin kesirli yapisinin zaman
uzayma etkisinin fiziksel yorumunda ¢etin zorluklarla karsilagilmaktadir. Fakat
burada sunu soyleyebiliriz ki, kesirli hesap teknigi kullanilarak elde edilen
sonuglarin, deneyleri karsilayabilen empirik fonksiyonlarla uyumlulugunu ¢ok daha

fazladir.

Kusur-difiizyon yaklasimin bazi zayif noktalart da bu c¢alisma kapsaminda
gosterilmeye calisilmistir. Calisma kapsaminda tek bir kusurun bir dipol zincirini
etkileyerek durulma mekanizmasini baslattigi varsayilmistir. Oysaki temel varsayim
tek bir kusurun dipol zinciri iizerindeki bir tek dipole etkiyerek onu ydnlendirdigi
seklindedir. Burada goriiyoruz ki ister orijinal bakis acist olsun ister revize ettigimiz

sekliyle olsun elde edilen sonuglar deneylerden elde edilen verilerle uyum iginde
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olmaktadir. Bu noktada modelin varsayiminin zayifligi 6n plana ¢ikmaktadir. Yani
model fiziksel siirecin nasil gerceklestigini agiklamaya yonelik olsa da, kullanilan
matematiksel yontemler ve fiziksel olayin gergeklesmesine ait kavramsal degisimler
sonucu etkilememektedir. Bu durum fiziksel siirecin nasil olduguyla ilgili bir ¢eliski
yaratmaktadir. Bu c¢eliskiye ayni zamanda kesirli yaklagimla olasilik uzayinin
muglak yapisi da katkida bulunmaktadir. Burada sunu sdyleyebiriz ki kusur-difiizyon
yaklasimmin giicli oldugu nokta etkilesimin bir difiizyon mekanizmasi ile
tanimlanabilmesinde yatmaktadir. Bu noktadan hareketle, modelde, matematiksel
parametrelerin  fiziksel parametrelere doniistliriilmesi durumunda, dielektirik
durulmanin mekanizmasini anlama ve ¢ok daha saglikli yorumlar yapma sansini elde

edebilecegimizi sdyleyebiliriz.
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